
Un método WNS-FDTD para las
ecuaciones de Maxwell modo TM.

Aplicación a medios no-homogéneos.

T E S I S
Que para obtener el grado de

Maestro en Ciencias
con Especialidad en 

Matemáticas Aplicadas

P r e s e n t a

Andrés Lara Maldonado

Director de Tesis:

Dra. Silvia Jerez Galiano

Guanajuato, Gto., Mayo de 2010





AGRADECIMIENTOS
Quiero agradecer principalmente a mi directora de tesis, Silvia Jerez Galiano, por todo su tiempo,

paciencia y gran apoyo proporcionado durante la elaboraci´on de este trabajo. Agradezco también a Javier
Solı́s por su gran ayuda y apoyo para ingresar, mantenerme y progresar en el área de Aplicadas.
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4.1.1. Método numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 37
4.1.2. Exactitud y consistencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 39

III



4.1.3. Estabilidad y Convergencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 40
4.1.4. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 41

4.2. El algoritmo de Yee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 44
4.2.1. Expresión de las diferencias finitas para las ecuaciones de Maxwell en dos dimensiones 45
4.2.2. El algoritmo FD-TD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 48

4.3. Caracterı́sticas generales del método FD-TD como esquema de diferencias finitas . . . . . . 48
4.3.1. Exactitud y consistencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 49
4.3.2. Convergencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 50
4.3.3. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 50

4.4. Condiciones de fuentes de ondas incidente para el espacio libre . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD) 55
5.1. Diferencias finitas no-estándar (NSFD) . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5.2. Los promedios pesados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 59
5.3. Algoritmo FDTD No-estándar Pesado (WNS-FDTD) . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 62

6. Resultados nuḿericos 65
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CAPÍTULO 1
INTRODUCCIÓN

En la actualidad escuchamos hablar a menudo sobre los avances tecnológicos de
toda ı́ndole, en especial de la tecnologı́a inalámbrica. Un claro ejemplo de esto son los
teléfonos celulares que desde sus inicios en 1973 por el “padre de la telefonı́a celular”
Martin Cooper [43], hasta la fecha, han progresado de forma asombrante, cada vez con
más y mejor tecnologı́a. Sin embargo, pese a ser el celular un instrumento utilizado por
la mayorı́a de las personas, para desconocimiento de muchos, uno de los pilares de la
tecnologı́a inalámbrica es lateoŕıa electromagńetica.

Uno de los aspectos ḿas interesantes del teléfono celular es que es solamente un radio
extremadamente sofisticado, pero un radio a fin de cuentas [44].

El estudio de la teorı́a electromagnética comienza cuandoel hombre, en su afán de
comprender el fenómeno luminoso, se plantea la simple y sencilla pregunta; ¿Qué es
la luz? Esta pregunta tuvo que esperar respuesta por muchı́simos siglos, hasta que se
lograra la unificación de la electricidad con el magnetismoen un solo concepto decampo
electromagńetico. Esta unificación se dió gracias al fı́sico escocés JamesClerk Maxwell
(1831-1878), quien en 1873 apoyado en sus trabajos experimentales postuló los enunciados
teóricos de las ondas electromagnéticas, a través de lasfamosas ecuaciones conocidas con
su nombre [2].

Las ecuaciones de Maxwell no fueron aceptadas plenamente por muchos cientı́ficos
hasta que fueron confirmadas en 1888 por Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894), profesor
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1. Introducción

de Fı́sica, de nacionalidad alemana. Desde entonces, y aunque en un primer momento
Maxwell desconociera las posibles aplicaciones de su descubrimiento, las ondas electro-
magnéticas han jugado un papel fundamental en el desarrollo de múltiples aplicaciones
prácticas tales como la generación de ondas de radio, la bombilla eléctrica de Thomas
Alva Edison o el generador de corriente alterna por Nikola Tesla, la radio, la televisión, el
radar, el calentamiento por microondas, la telefonı́a móvil entre otras [5, 10].

En concreto, las ecuaciones de Maxwell muestran que un campoeléctrico, que varı́a con
el tiempo, actúa como fuente de un campo magnético, y viceversa, un campo magnético,
que varı́a con el tiempo, actúa como fuente de un campo eléctrico. Estos campos se
sustentan mutuamente y forman una onda electromagnética que se propaga a través del
espacio.

Hoy en dı́a el uso de la computadoras a repercutido en un mayoravance tecnológico
para la ciencia. En el área de la fı́sica, en particular en larama del electromagnetismo, las
ecuaciones de Maxwell han sido tema de investigación en base al desarrollo de métodos
computacionales y sus aplicaciones en campos como la medicina, ingenierı́a, entre otras
[4]. Estos estudios han dado resultados fructı́feros abarcando cada vez más áreas de interes,
ya que el uso de herramientas computacionales (software de simulación) disminuyen el
uso de experimentación en laboratorios reduciendo ası́ elcosto monetario.

1.1 Motivaci ón

En la actualidad, el desarrollo de herramientas computacionales es una parte indis-
pensable en el área de innovación cientı́fica y tecnológica de todo paı́s. La importancia de
los simuladores numéricos reside en su aplicación a problemas reales que cada vez son
más complejos en su formulación matemática. En particular, en esta tesis nos interesa el
desarrollo de métodos numéricos eficientes para las ecuaciones de Maxwell aplicadas a
medios heterogéneos.

Nuestra motivación nace originalmente por la colaboraci´on existente entre el CIMAT
y el CIP (Centro de Investigación en Polı́meros) asociado aPinturas COMEX México.
Se plantea el siguiente problema de interés: estudiar el esparcimiento de un frente de luz
que choca con una placa delgada (la pintura) dando especificaciones de sus partı́culas y
concentración. Conocido el esparcimiento de la luz y bajo ciertas caracterı́sticas quı́micas,
se puede determinar el color resultante de la pintura.

En la literatura encontramos que los problemas de esparcimiento de la luz (scatteringen
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1. Introducción

inglés) han sido tratado por varios métodos numéricos basado en las ecuaciones de Maxwell
que se han aplicado a diferentes áreas del conocimento comola Biologı́a, donde se aplica
al esparcimiento de la luz incidente en células [32, 33, 34]y también en el modelado de
vidrios y cerámicas para determinar el color de distintos materiales [35].

1.2 Antecedentes

Las ecuaciones de Maxwell han sido estudiadas por medio de varias técnicas numéricas
que las resuelven tanto de forma explı́cita como implı́cita. Dentro de estas técnicas las que
están más establecidas para diferentes tipos de simulaciones son: el método de momentos
(MoM), el método de elementos finitos (FEM) y el método de diferencias finitas en el
dominio temporal (FDTD) [38].

Los métodos MoM y FEM resuelven las ecuaciones de Maxwell deforma implı́cita me-
diante la inversión de una matriz. A diferencia del métodoFDTD, propuesto originalmente
por Kane Yee en 1966, que esexpĺıcito para todo tiempo y espacio, tanto para el campo
eléctrico como para el magnético [4]. Esto le ha dado al método FDTD mayor popularidad
en el desarrollo de software para simulaciones de ondas electromagnéticas pues involucra
un menor costo computacional y requiere una capaciada menorde memoria. Además, el
método FDTD es un método naturalmente paralelizable el cual puede ser implementado
en procesadores tales como los GPUs [27].

El método FDTD se basa en el método de diferencias finitas lacual es una de las
técnicas más antiguas y su esencia está en resolver el problema diferencial utilizando
aproximaciones diferenciales asociadas a un conjunto discreto de puntos. Las diferencias
finitas se caracterizan por su sencillez y porque permiten abordar el análisis de casi
cualquier estructura. Esto ha permitido al método FDTD, abordar problemas tales como el
modelado de antenas ([4] Sec. 14), de circuitos de microondas [29], del esparcimiento de
la luz [30], en detección de tumores [28], entre muchas otras que se pueden encontrar en
[39].

1.3 Objetivo

Nuestro interés en esta tesis es, en primera instancia, usar la programación computa-
cional para obtener una simulación de un campo electromagnético en dos dimensiones que
viaje en el vacı́o. Partimos del algoritmo FDTD, para desarrollar una versión modificada
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1. Introducción

del mismo que sea más eficiente cuando se aplica a problemas de electromagnetismo
complejos. Para hacer esto usamos un método no-estándar ylos promedios pesados para
obtener ası́ un método numérico con mejor precisión que el convencional FDTD.

Como segunda parte del objetivo, aplicamos el método FDTD modificado a las ecua-
ciones de Maxwell para medios no-homogéneos. El medio no-homogéneo que analizamos
es una región rectangular con un cilindro perfectamente conductor en el centro. Utilizamos
este medio pues es el caso particular del esparcimiento de laluz que genera una partı́cula
en dos dimensiones.

1.4 Metodoloǵıa

En elCaṕıtulo 2 damos una introducción a la teorı́a vectorial definiendo los objetos y
las operaciones con las que vamos a trabajar, en especial, ladivergencia y el rotacional que
van a ser necesarios para el completo entendimiento de las ecuaciones de Maxwell.

En elCaṕıtulo 3 damos un resumen de la teorı́a electromagnética explicando a detalle
cada una de las que ecuaciones que forman parte de las cuatro famosasecuaciones de
Maxwell. Veremos cómo los campos, eléctrico y magnético, bajo ciertas condiciones,
satisfacen la ecuación de onda independiente una de la otra. Expresaremos también ex-
plı́citamente estas ecuaciones en tres dimensiones y su reducción a una y dos dimensiones.
En dos dimensiones, explicamos losmodos transversalesmagnéticos y eléctricos que
serán nuestro punto de comparación en los resultados num´ericos.

En elCaṕıtulo 4explicamos el método en diferencias finitas e introducimosel esquema
de Yee. Explicaremos a detalle el método FDTD dando sus caracterı́sticas generales
tales como el error, la convergencia y la estabilidad. Y finalmente proponemos la onda
incidentes que vamos usar para nuestros resultados numéricos.

La principal aportación de la tesis se encuentra en elCaṕıtulo 5, donde damos una
mejor aproximación para la derivada usando el método de diferencias finitas no-estándar
y los promedios pesados con la cual mejoramos la precisión del algoritmo convencional
FDTD. El algoritmo que desarrollamos, WNS-FDTD (Weight Non-Standar FDTD), es
una generalización del algoritmo que propone James B. Cole, profesor de la Universidad
de Tsukuba en 1997 [16], siendo a su vez, más estable como veremos en la sección (6.1).

Para finalizar la tesis, en elCaṕıtulo 6 damos los resultados numéricos para el problema
de un frente de onda que viaja en un domino espacial rectangularR. Primero establecemos
un medio homogéneo donde validamos el algoritmo WNS-FDTD con la solución exacta.
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1. Introducción

Luego establecemos un medio no-homogéneo introduciendo un cilindro perfectamente
conductor en el centro de la región espacial. Validamos nuestro algoritmo con una
imágen de la solución exacta y luego lo comparamos con el algoritmo de Cole siendo el
WNS-FDTD mejor que el de él. Por último, comparamos el costo temporal que tienen los
algoritmos de Cole y el WNS-FDTD.
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CAPÍTULO 2
ANÁLISIS VECTORIAL

El análisis vectorial es una herramienta matemática con la que se expresan en forma más
conveniente y se comprenden mejor los conceptos del electromagnetismo. En este capı́tu-
lo presentaremos los conceptos básicos del álgebra vectorial en coordenadas cartesianas
ası́ como de los campos vectoriales, pues ambos son requeridos para describir mejor al
electromagnetismo. Los conceptos que acontinuación presentaremos se puede encontrar a
mayor detalle en [10].

2.1 Definiciones

En el estudio de fı́sica elemental nos encontramos con muchos tipos decantidades;
en particular, vamos a hablar de las cantidadesescalaresy vectoriales. Los escalaresson
cantidades caracterizadas únicamente por su magnitud, por ejemplo el tiempo, la masa, la
distancia, la temperatura, volumen, etc. Unvectores una cantidad que está completamente
caracterizada por su magnitud y dirección, por ejemplo se tiene la velocidad, la fuerza y el
desplazamiento.

Para hacer la distinción entre un escalar y un vector, vamosa representar el vector por
una letra negrita, por ejemploA y B. Un escalar lo representaremos únicamente por una
letra, por ejemploa,b y c.
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2. Análisis Vectorial

A lo largo de esta tesis vamos a trabajar en el campo de los números reales, i.e. enR,
ası́ que los escalaresa∈ R y los vectoresA ∈ R

3.

Definición 2.1.1Una función escalarA es una funcíon de posicíon que est́a comple-
tamente especificada por su magnitud en todo punto del espacio, i.e

A : R
3 → R.

Definición 2.1.2Un campo vectorialA es una funcíon de posicíon que est́a comple-
tamente especificada por su magnitud y dirección en todo punto del espacio, i.e

A : R
3 −→ R

3

(x,y,z) −→ (Ax(x,y,z),Ay(x,y,z),Az(x,y,z))

donde
Ax, Ay, Az : R

3 −→ R

son funciones escalares.

Definición 2.1.3Una trayectoriaen el espacio es una aplicación c : [a,b] → R
3. La

coleccíon C de puntosc(t), conforme t vaŕıa en [a,b], se denominacurva, y c(a) y
c(b) son sus extremos. Sic(a) = c(b) se dice que la curva escerrada simple.

Los vectores y escalares cumplen operaciones de suma y restade vectores ası́ como produc-
to por un escalar. Dos operaciones importantes que cumplen los vectores son elproducto
interior y el producto cruz.

Definición 2.1.4El producto escalarde los vectoresA y B es un escalar que se de-
notaA ·B, y es

A ·B = AxBx +AyBy +AzBz.

Definición 2.1.5El producto cruzde los vectoresA y B es un vector que se denota
A ×B. Si i, j y k representa vectores unitarios en las direcciones x, yy z respectiva-
mente, el producto cruz se escribe

A ×B =

∣∣∣∣∣∣

i j k
Ax Ay Az
Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣
= (AyBz−AzBy) i +(AzBx−AxBz) j +(AxBy−AyBx) k.

El producto cruzA ×B es nuevamente un campo vectorial que es ortogonal a los campos
A y B en cada punto (x,y,z).
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2. Análisis Vectorial

Si ahora tenemos tres campos vectorialesA, B y C, se ve que

A ·B×C =

∣∣∣∣∣∣

Ax Ay Az
Bx By Bz
Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣

Bx By Bz
Ax Ay Az
Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣
= −B ·A ×C (2.1)

2.2 Longitud, área y volumen diferenciales

Los elementos diferenciales de longitud, área y volumen son útiles en el cálculo
vectorial.Éstos se pueden definir en los sistemas de coordenadas cartesianas, cilı́ndricas
y esféricas. Como nuestro trabajo es en el sistema cartesiano vamos a definir estos
diferenciales en este sistema.

 

Figura 2.1: Elementos diferenciales de longitud en las direcciones(x,y,z) en las coorde-
nadas cartesianas.

En la figura (2.1) se observa que:

1. El desplazamiento diferencial lo da

dl = dx i + dy j + dzk.

2. El área normal diferencial lo dan

dS = dy dzi.
= dx dzj .
= dx dyk.
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2. Análisis Vectorial

3. El volumen diferencial lo da la expresión

dv= dx dy dz.

Es importante la manera en que se definedS. Este elemento diferencial de superficie (o
área) se puede definir, en general como

dS= dSn.

en dondedSes el área del elemento de superficie yn es un vector unitario normal a la
superficiedS.

2.3 Integración vectorial

En este trabajo vamos a considerar tres tipos de integrales:de lı́nea, de superficie y de
volumen, de acuerdo a la naturaleza del elemento diferencial que aparezca en la integral.
La integral puede ser tanto de un campo vectorial como de una función escalar. Las
integrales que más nos van a interesar son la integral de lı́nea de un vector, la integral de
superficie de un vector, y la integral de volumen de ambos, vectores y escalares.

Comencemos con la integral de lı́nea;

Definición 2.3.1SeaA un campo vectorial continuo enR3 sobre la trayectoriac :

[a,b] → R
3. Definimos

∫

C
A · dl, la integral de lı́neade A a lo largo dec por la

fórmula ∫

C
A ·dl =

∫ b

a
A(c(t)) ·c′(t)dt.

Donde C es la curva definida por la trayectoriac.

Si la curvaC es cerrada, la integral de lı́nea del campoA sobre la curvaC se denota
∮

C
A ·dl.

Para la integral de superficie, primero definamos el tipo de superficies sobre las que vamos
a trabajar que son las superficies parametrizadas.

Definición 2.3.2Definimos unasuperficie parametrizadaS como laimagende una
funciónΦ : D ⊂ R

2 → R
3, escrita comoΦ(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)). Donde

x(u,v),y(u,v),z(u,v) : D ⊂ R
2 → R,

son funciones continuas. A la funciónΦ se le llama laparametrizaciónde S.
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2. Análisis Vectorial

Definición 2.3.3Decimos que la superficie S essuaveenΦ(u,v) ∈ S si

Tu×Tv 6= 0,

donde

Tu =
∂x
∂u

(u,v) i +
∂y
∂u

(u,v) j +
∂z
∂u

(u,v) k

y

Tv =
∂x
∂v

(u,v) i +
∂y
∂v

(u,v) j +
∂z
∂v

(u,v) k

Ahora ya podemos hablar de campos vectoriales sobre superficies y su integral sobre la
misma.

Definición 2.3.4SeaA un campo vectorial definido en S, imagen de una superficie
parametrizada por la funciónΦ : D ⊂ R

2 → R
3. La integral de superficiedeA sobre

Φ, denotada por ∫

S
A ·dS,

se define por ∫

S
A ·dS=

∫ ∫

D
A · (Tu×Tv)dudv.

Si la superficieSes cerrada la integral de superficie se denota
∮

S
A ·dS.

2.4 La divergencia

La divergencia de un campo vectorial mide la diferencia entre el flujo entrante y el flujo
saliente de un campo vectorial sobre la superficie que rodea aun volumen de control, por
tanto, si el campo tiene “fuentes” o “sumideros”, la divergencia de dicho campo será dife-
rente de cero.

Definición 2.4.1La divergenciade una campo vectorialA, es un campo escalar, y se
define como el lı́mite de su integral de superficie por unidad de volumen encerrado
cuando la superficie tiende a un punto. Esto es;

divA = lı́m
V→0

1
V

∮

S
A ·dS

�
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2. Análisis Vectorial

Esta definición está directamente relacionada con el concepto de flujo del campo. Como
en el caso del flujo, si la divergencia en un punto es positiva,se dice que el campo posee
fuentes. Si la divergencia es negativa, se dice que tiene sumideros. El ejemplo más ca-
racterı́stico se ve las cargas eléctricas que son el resultado de la divergencia del campo
eléctrico, pues con esto, las cargas positivas son fuentesy las negativas son sumideros del
campo eléctrico. Por otro lado, podemos observar que la definición (2.4.1) de la divergencia
es independiente de cualquier sistema de coordenadas y puede ser usado para encontrar la
forma explı́cita del operador divergencia en cualquier coordenada.

Lema 2.4.2Si el campoA es de clase C1, en coordenadas rectangulares la diver-
gencia deA es

divA =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

Demostración: Consideremos el paralelepı́pedo infinitesimal de lados∆x, ∆y y ∆z de la
figura (2.2).

 

Figura 2.2: Paralelepı́pedo infinitesimal de lados∆x, ∆y y ∆z.

Supongamos que una de las esquinas del paralelepı́pedo es elpunto(x0,y0,z0), entonces
en desarrollos de Taylor tenemos que

Ax(x0 + ∆x,y,z) = Ax(x0,y,z) + ∆x
∂Ax

∂x
(x0,y,z)+R1(x,x0), (2.2)

dondeR1(x,x0) es el residuo de orden 1. Esto significa que (ver [7] pág. 182)

R1(x,x0)

∆x
→ 0, cuando ∆x → 0.

�
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2. Análisis Vectorial

De la misma forma tenemos

Ay(x,y0 + ∆y,z) = Ay(x,y0,z) + ∆y
∂Ay

∂y
(x,y0,z)+R1(y,y0), (2.3)

y

Az(x,y,z0 + ∆z) = Az(x,y,z0) + ∆z
∂Az

∂z
(x,y,z0)+R1(z,z0). (2.4)

Como el elemento de área∆y∆z es perpendicular al ejex, ∆x∆z es perpendicular al ejey y
∆y∆x es perpendicular al ejez, la definición del divergencia se reduce a

divA = lı́m
V→0

1
∆x∆y∆z

{∫
Ax(x0,y,z)dydz

+ ∆x∆y∆z
∂Ax

∂x
+ ∆y∆zR1(x,x0) +

∫
Ay(x,y0,z)dxdz

+ ∆x∆y∆z
∂Ay

∂y
+ ∆x∆zR1(y,y0) +

∫
Az(x,y,z0)dydx

+ ∆x∆y∆z
∂Az

∂z
+ ∆y∆xR1(z,z0) −

∫
Ax(x0,y,z)dydz

−
∫

Ay(x,y0,z)dxdz−
∫

Az(x,y,z0)dxdy

}

= lı́m
V→0

{
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
+

R1(x,x0)

∆x
+

R1(y,y0)

∆y
+

R1(z,z0)

∆z

}

Como
R1(x,x0)

∆x
,
R1(y,y0)

∆y
,
R1(z,z0)

∆z
→ 0, cuando ∆x,∆y,∆z→ 0,

se concluye que la divergencia deA es

divA =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
.

�

Un resultado interesante en aplicaciones relacionadas tanto con la electroestática como
con la mecánica de fluidos es elteorema de la divergencia, frecuentemente llamado

�
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2. Análisis Vectorial

teorema de Gauss de la divergencia. A continuación lo presentamos y relaciona el flujo de
un campo vectorial a través de una superficie cerrada con la integral de la divergencia de
dicho campo en el interior del volumen encerrado por una superficie.

Teorema 2.4.3(de Gauss de la divergencia)SeaA campo vectorial diferenciable
sobre un volumen V que está delimitado por su frontera (o superficie) S suave y sea
n el componente normal del campo sobre cada punto de la superficie. Entonces se
cumple que ∫

V
divAdv=

∮

S
A ·nda=

∮

S
A ·dS

Demostración: SeaP = {∆vi}n
i=1 una partición del volumenV para n suficientemente

grande. Aquı́, lai-ésima celda tiene volumen∆vi y está acotado por la superficieSi . Es
claro ver que

n

∑
i=1

∮

Si

A ·nda=
∮

S
A ·nda.

Cuando la partición es cada vez más fina, i.e.∆vi → 0, se tiene quen→ ∞. Entonces
∮

S
A ·nda= lı́m

∆vi→0
∑
i

{
1

∆vi

∮

Si

A ·nda

}
∆vi (2.5)

De la definición (2.4.1) podemos ver que la expresión entrellaves de la ecuación (2.5) es
la divergencia deA restringido a cada∆vi . En el lı́mite, la suma sobre los ı́ndicesi’s es la
integral sobreV. Por lo tanto ∮

S
A ·dS=

∫

V
divAdv.

�

2.5 El rotacional

En el cálculo vectorial, elrotacionales un operador vectorial que muestra la tendencia
de un campo vectorial a inducir rotación alrededor de un punto.

Definición 2.5.1El rotacionalde un campo vectorialA es ĺımite del cociente de la
integral del producto cruz con su componente normal sobre una superficie cerrada,
entre el volumen que encierra la superficie cuando el volumentiende a cero, esto es;

rotA = lı́m
V→0

1
V

∮

S
n×A ·dS

�

�
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2. Análisis Vectorial

Lema 2.5.2En coordenadas rectangulares el rotacional deA es

rotA =

∣∣∣∣∣∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣
=

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
i +

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
j +

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
k.

Demostración: Vamos a demostrar el lema calculando cada una de las componente del
rotacional deA. Comencemos con el rotacional del componentex. En esta componente, el
rotacional tiene contribuciones sólo en las caras perpendiculares a los ejesy y z. Recordan-
do que j × k = − k × j = i, tenemos que éstas contribuciones no nulas a las caras del
paralelepı́pedo (2.2) son

(rotA)x = lı́m
V→0

1
V

[
(−Ay(x,y,z+∆z)+Ay(x,y,z))∆x∆y+(Az(x,y+∆y,z)−Az(x,y,z))∆x∆z

]
.

Considerando las series de Taylor, análogo a (2.2), se tiene

(rotA)x = lı́m
V→0

1
V

[
(−∆z

∂Ay

∂z
−R1(z,z))∆x∆y +(∆y

∂Az

∂y
−R1(y,y))∆x∆z

]

=
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
. (2.6)

De forma análoga encontramos la contribuciones para los componentesy y z obteniendo

(rotA)y =
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
, (2.7)

y

(rotA)z =
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
. (2.8)

�

Veamos ahora un teorema que constituye una herramienta importantı́sima en el electro-

magnetismo, tanto en su desarrollo teórico, como en la solución de problemas prácticos.
Este resultado, es conocido como elTeorema de Stokes, que en esencia permite la conver-
sión de una integral de lı́nea en una integral de superficie yviceversa.

Teorema 2.5.3(de Stokes)SeaA un campo vectorial diferenciable definido sobre
una superficie S paraḿetrica simple con frontera C. Entonces se tiene que

∮

C
A ·dl =

∫

S
∇×A ·dS

�

�
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2. Análisis Vectorial

Demostración: De la definición (2.5.1), la demostracióndel teorema es análoga al teorema
(2.4.3) �

�

�

�

�
18



CAPÍTULO 3
ECUACIONES DE MAXWELL

James Clerk Maxwell fue la primer persona que com-
prendió verdaderamente la naturaleza fundamental de
la luz.Él realizó importantı́simas aportaciones a la ter-
modinámica, la óptica, la astronomı́a y la fotografı́a
en color. En 1931, con motivo de la conmemoración
del centenario de su nacimiento, Albert Einstein de-
scribió el trabajo de Maxwell como((el más profundo
y provechoso que la fı́sica ha experimentado desde los
tiempos de Newton)) [40].

Figura 3.1:James Clerk Maxwell

3.1 Antecedentes

El antecedente clásico del electromagnetismo tiene una larga e ilustre historia. Su
rango de aplicaciones se extiende desde teorı́a de circuitos hasta tomografı́as. Con estos
fines puede ser usado para analizar componentes tales como circuitos, antenas, fuentes de
microondas, entre otras. En esencia el campo electromagnético completo puede expresarse
de forma concisa en un conjunto consistente de cuatro ecuaciones que fueron compiladas

�

�

�

�
19



3. Ecuaciones de Maxwell

por Maxwell en el siglo XVII. Como resultado de esto las ecuaciones son conocidas como
las ecuaciones de Maxwell. Cuando existe dependencia del tiempo, estas ecuaciones se
convierten en un conjunto completamente acoplado, ası́ quepara resolver un problema con
valores en la frontera es necesario considerar cada una de las ecuaciones y su efecto en las
otras. Cuando no existe dependencia del tiempo, el conjuntode ecuaciones se convierte en
un sistema desacoplado, ası́ que se puede resolver cada uno independientemente. En este
trabajo vamos a considerar que existe dependencia del tiempo y por lo tanto vamos a usar
métodos para resolver el conjunto completo de las ecuaciones de Maxwell.

Comenzaremos con un recuento de las ecuaciones de Maxwell. Cada una de estas ecua-
ciones tiene sus orı́genes en alguna de las leyes empı́ricasdescubiertas por Gauss, Ampère,
y Faraday, mismas leyes que estudiaremos a continuación.

3.1.1. Ley de Gauss

Ley 3.1.1La Ley de Gauss(para campos eléctricos y magńeticos) establece que
la densidad de flujo total que sale de una superficie cerrada S es igual a la carga
total Q presente en el interior de la superficie.

∮

S
D ·dS= Q

Donde en este caso,D representa la densidad de flujo eléctrica diferenciable,dS el incre-
mento de área, yQ es la carga encerrada en la superficie paramétricaS. La cargaQ también
la podemos representar como una integral de volumen obteniendo

∮

S
D ·dS=

∮

V
ρdv, (3.1)

Usando el teorema de la divergencia (2.4.3), el lado izquierdo de la ecuación es igual a
∮

S
D ·dS=

∮

V
∇ ·Ddv.

Entonces ∮

V
∇ ·Ddv=

∮

V
ρdv.

Como esto es para todo volumenV tenemos

∇ ·D = ρ. (3.2)

De forma similar aplicamos la ley de Gauss para el campo magn´etico del cual obtenemos

∇ ·B = 0. (3.3)

�
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3. Ecuaciones de Maxwell

3.1.2. Ley de Amp̀ere

Ley 3.1.2La Ley de Ampèreestablece que la corriente J que fluye en un conduc-
tor S es igual al campo magnético que encierra el conductor, es decir

∮

C
H ·dl =

∫

S
JdA

dondeH es la densidad de flujo magnético diferenciable,C = ∂S y dl es un incremento
lineal. En un capacitor, la corriente puede fluir de un electrodo a otro y pasar ya sea por
el vacı́o o por un material dieléctrico. En este caso la ley de Ampère falla y es ahı́ donde
Maxwell agregó el términocorriente de desplazamiento

∂
∂ t

D.

para hacer consistente a la ley de Ampère con la conservaci´on de la carga.

La ley, en su forma completa, se llama Ley de Ampère-Maxwell.

∮

C
H ·dl =

∫

S

[
J +

∂
∂ t

D

]
dA. (3.4)

Ésta fue una de las mayores contribuciones de Maxwell que le permitió la unificación de
los fenómenos eléctricos y magnéticos.

Usando el teorema de Stokes (2.5.3) tenemos que el lado izquierdo de la ecuación (3.4)
es igual a

∮

C
H ·dl =

∮

S
H ×dS

por lo tanto la ecuación (3.4) se puede escribir de la forma

∮

S
∇×HdS=

∫

S

[
J +

∂
∂ t

D

]
dA.

Como esto se vale para cualquier superficieS tenemos la ecuación

∇×H = J +
∂
∂ t

D.

�
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3. Ecuaciones de Maxwell

3.1.3. Ley de Faraday

Ley 3.1.3La Ley de Faradayestablece que la variación con respecto al tiempo
del flujo magńetico diferenciable,B, induce voltaje, o fuerza electromotriz (FEM),
sobre una trayectoria cerrada, esto es

FEM =
∮

E ·dl = − ∂
∂ t

∫

S
B ·dA (3.5)

Esto quiere decir que una trayectoria cerrada rotando en un campo magnético constante,
genera voltaje.
Usando el teorema de Stokes (2.5.3) tenemos

∮
E ·dl = − ∂

∂ t

∫

S
B ·dA

∮
∇×E ·dA = − ∂

∂ t

∫

S
B ·dA, o

∇×E = − ∂
∂ t

B

De donde hemos derivado el conjunto de las cuatro ecuacionesen su forma diferencial:

∇ ·D = ρ (3.6a)

∇ ·B = 0 (3.6b)

∇×E = −∂B
∂ t

(3.6c)

∇×H = J +
∂D
∂ t

(3.6d)

donde

E = Campo eléctrico en Volt por metro (V/m)
B = Campo magnético en Weber por metro cuadrado (Wb/m2)
D = Densidad de flujo eléctrico en Coulomb por metro cuadrado (C/m2)
H = Densidad del flujo magnético en Ampère por metro (A/m)

Para expresar las ecuaciones (3.6) en la forma integral lo vamos a hacer en dos subcon-
juntos; primero las ecuaciones que resultan de las leyes de Gauss para los campos eléctricos
y magnéticos

∮

S
D ·dS =

∫

V
ρdv (3.7a)

∮

S
B ·dS = 0 (3.7b)

�
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3. Ecuaciones de Maxwell

dondeS es una superficie cerrada simple que delimita el volumenV. Luego tenemos las
ecuaciones que resultan de las leyes de Ampère-Maxwell y Faraday, que respectivamente
son

∮

C
E ·dl =

∫

S

(
∂B
∂ t

)
·dS (3.7c)

∮

C
H ·dl =

∫

S

(
∂D
∂ t

+ J
)
·dS (3.7d)

DondeSes una superficie simple cuya fronteraC = ∂Ses una curva cerrada simple.

3.2 Dependencia del tiempo

En general, cuando las ecuaciones de Maxwell dependen del tiempo, sólo necesitamos
las dos ecuaciones rotacionales de Maxwell, las leyes de Faraday y Ampère. Para ver esto
vamos a utilizar operaciones vectoriales en la Ley de Gauss;si tomamos la divergencia de
la ecuación (3.6c) tenemos

∇ · (∇×E) = −∂∇ ·B
∂ t

.

Como∇ · (∇×E) = 0, tenemos
∂∇ ·B

∂ t
= 0,

Lo que implica que∇ ·B = C, dondeC es una constante de tiempo. Esta constante es la
carga magnética y como no existen cargas magnéticas aisladas ([5] pág. 311), se tiene que
C = 0, y entonces∇ ·B = 0 como en la ecuación (3.6b).

Similarmente, tomando la divergencia de la ecuación (3.6d), y como∇ · (∇×H) = 0
tenemos

∇ ·J +
∂∇ ·D

∂ t
= 0

Usando la ecuación de continuidad (ver [10])

∇ ·J =
∂ρ
∂ t

,

la cual establece la conservación de carga, concluimos que

∂
∂ t

(∇ ·D − ρ) = 0

equivalente a
∇ ·D = ρ + ρ0,

�
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3. Ecuaciones de Maxwell

dondeC es una constante de tiempo. Esta constante es fı́sicamente invariante del tiempo y
se produce sólo en campos estacionarios. Entonces, para lavariación del tiempo se tiene
queC = 0. Por lo tanto cuando tenemos el caso en que existe variación del tiempo las dos
ecuaciones de Gauss no contribuyen información adicional.

3.3 Relaciones constitutivas

Además de las cuatro ecuaciones de Maxwell hay tres ecuaciones que expresan las
relaciones entre los campos fuente y los campos de respuestade los materiales en cuestión.
A estas relaciones las llamamosrelaciones constitutivas:

D = εE,

B = µH,

Dondeε es conocida como lapermitividad eĺectricay es una constante fı́sica que describe
como un campo eléctrico afecta y es afectado por un medio. Laconstanteµ se denomina
permeabilidad magńeticay es la capacidad de una sustancia o medio que indica el grado
de ”magnetización”de un material ante la presencia de un campo magnético externo. De
forma más explı́cita estas ecuaciones se pueden escribir como

D = εrε0E,

B = µr µ0H,

donde

ε0= permitividad en el vacı́o y es igual a 8,854×10−12F/m
µ0 = permeabilidad en el vacı́o y es igual a 4π ×10−7H/m
εr= proporción de permitividad (adimensional)

µr = proporción de permeabilidad (adimensional)

Tantoεr comoµr son llamadas permitividad y permeabilidad relativas. En unmedio no
isotrópico1 estas relaciones constitutivas se expresan

D = ε E,

B = µ H,

dondeε y µ ahora son tensores, matrices de 3x3 en coordenadas cartesianas. En este
trabajo de tesis vamos a asumir que el medio en cuestión es isotrópico y, por lo tanto, tanto
ε comoµ serán considerados escalares.

1Un medio isotrópico es aquel que tiene las mismas propiedades fı́sicas en todas direcciones.
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3. Ecuaciones de Maxwell

La tercera relación constitutiva la tenemos para medios conductores, es decir, cuando
J 6= 0, y es

J = σE

Dondeσ es laconductividad eĺectrica, que es la capacidad de un material de dejar pasar a
través de él una corriente eléctrica.

3.4 La ecuacíon de onda y sus propiedades

Una de las más importantes consecuencias de las ecuacionesde Maxwell es la habilidad
de describir la propagación de ondas electromagnéticas.Para ver esto observamos que las
ecuaciones rotacionales de Maxwell están acopladas. Si tomamos el rotacional de la ley de
Faraday (en un medio sin fuentes e isotrópico) obtenemos

∇× (∇×E) = − ∂
∂ t

∇×µH

Usando el operador identidad∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A, podemos reescribir la ecuación
como

∇(∇ ·E)−∇2E = − ∂
∂ t

∇×µH

Notemos que∇ ·E = 0 en una región sin fuentes, i.e. espacio libre. Sustituyendo la ley de
Ampère en el lado derecho de la ecuación anterior tenemos

−∇2E = −µ
∂
∂ t

∂D
∂ t

, ó

∇2E =
1
c2

∂ 2E
∂ t2 , (3.8)

donde 1/c2 =
√µε . Esta ecuación describe la propagación de ondas electromagnéticas en

una región sin fuentes eléctricas e isotrópico.
La ecuación (3.8) es una ecuación hiperbólica que en general surge al describir

fenómenos relativos a la propagación de onda en un medio continuo. Los estudios de
ondas acústicas, ondas de agua, vibraciones mecánicas y como acabamos de ver, también
las ondas electromagnéticas están basados en esta ecuación.

El valorc es conocido como lavelocidad de la onday en general (véase [5]), una onda
está determinada por suamplitud de onda Ay por la londitud de ondaλ , esta última es la
distancia que recorre el pulso mientras una partı́cula del medio que recorre la onda realiza
una oscilación completa como vemos en la figura (3.2). La longitud y la velocidad de la
onda determinan elpeŕıodo de onda Tmediante la igualdad
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3. Ecuaciones de Maxwell

distancia

d
e
s
p
la
z
a
m
ie
n
to

Onda

A

Figura 3.2: Esquema base de unaondadondeλ es la longitud de onda yT es el periodo de
la onda.

λ = c·T. (3.9)

El periodo de onda es el tiempo que tarda en realizar la oscilación.Éste a su vez, determina
la frecuencia de onda, f = 1/T, que es el número de oscilaciones (vibraciones completas)
que efectúa cualquier partı́cula del medio perturbado pordonde se propaga la onda, en un
segundo.

En el caso unidimensional, la solución de la ecuación de onda (3.8) es de la forma

E(x, t) = Ae j(ωt−kx). (3.10)

Donde j =
√
−1, k =

2π
λ

, y ω =
2π
T

. A la variableω se le conoce como lafrecuencia

angulary al términok como elnúmero de onday no es una constante en el caso de que el
medio sea dispersivo2, ya que entonces,k = k(ω), véase [5]. De la ecuación (3.9) se ve que
la frecuencia angular y la constante de fase cumplen la siguiente igualdad:

k =
ω
c

. (3.11)

La ecuación de onda se ha usado para describir problemas de electromagnetismo en
medios sin fuentes e isotrópicos. Dado que su solución analı́tica es conocida para medios

2Un medio dispersivo es aquel cuyo ı́ndice de refracción varı́a con la frecuenciaf de la onda que viaja en él.
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3. Ecuaciones de Maxwell

homogéneos, resulta indispensable en el proceso de validación de nuevos métodos numéri-
cos para las ecuaciones de Maxwell. La solución exacta que se presenta en el capı́tulo
de resultados numéricos, en la sección de medio homogéneo, se obtiene de resolver la
ecuación de onda bidimensional.
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3. Ecuaciones de Maxwell

3.5 Condiciones de contorno

Como buscamos obtener una solución única de las ecuaciones de Maxwell vamos a
analizar como están relacionados los campos eléctricos ymagnéticos cuando interactúan en
un material no-homogéneo. Para hacer esto vamos a usar las leyes de Ampère y de Faraday.

Comencemos aplicando la ley de Ampère a la superficieS dada en la figura (3.3), de
donde tenemos la siguiente relación

Figura 3.3: Figura infinitesimal de la ley de Ampère.

∮

C
H ·dl =

∂
∂ t

∫

S
D ·dS +

∫

S
J ·dS.

ComoD es finito sobre todoS tenemos que
∫

S
D ·dS→ 0, cuandoS→ 0.

El segundo integrando no necesariamente tiende a cero pues la superficie de corriente,J,
puede estar representada por capas de corriente, es decir que Js := Jδl , definido en en la
frontera de separación de los dos medios, no es cero ( la funciónδl es la delta de Kronecker).
Entonces la ley de Ampère se convierte en

∫

l
H1 ·dl −

∫

l
H2 ·dl =

∫

l
Js ·dl.

Cuandol se hace mas pequeño, i.e., tiende a un punto, esta ecuaciónse convierte en

(H1−H2) · l̃ = Js · s̃,
�
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3. Ecuaciones de Maxwell

dondel̃ es un vector unidad sobre el contornoC. Como l̃ = s̃× ñ se demuestra3 que la
condición de fronteratangencialsobre el campo magnético es

ñ× (H1−H1) = Js.

Con un argumento similar se demuestra usando la ley de Faraday que la condición de
fronteratangencialsobre el campo eléctrico es

ñ× (E1−E2) = 0.

Ahora vamos a determinar la condición de fronteranormal aplicando la ley de Gauss al
volumen mostrado en la figura (3.4)

Figura 3.4: Figura infinitesimal de la ley de Faraday.

∮

S
D ·dS=

∫

V
ρdv

Si hacemos tenderh a cero tenemos la relación∫

s
D1 ·dS−

∫

s
D2 ·dS=

∫

s
ρ2dS

ComodS= dSñ, cuandoSes muy pequeño tenemos

ñ · (D1−D2) = ρs.

De forma similar para la densidad de flujo del campo magnético se obtiene

ñ· (B1−B2) = 0.

3Usando la identidada·b×c = b·c×a
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3. Ecuaciones de Maxwell

3.6 Las ecuaciones de Maxwell en tres dimensiones

Supongamos que los parámetros dieléctricosµ, ε y σ son independientes del tiempo.
Denotando

H(t,x,y,z) = (Hx,Hy,Hz) y E(t,x,y,z) = (Ex,Ey,Ez),

dondeHx,Hy,Hz,Ex,Ey y Ez : R
3×R

+ → R, son funciones de claseC1. Cada uno de los
componentes vectoriales del rotacional (3.6c) y (3.6d) se pueden expresar en un sistema
de seis ecuaciones diferenciales escalares acopladas, queequivalen a las ecuaciones rota-
cionales de Maxwell en tres dimensiones en el sistema rectangular de coordenadas(x,y,z).

∂Hx

∂ t
=

1
µ

(
∂Ey

∂z
− ∂Ez

∂y

)
(3.12a)

∂Hy

∂ t
=

1
µ

(
∂Ez

∂x
− ∂Ex

∂z

)
(3.12b)

∂Hz

∂ t
=

1
µ

(
∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x

)
(3.12c)

∂Ex

∂ t
=

1
ε

(
∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
−σEx

)
(3.12d)

∂Ey

∂ t
=

1
ε

(
∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
−σEy

)
(3.12e)

∂Ez

∂ t
=

1
ε

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
−σEz

)
(3.12f)

Las seis ecuaciones diferenciales parcialesacopladasforman la base del algoritmo numéri-
co FD-TD para las ondas electromagnéticas que interactúan con objetos cualesquiera en
tres dimensiones.

3.7 Reduccíon a dos dimensiones

El algoritmo FDTD en tres dimensiones aproxima la solucióna problemas más gen-
erales, pero conlleva mayor complejidad algebraica en su desarrollo, pues son muchas las
variables involucradas. Por eso, primero nos enfocamos en su desarrollo en dos dimen-
siones y una dimensión que aproximan 2D y 1D-ecuaciones de Maxwell respectivamente.
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3. Ecuaciones de Maxwell

Para hacer la reducción a dos dimensiones asumamos que tanto el campo electro-
magnético como la geometrı́a a modelar no tienen variación en la direcciónz. Es decir,
todas la derivadas parciales de los campos con respecto az son cero, y que la estructura
que va a ser modelada se extiende al infinito en la direcciónz con ningún cambio en su
forma o posición ni de sus secciones transversales. Con esto, el conjunto de las ecuaciones
de Maxwell en las coordenadas rectangulares dadas en (3.12)se reduce a

∂Hx

∂ t
=

1
µ

(
−∂Ez

∂y

)
(3.13a)

∂Hy

∂ t
=

1
µ

(
∂Ez

∂x

)
(3.13b)

∂Hz

∂ t
=

1
µ

(
∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x

)
(3.13c)

∂Ex

∂ t
=

1
ε

(
∂Hz

∂y
−σEz

)
(3.13d)

∂Ey

∂ t
=

1
ε

(
−∂Hz

∂x
−σEz

)
(3.13e)

∂Ez

∂ t
=

1
ε

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
−σEz

)
(3.13f)

De estas seis ecuaciones obtenemos dos conjuntos de ecuaciones las cuales son llamadas
modos transversalesque a continuación veremos. El modo transversal de un frente de
onda electromagnética es un perfil del campo en un plano perpendicular (transversal) a la
dirección de propagación del rayo. Ejemplos de modos transversales ocurren en las ondas
de radio y microondas confinadas en una guı́a de ondas, como también la luz confinada en
una fibra óptica.

En las guı́as de ondas, los campos eléctricos y los campos magnéticos están confinados
en el espacio que se encuentra en su interior, de este modo no hay pérdidas de potencia por
radiación y las pérdidas en el dieléctrico son muy bajas debido a que suele ser en el aire.
Este sistema evita que existan interferencias en el campo por otros objetos, al contrario de
lo que ocurrı́a en los sistemas de transmisión abiertos.

Los modos transversales son debidos a las condiciones de frontera que establecen las
guı́as de ondas. Por ejemplo una onda de radio que se propaga alo largo de una guı́a hueca
de paredes metálicas tendrá como consecuencia que las componentes del campo eléctrico
paralelas a la dirección de la propagación (eje de la guı́a) se anulen, y por tanto el perfil
transversal del campo eléctrico estará restringido a aquellas ondas cuya longitud de onda
encaje entre las paredes conductoras.
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3. Ecuaciones de Maxwell

Los ejemplos que mencionamos anteriormente representan una consecuencia fı́sica
de la reducción de la dimensión de las ecuaciones de Maxwell, pero además de eso,
ésta reducción tiene una consecuencia matemática pues permitedesacoplarel sistema de
ecuaciones (3.13) de la siguiente manera:

El modo TM (modo transversal magnético) en el cual no existe ninguna componente
del campo magnético en la dirección de propagación. El modo TM lo encontramos de las
ecuaciones (3.13) agrupando las ecuaciones (3.13a), (3.13b) y (3.13f), las cuales involucran
únicamente los camposHx, Hy y Ez. Este conjunto es el modo transversal magnético en dos
dimensiones:

∂Hx

∂ t
=

1
µ

(
−∂Ez

∂y

)
(3.14a)

∂Hy

∂ t
=

1
µ

(
∂Ez

∂x

)
(3.14b)

∂Ez

∂ t
=

1
ε

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
−σEz

)
(3.14c)

El modo TE (modo transversal eléctrico) en el cual no existe ninguna componente del
campo eléctrico en la dirección de propagación. Y nuevamente lo encontramos de las ecua-
ciones (3.13) agrupando las ecuaciones (3.13d), (3.13e) y (3.13c), las cuales involucran
únicamente los camposEx, Ey y Hz. Este conjunto es el modo transversal eléctrico en dos
dimensiones:

∂Ex

∂ t
=

1
ε

(
∂Hz

∂y
−σEx

)
(3.15a)

∂Ey

∂ t
=

1
ε

(
−∂Hz

∂x
−σEy

)
(3.15b)

∂Hz

∂ t
=

1
µ

(
∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x

)
(3.15c)

Observemos que los modos TE y TM están desacoplados, es decir, que no contienen
componentes vectoriales en común. Es más, estos modos soncompletamente indepen-
dientes para estructuras de medios isotrópicos. Esto significa que estos modos pueden exi-
stir simultáneamente sin ninguna interacción mutua. Losmodos TE y TM constituyen las
formas posibles en la que se pueden abordar problemas de interacción de campos electro-
magnéticos de dos dimensiones. De estos modos podemos observar que en cada uno de
ellos se calcula directamente uno de los dos campos en la direcciónz. En este trabajo va-
mos a abordar particularmente el modo TM pues es de nuestro interés calcular el campo
eléctrico.
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3. Ecuaciones de Maxwell

3.8 Reduccíon a una dimensíon

Sin pérdida de generalidad asumamos más, asumamos que tanto la excitación del campo
electromagnético como la geometrı́a modelada no tienen ninguna variación en la dirección
y. Es decir, todas las derivadas parciales con respecto az e y son iguales a cero, y asumir
que la estructura con la que se interacciona consiste de un espacio infinito con material
posible en la direcciónx. Entonces el modo TM en dos dimensiones de las ecuaciones de
Maxwell en coordenadas rectangulares dadas en las ecuaciones (3.14a), (3.14b) y (3.14c)
se reducen a

∂Hx

∂ t
= 0 (3.16a)

∂Hy

∂ t
=

1
µ

(
∂Ez

∂x

)
(3.16b)

∂Ez

∂ t
=

1
ε

(
∂Hy

∂x
−σEz

)
(3.16c)

Nuevamente, asumiendo que no hay ninguna variación en la direccióny, el modo TM
en dos dimensiones de las ecuaciones de Maxwell en coordenadas rectangulares dadas en
las ecuaciones (3.15a), (3.15b) y (3.15c) se reducen a

∂Ex

∂ t
=

1
ε

(−σEx) (3.17a)

∂Ey

∂ t
=

1
ε

(
−∂Hz

∂x
−σEy

)
(3.17b)

∂Hz

∂ t
=

1
µ

(
−∂Ey

∂x

)
(3.17c)

(3.17d)

Nuevamente vemos que los modos TE y TM en una dimensión están desacoplados y
son completamente independientes para estructuras de materiales isotrópicos.
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CAPÍTULO 4

EL MÉTODO FD-TD

Uno de los métodos numéricos que con frecuencia se han utilizado para resolver
ecuaciones diferenciales es elmétodo de diferencias finitas. Éste es uno de los más
directos y, al menos en principio, más sencillos en cuanto acontenido teórico se refiere.

El método de diferencias finitas permite sustituir un problema diferencial por otro
equivalente de tipo algebraico. Normalmente, dada una ecuación diferencial, su aprox-
imación mediante diferencias finitas no es única. La elección de uno u otro tipo de
aproximación depende de varios factores tales como el grado de complejidad del problema
algebraico resultante y la exactitud de la solución. También es necesario tener ciertas
precauciones a la hora de resolver el problema, ya que no cualquier ecuación diferencial
admite su correcta discretización mediante cualquier esquema en diferencias finitas, sino
que es necesario asegurar cuestiones tales como laconsistencia, estabilidad y convergencia
de la aproximación. Además hay que tener en cuenta otros aspectos como los errores de
truncamiento y redondeo y, por supuesto, el grado de esfuerzo computacional que conlleva
la solución resultante.

El objetivo de este capı́tulo es presentar el método de diferencias finitas para resolver
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y, en concreto, una serie de técnicas usadas
para la resolución de las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo conocido como
esquema FD-TD (Finite Difference Time Domain).
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4. El método FD-TD

4.1 Aproximaci ón de diferencias finitas centradas. La ecuación

de onda unidimensional.

La idea básica del método de diferencias finitas es analizar el problema continuo
descrito por las ecuaciones diferenciales parciales y condiciones auxiliares como un
problema discreto que puede ser resuelto por computadora enuna cantidad finita de pasos.
La discretización es obtenida al reducir el dominio espacio-temporal a un conjunto discreto
de puntos y aproximar las derivadas en la ecuación diferencial parcial por cocientes de
diferencias de los valores de la función desconocida en esos puntos.

Para ejemplificar a detalle el método de diferencias finitaslo aplicamos a una ecuación
diferencial parcial, en particular a la ecuación de onda unidimensional

utt = c2uxx, x∈ R, t > 0, (4.1)

dondeu : R×R→R es dos veces diferenciable. Supongamos que la ecuación (4.1) describe
el movimiento de una cuerda elástica de longitudl sujeta por los extremos, eligiendo el eje
X para representar la posición horizontal de la cuerda. Se supone que dicha cuerda se pone
en movimiento mediante alguna fuerza externa, de forma que empieza a vibrar en el plano
horizontal. Denotando por

u = u(x, t),

al desplazamiento vertical de la cuerda en cada puntox y en cada instantet, la ecuación
que verifica tal desplazamiento es precisamente la ecuación de onda

utt −c2uxx = 0, 0 < x < l , t > 0.

Para obtener una solución única de esta ecuación añadimos condiciones iniciales y de con-
torno apropiadas, usando diferentes condiciones se modelan distintos tipos de fenómenos
oscilatorios. Las dos condiciones de contorno deben reflejar que los extremos de la cuerda
son fijos, por lo que serán de la forma:

u(0, t) = 0 = u(l , t), t > 0.

Con respecto a las condiciones iniciales, como en la ecuaci´on de onda aparece una derivada
de segundo orden respecto at hay que imponer dos condiciones iniciales respecto a ella.
Éstas pueden consistir en fijar la posición y la velocidad inicial de los puntos de la cuerda,
expresándose

u(x,0) = f (x), 0≤ x≤ l , (4.2)

ut(x,0) = g(x), 0≤ x≤ l . (4.3)
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4. El método FD-TD

Como además deben verificarse las condiciones de contorno,las funcionesf (x) y g(x)
deben satisfacer

f (0) = 0 = f (l),

g(0) = 0 = g(l),

condiciones que deben cumplirse para que haya continuidad de la cuerda, y para que los
extremos no se muevan. Buscamos entonces una solución num´erica deu en la región
R= {0≤ t ≤ T,0≤ x≤ l} que satisfaga las condiciones iniciales mencionadas, donde T
es un tiempo máximo de ejecución.

4.1.1. Método numérico

Definamos en la regiónR una latı́z bidimensional de puntos discretos(x j , tn) mediante

tn = n∆t, x j = j∆x,

paran = 0,1, ,2, . . . , T; j = 0,1,2, . . . ,J; los tamaños de paso de∆x = l/J y ∆t = 1/T
son cantidades positivas fijas. En esta látice de puntos deseamos determinar una cantidad
Un

j que aproxime la solución exactau(x j , tn). El procedimiento básico es reemplazar las
derivadas por cocientes de diferencias y reducir ası́ la ecuación diferencial parcial a una
ecuación en diferencias finitas para la función láticeUn

j . El conjunto de puntosu(x j , tn) es
también llamadomalla.

Supongamos que la soluciónu(x, t) es infinitamente diferenciable, entonces utilizando
el desarrollo de Taylor alrededor de un punto(x, t) tenemos

u(x, t +∆t) = u(x, t) + ∆tut(x, t) +
(∆t)

2

2!
utt(x, t) +

(∆t)
3

3!
uttt(x, t) + · · · (4.4)

u(x, t −∆t) = u(x, t) − ∆tut(x, t) +
(∆t)

2

2!
utt(x, t) − (∆t)

3

3!
uttt(x, t) + · · · (4.5)

u(x + ∆x, t) = u(x, t) + ∆xux(x, t) +
(∆x)

2

2!
uxx(x, t) +

(∆x)
3

3!
uxxx(x, t) + · · · (4.6)

u(x − ∆x, t) = u(x, t) − ∆xux(x, t) +
(∆x)

2

2!
uxx(x, t) − (∆x)

3

3!
uxxx(x, t) + · · · (4.7)
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4. El método FD-TD

Entonces la segunda derivada deu con respecto ax en el punto(x j , tn) lo obtenemos
sumando las ecuaciones (4.6) y (4.7) y despejando obtenemos

uxx(x j , tn) ≃
u(x j+1, tn)−2u(x j , tn)+u(x j−1, tn)

(∆x)2 − (∆x)
2

12
uxxxx(ξ ), ξ ∈ (x j−1,x j+1).

(4.8)
Análogamente obtenemos la segunda derivada deu con respecto al tiempot en el punto
(x j , tn) al sumar (4.4) y (4.5) y despejando obtenemos

utt(x j , tn)≃
u(x j , tn+1)−2u(x j , tn)+u(x j , tn−1)

(∆t)2 − (∆t)
2

12
utttt(ζ ), ζ ∈ (tn−1, tn+1). (4.9)

Con esto, las ecuaciones (4.8) y (4.9) son las aproximaciones por diferencias finitas para
la segunda derivada parcial deu con respecto ax y t evaluadas en(x j , tn) respectivamente.
El orden de error de estas aproximaciones es de(∆x)2 y (∆t)2 en cada caso.

Entonces la ecuación de onda (4.1) puede ser aproximada en(x j , tn) por

Un+1
j −2Un

j +Un−1
j

(∆t)2 −c2
Un

j+1−2Un
j +Un

j−1

(∆x)2 = 0. (4.10)

DespejandoUn+1
j tenemos

Un+1
j = 2(1− r2)Un

j + r2(Un
j−1+Un

j+1)−Un−1
j , (4.11)

donde

r =
c∆t
∆x

.

Para implementar el algoritmo (4.11) para la ecuación de onda (4.1) usamos las
condiciones iniciales (4.2) y (4.3) donde suponemos conocidos los primeros dos intervalos
de tiempo (n = 0,1).

De la ecuación (4.2) tenemos
U0

j = f (x j), (4.12)

para j = 0,1,2, . . . , J, y de (4.3) tenemos

U1
j −U0

j

∆t
= g(x j),

o
U1

j = f (x j)+∆t ·g(x j), (4.13)

para j = 0,1,2, . . . , J. Con las ecuaciones (4.12) y (4.13) como funciones de partida, se
puede calcular el valor deu es cualquier punto de la malla directamente de (4.10).
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4. El método FD-TD

4.1.2. Exactitud y consistencia

La consistencia de un método en diferencias se basa en comparar la ecuación diferencial
con la aproximación en diferencias. En general, el grado deexactitud lo expresamos en
términos del llamadoerror local de truncamiento.

Definición 4.1.1El error de truncamientoes la funcíon resultante de reemplazar la
aproximacíon Un

j por la solucíon exacta de la ecuación diferencial en el ḿetodo
aproximante.

Por ejemplo, tomando el esquema (4.10) el error de truncamiento obtenido al reemplazar
la aproximaciónUn

j por la solución exacta de la ecuación diferencial es

T(x, t) :=
u(x, t +∆t)−2u(x, t)+u(x, t−∆t)

(∆t)2 −c2u(x+∆x, t)−2u(x, t)+u(x−∆x, t)
(∆x)2 .

El error de truncamiento está definido en función del incremento de la malla. Conocer
el error de truncamiento de un método resulta valioso, pueses una manera de comparar
la precisión de diferentes esquemas aproximantes utilizados para un mismo sistema
diferencial.

Sustituyendo las expresiones en sus desarrollo de Taylor dadas en las ecuaciones (4.4),
(4.5), (4.6) y (4.7) y simplificando tenemos

T(x, t) = utt +
1
12

utttt(x, t)(∆t)
2 + · · ·−c2uxx−

c2

12
uxxxx(x, t)(∆x)

2−·· ·

=
1
12

utttt(x, t)(∆t)
2 − c2

12
uxxxx(x, t)(∆x)

2 + TOA

dondeTOA indica términos de orden alto. Esto es equivalente a:

T(x, t) =
1
12

utttt(x,ζ )(∆t)
2 − c2

12
uxxxx(ξ , t)(∆x)

2. (4.14)

dondeξ ∈ (x − ∆x,x + ∆x), ζ ∈ (t + ∆t , t − ∆t).

Definición 4.1.2Un esquema en diferencias finitas esconsistentecon la ecuacíon
diferencial y las condiciones de contorno, si su error de truncamiento tiende a cero
cuando el incremento del mallado tiende a cero (ver [9]).

De la expresión (4.14) se puede ver que el esquema (4.10) es consistente con la ecuación
diferencial.
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4. El método FD-TD

Ahora, si denotamos aMxxxxy Mttttt como cotas superiores para|uxxxx| y |utttt| respecti-
vamente tenemos la desigualdad

|T(x,y)| ≤ 1
12

Mtttt(∆t)
2 +

c2

12
Mxxxx(∆x)

2

=
(∆t)

2

12
(Mtttt +

c4Mxxxx

r2 ), donde r=
c∆t

∆x
.

Donde parar fijo, |T(x, t)| se comporta asintóticamente comoO(∆2
t ).

4.1.3. Estabilidad y Convergencia

Definición 4.1.3El error globaldel ḿetodo aproximante es la diferencia de la solu-
ción aproximada y la solución exacta del sistema diferencial.

En+1
j := Un+1

j −u(x j , tn+1) (4.15)

Es importante destacar que el error global depende del errorde truncamiento.

Definición 4.1.4Un método nuḿerico esestableen una norma| · | si el error global
en | · | tiende a cero cuando el incremento del mallado tiende a cero.

Definición 4.1.5Un método nuḿerico se diceconvergenteen una norma| · | si el
error global en| · | tiende a cero cuando el error de truncamiento tiende a cero (ver
[9]).

Por ejemplo, vamos a ver que el esquema (4.10) es convergente. EvaluamosT(x,y) en
(x j , tn) y despejandou(x j , tn+1), obtenemos

u(x j , tn+1) = 2u(x j , tn) − u(x j , tn−1) + r2(u(x j , tn) − 2u(x j , tn) + u(x j−1, tn))

+ (∆t)T(x j , tn).
(4.16)

Sustituyendo (4.16) y (4.11) en (4.15), y simplificando, se obtiene

En+1
j = 2(1− r2)un

j + r2(un
j−1 + un

j+1) − un−1
j

−2u(x j , tn) + u(x j , tn−1) − r2(u(x j+1, tn)

− 2u(x j , tn) + u(x j−1, tn))− (∆t)
2T(x j , tn)

= 2(1− r2)En
j − En−1

j + r2(En
j−1 + En

j+1) − (∆t)
2Tn

j .
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4. El método FD-TD

Tomando valores absolutos tenemos la desigualdad

|En+1
j | ≤ 2(1− r2)|En

j | + |En−1
j | + r2(|En

j−1| + |En
j+1|) + (∆t)

2|Tn
j |

Definiendo
En = max{|En

j |; j = 0, . . . ,J}.
y

T =
(∆t)

2

12
(Mtttt +

c4Mxxxx

r2 ), cota superior de|T(x, t)|,

se obtiene
En+1 ≤ 2En + En−1 + (∆t)

2T,

paran = 1,2, . . . si además suponemos queE0 = 0 y E1 = 0, entonces

En ≤ K(∆t)
2T

concluyendo que

En −→ 0 cuando∆t −→ 0.

En general, el análisis directo de la convergencia de un esquema es una tarea bastante
complicada debido a que la expresión del error de discretización viene usualmente dado en
función de derivadas para las cuales no es posible calcularuna cota. Sin embargo, la conver-
gencia de esquemas para la aproximación de ecuaciones diferenciales hiperbólicas puede
verse en términos de su consistencia y estabilidad a través del teorema de equivalencia de
Lax-Richtmyer.

Teorema 4.1.6Un esquema en diferencias finitas consistente para un problema de
valores iniciales bien propuesto de una ecuación diferencial parcial lineal es conver-
gente si y śolo si es estable.

Demostración: Ver [23] pág. 222.

4.1.4. Estabilidad

La estabilidad numérica (ver [23] pág. 24) describe cómolos errores en los datos de
entrada se propagan a través del algoritmo. Teniendo en cuenta este concepto, una manera
más práctica de probar dicha propiedad es haciendo uso de la siguiente definición, la
cual implica la estabilidad dada por la definición (4.1.4).Para introducir este concepto
observemos que si un esquema en diferencias finitas es convergente, entonesUn

j converge
a u(x, t), lo que implica queUn

j está acotado en algún sentido, ésta es la esencia de la
estabilidad.
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4. El método FD-TD

Definición 4.1.7El esquema en diferencias finitas (4.10) es estable en una región de
estabilidadΛ si existe un entero J tal que para cualquier tiempo positivo T, existe
una constante CT tal que

∆x

∞

∑
m=−∞

|Un
m|2 ≤CT∆x

J

∑
j=0

∞

∑
m=−∞

|U j
m|2 (4.17)

para0≤ n∆t ≤ T, con(∆x,∆t) ∈ Λ.

De la definición podemos ver que el análisis de estabilidaddetermina el crecimiento o de-
crecimiento de los errores numéricos que se cometen al resolver la ecuación en diferencias.
Aunque una ecuación en diferencias tenga, teóricamente,solución exacta, en la resolución
práctica se comenten errores de redondeo. En un método estable, los errores debidos a
las aproximaciones se atenúan a medida que el cálculo num´erico procede. En un método
inestable, cualquier error en el procesamiento se magnificaconforme el cálculo procede.
El objetivo de un análisis de estabilidad en un problema de diferencias finitas se basa en
encontrar las condiciones que los intervalos de discretización deben satisfacer para que el
esquema sea estable. Cuando no hay restricciones para estosvalores decimos que el es-
quema es incondicionalmente estable. Si por el contrario, los parámetros de discretización
de la malla(∆x,∆t) deben satisfacer alguna condición, el esquema se denominacondi-
cionalmente estable. Si los errores no permanecen acotadosen ningún caso, el esquema
es inestable y, por lo tanto, inservible desde un punto de vista práctico. Por lo tanto, el
problema de la estabilidad de un esquema en diferencias finitas puede establecerse como la
búsqueda de aquellas condiciones bajo las cuales la diferencia entre la solución teórica y la
solución numérica de la ecuación en diferencias permanece acotada cuando el número de
iteraciones temporales,n, tiende a infinito.

Método de Von Neumann

Existen varios métodos a la hora de realizar el análisis deestabilidad de una ecuación
en diferencias lineal. Uno de estos métodos es de Von Nuemann que examina la estabilidad
usando análisis de las series de Fourier (ver [23] pág. 40). Con este análisis se pueden dar
condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad del esquemas en diferencias finitas.

Para ilustrar este método regresamos nuevamente al esquema en diferencias finitas
(4.10) de la ecuación de onda (4.1), que por conveniencia escribimos nuevamente aquı́

Un+1
j −2Un

j +Un−1
j

(∆t)2 −c2
Un

j+1−2Un
j +Un

j−1

(∆x)2 = 0. (4.18)
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4. El método FD-TD

Recordando que la fórmula de inversión de Fourier paraUn (ver [23] pág. 33) es

Un
m =

1√
2π

∫ π/∆x

−π/∆x

ejm∆xξŨn(ξ )dξ

dondej =
√
−1.

Sustituimos las fórmulas de inversión de Fourier paraUn−1, Un, y Un+1 en la ecuación
(4.18) donde obtenemos la ecuación

∫ π/∆x

−π/∆x

ejm∆xξ (Ũn+1(ξ )− (2(1− r2)+ r2(2cos(∆xξ )))Ũn+Ũn−1)dξ = 0.

Como la transformación de Fourier es única ([23] pág. 32), concluimos que el integrando
debe de ser cero, de donde obtenemos la igualdad

Ũn+1(ξ )− (2(1− r2)+ r2(2cos(∆xξ )))Ũn+Ũn−1 = 0. (4.19)

Para resolver esta relación de recurrencia de tres términos enŨn, hacemos̃Un = gn, donde
el superı́ndice sobrẽU es un ı́ndice y sobreg es una potencia. Entonces obtenemos después
de cancelargn−1,

g2−2Kg+1 = 0,

dondeK = (1− r2)+ r2(cos(∆xξ )).

Esta ecuación tiene dos raı́ces dadas por

g± = K±
√

K2−1.

Luego, en [23] pág. 44 se demuestra que la condición de estabilidad según la definición
(4.1.4) se cumple cuando

|g±| ≤ 1.

Si K2−1≤ 0, entonces

|g±| =
√

K2 +
(√

1−K2
)2

= 1.

Ahora, la condiciónK2−1≤ 0 es equivalente a−1≤ K ≤ 1. Entonces

−1≤ (1− r2)+ r2(cos(∆xξ )) ≤ 1.

Como−1≤ cos(∆xξ ) ≤ 1, vemos que se tiene que satisfacer

−1≤ 1−2r2,

que es equivalente a
r ≤ 1.

Con esto se tiene que el esquema en diferencias finitas (4.18)es estable cuandoc∆t ≤ ∆x.
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4. El método FD-TD

4.2 El algoritmo de Yee

El método FD-TD, introducido por Kane S. Yee [1] en la comunidad electromagnética
en el año 1966, consiste, en esencia, en la sustitución de las derivadas parciales que
aparecen en las ecuaciones de Maxwell de su forma diferencial (3.12) por cocientes de
diferencias finitas centradas. El esquema de Yee para la discretización de las ecuaciones de
Maxwell es el más famoso y de uso más frecuente dentro de la gama de métodos FD-TD. El
cálculo del campo eléctrico (magnético) en un nodo de la malla y en un instante de tiempo,
sólo precisa de los valores del campo magnético (eléctrico) en los nodos adyacentes y en
el instante de tiempo anterior. De esta forma, partiendo de unas condiciones iniciales, el
método permite calcular la evolución temporal del campo electromagnético en la región
de interés.

Para aproximar la solución de las ecuaciones (3.12), Yee utilizó aproximaciones me-
diante diferencias finitas centradas para el espacio y tiempo, y como vimos anteriormente,
éstas son aproximaciones de orden dos en los incrementos espaciales y temporales. En esta
tesis trabajamos el algoritmo FD-TD en dos dimensiones parael modo TM (3.14), por lo
cual, vamos a denotar un punto en el espacio[0,L]× [0,S] en una malla rectangular como

(xi ,y j) := (i∆x, j∆y). (4.20)

Donde∆x y ∆y son, respectivamente, los incrementos espaciales en las direcciones coorde-
nadasx y y, y los ı́ndicesi y j son enteros. Mas aún, vamos a denotar para cualquier funci´on
u evaluada en el espacio y tiempo sobre un punto de una malla como

u(i∆x, j∆y,n∆t) := Un(i, j), (4.21)

donde∆t es el incremento en el tiempo, asumiendo que es uniforme sobre el intervalo de
observación, yn es un entero. Con estos, el esquema de Yee para la primera derivada parcial
deu con respecto a la direcciónx, evaluado en el tiempotn = n∆t es

Dxu(i∆x, j∆y,n∆t) :=
Un(i +1/2, j)−Un(i −1/2, j)

∆x
. (4.22)

Donde observamos que el incremento ±1/2 en el subı́ndicei (coordenadax) de u, repre-
senta una diferencia finita sobre ±1/2∆x.

El esquema numérico paraDuy es análoga a (4.22) y se puede escribir simplemente
incrementando los ı́ndicesj deu por ±1/2∆y.
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4. El método FD-TD

La expresión de Yee para la primera derivada parcial del tiempo deu, evaluada en un
punto fijo del espacio(i, j), es de la forma:

Dut(i∆x, j∆y,n∆t) =
Un+1/2(i, j)−Un−1/2(i, j)

∆t
. (4.23)

Ahora el incremento ±1/2 está en el subı́ndicen (coordenada temporal) deu, y representa
una diferencia finita sobre ±1/2∆t . Con esto, el cálculo del campo eléctrico (magnético)
en un nodo de la malla y en un instante de tiempo, sólo precisade los valores del campo
magnético (eléctrico) en los nodos adyacentes y en el instante de tiempo anterior. De esta
forma, partiendo de unas condiciones iniciales, el métodopermite calcular la evolución
temporal del campo electromagnético en la región de interés. Este algoritmo es llamado
leapfrogpues utiliza nodos de un tiempo anterior. Kane Yee se dió cuenta de esto y el
esquema que él propone para el modo TM se muestra en la figura (4.1)

Figura 4.1: Distribución espacial (a) y temporal (b) de lascomponentes del campo eléctrico
y magnético en el esquema de Yee para el modo TM.

4.2.1. Expresíon de las diferencias finitas para las ecuaciones de Maxwell en dos
dimensiones

Ahora vamos a aplicar las ideas y la notación mencionada anteriormente para tener una
aproximación numérica de las ecuaciones de Maxwell en dosdimensiones del modo TM.
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4. El método FD-TD

Considerando la ecuación (3.14a), que repetimos aquı́ porconveniencia:

∂Hx

∂ t
=

1
µ

(
−∂Ez

∂y

)
.

Vemos de la figura (4.1), que el algoritmoleapfrogde Yee sugiere utilizar los puntos
En

z (i, j) y En
z (i, j +1) para calcularHn+1

x (i, j +1/2). Esto es;

Hn+1/2
x (i, j +1/2)−Hn−1/2

x (i, j +1/2)

∆t
=

1
µ

(
−En

z (i, j +1)−En
z(i, j)

∆y

)
. (4.24)

DespejandoHn+1/2
x (i, j +1/2) se tiene

Hn+1/2
x (i, j +1/2) = Hn−1/2

x (i, j +1/2)+
∆t

µ

(
−En

z (i, j +1)−En
z(i, j)

∆y

)
,

donde obtenemos de forma explı́cita el valor del campoHx para el pason+ 1 en cada
punto de la malla espacial. La forma de este esquema lo podemos ver en la figura (4.2).

Figura 4.2: Célula del algoritmo de diferencias finitas para calcularHn+1/2
x (i, j +1/2) del

esquema de Yee.

De forma similar podemos derivar las expresiones en diferencias finitas basadas en el
algoritmo de Yee para la componenteHy dada en la ecuación (3.14b).
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4. El método FD-TD

Hn+1/2
y (i +1/2, j) = Hn−1/2

y (i +1/2, j)+
∆t

µ

(
En

z(i +1, j)−En
z(i, j)

∆x

)
(4.25)

Nuevamente, el algoritmoleapfrog sugiere usar los nodosHn−1/2
y (i + 1/2, j),

Hn−1/2
y (i −1/2, j), Hn−1/2

x (i, j + 1/2) y Hn−1/2
x (i, j −1/2) para calcularEn+1

z (i, j) en la
ecuación (3.14c) de la siguiente forma

En+1
z (i, j) = En

z (i, j)+
∆t

ε

(
Hn+1/2

y (i +1/2, j)−Hn+1/2
y (i −1/2, j)

∆x

−Hn+1/2
x (i, j +1/2)−Hn+1/2

x (i, j −1/2)

∆y
−σEn

z (i, j)

)
(4.26)

Figura 4.3: Célula del algoritmo de diferencias finitas para calcularEn+1
z (i, j) del esquema

de Yee.
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4. El método FD-TD

4.2.2. El algoritmo FD-TD

Tal y como vimos en la sección anterior, el método FD-TD da lugar a un algoritmo de
tipo iterativoo evolutivo. Es decir, si conocemos los campos en un instantede tiempo dado,
podremos calcular su valor en instantes de tiempo posteriores mediante las ecuaciones con-
vencionales del método FD-TD obtenidas en este capı́tulo.Este algoritmo, que se muestra
de forma esquemática en la figura (4.4), se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Planteamiento del problema. En esta etapa definimos la estructura e inicializamos las
variables.

2. Una vez definida la estructura, calculamos el tamaño de las celdas(∆x,∆y) y del in-
cremento de tiempo,∆t .

3. Proporcionamos unaexcitacíon de la estructura que explicaremos a detalle en la sec-
ción 4.4.

4. Comienza el ciclo temporal con el algoritmo iterativo. Este algoritmo consta, para
cada instante de tiempo y para todos los puntos de la malla, delos siguientes pasos:

CalculamosHn+1/2
x y Hn+1/2

y en función deHn−1/2
x y Hn−1/2

y respectivamente y
deEn

z utilizando (4.24) y (4.25).

CalculamosEn+1
z en función deEn

z y deHn+1/2
x y Hn+1/2

y mediante (4.26)

5. Una vez terminado el ciclo iterativo, se realiza el post-procesado de los datos para
obtener la información deseada. Por ejemplo, los parámetros de Scattering [24, 4].

Hasta ahora, hemos desarrollado el punto 4 del esquema anterior. En la siguiente sec-
ción, discutiremos aspectos tales como el criterio adecuado para la elección del tamaño
de las celdas y del incremento temporal,∆t , la excitación de la estructura, ası́ como las
condiciones de contorno.

4.3 Caracterı́sticas generales del ḿetodo FD-TD como

esquema de diferencias finitas

Como se mencionó al inicio de este capı́tulo, para tener unacorrecta discretización
mediante un esquema de diferencias finitas, es necesario asegurar cuestiones tales como
la consistencia, estabilidad y convergencia. Estos conceptos indican las condiciones
bajo las cuales la solución de las ecuaciones en diferencias finitas constituye una buena
aproximación de la solución de las ecuaciones diferenciales. Por lo cual, en esta sección
aplicaremos estos conceptos a nuestro caso de interés que es el método FD-TD en dos
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4. El método FD-TD

Figura 4.4: Diagrama de bloques del algoritmo FD-TD.

dimensiones en el modo TM.

Por conveniencia vamos a considerar una región del espacionormalizado, esto es:
µ = 1, ε = 1 y σ = 0.

4.3.1. Exactitud y consistencia

Para ver la consistencia del método FD-TD (4.24)-(4.26), vamos a sustituir cada una de
las aproximaciones en diferencias finitas en (3.14).

Para la ecuación (3.14a) obtenemos el siguiente error de truncamiento

T1(x,y, t) =
Hx(x,y, t +∆t/2)−Hx(x,y, t−∆t/2)

∆t

−
(
−Ez(x,y+∆y/2, t)−Ez(x,y−∆y/2, t)

∆y

)
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4. El método FD-TD

Sustituyendo las respectivas expansiones en series de Taylor obtenemos

T1(x,y, t) = − 1
3!

(
∆t

2

)2 ∂ 3Hx(x,y, t)
∂ t3 − 1

3!

(
∆y

2

)2 ∂ 3Ez(x,y, t)
∂y3 +TOA.

DondeTOAson términos de orden alto. Truncando la serie infinita tenemos que

T1(x,y, t) = − 1
3!

(
∆t

2

)2 ∂ 3Hx(x,y,η)

∂ t3 − 1
3!

(
∆y

2

)2 ∂ 3Ez(x,ξ , t)
∂y3 .

dondeη ∈ (t−∆t/2, t +∆t/2) y ξ ∈ (y−∆y/2,y+∆y/2).

Análogamente definimos los errores de truncamientoT2(x,y, t) y T3(x,y, t) para las ecua-
ciones (3.14b) y (3.14c)respectivamente. Donde después de manipulaciones matemáticas
tenemos que

T2(x,y, t) = − 1
3!

(
∆t

2

)2 ∂ 3Hy(x,y,η)

∂ t3 +
1
3!

(
∆x

2

)2 ∂ 3Ez(ζ ,y, t)
∂x3 ,

y

T3(x,y, t) =− 1
3!

(
∆t

2

)2 ∂ 3Ez(x,y,η)

∂ t3 +
1
3!

(
∆x

2

)2 ∂ 3Hy(ζ ,y, t)

∂x3 − 1
3!

(
∆y

2

)2 ∂ 3Hx(x,ξ , t)
∂y3 .

Dondeη ∈ (t −∆t/2, t +∆t/2), ζ ∈ (x−∆x/2,x+∆x/2) y ξ ∈ (y−∆y/2,y+∆y/2) .

De aquı́ se puede observar que cada uno de estos errores de truncamiento cumplen que

T1, T2, T3 → 0 cuando ∆x, ∆y, ∆t , → 0, para todo(x,y, t).

Y con esto, concluimos que la formulación del método FD-TDconvencional en dos dimen-
siones es consistente y presenta un error de segundo orden.

4.3.2. Convergencia

Analizar la convergencia del método FD-TD es una tarea complicada, ası́ que utilizare-
mos el teorema (4.1.6) de Lax-Richtmyer para el cual solo nosfalta demostrar la estabilidad
del método. Mismo que a continuación demostraremos.

4.3.3. Estabilidad

Vamos a estudiar la estabilidad usando el método de Von Neumann. Para hacer esto
vamos a expresar los valoresEn(i, j) del campo eléctrico en un punto de la mallax = i∆x
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4. El método FD-TD

y y = j∆y en el instantet = n∆t , el cual se puede escribir como una serie de Fourier de la
siguiente manera:

En(i, j) = ∑
p

E0Zn
pe−j(k̃xp i∆x + k̃yp j∆y),

dondej =
√
−1, el rango dep corresponde a los puntos de la malla y representa elp-

ésimo armónico del desarrollo de Fourier;k̃x y k̃y son los números de onda y la cantidad
Zp representa la variación temporal. Como la ecuación diferencial parcial es lineal, sólo es
necesario considerar uno de los términos de esta serie

En(i, j) = E0Zne−j(k̃xi∆x + k̃y j∆y),

dondeE0 = (E0x,E0y,E0z).

La cantidadZ se conoce como elfactor de crecimiento, ya que representa la amplifi-
cación del campo en una iteración temporal

En+1(i, j) = ZEn(i, j).

Análogamente podemos escribir el campo magnético de la forma

Hn(i, j) = H0Zne−j(k̃xp i∆x + k̃yp j∆y), (4.27)

dondeH0 = (H0x,H0y,H0z).

Sustituyendo el componenteH0x de la expresión (4.27) en la ecuación (3.14a) y factor-

izandoe−j(k̃xpi∆x + k̃yp j∆y) tenemos

H0xZn+1/2−H0xZn−1/2

∆t
=

1
µ

(
−E0zZn(e−j(k̃y∆y/2) −e−j(−k̃y∆y/2))

∆y

)

factorizandoZn y simplificando tenemos

(
Z1/2−Z−1/2

)
H0x =

2j∆t

µ

[
−E0z

∆y
sen

(
k̃y∆y

2

)]
.

De la misma manera sustituimos los componentesH0y y H0z de la expresión (4.27) en las
ecuaciones (3.14b) y (3.14c) respectivamente, de donde obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones

(
Z1/2−Z−1/2

)
H0y =

2j∆t

µ

[
E0z

∆x
sen

(
k̃x∆x

2

)]
,

(
Z1/2−Z−1/2

)
E0z =

2j∆t

ε

[
H0y

∆x
sen

(
k̃x∆x

2

)
− H0x

∆y
sen

(
k̃y∆y

2

)]
.
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4. El método FD-TD

Estas ecuaciones constituyen un sistema lineal homogéneo, en el que las incógnitas son las
variablesE0z, H0x y H0y. Para que el sistema tenga una solución distinta de la trivial, ha de
anularse el determinante de la matriz de los coeficientes, loque se traduce en la condición:

Z2−2RZ+1 = 0 (4.28)

dondeR es un coeficiente real dado por

R= 1− 2(∆t)
2

µε




sen2
(

k̃x∆x
2

)

(∆x)2 +

sen2
(

k̃y∆y
2

)

(∆y)2




La solución de la ecuación (4.28) es

Z = R±
√

R2−1

donde se observa que si|R| > 1, una de las dos soluciones hace que|Z| > 1 y, entonces, el
sistema es inestable. Por el contrario, si|R| ≤ 1, Z es un número complejo cuya norma es

|Z| = |R± j
√

1−R2| = 1,

y el problema es estable. Con esto la condición se puede reescribir como

−1≤ R≤ 1.

Se puede comprobar fácilmente que la primera condiciónR≤ 1 ocurre siempre, por lo que
no establece realmente ninguna restricción. Sin embargo,la segunda condición,−1 ≤ R,
requiere que se verifique

2(∆t)
2

µε




sen2
(

k̃x∆x
2

)

(∆x)2 +

sen2
(

k̃y∆y
2

)

(∆y)2


≤ 1

para todos los valores dẽkx y k̃y.
El peor caso se produce cuando las funciones senos valen uno,y, simultáneamente, el
productoµε es mı́nimo. En este caso podemos escribir la condición de estabilidad como

∆t =
s

c
√

1
∆2

x
+ 1

∆2
y

, con s≤ 1,

esto es

s= c∆t

√
1

∆2
x
+

1
∆2

y
≤ 1,
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4. El método FD-TD

dondec representa el valor máximo de la velocidad de fase en el dominio de interés, y el
parámetros ası́ definido, que se conoce como el factor de estabilidad, hade ser menor o
igual que la unidad para garantizar la estabilidad del esquema.

4.4 Condiciones de fuentes de ondas incidente para el espacio

libre

En la sección (4.2.2) mencionamos que uno de los pasos a seguir en el método FD-TD
es proporcionar una excitación ofuentede la estructura. Una fuente es una asignación
de valores deseados para crear una función temporal para componentes especı́ficas deE
o H en la malla espacial del método FD-TD. Esta función temporal es independiente de
cualquier otra cosa en el modelo.

El tipo de fuente está fuertemente relacionado con el tipo de problema que se desea
resolver [4], en nuestro caso, nos interesa modelar un frente de onda que viaja en el vacı́o,
ver figura (4.5) para posteriormente obtener resultados de frentes de onda interactuando
con estructuras cilı́ndricas. La razón del interés en este tipo de fenómenos se encuentra en
el problema de motivación, ya que los frentes de ondas son muy usados en problemas de
dispersión de luz.

El primer tipo de fuente que mencionamos es lafuente senoidal(o fuente cosenoidal).
Esta fuente viaja con una frecueniaf y su expresión es

h(t) = sen(2π f t). (4.29)

La forma discreta de (4.29), que es la que nos interesa para laprogramación numérica, es

En
z (i0, j) = sen(2π f n∆t). (4.30)

La fuente cosenoidal discreta tiene la forma

En
z (i0, j) = cos(2π f n∆t). (4.31)

Otro tipo de fuente muy común ([4] pág. 107) es lafuente gaussiana. Ésta fuente tiene
la forma de pulso Gaussiano de paso bajo. La forma de esta ondaen el tiempo del pulso,
está centrada en un tiempo de pason0 y crece lentamente. La expresión de la gaussiana en
el tiempo continuo es

h(t) =
α√
π

e−α2(t−t0)2
. (4.32)
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4. El método FD-TD

Figura 4.5: Onda incidente.

En forma discreta, la expresión de la gaussiana resulta

En
z (i0, j) =

α√
π

e−α2[(n−n0)∆t ]
2
, (4.33)

donde hemos tomadot0 = n0∆t e i0 es la posición en el plano donde comienza el frente de
onda.

Finalmente se tiene lafuente gaussiana modulada en frecuencia. Esta fuente es nueva-
mente del tipo gaussiano pero ahora se modula por una función senoidal. El pulso está cen-
trado nuevamente en el paso de tiempon0 y la expresión de la gaussiana modula en fre-
cuencia en el tiempo continuo es

h(t) =
α√
π

e−α2(t−t0)2
sen(2π f0t). (4.34)

En forma discreta, la expresión de la gaussiana resulta

En
z (i0, j) =

α√
π

e−α2[(n−n0)∆t ]
2
sen(2π f0n∆t). (4.35)
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CAPÍTULO 5

MÉTODO WEIGTHED NON-STANDARD

FDTD (WNS-FDTD)

Como vimos en (4.3.3), uno de los parámetros de los que depende la estabilidad de el
método FD-TD, es la velocidad de propagación de la onda electromagnética, que en el
vacı́o es igual a la velocidad de la luz. A nivel de cómputo, esta condición establece que
para asegurar la consistencia del método FD-TD hay que hacer una malla muy fina lo que
implica un gran costo computacional. A inicios de los años 90s, el gran costo computa-
cional llevó a los cientı́ficos de la época a utilizar supercomputadoras como la Cray 2 [20],
que en su época fue la computadora más veloz del mundo [42].Lamentablemente, en esos
tiempos era difı́cil tener acceso a dichas supercomputadoras. En la actualidad, el avance
tecnológico ha sido fructı́fero permitiendo hacer más accesible las implementaciones
del método FD-TD a computadoras “convencionales”. Dentrode estos avances podemos
mencionar la programación en paralelo medianteGraphic Processor Units(GPUs) [27].

Aún con el gran avance en el campo de la computación, hay queconsiderar que cada
vez se resuelven problemas matemáticos más complejos. Por lo que, en este capı́tulo
se desarrollan algoritmos más eficientes basados en uno de los métodos numéricos más
utilizados para las ecuaciones de Maxwell, como es el FDTD. Nuestra idea base para hacer
esta mejora es usar la información que nos proporcionan lasecuaciones de Maxwell, que
como vimos en (3.4), podemos transformarlas en dos ecuaciones de onda independientes
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5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD)

que describen respectivamente el campo magnético y el campo eléctrico. Dado que
conocemos la solución de la ecuación de onda, (referencia), con esta información usamos
unmétodo no-est́andarpara aproximar las derivadas y mejorar el método usual de FD-TD.

5.1 Diferencias finitas no-est́andar (NSFD)

El método no-estándar aplicado a diferencias finitas (NSFD), por sus siglas en inglés,
fue desarrollado por Ronald E. Mickens y apareción publicado en 1989, véase [13]. Desde
entonces hasta la fecha, se ha utilizado provechosamente este método en varios fenómenos
de fı́sica e ingenierı́a [14], ası́ como en varios modelos diferenciales ya conocidos [17].
Este método es usado para mejorar la precisión de algoritmos en diferencias finitas. En
algunos casos, es posible construir un algoritmoexactopor lo que sólo en estas ocasiones
el método NSFD es llamadométodo en diferencias finitas exactas.

Una aproximación NSFD de segundo orden de la primera derivada, para una función
f (x) ∈C1 tiene la forma genérica

Dx f (x) =
f (x+δ∆x) − f (x − (1−δ )∆x)

φ(∆x)
, (5.1)

donde 0≤ δ ≤ 1, y φ es unafunción correccíon que se elige para minimizar la diferencia
|dx−Dx| con respecto af (x). Aquı́ dx denota la aproximación usual de diferencias finitas
centradas de segundo orden de la derivada con respecto ax. La función correcciónφ debe
de tener la propiedad

φ(∆) = ∆ + O(∆2).

Podemos ver que si elegimosδ = 1/2 y φ(∆x) = ∆x en la ecuación (5.1), se tiene que
dx = Dx.

La elección de la funciónφ no es única, y en general, la construcción de un algoritmo
NSFD no viene dado por una receta. Sin embargo, un algoritmo NSFD debe de cumplir
las siguientes cuatro reglas de Mickens, véase [14]:
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5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD)

Regla 1: El orden de las derivadas discretas deber ser igual al orden de las correspondientes
ecuaciones diferenciales.

Regla 2: La función corrección, en general, debe ser una función con expresión más com-
plicada que la función identidad, que es la convencional.

Regla 3: Los términos no-lineales, en general, son reemplazados por representaciones dis-
cretas no locales.

Regla 4: Las condiciones especiales que satisfagan las soluciones de la ecuación diferencial
debe cumplirse también para el esquema en diferencias fintas.

En la presente tesis nos interesamos en usar un método NSFD para las ecuaciones de
Maxwell , pues, como vimos en (3.4), éstas ecuaciones en medios homogéneos y sin pérdi-
das eléctricas, satisfacen la ecuación de onda. En la misma sección vimos que la solución
de la ecuación de onda (3.8), en el caso unidimensional es

u(x, t) = Ae j(ωt−kx). (5.2)

Donde recordamos queA es la amplitud de la onda,j =
√
−1,k=

2π
λ

, y ω = 2π
T . Entonces,

la expresión exacta de la onda (5.2), nos da información para obtener un esquema no-
estándar que aproxime los valores de las derivadasux y ut , para los cuales tenemos los
siguientes resultados.

Lema 5.1.1La funcíon

φx(∆) :=
2sen(k∆

2)

k
. (5.3)

hace que el esquema

Dxu(x, t) =
u(x+∆x/2, t)−u(x−∆x/2, t)

φx(∆x)
(5.4)

sea una aproximación en diferencias finitasexactade ux(x, t), donde∆x es el in-
cremento espacial.

Demostración: Recordemos que el esquema en diferencias finitas centradas para aproximar
la primera derivada es

ux(x, t) =
1
∆x

[u(x+∆x/2, t)−u(x−∆x/2, t)]− ∆2
x

24
uxxx(η, t),

paraη ∈ (x−∆x/2,x+∆x/2). Sustituyendo la solución exacta (5.2) en las posiciones
(x+∆x/2, t) y (x−∆x/2, t), tenemos

u(x+∆x/2, t) = Ae j(ωt−k(x+∆x/2)), (5.5)
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5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD)

y
u(x−∆x/2, t) = Ae j(ωt−k(x−∆x/2)). (5.6)

Haciendoz= ωt − kx, y tomando las diferencias entre las aproximaciones adelantadas y
atrasadas tenemos

u(x+∆x/2, t)−u(x−∆x/2, t) = Ae jz(e− jk∆x
2 −e jk∆x

2 )

= −Ae jz(2 jsen(k∆x
2 )).

Como analı́ticamenteux(x, t) = −kA je jz, observamos que

u(x+∆x/2, t)−u(x−∆x/2, t)
2sen(k∆x

2 )
k

= ux(x, t),

concluyendo que la función

φx(∆) =
2sen(k∆

2)

k
hace que el esquema (5.4) sea una aproximación en diferencias finitasexactade ux(x, t).
Se puede observar también queφx(∆x) → 0 cuando∆x → 0 y, φx(∆x) ≈ ∆x cuando∆x es
muy pequeño, es decir, la funciónφx cumple la regla 2 de Mickens. �

Análogamente, para aproximar la derivada temporal tenemos

Lema 5.1.2La funcíon

φt(∆) :=
2sen(ω ∆

2)

ω
. (5.7)

hace que el esquema

Dtu(x, t) =
u(x, t +∆t/2)−u(x, t−∆t/2)

φt(∆t)
(5.8)

sea una aproximación en diferencias finitasexactade ut(x, t), donde∆t es el in-
cremento temporal.

Demostración: Su demostración es análoga a la del lema (5.1.1) �

Con los esquemas (5.4) y (5.8), hemos encontrado una mejor aproximación a las
derivadas parciales del espacio y del tiempo respectivamente. Las cuales podrı́amos aplicar
directamente al esquema FD-TD. Sin embargo, como en esta tesis vamos a trabajar con el
modo TM dado en la sección (3.7), nos centramos en estas ecuaciones para proponer un
algoritmo aún más eficiente que presentaremos en la siguiente sección.
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5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD)

5.2 Los promedios pesados

En la sección (3.7) vimos que el conjunto de ecuaciones que modela el modo TM en un
campo electromagnético sin pérdidas eléctricas es el siguiente:

∂Hx

∂ t
=

1
µ

(
−∂Ez

∂y

)
(5.9a)

∂Hy

∂ t
=

1
µ

(
∂Ez

∂x

)
(5.9b)

∂Ez

∂ t
=

1
ε

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

)
(5.9c)

Por otro lado, en la sección (4.2) vimos que el esquema FD-TDen el nodo(i +1/2, j)
para el campo magnético es

Hn+1/2
y (x+∆x/2,y) = Hn−1/2

y (x+∆x/2,y)+
∆t

µ

(
En

z (x+∆x,y)−En
z(x+∆x,y)

∆x

)
, (5.10)

ver figura (5.1).

Figura 5.1: Localización del campo eléctrico en la malla computacional, para el caso TM
alrededor deHy(x+∆x/2,y).
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5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD)

Donde la aproximación para la
∂Ez

∂x
del esquema FDTD es

∂Ez

∂x
(x+∆x/2,y) =

Ez(x+∆x,y)−Ez(x,y)
∆x

. (5.11)

Implementando el algoritmo NS-FDTD para aproximar la parcial anterior tenemos

∂Ez

∂x
(x+∆x/2,y) =

Ez(x+∆x,y)−Ez(x,y)
φ(∆x)

. (5.12)

dondeφ(∆x) es la función dada en (5.3).

En la figura (5.1), podemos ver que los nodos(x+∆x,y) y (x,y), que utiliza el esquema
(5.12) para aproximar la derivada parcial∂Ez

∂x , son precisamente los nodos laterales al nodo
(x+ ∆x/2,y). Entonces, para mejorar ésta derivada, en este trabajo decidimos ampliar el
esquema tomando la información de todos los nodos que son vecinos al nodo central,
véase figura (5.1).

Para hacer la mejora vamos a considerar una malla uniforme considerandoh = ∆x = ∆y
y definimos

f (y) :=
∂Ez(x+h/2,y)

∂x
, (5.13)

para algún punto(x,y) en la malla. Supongamos quef admite su expansión en series de
Taylor al rededor dey, con lo cual tenemos

f (y + h) = f (y) + h f ′(y) +
(h)2

2!
f ′′(y) +

(h)3

3!
f ′′′(y) + · · · (5.14)

f (y − h) = f (y) − h f ′(y) +
(h)2

2!
f ′′(y) − (h)3

3!
f ′′′(y) + · · · (5.15)

Despejandof (y) de (5.14) y (5.15) y sumando tenemos

f (y) =
f (y+h)+ f (y−h)

2
− h2

2
f ′′(y)−2

h4

4!
f (iv)(y)−·· · (5.16)

Ahora, si en lugar de trucar la serie (5.16) hasta términos de ordenO(h2), lo hacemos hasta
términos de ordenO(h4), pero agregando un parámetro depeso, α ∈ R, obtenemos

f (y) ≃ f (y+h)+ f (y−h)

2
−α

h2

2
f ′′(y). (5.17)

Observemos que siα = 0, la aproximación (5.17) nos dice quef (y) es el promedio de
los valores adelantado y atrasado, haciendo a (5.17) una aproximación de ordenO(h2). Y
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5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD)

si, α = 1 tenemos que (5.17) es una aproximación de ordenO(h4).

Recordando la aproximación en diferencias finitas de la segunda derivada,

f ′′(y) ≃ f (y+h)−2 f (y)+ f (y−h)

h2 . (5.18)

Sustituimos (5.18) en (5.17) para obtener

f (y) ≃ f (y+h)+ f (y−h)

2
−α

h2

2
(

f (y+h)−2 f (y)+ f (y−h)

h2 ). (5.19)

Reacomodando los términos de (5.19) obtenemos la expresi´on

f (y) = α f (y)+(1−α)

(
f (y+h)+ f (y−h)

2

)
. (5.20)

Observemos que siα = 0, la ecuación (5.20) nos dice quef (y) es el promedio de los
valores adelantado y atrasado. Y si,α = 1 tenemos la igualdad.

Con esto, sustituimos la ecuación (5.20) en (5.12) y obtenemos un esquema en diferen-
cias finitas, que a dependiendo de la elección deα puede ser una mejor aproximación, es
una mejor aproximación para la derivada;

∂Ez

∂x
(x+h/2,y) =

1
φ(h)

{
α [Ez(x+h,y)−Ez(x,y)]

+
1−α

2

[
Ez(x+h,y+h)−Ez(x,y+h)

+Ez(x+h,y−h)−Ez(x,y−h)
]}

(5.21)

Análogamente podemos aproximar la derivada
∂Ez

∂y
(x,y+h/2)

∂Ez

∂y
(x,y+h/2) =

1
φ(h)

{
α [Ez(x,y+h)−Ez(x,y)]

+
1−α

2

[
Ez(x+h,y+h)−Ez(x+h,y)

+Ez(x−h,y+h)−Ez(x−h,y)
]}

(5.22)

Se puede observar que los esquemas (5.21) y (5.22) tienen incluidas las modificaciones
al algoritmo FDTD: el método NSFD y los promedios pesados.
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5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD)

5.3 Algoritmo FDTD No-estándar Pesado (WNS-FDTD)

Definiendo

u =
φt(∆t)

φx(∆x)
, (5.23)

el esquema WNS-DFTD de las ecuaciones (5.9) queda:

Hn+1/2
x (i, j +1/2) = Hn−1/2

x (i, j +1/2)− u
µ
×
{

α
[
En

z (i, j +1)−En
z(i, j)

]

+
1−α

2

[
En

z (i +1, j +1)−En
z(i +1, j)

+En
z (i −1, j +1)−En

z(i −1, j)
]
}

(5.24a)

Hn+1/2
y (i +1/2, j) = Hn−1/2

y (i +1/2, j)+
u
µ
×
{

α
[
En

z (i +1, j)−En
z(i, j)

]

+
1−α

2

[
En

z (i +1, j +1)−En
z(i, j +1)

+En
z (i +1, j −1)−En

z(i, j −1)
]
}

(5.24b)

En+1
z (i, j) = En

z (i, j)+
u
ε

{[
Hn+1/2

y (i +1/2, j)−Hn+1/2
y (i −1/2, j)

]

−
[
Hn+1/2

x (i, j +1/2)−Hn+1/2
x (i, j −1/2)

]}
(5.24c)

En primera instancia podemos observar que el esquema (5.24)generaliza un esquema
no-estándar al considerarα 6= 0 y a su vez generaliza el esquema usual FDTD al consider-
arα = 0 y u= ∆t/∆x. Entonces nos enfocaremos ahora en tomar un valor apropiadoparaα.

En la literatura, véase [19, 18], encontramos que, para la ecuación (5.20), un candidato
para el valor deα es el promedio pesado

α =
| f (y+h)+ f (y−h)|

| f (y)|+ | f (y+h)+ f (y−h)|, (5.25)
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5. Método Weigthed Non-standard FDTD (WNS-FDTD)

donde se puede ver que 0≤ α ≤ 1. Donde, para nuesto casó especı́fico, los promedios
pesado de las ecuaciones (5.24a) y (5.24b) son

α1 =
|En

z (i +1, j +1)−En
z (i +1, j)+En

z (i−1, j +1)−En
z (i−1, j)|

|En
z (i +1, j)−En

z (i, j)|+ |En
z (i +1, j +1)−En

z (i +1, j)+En
z (i−1, j +1)−En

z (i−1, j)| (5.26)

y
α2 =

|En
z (i +1, j +1)−En

z (i, j +1)+En
z (i +1, j −1)−En

z (i, j −1)|
|En

z (i, j +1)−En
z (i, j)|+ |En

z (i +1, j +1)−En
z (i, j +1)+En

z (i +1, j −1)−En
z (i, j −1)| (5.27)

respectivamente.

En el siguiente capı́tulo de resultado numéricos, vamos a aplicar nuestro algoritmo
WNS-FDTD a los medios homogéneo y no-homogéneo. En nuestras pruebas numéricas
nos dimos cuenta que para el caso homogéneo los valores de peso 0≤ α1, α2 ≤ 1 dan muy
buenos resultados. Sin embargo, para el caso no-homogéneo, nos dimos cuenta que cuando
α1, α2 se acercan al cero, las aproximacione (5.26) y (5.26) generan mucho error numérico
(véase fig. (6.9)). Es por eso que en este casoreescalamoslos valores deα1, α2 a un valor
α̃ de tal forma que

1− ε ≤ α̃ ≤ 1 (5.28)

con 1≥ ε ≥ 0. Para hacer esto definimos

α̃ := ε(α −1)+1. (5.29)

Se puede observar que la definición (5.29) comple la desigualdad (5.28) para los valores ex-
tremos deα1, α2. Sin embargo, la elección de los parámetrosα1, α2 sigue siendo heurı́sti-
ca, aún quedando abierta la posibilidad de proveer un método para optimizar su valor.
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CAPÍTULO 6
RESULTADOS NUMÉRICOS

Recordemos que nuestro interés en este trabajo es estudiarla dispersión de luz de un
frente de onda que choca contra un cilindro perfectamente conductor (1.3). Para hacer esto
nos basamos en el modo TM sin pérdidas eléctricas (σ = 0) que vimos en la sección (3.7).
De éstas ecuaciones vamos normalizar la velocidad de propagación de la onda ac= 1. Esta
suposición es la misma que hicimos en la sección (4.3).
La región espacial que vamos a utilizar va a ser el rectángulo en el plano

R=
{
(x,y) : xini ≤ x≤ xf in, yini ≤ y≤ yf in

}
.

En el rectánguloR vamos a modelar una onda eléctrica que viaje en la dirección-x de
izquierda a derecha (figura (4.5)) de la forma cosenoidal (4.31). El parámetro que caracteri-
za a la onda eléctrica incidente es longitud de ondaλ y la fuente eléctrica se va a introducir
enx = xini mediante la siguiente expresión;

E(x = xini , y, t = 0) = cos

(
2πx
λ

)
. (6.1)

La solución exacta en todo el espacio y tiempo de la onda coseniodal (6.1) es

E(x,y, t) = cos(ωt −kx). (6.2)

En la sección (5.1) vimos que con la longitud de onda se determina los valores;

f =
c
λ

, T =
1
f
, k =

2π
λ

, ω =
2π
T

.
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6. Resultados nuḿericos

Para las especificaciones computacionales, vamos a discretizar el espacio mediante una
malla uniforme,∆x = ∆y = 1/100 y el tiempo mediante∆t =(0.1)∆x. Definimos

Na :=
λ
∆x

,

y vamos a hacer pruebas para distintos valores positivos deNa. El valor Na lo utilizamos
para dejar fijo el tamaño de la malla espacial y poder variar la longitud de la onda
incidente. Los resultados se obtienen la ejecutar el simulador WNS-FDTD desde un
tiempo inicialtini = 0 hasta un tiempot = Ncλ/c, donde la cantidadNc es el número de
ciclos de la onda incidente. Vamos a considerar dos casos: elprimero en el que la onda
se propague en un medio homogéneo y el segundo que lo haga en un medio no-homogéneo.

Nuestra programación la hicimos enMatLab R2008aen un CPUCore2a 2.99GB de
RAM.

6.1 Medio homoǵeneo

En este caso, el frente de onda (6.1) va a viajar libremente a través del dominio espacial
R limitado por;xini =0, xf in =1, yini =0 y yf in =1, con una longitud de ondaλ = 15∆x.
Este es el caso más sencillo con el cual hacemos la primera validación de nuestro algoritmo
WNS-FDTD comparándolo con la solución exacta (6.2).

La simulación de la onda la vamos a hacer hasta el tiempot = 10λ , luego vamos a
comparar la componenteEz del campo eléctrico en la regiónR con la solución exacta
evaluada en el mismo tiempo. Con esto obtenemos la gráfica deerrores absolutos en toda
la malla espacial. Para visualizar los resultados observamos únicamente en una sección
tranversal deEz a lo largo del eje-x.

6.1.1. Resultados

En la figura (6.1) mostramos la sección tranversalEz(x,ymedio) de la la solución extacta
a lo largo del eje-x comparada con la misma sección transversal obtenida por elsimulador
WNS-FDTD. En la figura (6.2) tenemos la grafica de errores absolutos de estas compara-
ciones.
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Figura 6.1: Comparación de la sección tranversalEz(x,ymedio) de la solución exacta de la
fuente con la simulación obtenida por el simulador WNS-FDTD en el tiempot = 10λ para
λ = 15∆x.
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Figura 6.2: Errores relativos de la solución exacta con el algoritmo WNS-FDTD comparado
con el convencional FDTD de Yee. Tomando tiempot = 10λ paraλ = 15∆x.
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6. Resultados nuḿericos

De los resultados numéricos de la figura (6.2) podemos ver que el máximo de los
errores se encuentra en un entorno de la frontera derecha conuna magnitud de 10−2. Esta
acumulación de errores en la frontera pensamos puede subsanarse modificando el orden
de exactitud de la expresión en diferencias del extremo derecho. Aún ası́ la aproximación
obtenida por WNS-FDTD resulta mejor en compración con la solución obtenida por el
FDTD convecional.

A continuación, para el mismo problema tratado en esta sección, vamos a comparar los
resultados del simulador WNS-FDTD con los obtenidos con otro algoritmo no estándar
FDTD que encontramos en la literatura. En el año de 1994, el profesor James B. Cole de la
Universidad de Tsukuba, Japón [16], uso un método NSFD precisamente en las ecuaciones
de Maxwell. En este artı́culo, Cole propone un método NSFD con el cual reduce en gran
medida el tamaño de la malla espacial y mejora la precisióndel algoritmo comparado con
el algoritmo estándar de Yee. En [15], Cole introdujo diferencias finitas no estándar de
segundo orden en el algoritmo de Yee que, para el modo TM, el algoritmo que él propone
es un caso particular de nuestro algoritmo WNS-FDTD. En el algoritmo que él propone, el
valor del pesoC(k) depende del número de ondak de la siguiente forma:

C(k) =
1+ γ0(k)

2
, (6.3)

donde

γ0(k) =
cos kx · cos ky−cos k

1+cos kx · cos ky−cos kx−cos ky

∣∣∣∣∣
(kx,kx)=k(cosθ0,senθ0)

(6.4)

y θ0 = 0,18203π es una constante que ahı́ determinan numéricamente.

Recordando quek = 2π/λ , dondeλ es la amplitud de la onda, la gráfica deC(2π/λ )
la podemos ver en la figura (6.3). Se puede observar que lı́mλ→0C(2π/λ ) no existe y para
valores pequeños deλ la funciónC de Cole es muy oscilante. Más aún, de esta gráfica
podemos ver que hay mucho valores deλ para las cuales la funciónC toma valores lejos
del 1 e incluso toma valores negativos.

Dicho lo anterior, comparamos ahora nuestro algoritmo WNS-FDTD con el propuesto
por Cole para las misma condiciones y dominio espacial. En este caso se tiene que
C(2π/λ ) =0.675. En la figura (6.4) vemos que efectivamente ambos algoritmos dan una
muy buena aproximación de la solución exacta cuandoλ = 15∆x. Sin embargo, si ahora
consideramosλ =14.7∆x, que es uno de los valores para la cual la función de Cole se
aleja del 1, explı́citamente daC(2π/λ ) =0.426. Para este caso vemos en la figura (6.5)
que nuestro algoritmo sigue dando una muy buena aproximaci´on mientras que el de Cole
comete gran error numérico.
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Figura 6.3: Gráfica de la funciónC(2π/λ ) propuesta por Cole.
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Figura 6.4: Errores relativos de la solución exacta con ambos métodos, el NSFDTD de Cole
y con el WNS-FDTD, conλ = 15∆x.
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Figura 6.5: Errores relativos de la solución exacta con ambos métodos, el NSFDTD de Cole
y con el WNS-FDTD, conλ =14.7∆x.

6.2 Medio no-homoǵeneo

Después de haber validado exitosamente nuestro algoritmoWNS-FDTD en el caso ho-
mogéneo, vamos ahora validarlo en el caso de una onda coseniodal viajando en el vacı́o
y que choca con un objeto cilı́ndrico que es un perfecto conductor de altura infinita y
diámetrod ubicado en el centro del espacioR, ver figura (6.6). En este caso, el cilindro
tiene constante dieléctricaε = 0.

Para éste caso no logramos obtener la solución exacta de laonda en el dominio espa-
cial, sin embargo, en el 2005, Youichi Ogata, Takashi Yabe, yKouichi Odagaki, publican
un artı́culo [31] donde abordan este problema no-homogéneo utilizando el método CIP-
MOC (Cubic Interpolated Pseudo-Particle and Method of Characteristics). En éste artı́culo
se muestra una imágen de la solución exacta en este medio no-homogéneo para las condi-
ciones;

xini =0, xf in =1, yini =0, yf in =0.6,λ = 20∆x, d = λ , Nc = 12,∆x = 1/100 y∆t =(0.1)∆x.

Además, vamos a considerar los valores de peso (5.26) y (5.27) de tal forma que

0,85≤ α1, α2 ≤ 1.
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6. Resultados nuḿericos

Con estos datos, comparamos nuestro algoritmo WNS-FDTD conla imágen de la solu-
ción exacta y con la simulación obtenida con CIP-MOC bajo las mismas condiciones de
mallado.

 

 

Figura 6.6: Espacio usado para las pruebas numéricas.

6.2.1. Resultados

En la figura (6.7) se observa que el algoritmo WNS-FDTD aproxima bien a la solución
exacta y además, éste aproxima mejor en la frontera izquierda del cilindro que el algoritmo
CIP-MOC.

Comparando ahora nuestro algoritmo con el propuesto por Cole, vemos primero que
C(2π/λ ) =-0.0894, y con esto el algoritmo NSFDTS de Cole es inestable.Con el afán
de tener más validaciones, vamos a comparar nuestro algoritmo WNS-FDTD con el de
Cole en las condiciones que tenı́amos en el caso homogéneo (6.1), sólo que ahora con el
cilindro conductor perfecto ubicado en el centro. Al simular ambos algoritmos al tiempo
t = 12λ obtenemos que el algoritmo WNS-FDTD simula mejor la soluci´on exacta que el
NS-FDTD de Cole. Estas mejoras las podemos ver en la figura (6.8), donde se observa que
en la frontera del cilindro la onda reflejada aproximada se asemeja más a la onda reflejada
exacta. También vemos que la onda reflejada cerca dex= 0 es más precisa con el algoritmo
WNS-FDTD que con el de Cole.
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(a) Exacto

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

(b) WNS-FDTD

(c) CIP

Figura 6.7: En(a) tenemos la solución exacta dada en en [31]. En(b) tenemos la simulación
que obtenemos con nuestro algoritmo WNS-FDTD y en(c) la simulación con CIP-MOC
obtenida en [31].
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Figura 6.8: En(a) tenemos la simulación de WNS-FDTD, en(b) tenemos la simulación
que obtenemos con nuestro NS-FDTD de Cole y en(c) la simulación con el convencional
FDTD.
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6. Resultados nuḿericos

Para terminar esta sección mostramos a continuación la simulación que se obtiene con
el algoritmo WNS-FDTD para las misma condiciones que en el ejemplo anterior sólo que
ahora tomamos los valores de peso de la forma

0≤ α1,α2 ≤ 1.

En la figura (6.9) podemos ver que se comete mucho error numérico y entonces es necesario
reescalar los promedios pesado a valores cercanos al 1. En ancho de la reescalación sigue
siendo heurı́stico dando pie a buscar métodos para otimizar su valor.
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Figura 6.9: Simulación que se obtiene con algoritmo WNS-FDTD tomandot = 12λ para
λ = 15∆x y 0≤ α1,α2 ≤ 1.

6.3 Tiempo de ejecucíon

Por último, de las ecuaciones (5.24) observamos que nuestro algoritmo WNS-FDTD
realiza más cálculos numéricos que el de Cole pues tiene que calcular el peso de la
derivada de cada nodo. Y estos a su vez realizan más cálculos que el convencional FDTD.
Por lo tanto, es natural pensar que nuestro algoritmo WNS-FDTD necesita más tiempo de
proceso, sin embargo, este tiempo de proceso no es tan grandecomparado con el NSFDTD
de Cole que tiene el peso constante.
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Figura 6.10: Comparación de los tiempos de ejecución de nuestro algoritmo WNS-FDTD,
el NSFDTD de Cole y el convencional FDTD.

En la figura (6.10) podemos ver que el FDTD nos lleva ventaja encuanto al tiempo
de evaluación de los puntos del mallado, sin embargo, en cuanto a la precisión numérica,
recordamos de la figura (6.2) que el método FDTD comete muchoerror numérico. Es mas,
si tomamos una malla más fina;∆x = ∆y = 1/250, para las mismas condiciones de la región
y tiempo de simulación dadas en la sección (6.1), tenemos la siguiente gráfica
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Figura 6.11: Errores relativos obtenidos para el método FDTD en la malla de incremento
∆x = ∆y = 1/250. Tomandoλ = 15∆x y t = 10λ .
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CAPÍTULO 7
CONCLUSIONES

Después de haber comprendido a detalle el método FDTD, queresuelve las ecuaciones
de Maxwell (3.6), para el caso TM (3.7), establecimos el método numérico WNS-FDTD
(5.24) basado en el método no-estándar y los promedios pesados, con un menor error
numérico que el FDTD y que el método no estándar desarrollado en 1997 por J.B. Cole
[16].

Enfocándonos en nuestro objetivo inicial (1.3), validamos el algoritmo WNS-FDTD en
un medio no-homogéneo y encontramos que concuerda bien conla solución exacta y con el
método CIP-MOC que trabajaron Youichi Ogata, Takashi Yabe, y Kouichi Odagaki, en el
2005 [31]. Con esta validación concluimos que el algoritmoWNS-FDTD es más eficiente
y eficaz que el convencional FDTD y que otros algoritmos desarrollados recientemente.
Su aplicación a medios no-homogéneos se puede extender y tratar problemas como el
propuesto por los investigadores de la empresa COMEX (1.1) uotros problemas también
de gran interés en la actualidad como es el estudio de la dispersión de luz incidente en
células biológicas [32, 33, 34].

Como trabajo a futuro, el algoritmo WNS-FDTD se puede extender a tres dimensiones
abarcando un amplio número de aplicaciones de gran interés como el modelado de tumores
[12]. Este algoritmo a su vez, se puede mejorar con un refinamiento adaptativo de la mal-
la [36] para medios homogéneos más irregulares. Estudio de mejores aproximaciones en
diferencias en el extremo derecho e inclusive estudiar modificaciones en la expresión de
las condiciones de contorno de frontera. El software, que inicialmente se hizo enMatLab
R2008a, se puede pasar al lenguajeC++, el cual podrı́a ser un software comercial.
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