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A mis padres Alfredo Alanı́s Durán y Lilia López Vera por haberme dado todo su apoyo durante
el transcurso de mis estudio de maestrı́a, por su comprensión, amor y fuerza. A mis hermanos Al-
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Introducción

La topologı́a algebraica surge con Henri Poincaré al asignar a espacios topológicos grupos alge-
braicos que se preservan bajo homeomorfismo. En 1895, introdujo en su artı́culo “Analisis situs” el
grupo fundamental de un espacio con el fin de diferenciar las superficies de Riemann.

A principios del siglo pasado, tuvo lugar el uso de una nueva técnica para estudiar espacios
topológicos. La teorı́a de homologı́a singular se basa en considerar el grupo abeliano generado por
ciclos sobre un espacio topológico M, bajo una relación de equivalencia. Tal grupo asignado a M
se le conoce como Hn(M,Z), donde n depende de la dimensión de los ciclos sobre M.

La teorı́a dual a la teorı́a de homologı́a singular es la teorı́a de cohomologı́a singular. En 1931,
Georges DeRham introdujo la cohomologı́a de DeRham, la cual se construye a partir de formas
diferenciales definidas sobre una variedad M. DeRham probó que si la variedad M es lisa y com-
pacta, entonces la cohomologı́a singular y la cohomolgı́a de DeRham son álgebras isomorfas.

En geometrı́a algebraica, se definen las variedades algebraicas como el lugar de ceros de un con-
junto de polinomios, sobre un campo dado. A este tipo de variedades se asignan también invariantes
topológicos como los grupos de DeRham algebraicos. Para una variedad algebraica proyectiva lisa,
la cohomologı́a singular es la cohomologı́a de DeRham algebraica.

En este trabajo se estudiará la cohomologı́a singular de una hipersuperficie proyectiva lisa X de
dimensión n, definida por un polinomio homogéneo Q de grado d. El objetivo es dar una conexión
entre los siguientes puntos:

1. La filtración de Hodge del n-esimo grupo de cohomologı́a de X.

2. La filtración por el orden del polo enX de las (n+1)-formas diferenciales racionales definidas
en U = Pn+1 −X.

3. El ideal Jacobiano JQ de Q, definido como el ideal generado por las derivadas parciales del
polinomio Q.

Dicha relación se desarrollará en dos partes. Dentro de la primera parte se dará la conexión entre
los primero dos puntos, para lo cual necesitamos estudiar las (n+1)-formas diferenciales racionales
en el espacio proyectivo complejo Pn+1, a quienes denotaremos por Hn+1(U,C). En el capı́tulo
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1 se obtiene una caracterización de dicho espacio vectorial, obteniendo explicitamente el generador
Ω de Hn+1(U,C), como módulo sobre las funciones racionales con polo en Q.

Como siguiente paso introduciremos en el capı́tulo 2 la aplicación tubular en los n-ciclos definidos
en X. Con esto tendremos una función

τ : Hn (X,Z) −→ Hn+1

(
Pn+1 −X,Z

)
.

Al realizar un anáisis de τ y de su operador operador dual, tendremos la necesidad de definir la
cohomologı́a primitiva de X. Terminando este capı́tulo con las siguientes relaciones

1. si n+ 1 es par tenemos que

Hn+1
(
Pn+1 −X,C

) ∼= Hn (X,C)

2. si n+ 1 es impar
Hn+1

(
Pn+1 −X,C

) ∼= Hn (X,C)0 (1)

Teniendo la relación entre el n-esimo grupo de cohomologı́a de X y el (n+ 1)-esimo grupo de
cohomologı́a de U comenzaremos a trabajar en el capı́tulo 3 con la filtración por el orden del polo
en X de Hn+1

(
Pn+1 −X,C

)
. Dentro de este capı́tulo construimos un operador de homotopı́a

parcial dentro de un complejo doble para obtener el resultado principal de esta sección: para estudiar
Hn+1(Pn+1 − X,C) basta trabajar con (n + 1)-formas racionales proyectivas con polo en X de
orden a lo más n+ 1.

Antes de llegar al resultado final de esta primera parte, es necesario introducir la filtración de
Hodge de Hn (X,C) , en el capı́tulo 4 se trabajará esa parte utilizando el concepto de complejos
filtrados. La filtración de Hodge se obtiene de manera algebraica con el uso de filtraciones ingenuas
y el teorema de Deligne (4.3.2).

Utilizando finalmente el mapeo residuo definido en el capı́tulo 2, la primera fracción de la
conexión quedará completa con el Teorema 5.2.2, el cual describe la conexión entre el orden del
polo de la imagen bajo el mapeo residuo de una (n+ 1)-forma racional y el nivel de la filtración de
Hodge de la cohomologı́a primitiva de X:

res
(
Ωn+1

Pn+1 ((a+ 1)X))
)

= Fn−aHn (X,C)0

La segunda parte de este trabajo incluye la relación entre el ideal Jacobiano JQ y los elementos
de la n-cohomologı́a deX. Esta conexión se construirá dotando de una estructura multiplicativa con
el producto cup a la imagen bajo el mapeo residuo de las (n+ 1)-formas diferenciales definidas en
U.

Con el fin de manipular de manera fácil los elementos del conjunto

Hn (X,C)0 = res
(
Ωn+1

Pn+1 ((n+ 1)X))
)
,

volveremos a hacer uso de los compejos dobles. Obtendremos de manera explı́cita el término supe-
rior en el bicomplejo de un elemento de Hn (X,C)0 .
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Tomaremos después dos (n + 1)-formas diferenciales racionales con polos de orden comple-
mentarios en X y estudiaremos el comportamiento del producto cup del residuo de dichas formas.
Llegando a la conclusión en el Teorema 7.0.5 que una condición necesaria y suficiente para que tal
producto se anule involucra el ideal Jacobiano JQ

res

(
AΩ
Qa+1

)
res

(
BΩ
Qb+1

)
= 0⇐⇒ AB ∈ JQ

Durante la demostración del Teorema 7.0.5, se define el sı́mbolo residuo de Grothendieck para
una función holomorfa. Utilizando dicha fórmula para el cociente del anillo graduado de polinomios
homogéneos entre el ideal Jacobiano,

V̄ = C [z0, . . . , zn+1]h /JQ = ⊕iV̄ i,

se define un apareamiento. En el corolario 7.2.3 demostramos que es un apareamiento perfecto entre
los subanillos V̄ i y V̄ σ−i donde σ = (n+2)(d−2). El corolario 7.2.3 y 7.1.3 nos permite dotar de
una estructura multiplicativa a la estructura de Hodge del n-esimo grupo de cohomologı́a primitiva
de X. Concluyendo de esta manera con la conexión del tercer y primer punto mencionados en un
comienzo.

Esta conexión fue esbozada en un artı́culo de James Carlson y Phillip Griffiths titulado Infinites-
imal variations of Hodge structure and the global Torelli problem publicado en 1980. En dicho
artı́culo se mencionan el operador de homotopı́a parcial dentro del complejo doble Čech-DeRham
mencionado en el capı́tulo 3 y el Teorema 5.2.2 del capı́tulo 5.

La aportación de la tesis es dar tanto los detalles de la construcción del operador de homotopı́a
parcial para reducir el orden del polo de una (n + 1)-forma diferencial racional con polo en la
hipersuperficie X como los de la demostración del Teorema 5.2.2 utilizando el complejo doble
Čech-DeRham.



8



Caṕıtulo 1
Formas Diferenciales Racionales en el

Espacio Proyectivo

El objetivo de este capı́tulo es dar una caracterización algebraica de las formas diferenciales
racionales en el espacio proyectivo. En particular, nos interesa estudiar el espacio vectorial de las n+
1-formas diferenciales racionales, ası́ que al final del capı́tulo daremos explı́citamente el generador
del espacio.

Consideremos el espacio proyectivo Pn+1 = Cn+2−{0}
∼ donde x ∼ λx para algun λ ∈ C∗.

Denotaremos como z = [z0 : z1 : ... : zn+1] las coordenadas homogeneas en Pn+1 y ξ =
(ξ0, ..., ξn+1) las coordenadas afines en Cn+2. El mapeo inclusión Cn+1 ⊂ Pn+1 está dado
por (ξ1, ξ2, . . . , ξn+1) ↪→ [1 : ξ1 : ξ2 : ... : ξn+1], de donde obtenemos el hiperplano al infinito
Pn dado por la ecuación z0 = 0. El mapeo inverso Pn+1 − Pn −→ Cn+1 está dado por
[z0 : z1 : ... : zn+1] −→ ( z1z0 , ...,

zn+1
z0

).

Con lo anterior tenemos que dada una k-forma racional ϕ en Cn+1 dada por:

ϕ =
∑
J

AJ(ξ)
B(ξ)

dξJ , dondeJ = (j1, ..., jk), ξ = (ξ1, ..., ξn+1), dξJ = dξj1∧...∧dξjk , j1 < ... < jk

(1.1)
podemos obtener una k-forma racional homogenea ϕ̃ en Cn+2 y por tanto una k-forma en Pn+1

haciendo la siguiente sustitución: ξj = zj
z0

y dξj = z0dzj−zjdz0
z20

. De lo cual tenemos lo siguiente:

ϕ̃ =
∑
J

eAJ (z)eB(z)
dzJ , donde ÃJ (z) , B̃ (z) son polinomios homogéneos y degB̃ = degÃJ + k.

La pregunta natural es la siguiente, dada una k-forma racional en Cn+2−{0} cuándo podemos
saber si proviene de una k-forma racional dada por la expresión (1.1) la cual fue homogeneizada y
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ahora pertenece a Pn+1 . En otras palabras, quién es la imagen del mapeo

ψ : ΩkCn+1 −→ ΩkPn+1

ϕ −→ ϕ̃

Para esto, recordemos las propiedades de las contracciones de una forma diferencial ω con los
campos vectoriales canónicos { ∂

∂ξj
} en Cn+2, denotadas por i

(
∂
∂ξj

)
. Sea ω una p-forma y ω̃ una

q-forma diferencial:

1. -i
(

∂
∂ξk

)
(dξj) = δk,j donde δk,j es la delta de Kronecker

2. -i
(

∂
∂ξk

)
(ω ∧ ω̃) = i

(
∂
∂ξk

)
(ω) ∧ ω̃ + (−1)p ω ∧ i

(
∂
∂ξk

)
(ω̃)

3. -i
(

∂
∂ξk

)(∑
J
AJ (ξ)
B(ξ) dξJ

)
=
∑
J
AJ (ξ)
B(ξ) i

(
∂
∂ξk

)
(dξJ)

Proposición 1.0.1 Consideremos el campo vectorial de Euler θ =
∑n+1
i=0 ξi

∂
∂ξi

y su contracción

asociada i(θ). Entonces una k-forma racional ϕ̃ =
∑
J

eAJ (ξ)eB(ξ)
dξJ en Cn+2 − {0} pertenece a la

imagen de ψ si y solo si se cumplen 1 y 2:

1. degB̃ = degÃJ + k

2. i (θ) (ϕ̃) = 0

Demostración: (=⇒) Supongamos que ϕ̃ proviene de una k-forma en Pn+1 entonces es una
forma homogenea de grado 0 y por tanto se cumple la igualdad de los grados de los polinomios.
Para demostrar (2) notemos lo siguiente:

si ϕ̃ =
∑
J

ÃJ (z)

B̃ (z)
dzJ ∈ ψ

(
ΩkCn+1

)
Entonces existe una k-forma en ΩkCn+1

ϕ =
∑
J

AJ (ξ)
B (ξ)

dξJ

de tal manera que al hacer la sustitución ξj = zj
z0

y dξj = z0dzj−zjdz0
z20

, obtenemos ϕ̃.
Aplicando la contracción tenemos que

i (θ) (ϕ̃) = i (θ)

∑
J

AJ

(
z1
z0
, ..., znz0

)
B
(
z1
z0
, ..., zn+1

ξ0

)d(zj1
zj0

)
∧ ... ∧ d

(
zjn+1

zj0

) =

=
∑
J

AJ

(
z1
ξ0
, ..., zn+1

z0

)
B
(
z1
z0
, ..., zn+1

z0

) i (θ)
(
d

(
zj1
zj0

)
∧ ... ∧ d

(
zjn+1

zj0

))

Pero

i (θ)
(
d

(
zjk
zj0

))
= i (θ)

(
zj0dzjk − zjkdzj0

z2
j0

)
=

zj0zjk
z2
j0

− zjkzj0
z2
j0

= 0
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Por tanto i (θ) (ϕ̃) = 0

(⇐=) Primero veamos por inducción que

dzi1 ∧ ... ∧ dzik = zk0d

(
zi1
z0

)
...d

(
zik
z0

)
+
(
dz0

z0

)
i (θ) (dzi1 ∧ ... ∧ dzik)

Para k = 1 tenemos lo siguiente

z0d

(
zi1
z0

)
+
(
dz0

z0

)
i (θ) (dzi1) = z0

(
z0dzi1 − zi1dz0

z2
0

)
+

zi1dz0

z0
= dzi1

Supongamos que la igualdad se cumple para k=n-1 y sustituyamos en el producto siguiente
tomando k=n:

dzi1 ∧ ... ∧ dzik
obtenemos lo siguiente:[

z
(k−1)
0 d

(
zi1
z0

)
∧ ... ∧ d

(
zi(k−1)

z0

)
+
(
dz0

z0

)
i (θ)

(
dzi1 ∧ ... ∧ dzik−1

)]
∧

∧
[
z0d

(
zik
z0

)
+
(
dz0

z0

)
i (θ) (dzik)

]
de donde al desarrollar llegamos al resultado deseado.

Volviendo a la demostración de la proposición si sustituimos la igualdad anterior en ϕ̃, obten-
emos lo siguiente:

ϕ̃ =
∑
J

ÃJ(z)

B̃ (z)
dzJ =

∑
J

ÃJ (z)

B̃ (z)
dzj1 ∧ . . . ∧ dzjk

=
∑
J

ÃJ (z)

B̃ (z)

[
zk0d

(
zj1
z0

)
∧ ... ∧ d

(
zjk
z0

)
+
(
dz0

z0

)
i (θ) (dzj1 ∧ ... ∧ dzjk)

]

=
∑
J

ÃJ (z)

B̃ (z)

[
zk0d

(
zj1
z0

)
∧ ... ∧ d

(
zjk
z0

)]
+

[(
dz0

z0

)
i (θ)

(∑
J

ÃJ (z)

B̃ (z)
dzj1 ∧ ... ∧ dzjk

)]

=
∑
J

ÃJ (z)

B̃ (z)

(
zk0d

(
zj1
z0

)
∧ ... ∧ d

(
zjk
z0

))
+
(
dz0

z0

)
i (θ) (ϕ̃)

Por hipotesis (2) el segundo término se anula y ϕ̃ =
∑
J z

k
0

eAJ (z)eB(z)
d
(
zj1
z0

)
...d
(
zjk
z0

)
. Además

por (1), tenemos que el cociente de los polinomios de la suma tiene grado cero y por tanto se puede
ver como el homogeneizado de alguna k-forma en Cn+1 �

Por la proposición (1.0.1) podemos ver que las (n+ 1)-formas en Pn+1 provienen de (n+ 1)-
formas en Cn+1. En este caso hay un único generador para las (n+ 1)-formas en el espacio
complejo Cn+1 el cual es dξ1 ∧ ... ∧ dξn+1, al hacer la sustitución ξi = zi

z0
y utilizando la
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igualdad demostrada en la proposición anterior, obtenemos la siguiente (n+ 1)-forma en el espacio
proyectivo

Ω̃ =
1

z
(n+2)
0

n+1∑
i=0

(−1)izidz0 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn+1

lo cual tiene como consecuencia lo siguiente:

Corolario 1.0.2 Las (n+ 1)-formas racionales en Pn+1 son de las siguiente forma

ϕ =
P (z)Ω
Q(z)

donde deg(P ) + n + 2 = deg(Q) y

Ω =
n+1∑
i=0

(−1)izidz0 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn+1. (1.2)



Caṕıtulo 2
Relación entre la Cohomoloǵıa de una

hipersuperficie proyectiva y su

complemento

El objetivo de este capı́tulo es estudiar los grupos de cohomologı́a de una hipersuperficie proyec-
tiva suave X fija. Para lograr esto primero relacionaremos los grupos de cohomologı́a de U =
Pn+1 −X con los de X.

Consideremos entonces Q un polinomio homogeneo en n + 2 variables complejas, sea X la
hipersuperficie en Pn+1 definida por {Q = 0} y supongamos que es no singular.

2.1. Teorema de Lefschetz y Dualidad de Poincaré

En esta sección recordaremos algunos resultados de topologı́a diferencial y el teorema de Lef-
schetz para comparar los grupos de homologı́a de X con los grupos de homologı́a del espacio
proyectivo Pn+1.

Teorema 2.1.1 ([1], Pag.199) Sea X una hipersuperficie suave del espacio proyectivo Pn+1, si
i : X ↪→ Pn+1 es la inclusión, entonces:

i∗ : Hm
(
Pn+1,C

)
−→ Hm (X,C) ,

es isomorfismo si m ≤ n y es inyectivo si m = n
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Lema 2.1.2 Si 0 ≤ m ≤ 2(n+ 1)

Hm
(
Pn+1,C

)
=

{
0 si m es impar
C si m es par

Lema 2.1.3 ([2], Pag. 42-53) Sea M una variedad diferencial orientable y compacta de dimensión
n, entonces ∫

: Hm (M,C)⊗Hn−m (M,C) −→ C

es un apareamiento no degenerado, para 0 ≤ m ≤ n.

Por el teorema 2.1.1 y el lema 2.1.3 los grupos de cohomologı́a de X, excepto Hn (X,C) , son
isomorfos a los grupos de cohomologı́a del espacio proyectivo Pn+1. Para analizar Hn (X,C) ,
consideremos la sucesión de cohomologı́a relativa del par

(
Pn+1,Pn+1 −X

)
:

· · · → Hm
(
Pn+1,Pn+1 −X,C

)
→ Hm

(
Pn+1,C

)
→ Hm

(
Pn+1 −X,C

)
→ . . .

Tomemos T una vecindad tubular de X en Pn+1. Como X es un retracto de T entonces para
cualquier k se tiene que Hk (T,C) ∼= Hk (X,C) . Por el isomorfismo de Thom ([2], Pag. 63)
Hk (T, T −X,C) ∼= Hk−2 (X,C) . Como {T,Pn+1−X} es una cubierta abierta de Pn+1, por el
teorema de excisión (A.0.6) podemos concluir queHk (T, T −X,C) ∼= Hk

(
Pn+1,Pn+1 −X,C

)
.

Luego al sustituir en la sucesión anterior obtenemos la sucesión de Gysin:

· · · → Hm−2 (X,C) −→ Hm
(
Pn+1,C

)
−→ Hm

(
Pn+1 −X,C

)
−→ Hm−1 (X,C)→ . . .

Tomando m = n+ 1 obtenemos

· · · → Hn+1
(
Pn+1,C

)
−→ Hn+1

(
Pn+1 −X,C

) %−→ Hn (X,C) −→ Hn+2
(
Pn+1,C

)
→ . . .

(2.1)

2.2. Mapeo tubular
En esta sección estudiaremos el mapeo dual del operador

% : Hn+1
(
Pn+1 −X,C

)
−→ Hn (X,C) . (2.2)

Proposición 2.2.1 Sea un conjunto de integración Γ, el cual representa una (n+1)-clase de ho-
mologı́a singular en Pn+1 - X, entonces Γ es homóloga a cero en Pn+1 .

Demostración:
En el caso de que n + 1 = 2m + 1 para algun entero positivo m, lo afirmado en la proposición

se sigue simplemente de que H2m+1

(
Pn+1,Z

)
= 0.

Para el caso par n+1=2m, consideremos Pm+1 ⊂ P2m un subespacio lineal en posición general a
X yW = Pm+1 ·X . Entonces W es una subvariedad de Pn+1 no singular de dimensión compleja m,
en homologı́aW ∼ (degQ) γm donde γm ∈ H2m

(
Pn+1,Z

)
es el generador y (degQ) es el grado

del polinomio Q, el cual que define X. Como el número de intersección Γ ·γm =
(

1
degQ

)
Γ ·W = 0

pues Γ no intersecta X y como γm es un generador entonces Γ ∼ 0 en P2m.
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� Veamos que podemos llevar a Γ, un
elemento de Hn+1 (X,C) , a una forma estándar, esto es, encontrar una clase γ ∈ Hn (X,Z) tal
que Γ ∼ τε (γ), donde τε (γ) : Hn (X,Z)→ Hn+1

(
Pn+1 −X,Z

)
.

Tomemos una métrica Riemanniana en Pn+1. Escribamos Γ = ∂R donde R es una (n + 2)-
cadena en Pn+1. Podemos asumir que R está en posición general a X y por tanto R intersecta X de
manera transversal en un n ciclo γ pues ∂ (R ·X) = ∂R · X ± R · ∂X = 0. Ahora dado γ ∈
Hn (X,Z) , sea Tε (γ) = {z ε Pn+1|d (z, γ) < ε}. Por la transversalidad, para ε lo suficientemente
pequeño, un punto z en Tε (γ) está únicamente determinado por un par (v, w) donde v está en γ
y w pertenece al disco normal de radio ε a X en v.

Por tanto Tε (γ) es un tubo sólido de discos alrededor de γ y τε (γ) = ∂Tε (γ) es una familia
disjunta de cı́rculos en Pn −X parametrizada por γ. Claramente ∂ (R− Tε (γ)) = Γ − τε (γ),
entonces Γ ∼ τε (γ) en Hn+1

(
Pn+1 −X,Z

)
. Llamaremos a τε (γ) el ε-tubo sobre γ y τ (γ)

será cualquier τε (γ) para ε suficientemente pequeño. Notemos que si tenemos otro τeε (γ) ε̃-tubo,
entonces τε (γ) y τeε (γ) serán homólogos. Lo cual nos permite argumentar que cualquier (n+ 1)-
ciclo en Pn+1 −X es homólogo a un ε-tubo sobre un n-ciclo γ en X.

Por otro lado, dada una q-cadena singular γ̃ en X, podemos obtener τ (γ̃) una (q + 1)-cadena
en Pn+1−X que consisten en discos normales de radio ε sobre γ̃. Además ∂ (τ (γ̃)) = τ (∂γ̃) ,
por lo tanto existe un mapeo inducido Z-lineal dado geométricamente al tomar ε-tubos sobre ciclos:

τ : Hn (X,Z)→ Hn+1

(
Pn+1 −X,Z

)
. (2.3)

Por lo visto anteriormente, el mapeo es suprayectivo. Veamos el Kernel de τ .

Si γ̃ ∈ Hn (X,Z) y τ (γ̃) = ∂R para alguna (n+ 2)-cadena R en el complemento de X,
entonces Γ = Tε (γ̃)−R es un (n+ 2)-ciclo donde Γ ·X = γ̃.

1. Si n+ 1 es par, entonces Hn+2

(
Pn+1,Z

)
= 0, luego Γ = ∂C, para alguna (n+ 3)-cadena

C. Asumamos que C intersecta transversalmente a X en una (n + 1)-cadena c = C ·X ,
luego ∂c = ∂ (C ·X) = ∂C ·X ±C · ∂X = Γ ·X = γ̃. de aquı́ que γ̃ = 0 en Hn (X,Z) .

2. Si n + 1 = 2m − 1 es impar, Γ ∈ H2m

(
P2m−1,Z

)
entonces Γ ∼ lPm para algun

l ∈ Z donde Pm ⊂ P2m−1 es un subespacio lineal. Entonces Γ− lPm = ∂C, tomando
intersección con X tenemos que

∂ (C ·X) = (Γ− lPm) ·X = γ̃ − l (Pm ·X)

de donde γ̃ = l (Pm ·X) en H2m−2 (X,Z) donde 2m− 2 = n.

Resumiendo:

Proposición 2.2.2 El mapeo τ es suprayectivo y es isomorfismo si n + 1 es par. Para el caso
impar el kernel está formado por clases de homologı́a de X que son múltiplos enteros de la clase del
homologı́a de una sección lineal general Pm ·X

Corolario 2.2.3 1. si n+ 1 es par tenemos que

Hn (X,C) ∼= Hn+1

(
Pn+1 −X,C

)
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2. si n+ 1 es impar la siguiente sucesión es exacta

0 −→ C[P
n
2 +1 ·X] −→ Hn (X,C) −→ Hn+1

(
Pn+1 −X,C

)
−→ 0 (2.4)

Observación 2.2.4 El mapeo τ se puede definir para toda k:

τk : Hk (X,Z) −→ Hk+1

(
Pn+1 −X,Z

)
construyendo discos normales en k-cadenas en X para después tomar su frontera.

2.3. Cohomologı́a Primitiva de X

Definición 1 Sea X̃ una variedad Kähler de dimensión n, con su respectiva (1, 1)−forma de
Kähler ω. Definimos el operador de Lefschetz, en las formas diferenciales C∞ como

L : Ak
(
X̃,C

)
−→ Ak+2

(
X̃,C

)
α −→ ω ∧ α

donde Ak
(
X̃,C

)
son las k-formas diferenciales C∞ de X̃ con coeficientes en los complejos.

Teorema 2.3.1 ([4]. Pag 146) Para k ≤ n el operador

Ln−k : Ak
(
X̃,C

)
−→ A2n−k

(
X̃,C

)
donde la potencia (n− k) denota composición, es un isomorfismo.

Si k ≤ n denotaremos (
AkeX
)

0
= Ker

(
L2n−k+1

)
⊂ AkeX

el grupo de r-formas primitivas en X̃ .
Debido a que el operador L conmuta con el laplaciano ([4]. Pag 149) entonces el operador L

está bien definido como operador entre formas harmónicas. Como nuestra hipersuperficie X es una
variedad Kähler compacta, donde la forma de Kähler:

ω =
1

2Πi
∂∂̄log‖Z‖2 (2.5)

es la inducida por la métrica de Fubini-Study ([5]. Pag 109), entonces las k-formas harmónicas se
pueden identificar con los k-grupos de cohomologı́a de X ([4]. Pag 149). Por el teorema (2.3.1)
el operador L(n−k) es inyectivo en las k-formas harmónicas y ya que dim

(
Hk (X,C)

)
=

dim
(
H2n−k (X,C)

)
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.3.2 [Lefschetz]([4]. Pag 148) Para k ≤ n el operador

Ln−k : Hk (X,C) −→ H2n−k (X,C)

es un isomorfismo.
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Definición 2 Si k ≤ n definiremos

Hk (X,C)0 = Ker
(
Ln−k+1

)
⊂ Hk (X,C)

el k-ésimo grupo de cohomologı́a primitiva de X

Observación 2.3.3 Para el caso cuando k = n tenemos entonces que

Hn (X,C)0 = Ker (L) ⊂ Hn (X,C)

Proposición 2.3.4 El espacio Hn (X,C)0 con n+ 1 impar cumple lo siguiente:

Hn (X,C)0 ⊕ C[ωm] ∼= Hn (X,C) (2.6)

donde n = 2m.

Demostración: Haciendo k = n− 2, por el teorema 2.3.2

L2 : Hn−2 (X,C) −→ Hn+2 (X,C)

es un isomorfismo.
Por el teorema 2.1.1 y el lema 2.1.2 podemos identificar

H2m−2 (X,C) ∼= C[ωm−1]
H2m+2 (X,C) ∼= C[ωm+1]

Por tanto la imagen bajo L de H2m−2 (X,C) es de dimensión 1.
Esto implica que el kernel del operador de Lefschetz:

L : Hn (X,C) −→ Hn+2 (X,C)

tiene codimensión 1 en Hn (X,C) y es complementaria a L
(
C[ωm−1]

)
= C[ωm]. �

Utilizando entonces (2.4) y (2.3.4) obtenemos lo siguiente en cohomologı́a:

1. si n+ 1 es par tenemos que

Hn+1
(
Pn+1 −X,C

) ∼= Hn (X,C)

2. si n+ 1 es impar
Hn+1

(
Pn+1 −X,C

) ∼= Hn (X,C)0 (2.7)

Concluyendo entonces que para describir la cohomologı́a de X trabajaremos con la cohomologı́a
de U = Pn+1 −X.
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Caṕıtulo 3
Reducción del orden del polo en formas

diferenciales algebraicas definidas en el

complemento de X

El objetivo de este capı́tulo es demostrar que para obtener representantes de la cohomologı́a del
complemento de X en Pn+1 basta con trabajar con formas algebraicas racionales con polo en la
hipersuperficie X y el cual sea de a lo más orden n+ 1.

Primero introduciremos el complejo doble de C̆ech-DeRham.

Sea Qj = ∂Q
∂zj

, definamos Uj = {z ∈ Pn+1|Qj (z) 6= 0},

U = {Uj}, Wj = Uj ∩
(
Pn+1 −X

)
y W = {Wj}.

Notemos que debido a que X es no singular, U es una cubierta abierta de Pn+1. Sea

Cq (U ,Ωp (∗X)) =
∏

j0<···<jq

ΩpUj0∩···∩Ujq (∗X) ,

donde ΩpUj0∩···∩Ujq (∗X) denotan las p-formas diferenciales holomorfas en Uj0 ∩ · · · ∩ Ujq con
polo en X de orden finito. Consideremos lo operadores:

δ : Cq (U ,Ωp (∗X)) −→ Cq+1 (U ,Ωp (∗X))

(δω)(j0,··· ,jq+1) =
∑

(−1)i ωj0,··· ,bji,··· ,jq |Uj0∩···∩Ujq+1
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de X

y

d : Cq (U ,Ωp (∗X)) −→ Cq
(
U ,Ωp+1 (∗X)

)
(dω)(j0,··· ,jq) = d

(
ωj0,··· ,jq

)
los operadores de C̆ech y DeRham respectivamente.

El diferencial total se define como

D :
⊕

p+q=m

Cq (U ,Ωp (∗X)) −→
⊕

p+q=m+1

Cq
(
U ,Ωp+1 (∗X)

)
D = d+ (−1)p δ

Los complejos de C̆ech y DeRham están relacionados en el siguiente bicomplejo:

...
... · · ·

... · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

Cq
(
U ,Ω0 (∗X)

) d−→ Cq
(
U ,Ω1 (∗X)

) d−→ · · · d−→ Cq (U ,Ωp (∗X)) d−→ · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
... · · ·

... · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

C1
(
U ,Ω0 (∗X)

) d−→ C1
(
U ,Ω1 (∗X)

) d−→ · · · d−→ C1 (U ,Ωp (∗X)) d−→ · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

C0
(
U ,Ω0 (∗X)

) d−→ C0
(
U ,Ω1 (∗X)

) d−→ · · · d−→ C0 (U ,Ωp (∗X)) d−→ · · ·

El operador D define un complejo cuya cohomologı́a la denotamos como H∗
(
Pn+1 −X

)
, la

hipercohomologı́a de Pn+1 −X .

Teorema 3.0.5 (Serre) ([3],Pag. 239) Sea F es una gavilla coherente sobre una variedad afin V
con cubierta abierta finita por variedades afines U = Ui, entonces los grupos de cohomologı́a de
C̆ech son cero en niveles positivos:

Hq (U ,F) = 0 ∀q > 0.

Proposición 3.0.6 SeaX una hipersuperficie proyectiva lisa definida por un polinomioQ de grado
d. Entonces Pn+1 −X es una variedad afin

Demostración:
Tomemos el conjunto de monomios en n + 2 variables complejas de grado d y hagamos la

siguientes asignación: Dado un multiindice I = (i0, ..., in+1) , con
∑n+1
j=0 ij = d , entonces sea

wI = zi00 . . . z
in+1
n+1 . Por lo que:

[
zd0 , z

d−1
0 z1, · · · ,

(
zi00 . . . z

in+1
n+1

)
, · · · , zdn+1

]
→
[
w(d,0,...,0) : w(d−1,1,...,0) : · · · : wI : · · · : w(0,...,d)

]
Por lo cual {Q = 0} → {

∑
aIwI = 0} es un hiperplano proyectivo, lo anterior implica que

Pn+1 −X → PN − {
∑
aIwI = 0} ∼= CN . �
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Analogamente los abiertos Uj y Wj son abiertos afines, de donde podemos concluir como
consecuencia del teorema de Serre que

Ȟq (W,Ωp) = 0 ∀q > 0. (3.1)

Debido a que las p-formas holomorfas en el complemento deX , se pueden estudiar con p-formas
racionales globales con polo de orden arbitrario en X , entonces:

Ȟq (U ,Ωp (∗X)) = 0 ∀q > 0. (3.2)

Por tanto si en la sucesión espectral del bicomplejo hacemos primero cohomologı́a de Cěch
obtenemos el complejo algebraico de DeRham de Pn+1 −X :

0 −→ H0
(
Pn+1,Ω0 (∗X)

)
−→ . . . −→ . . . −→ H0

(
Pn+1,Ωn+1 (∗X)

)
−→ 0

Demostrando ası́ el siguiente resultado:

Proposición 3.0.7 La hipercohomologı́a de Pn+1 −X calcula la cohomologı́a de DeRham alge-
braica del complemento de X:

H∗
(
Pn+1 −X

)
= H∗DR

(
Pn+1 −X

)
Teorema 3.0.8 ([6] , Pag. 351) Para una variedad algebraica compleja afı́n lisa, la cohomologı́a
singular es la cohomologı́a de DeRham algebraica.

Por el teorema (3.0.8), podemos estudiar la cohomologı́a singular del complemento de X con
formas racionales globales que tengan polo de orden arbitrario en X .

Teorema 3.0.9 Sea X una hipersuperficie proyectiva y suave en Pn+1 definida por el polinomio
homogéneo {Q = 0},entonces Hn+1

(
Pn+1 −X,C

)
se puede representar con formas algebraicas

racionales en Pn+1 con polos de orden a lo más (n+ 1) en X.

Denotemos como Cq (U ,Ωp (lX)) aquellos elementos de Cq (U ,Ωp (∗X)) cuyas componentes
tienen polo de orden l en X y definamos el siguiente operador:

Hl : Cq (U ,Ωp (lX)) −→ Cq
(
U ,Ωp−1 ((l − 1)X)

)
(Hlω)(j0,··· ,jq) =

1
1− l

· Q
Qj0

Kj0ωj0,··· ,jq

donde Kj0 = i
(

∂
∂zj0

)
.

Apartir de aqui, omitiremos los subı́ndices de Hl, tomando en cuenta que se aplicará el operador
correspondiente al orden del polo de la forma racional.

Lema 3.0.10 Para l ≥ 2, H satisface dH + Hd ≡ 1, modulo el grupo Cq (U ,Ωp ((l − 1)X)) .

Demostración: Seaα ∈ Cq (U ,Ωp (lX)) y supongamos sin pérdida de generalidad que
(
αpq
)
j0,··· ,jq

=
fI
Ql
dzI . Para el caso donde j0 /∈ I, tenemos que Hl

(
αpq
)

= 0 pues se hace una contracción con
respecto a ∂

∂zj0
, luego:

(
dαpq

)
j0,...,jq

=
(
QldfI − lQl−1fIdQ

Q2l

)
dzI =

dfIdzI
Ql

− lfIdQdzI
Ql+1
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Aplicando ahora H a la fórmula anterior obtenemos
H
(
dαpq

)
= 1

1−l ·
fj0Q

Qj0Q
l dxI − 1

1−l−1 ·
lfIQQj0
Qj0Q

l+1 dzI ≡ αpq

⇒ H
(
dαpq

)
+ dH

(
αpq
)
≡ αpq

Para el caso cuando j0 ∈ I tenemos que

H
(
αpq
)

=
1

1− l
· QfI
Qj0

i

(
∂

∂zj0

)
(dzI)

dH
(
αpq
)

= d

(
1

1− l
· fI
Qj0Q

l−1
dzI−1

)
=

(
1

1− l

)
Qj0Q

l−1dfI − fId
(
Qj0Q

l−1
)

Q2
j0
Q2l

dzI−1

≡
(

dfI
(1− l)Qj0Ql−1

+
fIdQ

Ql+1

)
dzI−1

≡ fIdQ

Ql+1
dzI−1

Por otro lado:

dαpq =
dfI
Ql

dzI −
lfIdQ

Ql+1

H
(
dαpq

)
=

1
1− l

· Q

Qj0Q
l
Kj0 (dfIdzI)−

(
1

1− (l + 1)

)
lfIQ

Ql+1Qj0
kj0 (dQdzI)

≡ fI
QlQj0

(Qj0dzI − dQdzI−1)

= αpq − dH
(
αpq
)
.

�

Lema 3.0.11 Sea α una cocadena en el complejo C̆ech-DeRham cuyo orden de polo lJ ≥ 2 en cada
coordenada J. Entonces

α ≡ DHα+HDα

módulo cocadenas cuyo orden del sea lJ − 1. En particular, si α es un D-cociclo, tenemos que

α̃ = (I −DH)α,

es cohomóloga a α y tiene orden del polo lJ − 1

Demostración: Sea αpq , la componente de α en Cq (U ,Ωp (∗X)), luego

α−DHα =
∑
p,q

(
αpq − dHαpq − (−1)p−1

δHαpq

)
≡ Hdαpq + (−1)p δαpq
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Como H y δ son independientes entonces conmutan, de donde obtenemos

α−DHα ≡
∑
p,q

(
αpq − dHαpq − (−1)p−1

Hδαpq

)
≡ HDα.

�

Demostración:(Teorema 3.0.9)

Sea ΩA = AΩ
Qm , la cual representa una clase en Hn+1

(
Pn+1 −X,C

)
, con m ≥ n+ 1.

La idea para la demostración es reducir el orden del polo de ΩA utilizando la igualdad demostra-
da en el lema 3.0.11. El primer paso es encajar ΩA en el complejo doble de C̆ech-DeRham, pues es
una forma diferencial global cerrada, entonces ΩA ∈ H0

(
Pn+1,Ωn+1 (∗X)

)
: ΩA ∼

(
AΩ
Qm

)
i
.

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ΩA =

(
AΩ
Qm

)
j

Luego (I −DH)m−1
(
AΩ
Qm

)
j

será una forma D-cohomóloga con polo simple:
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ωn+1
d→ 0 d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ ωn
d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ω0

[
(
AΩ
Qm

)
j
] = [

∑
i ωi] donde ωi ∈ Ci

(
U ,Ωn+1−i (1X)

)
, obteniendo ası́ un D-cociclo con un

polo simple en X.

Tenemos que
∑
ωi la cual denotaremos como

∑
i≤n+1 ω

(n+1)
i , es un D-cociclo por lo que

ωn+1 es δ-cerrada y, por el Teorema 3.0.5 ωn+1 = δγn+1, para algún γn+1 ∈ Cn
(
U ,Ω1 (∗X)

)
.

Como ωn+1 tiene un polo simple en X, entonces también γn+1 tiene un polo simple. Luego

ω(n) =
∑
i≤n+1

ω
(n+1)
i − (−1)nD (γn+1) ,

la cual denotaremos como
∑
i≤n ω

(n), es D-cohomóloga a
∑
ωi y tiene un polo doble en X y su

componente (n+ 1, 0) es 0.

Supongamos que
∑
i≤j+1 ω

(j+1)
i es D-cohomóloga a

∑
ωi, tiene un polo de orden n− j

en X y su componente (k, n− k) es 0 para toda k > j + 1, además por ser D-cociclo existe
γj+1 ∈ Cj

(
U ,Ωn+1−j (∗X)

)
tal que δγj+1 = ω

(j+1)
j+1 .

Por tanto
ω(j) =

∑
i≤j+1

ω
(j+1)
i − (−1)j D (γj+1) (3.3)

es D-cohomóloga a
∑
ωi , tiene un polo de orden n+1−j y su componente (k, n− k) = 0 ∀ k > j

Al finalizar el proceso llegamos a que ω(0) tiene un polo en X de orden n+1, es D-cohomóloga
a
∑
ωi y su única componente no cero es (1, n+ 1) , obteniendo ası́ una forma racional en el

complejo doble con polo de orden n+ 1 la cual es D-cohomóga a ΩA. �



Caṕıtulo 4
La filtración ingenua y la filtración de

Hodge

En este capı́tulo introduciremos los conceptos de complejos filtrados y la filtración ingenua de
un complejo doble son el objetivo de analizar la filtración de Hodge de X de manera algebraica.

4.1. Complejos filtrados
Definición 3 Dado un espacio vectorial complejo A, una filtración decreciente en A está dada por
una familia de subespacios vectoriales {F pA} tal que

· · · ⊂ F pA ⊂ F p−1A ⊂ · · · ⊂ F 0A = A, para p ≥ 0.

Si (A∗, d) es un complejo, una filtración decreciente en (A∗, d) es una filtracion decreciente
{F pAk} para cada Ak tal que d

(
F pAk

)
⊂ F pAk+1, por lo que entonces tenemos una familia de

complejos:
{(F pAk, d)}p = {· · · d−→ F pAk

d−→ F pAk+1 d−→ · · · }p

Definición 4 (Filtración ingenua)
Sea (A∗, d) una complejo. Sea F pA∗ := A≥p, el complejo obtenido al considerar los términos

de orden mayor o igual a p:

0 −→ Ap −→ Ap+1 −→ Ap+2 −→ · · · (4.1)

Definición 5 (Filtración ingenua de un complejo doble)
Sea (Ar,s, D1, D2) un complejo doble para grados positivos. Sea (A∗, D) el complejo asociado.

Ak =
⊕
r+s=k

Ar,s, D = D1 + (−1)pD2
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Como DAr,s ⊂ Ar+1,s ⊕Ar,s+1. Entonces

F pAk =
⊕

r+s=k,r≥p

Ar,s

define una filtración decreciente en el complejo (A∗, D), la filtración (F pAk) de (A,D) es la
llamada filtración ingenua del complejo (A,D) asociada al bicomplejo (Ar,s, D1, D2) .

4.2. Filtración de Hodge
Definición 6 Una estructura de Hodge de peso k es un par (HZ, {Hp,q}) tal que:

1. HZ es un Z-módulo

2. Hp,q son C-espacios vectoriales tales que Hp,q = H
q,p

3. HC := HZ ⊗ C ∼=
⊕

p+q=kH
p,q

Definición 7 Dada una estructura de Hodge de peso k (HZ, {Hp,q}) , definimos la filtración de
Hodge de HC de nivel r como:

F rHC := ⊕p≥rHp,q.

Teorema 4.2.1 (Hodge) ([4], Pag 205) Si X es una variedad algebraica proyectiva lisa, entonces
Hk (X,Z) admite una estructura de Hodge de peso k; i.e,

Hk (X,C) =
⊕
p+q=k

Hp,q (X) , donde Hp,q (X) = H
q,p

(X) , p, q ≥ 0

donde Hp,q es el conjunto de clases representadas por formas cerradas de tipo (p, q).

4.3. La filtración ingenua de la cohomologı́a de Hodge
Veamos que la cohomologı́a de X admite una estructura de Hodge

Teorema 4.3.1 Si X es una variedad algebraica proyectiva lisa, entonces

Hp,q (X) ∼= Ȟq (X,ΩpX)

Antes de dar la demostración del teorema, recordemos los siguientes resultados:

Lema 4.3.2 (Deligne) Si X̃ es una variedad Kähler compacta y D es divisor a cruzamientos nor-
males, entonces la sucesión espectral asociada a la filtración de Hodge degenera en el primer paso.

Corolario 4.3.3 Tomando X̃ = Pn+1 y D = X, tenemos que la sucesión espectral asociada a
la filtración de Hodge degenera en el primer paso.

Demostración:
Tomemos el complejo holomorfo de gavillas de la hipersuperficie X:

0 −→ OX
∂−→ Ω1

X
∂−→ Ω2

X −→ · · · −→ ΩnX
∂−→ 0 (4.2)

Ahora utilicemos la resolución del operador de derivación antiholomorfo ∂̄:



4.3 La filtración ingenua de la cohomologı́a de Hodge 27

0 0
∂̄ ↑ ∂̄ ↑

0 ∂−→ C∞
(
Λ0,nT ∗X

⊗
R C
) ∂−→ · · · ∂−→ C∞ (Λn,nT ∗X

⊗
R C) ∂−→ 0

∂̄ ↑ ∂̄ ↑
...

...
∂̄ ↑ ∂̄ ↑

0 ∂−→ C∞
(
Λ0,1T ∗X

⊗
R C
) ∂−→ · · · ∂−→ C∞

(
Λn,1T ∗X

⊗
R C
) ∂−→ 0

∂̄ ↑ ∂̄ ↑
0 ∂−→ C∞

(
Λ0,0T ∗X

⊗
R C
) ∂−→ · · · ∂−→ C∞

(
Λn,0T ∗X

⊗
R C
) ∂−→ 0

Donde los grupos de cohomologı́a en los complejos

0 −→ C∞
(
Λp,0T ∗X,C

) ∂̄−→ · · · → C∞
(
Λp,qT ∗X,C

)
→ · · · → C∞

(
Λp,n+1T ∗X,C

) ∂̄−→ 0

son las formas de tipo (p, q), i.e., Hp,q (X) .
Como también tenemos el bicomplejo de C̆ech-DeRham asociado al complejo (4.2), el cual

también degenera, tenemos que sus grupos de cohomologı́a vertical

Ȟq (X,ΩpX)

son isomorfos a Hp,q (X) . �

Aplicando la filtración ingenua al complejo algebraico de DeRham

0 −→ ΩpX −→ Ωp+1
X −→ · · · −→ ΩnX −→ 0, (4.3)

y tomando el bicomplejo con la resolución del operador de derivación antiholomorfa ∂̄ :

0 0
∂̄ ↑ ∂̄ ↑

0 ∂−→ C∞ (Λp,nT ∗X
⊗

R C) ∂−→ · · · ∂−→ C∞ (Λn,nT ∗X
⊗

R C) ∂−→ 0
∂̄ ↑ ∂̄ ↑

...
...

∂̄ ↑ ∂̄ ↑
0 ∂−→ C∞

(
Λp,1T ∗X

⊗
R C
) ∂−→ · · · ∂−→ C∞

(
Λn,1T ∗X

⊗
R C
) ∂−→ 0

∂̄ ↑ ∂̄ ↑
0 ∂−→ C∞

(
Λp,0T ∗X

⊗
R C
) ∂−→ · · · ∂−→ C∞

(
Λn,0T ∗X

⊗
R C
) ∂−→ 0

Si d es el operador de derivación en el bicomplejo dado por:

d :
⊕

r+s=k, r≥p

C∞

(
Λr,sT ∗X

⊗
R

C

)
−→

⊕
r+s=k+1, r≥p

C∞

(
Λr,sT ∗X

⊗
R

C

)

d = ∂ + (−1)r ∂̄ (4.4)
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Obtenemos entonces una filtración en la hipercohomologı́a del bicomplejo la cual nos da la
filtración de Hodge de la cohomologı́a de X:

F rHk
DR (X) = F rHk (X,C) =

⊕
p≥r,p+q=k

Hp,q. (4.5)

Esta es una manera algebraica, utilizando la filtración ingenua, de obtener la filtración de Hodge,
la cual usualmente se introduce vı́a análisis armónico.



Caṕıtulo 5
Filtración de la cohomoloǵıa de X por el

orden del polo

En este capı́tulo introduciremos el complejo logarı́tmico en la hipersuperficie X. El objetivo es
analizar el mapeo residuo:

res : Ωn+1
Pn+1 ((n+ 1)X)) −→ Hn (X,C)

el cual nos dará la relación entre el orden del polo en X de las formas diferenciales racionales
globales y nivel de la filtración en la estructura de Hodge de la cohomologı́a de X .

5.1. Complejo logarı́tmico
Dada la hipersuperficie lisa X de Pn+1, definamos el complejo holomorfo con singularidades

logarı́tmicas sobre X.
Sea ΩkPn+1 (logX) la subgavilla de la gavilla de las formas meromorfas ΩkPn+1 (∗X) en Pn+1,

holomorfas en U = Pn+1 −X, determinada por:
α ∈ ΩkPn+1 (logX) si y sólo si tanto α como dα admiten un polo simple en X.

Observación 5.1.1 Si α ∈ ΩkPn+1 (logX) entonces dα es d-cerrada.

Lo cual nos permite obtener el siguiente subcomplejo:

0 −→ O d−→ Ω1
Pn+1 (logX) d−→ Ω2

Pn+1 (logX) −→ · · · −→ ΩnPn+1 (logX) d−→ 0

Si tomamos la resolución con δ, el operador de C̆ech y la hipercohomologı́a del bicomplejo
obtendremos H∗

(
Pn+1,Ω∗Pn+1 (log X)

)
.
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Teorema 5.1.2 ([4], Pag. 208) Sea U = Pn+1 −X , con X hipersuperficie lisa, entonces:

Hk (U,C) = Hk
(
Pn+1,Ω∗Pn+1 (log X)

)
5.2. Mapeo Residuo

Consideremos Ωn+1
Pn+1 y fijemos la sección

Ω =
n+1∑
i=0

(−1)izidz0 ∧ ... ∧ d̂zi ∧ ... ∧ dzn+1. (5.1)

Luego la expresión

ΩA =
AΩ
Qa+1

con deg(A) + n+ 2 = (a+ 1) deg(Q)

define una (n+1)-forma racional con polo en X de orden a+ 1.
El polinomio A del numerador se llama adjunta de nivel a y ΩA se dice que tiene nivel de

adjunción a.

Para cada clase de cohomologı́a (k-1)-dimensional α en el complemento de X, queremos definir
una clase de cohomologia k-dimensional Res(α) en X:

resTop : Hk
(
Pn+1 −X,Z

)
−→ Hk−1 (X,Z)

Dado γ un (k-1)-ciclo en X, sea τk (γ) el k-ciclo en Pn+1 − X como en la observación
2.2.4 donde el operador adjunto, salvo multiplicación por 2πi, es el residuo topológico. Por tanto,
si una clase de cohomologı́a de Pn+1−X está representada por una forma diferencial α, entonces
resTop (α) está definido tal que ∫

γ

resTop (α) =
1

2πi

∫
τ(γ)

α

Para una k-forma diferencial logarı́tmica a nivel de gérmenes en el complemento de X que
está dado por

ω = β + α ∧ dQ
Q

(5.2)

donde β ∈ ΩkPn+1 , α ∈ Ωk−1
Pn+1 se define el residuo como

res : ΩkPn+1 (logX) −→ Ωk−1
X

ω −→ res (ω) = α|X

Observación 5.2.1 El mapeo residuo también se puede definir en el bicomplejo con singularidades
logarı́tmicas en X de la siguiente manera:

res :
⊕
p+q=k

Cq (U ,Ωp (logX)) −→
⊕
p+q=k

Cq
(
U ∩X,Ωp−1

X

)
(
βI + αI ∧

dQ

Q

)
|I|=k

−→ (αI |X)|I|=k .
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Notemos que el mapeo residuo hace una contracción con respecto a dQ y multiplica la forma
por Q. Por lo cual si tenemos una k + 1-forma local con polo simple en Q de la siguiente manera:(
γI + βI

Q + αI ∧ dQ
Q

)
I

entonces el residuo actuará se define como:

res

(
γI +

βI
Q

+ αI ∧
dQ

Q

)
I

= (αI |X)|I|=k (5.3)

Por lo que podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 5.2.2 El mapeo residuo satisface las siguientes propiedades:

1. res
(
Ωn+1

Pn+1 ((n+ 1)X))
)

= Hn (X,C)0 .

2. res
(
Ωn+1

Pn+1 ((a+ 1)X))
)

= Fn−aHn (X,C)0 donde la parte derecha se refiere a la fil-
tración de Hodge de la cohomologı́a primitiva de X.

Demostración: La primera parte se obtiene del corolario 2.2.3. Para (2) primero demostraremos
la contención hacia la derecha (⊆) . Consideremos el bicomplejo Cĕch-DeRham pero utilizando la
filtración ingenua en las formas diferenciales de U = Pn+1 −X:

0 −→ Ωa+1
U −→ Ωa+2

U −→ · · · −→ Ωn+1
U −→ 0

...
... · · ·

... · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

Cq
(
U ,Ωa+1 (∗X)

) d−→ Cq
(
U ,Ωa+2 (∗X)

) d−→ · · · d−→ Cq (U ,Ωp (∗X)) d−→ · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
... · · ·

... · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

C1
(
U ,Ωa+1 (∗X)

) d−→ C1
(
U ,Ωa+2 (∗X)

) d−→ · · · d−→ C1 (U ,Ωp (∗X)) d−→ · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

C0
(
U ,Ωa+1 (∗X)

) d−→ C0
(
U ,Ωa+2 (∗X)

) d−→ · · · d−→ C0 (U ,Ωp (∗X)) d−→ · · ·

Entonces dada una (n+1)-forma diferencial en el complemento cuyo orden del polo es a+1:
ω = AΩ

Qa+1 , esta se encaja en el bicomplejo

ΩA ∼
(
AΩ
Qa+1

)
i

∈ H0
(
Pn+1,Ωn+1 (∗X)

)
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0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ΩA =

(
AΩ
Qa+1

)
j

Luego (I −DH)a
(
AΩ
Qm

)
j

será una forma D-cohomóloga con polo simple:

ωa
d→ 0 d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ ωa−1
d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ω0

Res ↓
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ω̃a
d→ 0 d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ ω̃a−1
d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ω̃0

Donde

[
res

(
AΩ
Qa+1

)
j

]
=

 ∑
0≤i≤a

ω̃i

 ; ω̃i ∈ Ci
(
U ∩X,Ωn+1−i|X

)

Luego analogamente como en (3.3) podemos encontrar un elemento γ D-cohomólogo a
∑
i≤a ω̃i

cuyo único elemento no cero sea de tipo (0, n), pero ya que Dγ = 0, entonces γ es δ−cerrada,
entonces:

γ ∈ H0 (U ∩X,ΩnX) ∼= Hn,0 (X) ⊂ Fn−aHn (X,C) .

Utilizando la propiedad 1, la imagen del mapeo residuo está contenida en la cohomologı́a primitiva
de X, cuya filtración de Hodge cumple que:

Fn−aHn (X,C)0 ⊂ F
n−aHn (X,C) .

Por lo tanto γ se puede ver como elemento de Fn−aHn (X,C)0 .

Ahora, para demostrar la contención hacia la izquierda (⊇). Si tenemos γ ∈ Fn−aHn (X,C)0 ,
debido a que:

Fn−aHn (X,C)0 =
⊕

p+q=n, p≥n−a

Hp,q
0

⊂
⊕

p+q=n, p≥n−a

Hp,q

∼=
⊕

p+q=n, p≥n−a

Hq (U ∩X,Ωp)

= Fn−aHn (X)
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podemos considerar que γ =
∑
p≥n−a γ

p,q donde γp,q ∈ Cq (U ∩X,Ωp) y γ es D-cerrada.
Dado que

γ̃ =
∑

p≥n−a

γp,q ∧ dQ
Q

es D-cerrada, con polo simple en X y
res (γ̃) = γ

entonces analogamente a (3.3), existe una (n+1)-forma global, D-cohomologa a γ̃, cuyo único
elemento no cero sea de tipo (0, n+ 1), y el orden del polo en X es a+ 1.

Terminando ası́ la demostración de (2). �



Caṕıtulo 6
Fórmula de C̆ech para el término superior

del residuo

En este capı́tulo establezceremos una fórmula algebraica explı́cita para el término superior del
residuo en la cohomologı́a de C̆ech. Para hacerlo, introducimos la siguiente notación: Para cada
entero j entre 0 y n+1, denotamosKj = i

(
∂
∂zj

)
. Dado un multiı́ndice J = (j0, · · · , jq) de tamaño

q, sean: KJ = Kjq · · ·Kj0 , ΩJ = KJΩ y ademas, QJ = Qjq · · ·Qj0 y UJ = Ujq ∩ · · · ∩Uj0

Proposición 6.0.3 Sea ΩA una forma con nivel de adjunción a, entonces tenemos que

(resΩA)n−a,a = ca

(
AΩJ
QJ

)
|J|=a

, donde ca es una constante no cero que sólo depende de a.

Notemos que el lado derecho tiene sentido pues AΩJ
QJ

ε Γ
(
UJ ∩X,Ωn−aX

)
, en otras palabras,

el lado derecho de la ecuación es un a−cociclo de la cubierta U ∩X con valores en Ωn−aX .

La prueba de la proposición se hará recurriendo nuevamente al complejo doble de C̆ech-
DeRham, en el complemento de X. Dentro del bicomplejo hemos construido un operador de ho-
motopı́a parcial H , el cual nos permite ir de formas diferenciales racionales definidas en el com-
plemento de X con polos arbitrarios en X a formas diferenciales con singularidad simple en X.

Sabemos que dado ΩA una forma diferencial con nivel de adjunción a es D-cohomóloga al
cociclo Ω̃A = (I −DH)a ΩA la cual tiene polo simple en X, pero ahora el objetivo es obtener
explı́citamente el término (n− a, a) de Ω̃A. Recordemos que al aplicar el operador residuo, nos
restringimos a X, el conjunto de ceros del polinomio Q, por tanto podemos trabajar utilizando la
siguiente congruencia Q ≡ 0.
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Lema 6.0.4 Sea ΩA una (n+ 1)-forma racional con nivel de adjunción a, entonces si tomamos la
congruencia Q ≡ 0:

1. ΩA ≡ (−1)n
(
AΩi
QiQa

∧ dQ
Q

)
2. Si I = (i0, · · · iq), entonces

Hr+1

(
AΩI
QIQr

∧ dQ
Q

)
≡ (−1)n−q+1

r

(
AΩI
QIQr

)
3. Con la misma notación,

δ

(
AΩI
QIQr

)
≡ (−1)n

(
AΩI
QIQr

∧ dQ
Q

)

donde J = (j0, · · · jq+1)

Demostración:

1. Sea dV = dz0 · · · dzn+1 la forma de volumen Euclideana, sea E =
∑
zi

∂
∂zi
, el campo

vectorial de Euler, observemos que

i (E) dV =
∑

(−1)i zidz0 · · · d̂zi · · · dzn+1 = Ω

Tomemos la identidad trivial dQ ∧ dV = 0 y hagamos contracción con el campo de Euler

0 = i (E) (dQ ∧ dV ) = (degQ)QdV − dQ ∧ Ω

Haremos uso de la siguiente congruencia dQ ∧ Ω ≡ 0. Haciendo contracción con el campo
∂
∂zi
, obtenemos que:

QiΩ− dQΩi ≡ 0

o, lo que es equivalente

Ω ≡ Ωi
Qi
∧ dQ

sustituyendo Ω en ΩA obtendremos el resultado

2. Como i0 ∈ I y ΩI = KIΩ = Kiq · · ·Ki0Ω; entonces Ki0ΩI = 0, de donde,

Hr+1

(
AΩI
QIQr

∧ dQ
Q

)
=

Q

[1− (r + 1)]Qi0

(
A

QIQr
Ki0 (ΩI ∧ dQ)

)
=

−1
rQi0

(
A

QIQr

)[
(Ki0ΩI) ∧ dQ+ (−1)n−q ΩI ∧ (Ki0dQ)

]
=

(−1)n−q

−rQi0

(
AΩI
QIQr

)
ΩI ∧Qi0

=
(−1)n−q+1

r

(
AΩI
QIQr

)
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3. Trabajando de nuevo con la congruencia dQ ∧ Ω ≡ 0, aplicando de manera iterativa KJ =
Kjq · · ·Kj0 obtenemos que

(−1)q+1
∑

(−1)lQjlΩJl ≡ dQ ∧ ΩJ ,

donde Jl =
(
j0, · · · , ĵl, · · · , jq+1

)
.

Por otro lado tenemos que(
δ

(
AΩI
QrQI

))
(j0,··· ,jq+1)

=
∑

(−1)l
AΩJl
QrQJl

=
A
∑

(−1)lQJlΩJl
QJQr

.

Sustituyendo obtenemos que δ
(
AΩI
QrQI

)
= (−1)n AΩJ

QJQr−1 ∧ dQ
Q .

�

Demostración:(Teorema 6.0.3) Definamos

ΩA (µ) = ((I −DH)µΩA)n+1−µ
µ .

Probemos inductivamente que

ΩA (µ) ≡ cµ
(

AΩJ
QJQa−µ

∧ dQ
Q

)
J=(j0,··· ,jµ)

,

donde cµ es una constante que depende sólo de n y de µ. Por el resultado (1) del lema 6.0.4, la
igualdad es cierta para µ = 0. Si suponemos que es cierto para µ = k, tenemos que, usando 2 y 3
para µ = (k + 1) ,

ΩA (µ+ 1) =
(

(I −DH)µ+1 ΩA
)n+1−(µ+1)

µ+1

= (I −DH) (ΩA (µ))n+1−(µ+1)
µ+1

= (−1)n+1−µ
δH (ΩA (µ))

≡ (−1)n+1−µ
δH

[
cµ

(
AΩJ

QJQa−µ
∧ dQ
Q

)
J=(j0,··· ,jµ)

]

= (−1)n+1−µ
δ

[
cµ

(−1)n−µ+1

a− µ
AΩJ

QJQa−µ

]

=
(

(−1)n cµ
a− µ

)
AΩJ

QJQa−µ−1
∧ dQ
Q

luego cµ+1 = (−1)ncµ
a−µ , para µ ≥ 0 y c0 = (−1)n. Entonces

ΩA (a)n−a+1
a =

(−1)an

a!

(
AΩJ
QJ

∧ dQ
Q

)
. (6.1)
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Debido a que Ω̃A = (I −DH)a ΩA es homóloga a ΩA, sus residuos son iguales, por lo tanto

(resΩA)n−aa =
(
resΩ̃A

)n−a
a

= res (ΩA (a)) = cares

(
AΩJ
QJ

∧ dQ
Q

)
= ca

AΩJ
QJ

�



Caṕıtulo 7
Estructura Multiplicativa de los residuos de

formas diferenciales racionales con polos en

X y niveles de adjunción complementaria.

El objetivo de este capı́ulo es:

1. Estudiar el producto cup de los residuos de dos formas racionales con nivel de adjunción
complementaria.

2. Dotar de una estructura multiplicativa a los elementos de la estructura de Hodge del n-ésimo
grupo de cohomologı́a primitiva de X.

Para el primer punto demostraremos el siguiente resultado:

Teorema 7.0.5 Sea ΩA y ΩB formas racionales con nivel de adjunción complementarios, i.e.,
a + b = n. Entonces el producto cup de sus residuos es cero si y sólo si AB pertenece al ideal
Jacobiano; esto es

resΩA · resΩB = 0⇐⇒ AB ε JQ. (7.1)

7.1. Cálculo algebraico del producto cup

En esta sección calcularemos explı́citamente la parte derecha de (7.1). Primero observemos que

resΩA · resΩB = (resΩA)n−a,a (resΩB)n−b,b . (7.2)
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Recordemos que el producto cup de cocadenas en el complejo de C̆ech-DeRham está dado por:

∨ : Cq (U |X ,ΩpX)× Cs (U |X ,ΩrX) −→ Cq+s
(
U |X ,Ωp+rX

)
(α, β) −→ α ∨ β

donde

(α ∨ β)(j0,...,jq,...,jq+s)
= (−1)qr (α)(j0,...,jq)

∧ (β)(jq,...,jq+s)
.

Por tanto, ya que la cubierta U tiene n + 2 elementos, si q + s ≥ n + 1 entonces el producto
será 0. Además debido a que X tiene dimensión n, si p + r ≥ n también el producto será 0.
Por tanto, obtenemos que (resΩA) ∨ (resΩB) = (resΩA)n−aa ∧ (resΩB)n−bb , ya que los demás
términos se anularon.

Explı́citamente (resΩA)n−aa ∧ (resΩB)n−bb está dado por

((resΩA)n−aa ∧ (resΩB)n−bb )(j0,...,js,...,jn) =
(
ca
AΩ(j0,...,ja)

Q(j0,...,ja)

)
∧
(
cb
BΩ(ja,...,jn)

Q(ja,...,jn)

)

= cab

(
ABΩ(j0,...,ja)Ω(ja,...,jn)

Qj0 . . . Qja−1Q
2
ja
Qa+1 . . . Qjn

)
. (7.3)

Lema 7.1.1 Si L = (j0, . . . , jn) y v ∈ {0, . . . , n+ 1} es el indice complementario a L, entonces

Ω(j0,...,ja) ∧ Ω(ja,...,jn) ∧ dQ ≡ (−1)b+v zvQaΩ.

Demostración: Sea E la contracción con el campo vectorial de Euler. Como

Ω(j0,...,ja) = K(j0,...,ja)Ω = K(j0,...,ja)EdV

y
Ω(ja,...,jn) = K(ja,...,jn)Ω = K(ja,...,jn)EdV

La parte izquierda de la ecuación (7.3) es

Ω(j0,...,ja) ∧ Ω(ja,...,jn) ∧ dQ = K(j0,...,ja)EdV ∧K(ja,...,jn)EdV ∧ dQ.

Denotemos R = (j0, . . . , ja−1) y T = (ja+1, . . . , jn) .

Como tenemos n+ 1 indices en (R, ja, T ) , se pueden dar dos casos

1. (0, . . . , n+ 1) = (R, ja, T ′, v, T ′′) , donde T ′ = (ja+1, . . . , jv−1) y T ′′ = (jv+1, . . . , jn+1)

2. (0, . . . , n+ 1) = (R′, v, R′′, ja, T ′′) , donde R′ = (0, . . . , jv−1) y R′′ = (jv+1, . . . , ja−1)
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Demostraremos la igualdad para el primer caso ya que el segundo es análogo. Se tienen las
siguientes igualdades:

EdQ = (degQ)Q ≡ 0
ja = a

KR,ja (EdV ) = (−1)a+1
E (KR,jadV )

E2 = 0

Sustituyendo lo anterior en la siguiente expresión obtenemos que:

E [E (KR,adV ) ∧ (Ka,T dV ) ∧ dQ] =

= E2 (KR,adV ) ∧ (Ka,T dV ) ∧ dQ + (−1)n−aE (KR,adV ) ∧ E [(Ka,T dV ) ∧ dQ]

= (−1)n−aE (KR,adV ) ∧ E (Ka,T dV ) ∧ dQ+ (−1)n−a (−1)a+1 (Ka,T dV ) deg (Q)Q

≡ (−1)n−aE (KR,adV ) ∧ E (Ka,T dV ) ∧ dQ

= (−1)n−a
[
(−1)a+1

KR,aEdV ∧ (−1)n−a+1
Ka,TEdV ∧ dQ

]
= (−1)a [KR,aEdV ∧Ka,TEdV ∧ dQ]
= (−1)a Ω(j0,...,ja) ∧ Ω(ja,...,jn) ∧ dQ

Además:

E (KR,adV ) = E

(
∂

∂za
, . . . ,

∂

∂z0

)
(dz0 . . . dzn+1)

=

(
n+1∑
i=0

zi
∂

∂zi

)
(dza+1 . . . dzn+1)

=
∑

(−1)i+1
za+idza+1 . . . d̂za+i . . . dzn+1

Ka,T dV =
(

∂

∂zn+1
, . . . ,

∂

∂zv+1
,

∂

∂zv−1
. . .

∂

∂za

)
(dz0 . . . dzn+1)

= (KT ′′KT ′,a)
[
(−1)(n−a)a+n−v+1+a

dz(a,T ′) ∧ dz(T ′′) ∧ dzRdzv
]

= (−1)(n−a)a+n−v+1+a
dzRdzv

Por lo cual

Ω(j0,...,ja) ∧ Ω(ja,...,jn) ∧ dQ =
= (−1)aE [E (KR,adV ) ∧ (Ka,T dV ) ∧ dQ]

= (−1)aE
[
(−1)v−a zvdza+1 . . . d̂zv . . . dzn+1 ∧ (−1)(n−a)a+n−v+1+a

dzRdzv ∧Qadza
]

= (−1)aE
[
(−1)(n−a)a+n+1

zvQadzT ′ ∧ dzT ′′ ∧ dzR ∧ dzv ∧ dza
]

= (−1)aE
[
(−1)(n−a)a+n+1+a+n+v−1+(n−a)(a+1)

zvQadV
]

= (−1)(a+n−v)
zvQaE [dV ]

= (−1)(n−a+v)
zvQaΩ

= (−1)(b+v)
zvQjaΩ
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�
En la sucesión corta del residuo de Poincaré:

0→ Ωn+1
Pn+1 → Ωn+1

Pn+1 (X) res→ ΩnX → 0 (7.4)

utilizaremos el operador cofrontera δ de C̆ech en la sucesión larga asociada a (7.4) y la cubierta
Ũ = {Uj} obteniendo el siguiente operador:

δ̃ : Hn (X,Ωn) −→ Hn+1
(
Pn+1,Ωn+1

)
ω −→ δ

(
ω
dQ

Q

)
.

Por tanto

δ̃ (resΩA · resΩB) ≡ δ

( cabABΩ(j0,...,ja)Ω(ja,...,jn)

Qj0 . . . Qja−1Q
2
ja
Qa+1 . . . Qjn

∧ dQ
Q

)
(0,...,bv,...,n+1)


= δ

( (−1)(b+v)
cabAB

Qj0 . . . Qja−1Q
2
ja
Qa+1 . . . Qjn

∧ zvQjaΩ
Q

)
(0,...,bv,...,n+1)


= δ

( (−1)(b+v)
cabABzvΩ

Q
∏
j 6=v Qj

)
(0,...,bv,...,n+1)


= δ

( (−1)(b+v)
cabABzvQvΩ

Q0 . . . Qn+1

1
Q

)
(0,...,bv,...,n+1)


= (−1)(b)

c̃ab

(∑ ABzvQvΩ
Q0, . . . , Qn+1

)
1
Q

= (−1)(b)
c̃ab

(
ABdeg (Q)QΩ
Q0 . . . Qn+1

)
1
Q

= (−1)(b)
c̃ab

(
ABdeg (Q) Ω
Q0 . . . Qn+1

)
=

kabABΩ
Q0 . . . Qn+1

Ahora que ya tenemos un cociclo η (A,B) = δ̃ (resΩAresΩB) que nos represente el producto
cup de los residuos en el proyectivo veamos cuando es cero, i.e. cuando η (A,B) es frontera de
alguna n-cocadena en Pn+1.

Tenemos que

η (A,B) = δ

( RjΩ∏
i6=j Qi

)
(0,...,bj,...,n+1)


⇐⇒ kabABΩ

Q0...Qn+1
=
∑

(−1)j
(

RjΩ∏
i 6=j Qi

)

⇐⇒ (kabAB) Ω
Q0...Qn+1

=
(∑

(−1)j RjQj
) Ω
Q0 . . . Qn+1

⇐⇒ kabAB =
∑

(−1)j RjQj
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⇐⇒ AB ∈ JQ (7.5)

De manera análoga podemos enunciar el siguiente resultado

Corolario 7.1.2 El residuo de una forma ΩA con nivel de adjunción a tendrá un nivel en la filtración
de Hodge n− a+ 1, si y sólo si, A pertenece al ideal Jacobiano.

Corolario 7.1.3 Sea V̄ el cociente de los polinomios homogeneos en n + 2 variables entre el
anillo Jacobiano JQ denotado por V̄ = C[z0, . . . , zn+1]/JQ, entonces el mapeo residuo define un
isomorfismo de manera natural

χta : V̄ ta −→
Fn−aHn (X,C)0

Fn−a+1Hn (X,C)0

; (7.6)

donde V̄ ta son los polinomios homogéneos de grado ta = d(a+ 1)− (n+ 2) en V̄ .

Demostración: Definamos la siguiente aplicación

χta : V̄ ta −→
Fn−aHn (X,C)0

Fn−a+1Hn (X,C)0

A −→ res(
AΩ
Qa+1

)

Por el corolario 7.1.2 la aplicación está bien definida y es inyectiva. Utilizando el inciso (2) del
Teorema 5.2.2 tenemos que χa es sobreyectivo. �

7.2. Sı́mbolo Residuo de Grothendieck
Definamos primero el sı́mbolo residuo de Grothendieck. Sea U un abierto de Cm, tomemos

f : U −→ Cm una función holomorfa tal que f−1 (0) = 0 y

Γ (ε) = {|fj | = ε : j = 1, . . . ,m}

donde fj es la j-ésima coordenada de f . Para g función meromorfa en U definamos

ωf (g) =
gdz1 . . . dzm
f1 . . . fm

.

Sea

Res0

{
g

f1 . . . fm

}
=
(

1
2πi

)m ∫
Γ(ε)

ωf (g) (7.7)

Llamaremos sı́mbolo residuo de Grothendieck de g a Res0 (g) := Res0

{
g

f1 . . . fm

}
.

Este operador define un homomorfismo C−lineal en el anillo de funciones holomorfas O en el
origen cuyo Kernel es I = (f0, . . . , fm) .

Como consecuencia obtenemos que el residuo desciende a un homomorfismo

Res0 : O/I −→ C,
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definiendo entonces un apareamiento dado por:

Res0 : (O/I)× (O/I) −→ C (7.8)
(g, h) −→ Res0 (g · h) (7.9)

Teorema 7.2.1 El apareamiento es perfecto.

La pregunta serı́a cómo se ve este apareamiento en el subanillo graduado de polinomios ho-
mogéneos V = C [z0, . . . , zn+1]h , al tomar m = n+ 2.

Como Qj son homogéneos de grado d− 1, entonces el ideal JQ ⊂ V es graduado ası́ como
el cociente V̄ = V/JQ = ⊕iV̄ i.

Si consideramos que los números complejos forman un álgebra de grado cero, entonces el
sı́mbolo residuo preserva la graduación salvo una elevación de grado:

Lema 7.2.2 El sı́mbolo residuo en V̄ es homogeneo de grado −σ, donde σ = (n+ 2) (d− 2) .

Demostración: Denotemos λt a la multiplcación por t :

λt : Cn+2 −→ Cn+2

(z0, . . . , zn+1) −→ (tz0, . . . , tzn+1)

Sea g un polinomio homogéneo de grado j. Para el simbolo residuo en Ṽ , utilizaremos f =
(Q0, . . . , Qn+1).

Entonces:

Res0 (g) =
∫

Γ(ε)

ωf (g)

=
∫
{|Qi(zo,...,zn+1)|=ε}

g (z0, . . . , zn+1)
Q0 · · ·Qn+1

dz0 · · · dzn+1

=
∫
{|Qi(tzo,...,tzn+1)|=ε}

g (tz0, . . . , tzn+1) d (tz0) · · · d (tzn+1)
Q0 (tz0, . . . , tzn+1) · · ·Qn+1 (tz0, . . . , tzn+1)

=
∫
{|td−1||Qi(zo,...,zn+1)|=ε}

g (tz0, . . . , tzn+1) d (tz0) · · · d (tzn+1)
Q0 (tz0, . . . , tzn+1) · · ·Qn+1 (tz0, . . . , tzn+1)

Debido a que el cero es la unica singularidad del integrando, entonces no importando el radio del
cı́rculo la integral no cambia su valor,entonces:

Res0 (g) =
∫
{|Qi(zo,...,zn+1)|=ε}

g (tz0, . . . , tzn+1) d (tz0) · · · d (tzn+1)
Q0 (tz0, . . . , tzn+1) · · ·Qn+1 (tz0, . . . , tzn+1)

=
∫

Γ(ε)

tj+n+2g (z0, . . . , zn+1)
t(d−1)(n+2)Q0 (z0, . . . , zn+1) · · ·Qn+1 (z0, . . . , zn+1)

dz0 · · · dzn+1

=
∫

Γ(ε)

tj−(n+2)(d−2) g

Q0 · · ·Qn+1
dz0 · · · dzn+1

= tj−σRes0 (g)
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�

Esto implica que si g no es de grado σ, entonces su sı́mbolo residuo es cero. Por lo cual, para
el apareamiento definido en (7.8) en V̄ tenemos el siguiente corolario:

Corolario 7.2.3 1. V̄ i es ortogonal a V̄ j si i+ j 6= σ.

2. V̄ i y V̄ σ−i son un par perfecto.

3. Si i /∈ [0, σ] entonces V̄ i = 0

4. dimV̄ σ = 1

Consideremos ahora los complejos de C̆ech, C∗l
(
U ,Ωn+1

Pn+1

)
donde

ω ∈ Cql
(
U ,Ωn+1

Pn+1

)
⇐⇒ ω(j0,...,jq) =

R(j0,...,jq)Ω(
Qj0 . . . Qjq

)l
Con esta notación tenemos que η (A,B) ∈ H∗1

(
U ,Ωn+1

Pn+1

)
donde H∗l

(
U ,Ωn+1

Pn+1

)
es el grupo

de cohomologı́a para cada l y tomando Q̃ = Q0 . . . Qn+1 sea

ρl : H∗l
(
U ,Ωn+1

Pn+1

)
−→ H∗l+1

(
U ,Ωn+1

Pn+1

)
ρl (ω) =

ωQ̃

Q̃

luego denotemos

H∗
(
U ,Ωn+1

Pn+1

)
= lim−→ H∗l

(
U ,Ωn+1

Pn+1

)
Para terminar la demostración del Teorema 7.0.5, necesitamos que ρl sea un mapeo inyectivo,

para entonces tener la siguiente inyección:

Hn+1
1

(
U , Ωn+1

Pn+1

)
−→ Hn+1

(
U , Ωn+1

Pn+1

)
Lema 7.2.4 El residuo de Grothendieck define un isomorfismo que conmuta con la multiplicación
de Q̃ = Q0 · · ·Qn+1 :

Res
(l)
0 : Hn+1

l

(
Pn+1,Ωn+1

) ∼=−→ C

Demostración: Para definir el mapeo Res
(l)
0 en Hn+1

l

(
Pn+1,Ωn+1

)
primero definamoslo en

Cn+1
l

(
U ,Ωn+1

)
: por

RΩ∏
Qlj
−→ Res0

{
R

Ql0 . . . Q
l
m

}
(7.10)
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Luego una cofrontera en general tiene la siguiente forma

δ

( RjΩ∏
i 6=j Q

l
i

)
j

 =

(∑
(−1)j RjQlj

)
Ω∏

Qlj

Por tanto el conjunto de cofronteras se puede identificar con el ideal I(l) generado por(
Ql0, . . . Q

l
n+1

)
, el cual está contenido en el Kernel del operador Res(l)

0 , de donde obtenemos
un operador en Hn+1

l

(
Pn+1,Ωn+1

)
.

Como todos lo elementos en Hn+1
l

(
Pn+1,Ωn+1

)
son de la forma AΩQ

j Q
l
j

, donde deg (A) =

(n+ 2) (l (d− 1)− 1) . Entonces tenemos la inclusión:

Hn+1
l

(
Pn+1,Ωn+1

)
↪→ Ṽ σ

(l)

con Ṽ σ
(l)

la parte de grado σ(l) = (n+ 2) (l (d− 1)− 1) en Ṽ = V/I(l).

De manera análoga al corolario (7.2.3), el espacio vectorial Ṽ σ
(l)

es isomorfo a C viaRes(l)
0 .

Para ver que conmuta con la multiplicación de Q̃, utilizaremos de nuevo que el cero es la única
singularidad del integrando, por lo que sin importar el radio del cı́rculo, el valor de la integral no
cambia, por tanto tenemos que

Res
(l+1)
0

(
ρl

(
RΩ

Ql0 · · ·Qln+1

))
= Res

(l+1)
0

(
Q̃

Q̃

RΩ
Ql0 · · ·Qln+1

)

= Res0

{
RQ̃

Q̃Ql0 · · ·Qlm

}

=
∫

Γl+1(ε)

RQ0 · · ·Qn+1Ω
Ql+1

0 · · ·Ql+1
n+1

=
∫
{|Ql+1

i (zo,...,zn+1)|=ε}

RΩ
Ql0 · · ·Qln+1

=
∫
{|Qi(zo,...,zn+1)|=ε

1
l+1 }

RΩ
Ql0 · · ·Qln+1

=
∫
{|Qi(zo,...,zn+1)|=ε

1
l }

RΩ
Ql0 · · ·Qln+1

=
∫
{|Qli(zo,...,zn+1)|=ε}

RΩ
Ql0 · · ·Qln+1

= Res
(l)
0

(
RΩ

Ql0 · · ·Qln+1

)

�
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Concluyendo entonces que ρl siempre es inyectivo, en particular cuando l = 1 :

AB ∈ JQ ⇐⇒ Res
(1)
0 (η (A,B)) = 0

⇐⇒ η (A,B) = 0 en Hn+1
1

(
Pn+1,Ωn+1

)
⇐⇒ η (A,B) = 0 en Hn+1

(
Pn+1,Ωn+1

)
⇐⇒ δ̃ (resΩA · resΩB) = 0 en Hn+1

(
Pn+1,Ωn+1

)
Con lo cual queda demostrado el Teorema 7.0.5.

Para dotar con una estructura multiplicativa a la estructura de Hodge deHn (X,C)0 definamos
el siguiente apareamiento para dos componentes de la estructura de Hodge Hn−p,p

0 y Hn−s,s
0

inducida por la multiplicación de polinomios

< α, β >= χtp+ts

(
χ−1
tp (α) · χ−1

ts (β)
)
.

Por el corolario 7.2.3 tenemos que el apareamiento es perfecto entre las componente Hn−p,p
0 y

Hp,n−p
0 .



48
Estructura Multiplicativa de los residuos de formas diferenciales racionales con polos en X y

niveles de adjunción complementaria.



Apéndice A
Homoloǵıa Relativa

En esta sección introduciremos el concepto de homologı́a relativa. Consideremos un espacio
topológico M y un subespacio A de M. Si queremos entender la relación entre la homologı́a de M y
de A, debemos pensar en el espacio cociente M/A.

Teorema A.0.5 Si A es un subespacio cerrado no vacı́o de un espacio topológico M y A es un
retracto por deformación de alguna vecindad de M entonces la siguiente sucesión es exacta:

. . . −→ H̃n (A) i∗−→ H̃n (M)
j∗−→ H̃n (M/A) ∂−→ H̃n−1 (A) −→ . . . −→ H̃0 (M/A) −→ 0

A espacios (M,A) que cumplen con la hipótesis del teorema se les llama buen par. Los grupos
de homlogı́a del espacio cociente M/A se les denotará como Hn (M,A) , nos referiremos a ellos
como grupos relativos de homologı́a.

La manera de construir los grupos de homologı́a relativa es la siguiente: dado un espacio M y
un subespacio A, se tomará el grupo cociente Cn (M,A) = Cn (M) /Cn (A) . Debido a que el
operador frontera ∂ manda n-cadenas de A en (n− 1)-cadenas de A entonces el operador

∂n : Cn (M,A) −→ Cn−1 (M,A)

está bien definido. Además ∂2 = 0, de donde tiene sentido pensar en los grupos de homologı́a

Hn (M,A) =
Ker∂n
Im∂n+1

Una propiedad importante de los grupos de homologı́a relativa es que son invariantes al restar
otro supespacio Z ⊂ A que cumple ciertas propiedades:

Teorema A.0.6 (Excisión) ([7], Pag. 119) Dados subespacios Z ⊂ A ⊂ M de tal manera que la
cerradura de Z está contenida en el interior de A; entonces la inclusión (M−Z,A−Z) ↪→ (M,A)
induce un isomorfismo para toda n

Hn(M − Z,A− Z) −→ Hn(M,A)
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. Equivalentemente, dados A,B subespacios de M cuyos interiores son una cubierta abierta de M,
entonces la inclusión (B,A ∩B) ↪→ (X,A) induce isomorfismos para toda n

Hn(B,A ∩B) −→ Hn(X,A)



Bibliograf́ıa
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