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conversaciones sobre el problema de Yamabe y los temas de esta tesis.

A mis sinodales: Dr. Luis Hernández Lamoneda, Dr. Rafael Herrera
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Resumen

Sea (Mm, g) una variedad Riemanniana suave y cerrada (m ≥ 2), con curvatura
escalar positiva Sg. En esta tesis probamos que la constante de Yamabe de
(M × Rn, g + gE), n ≥ 2, es alcanzada por una métrica en la clase conforme
de (g + gE), donde gE es la métrica Euclideana. Mostramos además que el
funcional de Yamabe de (M ×Rn, g + gE) es mejorado por simetrizaciones de
Steiner con respecto aM , y por tanto, que la dependencia de Rn del minimizante
de Yamabe de (M × Rn, g + gE) es radial. Finalmente, mostramos que para
n > 1, (Mm ×Rn, g + gE) no es conforme a una variedad de Einstein positiva.
Aún más, (Mm ×Rn, g + gE) no es conforme a una variedad Riemanniana con
curvatura de Ricci positiva, a través de una función suave, integrable y radial
ϕ : Rn → R+, para n > 1. Estos resultados fueron motivados por preguntas
recientes sobre las constantes de Yamabe.



Notación

a una constante dimensional, a = 4(m−1)
(m−2) , en una variedad de dimensión

m

C∞(M) el espacio de funciones suaves sobre M

C∞0 (M) el espacio de funciones suaves sobre M con soporte compacto

C2,α(M) el espacio de Hölder (0 < α < 1)

D2ϕ el Hessiano de una función ϕ, dado por D2ϕ(X,Y ) = X(Y ϕ) −
(∇XY )ϕ para cualesquier X,Y campos vectoriales en la variedad

dVg el elemento de volumen asociado a la métrica g

gE la métrica Euclideana de Rn

H un polarizador en M ×Rn

H0 el conjunto de todos los polarizadores H tales que M × {0} ⊂ H

Ls(M) el espacio de Lebesgue sobre M

Ls1(M) el espacio de Sobolev sobre M

p una constante dimensional, p = 2m
m−2 , en una variedad de dimensión m

Qg el funcional de Yamabe, Qg(f) = a
∫

M
|∇f |2dVg+

∫
M
Sgf

2dVg

(
∫

M
fpdVg)

2
p

Rg la curvatura de Ricci, asociada a la métrica g

Sg la curvatura escalar asociada a la métrica g

Sn la esfera de dimensión n

(Sn, g0) la esfera de dimensión n con la métrica redonda, de radio 1

U∗ la simetrización de Steiner de un conjunto U

U c el complemento de un conjunto U

u∗ la simetrización de Steiner de una función u

uH la polarización de una función u por un polarizador H

Y (M, g) la constante de Yamabe de la variedad Riemanniana (M, g)
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4

Y (M) el invariante de Yamabe de la variedad suave M

Yn el invariante de Yamabe de Sn, también la constante de Yamabe de la
esfera de dimensión n, con la métrica redonda y radio 1

Zg el tensor sin traza de Ricci, Zg = Rg − Sg

m g, en una variedad de
dimensión m

∆g el laplaciano de la métrica g

∇ϕ el gradiente de una función ϕ sobre la variedad

Σ un hiperplano af́ın n− 1 dimensional de Rn

|| · ||s la norma sobre Ls

|| · ||s,1 la norma sobre Ls1



Introducción

Sea (Mm, gM ) una variedad Riemanniana suave y cerrada (compacta sin fron-
tera). Denotemos por [gM ] la clase conforme de la métrica gM . La constante
de Yamabe de la clase conforme (Mm, [gM ]) está definida como el ı́nfimo de la
curvatura escalar total restringida a [gM ],

Y (M, [gM ]) = inf
h∈[gM ]

∫
M
ShdVh

V ol(M,h)
m−2

m

, (1)

donde Sh y dVh denotan la curvatura escalar y el elemento de volumen de h,
respectivamente. Escribiendo h = f

4
m−2 gM (f positiva y C∞), para cualquier

h ∈ [gM ], podemos reescribir (1) en términos de funciones del espacio de Sobolev
L2

1(M),

Y (M, [gM ]) = inf
f∈L2

1(M),f 6=0
QgM

(f)

:= inf
f∈L2

1(M),f 6=0

a
∫
M
|∇f |2dVgM

+
∫
M
SgM

f2dVgM

(
∫
M
fpdVgM

)
2
p

, (2)

donde a = 4(m−1)
(m−2) , p = 2m

m−2 . QgM
es llamado el funcional de Yamabe. Para

variedades cerradas, el ı́nfimo del funcional de Yamabe se alcanza en cada clase
conforme. Éste es un resultado fundamental, y fue demostrado en varias etapas
por H. Yamabe [30], N. Trudinger [29], T. Aubin [5] y R. Schoen [27]. La
métrica que alcanza el ı́nfimo de (1), en una clase conforme, es llamada métrica
de Yamabe y tiene curvatura escalar constante. Aśı mismo, la función que
alcanza el ı́nfimo en (2), es llamada minimizante de Yamabe. Para cualquier
clase conforme, como mostró T. Aubin en [5], la constante de Yamabe está
acotada por arriba,

Y (Mm, [gM ]) ≤ Y (Sm, [g0]) = m(m− 1)V ol(Sm),

donde g0 es la métrica redonda de Sm con curvatura seccional constante 1.
El invariante de Yamabe Y (M) de M está definido como el supremo de las
constantes de Yamabe sobre todas las clases conformes (cf. en [13], [28]).
En consecuencia, Y (M) ≤ Y (Sm) = Y (Sm, [g0]). En adelante, denotaremos
Y (Sm) = Y (Sm, [g0]) por Ym.

Para variedades no-compactas, completas, con curvatura escalar positiva,
definimos la constante de Yamabe como

Y (M, [gM ]) := inf
f∈L2

1(M)∩Lp(N),f>0

a
∫
M
|∇f |2dVgM

+
∫
M
SgM

f2dVgM

(
∫
M
fpdVgM

)
2
p

. (3)
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En esta tesis estudiamos la constante de Yamabe de (Mm ×Rn, [g + gE ]),
donde Mm es una variedad cerrada con curvatura escalar positiva, y m ≥ 2.

Para variedades compactas, cuando la constante de Yamabe es no-positiva,
ésta está acotada por abajo,

Y (M, [g]) ≥ inf
M
{Sg}V ol(M, g)2/m, (4)

como fue señalado por Kobayashi en [14]. Aún más, en este caso, sólo existe una
métrica con curvatura escalar constante y volumen unitario en la clase conforme.
Por otro lado, cuando la constante de Yamabe es positiva, la desigualdad (4)
no es válida, y puede haber varias métricas con curvatura escalar constante y
volumen unitario en la clase conforme. En este caso, encontrar una cota inferior
es más dif́ıcil.

Es posible que el ejemplo más sencillo de una variedad con distintas métricas
de curvatura escalar constante y volumen unitario, en una sola clase conforme,
sea el siguiente: si (Mm

1 , g1) y (Mn
2 , g2) son variedades Riemannianas con cur-

vatura escalar constante, volumen unitario y Sg1 > 0, entonces la métrica dada
por δng1 + δ−mg2 ( δ pequeña y positiva) tiene volumen uno y curvatura es-
calar constante mayor que Ym+n. En consecuencia, en la clase conforme de
δng1 + δ−mg2, existe otra métrica con curvatura escalar constante y volumen
unitario, además de la métrica de Yamabe.

A través del estudio de casos como éstos, Akutagawa, Florit y Petean, encon-
traron que si (Mm

1 , g1) es una variedad cerrada (m ≥ 2), con curvatura escalar
positiva y (Mn

2 , g2) es cualquier variedad cerrada, entonces

lim
r→∞

Y (M ×N, [g1 + rg2]) = Y (M ×Rn, [g + gE ]), (5)

donde gE es la métrica Euclideana en Rn (Teorema 1.1 en [1]). Haciendo aśı
que la constante de Yamabe Y (M ×Rn, [g + gE ]) sea de alta relevancia en el
estudio del invariante de Yamabe de variedades producto. Por ejemplo, de (5)
se sigue que el invariante de Yamabe de M ×N está acotado por abajo:

Y (M ×Rn, [g1 + gE ]) ≤ Y (M ×N).

De hecho la constante de Yamabe de Y (Sm ×Rn, [g + gE ]) es fundamental
para obtener una fórmula de ciruǵıa para el invariante de Yamabe de una var-
iedad compacta en el caso positivo, como se ha mostrado en resultados recientes
de B. Ammann, M. Dahl y E. Humbert [3].

Aśı mismo, fue mediante el caso n = 1, que J. Petean encontró una cota
inferior para el invariante de Yamabe de Mm

1 ×S1 (donde Mm
1 es una variedad

de Einstein), [23].
El problema de encontrar una métrica con curvatura escalar constante, en

una clase conforme dada, para variedades no compactas aún no ha sido resuelto
completamente. No obstante, se han publicado varios contraejemplos, aśı como
condiciones y obstrucciones para la existencia de una métrica con curvatura
escalar constante en la clase conforme de una métrica dada (cf. en [31]). Los
resultados incluyen, e.g., aquellos de K. Akutagawa y B. Botvinnik en [2], donde
se estudian variedades completas con orillas ciĺındricas y se resuelve de manera
afirmativa la existencia de métricas con curvatura escalar constante en una clase
conforme, para variedades ciĺındricas. Los resultados incluyen, también, algunos
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casos para variedades completas no-compactas con curvatura escalar positiva.
Citamos aqúı el trabajo de S. Kim en [12], en el cual introduce la notación

Q(M) := inf
u∈C∞0 (M)

∫
M
|∇f |2dVgM

+ 1/a
∫
M
SgM

f2dVgM

(
∫
M
fpdVgM

)
2
p

,

y

Q̄(M) := inf
u∈C∞0 (M\Br)

∫
M
|∇f |2dVgM

+ 1/a
∫
M
SgM

f2dVgM

(
∫
M
fpdVgM

)
2
p

(donde r es la distancia de x a un punto fijo x0 ∈ M , y Br la bola de radio r
y centrada en x0), y con ello prueba la existencia de una métrica con curvatura
escalar constante en la clase conforme de (M, gM ), siempre que Q(M) < Q̄(M).
Con este enfoque, sin embargo, queda el problema de calcular Q(M) y Q̄(M).

En la primera parte de esta tesis, demostramos la existencia de un mini-
mizante de Yamabe para (Mm×Rn, gM + gE) (m,n ≥ 2). Mostramos primero
que la simetrización de Steiner de una función “mejora” el funcional de Yam-
abe, con respecto a la función original, convirtiendo aśı a las funciones Steiner-
simetrizadas en las mejores candidatas para el minimizante de Yamabe. Luego,
junto con este resultado, usamos el hecho de que

Y (Mm ×Rn, gM + gE) < Ym+n

(un conocido resultado de Akutagawa, Florit y Petean, [1]) para demostrar que
el minimizante de Yamabe existe y es positivo y C∞.

El hecho de que las simetrizaciones de Steiner “mejoren” el funcional de
Yamabe, es consecuencia de lo siguiente.

Teorema 1. Sea (N, g) = (Mm ×Rn, gM + gE), y u ∈ L2
1(N) positiva. Sea u∗

la simetrización de Steiner de u, con respecto de M . Entonces u∗ ∈ L2
1(N), y

||∇u∗||2 ≤ ||∇u||2. (6)

Usando la desigualdad (6), y el hecho de que la norma se preserva bajo
simetrizaciones de Steiner (||u∗||s = ||u||s, para cada s > 1), se sigue el corolario
que se enuncia a continuación.

Corolario 2. Considere (N, g) = (Mm×Rn, gM+gE), y el funcional de Yamabe
para 2 ≤ s ≤ p:

Qs(u) =
a
∫
N
|∇u|2dVg +

∫
N
Sgu

2dVg

(
∫
N
usdVg)

2
s

.

Entonces Qs(u∗) ≤ Qs(u).

El resultado principal de este trabajo, la existencia del minimizante de Yam-
abe de (N, g) = (Mm ×Rn, gM + gE), es enunciado en el siguiente Teorema.

Teorema 3. Sea (N, g) = (Mm ×Rn, gM + gE), con m,n ≥ 2 y SgM
> 0. El

minimizante de Yamabe de (N, g) existe, y es positivo y C∞.

En la segunda parte de esta tesis, estudiamos la existencia de métricas de
Einstein y de métricas con curvatura de Ricci positiva en la clase conforme de la
variedad producto (Mm×Rn, gM + gE), donde gM sigue siendo una métrica en
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una variedad cerrada con curvatura escalar positiva, gE la métrica Euclideana
de Rn, y n > 1.

El caso n = 1 fue estudiado recientemente por A. Moroianu y L. Ornea
[20], quienes mostraron que cuando (Mm, gM ) es compacto y de Einstein, en-
tonces

(
Mm ×R, gM + dt2

)
es conforme a una variedad de Einstein positiva.

En este caso, la función conforme f depende sólo de t, y es de la forma f(t) =
α2Cosh−2(βt+ γ), para algunas constantes reales α, β, γ.

Como primer resultado de la segunda parte de esta tesis, mostramos que
cuando n > 1, no existe una métrica de Einstein positiva en la clase conforme
de (Mm ×Rn, g + gE).

Teorema 4. Sea (Mm, gM ) una variedad Riemanniana cerrada, y gE la métrica
Euclideana de Rn, con n > 1. Entonces (Mm ×Rn, gM + gE) no es conforme
a una variedad de Einstein positiva.

Recientemente, han sido estudiadas algunas obstrucciones tensoriales a la
existencia de métricas de Einstein en una clase conforme. Véanse por ejemplo los
art́ıculos de Listing, [18], [19], y de Gover y Nurowski, [10]. Estas obstrucciones,
sin embargo, funcionan sólo bajo algunas hipótesis de no degeneración en el
tensor de Weyl, que no aplican en nuestro caso.

Como siguiente resultado, mostramos que en la clase conforme de la variedad
producto (Mm ×Rn, gM + gE), no existe una métrica con curvatura de Ricci
positiva, al menos para funciones del factor Rn que sean radiales.

Teorema 5. Sea (Mm, gM ) una variedad Riemanniana cerrada de dimensión
m. Considere (Rn, gE), con gE la métrica Euclideana de Rn. Entonces, para
n > 1, no existe una función suave, integrable, radial y positiva, ϕ : Rn → R+,
tal que, (Mm ×Rn, ϕ(gM + gE)) tenga curvatura de Ricci positiva.

Nos parece razonable creer que este resultado podŕıa extenderse de una
función radial de Rn a cualquier factor conforme. La desigualdad n > 1 es
estricta, debido a los resultados que se mencionaron antes de A. Moroianu y L.
Ornea [20], que muestran que si (Mm, g) es una variedad de Einstein, compacta
y con constante de Einstein positiva, entonces

(
Mm ×R, g + dt2

)
es conforme

a una variedad de Einstein positiva.
Como se mencionó antes, los conjuntos de métricas de Einstein, o de métricas

con curvatura de Ricci positiva, en una clase conforme, han sido estudiados
recientemente en distintos contextos. Sin embargo, nuestro interés por la ex-
istencia de métricas con curvatura de Ricci positiva en la clase conforme de
(Mm ×Rn, gM + gE), fue motivado originalmente por algunos resultados re-
cientes sobre las constantes de Yamabe, aśı como por la relevancia de la con-
stante de Yamabe de (Mm ×Rn, gM + gE).

Mediante condiciones en la curvatura de Ricci, es posible obtener cotas infe-
riores en las constantes de Yamabe positivas. Por un teorema de Obata en [22],
sabemos que una métrica de Einstein es la única métrica con curvatura escalar
constante, de volumen unitario, en la clase conforme. Esto garantiza que una
métrica de Einstein sea siempre una métrica de Yamabe.

Aún más, en [11], S. Ilias probó que si la curvatura de Ricci es postiva
(Rg ≥ λg, con λ > 0), entonces la constante de Yamabe está acotada por abajo:

Y (M, [g]) ≥ mλ(V ol(M, g))
2
m . (7)
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Por tanto, la existencia de métricas con curvatura de Ricci positiva en la
clase conforme de (M × Rn, gM + gE), hubiera dado una manera de obtener
cotas inferiores para la constante de Yamabe de (M ×Rn, gM + gE), pero los
Teoremas 4 y 5 nos dicen que éste no es el caso.

Esta tesis está organizada como se describe a continuación. En el caṕıtulo
1 fijamos la notación y recordamos algunos resultados geométricos y anaĺıticos
que se utilizarán a lo largo de la tesis. En el caṕıtulo 2, damos una prueba de
que las simetrizaciones de Steiner en (M ×Rn, gM + gE), con respecto de M ,
mejoran el funcional de Yamabe (Teorema 1). Varias de las pruebas y lemas
que usamos en la demostración, se deben a Brock y Solynin [9] y a Jean Van
Schaftingen [26], con algunas modificaciones menores. Enseguida, utilizando el
resultado anterior, damos una demostración de la existencia del minimizante de
Yamabe en (M×Rn, [gM+gE ]) (Teorema 3). Para la prueba, seguimos las ideas
de la demostración clásica del problema de Yamabe para variedades compactas
(cf. en [15]), pero tomamos en cuenta la no-compacidad de la situación a través
de las técnicas del principio de concentración-compacidad de Lions [16], [17].
En el caṕıtulo 3, demostramos que no existen métricas de Einstein positivas en
la clase conforme de (M × Rn, gM + gE), y que tampoco existe una métrica
conforme con curvatura de Ricci positiva, al menos para funciones radiales del
factor Rn (Teoremas 4 y 5). Utilizamos para las demostraciones algunas técnicas
geométricas más o menos directas.



Caṕıtulo 1

Preliminares

A lo largo de la presente tesis denotaremos por (M, g) a una variedad Riemanni-
ana suave, cerrada (compacta y sin frontera), de dimensión m > 1, con métrica
g. Excepto donde se indique lo contrario.

Comenzamos con las definiciones de los tensores de curvatura, de curvatura
de Ricci, de curvatura escalar y del tensor de Ricci sin traza.

1.1 Curvatura

Definición 6. (cf. en [25]) Consideremos una variedad Riemanniana (Mm, g)
de dimensión m y ∇ la conexión Riemanniana. El tensor de curvatura es un
(1, 3) tensor que está definido por

R(X,Y )Z = ∇2
X,Y Z −∇2

Y,XZ

= ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para campos vectoriales X,Y, Z en M .

Haciendo uso de la métrica Riemanniana g, podemos convertir al tensor de
curvatura en un (0, 4)-tensor. A saber, para campos vectoriales X,Y, Z, T en
M ,

R(X,Y, Z, T ) = g(R(X,Y )Z, T ).

Llamaremos tensor de curvatura de Riemann de g, o simplemente tensor de
curvatura, a este campo tensorial. En coordenadas locales tenemos,

R(X,Y, Z, T ) = RijklX
iY jZkT l.

La curvatura de Ricci de g es la traza del tensor de curvatura. Es un (0, 2)
tensor y lo denotamos por Rg. En coordenadas locales,

Rgij = gklRkilj ,

donde gkl denota a g−1.
El tensor de Ricci sin traza Zg, está dado por Zg = Rg − Sg

m g.

10



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 11

Decimos que una variedad es de Einstein si tiene curvatura de Ricci con-
stante, es decir, si Rg es un múltiplo de la métrica. Alternativamente, decimos
que es de Einstein si su tensor de Ricci sin traza es cero (Zg = 0). En este caso,

Rg = λg,

y λ es llamada la constante de Einstein.
La curvatura escalar de g es la traza del tensor de Ricci. Es una función y

la denotamos por Sg. En coordenadas locales,

Sg = gijRgij .

En particular, si (Mm, g) es de Einstein, entonces Sg es constante y está rela-
cionada con la constante de Einstein λ por,

Sg = λm.

1.2 El Laplaciano

Denotamos por ∆ϕ = −div(∇ϕ) al Laplaciano de ϕ (cf. en [8]). Notemos que
es el Laplaciano definido con eigenvalores positivos. En coordenadas locales
tenemos,

∆ϕ = −gij(∂ijϕ− Γkij∂kϕ),

donde Γkij denota a los śımbolos de Christoffel.
Denotamos por ∇ϕ al gradiente de ϕ, y por D2ϕ al Hessiano de ϕ, dado por

D2ϕ(X,Y ) = X(Y ϕ)− (∇XY )ϕ,

para cualesquier X,Y campos vectoriales en la variedad (cf. en [8]).

1.3 Cambios conformes de métrica

Definición 7. (cf. en [8]) Sea M una variedad suave de dimension m. Dos
métricas Riemannianas g y g̃ se dicen conformes si existe una función positiva
y C∞, ϕ, en M , tal que g̃ = ϕ−2g.

Denotamos por [g] a la clase conforme de g. Es decir, al conjunto de métricas
que son conformes a g.

Consideremos un cambio de métrica conforme, g a g̃. Enseguida escribimos
los invariantes asociados a la nueva métrica g̃, en términos de aquéllos asociados
a g.

La transformación conforme del tensor de Ricci sin traza, Zg, bajo esta
transformación de la métrica, está dada por (cf. en [22], pág. 255):

Zg̃ = Zg +
m− 2
ϕ

(
D2ϕ+

∆ϕ
m

g

)
. (1.1)

Aśı mismo, la transformación conforme de la curvatura escalar Sg, bajo esta
transformación conforme de la métrica, está dada por (cf. en [22], pág. 255):

Sg̃ = ϕ2Sg − 2(m− 1)ϕ∆ϕ−m(m− 1)|∇ϕ|2. (1.2)



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 12

En el caṕıtulo 3, en particular en la prueba del Teorema 5, será útil elegir
el factor de un modo distinto para simplificar las expresiones. Bajo la transfor-
mación conforme de la métrica, g̃ = e2ψg, la transformación conforme del tensor
de Ricci está dado por (cf. ([8], pág 59):

Rg̃ = Rg − (m− 2)
(
D2ψ − dψ ⊗ dψ

)
+ (∆ψ − (m− 2)|∇ψ|2)g. (1.3)

1.4 Los espacios de Sobolev

Definición 8. ( cf. en [7]) Sea (M, g) una variedad Riemanniana C∞ de di-
mensión m. Para s ≥ 1, el espacio de Lebesgue Ls(M) es el conjunto de
funciones ϕ, localmente integrables en M , para las cuales la norma

||ϕ||s =
(∫

M

|u|sdVg
)1/s

es finita.
Definimos también el espacio L∞(M), como el conjunto de funciones ϕ,

localmente integrables en M , tales que

||ϕ||∞ = sup ess |ϕ(x)| <∞,

donde “sup ess” denota el supremo escencial, definido por

sup ess ϕ(x) := inf {c ∈ R ∪∞ : f(x) ≤ c, para casi todo x ∈M} .

Teorema 9. (Desigualdad de Hölder, cf. en [7]) Sean s, q ≥ 1, con 1
s + 1

q = 1 (
s = 1 para q = ∞ y viceversa), ϕ ∈ Ls(M), ψ ∈ Lq(M). Entonces ϕψ ∈ L1(M)
y ∫

M

|ϕψ|dVg ≤
(∫

M

|ϕ|sdVg
) 1

s
(∫

M

|ϕ|qdVg
) 1

q

.

Denotamos por C∞(M) y C∞0 (M), a los espacios de funciones suaves, y
suaves con soporte compacto en M , respectivamente.

Teorema 10. (cf. en [7]) Si M es completo, entonces C∞0 (M) es denso en
Ls(M) para 1 ≤ s <∞.

Definición 11. (cf. en [7]) Dado un número entero no negativo k, el espacio
de Sobolev Lsk(M) es la completación del espacio {ϕ ∈ C∞(M) : |∇lϕ| ∈
Ls(M),∀ 0 ≤ l ≤ k}, con la norma

||ϕ||s,k =
k∑
l=0

||∇lϕ||s.

El espacio de Hölder Ck,α(M) está definido para 0 < α < 1 como el conjunto
de funciones ϕ ∈ Ck(M) para las que la norma

||ϕ||Ck,α = ||ϕ||Ck + sup
x,y

|∇kϕ(x)−∇kϕ(y)|
|x− y|α

,
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es finita. El supremo es tomado sobre toda x 6= y, tal que y esté contenido en
una vecindad normal de x. Por otra parte, ∇kϕ(y) es el tensor en x obtenido
por transporte paralelo a lo largo de las geodésicas radiales de x a y.

Teorema 12. (Teorema de encaje de Sobolev para Rm, cf. en [7])

1. Si
1
r

=
1
s
− k

n
,

entonces Lsk(R
n) está encajado en Lr(Rn), y el encaje Lsk(R

n) ⊂ Lr(Rn)
es continuo. En particular, si s = 2, k = 1, r = p = 2n

n−2 , entonces tenemos
la desigualdad de Sobolev,

||ϕ||2p ≤ σn

∫
Rn

|∇ϕ|2dx, (1.4)

para todo ϕ ∈ L2
1(R

n). A la mı́nima constante, σn, que satisface (1.4), la
llamaremos la constante de Sobolev n-dimensional.

2. Sea 0 < α < 1. Si
1
s
≤ k − α

n
,

entonces Lsk(R
n) está encajado en Cα(Rn), y el encaje es continuo.

Teorema 13. (Teorema de Sobolev para variedades compactas, cf. en [7]). Sea
(M, g) una variedad Riemanniana compacta de dimensión m (posiblemente con
frontera C1)

1. Si
1
r
≥ 1
s
− k

m
, (1.5)

entonces Lsk(M) está encajado en Lr(M), y el encaje es continuo.

2. (Teorema de Rellich-Kondrakov). Si la desigualdad de (1.5) es estricta,
entonces el encaje Lsk(M) ⊂ Lr(M), es un operador compacto.

3. Sea 0 < α < 1. Si
1
s
≤ k − α

m
,

entonces Lsk(M) está encajado de manera continua en Cα(M).

Teorema 14. (cf. en [7]) El encaje de Sobolev funciona también para una
variedad completa N , de dimensión n, con curvatura seccional acotada y radio
de inyectividad δ > 0. Esto es, si

1
r

=
1
s
− k

n
,

entonces Lsk(N) está encajado en Lr(N), y el encaje es continuo. Aún más,
para cualquier ε > 0, existe una constante Aq(ε), tal que para cada ϕ ∈ L2

1(N),
se satisface:

||ϕ||p ≤ (σn + ε)||∇ϕ||2 +Aq(ε)||ϕ||2, (1.6)

con p = 2n
n−2 , n la dimensión de N y σn la constante de Sobolev n-dimensional.
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Teorema 15. (Regularidad Eĺıptica Global, cf. en [15]). Sea (M, g) una var-
iedad Riemanniana compacta, y u ∈ L1

loc(M) (localmente L1(M)) una solución
débil para

∆u = f.

1. Si f ∈ Lsk(M), entonces u ∈ Lsk+2, y

||u||s,k+2 ≤ C (||∆u||s,k + ||u||s) .

2. Si f ∈ Ck,α, entonces u ∈ Ck+2,α(M), y

||u||Ck+2,α ≤ C(||∆u||Ck,α + ||u||Cα).

Teorema 16. (Principio del Máximo Fuerte, cf. en [15]). Sea h una función
suave y no negativa en una variedad conexa, y u ∈ C2(M) tal que se satisfaga

(∆ + h)u ≥ 0.

Si u alcanza su mı́nimo umin, y umin ≤ 0, entonces u es constante en M .

Teorema 17. (Trudinger, cf. en [29]). Sea (N, g), una variedad Riemanniana
de dimensión n, y u una solución L2

1(N), de una ecuación de la forma

4(n− 1)
n− 2

∆u− Su = −S̃u
n+2
n−2 ,

donde S es una función en C∞(N) y S̃ una constante. Entonces u ∈ C∞(N).

1.5 Simetrizaciones de Steiner

Consideremos (N, g) = (Mm ×Rn, gM + gE), donde (Mm, gM ) es una variedad
Riemanniana cerrada y gE la métrica Euclideana. En el transcurso de esta
tesis nos referiremos a las simetrizaciones de Steiner en (N, g), con respecto a
M , simplemente como simetrizaciones de Steiner. Dada una función positiva
y medible, u : N → R, la simetrización de Steiner de u será una función
u∗ : N → R tal que ∀x ∈ M , u(x, ·) : Rn → R es una función positiva, radial
y decreciente, tal que ||u∗||s = ||u||s, para s ≥ 1. Enseguida, damos los detalles
de su definición. Nos basamos en [9] y en [26].

Definimos primero las simetrizaciones de Steiner para conjuntos. Sea U un
conjunto medible en (N, g), definimos su simetrización de Steiner U∗ como sigue.

Para cada x0 ∈M , si

V olgE
(U ∩ ({x0} ×Rn)) > 0,

entonces

(U∗ ∩ ({x0} ×Rn)) =
{
{x0} ×Bρ(0), si U es abierto,
{x0} × B̄ρ(0), si U es compacto, (1.7)

donde Bρ(0) es una bola abierta en Rn, de radio ρ > 0, centrada en el origen,
y ρ es tal que

V olgE
(U ∩ ({x0} ×Rn)) = V olgE

(B0(ρ)).
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En particular, ρ depende de x0.
Por otro lado, si U es medible, pero no es abierto ni compacto, entonces los

conjuntos U∗∩ ({x0}×Rn) están definidos en el sentido de casi en todas partes
por alguna opción de (1.7). Finalmente, si V olgE

(U∩({x0}×Rn)) = 0, entonces
U∗ ∩ ({x0} ×Rn) es vaćıo o el punto (x0, 0), de acuerdo a si U ∩ ({x0} ×Rn)
es vaćıo o no.

No es dif́ıcil ver que para cualquier conjunto A, B ⊂ N ,

A ⊂ B ⇒ A∗ ⊂ B∗ (1.8)

y que para subconjuntos medibles A ⊂ B ⊂ N ,

V olg(B∗\A∗) = V olg(B\A). (1.9)

En adelante, denotaremos al conjunto {x ∈ N |u(x) > c}, simplemente por
{u > c}.

Definimos ahora las simetrizaciones de Steiner para funciones. Considere las
funciones medibles u : N → R para las que

V olg({u > c}) <∞, (1.10)

∀c > inf u. Notemos que Ls(N), Ls1(N) y C0(N) satisfacen (1.10), ∀c > 0.
Para una función medible u : N → R+ que satisface (1.10), su simetrización

de Steiner está definida como sigue. Sea y ∈ N , entonces

u∗(y) = sup{c ∈ R|y ∈ {u > c}∗}.

Se sigue que para toda c ∈ R,

{u > c}∗ = {u∗ > c}. (1.11)

Una propiedad importante de las simetrizaciones de Steiner es que son no-
expansivas.

Lema 18. Dado 1 ≤ s <∞, tenemos

||u∗ − v∗||s ≤ ||u− v||s (1.12)

Demostración. El resultado del lema se sigue de las ecuaciones (1.9), (1.11) y
de la igualdad∫

N

|u− v|sdVg =
∫
{σ≤τ}

(
V olg ({v > τ} \ {u > σ})

+V olg ({u > τ} \ {v > σ})
)
s(s− 1)|σ − τ |s−2dσdτ.
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1.6 Polarizaciones

Sea Σ algún hiperplano af́ın (n− 1) dimensional en Rn. Consideremos Mm×Σ
y supongamos que H es uno de los espacios abiertos en los que N = Mm ×Rn

es dividido por Mm × Σ. Llamaremos a H un polarizador, y denotaremos a su
complemento en N por Hc. Denotemos por x̄ a la reflexión de x con respecto
de Mm × Σ. Esto es, para x = (a, b) ∈Mm ×Rn,

x̄ = (a, bΣ),

donde bΣ denota la reflexión de b ∈ Rn, a través del hiperplano Σ ⊂ Rn, que
define a H.

La polarización de una función es un reacomodo de ésta con respecto a un
polarizador H. Las polarizaciones tienen la ventaja de ser reacomodos más
sencillos que las simetrizaciones de Steiner y por lo tanto, más manejables. En
el caṕıtulo 2 probamos que es posible aproximar una simetrización de Steiner
por una sucesión de polarizaciones. Enseguida, definimos la polarización de una
función y anotamos algunas de sus propiedades. Nos basamos en [9] y en [26].

Si u es medible, definimos su polarización con respecto a un polarizador H,
uH , por

uH(x) =
{

max{u(x), u(x̄)} si x ∈ H,
min{u(x), u(x̄)} si x ∈ Hc.

(1.13)

En adelante, denotaremos por Ls1+(N) al conjunto de funciones positivas en
Ls1(N), y por C0+(N) al conjunto de funciones continuas y positivas con soporte
compacto.

Una propiedad muy útil de las polarizaciones es que las s-normas de los
gradientes de una función u ∈ Ls1(M × Rn), no cambian bajo polarizaciones,
como se muestra en el siguiente lema.

Lema 19. Sea u ∈ Ls1+(N), (1 ≤ s ≤ ∞). Entonces, para cualquier polarizador
H, uH ∈ Ls1+(N). Además, |∇u| y |∇uH | son reacomodos uno de otro. En
particular, tenemos

||∇uH ||s = ||∇u||s (1.14)

Demostración. Para demostrar las afirmaciones del lema, definimos las sigu-
ientes regiones en N ,

R1 = {x ∈ N : u(x) > u(x̄)} ∩H,
R2 = {x ∈ N : u(x) ≤ u(x̄)} ∩H,
R3 = {x ∈ N : u(x) > u(x̄)} ∩Hc,
R4 = {x ∈ N : u(x) ≤ u(x̄)} ∩Hc,

(1.15)

y observamos que uH = u en R1 y R4. Aśı, tenemos∫
R1∪R4

|∇uH |sdVg =
∫
R1∪R4

|∇u|sdVg.

Notamos también que
∫
R3
|∇uH |sdVg =

∫
R2
|∇u|sdVg y

∫
R2
|∇uH |sdVg =∫

R3
|∇u|sdVg. Y aśı, la afirmación se sigue:∫
N

|∇uH |sdVg =
∫
R1∪R4

|∇uH |sdVg +
∫
R2

|∇uH |sdVg +
∫
R3

|∇uH |sdVg
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=
∫
R1∪R4

|∇u|sdVg +
∫
R3

|∇u|sdVg +
∫
R2

|∇u|sdVg =
∫
N

|∇u|sdVg.

Observación 20. Siguiendo el esquema de la prueba del lema 19, es posible
demostrar también que ||u||s = ||uH ||s, para cualquier 1 ≤ s ≤ ∞.

Observación 21. Las polarizaciones son no-expansivas (para u,v ∈ Ls(N),
1 ≤ s ≤ ∞, ||uH − vH ||s ≤ ||u− v||s).



Caṕıtulo 2

El minimizante de Yamabe
de (Mm ×Rn, gM + gE)

Sea (N, g) = (Mm×Rn, gM+gE), donde (Mm, gM ) es una variedad cerrada con
curvatura escalar positiva, gE la métrica Euclideana ym,n ≥ 2. En este caṕıtulo
probamos la existencia del minimizante de Yamabe para (N, g). Probamos
también que para el minimizante de Yamabe de (N, g), la dependencia del factor
Rn es radial.

Dividimos el caṕıtulo en dos secciones. En la primera, mostramos que la
simetrización de Steiner en (N, g) de una función, “mejora” el funcional de
Yamabe, con respecto a la función original (corolario 2). Este resultado con-
vierte a las funciones Steiner-simetrizadas en las mejores candidatas para el
minimizante de Yamabe.

En la segunda sección, utilizamos el resultado anterior, junto con otras par-
ticularidades de (N, g), para demostrar que el minimizante de Yamabe existe,
es positivo y es C∞ (Teorema 3).

Una vez demostrada la existencia, se sigue del corolario 2 que, para el mini-
mizante de Yamabe de (N, g), la dependencia del factor Rn es radial.

2.1 Approximación de simetrizaciones de Steiner
por polarizaciones

En esta sección mostraremos que cualquier simetrización de Steiner, u∗, de una
función u, puede ser aproximada por una sucesión de polarizaciones iteradas de
u, {uHi}. Para hacerlo, mostraremos primero que las sucesiones de polariza-
ciones iteradas {uHi} son secuencialmente compactas. Después, estableceremos
algunas condiciones para la convergencia de una sucesión de polarizaciones it-
eradas de u, {uHi}, a la simetrización de Steiner de u, u∗.

Comenzamos esta sección uniendo los conceptos de las simetrizaciones de
Steiner con los conceptos de las polarizaciones, para definir un conjunto especial
de polarizadores en N = M ×Rn. Sea Σ un hiperplano af́ın (n−1) dimensional
en Rn. Consideremos Mm × Σ y sea H uno de los espacios abiertos en los
que N = Mm × Rn es dividido por Mm × Σ. Recordemos que llamamos a
H un polarizador. En adelante, denotaremos por H al conjunto de todos los

18
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polarizadores H, y por H0 al conjunto de todos los polarizadores H ∈ H, tales
que M × {0} ⊂ H.

Observación 22. Se sigue de la definición de polarización, de la definición de
H0, y de la simetŕıa de las simetrizaciones de Steiner, que u = u∗, si, y sólo si,
para cualquier polarizador H ∈ H0, u = uH .

Otro hecho que hace de H0 un conjunto especial, es que siempre existe un
polarizador H ∈ H0, tal que uH es estrictamente más cercano a u∗ de lo que u
lo es.

Lema 23. Sea u ∈ C0+(N). Si u 6= u∗, entonces existe un polarizador H ∈ H0,
tal que para cada 1 ≤ s <∞,

||uH − u∗||s < ||u− u∗||s.

Demostración. Primero, por la no expansividad de las polarizaciones, para todo
x ∈ N ,

|u(x)− u∗(x)|s + |u(x̄)− u∗(x̄)|s ≥ |uH(x)− u∗(x)|s + |uH(x)− u∗(x̄)|s. (2.1)

Por otro lado, puesto que u 6= u∗, entonces

{u > c}∆{u∗ > c} 6= φ,

para algún c > 0. Luego, podemos escoger un punto y ∈ {u∗ > c}\{u > c} y
un polarizador H ∈ H0, tales que ȳ ∈ {u > c}\{u∗ > c}, donde ȳ denota la
reflexión por H de y (la reflexión con respecto a M×Σ, donde Σ es el hiperplano
que define a H).

Entonces, para una vecindad de y lo suficientemente pequeña, Wy ⊂ {u∗ >
c}\{u > c}∩H, tenemos que Wy

H ⊂ {u > c}\{u∗ > c}, donde hemos denotado
por Wy

H la reflexión de Wy, por H. Por tanto, ∀x ∈Wy (x̄ ∈Wy
H),

uH(x) = u(x̄) > c ≥ u∗(x̄)

y
u∗(x) > c ≥ u(x) = uH(x̄).

Procediendo por casos, tenemos, para x ∈Wy y s ≥ 1,

|u(x)− u∗(x)|s + |u(x̄)− u∗(x̄)|s > |uH(x)− u∗(x)|s + |uH(x)− u∗(x̄)|s. (2.2)

Finalmente, integrando (2.2) sobre Wy y (2.1) sobre H\Wy, obtenemos

||uH − u∗||s < ||u− u∗||s.

Demostramos ahora que para una sucesión de polarizaciones iteradas de una
función u, {uk} (uk = uH1...Hk), es suficiente que los polarizadores satisfagan
{Hi}i≤k ⊂ H0, para garantizar la existencia de una función f ∈ C0+(N), tal
que alguna subsucesión de {uk} converja a f .
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Lema 24. Sea u ∈ C0+(N). Sea {uk} una sucesión de polarizaciones iteradas
de u, con su respectiva sucesión de polarizadores {Hk} ⊂ H0, (uk = uH1...Hk).
Entonces, existe una función f ∈ C0+(N), y una subsucesión {ukj} de {uk}, tal
que, para cada s, (1 ≤ s <∞),

lim
j→∞

||f − ukj
||s = 0.

Demostración. Este lema se sigue de una aplicación directa del Teorema de
Arzela-Ascoli (cf. en [25]). Por tanto, para concluir que la sucesión {uk} es
compacta, necesitamos probar que {uk} es equiacotada, equicontinua y que los
soportes están uniformemente acotados.

1. La sucesión {uk} es equiacotada.

Puesto que ||u||s = ||uH ||s, para cualquier polarizador H ⊂ H0 (obser-
vación 20), se sigue que ||u||s = ||uk||s para k finito. Aśı, las funciones uk
son equiacotadas para toda k.

2. Las funciones {uk} son equicontinuas.

Dado δ > 0, considere el módulo de continuidad de una función u,

wu(δ) = sup
x,y∈N

{u(x)− u(y)|d(x, y) ≤ δ}.

Dado δ > 0, sea Bδ(y0) cualquier bola en el dominio de u, tal que

wu(δ) = sup
Bδ(y0)

{u(x)− u(y)}.

Dada cualquier polarización H ⊂ H0, probaremos que wuH (δ) ≤ wu(δ).

Por simplicidad, definimos primero la reflexión de u(x) por H, v(x) :=
u(x̄). Procedemos por casos.

Primero, supongamos que Bδ(y0) ⊂ H. Como u es continua, vemos que
no pueden existir xM , xm ∈ Bδ(y0) (u(xM ) > u(xm)) tales que

uH(xM )− uH(xm) > wu.

Sabemos que,

(a) Si uH(xM ) = v(xM ) y uH(xm) = v(xm), entonces

uH(xM )− uH(xm) = v(xM )− v(xm) ≤ wu.

(b) Si uH(xM ) = v(xM ) y uH(xm) = u(xm), entonces u(xm) ≥ v(xm), y
por tanto,

uH(xM )− uH(xm) = v(xM )− u(xm) ≤ v(xM )− v(xm) ≤ wu.

(c) Si uH(xM ) = u(xM ) y uH(xm) = u(xm), entonces

uH(xM )− uH(xm) = u(xM )− u(xm) ≤ wu.
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(d) Si uH(xM ) = u(xM ) y uH(xm) = v(xm), entonces v(xm) ≥ u(xm), y
por tanto,

uH(xM )− uH(xm) = u(xM )− v(xm) ≤ u(xM )− u(xm) ≤ wu.

Por lo tanto, |uH(x1)−uH(x2)| ≤ wu, ∀x1, x2 ∈ Bδ(y0). Esto es, wuH (δ) ≤
wu(δ).

Segundo, para el caso en el que Bδ(y0) ⊂ Hc, procedemos de manera
similar.

Por último, si Bδ(y0) ∩H 6= φ y Bδ(y0) ∩Hc 6= φ, entonces, notamos que
∀x ∈ Bδ(y0), tanto u(x) como v(x) pertenecen a u (Bδ(y0)). Por tanto,

wu ≥ uH(xM )− uH(xm).

Se sigue entonces que

wuH ≤ wu,

para cualquier caso.

Por tanto, procediendo por inducción, se obtiene wuk
≤ wu, ∀k ≥ 1. Fi-

nalmente, puesto que u ∈ C0+(N), entonces u es uniformemente continua
y por lo tanto, la sucesión {uk} es equicontinua.

3. Para todo k, uk tiene su soporte dentro de un mismo compacto K ⊂ N .

En efecto, como u ∈ C0+(N), entonces existe algún R > 0, y algún y0 ∈ N ,
tal que Supp u ⊆ BR(y0). Aún más,

Supp u ⊆ BR(y0), implica que Supp uH ⊆ BR(y0)H = BR(y0),

puesto que las polarizaciones son monótonas. Se sigue entonces que

Supp uk ⊆ BR(y0),

para cualquier k ≥ 1.

Concluimos por el Teorema de Arzela-Ascoli que existe alguna f ∈ C0+(N),
tal que existe una subsucesión {ukj

} de {uk}, y que ukj
→ f .

Construiremos ahora una sucesión de polarizaciones de u ∈ C0+(N), que
converja a u∗. Sea 1 ≤ s <∞. Procedemos de manera inductiva.

Sea u0 = u. Para elegir Hk+1 ∈ H0, consideramos

αk = sup
H∈H0

{||uk − u∗||s − ||uHk − u∗||s}.

Por el lema 23, sabemos que αk > 0, si uk 6= u∗. Ahora, para algún λ fijo
(0 < λ < 1), tomamos εk, 0 < εk < αk(1 − λ). Notemos que como αk es un
supremo, siempre podemos elegir algún Hk+1 ∈ H0, de modo que,

0 < αk < ||uk−u∗||s−||u
Hk+1
k −u∗||s+εk < ||uk−u∗||s−||u

Hk+1
k −u∗||s+αk(1−λ).
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Por tanto,

λ sup
H∈H0

{||uk − u∗||s − ||uHk − u∗||s} < ||uk − u∗||s − ||u
Hk+1
k − u∗||s. (2.3)

Enseguida probamos que, si una sucesión de polarizaciones de u satisface
(2.3), entonces converge a u∗.

Lema 25. Sea u ∈ C0+(N). Sea {uk} una sucesión de polarizaciones iteradas
de u, tal que la ecuación (2.3) se satisface. Entonces, uk → u∗ para cualquier
s-norma (1 ≤ s <∞).

Demostración. Se sigue del lema 24 que existe alguna f ∈ C0+(N), y alguna
subsucesión {ukj} de {uk}, tal que {ukj} converge a f , para cualquier norma
Ls. Ahora, como u∗ = (u∗)H (observación 22),

||u∗ − f∗||s = lim
j→∞

||u∗kj
− f∗||s,

y como la simetrización de Steiner es un reacomodo no-expansivo, tenemos

||u∗kj
− f∗||s ≤ ||ukj − f ||s.

Se sigue que

||u∗ − f∗||s = lim
j→∞

||u∗kj
− f∗||s ≤ lim

j→∞
||ukj

− f ||s = 0,

esto es, f∗ = u∗.
Probaremos ahora que f = f∗ = u∗. Primero, por la ecuación (2.3), para

cualquier polarizador H ∈ H0 tenemos,

||ukj+1 − u∗||s ≤ ||ukj − u∗||s + λ(||uHkj
− u∗||s − ||ukj − u∗||s)

= (1− λ)||ukj − u∗||s + λ||uHkj
− u∗||s ≤ ||ukj − u∗||s, (2.4)

puesto que λ(||uHkj
− u∗||s − ||ukj

− u∗||s) ≤ 0, por la no-expansividad de las
polarizaciones.

Por tanto, haciendo kj →∞ en (2.4) tenemos,

||f − u∗||s ≤ (1− λ)||f − u∗||s + λ||fH − u∗||s ≤ ||f − u∗||s,

esto es

||f − u∗||s = ||fH − u∗||s. (2.5)

Ahora, puesto que f∗ = u∗, entonces ||f − f∗||s = ||fH − f∗||s.
Aśı, no podemos tener f 6= u∗ = f∗, porque en ese caso,

||f − f∗||s > ||fHl − f∗||s,

para algún Hl ∈ H0, por el lema 23, lo cual contradice la ecuación (2.5). En-
tonces, sólo podemos tener que {ukj

} converge a u∗ en Ls(N).
Finalmente, de nuevo por la no-expansividad de las polarizaciones, notamos

que
lim
j→∞

||uj − u∗||s ≤ lim
j→∞

||ukj − u∗||s = 0.
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Por último, como C0+(N) es denso en Ls+(N) (1 ≤ s <∞), mostramos que
los mismos resultados del lema 25 se satisfacen para funciones en Ls+(N).

Lema 26. Sea u ∈ Ls+(N) (1 ≤ s < ∞). Entonces, existe una sucesión de
polarizadores {Hk} ⊂ H0, tales que {uk} = {uH1...Hk}, converge a u∗ en Ls+(N).

Demostración. Primero, recordemos que existe un subconjunto numerable V ⊂
C0+(N) que es denso en Ls+(N), ya que N es completo. Enseguida, escogemos
una sucesión {Hk}, para la cual (2.3) se satisface para toda f ∈ V . Entonces,
tomamos cualquier f ∈ V , lo suficientemente cerca de u, ||u − f ||s < ε/3. Por
contracción, tenemos

||uk − u∗||s ≤ ||uk − fk||s + ||fk − f∗||s + ||f∗ − u∗||s,
donde fk = fH1...Hk . Resta mostrar que la parte derecha está acotada por ε.

Primero, por la no-expansividad de la polarización, tenemos que ||uk−fk||s ≤
||u − f ||s. Segundo, por la no-expansividad de la simetrización de Steiner ten-
emos ||f∗− u∗||s ≤ ||f − u||s. Entonces, puesto que f ∈ V ⊂ C0+(N), eligiendo
k lo suficientemente grande, tenemos ||fk − f∗||s < ε/3, y entonces

||uk − u∗||s ≤ ||uk − fk||s + ||fk − f∗||s + ||f∗ − u∗||s < ε,

como se queŕıa mostrar.

2.2 Demostración del Teorema 1

Ahora estamos en posición de demostrar el Teorema 1 y concluir que ||∇u∗||2 ≤
||∇u||2.

Demostración. (del Teorema 1)
Sea u ∈ L2

1+(N), y consideremos la sucesión {uk} de polarizaciones de u,
dada por el lema 26. Entonces,

lim
k→∞

||uk − u∗||2 = 0.

Además, ||∇uH ||2 = ||∇u||2, por el lema 19. Entonces, existe alguna función
f ∈ L2

1(N), y una subsucesión {ukj} de {uk}, tal que f es el ĺımite débil de ukj

en L2
1+(N).

Desde luego, esto significa que f = u∗. Finalmente, como la norma es débilmente
semicontinua por abajo y puesto que ukj

⇀ u∗ débilmente en L2
1(N), entonces

||∇u∗||2 ≤ lim inf
j→∞

||∇ukj ||2.

Por tanto
||∇u∗||2 ≤ ||∇u||2,

puesto que ||∇uH ||2 = ||∇u||2 para toda H (lema 19).

El corolario 2 es una consecuencia directa del Teorema 1 y del hecho de que
las simetrizaciones de Steiner preservan las s-normas,

||u||s = ||u∗||s,
para 1 ≤ s <∞.
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2.3 Demostración del Teorema 3

En esta sección demostramos el Teorema 3. El esquema básico de la de-
mostración es el siguiente. Primero notamos que la ecuación subcŕıtica de
Yamabe para (N, g),

a∆u+ Sgu
2 = λsu

s, (2.6)

donde Sg es la curvatura escalar de (N, g), a = 4(n+m−1)
n+m−2 y λs una constante

positiva, puede ser resuelta para s < p = 2(n+m)
n+m−2 por una función positiva y C∞,

us. Hacemos esto mediante el uso de las técnicas para el problema de Yamabe
en el caso compacto (cf. en [15]), y aquéllas del principio de concentración-
compacidad de Lions, ([16], [17]). Después, para la familia de funciones solución
{us} (s < p, s suficientemente cerca de p), encontramos una cota uniforme en
Lr(N) (para algún r > p). Luego, usando teoŕıa de regularidad estándar, y el
Teorema de encaje de Sobolev, notamos que las funciones {us} están acotadas
en C2,α(KR), para cada subconjunto compacto KR = M ×BR ⊂ (N, g), y que,
por tanto, {us} tiene una subsucesión que converge de manera uniforme en cada
subconjunto compacto KR, conforme s → p, por el Teorema de Arzela-Ascoli.
Como paso final, usamos de nuevo las técnicas del principio de concentración-
compacidad para probar que {us} tiene una subsucesión que converge de manera
uniforme, en todo N , a una función u, positiva y C∞ que resuelve la ecuación
de Yamabe (ecuación (2.6) con s = p).

2.3.1 El problema subcŕıtico para (N, g)

En esta sección probamos que la ecuación (2.6) tiene una solución positiva y
suave, us, para s < p, s lo suficientemente cerca de p.

Sea

Qs(ϕ) =

∫
N

(a|∇ϕ|2 + Sgϕ
2)dVg

(
∫
N
ϕsdVg)2/s

, (2.7)

y
λs = inf{Qs(ϕ)|ϕ ∈ L2

1(M) ∩ Lp(N), ϕ > 0}. (2.8)

Ahora, fijemos s < p, y elijamos una sucesión minimizante {ui} de funciones
positivas en L2

1(M)∩Lp(N), tal que Qs(ui) → λs, y que ||ui||s = 1, ∀i. Recorde-
mos además que, por el Teorema 1, podemos escoger una sucesión minimizante
tal que ui = u∗i .

Enseguida, notamos que
||ui||1,2 ≤ C1, (2.9)

donde C1 es una constante, independiente de i y de s. Para probar (2.9) comen-
zamos con lo siguiente.

Lema 27. Considere el conjunto {λs}, 2 ≤ s ≤ p, con λs definido por la
ecuación (2.8). Entonces, λs es semicontinua por arriba en p, como función de s
(para cualquier ε > 0, existe un δ tal que λs ≤ λp + ε, para todo s ∈ (p− δ, p)).

Demostración. Sea ϕ ∈ L2
1(N). Dados s′, s ≤ p, puesto que
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Qs(ϕ) =
a
∫
N
|∇ϕ|2dVg +

∫
M
Sgϕ

2dVg

||ϕ||2s
,

entonces

Qs(ϕ) = Qs′(ϕ)
||ϕ||2s′
||ϕ||2s

. (2.10)

Ahora, puesto que λp es un ı́nfimo, dado ε > 0 podemos escoger ϕ0 tal que

λp + ε > Qp(ϕ0). (2.11)

Por otro lado, por continuidad de la norma, tenemos, para algún δ > 0,

1− ε ≤
||ϕ0||2p
||ϕ0||2s

≤ 1 + ε,

para todo s ∈ (p− δ, p+ δ). Por tanto,

||ϕ0||2p
||ϕ0||2s

Qp(ϕ0) ≤ Qp(ϕ0)(1 + ε),

para todo s ∈ (p − δ, p). Entonces, tomando en cuenta la ecuación (2.10),
tenemos

Qs(ϕ0) ≤ Qp(ϕ0)(1 + ε),

y entonces, por (2.11),

Qs(ϕ0) ≤ Qp(ϕ0)(1 + ε) < (λp + ε)(1 + ε).

Finalmente, puesto que λs ≤ Qs(ϕ0), tenemos

λs < λp + Cε+ ε2.

para todo s ∈ (p− δ, p+ δ), con C = λp + 1.

Observación 28. De acuerdo a un resultado reciente de Akutagawa, Florit y
Petean (Teorema 1.3 en [1]) λp = Y (M×Rn, gM +gE) < Y (Sn+m, g0) = Ym+n,
cuando M es cerrada, con curvatura escalar positiva y m,n ≥ 2. Por tanto,
puesto que la desigualdad Y (M ×Rn, gM + gE) < Ym+n es estricta, podemos
elegir ε > 0 lo suficientemente pequeño de modo que λp + ε < c < Yn+m,
para algún c ∈ R. Se sigue entonces, del lema 27, que para algún ε > 0 lo
suficientemente pequeño, existe un δ, tal que

λs ≤ λp + ε < Yn+m,

para cada s ∈ (p− δ, p). Esto es

λs
Yn+m

< 1, (2.12)

para s lo suficientemente cerca de p.
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Regresamos ahora a la demostración de (2.9). Notemos que

||ui||1,2 =
∫
N

|∇ui|2 +
∫
N

u2
i ≤

λs + 1
a

+
λs + 1

minM{Sg}

≤ Yn+m + 1
a

+
Yn+m + 1
minM{Sg}

= C1,

para s lo suficientemente cerca de p, por (2.12). Esto es {ui} es L2
1(N) acotado

independientemente de i y de s.
Se sigue entonces del Teorema de Rellich-Kondrakov (cf. en [15]), que para

cada compacto K ⊂ N , existe una subsucesión {uik} ⊂ {ui} que converge
débilmente en L2

1(K) y fuertemente en Ls(K), a una función que denotaremos
por us|K .

Procedemos ahora de manera inductiva para construir una función ĺımite us
definida en todo N . Consideremos los subconjuntos compactos KR = M×BR ⊂
N . Para R = 1, consideremos la subsucesión {uik} ⊂ {ui} tal que uik →
us|KR

, débilmente en L2
1(KR) y fuertemente en Ls(K). De ella, extraemos otra

subsucesión {uij} ⊂ {uik} tal que uij → us|KR+1 , débilmente en L2
1(KR+1)

y fuertemente en Ls(KR+1). Procediendo de manera inductiva, obtenemos la
función ĺımite us := limR→∞us|KR

, que está bien definida en todo N .
Aún más, en cada KR, por la convergencia débil en L2

1(KR), tenemos

||∇us|KR
||22 = lim

k→∞

∫
KR

〈∇us|KR
,∇uik〉 dVg,

y esto implica que

||∇us|KR
||22 ≤ lim sup

k→∞
||(∇uik)|KR

||22.

Por otro lado, por la convergencia fuerte de uik a us|KR
en Ls(KR), y por

la desigualdad de Hölder, tenemos∫
KR

us|2KR
dVg = lim

k→∞

∫
KR

u2
ik
dVg,

y aśı, se sigue que, para cada R > 0,

λs

(∫
KR

us|sKR
dVg

)2/s

≤
∫
KR

(a|∇us|KR
|2 + Sgus|2KR

)dVg

≤ lim sup
k→∞

∫
KR

(a|∇uik |2 + Sgu
2
ik

)dVg ≤ lim
k→∞

∫
N

(a|∇uik |2 + Sgu
2
ik

)dVg = λs.

(2.13)
Por tanto, para probar que us minimiza a Qs en N , hace falta mostrar que

||us||s = 1. Para este propósito, introducimos en los siguientes lemas las técnicas
del principio de concentración-compacidad, debidas a Lions ([16], [17]).

Lema 29. Considere una sucesión {ρk} de funciones positivas, tales que ρk =
ρ∗k, y ∫

N

ρkdVg = 1.
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Entonces, existe una subsucesión {ρkj
} ⊂ {ρk}, y algún α (0 ≤ α ≤ 1), tales

que lo siguiente se satisface: para todo ε > 0, existe algún Rε (0 < Rε <∞), y
algún j0 > 1 tales que ∫

M×BRε

ρkj
dV g ≥ α− ε,

∀j > j0.
Aún más, para cada R > 0, dado ε > 0, existe algún j1 > 1 tal que∫

M×BR

ρkj
dV g ≤ α+ ε,

∀j > j1.

Demostración. Notemos primero que, puesto que ρk = ρ∗k para cada k > 1,
entonces, para cada R tenemos

sup
y∈Rn

∫
M×{y+BR}

ρkdVg =
∫
M×BR

ρkdVg,

donde BR es la bola de radio R centrada en 0, y y + BR es la bola de radio R
centrada en y. Ahora, consideremos las funciones

Qk(t) =
∫
M×Bt

ρkdVg.

Se sigue que para cada k, 0 ≤ Qk(t) ≤ 1. Aśı, las funciones Qk(t) son positivas
y uniformemente acotadas en R. Aún más, puesto que, las ρk son positivas, las
funciones Qk(t) son crecientes como funciones de t.
Se sigue entonces, de un lema clásico de análisis (véase por ejemplo el lema
2 en [21], p. 221), que existe una subsucesión {Qkj

} ⊂ {Qk}, y una función
no-negativa Q(t), tal que

lim
j→∞

Qkj
(t) = Q(t),

para cada t ≥ 0.
Ahora, sea α = limt→∞Q(t). Notemos que 0 ≤ α ≤ 1. Además, como Q(t)

es no-decreciente, y limt→∞Q(t) = α, entonces, dado ε > 0, podemos escoger
algún tε tal que Q(tε) > α− ε. Desde luego, esto implica que∫

M×Btε

ρkjdVg ≥ α− ε, (2.14)

para todo j > j0, con j0 lo suficientemente grande. Aún más, puesto que Q(t)
es no-decreciente, entonces para todo t > 0 tenemos Q(t) ≤ α. Esto implica que∫

M×Bt

ρkj
dVg ≤ α+ ε, (2.15)

para todo j > j1, con j1 lo suficientemente grande.

Podemos mostrar ahora que dado β ∈ (2, p), los uβk se “concentran” en un
conjunto compacto.
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Lema 30. Considere una sucesión {ubk

k } de funciones positivas (bk > 2,∀k),
tales que uk = u∗k, y ∫

N

ubk

k dVg = 1,

para cada k. Supongamos también que la sucesión {uk} está acotada en L2
1(N).

Entonces, existe una subsucesión {ukj
} ⊂ {uk}, tal que para cada β (β ∈

(2, p)), tenemos que, dado ε > 0, existe algún Rε (0 < Rε <∞), tales que∫
N\(M×BRε )

uβkj
dV g ≤ ε,

∀j > j0, para algún j0 > 1.

Demostración. Tomemos ρk = ubk

k . Entonces, por el lema 29, tenemos una

subsucesión {u
bkj

kj
} de {ubk

k }, y un α, 0 ≤ α ≤ 1, tal que, para cada ε/2 > 0,
existe algún Rε/2, tal que

α− ε/2 <
∫
M×BRε/2

u
bj

j dVg < α+ ε/2, (2.16)

para todo j > j0, para algún j0 (por sencillez, denotaremos u
bkj

kj
por ubj

j ).
Además, como para todo R > 0 tenemos

∫
M×BR

ρkj
dV g ≤ α + ε/2 (para

j > j1, j1 lo suficientemente grande), entonces, se sigue de (2.16) que para todo
compacto K, K ⊂ N \M ×BRε/2 , tenemos∫

K

u
bj

j dVg < ε,

para todo j > j1.
Ahora escogemos R0 > 0 tal que V ol(M × BR0) ≤ 1. Entonces, por la

desigualdad de Hölder, para toda y ∈ BcRε∫
M×{y+BR0}

u2
jdVg ≤

∫
M×{y+BR0}

u
bj

j dVg < ε,

pues bj > 2, ∀j. Ahora, sea R1 = Rε +R0, entonces,

sup
y∈Bc

R1

∫
M×{y+BR0}

u2
jdVg < ε. (2.17)

Desde luego, podemos hacer ε → 0, haciendo Rε (y por tanto R1) tender a
infinito.

Enseguida, dividimos la demostración en casos.
Caso 1. La sucesión {uj} está acotada en L∞(N).
Sea β > 2. Por el Teorema de encaje de Sobolev, para cualquier γ ∈

(1, m+n
m+n−1 ), existe una constante c0, independiente de y, tal que

(∫
M×{y+BR0}

uβγj dVg

)1/γ

≤ co

∫
M×{y+BR0}

uβj + |∇(uj)β |dVg (2.18)
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para cualquier y ∈ BcR1
. Mostramos ahora que el lado derecho está acotado por

arriba. Primero, sea ||uk||∞ < A (A > 1), entonces,∫
M×{y+BR0}

uβj dVg ≤ Aβ−2

∫
M×{y+BR0}

u2
jdVg < Aβ−2ε. (2.19)

por (2.17). Por otro lado, como 2 < 2(β− 1) <∞, entonces, por la desigualdad
de Hölder, para cualquier y ∈ BcR1∫

M×{y+BR0}
β|uj |β−1|∇uj |dVg

≤ β

(∫
M×{y+BR0}

|uj |2(β−1)dVg

) 1
2
(∫

M×{y+BR0}
|∇uj |2dVg

) 1
2

≤ (A(β−2)ε1/2)C1, (2.20)

donde la última desigualdad se sigue de (2.19) y C1 es una cota uniforme para
{uj} en L2

1(N). Por tanto, de (2.18), tenemos

∫
M×{y+BR0}

uβγj dVg ≤ Co

(∫
M×{y+BR0}

uβj + β(uj)β−1|∇uj |dVg

)γ

≤ Co

(
Aβ−2ε+ C1(A(β−2)ε1/2)

)γ−1
(∫

M×{y+BR0}
uβj + β(uj)β−1|∇uj |dVg

)

≤ C2A
(β−2)ε(γ−1)/2

(∫
M×{y+BR0}

uβj + β(uj)β−1|∇uj |dVg

)
,

por (2.19) y (2.20) (C2 = max{C0, C
γ−1
1 }).

Ahora cubrimos Rn \ BR1 con bolas de radio R0 de alguna manera en que
cualquier punto y ∈ (Rn \BR1) no sea cubierto por más de un número prescrito
de bolas b. Se sigue entonces que∫

N\M×BR1

uβγj dVg

≤ b
(
C2A

(β−2)ε(γ−1)/2
)(∫

N\(M×BR1 )

uβj + β(uj)β−1|∇uj |dVg

)

≤ b
(
C2A

(β−2)ε(γ−1)/2
)

(Aβ−2C1 + C1A
β−2)

≤ C3A
2(β−2)ε(γ−1)/2, (2.21)

pues C1 es una cota uniforme para {uj} en L2
1(N), y además, se ha elegido

C3 = 2bC1C2. Finalmente, notando que C3 no depende de y ∈ Rn, podemos
hacer ε → 0, haciendo Rε (y por tanto R1) tender a infinito. Esto es, dado
β̄ ∈ (2, p), para cada δ > 0, podemos encontrar Rδ tal que
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∫
N\M×BRδ

uβ̄j dVg < δ.

Esto concluye la prueba del caso 1. Enseguida, retiramos la suposición de que
{uj} está acotado en L∞(N).

Caso 2. La sucesión {uj} no está acotada en L∞(N).
Notamos que para cada A > 1, la función vj = min{uj , A} está acotada

en L∞(N), y además satisface las condiciones necesarias para la demostración
anterior, de manera que para cada β1 (2 < β1 < p), dado ε > 0, existe, por la
ecuación (2.21), algún R1 > 0 tal que∫

N\M×BR1

vβ1
j < C3A

2(p−2)ε. (2.22)

donde C3 es una constante que no depende de A. Tenemos también∫
N\M×BR1

uβ1
j dVg ≤

∫
N\M×BR1

vβ1
j dVg +

∫
N\M×BR1

(uj |{uj>A})
β1dVg. (2.23)

Enseguida escogemos β2 ∈ (β1, p). Entonces,

Aβ2−β1

∫
N\M×BR1

(uj |{uj>A})
β1dVg ≤

∫
N\M×BR1

(uj |{uj>A})
β2dVg,

se sigue que ∫
N\M×BR1

(uj |{uj>A})
β1dVg ≤

K

Aβ2−β1
, (2.24)

puesto que
∫
N
uβ2
j dVg < K, para algún K > 0, porque uj está acotado en L2

1(N)
y por tanto en Lβ2(N), β2 < p. Aśı, de (2.22), (2.23) y (2.24),∫

N\M×BR1

uβ1
j < C3A

2(p−2)ε+
K

Aβ2−β1
. (2.25)

Entonces, dado δ > 0, podemos escoger primero un número A tal que
K

Aβ2−β1
< δ

2 , y después escoger ε > 0, tal que C3A
2(p−2)ε < δ

2 . Desde luego,
para este ε existe algún R1 tal que

∫
N\M×BR1

vβ1
j < C3A

2(p−2)ε, y entonces,
por la ecuación (2.25), ∫

N\M×BR1

uβ1
j < δ. (2.26)

De aqúı se sigue la conclusión del lema.

Regresamos ahora a demostrar que ||us||s = 1. Tomando bk = s, notamos
que la sucesión minimizante {uk} satisface las hipótesis del lema 30, puesto que
en su construcción asumimos que dicha sucesión estaba simetrizada (uk = u∗k),
y que ||uk||s = 1, para todo k > 1. Por otro lado, por la ecuación (2.9), {uk}
está uniformemente acotada en L2

1(N). Aśı, tomando β = s < p en el lema 30,
tenemos que para cada δ > 0 existe algún R1 tal que
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∫
N\M×BR1

usjdVg < δ.

Desde luego, esto implica que α = 1. Esto es, ||us||s = 1. Por tanto, us
es una solución débil para la ecuación (2.6). Se sigue de un resultado de N.
Trudinger (Teorema 3 en [29]) que us es suave, puesto que es una solución débil
de (2.6). Además, por el principio del máximo (cf. en [15]) us es positiva, puesto
que Sg es positiva.

Resumimos en el lema siguiente lo que acabamos de demostrar.

Lema 31. Para s ∈ (2, p) lo suficientemente cerca de p (lo suficientemente
cerca como para que la ecuación (2.12) se satisfaga), la ecuación (2.6) tiene una
solución positiva us ∈ C∞, tal que Qs(us) = λs, y ||us||s = 1.

2.3.2 El ĺımite conforme s → p

Investigamos ahora el ĺımite de las funciones us, conforme s→ p. Mostraremos
que las funciones us convergen a una función u, que a su vez será el minimizante
de Yamabe para (N, g). Mostraremos además que u es positiva y C∞.

Por el lema 31, tenemos una familia {us} de funciones que resuelven la
ecuación (2.6), para s < p, y que son tales que ||us||s = 1. A continuación,
demostraremos que esta familia está acotada uniformemente C2,α(KR) en cada
conjunto compacto KR = M×BR ⊂ N . Haremos esto encontrando primero una
cota uniforme para ||us||r (para algún r > p), y entonces, usando el Teorema de
regularidad eĺıptica (Teorema 15), y el Teorema de encaje de Sobolev (Teorema
13), encontraremos nuestra cota C2,α(KR). Seguiremos las técnicas de Parker
y Lee [15].

Comenzamos demostrando que las funciones ||us|| están acotadas uniforme-
mente en Lr(N), para algún r > p, para s cerca de p.

Proposición 32. Dada la colección de funciones del lema (31), {us}, existen
algunas constantes s0 < p, r > p, y C > 0, tales que

||us||r ≤ C,

para todo s > s0.

Demostración. Consideremos la ecuación subcŕıtica de Yamabe (2.6). Sea δ > 0
y multipliquemos (2.6) por u1+2δ

s . Entonces, integrando sobre N , tenemos

a

∫
N

u1+2δ
s ∆usdVg +

∫
N

Sgu
2+2δ
s dVg =

∫
N

λsu
s+2δ
s dVg. (2.27)

Luego, escribiendo w = u1+δ
s , obtenemos dw = (1 + δ)uδsdus. Y aśı, multipli-

cando ambos lados de (2.27), por (1 + δ)2, aquélla se simplifica a

1 + 2δ
(1 + δ)2

a

∫
N

|dw|2dVg = λs

∫
N

us−2
s w2dVg −

∫
N

Sgw
2dVg.

Aśı, ∫
N

|dw|2dVg ≤
(1 + δ)2

1 + 2δ
λs
a

∫
N

us−2
s w2dVg. (2.28)
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Ahora, puesto que (N, g) es una variedad completa, y tiene curvatura sec-
cional acotada, y radio de inyectividad estrictamente positivo, entonces el Teo-
rema de encaje de Sobolev es válido (cf. en [6]), es decir, para cada ε > 0, existe
algún Cε tal que

||w||2p ≤ (1 + ε)
a

Ym+n

∫
N

|dw|2dVg + Cε

∫
N

w2dVg,

por tanto, por la ecuación (2.28),

||w||2p ≤ (1 + ε)
(1 + δ)2

1 + 2δ
λs

Ym+n

∫
N

us−2
s w2dVg + Cε

∫
N

w2dVg,

y aśı, por la desigualdad de Hölder,

||w||2p ≤ (1 + ε)
(1 + δ)2

1 + 2δ
λs

Ym+n
||us||s−2

(s−2)(m+n)/2||w||
2
p + Cε||w||22. (2.29)

Ahora, por la observación 28, existe algún δ1 > 0 tal que

λs
Ym+n

< 1,

para todo s ∈ (p− δ1, p).
Por otro lado, notemos que, ∀δ > 0, si p− δ ≤ s ≤ p, entonces

0 ≤ s−
(

(s− 2)
n+m

2

)
≤ δ

(
n+m

2

)
.

Mientras tanto, por la continuidad de la norma, dado ε > 0, existe algún δε > 0
tal que

||us||s′ ≤ ||us||s + ε,

si |s − s′| ≤ δε. Entonces, tomando δ2 = δε( 2
n+m ), tenemos que para s ∈

(p− δ2, p),

||us||(s−2)(n+m)/2 ≤ ||us||s + ε = 1 + ε, (2.30)

puesto que 0 ≤ s− ((s− 2)(n+m)/2) ≤ δε.
Aśı, en (2.29), podemos elegir δ y ε lo suficientemente pequeños, tales que el

coeficiente del primer término sea menor a 1 y por tanto, pueda ser absorbido
por el lado izquierdo de la ecuación. Notemos que es necesario que s esté lo
suficientemente cerca de p, de modo que tanto (2.30) como (2.12) se satisfagan.

Tenemos entonces, de (2.29),

||w||2p ≤ C||w||22. (2.31)

Por tanto, para terminar la demostración, sólo hace falta probar que

||w||22 = ||us||1+δ2(1+δ)

está acotada independientemente de s. Procedemos como sigue. Primero, di-
vidimos el soporte de us en Ωs = u−1

s ((1,∞)) y Ωcs. Notamos entonces que
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V ol(Ωs) ≤ 1, independientemente de s, puesto que ||us||s = 1. Luego, por la
desigualdad de Hölder, puesto que s > 2(1 + δ),(∫

Ωs

u2(1+δ)
s

) 1+δ
2(1+δ)

≤
(∫

Ωs

uss

) 1
2

<

(∫
N

uss

) 1
2

= 1. (2.32)

Mientras tanto, fuera de Ωs, puesto que us < 1, entonces

u2(1+δ)
s < u2

s,

y por tanto ∫
Ωc

s

u2(1+δ)
s <

∫
N

u2
s < C1, (2.33)

donde C1 es independiente de s, por (2.9). Se sigue de (2.32) y (2.33) que
||us||1+δ2(1+δ) está acotada uniformemente. Y entonces, por (2.31),

||w||p = ||us||1+δp(1+δ)

está acotada independientemente de s.

Se sigue de está cota en Lr(N) que podemos encontrar una cota en C2,α(KR)
para la familia {us}, en cada subconjunto compacto KR ⊂ N .

Lema 33. Para la familia de funciones {us} en la proposición 32, que están
acotadas uniformemente en Lr(N), existe una cota en C2,α(KR) para cada
compacto KR = M ×BR ⊂ N .

Demostración. Consideremos cualquer subconjunto compacto M ×BR ⊂ N , y
tomemos R0, R1, R2, (R < R0 < R1 < R2) lo suficientemente grandes. Desde
luego, para cualquier r > 0, Y (M×Br, gM+gE) ≤ Y (M×Rn, gM+gE) < Ym+n.
Ahora, puesto que us ∈ Lr(N) (proposición 32), entonces, por (2.6),

|∆us| = |λsus−1
s − Sg

a
us| ∈ Lq(M ×BR2),

con q = r
s−1 . Entonces, por el Teorema de regularidad eĺıptica (cf. en [15]),

tenemos us ∈ Lq2(M × BR1). Y entonces, del Teorema de encaje de Sobolev,
us ∈ Lr

′
(M × BR1), con r′ = (n+m)r

(n+m)s−(n+m)−2r . Y aśı, r′ > r, puesto que

r > p = (n+m)(p−2)
2 > (n+m)(s−2)

2 . Iterando este procedimiento tenemos que
us ∈ Lq2(M ×BR1) para todo q > 1.

Entonces, de nuevo por el Teorema de encaje de Sobolev, tenemos que us ∈
Cα(M ×BR0) para algún α > 0. Aśı, usando el Teorema de regularidad eĺıptica
una vez más, concluimos que us ∈ C2,α(M ×BR).

Esto implica que tenemos una cota uniforme C2,α(KR) en cada subconjunto
compacto KR = M ×BR ⊂ N .

Se sigue ahora del Teorema de Arzela-Ascoli que podemos encontrar una
subsucesión {usj

} ⊂ {us} que converja a su ĺımite u en cada subconjunto com-
pacto de (N, g). Por tanto, podemos construir la función ĺımite u tal que una
subsucesión de usj

converja a u en todo N . Una vez hecho esto, usando el lema
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30 probaremos que limj→∞ ||usj
||p = 1. Naturalmente, la función ĺımite u será

una solución a la ecuación de Yamabe, completando aśı la demostración del
Teorema 3.

Lema 34. Sea {us} la sucesión de funciones dadas por el lema 31, entonces,
conforme s→ p existe una subsucesión {usj

} ⊂ {us}, tal que {usj
} converge a

una solución positiva y C∞ de

a∆u+ Sgu = λup−1,

con
||u||p = 1

y
Qp(u) = Y (N, [g]) = λ.

Demostración. Por el lema 33, tenemos que la sucesión {us} tiene una cota
uniforme en C2,α(KR) para cada compacto KR = M ×BR ⊂ N . Entonces, por
el Teorema de Arzela-Ascoli (cf. en [25]), esto implica que para cada compacto
KR, existe una subsucesión {usj} ⊂ {us} tal que converge en norma C2 a una
función que denotaremos por u|KR

. Construimos ahora una función ĺımite u,
definida en todo N . Para R = 1, consideremos la subsucesión {usj

} ⊂ {us},
tal que usj

→ u|KR
, en norma C2 en KR. De esta subsucesión, extraemos otra

subsucesión {usk
} ⊂ {usj

} tal que usk
→ u|KR+1 en norma C2 en KR+1. Proce-

diendo de manera inductiva, obtenemos una función ĺımite u = limR→∞u|KR
,

que está bien definida en todo N .
Demostramos ahora que limj→∞ ||usj

||sj
= ||u||p = 1. Usamos el lema 30.

Primero, notamos que las hipótesis son satisfechas por {usj
}. Sabemos además

que usj
= u∗sj

y que ||usj
||sj

= 1, para cada j > 1. Por otro lado, por la ecuación
(2.9), las usj

están acotadas uniformemente en L2
1(N).

Notamos ahora que las funciones usj
están acotadas de manera uniforme en

L∞(N): como usj
→ u|K1 en K1 = M×B1, con norma C2, entonces, para toda

j lo suficientemente grande,

sup
K1

usj
≤ (sup

K1

u|K1) + 1 < A,

donde A es una constante. Además, puesto que usj
= u∗sj

para toda j > 1,
sabemos que

sup
N
usj = sup

K1

usj .

Por tanto, (supN usj
) ≤ (supK1

u|K1) + 1 < A, y aśı, las funciones usj
están

uniformemente acotadas en L∞(N) para toda j lo suficientemente grande.
Ahora, sea β ∈ (2, p). Sea ε > 0, entonces, por el lema 30, existe algún

Rε > 0 y algún j2 > 1 tales que∫
N\(M×BRε )

uβsj
dVg < ε (2.34)

para toda j > j2.
Por otro lado, puesto que usj

está acotada uniformemente en L∞(N), sea
A > 1 tal que usj

≤ A (para toda j > j3, para algún j3 > 1). Entonces



CAPÍTULO 2. EL MINIMIZANTE DE YAMABE DE (Mm×Rn, gM +gE)35

∫
N\(M×BRε )

usj
sj
dVg ≤ Asj−β

∫
N\(M×BRε )

uβsj
dVg ≤ A2(p−2)ε, (2.35)

donde la última desigualdad es una aplicación directa de (2.34). Se sigue en-
tonces, de (2.35), que

lim
j→∞

||usj
||sj

= 1.

Por tanto ||u||p = 1. Desde luego, esto implica que u satisface

a∆u+ Sgu = λup−1,

con
Qp(u) = λ,

donde λ = lims→p λs. El siguiente lema de continuidad implica que λ = λp =
Y (N, [g]).

Lema 35. Considere el conjunto {λs} como está definido por la ecuación (2.8),
entonces λs → λp conforme s→ p.

Demostración. Puesto que limj→∞ ||usj
||p = 1, recordando que ||usj

||sj
= 1 y

Qsj
(usj

) = λsj
, tenemos, por (2.10),

Qp(usj ) =
λsj

||usj
||p
.

Entonces, por continuidad de la norma, ∀ε > 0, existe δ > 0 tal que para
sj ∈ (p− δ, p),

λp ≤ Qp(usj ) =
λsj

||usj
||p

≤ λsj (1 + ε) ≤ λsj + εYn+m,

puesto que λsj < Yn+m, para toda sj ≤ p, por (2.12) (sj lo suficientemente
cerca de p).

Por otro lado, por el lema 27, tenemos que λsj
− ε ≤ λp, para sj ∈ (p− δ, p).

Concluimos que λs → λp conforme s→ p.

Finalmente, la regularidad de u se sigue de un resultado de N. Trudinger
(Teorema 3 en [29]), puesto que u es una solución L2

1(N, g) de la ecuación (2.6).
Por otro lado, puesto que Sg > 0 y u es suave, se sigue del principio del

máximo (cf. en [15]) que u es positiva.

Desde luego, del lema 34, se sigue el Teorema 3.



Caṕıtulo 3

Métricas de Einstein en
(M ×Rn, [g + gE])

Sea (Mn, g) una variedad Riemanniana cerrada, y gE la métrica Euclideana en
Rn. En la primera sección del presente caṕıtulo mostraremos que no existen
métricas de Einstein positvas en la clase conforme de (M ×Rn, g + gE), para
n > 1.

En la segunda sección, mostraremos que en la clase conforme de (M×Rn, g+
gE) (n > 1), no existen métricas con curvatura de Ricci positiva, al menos para
funciones radiales del factor Rn.

Estos resultados son motivados por nuestro interés en la constante de Yam-
abe de (M ×Rn, g + gE).

3.1 Métricas conformes de Einstein

Una vez demostrada la existencia de una métrica de Yamabe en la clase con-
forme de (M × Rn, g1 + gE) en el caṕıtulo 2, nuestro interés por el valor de
su constante de Yamabe nos lleva a preguntarnos sobre la existencia de una
métrica de Einstein en su clase conforme.

Como se mencionó en la introducción, cuando n = 1, la respuesta es afirma-
tiva, como mostraron recientemente A. Moroianu y L. Ornea [20]. Sin embargo,
esto no sucede cuando n > 1. En este caso, no existe una métrica de Einstein
positiva en la clase conforme de (M ×Rn, [g1 + gE ]) como lo indica el Teorema
4.

3.1.1 Demostración del Teorema 4

Demostración. Sea (Mm, g) una variedad cerrada de dimensión m, y denotemos
por gE la métrica Euclideana de Rn, n > 1. Sea h = g + gE .

Procedemos por contradicción. Supongamos que existe una función suave y
positiva u : M ×Rn → R+, tal que (M ×Rn, u−2h) es Einstein positiva.

Sea h̃ = u−2h. Luego, puesto que (M ×Rn, h̃) es Einstein, tenemos de (1.1)
que

36
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0 = Zh +
n+m− 2

u
(D2u+

∆u
n+m

h).

Entonces, puesto que Zh = Rh − Sh

n+mh, se sigue que

D2u =
−u

n+m− 2
Rh +

(
uSh

(n+m− 2)(n+m)
− ∆u
n+m

)
h. (3.1)

Sea {∂1, ..., ∂n} el marco ortonormal usual global para TRn y sea X ∈ TM .
Denotaremos por X̃ a un campo vectorial en M que extienda al vector tangente
X. Por (3.1) tenemos

D2u(∂i, X̃) = D2u(X̃, ∂i) = 0, (3.2)

∀i ≤ n, y por tanto,

0 = D2u(X̃, ∂i) = ∂i(X̃u)− (∇∂iX̃)u,

0 = D2u(∂i, X̃) = X̃(∂iu)− (∇X̃∂i)u.

Notemos además que ∇∂i
X̃ = ∇X̃∂i = 0, ya que h es una métrica producto. Se

sigue que para cualquier campo vectorial X̃ en M ,

∂i(X̃u) = 0, (3.3)

X̃(∂iu) = 0, (3.4)

∀i ≤ n.
Por (3.4), si escribimos u = u(x, t), donde x ∈ M y t ∈ Rn, para cualquier

i = 1, .., n, tenemos
∂iu(x, t) = ∂iu(x0, t),

∀x, x0 ∈M . Por tanto
u(x, t)− u(x0, t) = w(x),

para alguna función suave w en M . Esto es, u es la suma de una función que
depende sólo de M y de una función que depende sólo de Rn. Escribimos
entonces

u(x, t) = v(t) + w(x). (3.5)

Por tanto, puesto que h es un producto Riemanniano, ∆hu = ∆gw+ ∆gE
v,

|∇u|2 = |∇gw|2 + |∇gE
v|2.

Por otro lado, también es consecuencia de (3.1) que

D2u(∂i, ∂j) =
(

uSh
(n+m− 2)(n+m)

− ∆gw + ∆gE
v

n+m

)
δij , (3.6)

para cualquier i, j ≤ n.

Además
D2u(∂i, ∂j) = ∂i(∂ju)− (∇∂i

∂j)u,

donde el último término es cero, puesto que ∂i y ∂j pertenecen al marco ortonor-
mal de TRn, con la métrica Euclideana. Aśı, (3.6) puede ser reescrito como
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D2u(∂i, ∂j) = ∂i(∂jv) =
(

uSh
(n+m− 2)(n+m)

− ∆gw + ∆gE
v

n+m

)
δij , (3.7)

para cualquier i, j ≤ n.

Ahora, dado X ∈ TM , D2u(X̃, X̃) = D2w(X̃, X̃) depende sólo de M , aśı

∂i(D2u(X̃, X̃)) = 0. (3.8)

También, para cualquier i = 1, .., n, y cualquier k = 1, .., n, i 6= k,

∂i(D2u(∂k, ∂k)) = 0, (3.9)

puesto que

∂i(D2u(∂k, ∂k)) = ∂i(∂k(∂ku)) = ∂k(∂i(∂ku)) = 0,

donde la última igualdad se sigue de (3.7).
Ahora, sea

z :=
(

uSh
(n+m− 2)(n+m)

− ∆u
n+m

)
,

y sea i ∈ {1, ..., n}. Puesto que n > 1, podemos elegir k ≤ n, de manera que
k 6= i. Entonces, por (3.9) y (3.6), se tiene

∂i(D2u(∂k, ∂k)) = ∂iz = 0. (3.10)

Es decir, z no depende de Rn. Para terminar la prueba consideraremos dos
casos distintos: cuando g es Ricci plana y cuando no lo es.

Caso 1. (M, g) es Ricci plana.
Puesto que (M, g) es Ricci plana, se sigue de (3.1) que

D2
gw =

−∆gw −∆gE
v

n+m
g, (3.11)

D2
gE
v =

−∆gw −∆gE
v

n+m
gE . (3.12)

Tomando la traza de (3.11) con respecto de g tenemos

−∆gw =
−∆gw −∆gE

v

n+m
m,

es decir,
n

m
∆gw = ∆gE

v = c, (3.13)

para alguna constante c, puesto que ∆gw depende sólo de M y ∆gE
v, sólo de

Rn.
Se sigue que c = 0 puesto que, siendo M compacta y sin frontera,

0 =
∫
M

∆gwdVg = c

∫
M

dVg,

y por tanto w es constante.
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Finalmente, puesto que ∆gw = ∆gE
v = 0, se sigue de (3.12) que

∂i(∂jv) = 0,

para todo i, j ≤ n. Esto implica que v es una función af́ın de Rn y como u es
positiva, v tiene que ser constante. Claramente, si u es constante, h̃ es Ricci
plana.

Caso 2. (M, g) no es Ricci plana.
Sea K = {y ∈ M |Rg(X̃, X̃)(y) = 0,∀X ∈ TM}. Puesto que (M, g) no es

Ricci plana, Kc 6= φ. Además, K es cerrado y por tanto, Kc es abierto. Ahora,
dado y ∈ K, elegimos algún abierto V ⊂ Kc, y ∈ V , y algún X ∈ TM tal que
Rg(X̃, X̃) 6= 0 en V . Evaluando (3.1) en X̃, tenemos

D2w(X̃, X̃) =
−u

n+m− 2
Rh(X̃, X̃) + z g(X̃, X̃).

Diferenciando esta ecuación por ∂i, para cualquier i ≤ n, tenemos

0 = ∂i(D2u(X̃, X̃)) = ∂i

(
−u

n+m− 2
Rh(X̃, X̃)

)
+ ∂i

(
z h(X̃, X̃)

)
=

−∂iu
n+m− 2

Rh(X̃, X̃), (3.14)

donde la primera igualdad se sigue de (3.8), y la última, del hecho de que tanto
Rh(X̃, X̃) como h(X̃, X̃) no dependen de Rn. Aún más, z tampoco depende
de Rn, por (3.10). Esto implica que v es constante y que ∆gE

v = 0 en V .
Por tanto, podemos escribir u = w, por (3.5). Entonces, tanto el hecho de que
D2u(∂k, ∂k) = 0, ∀k ≤ n, como (3.6), implican que

Sh =
n+m− 2

w
∆gw. (3.15)

Por otro lado, puesto que (M ×Rn, h̃) es Einstein, Sh̃ = λ(n+m), donde λ
es la constante de Einstein. Por tanto, de (1.2) tenemos

Sh =
λ(n+m)

w2
+ 2(n+m− 1)

∆gw

w
+ (n+m)(n+m− 1)

|∇gw|2

w2
. (3.16)

Combinando (3.15) y (3.16), obtenemos

λ+ w∆gw + (n+m− 1)|∇gw|2 = 0. (3.17)

Luego, como λ > 0, de (3.17) se sigue que ∆gw < 0 en V . Por tanto,
∆gw < 0 y ∆gE

v = 0 en Kc. En adelante suponemos que K 6= φ, pues de lo
contrario, 0 =

∫
M

∆gwdVg =
∫
Kc ∆gwdVg < 0.

Consideremos ahora la frontera de K, ∂K. Como K es cerrado, ∂K ⊂ K.
Y aśı, por (3.13), ∀y ∈ K (en particular, ∀y ∈ ∂K),

c =
n

m
∆gw = ∆gE

v (3.18)
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donde c es una constante. Por otro lado, como ∆gE
v = 0 en Kc, por la con-

tinuidad de ∆gE
v, se sigue que ∀y ∈ ∂K, ∆gE

v = 0. Por tanto, de (3.18),
tenemos que ∆gw = ∆gE

v = 0 en K. Finalmente, como ∆gw < 0 en Kc,
integrando ∆gw sobre M , obtenemos una contradicción,

0 =
∫
M

∆gwdVg =
∫
K

∆gwdVg +
∫
Kc

∆gwdVg = 0 +
∫
Kc

∆gwdVg < 0.

Esto concluye la demostración del Teorema 4.

3.2 Métricas conformes Ricci positivas

Una vez visto que no existen métricas de Einstein positivas en la clase conforme
de (M×Rn, g+gE), la existencia de una métrica con curvatura de Ricci positiva,
en dicha clase conforme, pudiera resultar de interés. Como se mencionó en la
introducción, para una variedad Riemanniana cerrada, (Mm, g), con curvatura
de Ricci positiva, Rg ≥ λg (con λ > 0) la constante de Yamabe está acotada
por abajo: Y (M, [g]) ≥ mλ(V ol(M, g))

2
m , (cf. en [11]).

En la presente sección mostramos que en la clase conforme de (M ×Rn, g+
gE), n > 1, no existen métricas con curvatura de Ricci positiva, al menos para
funciones radiales del factor Rn (Teorema 5).

3.2.1 Demostración del Teorema 5

Demostración. Sea (Mm, g) una variedad Riemanniana completa y gE la métrica
Euclideana de Rn, n > 1. Sea h = g + gE . Procedemos por contradicción.
Supongamos que el Teorema 5 es falso. Sea ϕ = ϕ(r) (con r =

√∑
i x

2
i ) una

función C2, integrable, radial y positiva, ϕ : Rn → R+, tal que (Mm, ϕh) es
Ricci positiva. Sea f(r) = − 1

2Log[ϕ(r)], de modo que ϕ(r) = e2(−f(r)).
Denotemos por {∂1, ..., ∂n} el marco ortonormal global usual para Rn. Sean

X,Y ∈ TM . Denotaremos por X̃ y Ỹ a campos vectoriales en M que extiendan
a vectores tangentes X y Y respectivamente. De (1.3), tenemos que

Rh̃(X̃, Ỹ ) = Rh(X̃, Ỹ ) +
(
−∆f − (n+m− 2)|∇f |2

)
g(X̃, Ỹ ), (3.19)

Rh̃(∂i, ∂j) = (n+m− 2)
(
D2f(∂i, ∂j) + df ⊗ df(∂i, ∂j)

)
+(−∆f − (n+m− 2)|∇f |2)δij , (3.20)

y
Rh̃(∂i, X̃) = 0.

Por tanto, para que Rh̃ sea positivo, es necesario que tanto (3.19) como (3.20),
sean positivo definidos.

En adelante, denotaremos ∂if por fi y ∂j(∂kf) por fjk. Como f = f(r),
tenemos,
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fj =
f ′

r
xj ,

fjk =
rf ′′ − f ′

r3
xjxk +

f ′

r
δjk,

donde la prima denota la derivada con respecto de r. Aśı,

fjfk =
f ′2

r2
xjxk,

∆f = −f ′′ − (n− 1)
f ′

r
,

|∇f |2 = f ′2.

Entonces, para que el 2-tensor en Rn, dado por (3.20), sea positivo definido,
es necesario que el 2-tensor αT + βIdm, sea positivo definido, donde α, β son
las funciones dadas por,

α = (n+m− 2)
−f ′ + rf ′′ + f ′2r

r3
,

β = f ′′ + (n− 1)
f ′

r
− (n+m− 2)f ′2 + (n+m− 2)

f ′

r
,

mientras que T es el 2-tensor dado en coordenadas ortonormales por,

Tjk = xjxk.

Aśı, para tener un tensor de Ricci positivo definido, Rh̃, necesitamos que los
eigenvalores del 2-tensor αT + βIdn sean positivos.

Notemos que los eigenvalores de T son {0, ..., 0, r2} y por tanto los eigenval-
ores de αT + βIdn son {β, ..., β, αr2 + β}. Por tanto, si h̃ tiene curvatura de
Ricci positiva, entonces f debe de satisfacer

αr2 + β = (n+m− 1)f ′′ + (n− 1)
f ′

r
> 0, (3.21)

y

β = f ′′ + (2n+m− 3)
f ′

r
− (m+ n− 2)f ′2 > 0. (3.22)

Reunimos ahora algunas observaciones inmediatas:
a) La función de la hipótesis, ϕ = e−2f , es integrable, por tanto se aproxima

a cero conforme r → ∞. En consecuencia, debemos tener f → ∞ conforme
r →∞.

b) Como f no puede tener máximos locales, por (3.21), sólo puede tener un
mı́nimo local. De este modo, f ′ = 0 sólo puede ocurrir a lo más una vez; puesto
que f es radial y suave, esto sólo puede ocurrir en r = 0.

c) Puesto que f(r) →∞ conforme r →∞ ( por a)) y f ′(r) 6= 0 para r > 0,
entonces f ′(r) > 0 para r > 0.

A continuación, obtenemos una cota superior para f(r).
Consideremos (3.22). Sean q1 = (2n+m− 3), q2 = (m+n− 2). Puesto que

f ′ > 0, tenemos
f ′′

f ′
+
q1
r
> q2f

′ > 0.
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Entonces, para cualquier r1 > 0 y r > 0, integramos de r1 a r para obtener

Log

(
f ′(r)
f ′(r1)

)
+ Log

(
rq1

r1q1

)
> q2f(r)− q2f(r1) > 0.

Puesto que la función exponencial es creciente tenemos

f ′(r)rq1 > eq2f(r)(e−q2f(r1)r1
q1f ′(r1)) > 1 > 0.

Y entonces,

f ′(r)e−q2f(r) >
C1

rq1
> 0,

con C1 = (e−q2f(r1)r1
q1f ′(r1)) > 0.

Para s > r1, integramos ahora de s a r para obtener

− 1
q2
e−q2f(r) +

1
q2
e−q2f(s) > C1

1
(1− q1)

(
1

rq1−1
− 1
sq1−1

)
> 0.

Puesto que esto funciona para r > s > r1, la desigualdad es preservada en
el ĺımite conforme r →∞,

1
q2
e−q2f(s) ≥ C1

(q1 − 1)

(
1

sq1−1

)
≥ 0,

puesto que 1
rq1−1 → 0 y e−f(r) → 0, como observamos antes.

Tenemos entonces una cota superior para f(s), s > r1 > 0.

f(s) < Log[C2s
q1−1

q2 ] = K1 +K2Log[s]. (3.23)

para algunas constantes K1, K2.
A continuación obtenemos una cota inferior para f(r). Sea m0 = (m −

1)/(n+m− 1), y notemos que 0 < m0 < 1. Por (3.21),

f ′′(r) +m0
f ′(r)
r

> 0,

y como f ′(r) > 0 tenemos

m0

r
> −f

′′(r)
f ′(r)

.

Fijamos r0 > 0 y elegimos r1, r0 < r1 < r. Integrando de r1 a r la desigualdad
anterior, obtenemos

m0 Log[
r

r1
] > −Log[ f

′(r)
f ′(r1)

].

Entonces, puesto que la exponencial es creciente, tenemos

rm0

r1m0
>
f ′(r1)
f ′(r)

,

o bien,

f ′(r) >
f ′(r1)r1m0

rm0
.
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Integramos de nuevo, ahora de r2 > r1 a r > r2, para obtener

f(r)− f(r2) >
f ′(r1)r1m0

(1−m0)
(r1−m0 − r2

1−m0).

Aśı, existen constantes positivas c1 y c2, tales que

f(r) > c1r
1−m0 + c2. (3.24)

Esta cota inferior contradice la cota superior obtenida en (3.23), porque la
desigualdad

c1r
n

n+m−1 + c2 < f(r) < K1 +K2Log[r],

no se sostiene conforme r →∞.
Concluimos que una función ϕ = e−2f como en el Teorema 5, no puede

existir.
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Poincaré Anal. Nonlin., Vol. 1 no. 2 (1984), 109-145.

[17] P.L. Lions The concentration compactness principle in the calculus
of variations. The locally compact case, part 2. Ann. Inst. Henri
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