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Prefacio

Uno de los resultados mas importantes en la Teoria de Punto Fijo es el dado por
Stefan Banach, el cual asegura la existencia de un tinico punto fijo para las contracciones
en espacios métricos completos. En este caso, el conjunto de puntos fijos es un conjunto
de un solo elemento. Si se pide que el espacio de Banach tenga propiedades geométricas
especiales, entonces se puede asegurar que el conjunto de puntos fijos para funciones
no expansivas es un conjunto convexo.

Resultados de este tipo son escasos en la teoria de punto fijo. En este trabajo vamos
a dar condiciones a las funciones y al espacio donde estén definidas para encontrar
ciertas regularidades en el conjunto de puntos fijos.

Mediante ejemplos muy generales se puede justificar que el hallar propiedades
topoldgicas y geométricas en el conjunto de puntos fijos no es trivial. En la primera
parte del capitulo I hablaremos de esto. También describiremos brevemente los trabajos
que se han hecho al respecto. Una forma de hallar regularidades es mediante las retrac-
ciones, estas son funciones continuas que van del dominio de la funcién 7 al conjunto
de sus puntos fijos Fix(T') y que restringidas al conjunto Fix(T') resultan ser la funcién
identidad, se dird que Fix(T") es un retracto del dominio de 7. En la literatura se pueden
hallar muy pocos trabajos acerca de retractos no expansivos que provienen del estudio
de la teoria de punto fijo, para funciones no expansivas.

Nuestro trabajo estard enfocado, basicamente, a la existencia de retractos en el con-
junto de puntos fijos de funciones que tienen constante de Lipschitz mayor que 1. Esta
existencia esta dada muchas veces con la ayuda de un proceso iterativo. Si el punto fijo
se encuentra mediante la iteracién de cierta funcién, podremos en algunos casos decir
de qué clase de continuidad es el retracto existente. Hablaremos también en este capitu-
lo I de cémo las retracciones no necesariamente son Unicas, y definiremos un orden
(no total) en el conjunto de retracciones; al final de este capitulo daremos un ejemplo
concreto, como aplicacién de este orden definido.

En el capitulo II estudiaremos a las funciones Lipschitz y (a, n)-rotativas, éstas son
una clase de generalizacién de las funciones n-periddicas, vamos a exponer algunos
trabajos que se han realizado sobre este tema. Para esta clase de funciones, el caso trivial
son las no expansivas. Por lo tanto, nos centraremos en las funciones con constante de
Lipschitz mayor que 1. En este estudio mejoraremos algunas estimaciones de ciertas
constantes, relacionadas con la existencia de puntos fijos en espacios de Hilbert, para
las funciones (a, n)-rotativas, encontrando asi una nueva clase de funciones que tienen
puntos fijos. Daremos condiciones suficientes para que el conjunto de puntos fijos sea
un retracto de su dominio.
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En el capitulo III hablaremos acerca de la constante de Neumann-Jordan, la rela-
cionaremos con la teoria de punto fijo y con la existencia de retractos. Definiremos
también una generalizacion de esta constante, demostrando que muchas propiedades de
la constante de Neumann-Jordan se generalizan a su vez. Después, haciendo uso de es-
ta generalizacion, encontraremos nuevos espacios de Banach en los cuales se tendrd la
propiedad de punto fijo para cietas clases de funciones. Finalmente estableceremos al-
gunas preguntas abiertas con respecto a esta generalizacion.
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Capitulo 1

Punto Fijo y Retractos

1.1. Introduccion

Uno de los problemas que la Teoria de Punto Fijo trata es el siguiente: dada una
funcién continua 7 : C — C, donde C es un subconjunto no vacio, cerrado y convexo
de un espacio de Banach X, determinar si existe un punto fijo de T en C, esto es, si
existe x € C de tal modo que Tx = x. El problema puede ser planteado en un espacio
métrico completo, pero en nuestro caso sélo consideraremos a los espacios de Banach.

Dos objetos entran en juego, el primero es la funcidn continua y el segundo el
espacio de Banach en cuestiéon. Para garantizar la existencia de algtin punto fijo, uno
tiene muchas veces que imponer condiciones adicionales a la funcién o al espacio X y
en varias ocasiones, se recurre a una combinacién de ambas.

En este capitulo veremos algunos resultados que nos dicen cémo es el conjunto de
puntos fijos para unas funciones llamadas no expansivas, por ejemplo, veremos si dicho
conjunto s convexo 0 Conexo por trayectorias.

Después nos preguntaremos qué pasa en el caso de funciones Lipschitz continuas
con constante mayor que 1; veremos que casi nada se puede decir en general. Sin em-
bargo, bajo ciertas condiciones del espacio y de las funciones, podremos decir algo mas
acerca del conjunto de puntos fijos.

En nuestro estudio nos restringiremos a este tipo especial de funciones, las llamadas
Lipschitz continuas.

En esta direccién, uno de los resultados mds importantes en la Teoria de Punto
Fijo, y quizds el mas conocido, es el llamado Principio de Contraccién de Banach,
establecido por Stefan Banach en su tesis en 1922.

Definicion 1.1. Sea X un espacio de Banach. Una funcion T : X — X se llama Lips-
chitz continua, si existe una constante k tal que ||Tx—Ty|| < k||x—y|| para todo x,y € X.
Si la constante k es la minima con esta propiedad, entonces diremos que T es Lipschitz
continua con constante de Lipschitz k, o que T es k-Lipschitz continua. Si k < 1, dire-
mos que T es una contraccion y si k = 1 diremos que T es no expansiva.

El principio de contraccidn de Banach establece lo siguiente: “Si 7 : X — X es una
contraccién, donde X es un espacio de Banach, entonces 7 tiene un tnico punto fijo en
X
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Cabe mencionar que este teorema se vale también para espacios métricos comple-
tos. Este es un teorema de existencia y unicidad y ademds podemos hallar al punto fijo
mediante una iteracion.

Sin embargo, no todos los resultados en la Teoria de Punto Fijo son asi, es decir, la
mayoria s6lo establece la existencia de puntos fijos, unos resultados son mds construc-
tivos que otros, pero no se dice mucho més acerca de los puntos fijos.

Supongamos que ya conocemos la existencia de puntos fijos; si no tenemos unici-
dad, la siguiente pregunta que se puede uno hacer es, ;cémo es el conjunto de puntos
fijos?

El siguiente lema, el cual nos dice algo sobre la estructura geométrica del conjunto
de puntos fijos para funciones no expansivas, ya no es un resultado tan conocido, pues
involucra precisamente la geometria de los espacios de Banach. Para esto, introduz-
camos la siguiente definicién.

Definicion 1.2. Un espacio de Banach X se dice que es estrictamente convexo si la
siguiente implicacion es vdlida para todo x,y € X:

Ixll < 1
Iyl < 1 :||x;y||<1.
lx = >0

Por ejemplo, todos los espacios cldsicos L, y £, para 1 < p < oo son estrictamente
CONnvexos.
Para lo siguiente, definamos:

Definicion 1.3. Sea C C X, donde X es un espacio métrico. Si T : C — C es una
Jfuncion continua, definamos al conjunto de puntos fijos por Fix(T) = {x € C : Tx = x}.

El siguiente resultado se puede encontrar en [GK90, pag. 34]:

Lema 1.4. Si K es un subconjunto convexo y cerrado de un espacio estrictamente
convexo Xy siT : K — K es no expansivo, entonces Fix(T) es cerrado y convexo.

En la literatura de la Teoria de Punto Fijo no se encuentran muchos resultados de
este tipo que hablen sobre la estructura del conjunto de puntos fijos. La razén es que
en general el conjunto de puntos fijos es cerrado y nada mds puede decirse, aun si nos
restringimos a las funciones Lipschitz continuas, como veremos en la primera parte de
este capitulo.

Las retracciones son funciones continuas de C a algin subconjunto D de C tales
que restringidas a D resultan ser la funcidn identidad, més adelante daremos su defini-
cioén precisa, por ahora con esto es suficiente. Supongamos que 7 : C — C es tal que
Fix(T) # (. Veremos que la existencia de retracciones R : C — Fix(T') ayuda a es-
tablecer un tipo especial de regularidad en el conjunto Fix(7"); A este respecto veremos
varios de los resultados mas importantes que hay en la literatura acerca de la existencia
de retracciones no expansivos.

Una aportacion que se da con este trabajo es la existencia de una clase de retrac-
ciones que se obtienen a partir de la convergencia de ciertas funciones, como se verd en
la seccion 1.3.1 titulada: Tipos de continuidad dependiendo de la convergencia.
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Otra aportacion serd la seccién 1.3.2, donde, con un ejemplo, veremos que las re-
tracciones en general no son tunicas. Finalmente en la seccidon 1.3.3 definiremos un
orden (parcial) para una cierta clase de retracciones y veremos una aplicacion de esto.

1.2. El conjunto de puntos fijos

Sea X un espacio de Banachy T : C — C una funcidén continua, donde C es un sub-
conjunto no vacio, cerrado y convexo de X. Supongamos que Fix(T") # 0. ;Qué pode-
mos decir acerca del conjunto Fix(7)? Como T es continuo, podemos demostrar que
Fix(T) es cerrado, y veremos que en general nada mas puede decirse.

Antes de enunciar el siguiente teorema, daremos una definicién.

Definicion 1.5. Diremos que un subconjunto E de un espacio de Banach es conexo
por trayectorias si dados x,y € E, existe una funcion continua vy : [0,1] — E tal que

y(0) = xyy() =y

Sea C un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo de un espacio de Banach
Xy T :C — Cnoexpansiva. Tomemos € > 0 y definamos los siguientes conjuntos:

F(T)={xeC:|lx-Tx| <é&}.
R.E. Bruck [Bru79] en 1979 demostré que
Teorema. F.(T) es conexo por trayectorias.

Con esto uno podria pensar que el conjunto Fix(T') tiene alguna clase de regularidad.
Sin embargo, este no es el caso. Bruck y K. Goebel [BG92] dieron en 1992 el siguiente
ejemplo:

Sea X un espacio de Banach y consideremos el espacio X X ¢y con la norma del
méximo: [|(x, y)Il = max{||xllx, |[ylle,}- Sea F € X un subconjunto cerrado de X y defi-
namos T : X X ¢cg — X X ¢g como sigue:

T(x,y1,y2,...) = (x,dist(x, F),y1,y2,...).

Donde dist(x, F) = inf{||x — y|| : y € F}.
No es dificil demostrar que 7" es una isometria y que Fix(7T") = F'x{0}. Enunciaremos
este resultado en un teorema:

Teorema. Cualquier subconjunto cerrado de un espacio de Banach X es isométrico al
conjunto de puntos fijos de una isometria de X X cy en si mismo.

Ahora, si F es un subconjunto cerrado cualquiera de un subconjunto convexo C de
un espacio de Banach, ;sera cierto que existe 7 : C — C no expansiva, con Fix(T) = F?
La respuesta es no, como lo veremos en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.6. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcion tal que Fix(f) = {0, 1}. Tomemos
xo € (0, 1) y sin perder generalidad, supongamos que f(xy) < xo, entonces:

LF(D) = f(xo)l =1 = f(xo)l

=1 - f(xo0)
>1 — X0
=[1 = xol.

Por lo tanto, no es posible hallar una funcion no expansiva f : [0, 1] — [0, 1] con
Fix(f) = {0, 1}.

Pero lo que si es cierto es lo siguiente. Demos primero la siguiente definicion:

Definicion 1.7. Sea k > 0. Por £ (k) denotaremos a la clase de las funciones cuya
constante de Lipschitz es menor o igual a k.

La siguiente construccién se debe a K. Goebel:

Lema 1.8. Sean C un subconjunto cerrado, convexo y acotado de un espacio de Banach
X, y F C C un subconjunto cerrado. Entonces existe una funcion Lipschitz continua T,
con constante de Lipschitz tan cercana a I como se quiera, de tal modo que T : C — C
yFix(T) = F.

Demostracion. Supongamos que diam(C) > 0y sea z € F. Definamos T como:
Tx = x+ tdist(x, F)(z — x),

para cada x € C, donde 0 < 7y rdiam(C) < 1.

Notemos que T esta bien definida y que Fix(T) = F. Para ver esto, si x € F entonces
Tx = x, por otro lado, Tx = x implica 7 dist(x, F)(z — x) = 0, y esto es cierto si x = z
6 x € F; en ambos casos, x € F.

Para cada x,y € X tenemos:

ITx =Tyl =ll(x —2) = (v — 2) + Tdist(x, F)(z — x) — 7dist(y, F)(z - y)ll
=[|(x — 2)(1 — T dist(x, F)) — (y — 2)(1 — T dist(x, F))—
— tdist(x, F)(y — z) + v dist(y, F)(y — 2)|| (1.2.1)
<|1 — rdist(x, F)|||lx — y|| + 7| dist(x, F) — dist(y, F)||ly — z|
<(I1 = 7 dist(x, F)| + 7lly — zlDllx = yll.

Ya que [1 -7 dist(x, F)| < 1y |ly—z|| £ diam(C), entonces T € .Z(1+7diam(C)). #
Y como corolario, tenemos lo siguiente:

Corolario 1.9. Sea X un espacio de Banachy F C X un subconjunto no vacio y cerrado
de X. Entonces existe una funcion continua T : X — X tal que Fix(T) = F.
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Demostracion. Sean T y F como en las hipdtesis del lema y z € F. Definamos T :
X — X como Tx = x + dist(x, F)(z — x). Podemos ver que Fix(T) = F. Para probar la
continuidad de 7 tomemos x € X fijoy y € X de tal modo que ||x—y|| < 1. Haciendo los
célculos parat = 1 como en (1.2.1), y puesto que |[y—z|| < |ly—x||+|lx—z|| < 1 +|lx—z|l,
llegamos a que:

[lx = ylI(2 = dist(x, F) + |[x — zl|) si dist(x, F) < 1

ITx =Tyl < . o
[lx = yll(dist(x, F) + ||x — zI|) si dist(x, F) > 1

De hecho, con esto probamos que 7" es localmente Lipschitz continua, de acuerdo a
la siguiente definicidn: #

Definicion 1.10. Decimos que una funcion T : X — X es localmente Lipschitz continua
si para cada punto x € X, existe una vecindad de x para el cual la funcion T es Lipschitz
continua.

Por lo tanto, tampoco podemos decir nada acerca del conjunto de puntos fijos cuan-
do nos restringimos a funciones Lipschitz o localmente Lipschitz continuas.

1.3. Retractos

En esta seccidn veremos que las retracciones nos dan cierta regularidad en el con-
junto de puntos fijos. Ademés daremos una breve resefia sobre los trabajos que se han
hecho para hallar retractos sobre el conjunto de puntos fijos para funciones no expansi-
vas.

Definicion 1.11. Sea X un espacio topolégico y Y un subespacio de X. Diremos que Y
es un retracto de X si existe una funcion continua R : X — Y llamada retraccion tal que
Rx = x, paracada x €Y.

Aunque exista tal funcién R en general no es tinica, como lo veremos con un ejem-
plo al final de esta seccién. También consideraremos mds adelante al conjunto ¥ como
el conjunto de puntos fijos de cierta funcién, por lo que vamos a hacer hincapié en las
propiedades que el conjunto Y pueda tener. Empezaremos con el siguiente lema:

Lema 1.12. Sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Banach
X. Si E es un retracto de C, entonces E es cerrado y conexo por trayectorias.

Demostracion. Sea R una retraccion de C a E. Supongamos que {x,} C Ey x, — x. Ya
que Rx € E:
x = lim x, = lim Rx,, = Rx,

x € E. Por lo tanto, E es cerrado.
Sean x,y dos elementos de E y consideremos la funcién continua g : [0,1] —» C
dada por:
g) =(1-Dx+ .

La funcién g estd bien definida porque C es un conjunto convexo. Asi, Ro g :
[0,1] — E es una funcién continua que cumple (R o g)(0) = xy (R o g)(1) = y, como
se queria demostrar. #
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Podemos todavia decir algo mds, que el conjunto es simplemente conexo.

Definicion 1.13. Una curva cerrada en X (ver [Rud87, pdgs. 74-75]) es una funcion
continua vy : [0,1] — X con y(0) = y(1). Diremos que una curva y en X es ho-
motdpicamente nula en X si existe una funcion continua H : [0,1] X [0,1] — X tal
que H(s,0) = y(s), H(s,1) = z para cada s € [0,1], y si HQ,t) = H(1,t) para cada
t € [0, 1], donde 7 es un punto que pertenece a X.

Si definimos y,(s) = H(s, t), entonces {y,;} es una familia de curvas que “conectan
continuamente” y con z.

Definicion 1.14. Si X es conexo y si cada curva cerrada en X es homotdpicamente
nula, entonces decimos que X es simplemente conexo .

Asi, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 1.15. Sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de
Banach X. Si E C C es un retracto de C, entonces E es simplemente conexo.

Demostracion. Sean R : C — E una retraccionde Cen Ey y : [0,1] — E una curva
cerrada en E. Sea w = y(0) = y(1). Tomemos z € E un elemento fijo. Definamos ahora
H:[0,1]1 x[0,1] —» E como:

H(s, 1) = R(y(s) + 1(z — y(s))).

Entonces tenemos que H es continua, H(s,0) = R(y(s)) = y(s), H(s,1) = R(z) = z
y H(0,1) = H(1,?1).

El conjunto E es conexo porque es conexo por trayectorias, por lo tanto, E es sim-
plemente conexo. #

Muchos trabajos se han enfocado en ver cuando el conjunto de puntos fijos Fix(7)
es la imagen de una retraccién no expansiva. Entre ellos, uno de los primeros trabajos
mds importantes sobre el conjunto de puntos fijos es debido a R.E. Bruck (ver [Bru74]
o [KSO1, pags. 64-67]).

Definicion 1.16. Diremos que un subconjunto convexo, cerrado y acotado K de un
espacio de Banach tiene la propiedad hereditaria de punto fijo HFPP para funciones
no expansivas, si cada funcion no expansiva f : K — K tiene un punto fijo en cada
subconjunto de K no vacio, convexo, cerrado y acotado que es f-invariante.

Teorema 1.17. Supongamos que K es un subconjunto convexo, cerrado y acotado de
un espacio de Banach separable X, que K tiene la propiedad HFPP y seaT : K —» K
una funcion no expansiva. Entonces el conjunto de puntos fijos Fix(T) es no vacio y
existe una retraccion no expansiva de K en Fix(T).

Otro resultado interesante que se encuentra en [KSO01, pigs. 64-67] es el siguiente:

Teorema 1.18. Supongamos que K es un subconjunto convexo y débilmente compacto
de un espacio de Banach y que K tiene la propiedad HFPP. Sea T : K — K una funcion
no expansiva. Entonces el conjunto de puntos fijos Fix(T') es no vacio y es un retracto
no expansivo de K.
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Personas como J.B. Baillon [Bai88] y M.A. Khamsi [Kha96] también han trabajado
sobre este tema, sin embargo sus trabajos siguen enfocados en el estudio del conjunto
de puntos fijos de las funciones no expansivas.

Hasta este punto s6lo hemos mencionado la existencia de puntos fijos para fun-
ciones no expansivas, asi como los trabajos mds importantes acerca del conjunto de
sus puntos fijos. Uno puede preguntarse qué pasa en el caso general de las funciones
Lipschitz continuas. Resulta que el estudio de las funciones Lipschitz continuas con
constante de Lipschitz mayor que uno ha sido escasamente abordado ya que en 1943
Kakutani presentd el siguiente ejemplo de una funcién continua de la bola unitaria B
del espacio ¢, en si mismo, sin puntos fijos:

Ejemplo. Sea X = £, y B la bola unitaria en X (ver [GK90, pdg. 202]). Dado & > 0,
definamos T, : B — B por:

Te(x1,x2,...) = (e(1 = |IxI), x1, x2, . . ).
Se puede verificar que Fix(Tg) = 0 y que T tiene constante de Lipschitz (1 + 82)%.

En otras palabras, a pesar de que un espacio de Hilbert tiene mucha mds estructura
que un espacio de Banach en general, existen funciones con constante de Lipschitz
mayor que 1 y arbitrariamente cercana a 1 sin puntos fijos.

Por lo tanto, para garantizar la existencia de puntos fijos para tales funciones, es
necesario imponer mds condiciones al espacio o a las funciones mismas; en los casos
en que se han encontrado puntos fijos para funciones Lipschitz continuas, con constan-
te mayor que 1, no se dice casi nada o nada acerca del conjunto de puntos fijos. En
este trabajo nosotros daremos condiciones suficientes para garantizar la existencia de
retracciones en el conjunto de puntos fijos para este tipo de funciones.

Vamos ahora a hablar de un tipo especial de funciones, las llamadas n-periddicas:

Definicién 1.19. Una funcion T : C — C se dice que es n-periddica si la funcion T
compuesta consigo misma n veces nos da la identidad en C, esto es, T" = Id. Sin = 2,
entonces diremos que T es una involucion .

Dada una funcién T con constante de Lipschitz mayor que 1, en especial para es-
tas funciones n-periddicas, ha resultado ttil el encontrar otra funciéon F con Fix(T) =
Fix(F) de tal modo que la sucesion de iteraciones {F"x}, converja a un punto fijo de F,
porque asi se encuentran puntos fijos de 7. No se sabe si este proceso se puede reali-
zar siempre. En muchos de estos estudios no se garantiza la unicidad y de aqui surge
naturalmente la pregunta de cémo es el conjunto de puntos fijos.

En algunos casos muy concretos nosotros garantizaremos la existencia de retractos
en el conjunto de puntos fijos (varios ejemplos se verdn en el capitulo II). Asimismo,
daremos condiciones suficientes para que esto sea posible. Como en ocasiones existen
diferentes medios para hallar los puntos fijos, se verd que, a su vez, encontraremos
diferentes retractos para un mismo problema. Es por eso que al final de este capitulo
daremos un orden en cierta clase de retractos, y le daremos una aplicacién concreta.

Como ejemplo de funciones Lipschitz continuas con constante mayor que 1 y que
tienen algin punto fijo, consideraremos el siguiente teorema debido a K. Goebel y E.
Zlotkiewicz [GZ71].
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Teorema 1.20. Sean C un subconjunto no vacio, cerrado, convexo y acotado de un
espacio de Banach Xy T : C — C una involucion. Si T € Z(k) con k < 2 entonces
Fix(T) # 0.

Demostracion. Sean T : C — Cy C como en la hipétesis. Por la convexidad de C,
podemos definir, para cada x € C, Fx = %Tx Entonces podemos afirmar que:

IF(Fx) — Fa = ||M||

2“T(Fx) Zx N T(Fx;— Tx”

—(IIFx = Txl| + [|1Fx = xI)

»4;

= =|IFx - xl|.

\S]

De aqui, la sucesién {F"(x)} converge cuando % < 1. Se puede probar también que:

||F"+'"(x)—F"(x)||s(2) palantl

Si definimos Rx = lim F™(x), entonces la estimacion anterior nos da
nm—00

2 (k)
Rx—F"x| < ——|(=| D,
IRx — F"x|| < Tk ( )
donde D = diam(C) es el didmetro de C. Con esto, y dado que F € . (IT”‘), llegamos
a que Rx es un punto fijo de F. No es dificil ver que los conjuntos Fix(F) y Fix(T)
coinciden, asi, Fix(T) # @ cuando k < 2. #

Tomemos ahora x un punto fijo de F, tenemos que Rx = x, esto es, R restringido
al conjunto Fix(T") es la funcion identidad. Por lo tanto, R : C — Fix(F), y como
Fix(F) = Fix(T), entonces R : C — Fix(T'). Con la misma estimacién anterior, ya que
la estimacién de la convergencia de F™ a R no depende de x, vemos que la convergencia
es uniforme, por lo tanto R es continua. En resumen, existe una funcién R : C — Fix(T)
tal que es continua y restringida a Fix(T') es la identidad, es decir, Fix(7T') es un retracto
de C y en este caso Fix(T") es simplemente conexo.

Lo que podemos ahora preguntarnos es: ;qué tipo de retraccioén se puede hallar
sobre el conjunto Fix(7")?, es decir, si sabemos que existe una funcién continua R de C
en Fix(T), ;qué tipo de funcién continua es dicha funcién R?

1.3.1. Tipos de continuidad dependiendo de la convergencia

Para responder a la pregunta anterior, abordaremos la cuestién en términos mads
generales. Supongamos que tenemos una familia 75 : C — C de funciones continuas,
donde C es un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Banach y
s € [0, 00).
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Supongamos ahora que la familia 7y converge a cierta funcién R cuando s tiende
a infinito. Deseamos encontrar informacién sobre la continuidad de la funcién R; para
esto, lo primero que podemos hacer es valernos de la convergencia de la familia y del
tipo de continuidad que presentan las funciones 7'y, mediante la siguiente estimacion:

IRx = Ryll < ||IRx = Tyxl| + ITsx — Tyl + ||ITsy — Ryl|.

Supongamos adicionalmente que existe una funcién r tal que para cada x € C,
[IRx — Tsx|| < r(s) y con lim r(s) = 0. En particular, tenemos que las funciones T’
§—00

convergen uniformemente a R, por lo que R es continua. Por otra parte podemos definir:
Definicion 1.21. Dados T : C — C y h = 0, definimos el médulo de continuidad de T
como (T, h) = sup{||Tw—Tz|| : |lw—2z|l < h}. En particular se tiene que ||Tsx — Tyl <
(T, [lx = yl)).

Algunas propiedades que tiene el médulo de continuidad son las siguientes:

= Para cualquier funcion 7 : C — C, w(T,0) = 0.

s (T, h) como funcién de & es no decreciente.

= Para cualesquiera /1, k > 0, se tiene w(T, h + k) < (T, h) + (T, k).

Y ademds tenemos lo siguiente:

Proposicion 1.22. Si T : C — C es una funcion uniformemente continua entonces
w(T, h), como funcion de h, es una funcion continua.

Ahora daremos unas definiciones mas:

Definicion 1.23. Diremos que una funcion f : C — C es Holder continua de orden «
si para cada x,y € C se tiene que ||fx — fyll < Allx = y||% donde A>0y0 < a < 1.

a) Diremos que el médulo de continuidad w(7', ) es de Lipschitz si existe una cons-
tante A > 0 tal que w(T, h) < Ah. En este caso tenemos que para todo x,y € C:

ITx = Tyl < (T, [lx = yl) < Allx =y,

por lo tanto 7" es una funcién Lipschitz continua.

Inversamente, si T es k-Lipschitz continua, para cualesquiera x,y € C tales que
lx =yl <h
ITx = Tyll < kllx = yll < kh,

y asi, w(T, h) < kh, esto es, w(T, h) es de Lipschitz.

b) Diremos que w(7, h) es de Holder si existen A y a nlimeros no negativos con
0 < a < 1, tales que w(T, h) < Ah®. En este caso:

ITx = Tyl < (T, llx = yll) < Allx = yll*,

esto es, T es Holder continua.

Inversamente, si T es Holder continua, con ||Tx — Ty|| < Allx — y||%, tenemos
w(T, h) < Ah?,y por ende w(T, h) es de Holder.
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Volvamos al problema que nos ocupa. Sea I C [0, o). Supongamos que para cada
s € I se tiene que ||Tsx — Tyl < Ae®||lx — yl|, por lo que w(T,||x — y||) < Ae®||lx — V|
y supongamos también que ||Tsu — Rul| < r(s) = Be™*, donde A, B y 3 son niimeros
positivos y @ > 0. De la desigualdad del tridngulo y de la definicién del médulo de
continuidad se tiene

IRx = Ryll <lIRx — Tsx|| + |Tsx = Tsyll + 1Ty — Ryll

(1.3.1)
<2r(s) + (T, |lx = yll)

y se deduce
IRu — Rv|| < Allu — v||e®* + 2Be™P* = E(s).

Hay que notar que en el caso @ = 0, R resulta ser una funcién Lipschitz continua,
ya que, si de la desigualdad ||Tsx — Ty|| < Allx — y|| tomamos el limite cuando s tiende
a infinito nos queda:

[[Ru — Rv|| < Allu—vl. (1.3.2)

Veamos ahora qué pasa en el caso @ > 0. Para esto, supongamos de manera adi-
cional que el conjunto C est4 acotado.

. : In( 77225
Consideremos primeramente I = [0, 00). Sea sy = (2%;”)

, esto es, so cumple la
igualdad Alju — v|[e®® = 2Be™P%, entonces

E(s0) =2(2B)e™P%
a B B
=2(2B) "B A*F |lu — v||*+F,

por lo que se tiene
@ B B
IRu — Rv|| < 2(2B)*B A ||u — v||**B,

cuando 0 < |lu —v|| < 273. Ya que C estd acotado, podemos elegir B de tal manera que
se tenga siempre ||u — v|| < diam(C) < 273.

Por lo que tenemos que la funcién R es Holder continua.

Si evaluamos E en el punto s donde alcanza el minimo, se obtiene también una
funcién Holder continua de orden ﬁ% con constante diferente pero los cdlculos son
mas engorrosos.

Ahora supongamos que / = N. En este caso tenemos:
IRu — Rv|| < Allu — v||e®™ + 2Be™P" = E(n).

Como para u,v € C se da Allu — v|| < 2B, entonces podemos definir al nimero ny € N
como sigue:
no = min{n € N : Allu — v||e™ > 2Be "},

2B
In 7. =7)
a+f

Sisg = , entonces Allu — v||e®®® = 2Be™P%, por loque ng — 1 < sg < ng
iste 0 < 1 tal = No es dificil _ InGfge ™)
y existe 0 < rg < I tal que ng = so + ro. No es dificil ver que np = ——5——1y
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entonces tenemos:

E(ng) =Alju — v||e®™ + 2Be P10

<2A|lu — v|le*™®

B _a_ v
:2A a+ff (23) a+f e(l}"() ”u — v” a+f

ﬂ @ B
<2A*%E (2B) B e®||lu — v||**5,
de aqui, R es Holder continua, pues:
B _a B
||[Ru — Rv|| < 2A=% (2B)**#F % |lu — v||**5. (1.3.3)

Mediante un ejemplo debido a K. Goebel, podemos ver que el método anterior
inclusive puede dar la estimacién 6ptima para la continuidad de la funcién R.

Ejemplo 1.24. Definamos R(x) = +/x, para cada x > 0. Para cada k > 0 definamos la
funcion Ty por:

ﬁ + kx si x € [0, 3+22\F2]
Ti(x) = 30vs
. +
Vx si x € [#13%, 00),
para cada x > 0. Ver figura 1.1.
2_
'
1.5+ R -
- -
’ﬂ’
1+ . R
-
PR
osF /-7 T, =mm==--
o -
ysk
1 1 2 3 a
0.5F
_l_

Figura 1.1: Gréficas de las funciones Ry T

Para ver el tipo de continuidad de la funcion R, estimemos |R(x) — R(y)|.
Sean x,y € [0, 00), entonces:

IR(x) = RO = [Vx = Vil < ylx -,

basta tomar y = 0 para ver que la desigualdad es la mejor posible.
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Ahora usaremos la desigualdad (1.3.1) y minimizaremos con respecto a la variable

k. Primero notemos que para cada k > 0, la funcion R — Ty, es continua, y todavia mds,
3+42V2

es cero para todo x > =g5= = A(k). No es dificil ver que para todo x = 0:

1
|R(x) — Ti(x)| < T

Asi que la familia {Ty} converge a R uniformemente.
También podemos ver que la funcion Ty € ZL(k), esto es, para cada x,y > 0:

ITk(x) — Tk < klx = yl.
Entonces usando (1.3.1) con x + y:

RGO = RO)I < 77+ Klx =31 = a).

Minimizaremos la funcion a(k).

1 1
a'(k) = ——t+hx-y=0 & k=
4k 2+/lx =yl
Entonces:
1 lx -yl lx -yl
a(ko) = —— + kolx — yl = v + v = vlx -yl

4ky 2 2

por lo que:

IR(x) = RO < vlIx =yl

Esta segunda estimacion coincide con la primera, y la primera estimacion es la mejor
posible.

Por lo tanto, usaremos el esquema anterior para obtener informacion acerca de la
continuidad de la funcién R.

1.3.2. No unicidad de las retracciones

Ya hemos mencionado que cuando F C C es un retracto de C, las retracciones de C
en F no son Unicas en general. Sin embargo, hasta ahora no hemos dado ningiin ejemplo
en concreto.

Consideremos el espacio R X R con la norma ||(¢, x)|| = max{,|x|}. Sea ¢ =
{(z, V1) : t €0, 1]} c [0, 1] X [O, 1].

Sean R, Ry : [0,1] x [0, 1] — ¢ funciones continuas definidas por R(t, x) = (, V)
y Ro(t, x) = (x2, x) respectivamente. Notemos que ambas funciones restringidas al con-
junto ¢ resultan ser la funcién identidad. Por lo tanto, ambas funciones son retracciones
del conjunto [0, 1] x [0,1] a 4. Sin embargo, son funciones con distinto tipo de con-
tinuidad.

R es una funcién Holder continua pero no es Lipschitz, ya que [|R(¢, x) — R(s, y)|| <

[|(¢, x) — (s, y)|l, y la igualdad se da para s = y = x = 0. Sin embargo Ry es Lipschitz
continua con constante 2: ||[Ro(z, x) — Ro(s, )| < 2II(t, x) — (s, ).
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0.25

1 1
-0.25 0.25 0.5 0.75 1

-0.25+

Figura 1.2: Comportamiento de las funciones R y Ry

La retracciéon R manda a cada punto (¢, x) a aquel punto sobre ¢ cuya abscisa es f,
mientras que Ry manda a (7, x) al punto sobre ¢ cuya ordenada es x. Estas funciones se
pueden ver en la figura 1.2.

Vamos a ver que de hecho existe una familia infinita de retracciones y analizaremos
su comportamiento.

Sea # € (-7,0) y hagamos m = tan(6), por lo que m € (—oo, 0). Tomemos (19, xo) €
[0, 1]X[O0, 1]. Sea L,, 1a linea recta definida por Ly, (f) = xo+m(t—1tp), entonces definamos

Ri(to, x0) = (T, NT), (1.3.4)

donde

_ —2mxg + 2m>ty + 1 — /(2mxg — 2m2ty — 1)2 — 4m2(xp — mtg)>
= . -

2m

Asi, Ry, (1o, x0) es el punto donde se intersectan L,, y ¢.
Aunque la definicion de R,, parece complicada, la figura 1.3 la ilustra graficamente.
No es dificil ver que R,, es una retraccion del conjunto [0, 1] x [0,1] en 4. De
hecho, veremos que R,, es una funcién Lipschitz continua. La idea principal de la prue-
ba es factorizar R,, como composicién de dos funciones, y asi obtendremos el tipo de
continuidad de la funcién R,,,.

Lema 1.25. Dados zp,z; € [0, 1] X [0, 1] se tiene que

,1 - M} llz1 — zoll-

1
IRn(z1) — Rin(zo)ll < max< 1+
1-2m
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-0.25

-0.25+

Figura 1.3: Comportamiento de la funcién R,,

Demostracion. Dividiremos la demostracion en dos partes.
= Partei

Sea Z = {(t,1) : t € [0, 1]}. En esta primera parte demostraremos que R,, restringida
a 7 es una funcion Lipschitz continua.

Para ser mas preciso, dados #y,#; € [0, 1] se tiene que ||R,(1,11) — Ry (to, to)l| <
max{1 + =5, 1 = m}ll(t1, 11) — (10, 10)-

Sin perder generalidad, supongamos que #; > fy. Definamos a las funciones F'y H

como siguen:
1 1 1 t 1
Ft)=——=+t{l——|-1|—+—[1-—
@ 2m? ( m) \/4m4 mz( m)

Por definicion de R,, tenemos que R, (¢, ) = (F(¢), H(?)).

Se puede ver que las funciones F' y H son crecientes en el intervalo [0, 1] (ambas
tienen derivada positiva, pues m < 0).

Por lo tanto

IR (21, 11) — Riu(to, to)ll = max{F(t) — F(to), H(t)) — H(t)}.
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Caso (1)
F)-Fa) 1 ar (=)
" (- L) i (1- 1)
o wli=q)
"D
=1+ ! .
1-2m

Esta estimacidn es la mejor posible, pues

F(Q) - F(x 1
fim D=0y :
fo—1 1 -1 1-2m

Caso ()

Hop—Hay _ Naw i (1= 3) - oz 0(-3)

f — 1 f — 1
_1
— m
1 1 1 1
1
-5
o [
4m?
1
_1-5
-1
Im|
=1-m

También esta estimacion es la mejor posible, porque

o H) -~ HO) _
m-———- =

1 -
11—0 tl _0

Por lo tanto, concluimos que:

IRm(1, 1) — Rin(t0, 10)ll < max 1 +
1-2m

,1 - m} (21, 1) = (20, o)l

= Parte ii

En esta segunda parte daremos una factorizacién de R, a través de la diagonal.
Definamos Q,, : [0,1] x [0, 1] — Z por:

On(t, ) = (

x—mt x—mt)
1-m’ 1-m
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Entonces R, = R;;|9 © O 'y O €S no expansiva.

Notemos que Q,, manda un punto dado (z, x) al punto del conjunto & dado por la
interseccion de Z con la linea recta que pasa por (¢, x) y tiene pendiente m. Llamemos
a esta recta L,. Veremos que si dos puntos (¢, x1), (f2, xo) pertenecen a la recta L,
entonces R, (11, x1) = R, (t2, x2).

Supongamos primero que el punto (¢1, x;) estd en la recta L,, entonces se tiene
m = ’;::;‘, o equivalentemente x; — mt; = x — mt. En consecuencia también se tiene
—2mx; + 2m?t; = —2mx + 2m?t. Por la definicién de R,,, tenemos que Ry, (t1,x1) =
R,,(t, x). Por lo tanto, si (#;, xp) se encuentra también en la recta L,,, el valor de R,, en
ese punto coincide con el del punto (71, x1).

Como (t,x) y Ou(t, x) pertenecen a la recta L,,, se tiene entonces que R, (t,x) =
Rl 2(Om(t, X)).

Ahora probemos que Q,, es no expansiva. Sean (t, x1), (f2, x) € [0, 1] x [0, 1].
Entonces:

Xy — miy X1 — mty
1Qm(t2, x2) = Op(t1, x1)Il = -
1-m 1-m
e =xr =m(t — 1)

1-m

Sea M = max{|t; — t1], |x2 — x1|}. Tenemos dos casos:

Caso(a) M = |, — 1|.

lx2 — x1] + |mlltp —fll) 12 — 1]

1Qm(t2, x2) = Om(t1, x| < (

ltr — 1] I-m
lx2 — x1] |tr — 1]
= -m
|t — 11] I1-m
—m
< ——ln -1l
=M.

Caso (b) M = |x; — x;|. Andlogamente:

IA

1Qm(t2, x2) — Om(t1, x1)l|

|x2 — x1| + |mllt2 —tll) | — x1]

( |2 — x1] I-m

3 1+Imlltz—lll lxo — x1]
lxo—x1| )] 1-m
1-m
< lx2 — x1]
1-m
=M.

De ambos casos, concluimos que @), €s no expansiva.
Finalmente veamos que R,, es Lipschitz continua.
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Sean zo = (fo, x0), 21 = (t1,x1) € [0, 1] X [0, 1]. De lo anterior se desprende:

IRm(z1) = Rn(zo)Il = IRm(Qm(z1)) = Rin(Qm(z0))l
1= m} 1Qm(z1) = Qm(zo)ll

<max{1l+ !
1-2m

1
< 1 —_— 1 — — S
rnax{ + ) m}”Zl 2ol

por lo que, R,, es Lipschitz continua. #

Notemos que la funcién 1 + ﬁ, como funcién de m es creciente y que 1 — m es
decreciente; ambas consideradas en el intervalo (—oo, 0]. Las funciones se cortan en el
punto m = —%, la constante de Lipschitz mds pequeiia la posee R_1, y cuyo valor es %,

2
esto es:

3
IR_1(21) = R_1 @o)ll < S Izt = zoll,

para cualesquier zo,z; € [0, 1] x [0, 1].

1.3.3. Un orden en el tipo de continuidad de las retracciones

En esta dltima parte del primer capitulo daremos un orden (no total) en el conjunto
de retracciones, donde el orden estard dado por su comportamiento cerca de cero, es
decir, por la forma en que la retraccioén R “hace converger” a cero a ||[Rx — Ry|| cuando
[lx — y|| converge a cero.

Definicion 1.26. Sea X un espacio de Banach y C C X. Supongamos que F C C es un
retracto de C y que Q y R son dos retracciones diferentes. Diremos que Q < R si existe
0 > 0 tal que para todo h < 6:

w(Q, h) < w(R, h).

Es decir, Q < R cuando ||Qx — Qy|| converge a cero “mads rapido” que ||[Rx — Ry||,
cuando ||x — y|| tiende a cero.
Tenemos entonces la siguientes observaciones:

Observacion 1.27. Sean Q,R : C — C dos retracciones a un subconjunto de C:

= Supongamos que w(Q,h) = Ah 'y w(R,h) = Bh, entonces se tiene: Q < R siy
solamente si A < B. Es decir, de dos retracciones Lipschitz continuas la que tiene
la menor constante es la menor.

» Supongamos que Q y R son tales que w(Q,h) = Ah'y w(R,h) = BW’, con A, B
positivos y 0 < 8 < 1. En este caso si h < (g)ﬁ, w(Q,h) < w(R,h)y Q es menor
que R. Esto es, de una retraccion Lipschitz continua y otra Holder continua, la
menor serd la Lipschitz continua.
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Con este orden, en el ejemplo (1.3.4) la retraccién menor es R_ 1,68 decir

R_%(l‘(),X())= 2x0+1tg+2—2+2x0 + 1+ 1, \/2X0+l‘0+2—2\/2)q)+l‘0+1),

y la constante de Lipschitz vale %

Ahora sea F C C un subconjunto cerrado de C, con C un subconjunto no vacio,
cerrado, convexo y acotado. Sean T, U, : C — C sucesiones de funciones que conver-
gen uniformemente a Q : C — FyaR : C — F respectivamente, donde Q y R son
retracciones de C en F. Supongamos ademads que

WO(Tp, h) = A1e®™h,  w(Up, h) = Are™h

y
1Qx = Tl < Bie™", [|Rx = Upal| < Boe ™",
para todo x € C, donde A;, @;, B;, 8; son nlimeros positivos que cumplen diam(C) < ZA—BII
y diam(C) < ZA—B;.

Tenemos la siguiente proposicion:
Proposicion 1.28. Sean T,,U,, Q y R como antes. Si z—l' < ;—j entonces Q es menor
que R.

Demostracion. Por las hipétesis y desigualdad del tridngulo (como se hizo en (1.3.1))
tenemos que:

1Qx — QY| < 2B1eP" + A1 ||x -y

IRx — Ry|| < 2Bre ™" + Are™"||x — vl

Por lo tanto, se cumplen todas las condiciones necesarias para afirmar como en (1.3.3),
que existen K; y K, nimeros positivos tales que para todo x,y € C

B
10x — Oyl <Killx — y[[Fr+
y
B
IRx — Ry|| <Ka||x — yl|F2+2,

asi que:
A1
Killx = y||Fi+a K Bl _ By
lim Kby g = lim o hP R = 0,
x=y||—0 L2 0
P Kl -yl ’
B B iy edlo of &2 s @
> = >t
pues 7o > 75 Siy sélo si 7R #

Para finalizar este capitulo, daremos una aplicacién de la proposicién anterior.
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Ejemplo 1.29. Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto no vacio, cerrado,
convexo y acotado de X. Sea T : C — C una involucion, esto es, T2 = Id.

Si T es k-Lipschitz continua con k cercana a 1, entonces Fix(T) es no vacio. Lo
que vamos ahora a hacer es comparar dos retracciones del conjunto C a Fix(T). Las
retracciones provienen de dos demostraciones distintas, en cada una de ellas se ve que
Fix(T) # 0.

La primera como ya vimos, en 1971 K. Goebel y E. Zlotkiewicz ([GZ71]) de-
mostraron que una involucion T : C — C tiene punto fijo si T € L)y k < 2.
Tomemos 1 < k < 2. Si para esta T definimos u(x) = “2“ para x € C, entonces u"(x)

converge a un punto fijo de T. Sea Qx = lim u"(x), podemos ver que Q es una retrac-
n—oo

cion de C en Fix(T). Notemos que por lozs cdlculos que se realizaron en el teorema 1.20,
ue .,2”(17”‘) yI[10x —u"(x)|| < %e‘” () donde D = diam(C). Entonces tenemos que

para cada n € N:
+ 2D
1Qx = Oyl < " e -y + 25— D
Ademds se cumple la condicion diam(C) = D < 2227Dk. Por lo tanto, la conclusion

de (1.3.3) muestra que:

1+k
(™) (%)

() +n(2) —
10x — Oyl < 2(24—Dk)1 B (1T+k) llx _y”ln(lz—"mn(%)'

Definamos 1(Q) = ]?15(12?;).

Por otra parte, como un caso particular del desarrollo hecho en el Teorema 17.2 de

—a)? .
[GK90, pdgs. 179-180], se puede ver que si ]i(—](ﬂak)Z < 1, para a < %, entonces T tiene
punto fijoy si x € C, Ryx = lim Fx es una retraccion, donde F,x es la iinica solucion
n—oo
de la ecuacion

y=0-a)x+aly.

Usando los cdlculos que se encuentran en la misma referencia se puede demostrar que

Rox—Rovll < [222) 2D (k(1-a))"
Rqx = Rayll < 1-ak lbe =i+ 1— k(-2 \ 1 = q2k2 | °
1-a2k?
1 - . . 3 -
Definamos I(R,) = r(l(ll‘z”,;). Esto tiene sentido solamente para by = *=YkYkok+1 %k;fkkz“ <
In{ =%
k(1-a)2
a< \/%k—;/f,j{ﬁ = by y para k < % < 2. Notemos que también estamos tomando
a<b< %

Vamos a comparar ambas retracciones para k en el intervalo (1, \/52” ). Para esto,

tenemos que comparar 1(Q) con I(Ry):

1-a 1+k 1 1= Y1n(2) -1 1-0?k? 1 1+k
s v M) ) i i
ln(k(l—a)z) ln(;) ln(k(l—a)Z)ln(E)
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Definamos H como:

l-a 2 1 — a?k? 1+k
H(a) =ln(1 —ak)ln(%)_ln(k(l _a)z)ln( 5 )

Entonces, si H(a) > 0 para todo «, la primera retraccion serd mejor que R, y si
H(ap) < 0 para algin a1 € (by, by), entonces R,, serd menor que Q.

Para ver cudndo se dan estos casos, analicemos a la funcion H, calculando primero
su derivada. Vemos que H' estd dada por:

k-1 1(2)_ 2(1 — ak?) . k+1
A=) -ak) k]~ 0 =)l = a2k n( 2 )

H () =

H'(a) = 0 cuando

2)_ 2(1 — ak?) 1n(1<+ 1)

—DInlZ)=
& )n(k 1+ ak 2

y ya que el lado izquierdo es positivo, necesitamos que 1 — ak® > 0, esto es @ < klz Por

lo tanto
2In(3) - (k- 1) In(3)

0 k(2kIn(h) + (k- 1) In(3))

asi, tenemos también que oy < % Ademads se puede ver, de manera numérica, que
by < ag < by cuando k < 1.518.

En este caso, H tiene un minimo en «.

También puede verse numéricamente que si k < 1.086363134, entonces H(ag) < 0O
en este caso, Ry, es menor que Q. Por otro lado, si 1.086363136 < k <1.518 entonces
H(ag) > 0, y por lo tanto H(a) > H(ag) > 0 para todo by < a < by, concluimos que
en este liltimo caso Q es menor que Ry,.

resuelve la ecuacion H' (@) = 0. Se puede calcular de manera directa que oy <



Capitulo 2

Funciones (a, n)-rotativas en
espacios de Hilbert

Como vimos en el teorema 1.20, si una funcién 2-peridédica T definida en un es-
pacio de Banach es Lipschitz continua con constante menor que 2, entonces se puede
garantizar la existencia de un punto fijo para 7.

En principio una involucién puede no ser continua; por ejemplo, si 7 : [0, 00) —
[0,00) estadadapor T(0) =1, T(1) =0y T(x) = i si x # 0,1, entonces T claramente
no es continua, 72 = Id y Fix(T) = 0.

Por lo tanto, para garantizar la existencia de puntos fijos para las involuciones, es
conveniente pedirles que sean continuas. M. Koter [Kot86] pregunté: ;Sera suficiente
pedir que 7" sea uniformemente continua? Esta pregunta sigue sin responderse, atin en
el caso en que T sea Lipschitz continua.

Sin embargo en 1992 K. Goebel y J. Wosko construyeron una funcién localmente
Lipschitz T : X — X, donde X un espacio no reflexivo y Fix(T) = 0, ver [GW92]
6 [Goe02, pags. 77-78].

Consideraremos en este capitulo involuciones que son Lipschitz continuas. Como
ya dijimos si T € Z(k) y k < 2, [Goe02, pag 76] entonces Fix(T) # 0. A este respecto
surge la siguiente pregunta. ;Existe una cota uniforme %" tal que para todo espacio
de Banach X, C un subconjunto no vacio, convexo y cerradode X,y T : C — C una
involucion con T € Z(k), 1a condicién k < % implica la existencia de puntos fijos?

Hasta la fecha no se sabe de ningiin ejemplo de una involucién Lipschitz continua
sin puntos fijos, por lo que cabe la posibilidad de que la cota uniforme sea infinita.
Incluso no se sabe mucho, aiin cuando nos restringimos a los espacios de Hilbert.

La primera parte de este capitulo estard enfocada a estudiar las involuciones, ha-
ciendo un recuento sobre los trabajos realizados y planteando el problema de encontrar
la cota uniforme %" en espacios vectoriales topoldgicos metrizables.

Estudiaremos también las funciones llamadas (a, n)-rotativas, que generalizan a las
periddicas y veremos que en muchos casos donde se ha garantizado la existencia de
puntos fijos existe un retracto Holder continuo.

Finalmente, usando modificaciones a los trabajos de autores como M. Koter 6 J.
Gornicki y K. Pupka, mejoraremos ciertas estimaciones de las constantes de Lipschitz

29
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para garantizar la existencia de puntos fijos para funciones (0, n)-rotativas en los es-
pacios de Hilbert. Pondremos especial atencién en las funciones 3 y 4 periddicas en
espacios de Hilbert.

Cabe mencionar que, ademds del estudio de las funciones Lipschitz continuas, tam-
bién se estudiardn las funciones uniformemente Lipschitz continuas. En la mayoria de
estos trabajos los puntos fijos se encuentran mediante iteraciones; usaremos lo estudia-
do en el capitulo anterior para garantizar la existencia de retractos en ciertos casos.

Primero daremos la siguiente definicién:

Definicion 2.1. Sea X un espacio métrico completoy T : X — X. Diremos que {x,} C X
es una sucesion aproximativa de T si

lim d(x,, Tx,) = 0.

n—oo

El siguiente lema garantiza la existencia de puntos fijos cuando existe una sucesion
aproximativa.

Lema 2.2. Sea X un espacio métrico completo, T : X — X continua. Si existe {u,} C X
una sucesion aproximativa y de Cauchy, entonces z = lim u, es un punto fijo de T.
n—o00

Demostracion. Basta ver lo siguiente:
d(Tz,z) <d(Tz, Tu,) + d(Tu,,u,) + d(u,, z).
Por lo tanto Tz = z. #

Demostraremos el siguiente corolario que es semejante al lema 1 de Gérnicki de
[GPO5].

(o9

Corolario 2.3. Sea X como arriba. Si existen 0 <A <1, B> 0y {u,},_, C X tales que
paran > 1:
d(Tuy, uy) < Ad(Tup—1, up—1) (2.0.1)

d(up, up-1) < Bd(Tuy—1,up-1)

entonces z = lim u, es un punto fijo de T.
n—oo

Demostracion. Veamos que:

m
d(Upm, Un) < d(Unsi, Unsi-1)
i=1

m
< B ) d(Tuuti-1,Un+i-1)
p

m
< BZA"”—1 d(Tug, uo)

i=1
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m
= BA" d(T o, uo) Z Al
i=1

1-A"
= BA" d(Tu(), uo) (2'0'2)
1-A
1
< BAnm d(TM(), I/t()).

Por lo tanto {u,} es de Cauchy, ademas por (2.0.1) también es una sucesién aproximati-
va, y el resultado se sigue del lema anterior. #

Ahora nosotros daremos condiciones para tener retracciones sobre el conjunto de
puntos fijos:

Corolario 2.4. Sea X como antes y T : X — X una funcion continua. Supongamos que
existenu : X - X,0< A <1y B> 0tales que para todo x € X:

(V)
d(Tu(x), u(x)) < Ad(Tx, x)

()
d(u(x), x) < Bd(T x, x),

Entonces Fix(T) # 0.

Ademds si R es la funcion definida por R(x) = '}LI?O u'(x) y u es continua, entonces
R es una retraccion de X a Fix(T).

Supongamos ahora que u € £ (k):

(a) Sik < 1entonces T tiene un uinico punto fijo.
(b) Sik =1 entonces R es no expansiva.

(c) Sik>1y D = diam(X) < oo entonces R es una retraccion Holder continua de
X en Fix(T).

Demostracion. Sea x € X cualquiera.

La sucesion {u"(x)},’, cumple las condiciones del lema anterior, donde u0(x) = x,
asi que u"*(x) converge a un punto fijo de 7.

Se tiene que Fix(u) = Fix(T'), pues si x € Fix(u), entonces tenemos que u"(x) = x es
un punto fijo de T, por otro lado, si x € Fix(T'), entonces por la condicién (II), tenemos
que x € Fix(u).

Por lo tanto si x es punto fijo de T, Rx = x; entonces para ver que R es un retracto,
sélo falta probar que R es continua.

Tomemos el conjunto £y, = {x € X : d(x, Tx) < L}; entonces se tiene que X = U E}.
Demostraremos que R es continua en Ey, para todo L > 0.

Sea L > 0y x € Ey cualquiera, entonces d(x, 7Tx) < Ly de (2.0.2) tenemos:
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n n
lBj\A d(Tx,x) < ?ﬁAA.
La dltima desigualdad no depende de x, y como A < 1, u" converge uniformemente
a Ren Ey, por lo que R es continua en E; y consecuentemente en X. Asi, R es una
retraccion de X sobre Fix(T).

(a) Si £k < 1 entonces u es una contraccién y tiene un tnico punto fijo. Como
Fix(u) = Fix(T), también T tiene un Unico punto fijo.

(b) Ya que u es no expansiva:

d(R(x), 1" (x)) <

d(Rx,Ry) = d(lim u"(x), lim «"(y)) = lim d(«"(x), u"(y)) < lim d(x,y) = d(x, y).
n—-o0 n—-oo n—00 n—00
(¢) Si k > 1, para poder concluir como en (1.3.3), necesitamos d(x, y) < %; esto es
cierto si consideramos, sin perder generalidad, que B > 1, porque d(x, y) < D < 2BD <
%. Entonces concluimos que R es una retraccion Holder continua de X a Fix(7'):

k

_In( In(4)
2DB ) In(k)+In(k 4

d(Rx,Ry) <2 (1— : k d(x, y) oo

Tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.5. Si existe u como en el corolario 2.4 tal que u" es continua para alguna

N entonces R = lim u" es una retraccion de X en Fix(T). Supongamos adicionalmente
n—oo

que uN € Lk). Si k < 1, entonces T tiene un tinico punto fijo; si k = 1 entonces R es
no expansiva. Si D = diam(X) < oo y si k > 1, entonces R es Holder continua.

Demostracion. Notemos que R = lim u* = lim u™", y estd bien definida pues por el

n—oo n—oo

lema anterior dicho limite existe. Notemos también lo siguiente:
d(Tu (x), (%) < AdTu" 1 (x), ¥ '(x) < ... < AN d(Tx, %),

y por (2.0.2)
N

du™(x),x) < B T2

d(T x, x).

ComoAN < 1y B% > (, entonces la conclusion se sigue de ambas desigualdades
junto con el corolario 2.4. #

2.1. Involuciones

En esta seccién daremos un resultado sobre involuciones definidas en espacios vec-
toriales topoldgicos metrizables.
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Proposicion 2.6. Sean Z un espacio vectorial topoldgico metrizable, con métrica d
y X un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de Z. Supongamos que la métrica
d es invariante bajo translaciones y que para algiin ¢ > 0, d(%, %) < cd(x,y) para
cualesquiera x,y € X. Sea T : X — X una involucion, con T € L(k). Si 2kc* < 1
entonces Fix(T) # 0; mds aun, si k < % — 1 entonces T tiene un tinico punto fijo, si
k = % — 1 entonces Fix(T) es un retracto no expansivo de X y si k > % — 1 entonces
Fix(T) es un retracto Holder continuo de X.

Demostracion. Definamos la funcién u : X — X como u(x) = x+Tx

entonces:

, para cada x € X,

d(Tu(x), u(x)) = d{Tu(x),

d
4 ( Tu(x) Tu(x) )
<o

2 2
X Tx Tu(x)
o) -

2

X Tx Tu(x)
o(503) (5 75)

c(d(Tu(x), T*x) + d(T x, Tu(x)))
< ck(d(u(x), Tx) + d(x, u(x)))

ck(d(x +2Tx,Tx) N d(x, X+ Tx))

2
x Tx x Tx
k(a(5.5)+a(57))

< 2c%kd(x, Tx).

IA

A

Notemos que d(u(x), x) = d(£, 3) < cd(x, Tx).
Ast, por el corolario 2.4, si 2c2k < 1 entonces Fix(T) # 0.
Notemos también lo siguiente:

T T
Ao, uy) =d (22 22

<cd(x+Tx,y+Ty)
=cd(x-y,Ty—-Tx)
<cd(x-=y,0) +c¢d(0,Ty - Tx)
=cd(x,y) +cd(Tx,Ty)

<c(1 + k)d(x,y).

Entonces u € Z(c(1 + k)), por lo que T tiene un tnico punto fijo cuando k < % -1
y Fix(T) es un retracto no expansivo (Holder continuo) de X cuando k = % — 1 (cuando
k> % — 1, respectivamente). #
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Como corolario obtenemos el teorema 1.20 de Goebel y Zlotkiewicz: como un es-
pacio de Banach cumple con las condiciones de la proposicién anterior, con ¢ = %
entonces cuando k < 1, T tiene un unico punto fijo; cuando k = 1, Fix(T) # 0 y Fix(T)
es un retracto no expansivo de X. Finalmente, cuando 1 < k < 2 se tiene que Fix(T') # 0
y Fix(T') es un retracto Holder continuo de X.

Como aplicacion de la anterior proposicion tenemos el siguiente ejemplo. Es sabido
que los espacios €7 y LP(u), con 0 < p < 1 son espacios métricos completos, con
métricas d(x,y) = >, |x; — yilP y d(x,y) = f |x — y|Pdu respectivamente, donde u es una
medida positiva, y estos espacios no son espacios normados. En estos casos tenemos:
d(z, %) = % d(x,y); por lo tanto, si T es una involucién definida en un subconjunto
X c {P 6 X c LP como en la anterior proposicion, la condicién 22,% < 1, es decir
k < 22P=! implica Fix(T) # 0.

Notemos que la desigualdad 2?7~! > 1 se da para p > %, y se da la igualdad para
p=%.Asimismo,%—1=2”—1< 1l parap < 1.

Asi,si0 < p < %, la condicién que implica la existencia de puntos fijos es k < 22771,
con 2?7~ < 1, por lo que no mejora la condicién k < 1 dada por el Principio de
Contraccién de Banach.

Para p = % la condicién que implica la existencia de puntos fijos es k < 1, que ya
estd dada por el Principio de Contraccién de Banach.

Para % < p < 1, se tiene que: si k < 1 entonces T tiene un Unico punto fijo, si
1 < k < 27!, entonces Fix(T) es no vacio y es un retracto Holder continuo de X.
Esto es porque el corolario asegura la existencia de un retracto Holder continuo para
k> % — 1y en este caso tenemos que % -1<1

Veremos ahora la relacién que hay entre los puntos fijos de las involuciones y la
convexidad de los espacios de Banach.

Definicion 2.7. Diremos que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si
para cada € € [0, 2) existe § > 0 tal que la siguiente implicacion es cierta:

llxll < 1 .
X
yll < 1 - ||Ty|| <1-6 2.1.1)
lx =yl =€
Es fécil ver que si un espacio de Banach es uniformemente convexo entonces es
estrictamente convexo (ver definicién al principio del capitulo I). La implicacion inversa

no es cierta (ver Ejemplo 5.1 de [GK90, pags. 51-52]).

Definicion 2.8. El médulo de convexidad de un espacio de Banach X es la funcion
ox : [0,2] — [0, 1] definida por

ox(@) = inf {1 = |52 Il < 1Ibll < 1.l =51l > e

Hay que notar que dx(€) es el 6 mas grande que hace valida la implicacién (2.1.1).
Una formulacién equivalente para ¢ (omitiremos el subindice X cuando en el contexto
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sea claro el espacio donde estamos trabajando) y que nos serd ttil es la siguiente. Para
x,y,p€X,R>0yre[0,2R],

lx—pll <R .

X+y r
ly—pll <R :Hp——E—”S(Lﬂ%E»R
lx =yl = r

Definicion 2.9. Definimos el coeficiente de convexidad de un espacio de Banach X
como el niimero:
€ = €9(X) = sup{e > 0: d(e) = 0}.

Por definicidn, 6(e) como funcién de € es una funcién no decreciente, pero de hecho
se tiene lo siguiente (ver por ejemplo el Lema 5.1 de [GK90, pag. 54]):

Lema. Sea X un espacio de Banach con modulo de convexidad 6 y coeficiente de con-
vexidad €y. Entonces 6 es continuo en [0,?2) y estrictamente creciente en [ €y, 2].

En la misma referencia podemos encontrar el siguiente lema:
Lema. Un espacio de Banach X es estrictamente convexo si 'y solo si 6(2) = 1.

Un espacio de Hilbert es uniformemente convexo, y de hecho, usando la identidad
del paralelogramo se tiene que, si H es un espacio de Hilbert, entonces

2
5ma:u4h—%.

Clarkson [Cla36] en 1936 probd que todos los espacios LP = LP(u) paral < p < oo
son uniformemente convexos y en 1956 Hanner [Han56] probd que si p > 2:

Sip(e) =1 - i/l—(g)p

ysil < p < 2, entonces d7r(€) = d(e) estd determinada de forma implicita por la
féormula:

@—a@+§f+b—a@—§r=z

Volvamos ahora a las involuciones. Supongamos que 7' : C — C es una involucidn,
T € Z(k), donde C es un subconjunto no vacio, convexo y cerrado no necesariamente
acotado de un espacio de Banach. Definamos u(x) = %Tx Se puede ver que, si x € C,
entonces: ||Tu(x) — Tx|| < ’%llx = Tx|l, ITu(x) — x|| < ’%llx — Tx|, lo cual implica que:

2\\ k
[[(x) = Tu(x)|| < (1 —0x (z)) EHX - Tx|. (2.1.2)

Con esto tenemos la siguiente proposicion, (ver [Goe02, pag. 76]) y nosotros dare-
mos condiciones para la existencia de retractos sobre el conjunto de puntos fijos:
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Proposicion 2.10. Sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio
de Banach X, T : C — C una involucion k-Lipschitz continua, tal que cumple la

condicion:
1-6 21\ <1
(%13 ;

entonces Fix(T) # 0 y es un retracto de C. Si C estd acotado tenemos lo siguiente: si
k = 1 entonces Fix(T) es un retracto no expansivo de C; si k > 1 entonces Fix(T) es un
retracto Holder continuo de C.

Demostracion. Por las hip6tesis dadas, la conclusién se sigue del corolario 2.4. #

Dados x,y € C, por [x, y] denotaremos el segmento de x a y, esto es: [x,y] = {1x +
(1-2y: 1€[0,1]}.

Lo que nosotros establecemos en el siguiente corolario es que las involuciones no
expansivas en espacios estrictamente convexos, deben ser isometrias 7 tales que 7T'x es
la reflexién de x bajo un punto del conjunto Fix(T).

Corolario 2.11. Sea T : C — C una involucion no expansiva, donde C es un sub-
conjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Banach estrictamente convexo.
Entonces T es una isometria con Fix(T) # 0. Ademds para caday € C, dist(y, Fix(T)) =
dist(Ty, Fix(T)), [y, Ty] N Fix(T) = “% entonces u(x) = %Tx es una retraccion de C
en Fix(T).

Demostracion. Supongamos que 7' : C — C es una involucion no expansiva, donde C
es un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio estrictamente convexo X.
Entonces T debe ser una isometria. En efecto, si existieran x, y tales que [|Tx — Ty|| <
llx — yl| entonces se tendria que ||Tx — Ty|| < |[T?x — T?y|| < ||Tx — Tyl|, lo cual es
imposible.

Definamos la funcién u : C — C como u(x) = x+2Tx. Ya que X es estrictamente
convexo, 0x(2) = 1, ycomo T : C — C es no expansivo, entonces la desigualdad
(2.1.2) nos dice que u(x) es punto fijo para cada x € C.

Como vimos en el lema 1.4, el conjunto de puntos fijos de una funcién no expansiva
en un espacio estrictamente convexo es un conjunto convexo. En este caso, tenemos que
la retraccién no expansiva que nos da el corolario 2.4 coincide con u, es decir, u : C —
Fix(T) es una retraccién no expansiva, con Fix(T) C C convexo. Tomemos xy € Fix(T)
y y € C cualquiera, por ser T una isometria, ||xo — y|| = ||Txo — Ty|l = |lxo — Tll, de
aqui, dist(y, Fix(T)) = dist(Ty, Fix(T)).

Soélo falta ver que [y, Ty]NFix(T) = H# paracaday € C. Siy € Fix(T), entonces la
conclusién es clara. Supongamos que y ¢ Fix(T), y que xo = Aoy + (1 — A9)Ty € Fix(T)
para algtin g # %, entonces |ly — xoll = (1 — Ap)lly — Tyl # Aolly — Tyll = ITy — xoll, lo
cual no es cierto pues xg € Fix(T'), entonces Ay = % #

No se sabe si existe una involucién Lipschitz continua sin puntos fijos. Este pro-
blema se encuentra relacionado con la clasificacion uniforme de esferas (ver [BLOO]).
Se sabe que en un espacio de Banach de dimension infinita, la bola unitaria B es ho-
meomorfa a la esfera unitaria S. La pregunta es : ;Existe un homeomorfismo H de B
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en S tal que H'y H™! sean Lipschitz continuas? Esta es una pregunta que sigue abier-
ta. Supongamos que la respuesta es afirmativa, entonces si definimos 7 : B — B como
Tx = (H 'o—IdoH)(x), tendriamos una involucién Lipschitz continua y con Fix(T) = 0
(ver [GTO04]).

2.2. Funciones (a, n)-rotativas

Supongamos que tenemos una funcién 7 : C — C no expansiva. Entonces tenemos

que:
n—1

X — X[ = 'x— . X|| & nl|lx — 1 X||.
lx = T"xl < Y |T'x = T™ x| < nllx — Txl|
i=0

Esta observacion lleva a la siguiente definicién ([Goe02, pag. 78]):

Definicion 2.12. Una funcion T : C — C se dice que es (a,n)-rotativa si existe una
constante 0 < a < n tal que para todo x € C:

llx = T"x|| < allx — Tx|l.
Si T es (a, n)-rotativa para algiin n'y alguna a < n, diremos que T es rotativa.

Vemos que las funciones n-periddicas son las funciones (0, n)-rotativas. Las fun-
ciones (a,n)-rotativas fueron inicialmente estudiadas por K. Goebel y M. Koter en
[GK81b].

Hay que notar que en el concepto de (a, n)-rotativo no estamos pidiendo que la
funcién sea no expansiva. La condicién de que una funcién no expansiva sea (a, n)-
rotativa es una condicién fuerte, como se puede ver en el siguiente teorema (ver [GK90,
pag. 177] 6 [GK81a, GK81b]):

Teorema. Si C es un subconjunto no vacio, cerrado 'y convexo de un espacio de Banach,
entonces cualquier funcion rotativa y no expansiva T : C — C tiene punto fijo. Ademds,
el conjunto de puntos fijos Fix(T') es un retracto no expansivo de C.

Por esto es un problema interesante estudiar las funciones (a, n)-rotativas y que son
k-Lipschitz con k > 1. A este respecto, vamos a introducir una nueva constante:

Definicion 2.13. Sea X un espacio de Banach. Para cualquiern € Ny 0 < a < n
definimos:

yf(a) =inflk:ACc X, T:C > C, T € Zk),Fix(T) = 0, T (a,n) — rotativo},
donde C es un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de X.
Entonces tenemos el siguiente resultado [GK90, pags. 179-180]:

Teorema. Sea X un espacio de Banach cualquiera. Entonces para cualesquiera 0 <
a < n se tiene que yX(a) > 1.
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Demostracion. Daremos un esbozo de la demostracién, la prueba completa puede ha-
llarse en [GK90]. Sea T : C — C una funcién k-Lipschitz continua y (a, n)-rotativa,
con C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Banach X; de-
finamos F, para 0 < a < % como sigue: para cualquier x € C, sea F,(x) el tnico
punto fijo de la funcion contractiva G, : C — C, definida para cada y € C como
Ga,x(Y) = (I -a)x+aT(y).

Notemos que Fix(F,) = Fix(T). También se puede ver que F, € .& (

-
1-ka

), con

l-a 4 .
1oie > |, ademas, para cada x € C:

IF2x = Foxll < gla, K)||Fox — x|

donde
l-«a

k) =
g(a, k) o

Sigtkay |
Si g(a, k) < 1 entonces Fix(T") # 0. Notemos que:

lim lim g(a k) = < < 1.
a—1"k—>1+ n

Asi se concluye que yX(a) > 1. #
Y podemos todavia decir mas:

Proposicion 2.14. Sea T : C — C, donde T y C son como arriba. Si g(a, k) < 1
entonces Fix(T) es un retracto de C y si k = 1, R es no expansiva. Supongamos que
ademds C estd acotado, si k > 1 entonces Fix(T) es un retracto Holder continuo de C.

Demostracion. Notemos que si reemplazamos a T del corolario 2.4 por F,, a u por F,
a A por g(a,k) y B = 1, entonces se cumplen las condiciones de este corolario para
tener la conclusion de esta proposicion.

#

No se conoce el valor exacto de yX(a), ni siquiera para el caso a = 0, de hecho no se
sabe si dado n € N existe una cota M tal que ¥ (0) < M para todo espacio de Banach X.
Tampoco se tiene el valor exacto de y(0) para H un espacio de Hilbert. La estimacién
mejor que se tiene para y‘; (0) se debe a M. Koter [Kot86], ella encontrd, usando la
estructura geométrica de los espacios de Hilbert, que yf (0) > Va2 -3 =2.6209....
Nosotros daremos nuevas cotas para ynH (0), conn > 3.

Hay otra constante muy estrechamente relacionada con yX(a). Para esto introduz-
camos la siguiente definicion:

Definicion 2.15. Sea T : C — C una funcion. Diremos que T es uniformemente Lips-
chitz continua si existe k > 0 tal que para todo entero i, |T'x — T'y|| < k||x — y|| para
cualesquiera x,y € C. Lo denotaremos por T € % (k). Si k es la minima constante con
esa propiedad, diremos que T es uniformemente Lipschitz con constante k.

Y de manera andloga definimos:
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Definicion 2.16. Para cualesquieran € Ny 0 < a < n definimos:
3751((51) =inflk:ACc X, T :C - C,T € % (k),Fix(T) = 0, T(a, n) — rotativo},
donde C es un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Banach X.

Ya que en particular una funcién uniformemente Lipschitz continua es Lipschitz
continua, entonces tenemos que yX(a) > yX(a) > 1.
A este respecto, Kirk [Kir71] probé el siguiente teorema:

Teorema. Sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Banach
X. Supongamos que T : C — C tiene la propiedad de que para algiin entero n, T es
(0, n)-rotativo y supongamos que existe k > 0 tal que:

(n—Dn-2)k*+2(n- Dk
n= 7 <

L
y||IT7x — TJy|| < kl|lx — y|| para x,y € C, 1 < j < n— 1. Entonces la funcion T tiene un
punto fijo.

Kirk demuestra que si G : C — C es la funcién dada por:

x+Tx+...+T" 1y
Gx = R
n

para cada x € C, la sucesién {G"x} converge a un punto fijo de 7', si < 1. Para esto,
demuestra que si '
f =sup{lx-Tix:j=1,....n—1]

entonces para todo m € N
IG™*Lx = ™l < " f().

También ve que Fix(T') = Fix(G).

De este teorema se deduce que 75 (0) > 1.3452,%7(0) > 1.2078, 75(0) > 1.1280
y ')7%‘(0) > 1.1147, aunque después nosotros daremos cotas mejores para espacios de
Hilbert, usando otros métodos.

Con la ayuda de este teorema, nosotros podemos decir algo acerca del conjunto de
puntos fijos:

Proposicion 2.17. Sean T : C — C y  como arribay supongamos que n < 1. Entonces
Fix(T) es un retracto de C. Si k = 1, Fix(T) es un retracto no expansivo de C. Suponga-
mos adicionalmente que C estd acotado entonces si k > 1, Fix(T) es un retracto Holder
continuo de C.

Demostracion. Primero veamos que Fix(7") es un retracto de C. Vamos a proceder co-
mo en la demostracion del corolario 2.4.
Sea Rx = lim G™x, entonces Rx € Fix(T) y si x € Fix(T) entonces Rx = x. Asi,

m—00

para ver que R es una retraccion de C en Fix(7T'), hace falta ver que R es continua en C.
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Definamos E;, = {x € C : f(x) < L}, y como C = Ur59E}, s6lo hace falta ver que R es
continua en cada E;.
Notemos que, por la desigualdad del tridngulo, tenemos que para todo j;

J
||Gm+]x _ Gmxll < Z ||Gm+lx _ Gm+t—1x”
i=1

1—n/
<"
-1
nm
S]—f (x),
-n
por lo que se tiene que:
1
IRx = G"xi < —1— f(x).
1-n
Sean L > 0y x € E, entonces se tiene que:
mn L 11
IRx = 6"l < T fx) < =,
I-n I-n

por lo que G™ converge uniformemente a R en E;, asi, R es continua.

Como se dijo antes, Fix(T') = Fix(G) y ademds tenemos que G € .Z( H(';—_l)k). Asi,
si k = 1, G es no expansiva y si k > 1 entonces G es Lipschitz continua con constante
mayor que 1.

Si k = 1, entonces andlogo al inciso (b) del corolario 2.4, R es no expansiva.

Supongamos que D = diam(C) < oo, entonces se tiene que 0 < f(x) < D para todo
xeC.

Tomemos k > 1, en este caso:

[IRx — Ryll <[|[Rx — G"xl| + IG"x = G"™)|| +[IG"y = Ryl

n

+K"lx =y,

y como se cumple ||[x —y|| < D < %, entonces, por la conclusién (1.3.3), R es Holder
continua. #

2.2.1. Funciones (a,2)-rotativas en espacios de Hilbert

Ahora estudiaremos las estimaciones que se tienen para ygl (a), donde H es un es-
pacio de Hilbert.
En espacios de Banach se tiene el siguiente resultado, que se encuentra en [KKO1].

Proposicion 2.18. Sea X un espacio de Banach, entonces

12-a+ Jo-a?+a?) sia€[0,2(V2-1)]
1

§@2+4+¢m2+®2—ma+&0 sia€[2(V2-1),2)

7§m)2{
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Usando el corolario 2.4, podemos afirmar lo siguiente:

Corolario 2.19. Sea T : C — C una funcion (a,2)-rotativa y T € Z(k), con C un
subconjunto no vacio, convexo y cerrado de un espacio de Banach. Supongamos que

ael0.2V2-Dlyk<3i(2-a+V2-a?+a®)6queac2V2-1)2) yk <

% (a2 +4 + \/ (@ +4)? — 64a + 64), entonces Fix(T) es no vacio y es un retracto de C.

Si k = 1, Fix(T) es un retracto no expansivo de C. Si ademds C estd acotado, entonces
Fix(T) es un retracto Holder continuo de C si k > 1.

Demostracion. Tomemos primero a € [0, 2( V2- D)]. Sean A(@) = (1 —a)a+ (1 —a)*k+

%k yag = “:[,fk . En [KKO1] se demuestra que si z(x) = (1 — ag)x + aoT x, entonces

llz(x) = Tz(0)ll < h(ao)llx — T'x]|,

y como z es una funcién continua, por el corolario 2.4 se sigue el resultado si i(ag) < 1,
lo que es equivalente a k < 3 (2 —a+ \Q2-a)?+ az).

Tomemos a € (2(V2 — 1),2). Sean g(@) = @*k(1 + k — a) + ak(a — 2k) + k% y
ay = % También se demuestra que si u(x) = (I — a1)T?x + a; T x, entonces

llu(x) = Tu(x)l| < glapllx — Txl|,

y andlogamente, ya que la funcién u es continua, usando otra vez el corolario 2.4 la
conclusién de este corolario se da si g(a1) < 1, es decir, si

k<é(a2+4+ V(@® +4)? - 64a + 64).
#

En espacios de Hilbert se pueden hallar cotas mejores para yg (a) que las de la
proposicion 2.18.
Para esto, necesitamos el siguiente lema que caracteriza a los espacios de Hilbert:

Lema 2.20. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y a € (0, 1). Entonces X es un espacio
de Hilbert si y solamente si para cada x,y € X:

llax + (1 = a)yll* = allxl* + (1 = @)lylI* — a(1 - @)llx - ylI*. (2.2.1)

Komorowski en el siguiente teorema da una estimacion de ygl (a) para espacios de
Hilbert, la prueba se puede hallar en [Kot00].

Teorema 2.21. Sea H un espacio de Hilbert, entonces:

H
a) > .
72 (@ a?+1
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Demostracion. Sea H un espacio de Hilbert y C un subconjunto no vacio, cerrado y
convexode H,y T : C — C una funcion (a, 2)-rotativa, con T € Z(k).

Sea0<a<2yk< Jafﬁ’ esto es, 41—‘(k2(a2 + 1) — 1) < 1. Entonces existe £ > 0

tal que J(k*(@> + 1) - 1+&) < 1.
Para x € C sea:

) Tx si ||[T?x - Tx||* < (1 -e)||Tx— x|]?
ux) =
Dl i |1 72x - Tl = (1 - o) Tx — x>

Si||T?x = Tx|> > (1 — &)||Tx — x||* y usando dos veces la caracterizacién dada por
el lema anterior para @ = %, obtenemos lo siguiente:

1 1 1
llu(x) — Tu()|* = §||T2x — Tu()|* + SITx - Tu(x)|* - Z”sz — Tl

k* 1
<5 (172 = uCOIP + llue) = 2P| = 21722 = TP
K[| T2 - Tx|]P 1 1 1 1
== [ |+ ITx =P+ SITx = P = T = TP | - JITx - TP

K 1
=I<”T2x — 2+ ITx = x|*) - Z”sz — Tl

B@*+1) 1 2
< [T - 4_1(1 - 8)] llx = Tx||°.

Por lo anterior tenemos que para todo x € C:

llu(x) — Tu(x)|* < max {H(kz(a2 +1)-(1- e))] 1 - s]} llx = T

Por la primera parte del corolario 2.4, Fix(T') # 0 que era lo que se queria probar.
#

2 .
Aunque para a = 0, u(x) = % y por lo tanto es continua, para 0 < a < 2 no

podemos asegurar que u es continua, por lo que en estos casos no podemos asegurar la
existencia de algun retracto sobre Fix(T).

Sin embargo, modificando un poco la prueba anterior podremos garantizar para
ciertos casos la continuidad de una funcion u, y por ende garantizaremos que el conjunto
de puntos fijos es un retracto Holder continuo de C.

Proposicion 2.22. Sea H un espacio de Hilbert, C un subconjunto convexo y cerrado
H. Sea T : C — C una funcion (a,2)-rotativa con T € £ (k). Si k cumple que:

. JEES i aefo,1]

4 si ae(1,2)

1+a?

entonces Fix(T) es un retracto de C. Mds aiin, si k = 1, Fix(T) es un retracto no
expansivo de C; si k > 1y C estd acotado, Fix(T) es un retracto Holder continuo de C.
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Demostracion. Tomemos 0 < a < 1, haciendo uso del lema 2.20 tenemos que:
la(x=T?x)+(1 —a)Tx=T*x)|*> = allx=T>x|? + (1 —a)||ITx—T*x|> —a(1 —a)||x—Tx|%,
y asi aseguramos que:

~(1 = a)ITx - T?A < allx = T*xI* - a(1 - )llx - Tx|l%,

de aqui que

1
T — T2x2 <
7 ITx x|

a 2 0 2
-T — —||lx = Tx||.
ST a)llx x| 4||x x|

2
Definamos u(x) = %

teorema anterior obtenemos:

que obviamente es continua. Siguiendo la prueba del

k> 1
llu(x) — Tu()|* < Z(IIsz — P+ ITx = x|*) - Z”sz — TAll%,

y junto a la desigualdad anterior obtenemos:

2112 2 a’a 2
l(x) = Tu(x)||” < 7 k“(1+a%)+ 7 —afllx = Tx|"
Si suponemos que
1 2
“lRa+ad)+ 25 el <1, (22.2)
4 -«

y yaque ||u(x)—x|| < %le — Tx||, podemos usar el corolario 2.4, con lo que afirmamos
que u"(x) converge a a un punto fijo, y de hecho, por la continuidad de u, Fix(T") es un
retracto de C.

Si k = 1, Fix(T) es un retracto no expansivo de C. Si k > 1y C es acotado, Fix(T)
es un retracto Holder continuo de C.

Definamos la siguiente funcién:

2

4+a- L

L) = — =@
@) 1+a?

Entonces que k& cumpla la condicidon dada por (2.2.2) es equivalente a que cumpla
k*> < L(a). Para obtener la mejor estimacién posible, con este método, procedamos a
hallar el maximo de la funcién L.

En el caso a = 0 ya vimos que podemos aplicar el corolario 2.4, con lo que Fix(T)
es un retracto Holder continuo, si k < V5.

Tomemos 0 < a < 1. El maximo de L, para a en este intervalo, se encuentra en
ay = 1 —a.y el valor maximo que alcanza es:

4+ (1-a)
L(l—a)= o2
Para 1 < a < 2 el valor maximo de L se encuentra en a = 0, y vale:
4

1 +a?
tal como se queria probar. #

L) =
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2.2.2. Funciones (0, n)-rotativas en espacios de Hilbert

Determinar el valor exacto de yX(a) para espacios de Banach ha sido un problema
atacado por varios autores, entre ellos, M. Koter. [Kot00]. Ella encontrd, en particular,
estimaciones para y//(0), donde H es un espacio de Hilbert, y las estimaciones fueron
mejores que las encontradas por Kirk, paran = 3,4,5 y 6. Posteriormente J. Gérnicki y
K. Pupka [GPO05] hallaron estimaciones para yX(a) para espacios de Banach en general,
que mejoraron a las obtenidas por M. Koter.

Nosotros en esta seccion mejoraremos las estimaciones halladas por Gornicki y
Pupka para espacios de Hilbert, para el caso a = 0. Para determinar estas nuevas es-
timaciones nosotros daremos varias alternativas, pues como vimos en el caso de las
funciones (a, 2)-rotativas, aunque podamos mejorar las cotas de yé( (a), en ocasiones
ya no vamos a poder determinar si el conjunto de puntos fijos es 0 no un retracto del
dominio de la funcién en cuestion. Entonces, mientras que un método nos ayuda a es-
timar mejor los valores de ¥ (0) sin darnos informacién sobre el conjunto de puntos
fijos, otro método nos dird cudndo el conjunto de puntos fijos es un retracto, aunque las
estimaciones no sean mejores que las halladas por el otro método.

Sea T : C — C una funcion (0, n)-rotativa.

En el primer método, dado x € C, se toman combinaciones convexas del tipo z =
i a;T'x para definir la funcién auxiliar u y se pretende hallar las a; adecuadas para
i=1
obtener una mejor estimacién de y/(0). La funcién u en muchos casos va a ser una
funcién continua, por lo que podemos decir algo sobre el conjunto de puntos fijos.
Cuando se toma a; = % la estimacidn se halla mds facil que si se buscan a; en general,
como se verdn en los casos particulares para n = 3 y n = 4; aunque en el segundo caso
los célculos son mads dificiles, se encontrardn cotas mejores que en el primer caso y se
mejoraran las estimaciones de y, dadas por Gérnicki y Pupka para espacios de Banach.

Con el segundo método, dado x € C, se toman iteraciones del tipo x; = ax + (1 -
a)Tx,x, = ax+(1-a)Txy,...,x,-1 = ax+(1-a)T x,_, para definir una funcién auxiliar
u, y se quiere hallar a € [0, 1] para obtener una estimacién de y(0). Esta funcién u se
va a definir en partes y no se garantiza la continuidad, por ende, no podemos decir nada
sobre el conjunto de puntos fijos. La ventaja es que solamente necesitamos encontrar
la variable a para hallar una estimacion, lo cual hace los cdlculos més féciles que en el
primer método. Habran casos en que con este método se obtendran cotas mejores que
las que se encuentran en el primer método.

Nosotros también aplicaremos estos dos métodos para estimar los valores de y(0),
mejorando asi los encontrados hasta hoy en dia.

= Primer método

Para establecer este primer método, usaremos el siguiente lema, que es una propiedad
que tienen los espacios de Hilbert.

Lema 2.23. Sean n un niimero natural positivo 'y a; € [0, 1] parai = 1,..., n tales que



2.2. FUNCIONES (A, N)-ROTATIVAS 45

M=

a;=1.Sean x; € Hparai=1,...,n, donde H es un espacio de Hilbert. Entonces:
1

n 2 n
_ 2 2
”Zai-xi“ —Zai”xi” - Z ajajllx; — x;|I°.
i=1

i=1 I<i<j<n
Entonces tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.24. Sea n un niimero natural positivo. Sea T : C — C una funcion
k-Lipschitz continua y (0, n)-rotativa, donde C es un subconjunto no vacio, cerrado y
convexo de un espacio de Hilbert. Sean a; > O parai=1,...,n, tales que 3;_, a; = 1.
Definamos ay = ay,. Si para cada x € C definimos

n

= Z aiTix,

i=1

entonces se tiene que:

2 2 j 2
lz = Tz|I” < Z [(k“(ajsr1a; + ajai1 — aja;) — aja]|Tx = T'x]|°.

0<j<i<n—1

Demostracion. Sean a;, x y z como en la hipétesis. SeaL = Y aaj||T'x - TIx|.
0< j<i<n—1
Usando el lema anterior tenemos:

n 2

Z a,-(Tix -T2

i=1

2
llz—Tz||” =

n
= Z allT'x - Tzl* - L
i=1
n

<k* Y alle=T""xP - L

s=1
n
S§S=

=k? Z ag Zn: ai(T'x - TS_lx)H2 -L

1 i=1

n n

=k* Z ag (Z ail|lTix — Ts_lxllz) - L) - L
s=1 i=1

n

n
=i2 Z a, Z a||T x - Ts_lxllz) — (K + DL
s=1

i=1

Calculemos por separado el primer sumando de la tltima expresion:
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n n
K2 Z a, Z a|Tix — 75 x|
s=1 =1
n—1 n
=k* > ager | D allT'x = T
s=0 =1
n—1 n n
=2 Y g | D allT'x = TxIP | + ay ) aflT'x = x|
s=1 =1 i=1
n—1 n—1 n n—1
=2 agr| D allTx = TxIP |+ ar Y- allT'x = xI? + & )" aaranllx = T*x
s=1 =1 =1 s=1

n
=2 > (@wmai+ asai )ITx = TP + Kay ) allT'x -
1<s<i<n—1 i=1
n—1
+12 ) asnanlle— T
s=1
=K% > (@@ +aap)IT'x = TP,

0<s<i<n-1

Por lo tanto, se sigue que:

2 2 j i 112
l=TdP < ) K(@mai+ajai - aja) - ajallTx = TP
0<j<i<n—1

#

Si T es k-Lipschitz sabemos que IT/x — Tix|| < kjki,:Illlx —Tx|| para j # Oe

i#n—1,yl|lx=T""x]| < K" !||x = Tx|. Esto nos puede ayudar a estimar el valor de
||lz— Tz||*> siempre que [kz(a4,~+1a,- +ajajr1 —aja;))—aja;]l > 0paratodo0 < j<i<n-—1.
Usaremos esto en el siguiente ejemplo:

= Caso particular a; = %pam todo i.

2 . .
Es claro que para todo &, % > 0. Tenemos para este caso el siguiente resultado:

Proposicion 2.25. Sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de
Hilbert Hy T : C — C,T € £ (k), T una funcion (0, n)-rotativa, conn > 3. Para x € C
definamos

1
2= ~(x+Tx+...+T" '),
n

entonces

1 S o (R 1)
IIZ—Tzllzs; (k2—1)k2(”‘1)+2(k21—1)( . ) llx = Tx||?
j=2

=A(k)llx — T x>
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Ast, si A(k) < 1, entonces Fix(T) # 0 y Fix(T) es un retracto de C. Si k = 1, Fix(T) es
un retracto no expansivo de C y si k > 1 con C acotado, Fix(T) es un retracto Holder

continuo de C.

Demostracion. De la proposicion 2.24, tomando a; = % tenemos que:

2 -1 j iq2
llz=Tz|” < E 51T x =TI,
s n

0<j<i<n—-1

por lo tanto tenemos las siguientes expresiones:

-1
le-TdP < ) IT7x = TP

2
o<j<izn-1 "
-2 n—1
K —15% , ,
= IT7x = T'xP?
00 S
-2 n-1
k2 —1 % . .
<— K ||x = T xl?
00 iS5
-2 n—j—1
-1 5, ,
=— k> llx — Tx|>
n j=0 i=1
k-1

=———[K(lx = TP + ...+ [lx = "' x)
n
+ (= TxP + ...+ lx = T"2x»)

o+ KD = T

k2—1 n=1 (n—-i-1 . -
=—= 2| 2 K|l =T

i=1 \ j=0
k2 -1 n-1 (kZ(n—i) _ 1) )
= llx = T'x?
2 2 _
n — k-1
n=1 7 2n-i)
k -1 .
=Y ——— =T,
n
i=1
Yaque T € Z(k)
-1 ;
. . -1
llx—T'x|| < Z Kllx—Tx| = 1 [|x — Tx||, (2.2.3)
i=0
y tomando en cuenta que 7" = Id, entonces lx=T" x| = ||T"x=T"""x|| < K" Y| Tx—x]|.

Asi que
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n—1
1 : .
—TA? < — 2n—-j) _ — Tiyl?
le= TP < — > (k Dllx = T7xl|
Jj=1
15 : 1
== § (R = Dllr = TP + —(k* = Dlle = 7"

:&.
»—»—

1 : : 1
= _2 (k2/ — Dllx = T x| + ;(kZ — Dllx = 7" x|
j=2

IA

1 S (1Y
> (kz—l)kz(”‘”+2(sz—l)( - ) llx — Txi]?
=2

que era lo que queriamos.
Por ultimo, de la definicidn de z y por (2.2.3) tenemos:

J—
k —

x —Tx||.
1

ML

Il
—_

-1

15 : 13

le—adl < = > =Tl < ~
=1

J

Entonces aplicando el corolario 2.4, si A(k) < 1, Fix(T') # 0 y es un retracto de C.

Abhora, para cada x € C, definimos z(x) como la z de arriba, vemos que z €
X(M). Por lo tanto, si k = 1, Fix(T) es un retracto no expansivo y si k > 1
con C acotado, Fix(T') es un retracto Holder continuo de C. #

M. Koter demostré [Kot00] que y4'(0) > 1.3666, ¥/ (0) > 1.1962 y y#(0) >
1. 0849. Desafortunadamente su método ya no puede aplicarse para encontrar estima-
ciones de vy, H0)sin > 6.

En nuestro caso, notemos que para n fija, lim A(k) = 0, por lo que este método se

puede aplicar para hallar estimaciones de vy, (0) para todo n, y en particular tenemos

que vy, H0) > 1.
Tomemos el caso n = 3. La proposicién anterior nos dice que si k es tal que

é((k2 — DI+ (K - 1)) <1

esto es, si k < 1.4678, entonces T tiene punto fijo. Por lo tanto, tenemos la siguiente
nueva estimacion: yH (0) > 1.4678. Andlogamente obtenemos que: 7, ") > 1.2905 y
(0) > 1.1831. En el afio 2005, Gérnicki y Pupka [GP0S5] hallaron, para cualquier es-
pacio de Banach X, y5(0) > 1.3821, ¥} (0) > 1.2524 y yX(0) > 1. 1777. De este modo,
nuestras nuevas estimaciones para espacios de Hilbert son mejores que las obtenidas
por dichos autores.
Usando este mismo método, podemos probar una proposicién andloga, pero ahora
para estimar los valores de y(0).

Proposicion 2.26. Sean C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio
de Hilbert Hy T : C — C,T € % (k) una funcion (0, n)-rotativa, paran > 3. Si n es
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impar o par, escribamos n = 2m + 1 6 n = 2m + 2 respectivamente; para 1 < j < m
sean

B(j,m)=(j— DkS + (m = 2j + Dk* —(m — j— Dk*> - 1,
D(m) =mk* — (m — Dk> - 1,

1 m
Fi=— ) BU.2m+ (1 +(j= DR,

J=1

F, =%[ B(j.2m + 2)(1 + (j — Dk)* + D(m)(1 + mk)* |.

INgE

Il
—_

J
Para x € C sea |
2= —(x+Tx+...+T" %),

n
entonces
s |Fillx=TxI? si n=2m+1,
llz = Tz||” < ’ .
Fllx—=Tx||© si n=2m+2.
Por lo tanto, si F1 < 16 si Fy < 1, para n impar o par, respectivamente, entonces

Fix(T) # 0y es un retracto de C. Ademds, si k = 1, Fix(T) es un retracto no expansivo
de Cysik > 1 con C acotado, Fix(T) es un retracto Holder continuo de C.

Demostracion. Por la proposicion 2.24 y usando que T € 7% (k):

2 k2 -1 Jj i2
llz—Tzll” < E —5—IIT7x = T"xl|
= n

0<j<i<n—1
2 n—-1

Z Z IT7x - T'x|?
0 i=j+1
Z

k2 1<

n—

-1

k llx = T 74P + 'x|1?
Jj=1i=j+1

k2 k-1

O D= 7P 44 e = 720
+ (||x TP +...+lx=T"3x%
+o (k= TaP)| + x|
(k> -1 .
¥Z(n—z— Dl = TP + AP

i=1

n—1

Z((n i DK — (=i = 2)k% = D)|]x - T'x|

1 = .
= ZAjnx — T/
j=1
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Consideraremos 2 casos.

= n=2m+1.

2m
> Afllx = TP =Ajllx = T + Aallx = T2 + - -
j=1

+ Apllx = T + At llx = T x| + - -
+ Agpotllx = T2 X + Agpllx — T2 x|
<[A1 + Aok 1llx = T + [Ag + Az 1 Kl — T2 + -
+ [Ap + A1 K llx — T™ ]|
m .
B(j,2m + 1)||x — T/x|]?

j=1

<> BG2m+ (1 + (G = DIl = T
j=

=n’F|lx = Tx|.

= n=2m+2.
2m+1
D7 Ajllx =TI =Aqllx = Tl + Agllx = T2 + -
Jj=1

+ Apllx = T x| + At llx = T™ X2 + Apallx = T 21 + - -
+ Agllx = T?"x|* + Agpit|lx — T2 x|
2 2 2 212
<[A} + Agme 1k llx = Tx? + [Ag + Az k®Yllx = T2 + - --

+ [Ap + A2k llx = T x| + A llx — T ]|

m
= Z B(j, 2m + 2)|lx — T/ x> + D(m)|lx — T x]|?
j=1

< B(j,2m + 2)(1 + (j — DK)* + D(m)(1 + mk)? ||lx — Tx|]?

m
J=1
=n’F,||x — Tx|.

Asi,sinesimpary Fy < 1 6sinespary F, < 1, tenemos que Fix(T) # 0 y es un
retracto de C.

Si para x € C definimos z(x) = %(x+Tx+. ..+T" 'x) tenemos que z € .Z(
y por el corolario 2.4 Fix(T') es un retracto no expansivo de C si kK = 1; es un retracto
Holder continuo de C si k > 1y C es acotado. #

1+(n=1)k
—)

B

Con esto, tenemos que para cualquier espacio de Hilbert H, 37? (0) > 1.5811,
7‘7(0) > 1.3251, 7?(0) > 1.2380y 72'(0) > 1.1808. Todas estas estimaciones son
mejores que las encontradas por M. Koter en [Kot00], a saber 37? (0) > 1.5447, 37f ) >
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1.2418,71(0) > 1.1429 y ¥/(0) = 1.0277, y también por las encontrados por Gérnic-
ki y Pupka en [GPO5] para espacios de Banach: 73(0) > 1.4558, %7(0) > 1.2917,
7X(0) = 1.2001 y 75(0) > 1. 1482.

» Caso particular n = 3,4.

Con el caso n = 3, ilustraremos una aplicacién que tiene la proposicién 2.24 para
estimar los valores de yf 0).

Proposicion 2.27. Sea T : C — C una funcion k-Lipschitz continua y (0, 3)-rotativa
y sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Hilbert H. Si
k < 1.5549 entonces Fix(T) # 0 y es un retracto de C. Ademds, si k = 1, Fix(T) es un
retracto no expansivo de C y si k > 1 con C acotado, entonces Fix(T) es un retracto
Holder continuo de C.

En particular, este resultado establece que si H es un espacio de Hilbert, entonces
yf (0) > 1.5549, mejorando la cota encotrada por Gérnicki y Pupka para espacios de
Banach en general que es ygf(O) >1.3821.

Demostracion. Sea F(k,x,y,z) = K% + yzZ — XZ) — XZ.
Siu=aTx+aT*x + azx, donde a; + ay + a3 = 1, con a; > 0. Entonces, por la
proposicion 2.24:
llu = Tull> <F(k, ay, az, a3)llx - Tx|?
+ F(k, ay, a3, a))||Tx — T°x||’
+ F(k, a3, a1, a)l|lx — T*x]*.
Sean x,y,z€[0,1]conx+y+z=1ya=x+z entonces tenemos que x =a — 2y
y = 1 — a. Definamos las siguientes funciones:
G(k’ a, Z) :F(k7 a—z, 1 —a, Z)
=2k* + 1)Z* — (4ak® — k* + a)z + d®k>,

Hk,a,z) =F(k,1 -a,z,a —2)
=— K2+ +1-a)z+ 1 -a)k?> - 2ak* - a),

Jk,a,z) =F(k,z,a—z,1 —a)
=272 — (1 — a)2k% + 1)z + a(1 — a)k>.

SeaD ={(a,z) : 0 <a<1,0 <z < a}, entonces tenemos:

llu — Tull> <Gk, a,2)llx — Tx|* + H(k, a, )T x — T*x||>
+J(k, a,2)llx — T2x|.
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Queremos definir para cada x € C, u(x) tal que:
lu(x) = Tu)I* < Allx = T,

para cierta A < 1 y de tal manera que k sea lo més grande posible para (a,z) € D; ya
que G(k, a, z) esta multiplicado por ||x — Tx||%, no es necesario analizar la funcién G,
perosiaHyalJ.

Esto nos da 4 casos posibles a estudiar:

1. Si H(k,a,7) = 0y J(k,a,z) > 0, entonces:
lu— Tul? <[G(k,a,7) + kK*H(k,a,z) + kK*J(k,a,2)]llx — Tx||?
=Ry (k, a,2)llx — Tx*.

Buscamos la k méaxima tal que Ri(k,a,z) < 1 para (a,z) € D. En este caso
tomamos u(x) = u.

2. H(k,a,z) <0y J(k,a,z) > 0. Para ¢ fija, supongamos que
G(k,a,2) + (1 — &) H(k,a,z) + kK*J(k,a,z) < 1,

entonces, si ||[Tx — T2x|> < (1 — &)|lx — Tx|[%, sea u(x) = Tx; si ||Tx — T?x|]> >
(1-¢)|lx=Tx|[%, sea u(x) = u = (a—2)Tx+ (1 —a)T%x +zx, en este caso tenemos:

llu — Tull* <[G(k, a,z) + (1 — &)H(k, a,2) + k*J(k, a, 2)]llx — T x>
=Ro(k,a,z,)l|lx — T,
y de ambos casos concluimos que
llu(x) = Tu(x)|* < max{(1 - &), Ra(k, a, z, &)}llx — Tx]l*.
Aqui buscamos el médximo valor de k para que Ry(k,a,z,¢€) < 1.

Hacemos esto para cada € > 0, lo que equivale a buscar el kK maximo tal que

Ray(k,a,z) = G(k,a,z) + H(k,a,7) + k*J(k,a,7) < 1.

3. H(k,a,z) >0y J(k,a,z) <0. Tomemos & > 0.
Supongamos ahora que G(k,a,z) + k*H(k,a,z) + (1 — £)J(k,a,z) < 1. Entonces
sillx = T2x|1> = |T3x — T%x|> < (1 — &)|jx — T«|?>, tomemos u(x) = T?x; por
otro lado, si ||x — T%x||? = ||T3x — T2x|]> > (1 — &)||lx — T x||*, tomemos u(x) = u,
entonces tenemos:
lu — Tull* <[G(k,a,z) + (1 — &)J(k, a,z) + K*H(k, a, 2)]||x — Tx|]*
=Rs(k, a,z,8)|lx - TxIl%,

y buscamos k maximo tal que R3(k, a,z, &) < 1. Como el caso anterior, esto equiv-
ale a encontrar kK maximo tal que

Ri(k,a,2) = G(k,a,7) + K*H(k,a,7) + J(k,a,7) < 1.
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4. Htk,a,z) <0y J(k,a,z7) <0.Seae > 0.
SiG(k,a,z) + (1 —e)(H(k,a,z) + J(k,a,z)) < 1, procedamos como sigue:

Si |lx = T%x”> < (1 - &)|lx — T, tomamos u(x) = T?x, si [|Tx — T?x|]> <
(1 — &)|lx — Tx|?, tomamos u(x) = Tx; si se dan las desigualdades ||x — T2x? >
(1=g)llx=Tx|> y ITx = T?x|> > (1 - &)||lx — Tx|]?, tomamos u(x) = u y tenemos
en este dltimo caso que:

llu— Tull <(Gk,a,z) + (1 — &)(H(k,a,z) + Jk,a,2)))llx — Tx|?
=Ry4(k,a, z, &).

Andlogamente a lo anterior, basta hallar el mdximo k tal que

Ry(k,a,2) = G(k,a,z) + H(k,a,2) + J(k,a,2) < 1.

Dando valores a k,a y z, usando la computadora se hallé que para los valores
k = 1.5549, a = 0.5566 y z = 0.3363 se tiene R;(k,a,z) < 1y se satisfacen
las hipdtesis del caso 1. Por esta razén, en el andlisis que sigue trataremos de hallar
k > 1.5549, o equivalentemente k> > 2.4177. Los valores numéricos que daremos son
aproximaciones que obtuvimos de la computadora.

En lo que sigue se usé frecuentemente la ayuda de la computadora, cuando este sea
el caso, lo sefialaremos. Cabe mencionar que los valores numéricos que daremos son
aproximaciones que obtuvimos de ella.

Ya que nos interesa los signos de las funciones H y J, analicemos el comportamien-
to de cada funcién.

(M Hk,a,2) = —k*22 + (K* + 1 — @)z + (1 — a)(k* - 2ak* - a).
Sea k fija. Por el momento tomemos a € [0, 1] también fija.

Para que H(k, a, z) sea mayor que 0, se necesita que:

0<(k> +1-a)+ 4k - a)k* = 2ak* - a) (224)
=(8k* + 4K% + 1)a® — 2(6k* + 3k + Da + (5k* + 2k* + 1), o
y para ver esto, a su vez se necesitaria ver qué sucede con

A[(6k* + 3K% + 1) — (8k* + 4k% + D)(5K* + 2k + 1)] = —16k% < 0.

Por lo tanto, para cualquier & se da (2.2.4). Entonces existen &1 (a) y &2(a) tales
que &1(a) <&(a)y

H(k’ a, fl(a)) = H(k7 a, 62(61)) =0.

Ahora queremos ver cudndo (a, &i(a)) € D. Sia = 0, como 0 < z < a, también
z =0,y se tiene que H(k, 0,0) = k*> > 0 para todo k.

Sia =1, entonces H(k, 1,7) = k*z(1 —z) > 0, paratodo 0 <z < 1 = a.
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Tomemos 0 < a < 1.
Como
H(k,a,0)=(1 - a)(k2 —2ak* - a), (2.2.5)

se tiene que H(k,a,0) < 0siy sélosia > Ademéds se tiene que

1+ 2k2
H(k,a,a) = k*(1 — a)*> > 0, (2.2.6)

entonces se deduce que &(a) > ay é1(a) < a.
De (2.2.5) y (2.2.6), se tiene que para k fija

{(a,z) € D: H(k,a,z) <0}
2

@ e

<a<1,0<z<é&(a)

Asimismo, se obtienen los siguientes conjuntos:

{(a,z) € D : H(k,a,z) =0}

k* k*
=7z OV {(a,z) P ToaE <e<lz= ‘fl(a)} U {(1,0), (1, 1)}

{(a,z) € D: H(k,a,z) > 0}
2

+ 2k

k2
{(a 9:a=1—72€0, a]}

2
{(a 2): k2k2 <a<l,ze (§1(a),a]} U{(l,z) : z€ (0, 1)}.

={(0,0)}U{(a,z):0<a< . zel, a]}

(D) J(k,a,2) = k222 = (1 — @)K + Dz + a(1 — a)k>.

Para que exista z tal que J(k, a, z) < 0 se necesita que
0 <(1 —a)*(2k* + 1) - 4a(1 — a)k*
=(8k* + 4Kk + 1)a® — 2[6k* + 4Kk* + 1)a + (2K* + 1)*.
A su vez, se necesita que
A[(6K* + 4K% + 1) — 2Kk* + 1)>(8K* + 4Kk*> + 1)] = 16k% > 0.
lo cual pasa para todo k.

Ak* 4K+ 1
SkA+4k2+1"

Por lo tanto existe z tal que J(k,a,z) < 0s6losi0 <a <
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AK* +4K2+1
8kA+4k2+1 "

Sean ri(a) y r(a) tales que J(k, a, ri(a)) = J(k,a,r(a)) = 0y ri(a) < r(a).

Tomemos 0 < a <

Abhora bien, notemos que:

(1 —a)2k* + 1) + (1 — a)[(1 — a)(2k2 + 1)? — 4ak*] 0
2k?

ra(a) =

y que J(k,a,0) = a(l — a)k? >0 para a > 0. Por lo tanto rj(a) > 0; ademés
J(k,0,0) = 0.

, . 4 2
Asi, J(k,a,2) < 0810 < a < §555 y ri(a) < z < r(a).

Para que (a, z) € D se necesita que ry(a) < a, pero J(k,a,a) = [(2K% + D)a —
(k* + 1)]a.

Entonces, si0 < a <

k2+1
2k2+1°

J(k,a,a) < 0y setiene que ri(a) < a < r(a).

2
>k+1

Ahora, Sita = TSR

J(k,a,a) > 0. Entonces hay dos posibilidades:

(a) a < ri(a); entonces no existe z < a tal que J(k,a,z) < 0, por lo que
este caso no nos interesa y de hecho no se da.

(b) a > r(a).
Esto junto con la condicién J(k,a,a) > 0 se da si y sélo si el punto
donde se da el minimo de J(k, a, z), a saber, M, es menor o igual

a a, esto es:
(1 -a)2k>+1)
— < a
2k2
o sea que g > 263 +1 eroa > K2+1 263 +1
quead =z g P Z 241 7 ML

K2+1 < A4 +4K3+1 .
2k2+1 8kA+4k2+1"

Entonces, como

{(a,z) e D: J(k,a,z) <0}
24
2k + 1
K +1 4k* + 4k* + 1
—_— << —
2k2 + 1 8k4 +4k2 + 1

={(a,2)eD:0<a< ,r(a) <z < a}

U{(a,2): ,ri(a) <z < ra) < al.

Asimismo, se obtienen los siguientes conjuntos:

{(a,z) € D : J(k,a,z) =0}
. K +1
={(0,0)} U< (a,2):0<a< m,z =ri(a)

ol k2+1< <4k4+4k2+1 @ @
a,z7) . ———=<a< ———,z=ra),z=mnla
Y E I QI+ A2 4 0 TahEEn

UA{(L,0)}
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{(a,2) e D : J(k,a,z) > 0}
2
:{(a,z) :0<ac< %,Z € [0,’”1(01))}
U%anzfiiL<asiﬁiiﬁii
’ 2k +1 8kt +4k? + 1
y {(a’z) : 4k + 4k? + 1
8k* + 4k + 1

2 €[0,r1(a)) U (r2(a), a]}

<a<l,ze€ [O,a]}u{(l,z):ze(o,a]}.

Regresemos al estudio de los 4 casos posibles.
» Elcaso H(k,a,z) >0y J(k,a,z) > 0.
Queremos hallar a € [0, 1] y z € [0, a] tales que la ecuacién
G(k,a,2) + K*H(k,a,2) + k*J(k,a,2) = |
tenga la méxima solucién en k. Esta ecuacion es:

[k® — k* + 2K% + 1122 + [-2(1 — )k® + ak* + (2 = 5a)k* — a)z

2.2.7
+la(l — a)k® + (1 — a)(1 = 2a)k* — a(1 —= 2a)k*]1 -1 = 0. 27

Entonces, dados a € [0,1] y z € [0, a], la expresion anterior define a kK como una
funcién implicita en las variables a y z, y escribiremos k(a, z).
Vamos a suponer que la funcién k esta bien definida en la regién:

Dy ={(a,z) € D: H(k,a,z) 20} n{(a,z) € D : J(k,a,z) = 0}

y que es continua.
Asi, necesitamos hallar los valores criticos de la funciéon £ : D; — R, esto es,
queremos resolver el sistema:

ok ok
%(a, Z) - 0’ a_Z(a’ Z) - 0

Después de obtener las derivadas parciales y resolver dicho sistema por computa-
dora, obtenemos la siguiente solucion dnica:

6kS (k> - 2) ) = K2(2kS — 5k* + k2 — 1)
516k — 3k + K2+ 1 T BKS 16K — Bkt + K2+ 1

alk) = o

Cuando substituimos los valores a(k) y z(k) en la ecuacién (2.2.7), obtenemos la
Unica solucién real positiva, también por computadora, kg = 0.6329..., y ademas
a(kp) < 0y z(kg) < 0, por lo que el valor critico no estd en el dominio D; de la
funcién k.
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Asi que nos tenemos que restringir a la frontera del conjunto Dy, que es el siguiente
conjunto tomando en cuenta que para k > 1.2, se tiene que &1(a) < ri(a):

2

—’ = O,
W 1° r‘(“)}

0D ={(0,0),(1,0),(1, D}y {(a,z) :0<ac<

k2 K+1
U {(a,z) o1 S g@EiriT fl(a),rl(a)}

ol K+ 1 - <4k4+4k2+1
a,z): <ac< ,
TN 8K + 42 + 1

4t + 4k% + 1
Ui@,z2):

z=¢&1(a), r1(a), rn(a), a}

— <a<l,z= ,
G a1 STt gl(a)a}

Al analizar los valores en la frontera, vemos que los Unicos casos interesantes a
estudiar son cuando z = ry(a) y z = £1(a).
Si z = ri(a), J(k,a,ri(a)) = 0, por lo tanto necesitamos hallar a € [0, 1] tal que la

ecuacion
G(k,a,ri(a)) + kK*H(k,a,ri(a)) = 1

tenga la solucion maxima en k. Después de simplificar dicha ecuacién por computadora,
obtenemos la siguiente expresién equivalente:

AW)a* + Bv)a® + C(v)a* + Dv)a + E(v) = 0, (2.2.8)
dondev = k*y

AW) =70 =38V —44v* — 2503 — V2 — v,
B(v) = — 18° + 105V + 123v* + 720 + 21v? + 3,
C(v) =170 = 109V° — 136v* — 541> — 2% + 4y + 1,
D) = =T + 510 + 69v* + 6v° — 2402 — 12v - 2,
E0 =°-9° 13" +30 + 12 + 6v + 1.
Para a € [0, 1] necesitamos hallar v que resuelva la ecuacion (2.2.8), que define una
funcién v de modo implicita en la variable a, y queremos nuevamente hallar el maximo

del valor de v en el intervalo [0, 1].
Tomando la derivada parcial con respecto a a de la igualdad (2.2.8) obtenemos:

4A()a® + 3B(v)a® + 2C(v)a + D(v) = 0 (2.2.9)

y después de manipular ambas ecuaciones, obtenemos la siguiente ecuacién cuadratica
en a:

(BA(W)C(V) = 3B()*)a® + 2(6A()D(v) — BW)C(v)a + (16AW)E(v) — BW)D(v)) = 0.
(2.2.10)
Después de despejar a de (2.2.10) y substitiurlo en (2.2.9), obtenemos una ecuacién
en la variable v, y de hecho no importa cual despeje de a tomamos.
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Este despeje lo podemos hacer solamente si 1 < v < 3.4140 651 5.2188 < v <
6.4981.

Encontramos que solamente hay una solucién real v mayor que 1y tal que con la a
se resuelve el sistema, esta solucidn es:

v =2.418018212643099, a = 0. 55665440183,

y es una solucién de la ecuacién:

0 =23v"7 — 134110 — 28301 + 1272v!* + 4389v1% — 499212
—30505v"" — 4292v'% + 80354v” + 69688V* — 17983v" — 735561°
— 640531 — 32142v* — 10494v* — 22641 — 301y — 20.
Estos ultimos célculos también se hicieron en computadora.
Ahora tomemos z = &(a). En este caso queremos encontrar a € [0, 1] de tal modo

que:
Gk, a,&(a)) + kK*J(k, a,&1(a) = 1

tenga la solucién maxima en k.
Con un procedimiento andlogo al caso estudiado z = rj(a), se obtienen las solu-
ciones:
a =0.644144431853,v = 2.096297258928788,
a =0.812076972577,v = 1.146305142692912,

donde v = k2.
Asi, la solucién médxima en este caso es para

a = 0.55665440183,v = 2.418018212643099.
» Elcaso H(k,a,z) <0y J(k,a,z) <0.

H(k,a,z) <0y J(k,a,z) < 0 cuando:

LR 2 .
1. Si e Sas< 11:2kk2’ entonces se dan ambas desigualdades para z € [ri(a), £1(a)]

siempre que ri(a) < &1(a). Para que esta desigualdad se de, es necesario y sufi-
ciente que H(k,a,ri(a)) < 0, o bien que H(k,a,ri(a)) + J(k,a,ri(a)) < 0. Esta
ultima desigualdad se da si y solamente si

(1 - a)2ak® = 1) < 2a - V(1 —a)> QK2 + 12 —da(l —a)k*.  (22.11)
Tenemos los siguientes subcasos:
a) Elcaso 0 < a < 5. Para que tenga sentido este caso, también necesitamos

= 2k%°

2 ,q¢ .
que % < 2]? lo que es valido siempre que k € [1, %5

extremo derecho es menor o igual a 1. 17 no nos interesa, y de hecho, la
desigualdad (2.2.11) no tiene solucién para este subcaso.

], como el



2.2. FUNCIONES (A, N)-ROTATIVAS 59

b) Si ﬁ <a< %, entonces la desigualdad (2.2.11) no tiene solucion.

. 2
c) Sia> %, entonces, dado el caso en que estamos, % <a< lk_F—;klz
Después de hacer las simplificaciones necesarias, la desigualdad (2.2.11)

equivale a:
m(a, k) = (Tk*+4k>+1)a> (11K +Tk> +2)a® +(6k* +4k> + Da—(K* +k%>+1) < 0.

Notemos que %(a, k) como funcién de a, para k fija, es una pardbola que
abre hacia arriba. Tomando esto en cuenta, tenemos que %—’Z(a, k) = 0 para
todo a € [0,1] y para todo k£ > 1.1064; es decir, para estos valores de
k, la funcién m(a, k) como funcién de a es una funcién creciente. Ya que
m(%,k) > 0 para k > 1, entonces tenemos que para k > 1.1064 y a > %,
m(a, k) > 0, y entonces la desigualdad no tiene solucidn.

oK+l 4k 42 +1
2. Si 1+;k2 <a< m, entonces H(k,a,z) < 0y J(k,a,z) < 0 para z €
[r1(a), r2(a)] N[0, &1(a)]. Puesto que H(k, a,a) > 0, entonces para que haya inter-
seccion necesitamos otra vez que ri(a) < £1(a), y ya vimos que este caso no se

da por ejemplo para k > 1. 2.

3. Sia = 1 entonces tomamos z = 0y vemos que H(k, 1,0) = J(k,1,0) = 0. En este
caso queremos resolver la ecuacion G(k, a,z) + H(k,a,z) + J(k,a,z) = 1 y con
estos valores de a y z, obtener la tnica solucién positiva k = 1.

» Elcaso H(k,a,z) <0y J(k,a,z) > 0.
Dados a € [0, 1] y z € [0, a], nos queda por resolver la ecuacién en k:
G(k,a,z) + Hk,a,2) + k*J(k,a,2) = 1.

Viendo a la expresion anterior como funcién de k, al igualar a cero las derivadas
parciales con respecto a las variables a y z, nos queda por resolver el sistema siguiente:

ok ok
%(a’ Z) - 0’ a_z(a’ Z) - Oa

que nos da la solucién tnica:

6k + 4k® — 15k* — 12k> - 1
8k8 + 4k6 — 23k* — 16k2

2K+ KO — 6kt - 5k% - 1

T 8kS + 4kS — 23k* — 16k2°

a(k) =

z(k)

Al sustituir esos valores en la primera ecuacion, nos da otra ecuacién en k que no
tiene soluciones reales. Estos cdlculos también se hicieron usando la computadora.
Por lo tanto, nos tenemos que remitir a la frontera del conjunto

{(a,2) e D: Hk,a,z) <0}N{(a,z) € D : J(k,a,z) >0}
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Nuevamente, los casos interesantes son cuando z = ri(a) y z = £1(a).
Tomando z = rj(a), tenemos que resolver la ecuacion

Gk,a,r(a)) + Hk,a,r(a)) =1,

lo cual estd incluido en el caso anterior.
Si tomamos z = £1(a), entonces necesitamos resolver la ecuacion en k:

Gk, a,&1(@) + kI (k,a, &1(a) = 1,
caso que también ya estudiamos.
s Elcaso H(k,a,z) >0y J(k,a,z) <0.
Dados a € [0, 1] y z € [0, a] queremos resolver la ecuacién en k:
G(k,a,2) + K*H(k,a,2) + J(k,a,2) = 1.

Andlogamente al caso anterior, al igualar a cero las derivadas parciales con respecto a
las variables a y z, nos queda por resolver el sistema siguiente:

ok ok
%(a, Z) - 0’ a_z(a’ Z) - 09

cuya solucidn dnica es:

o = 6k® — 15k* — 6k* — 3

W =g 20K~ 110 -4
4k — Tk — 4k* - 2
kO — 20k* — 11k2 — 4’

Al sustituir esos valores en la primera ecuacién, obtenemos otra ecuacion en k que
tampoco tiene soluciones reales.

Por lo tanto, nos tenemos que restringir a la frontera y nuevamente basta estudiar
los casos en que z = ri(a) y z = &1(a).

Se puede ver que ambos casos ya estdn incluidos arriba.

Por lo tanto, la méxima k encontrada fue:

z2(k) = g

k= v = V2.418018212643099 = 1.5549978175686

que fue paraa = 0. 55665440183. Con estos valores, hallamos z = r; = 0.33638265058.
En nuestro caso, tenemos que a = aj +as, y as = z = v1. Entonces a; = 0.22027175125
mientras que a, = 1 —a; —az = 0.44334559817.

#

De manera andloga, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.28. Sean T : C — C una funcion con T € % (k) y (0, 3)-rotativa, C un
subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Hilbert H. Si k < 1.6047
entonces Fix(T) # 0y es un retracto de C. Ademds, si k = 1, Fix(T') es un retracto no
expansivo de C y si k > 1 con C acotado, Fix(T) es un retracto Holder continuo de C.
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En particular, este resultado establece que si H es un espacio de Hilbert, entonces
¥4(0) > 1. 6047, mejorando el valor obtenido por M. Koter: ¥4/ (0) > 1.5447.

Demostracion. En este caso, igual que en la proposicidn anterior, el valor 1. 6047 tam-
bién fue hallado inicialmente con la computadora. Para ver si es el mejor trataremos de
buscar k > 1.6047.

Procediendo de manera anédloga a la prueba anterior, tomemos las funciones G, H y
J como antes y consideremos los siguientes casos:

1. Elcaso H(k,a,z) >0y J(k,a,z) = 0.
Queremos encontrar a € [0, 1] y z € [0, a] de tal modo que la siguiente ecuacion
en k tenga soluciéon méxima:

Gk,a,z) + kK*H(k,a,z) + kK*J(k,a,7) = 1. (2.2.12)

Procediendo de manera andloga al caso H(k,a,z) > 0y J(k,a,z) > 0 en la prueba
de la proposicion anterior, al obtener las derivadas parciales de k con respecto a
ay azy al resolver en el sistema obtenemos:

2k — 14Kk0 — 5k* — k2 2k — 8k — 2k* — K2
a(k) = ,2(k) =
4k8 — 24Kk6 — 8k* + 1 4k8 — 24k6 — 8k* + 1

Al sustituir estos valores en la ecuacién (2.2.12) y después de simplificar nos
queda una ecuacion en k, a saber:

k2 — 6k'0 — 3k3 + 27k + 9k* — 1 =0
que sélo tiene una solucién tal que a € [0,1] y z € [0,a]:

k =1.60471499
a(k) =0.65335962
z(k) =0.22553882.

Veremos lo que pasa en la frontera. Otra vez basta ver lo que sucede cuando
z=ri(a)yz=&ia).

El caso z = r1(a) ya estd incluido en la demostracién de la proposicion anterior.
Tomemos entonces z = £1(a). Después de sustituir este valor de z en la ecuacién
(2.2.12) y hacer las simplificaciones necesarias, nos queda por resolver una ecuacién

en k, cuyas soluciones son k = 1.60430142 y k = 1.09931906 que son menores
al valor encontrado anteriormente.

2. El caso H(k,a,z) < 0y J(k,a,z) < 0. Este caso ya estd incluido en uno de los
casos estudiados en la prueba de la proposicién anterior.

3. Elcaso H(k,a,z) > 0y J(k,a,z) < 0. Este caso también ya lo estudiamos.
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4. Elcaso H(k,a,z) <0y J(k,a,z) > 0. Aqui queremos resolver la ecuacién
G(k,a,z) + H(k,a,7) + K*J(k,a,7) = 1.

Al obtener las parciales de k con respecto a a y a z, y después de sustituir las
soluciones en a y z, nos queda una ecuacioén en k que no tiene soluciones reales.
Por lo tanto, nos remitiremos a la frontera.

También basta ver lo que sucede cuando z = £1(a) y z = r1(a).

El primer caso fue estudiado dentro de esta demostracién y el segundo ya fue
estudiado en la prueba de la proposicién anterior.

Por lo tanto para a(k) = 0.65335962 y z(k) = 0.22553882, Obtenemos k =
1.60471499 y en términos de las a;, tenemos que: para a; = a —z = 0.4278208, a; =
1 —a = 0.34664038 y az = z = 0.22553882, hallamos la solucién k = 1. 60471499,
que es la solucién maxima.

#

El caso n = 4 es similar al caso n = 3:

Proposicion 2.29. Sean H un espacio de Hilbert, C es un subconjunto convexo y ce-
rrado de H, y T : C — C una funcion (0,4)-rotativa tal que T € L (k) (T € % (k)) y
k < 1.3267 (k < 1.3867, respectivamente) entonces Fix(T) # 0 y es un retracto de C.
Ademds, si k = 1, Fix(T) es un retracto no expansivo de C y si k > 1 con C acotado,
Fix(T) es un retracto Holder continuo de C.

En particular, se tiene que yf (0)>1.3267y 7f (0) > 1.3867.
Como podemos ver, las cotas mejoran aunque los calculos se vuelven cada vez més
complicados.

= Segundo método

En este segundo método, usaremos la misma sucesién que aparece en [GPOS5],
aunque nosotros la aplicaremos a espacios de Hilbert, y utilizando las propiedades de
dichos espacios obtendremos cotas para y/(0) que mejorardn a las encontradas con el
primer método para a; = %

Las cotas paran = 3 y n = 4 con este método no son mejores a las encontradas
con el primer método, sin embargo, para n = 5y n = 6 si hubo mejoras, aunque ya
no podemos asegurar la existencia de algun retracto sobre el conjunto de puntos fijos.
La ventaja de este segundo método es que es mds fécil hallar las cotas que en el primer
método.

Veamos este segundo método.

Para n > 3, un entero positivo, definamos r,, como sigue:
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Fa= sup {s < P:a’s’En(a, s) + a>s*((1 — a)s*)" 2

ac(0,1)
n-3 ‘ n—3-j . o ‘
+as’(1-a) Y (1 - a)s?) [ > =) (1 = a)(s* (1 = )))' T = 1) —a(l - @)
j=0 i=0
+ (1 —a)’s*(s*(1 —a)®)"?
n-3 ' .
+(1-a) [Z ((1- 21 - a)(*A =)™ = D)) —a(l = a)"* | = 1}
i=0
donde P es un ndmero positivo grande y E,(a, s) estd definido por
st si n=3
, . . i 2
$20m) 1 (AT 20m1=0) g A2y (1) sion=2m+1,m> 1
E.(a,s) = 6 2 1\2 ‘ )
S +A (SSTI) si n=4
, , , i 2 m+ 2
§2@m+1) 4 ZTzZ(AJ—1s2(2m+2—J) +A2m+1_1)(ss./__11) +Am(ss_'l—1) si n=2m+2m>1

conA = (1 — a)s?.

Teorema 2.30. Sean H un espacio de Hilbert y C un subconjunto no vacio, cerrado
y convexo de H, sea T : C —» C, T € Z(k) y (0,n)-rotativa. Si k < r, entonces
Fix(T) # 0, esto es, y1(0) > r,.

Demostracion. Sea xyp = x € C un elemento cualquiera y a € (0, 1). Definamos lo
siguiente:

xy =axo+ (1 —a)Tx

xy =axp+ (1 —a)Tx;

Xp_p =axo+ (1 —a)Tx,_3

Xpo1 =axg+ (1 —a)Tx,_».
Observemos que
Xmej = Xm—jo1 = (1 = a)[Txp—j1 = TXp—j2]. (2.2.13)
Sea z = x;,-1; usando el lema 2.20 y que T es k-Lipschitz continua con 7" = Id,
obtenemos:
Iz = T2l = llaxo + (1 = )T x> = Tl
= lla(xo = T2) + (1 = a)(T -2 = T2
= dllxo = T2l + (1 = T xy2 = T2 = a(l = @)llxo = x|
< ak’llz = " xoll? + (1 = @)k lbeu— = 2 = a(l = @)llxo — Txaal.

En las estimaciones I, I y III analizaremos por separado cada sumando. Para las primeras
dos usaremos la igualdad (2.2.1) y que T € Z(k):
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» Estimacion I ||z — T" ' xol|?.
llz = T" ' xoll* = llaxo — T" ' x0) + (1 = a)(Txu2 = T" ' x0)I?
=dllxo = T" 'xol* + (1 = )T xu2 = T" ' x0l* = a(1 = @)llxo — Tyl
< allxo = T" "x0ll* + (1 = @K |xp—2 = T"*x0ll* = a(1 = @)llxo = Txaa*.

Estimemos el segundo sumando de la dltima desigualdad.
» Estimacion i: ||x,—o — T" 2 xo||*.
Por definicion de x,,_»:
a2 = T"x0ll* = lla(xo = T"2x0) + (1 = a)(Txp—3 = T" 2 x0)II?
= allxg = T"xoll* + (1 = @)l|Tx,-3 = T"*x0lI* — a(1 = @)llxg — Tx3l>
< dllxo = T"x0ll* + (1 = @K |lxp-3 = T"x0ll* = a(1 = @)llxo — Txa3]>.
En general:
0= =T x0l* < allxo—T" xolP+(1 =)kl X j-1 =T~ xolP—a(1-a)llxo—T xu—j1 I,
para j =2,...,n— 2. Ahora, por la definicién de x;:
llx1 = Taxoll* = @?llxo + Txol .

Por lo tanto obtenemos:
lz=T""xol* < allxo = T" ' xoll* + (1 = @k |lxn—2 = T" *x0lI* — a(l = @)llxo — Txu2ll®
<allxo — T" " xol* + (1 = @)k (allxo — T"xol* + (1 = @)k?||xa—3 — T xo|
- a(l - a)llxo — Tx,3l1») — a(l = @)llxg — Tx—2ll®
=a(llxo — T" " xoll* + (1 = )kP|lxo — T"x0l*) + (1 = a)* k> |[x—3 — T x|
—a(l = a)(|lxo = Txp|* + (1 = @)k*|lxo — Txp-3/)
<a(llxo — T" " xol* + (1 = a)kP|lxo — T" 0] *)
+(1 = @)’ k*P(allxo = T"xol* + (1 = @)K ||xy—s = T" *x0l1* = a(1 = @)llxo — Txusll*)
= a(l = a)(llxo = Txu—2ll* + (1 = @)k*|lxo — Tx3l1%)
=a(lxo = 7" xoll* + (1 = kllxo = T"2xolf? + (1 = k) llxo + T xol)
+((1 = k) s = T"*x0l1?

—a(1 - a) (o = Txaall” + (1 = @kllxo = Toxasll* + (1 = k)3 llxo = Txall’)

n-3
<a ) (1 =)k llxo = T xoll? + (1 = @)y = Txol?
j=0

n-3
—a(l - a) ) (1 = )k lxo = Tx, ol
j=0
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n=3
=a ) (1= )k |lxg = 7" x> + a*(1 = )" Ilxg — Txo
j=0
n-3 '
+(1=a) ) (1 - kD (=a)llxo = T, ol
Jj=0

Ahora obtengamos la siguiente estimacion:
» Estimacion II: ||z — x,-2|%.
Por (2.2.13) y como T € .Z(k):

llz = Xp-all* = I(1 = @) T x—2 — (1 — @) T x5/
< (1 = a)*K*||xp—2 — x,3l1*

< (1 = a)* k) %03 — Xp-all®

< (1= ay* k" 2llx; - xoll?

= (1 - a)*((1 — @)*k*)"*|lxo — Txoll*.

Usando las estimaciones [ y II obtenemos:

n-3
le = T2l <a®k* ) (1 = kY lxo = 7" xolf? + @31 = k)"l ~ Tool?
Jj=0
n-3 .
+ak* (1= a) Y (1 = kY (=a)llxo — Txy ol
Jj=0

+(1 = @’k ((1 = a)*k*)"2||x0 — Txoll*
+ (1 = a)(~=a)llxo — Tx,-l*
(2.2.14)

Para estimar ||xg — T x,,|| param = 1,...,n — 2 supongamos que para algin € € (0,1) y
paratodo j=1,...,n— 2 se tiene que ||x; — ijll2 > (1 - &)llxg — Txoll%.

» Estimacion II: (—a)||xo — T x>
Por la igualdad en el lema 2.20:

llx; — Tx1|P* =lla(xo — Tx1) + (1 — a)(Txo — Txp)|I?

=dllxo — Tx1|* + (1 = a)lITx — Tx1|* — a(1 — a)llxo — Txol*.
Asi

(~a)llxo=Txi|* = =llx; = Tx1|P* + (1 = a)lITxo — Txil* — a(1 - a)llxo — Txol?

<~ (1 =&)llxo — Txoll* + (1 = )T x0 — Tx1[* — a1 — a)llxo — Txoll*.
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Andlogamente y usando esta tltima desigualdad, obtenemos:
=T xal* = lla(xo = Tx2) + (1 = a)(Txy = Txp)|?
=allxo — Txol* + (1 = a)|ITx; = Tx2ll* + (1 = @)(=a)llxo — Taxy|?
<dllxo - Txol* + (1 = a)[|ITx; = Txa?
+ (1 = a)(=(1 = &)llxo — Txoll* + (1 = )|Txo = Tx1[I* = a(l = @)llxo — Txoll*).
De esto y usando que ||xo — Txz|| = (1 — &)||xg — Txollz,
(—a)llxo-Tx2l* < —llxz = Txol* + (1 = @)|ITx1 — Taxa?
+(1-a) (-1 = #)llxo = Txol* + (1 = @)ITxo = Txil* = a(1 = @)llxo — Txol?)
<=1 -8l — Txoll* + (1 = @)ITx; — Txal?
+ (1 =a) (=1 = &)lxo = Txoll* + (1 = @)lITx0 = Tx1|* = a(l = @)llxo — Txoll*)
=— (1 =81+ -a)llxo - Txoll* = a(l = a)*llxo — Txoll*
+ (1= a)(IITx) = Txall* + (1 = )l Txo = Txy|?).

En general, ya que ||Tx,;—1-; — T xpmill® < [(1 — a)*k*1"||xo — T x0||* tenemos:
m—1 ‘
(=a@)llxo = Txall? < (1 =2) > (1 = a)llxo = Txoll* = a(l = a)"l|xo — Txol?
i=0
m—1

+(1=a) Y (1 = @ ITxp1-i = Tl
i=0

m—1
<—(1-#) ) (1 -allx - Txol* - a(l = a)"llxo - Txoll”
i=0
m—1
+(1=a) Y (1-a)'(1 = ak)" llxo = Txoll?

i=0
m—1
- (Z(l ~a) (1 = a)((1 =@’k = (1 = &) = a(l = a)"|llxo = Txol>.
i=0
Finalmente de (2.2.14) y III:

n-3
le = T2l < @ )" (1 = )Y o — T xgl? + @k*(1 = a)k®)" 2o — Tl
j=0
n-3 n—3-j
+ak*(1 - a) Z((l - a)kz)j[ Z (1 - a)((1 - a)((1 - @)k = (1 - &)
j=0 i=

—a(l - a)"—z—f]nxo — Txol* + (1 — ay’k*((1 = @)*k*)"lxo — Txoll?

n-3

+(1-a) [Z(l - a)((1 - a)((1 = k)7 = (1 = 8)) —a(l = )" | llxo = Txoll”
i=0
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n-3
—a*k? Z((l — kY |lxg — T x| + {a3k2((1 — Q)k?y2
=0
n-3 n—3—j
+ak’(1 - a) Z((l - a)kz)f[ Z (1 - a)((1 - a)((1 - a)**)" 27— (1 - &)
=0

i=0

—a(l =) >+ (1 - )’k - a)’k>)"2

n-3
+(1-a) [Z(l —a)((1 - a)((1 = k)" = (1 - &) - a(l - a)"_z]}on — Txoll

i=0
n-3 ' )
=k )" Alllxg = T~ ol + (L(a, k) + &M (a, k)llxo = Txoll”
j=0

(2.2.15)
donde A = (1 — a)k?,

L(a, k) =’ kK*((1 — a)k>)"2
—Jj

n-3 n-3—
+ak*(1 - a) Z((l - a)kz)’[ Z (1 - a)((1 = a)((1 - a)*k»)" 27 - 1)
=0

i=0

—a(l =)+ (1 - )’k - a)’k>)?

n-3
+(1-a) [2(1 —a) (1 -a)((1 — k"> = 1) —a(l - a)"—2]

i=0

n-3 n—-3—j n-3
M(a, k) = ak*(1 - a) Z((l - a)kz)][ Z (1- a)i) +(1-a) Z(l —a).
j=0 i=0

i=0

Hay que notar que M(a, k) < co pues n es fijo, y tanto a como k son acotados.
Analicemos los casos cuando n es par o impar.

m Caso l:n=2m+ 1.

Ya que T es n-periddico y por (2.2.3):

w2

n—

; Smjo 2 w2 Il 2 L A2 22 2
Alllxo =T xoll” = llxo = T xo0ll” + Allxo — T " xoll” + A%llxo — T “x0l|"+

m.
(=]

oo+ A" Yo = T™ U xoll? + A™|lxo — T™ o+

o+ AT o = T xoll? + A2 1x0 — T x0l1?
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=||T2m+1xo _ szXOHZ + A||T2m+1xo _ sz_lxo||2 + A2”T2m+1xO _ sz_2x0||2+
+ o+ APTHTP g = T xolP + A™xo = T xolP+
F o+ AT xo = TP xol> + A% ||xp — T2 xo)?

<k lxg = Toxol> + (AR"™D + A2 )]lxg = T2 ol

+ (AZKPCm=2) £ A2 ko — T xol? + ...+ (A TK2D 4 A 1xg — T xo)?

m
=2 xg = Txoll? + ) (ATHECm1=D 4 Ay — T

j=2
m . . ) kj _1 2
<|K2em 4 Z(Aj—lk2(2m+1—]) 4 Azm—J)( ) llxo = Txol?
= k-1
(2.2.16)
esto es param > 1,y sim = 1, es decir, n = 3 usamos lo siguiente:
llxo — T2xol? < k*lxo — Txoll>. (2.2.17)

m Caso2:n=2m+2.

Andlogamente al caso anterior:
n-3
D Alwo=T""xol? = llxo = T xol P+
j=0
+ Allxg — T*"xol* + A%|lxo — T ' xoll> + ... +
+ A" Mixo — T2 xol” + A"|lxo — T xoll” + A" llxo — T" xoll*+
+ .+ AP x = T xol? + A2 YIxo — T2 xoll?
=||T2m+2)C0 _ T2m+1xO||2+
+ AT xg — T xol* + A2 |T>" 2 x0 = T xol® + ...+
+ AT 200 = T 20l + Ao = T xoll” + A™lxo = T x0l*+
+ .+ AP = T xol? + A2 YIxo — T2 xoll?
<k*@mD|1xo — Txol? + (AKX2™ 4+ A2V x — T2 x|+
+ (A2 4 A2 D xo = T3 x0lP + ... +
+ (AT A Dy = Tl + +A" v = T ol

=k2(2m+1)||xo _ TX()”2+

m
+ Z(Aj—1k2(2m+2—j) + A2m+1—j)||xO _ zj0||2 + A™||xo — Tm+1xo||2
J=2

m ; 2
<|p2emen | Z(Aj—lk2(2m+2—j) +A2m+1—j)(k] — 1) o — Txol P+
- k1

km+l -1 2
+ [A’" (ﬁ) )on — Txol

(2.2.18)
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estoes param > 1,y sim =1, es decir, sin = 4:

-1\
llxo = Txoll* + Allxo + T2xol* < (k6 + A( - ) J||x0 - Txoll*. (2.2.19)

De (2.2.15), (2.2.16), (2.2.17), (2.2.18) y (2.2.19) se sigue que si [|x; — ijll2 >
(1 —8)llxo—Txol>paraj=1,...,n—2,

lz = T2l* < [a*k*En(a, k) + L(a, k) + eM(a, k)]llxo — Txoll.

Sea yp = xg, procedamos de manera inductiva. Supongamos que Yo, Vi, ..., Yn Ya
estdn dados. Sean y9, =y, y ¥i, = aym + (1 —a)Tyi ' parai=1,...,n— 1. _

Sillym=Tyml? < (1=&)llym—Tyml* paraalgin j € {1,...,n—2}, hagamos Y1 = y,
Por otro lado, si ||y}, = Ty5ll = (1 = &)llym — Tymll? paracada j € {1,...,n—2}, hagamos

_ -1
Ym+1 —y;% .

Entonces, si k es solucién de la desigualdad a’k”E,(a, k)+L(a, k)+&M(a, k) < 1, por
el corolario 2.4, {y,,} converge a un punto fijo. Ya que € > 0 es arbitrario y como M(a, k)
estd acotado, ynH (0) = s,, donde s, es la solucién positiva de la ecuacién a*k*E,(a, k) +
L(a,k) = 1, para n y a fijos, tomando el supremo sobre a € (0, 1) obtenemos y?(0) >
. #

Podemos ver que dado xp, la eleccion de y; en general no tiene por qué ser continua,
asi que no podemos afirmar que la funcién u(xg) es continua, por lo que no podemos
aplicar el corolario 2.4 para garantizar que el conjunto de puntos fijos es un retracto.

Vemos que para n = 3, y? (0) > 1.4441, con a = 0. 346. Este valor es menor que el
obtenido por el primer método.

Para n = 4 se tiene que yf (0) > 1.3110, cuando a = 0.297, este valor es mejor que
el obtenido con el primer método para a; = }L, pero no es mejor que el obtenido por el
mismo primer método en el caso general, como se vio en la proposicién 2.29.

Otros valores encontrados son: y? (0) > 1.2068, para a = 0.232; ygl 0) > 1.1748,
para a = 0.209. Todos estos valores son mejores que los obtenidos por Goérnicki y
Pupka (ver [GP05]) para espacios de Banach, incluso son mejores que los obtenidos
por el primer método.

Ahora usaremos este método para estimar los valores de ¥(0).

Para n > 3, n entero positivo definamos 7, como sigue:

Tn= sup {s: &*PE,(a, s) + a>s*((1 — a)s*)" 2
as(0,1)

n-3 n-3—j
+as’(l-a) ) (1 - a>s2>f( 2 (1= a1 = a)s*(1 = )77 = 1)

J=0

—a(l - a)”_z_j) + (1 —ay’s*(s*(1 — a)>)"™?

n=3
+(1 - a)( (1 -2 -a)s* (1 - = D) —a(l —a)"* | = 1)
0

i=
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donde:

52 si n=3
— s2 4+ YL (AT s + AP+ (G- 1)s)? si n=2m+1,m>1
Eq(a,s) = 2 / 2 :

s+ Al +s) si n=4

5%+ zj;z(Af-lsZ +ATHEDNA + (G- D)+ A" +ms)> si n=2m+2,m> 1

conA = (1 — a)s?.

Teorema 2.31. Sean H un espacio de Hilbert y C como en el teorema anterior, sea
T : C - C una funcion (0, n)-rotativa tal que T € % (k). Si k <1, entonces Fix(T) # 0,
esto es, Y >7,.

Demostracion. Tomemos x € C'y € > 0 como en el teorema anterior y seguimos los
mismos pasos hasta llegar a (2.2.15). Consideremos otra vez los dos casos, cuando n es
par y cuando es impar.

m Caso l:n=2m+ 1.

[98)

n—

; Sl—jo 2 w2
Alllxo = T xollI” =llxg = T xoll

T.
(=]

+ Allxg — T xol* + A%lxo — T2 x|+

+ oo+ A" Mixg = T xoll® + A™lxo — T x>+

F o+ AT = T x0IP + A2 2|xg — T2
=T 5 — T x0]2

n A||T2’"+1x0 _ sz—lx()Hz +A2||T2m+1x0 _ sz—sz”2+

+oo AT g = T x> + A™lxo — T x>+

F oo+ AP0 = T3 xoll? + A2"2||x0 — T2l
<k?||xo — Txoll*

+ (A% + AP"72)|Ix0 — T?x0l?

+ (A% + AP xo = T3 x> + ...+

+ (A" Ao = T xolf

m
=Kkxo = Txol> + Y (AT + A" Do = T/xo
=2

<[k + D AT+ AP (14 (= DRl = Txoll?
=
(2.2.20)

param > 1,y sim = 1, es decir, si n = 3:

llxo — T?x0l* < k2lxo — Txoll>. (2.2.21)
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m Caso2:n=2m+2.

i
w

; S—jo 2 2mtl 2
Alllxo = T" I xoll” = llxo = T xolI"+

~.
Il
[«

+ Allxo = T x| + A%|lxo = T2 ' xol> + ... +
+ Am—]“xO _ Tm+2x0||2 +Am||x0 _ Tm+1x0||2 +Am+1”x0 _ TmX()H2+
¥+ AP0 — T xoll? + A2 Yixo — Tl

:”T2m+2xO _ T2m+]x0||2+

+ AT x0 = T xolP? + A2IT?" 2xo = T xoll> + ... +

+ Am—1||T2m+2x0 _ Tm+2x0||2 + AmeO _ Tm+]x0||2 +Am+1”x0 _ me0||2+

+ .+ A2 x = Txol? + A2 Mixo — T2
<k*|lxo — Txol

+ (A + AP YIxo — T x|+

+ (A%K> + AP ) xo - Txol> + ...+

+ (A" + A" Ixo — T™xolP+

+ A™|xo — T ol P+

=k*||xo — Txoll*+

m
# D AT+ APy = T x|l + Ao — T xolP
=2

m
<|K+ AT + A (14 (= DR {1k — TxolP+
=
+ A™ (1 + mk)? ||xo — Txoll?
(2.2.22)

param > 1,y sim = 1, es decir, n = 4:
llxo = T3 x0l? + Allxo + T2 x| < (k2 + A+ k)z) lIxo = Txoll. (2.2.23)

De (2.2.20), (2.2.21), (2.2.22), (2.2.23) y (2.2.15), si [lxo—Tx;I[> > (1—&)llx0—T xolI*
para j=1,...,n—2, obtenemos:

lz = T2 < [a*k*En(a, k) + L(a, k) + eM(a, k)]llxo — Txol|*.
Usando el mismo argumento que el teorema anterior, tenemos que ¥ (0) > 7. #

Con este método obtenemos ')7? (0) = 1.6061, para a = 0.4130, este valor es mejor
que el obtenido el primer método.

También obtenemos 7f (0) > 1.3761, para a = 0. 34, aunque este valor no es mejor
que el encontrado en el primer método, como se vio en la proposicion 2.29.
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Los demds valores encontrados son: 37? (0) > 1.2824, para a = 0.2930; 37g’ ) >
1.2309, para a = 0.261. Todos estos valores son mejores que los encontrados por el

primer método.
Desafortunadamente en estos casos tampoco se puede decir nada acerca del conjun-

to de puntos fijos.



Capitulo 3

Una generalizacion de la constante
de von Neumann-Jordan

En 1937 Clarkson dio la definicion de la constante de von Neumann-Jordan, la cual
estd basada en la ley del paralelogramo. Esta constante mide qué tan cerca estd un espa-
cio de Banach de cumplir dicha ley. En trabajos recientes se ha visto que dicha constante
tiene relacién con algunas estructuras geométricas de los espacios de Banach, por ejem-
plo, se relaciona con la estructura normal y con la propiedad de ser uniformemente no
cuadrado, y por ende con la teoria de punto fijo.

En la primera parte de este capitulo enunciaremos algunas de las propiedades mas
importantes que tiene dicha constante. También vamos a relacionarla con yg (a) y con
la existencia de retracciones sobre el conjunto de puntos fijos. Ademads, daremos condi-
ciones que involucran dicha constante, para garantizar la existencia de puntos fijos para
funciones con n-ésima potencia no expansiva; las funciones de este tipo incluyen a las
2-periddicas.

En la segunda parte, nosotros vamos a introducir una generalizacién de la cons-
tante de von Neumann-Jordan, ésta nos servird para mejorar las cotas de y§(0) para
ciertos espacios de Banach X. Antes de presentar esta aplicacion, veremos que muchas
propiedades que tiene la constante de von Neumann-Jordan son heredadas a esta gene-
ralizacién. Entre las propiedades que estudiaremos, veremos una caracterizacion de los
espacios uniformemente no cuadrados basdndonos en el valor que tiene dicha constante.

Al final de este capitulo, calcularemos el valor preciso de esta nueva constante para
algunos espacios de Banach y también estableceremos algunas preguntas abiertas sobre
esta generalizacion.

3.1. La constante de von Neumann-Jordan

Dado un espacio de Banach X, se define la constante de von Neumann-Jordan (ver
[Cla37]) como:

Ilx + yII” + [lx = yIP
5 %y € X, |ldl” + IIyll* # 0.
2(l1d? + 11

73

Cvy(X) = sup{
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Algunas propiedades que tiene esta constante son las siguientes:

(1) Para cualquier espacio de Banach X, se tiene que 1 < Cy;(X) < 2.
(1) Cyy(X) = 1siy solamente si X es un espacio de Hilbert.
() Cny(€,) = 23! donde p>1,s=min{p, p’} y p’ es el conjugado de p.

La constante Cy;(X) estd midiendo en algin modo qué tan cerca estd el espacio
de Banach X de ser un espacio de Hilbert, por lo que para espacios de Banach cuya
constante esté cerca de 1, esperamos que su comportamiento sea muy parecido a un
espacio de Hilbert. El siguiente resultado muestra esta situacion.

En el capitulo anterior vimos que y§ (0) > 2 para cualquier espacio de Banach
X,y que yf (0) = 2.62... para los espacios de Hilbert H. Con el resultado siguiente
veremos que existe una funcién real s tal que yé( (0) > s(Cyy(X)), donde s(Cyny(X)) > 2
para ciertos espacios de Banach X.

Proposicion 3.1. Sean X un espacio de Banach, C C X no vacio, cerrado y convexo.
Sea T : C — C una funcion k-Lipschitz continua y (a,2)-rotativa. Si k es tal que

[ 5 2 : X [_s 2
k < o — a°—a, entonces Fix(T) # 0, en otras palabras, y; (a) > coon — @ —a

y Fix(T) es un retracto de C. Ademds, si k = 1, Fix(T') es un retracto no expansivo de
Cysik>1yC esacotado, Fix(T) es un retracto Holder continuo de C.

Demostracion. Sea T : C — C una funcién k-Lipschitz y (a,2)-rotativa, con C un
subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Banach. Tomemos x € C' y
definamos u(x) = x+2Tx. Notemos que por definicidn, si u,v € X entonces ||lu + vI? <
2C N X)(Jull> + |[VI[?) = |lu — v||*. Necesitaremos la siguiente estimacion:

llx — Tu(x)|| <llx — T2xl| + IT%x — Tu(x)||
<allx — Tx|| + kl|lu(x) — Tx||

= (a + g) llx — Tx]|.
De aquf:
o) - TuCol? =[5~ o]
=”x - ZM(X) L Ix —2Tu(x) ”2
] e M e IR |

1 k., , K ) 1 )
<Cns(X) E(a + 5) [lx = T'x||” + gllx— Tx|[”] - lex = Tx||

2

1 k k 1
= [CNAX)E(a + 5)2 + CnyX)g = Z] llx — Tx||.
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Asi que, si I:CN](X)%(Q + %)2 + CN‘](X)% - %] < 1 entonces Fix(T) # 0, y esto

5 o
cwx 4

es continua, por lo tanto, por el corolario 2.4 Fix(T") es un retracto de C.

Ademas se cumplen todas las condiciones del corolario 2.4, por lo que Fix(T) re-
sulta ser un retracto no expansivo cuando k£ = 1 y es un retracto Hoélder continuo cuando
k > 1y siC es acotado. #

pasa si y solamente si k < — a, como queriamos. Claramente la funcién u

Si en el resultado anterior tomamos a = 0, entonces nos dice que yé‘ ©) > |, /#(X)
con lo que tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.2. Sea X un espacio de Banach que cumple 1 < Cnj(X) < %. Entonces
X
¥5(0) > 2.

Demostracion. Si sustituimos a = 0 de la anterior proposicidén, vemos entonces que

[_ 5 5
m>2@CN](X)<Z. #

Probaremos ahora un resultado que involucra a las funciones con n-ésima potencia
no expansiva.
Antes daremos algunas definiciones y resultados.

Definicion 3.3. Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de punto fijo
para funciones no expansivas si dados C un subconjunto cerrado, convexo y acotado
de Xy T : C — C cualquier funcion no expansiva, entonces Fix(T) # (.

Definicion 3.4. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X es uniformemente no
cuadrado si €y(X) < 2 (ver la definicion 2.9).

En [Jam64] R.C. James probd lo siguiente:
Teorema. Si X es uniformemente no cuadrado entonces X es reflexivo.
En [YWO06] C. Yang y F. Wang probaron lo siguiente:
Proposicion 3.5. Cy;(X) < 2 siy solamente si X es uniformemente no cuadrado.

En [GLMO5] J. Garcia-Falset, E. Llorens-Fuster y E. Mazcufian-Navarro demues-
tran lo siguiente:

Teorema 3.6. Sea X un espacio uniformemente no cuadrado. Entonces X tiene la
propiedad de punto fijo para funciones no expansivas.

Nosotros tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 3.7. Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo con la propiedad
de punto fijo para funciones no expansivas. Sea T : C — C una funcion, donde C C X
es cerrado, convexo y acotado. Si T" es no expansiva, entonces D = Fix(T") # 0 y es
un subconjunto cerrado y convexo de C. Si definimos Q = T|p, entonces Q" = Id|p,
O(D) = D y Fix(Q) = Fix(T). En particular:
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(@) SiT € L(k) conk <yX(0)y Cns(X) < 2 entonces Fix(T) # 0.
(b) Si X tiene estructura normal, es reflexivo y k < yX(0) entonces Fix(T) # 0.

Demostracion. Es claro que D = Fix(T") # 0 es convexo por el lema 1.4 y es cerrado
por ser el conjunto de puntos fijos de 7"; también es claro que Q" = Id|p por definicién
de D. Veamos ahora que Q(D) C D: sea x € D, entonces Q(x) = T"(Tx) = T(T"x) =
Tx, con lo que tenemos la contencién. Por otro lado, para x € D, existe Q"' x tal que
Q(Q" 'x) = x, por lo que se tiene la igualdad Q(D) = D.

Si x € Fix(Q), entonces x = Q(x) = T'(x), yaque x € D. Por otro lado, si x € Fix(T),
entonces Tx = x y asi T"x = x, con lo que x € D; luego x = Tx = Qx y de este modo
Fix(Q) = Fix(T).

Prueba de (a). Como Cy;(X) < 2, entonces X es uniformemente no cuadrado y, por
3.6, X tiene la propiedad de punto fijo; ademas como Q € Z(k), k < yX(0)y Q" = Id,
entonces Fix(Q) = Fix(T) # 0.

Prueba de (b). Kirk probé que si X es reflexivo y tiene estructura normal, entonces
X tiene la propiedad de punto fijo para funciones no expansivas (ver Teorema 2.1 de
[GKO1, pag 51]); entonces, andlogamente a (a), se sigue que Fix(T') # 0. #

Como corolario de la anterior proposicién tenemos:

Corolario 3.8. Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo. Sean C C X un
subconjunto no vacio, cerrado y convexoy T : C — C una funcion k-Lipschitz continua

tal que T? es no expansiva. Si 1 < Cyy(X) <2yk < |, /#(X) entonces Fix(T) # 0
y es un retracto de algin subconjunto convexo D de C. Ademds, si k = 1, Fix(T) es

un retracto no expansivo de Dy si k > 1 con C acotado, Fix(T) es un retracto Holder
continuo de D.

Demostracion. Sea D como en 3.7; entonces el resultado se sigue de las proposiciones
3.7y 3.1, sustituyendo a = 0 en la proposicién 3.1. #

3.1.1. Una generalizacion de la constante de von Neumann-Jordan

En esta seccién, vamos a introducir una generalizacién de la constante de von
Neumann-Jordan. Al principio daremos algunas propiedades que tiene esta nueva cons-
tante. También calcularemos el valor exacto que tiene dicha constante para ciertos es-
pacios de Banach.

Finalmente, daremos una aplicacion para mejorar la estimacion de y_%( (0), bajo cier-
tas condiciones del espacio X, andlogamente como hicimos para mejorar el valor de
yé‘ (0) usando la constante de von Neumann-Jordan en la seccion anterior.

Definicion 3.9. Sea X un espacio de Banach y « € [0, 1], entonces definimos:

llex + (1~ @)l + a(1 — @)llx — yIP
: 5 px,y € X,allxd? + (1= )yl # 0.
alldP + (1 = @)l

Co(X) = SUP{

Algunas propiedades de Cy(X):
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(1)) C%(X) = Cny(X). Esto es obvio.
() Esclaro que Co(X) = C1-o(X).

(m) Cu(X)=1paraa € (0,1)siy sdlosi X esun espacio de Hilbert.

Demostracion. Para ver esto, supongamos que Co(X) = 1 para @ € (0,1),
entonces para cualesquiera x,y € X, |lax + (1 — ayl? + a1l — a)|lx —y|I> <
a||x|)? + (1 - a/)||y||2. Sean u = ax + (1 —a)y y v = ax — ay. Tenemos entonces
llaw + (1 — apl* + (1 — a)llu — VI < eflull® + (1 — a)|Iv]I%; esto es,

A + a1 = @)yl < allax + (1 - a)yl* + (1 - @)llx - yII%,

de aqui tenemos la igualdad, y por el lema 2.20 X es un espacio de Hilbert.

Por otro lado, si X es un espacio de Hilbert, por la igualdad (2.2.1) del mismo
lema 2.20, para cada x,y € X, [lax + (1 — a)y|> + a(1 — @)|lx - y|* = allx|*> +
(1 = a)lyll%; esto es, Co(X) = 1. #

Ya que para cualquier espacio de Banach X, se tiene que Co(X) = C1(X) = 1,
entonces consideraremos solamente « € (0, 1).

Para la constante de von Neumann-Jordan, se tiene que 1 < Cyy(X) < 2, para
cualquier espacio de Banach X. Encontremos una estimaciéon semejante para C,(X).
Para este fin, definamos lo siguiente:

A=

{Ilax + (1 = apyl* + a(l - a)llx -yl
allxl? + (1 = a)llyll?

+ (1= a)yl? +al - —y|)?
B = su {HO/X ( G)Zyll a( Olz)llx [ By.ye Sx}.
allxl* + (1 = a)liyll

:xeSX,yeBx},

Consideremos 0 < a < % y tomemos x € Sx,y € Bxy s = |yl:

llax+ (1 —ayll* + a1l —)llx =yl _ llax+ (1 —a)yl* + a(l - @)llx - yII?
allx|> + (1 - a)llyl? - a+(1-a)lyl?
_le+(- @)s)? + a(l — a)(1 + 5)?
- a+ (1 -a)s?

= f(s),

donde s € [0, 1].
f alcanza su tnico valor midximo en so = /1%,y f(s0) = 1 +2vVa(l - a), de
aqui:
A<1+2+a(l —a). (3.1.1)
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Ahora tomemos x € Bx,y € Sx y sea s = ||x]|. Por lo tanto:

llax + (1 — @yl + a(l — a)llx -yl _ Nlox + (1 - a)yl? + a(1 - @)llx - ylI?
a|IxI1> + (1 = o)yl a|lx|> + (1 - a)
B (@s+ (1 —a)? + a(l —a)(s + 1)?

- as?+(1-a)

= g(s)

con s € [0, 1]. Podemos ver que g alcanza su unico valor mdximo en el punto s = 1,y
g(1) =1+4a(l - @), por lo que:

B<1+4a(l —a).

Asfi, para cualquier « € [0, %]:

Ca(X) <max {1 +4a(l - @), 1 +2a(l - o)}
=1 +2+/a(l - ).

Finalmente, por la propiedad (II), para cualquier « € [0, 1]:

Co(X) £ 1+ 24a(l —a).

Si en la definicién de Cy(X) tomamos y = x € Sy, tenemos que Cy(X) > 1, por lo
que tenemos:

1 <Coy(X) £ 14+ 2+a(l-a) <2 (3.1.2)

La cota inferior se alcanza para los espacios de Hilbert. Veremos que la cota superior
también se alcanza en algunos espacios de Banach.

Ejemplo 3.10. Si a € [0, 1], entonces Cy(co) = 1 + 2+va(l — a). Sea a € [0, %].

Tomemos xy'y como sigue:

XZ(I,I,O,..,),
y =(-s,s,0,...),s €[0,1].

Es claro que ||x|| = 1 y ||yl = s. También tenemos que:

llax + (1 — o)yl =|l(e = s(1 — @), + s(1 —a),0,...)||
=max{la — s(1 — )|, |a + s(1 — )|}

=a+s5(1 —a)

[lx =yl =[I(1 + 5,1 =5,0,..
=max{|1 + s/, |1 — s}

=1+ s.
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Asi:

llax+ (1 —a)yl? + a1l —)llx =yl (@+ (1 -a)s)?+a(l —a)l + s)?
allxl? + (1 — )|yl - a+(1—-a)s?

= f(s)

Yy si sy = ,/&, tenemos f(so) = 1 + 2+va(l — @). Concluimos que Cy(cg) = 1 +
2va(l — a).

Como segundo ejemplo, calcularemos el valor de C,(£]), esto es, el valor de esta
nueva constante para el espacio dual de cy.

Ejemplo 3.11. Tomemos lo siguiente:

x=(1,0,...) €Sy
y=(@0,s,...) € By,.

Notemos que:
lax+ (A -a)yll=a+ (1 -a)s,|x—y]|=1+s.

De manera andlogo en el ejemplo anterior, obtenemos que para « € [0, 1]:

Co(t) =1+2+a(1 — ).

No es casualidad que los valores encontrados hayan coincidido para los espacios ¢y
y £1. Esto se debe al siguiente hecho, que también se vale para el caso de la constante
de von Neumann-Jordan:

Proposicion 3.12. Para cualquier espacio de Banach X, y a € [0, 1], Co(X) = Co(X).

La prueba es similar a la dada por Kato y Takahashi cuando probaron que Cy;(X) =
Cyy(X™). Ver por ejemplo [KT98].

Demostracion. Sea X un espacio de Banach. Si@ = 0 6 @ = 1, la igualdad se da de
forma trivial. Tomaremos entonces « € (0, 1).

Tomemos primero X = Ry en Z = R X R definamos la norma ||(x, y)||% = alxli +
(1 - )yl

Queremos hallar Z*. Sean (a,b) € Z* y (x,y) € Sk, esto es, ax? + (1 —a)y? = 1.
Para calcular la norma de (a, b), definamos la funcién f(x) = ax + by, donde y se da de
forma implicita por la ecuacién alxli +(1 - cx)lyli =1.

2

-
Tomemos a # 0. Si y = 0 tenemos, por la ecuacién ax? + (1 — a)y*> = 1 que x

Si a = 0, entonces se puede ver que ||(a, b)ll%* =

2 _ 1
T

y por lo tanto (f(x))* = % Ahora tomemos y # 0, entonces y’ = (1‘_‘?”, por lo que
b(- 1-a)ay—ab P ST
F0)=a+by =a+ {2 = LGy f(x0) = Osiy solosi (1 - @)ayo = abxo,
esto es,
abxg
Yo

B (1-a)a’
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2 _ _ (-@)a®
0 7 a((l-a)a?+ab?)’

de esto y de la ecuacion a/xé +(1- a)y% = 1, tenemos x, asf:
2.2 2 _
sup{(ax + by)” :ax” + (1 —a)y" =1,y # 0}
=(axo + byo)*
babx 2
(1 -—a)a
[ -a)d® +ab?) (- a)d
\ (- a((1 — a)a? + ab?)
a’ b?
=+
a

= (axo +

l-a

Por lo que [|(a, b2 = & + £

a 1-a*

Definamos el espacio Z como X X X con la norma || - ||z, definida por:
1Ge, I = allxllf + (1 = a)lyllx,
por lo tanto Z* = (X* x X*,|| - ||+), donde

A1 Nl
Il = ==+ T

(3.1.3)

Definamos el operador lineal A : Z — Z representado por la matriz

I (a 1- a/) ’
a 0
en otras palabras, L(x,y) = (ax+(1-a)y, ax—ay). Sean x, y € X elementos cualesquiera
de X, entonces:

LG WIE <L YIS
=L (lxlf + (1 = @)lyll3)

y esto pasa si y solamente si:

a(llax + (1 = a)yll + a(1 - a)llx = ylI)

< |ILII*.
allxll% + (1 - a)lyll%

Tomando el supremo sobre x,y € X, obtenemos la desigualdad:
aCo(X) <|ILIP.
Ahora tomemos € > 0y x,y € X tales que:

IZCx, I

> |ILII? - &.
llCx, YIIZ
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Por lo tanto:
a(llax + (1 — a3 + a(l - @)llx - ¥%)

iy + (1 = a)lylly

LI - & < < aCy(X).

De aqui
ILI? = aCo(X).

El operador transpuesto de L tiene la misma norma que L, esto es: ||L! I = aCo(X).
Usando esto, calcularemos C,(X™).
Sean f, g € X*, entonces L'(f, g) = (af + ag,(1 — a)f — ag). Asi, sabemos que:

IL'(f, &I
ICF, @I

Por (3.1.3) tenemos las siguientes igualdades:

< |ILIP = aCo(X).

laf+agll,  li(1-a)f—agl.
ILCf I, e g

IfI2 1R, lelR
a

I-a

_a(a(1 - a)llf +gllg. + (1 - a)f - agliz.)
(1 = )lIflI%- + allglz. ’
Asi, la desigualdad anterior es vdlida si y sélo si:
a(l = a)lf + gy + (1 = a)f - agllz.
(1 = )lIfII%. + allglz.

< Co(X).

Notemos que

llaf + (1 = a)glly. + a(l - )lIf - glIx.
alfIz. + (1= a)lgllz.

I(1 - a)f - agly. +a(l - If + gllx.
(1 = @)lIflI%. + allglz.

Co(X™) = sup{ fg€XY)

: f,g € X},

= sup{

de aqui que:
Co(X") < Co(X).
Para demostrar la otra desigualdad, tomemos (f, g) € Z* tales que:
IL'(f, )II5.
I(fs @I

> 1LY = e = aCyp(X) — &a,

esto es:

a(l — lIf + gy + (1 — &) f - aglly.
(1 - IS + allgll3.

por lo que C,(X) — € < Co(X™), y ya que & es arbitrario, concluimos que:

Co(X) < Co(XD).

C(Z(X) —&< < C(I(X*)a

como se queria probar. #
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En lo que sigue, vamos a probar una caracterizacion de los espacios uniformemente
no cuadrados, en base al valor de C,(X).

Introduciremos nuevas constantes que nos serdn utiles para calcular el valor de
C.(X), similares a las que se usan en [YWO06].

Sea X un espacio de Banach y « € [0, 1], definamos las siguientes funciones:

1(@, 1) = sup fllax + (1 = )iyll® + (1 = @)llx =yl : x,y € Sx}
ya(a, 1) = sup {llatx + (1 = a)l? + a1 = @)lltx = yI* : x,y € Sx}

donde ¢ € [0, 1].
Se sigue inmediatamente que

YI(a’ t) = 72(1 -, t) (314)

Proposicion 3.13. Sean X un espacio de Banach, « € [0, 1]. Consideraremos a 'y, como
funcion de t. Entonces tenemos lo siguiente:

(D) a<yi(a,)<a+1-a)f +4a(l - a).

(2) yi(a,t) es una funcion convexa.

(3) yi(a,t) es una funcion no decreciente.

4) vi(a,t) es una funcion continua en [0, 1).

(5) w es una funcion no decreciente en (0, 1).

Demostracion. Prueba de (1).
En la definicién de y(a, t), tomemos y = x, entonces:

vi(a,t) 2llax + (1 — cy)txll2 +a(l —a)|x - txll2
=(a + (1 —@))* + a(l — a)(1 - 1)

=a+(1- cx)t2 > a.
Por otro lado, sean x,y € Sy, por la desigualdad del tridngulo:

lex + (1 — a)tyll> + a(1 — @)llx — tyl* <(@ + (1 — a)0)* + a(l — a)(1 + 1)
=a + (1 - ) + 4a(l — a)t
<1 +4a(l - a),

y si tomamos el supremo sobre x,y € S x y junto con la anterior desigualdad:
a<a+(l-a)f <y, <a+(1-a)f +4a(l —a) <1 +4a(l —a),

paratodo ¢ € [0, 1].
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Prueba de (2).
Sean0 <t} <1, < 1yp € [0,1]. Considerando que x = Bx + (1 — B)x y que la
funcién i(x) = x> es una funcién convexa, tenemos que para cualquier x,y € S x:
llx + (1 = a)(Bt1 + (1 = BY)yll* + (1 — @)llx = Bty + (1 = Byl
< (Bllax + (1 = )iyl + (1 = Bllax + (1 — )yl
+a(1 = ) (Bllx — iyl + (1 = Bllx = t2yll)°
<Bllax + (1 = )tyll* + (1 = Pllex + (1 = )yl
+a(l = a) (Bllx — 11yl + (1 = B)llx = 12y
=B(lax + (1 = a)tyyll* + a1 = @)llx — 11y1?)
+ (1 = B)(llax + (1 = a)nyl* + (1 = @)llx — 12y1%)
<Byi(a,t)) + (1 = Byyi(a, ).

Finalmente, al tomar el supremo sobre x,y € S x:

Yi(a,Bt1 + (1 = B)na) < Byi(a, 1) + (1 = Byyi(a, r2).
Prueba de (3).

Ya que y;(a, t) es una funcién convexa, es suficiente probar que y|(«, t) > y;(a,0)
para cualquier ¢ € [0, 1]. Calculemos (e, 0). Para cualquier x,y € Sx:

llaxl* + a(l - @)lxl* = @ = y1(a,0)

y por el inciso (1), esto queda probado.

Prueba de (4).

Por la convexidad de la funcién vy («a, t), tenemos la continuidad en (0,1). Sélo resta
probar la continuidad en cero. Ya que @ = y;(a,0) y por el inciso (1)

0 < yi(e. ) = y1(@,0) < (1 — a)* + 4a(l - a1,
de donde
}i_%l(yl(a/, ) - y1(a,0) = 0.

Por lo tanto, la funcidn es continua también en cero.
Prueba de (5).
Sea0 < t; <1, < 1. Entonces t; = Afp, para algin A € (0, 1), por lo tanto:

vila, 1) -« :Vl(a,(l -0+ 4An) -«

1 Aty
(1= Dy@0) + (@.m) —a
- Aty
_(=Da+ yi(a,n) — @
B Aty
yile,h)—a
_T.
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Si intercambiamos a por 1 — @ y usamos (3.1.4), tenemos el siguiente corolario:
Corolario 3.14. Sea X un espacio de Banach, «a € [0, 1]. Entonces:

(D) 1-a<ya,) <1 —a+at®+4a(l - a).

(2) y2(a,t) es una funcion convexa.

(3) y2(a,t) es una funcion no decreciente.

4) va2(a,t) es una funcion continua en [0, 1).

(5) M es una funcion no decreciente en (0, 1).

Ademds, también tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.15. Para cualquier a € [0, 1]:

yi(@.n = sup{llax + (1 =)yl + a(l = a)llx — 1yl : x € Sx.y € By},

ya(@. 1) = sup{llatx + (1 =@y’ + a(l ~ @)lx ~yIF 1 y € Sx. x € Bx|.
Demostracion. Por definicion
yi@.0) < sup{llax+ (1~ + a(l @)l ~ I : x € Sx.y € Bx|.
Tomemos y € By fijay x € S x. Entonces
llax + (1 — a)tyll* + a(1 — @)llx — tyl*
y y
=llex + (1 = a)liyll==I* + a(1 - @)llx — Alyl-=I|I*
Iyl Iyl
<yi(a, Hiyll) £ yi(a, ),

pues y1(a, t) es una funcién no decreciente.
Cuando tomamos el supremo sobre y € By y x € S, tenemos la desigualdad que
faltaba. #

Veamos ahora de qué manera se relacionan estas nuevas constantes con C,(X). Para
esto, definamos M como sigue:

1 .t
M = max{ Sup {L)z}7 Sup {2’}/2(#}}
refo\@ + (I =)t ) eonlat + (1 — @)
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Lema 3.16. M = Cy(X).

Demostracion. Tomando ¢ = 0, como w = %’(’7{0) = 1, concluimos que M > 1.

Sean x,y € Sx; de la definicion de C,(X) tenemos:

llox + (1 = a)nyll” + (1 = @)llx — 1yl
a+(1-a)?

< Co(X),
y al tomar el supremo sobre x,y € S x:

Y1(@, 1)
ar(i-ap =

y tomando ahora el supremo sobre ¢ € [0, 1]:

,1
sup {&} < Co(X).
1€[0,1]

a+ (1 -a)?

Con un argumento andlogo, se obtiene lo siguiente:

, 1
sup {&} < Co(X),
€[0,1]

at’ + (1 — )
y de ambas desigualdades se tiene que
M < Co(X).

Tomemos x,y € X elementos distintos de cero y supongamos que ||x|| = max{||x||, ||[¥[},
entonces:

vl y 2 Il y 2
llx + (1= ) + ol = @lx =yl _Nlogg + 0~ gl + o =~ Dlig — f il

: - 5 2,
allxl]? + (1 = a)lyll a+(1—oz)(M) ||||§—,||||2

(1l

vi(a, %)

Ca+ (- (LY

{ Yi(a, 1) }
<Ssup {—————
refo,n L+ (1 —a)t

<M,

y si aplicamos un argumento anélogo al caso |[y|| = max{||x||, |[y||}, considerando ahora a
la funcién y, obtenemos la misma desigualdad. Finalmente, si alguno de los elementos
x 6 y es cero, seguimos teniendo la misma desigualdad ya que M > 1. Tomando ahora
el supremo sobre x,y € X, cuando ambos no son cero simultineamente, obtenemos la
desigualdad que nos faltaba:

Co(X) < M.
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En la definicién 3.4 se dijo lo que es un espacio uniformemente no cuadrado. Este
concepto fue definido originalmente por James como en la definicién siguiente y es
bien conocido que ambas formulaciones son equivalentes.

Definicion 3.17. Un espacio de Banach X es uniformemente no cuadrado si existe
& €(0,1) ral que minf[lx + yl|, [lx — ylI} < 2(1 - &).

Basandonos en esto, introduciremos otra definicién equivalente de espacios uni-
formemente no cuadrados que nos serd de mucha utilidad.

Definicion 3.18. Sea « € (0, 1). Diremos que un espacio de Banach X es («, §) convexo
si para cada x,y € S x tenemos al menos alguna de las siguientes desigualdades:

llax + (1 =a)yll < (1 -06)

(SN

llx =yl <2(1 = ).
Observemos que para @ = % tenemos la definicién 3.17.

Lema 3.19. Sean X un espacio de Banach y a € (0, 1). X es uniformemente no cuadra-
do si 'y solo si existe 1 > 6 > 0 tal que X es (a, 6) convexo.

Demostracion. Supongamos que X es uniformemente no cuadrado, y sean x,y € Sy.
Entonces existe & € (0, 1) tal que [|x—y|| < 2(1—&) 6 [lx+y|| < 2(1—¢). Si ||x—y|| < 2(1-¢),
no hay nada que probar. Supongamos que ||x + y|| < 2(1 — &). Entonces, si @ € (0, %]:

a
llax + (1 = eyl =allx + ——=yll

1-a

=allx +y +( = Il

1 -2«
I

=allx +y+
a

1-2a

<allx+yll+a

La(l-e)+1 -2«

<1 —2ae.

Siae [%, 1),yaquel —a < %, se tiene que |lax + (1 —a)y|| < 1 -2(1 — a@)e.

Supongamos ahora que X es (@, d) convexo para algin 6 > 0. Entonces, ya sea
lax+ (1 —a)yll < (1-06)6|lx—yl|l < 2(1 —6). Si se tiene la segunda desigualdad, ya no
hay nada que probar; supongamos entonces que |jax+ (1 —a)y|| < (1-96) y que [[x—y|| >
2(1-90). Entonces como X es (a, §) convexo, también se satisface ||ay+(1—-a)x|| < 1-96.

Por lo tanto:
llx + yll =llax + (1 —a)y + ay + (1 — a)x|
Sllax + (1 = a)yll + [lay + (1 — a)xl|
<2(1 - 9).
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Proposicion 3.20. Sea X un espacio de Banach, @ € (0, 1). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) X no es uniformemente no cuadrado.
2) vi(a,t) = (@ + (1 —a))?* + a(l —a)(1 + 1) para todo t € [0, 1].
3) vi(a,to) = (@ + (1 — a)to)? + a(l — @)(1 + 19)* para algiin to € (0, 1].

Demostracion. 1) = 2).
Si X no es uniformemente no cuadrado entonces, por el lema 3.19 y la definicién
3.18, existen dos sucesiones {x,},{y,} C Sx tales que: lim |lax, + (1 —a@)y,ll = 1y
n—oo

lim ||x, — y,|| = 2. Notemos que:
n—oo

a+ (1 —a)=llax, + (1 — a)ty,l|
=|lax, + (1 - a)yp + (1 —a)t— l)yn”
>[lax, + (1 — @)yl — (1 —a)(1 - 1),

consecuentemente
lim |lax, + (1 —a)ty,|| = a+ (1 — a)t.
n—oo

Por otro lado:

I +12|x, — tyull
=[lxn = yn + yu(1 = DI
2[|xn = yall = (1 = ),

asi
lim ||x, —ty,ll =1+t
n—o0

Como para t € [0, 1] se tiene que yi(a, ) < (a+ (1 — a@)t)? + a(1 — a)(1 +1)?, usando
lo anteriormente calculado:

2
I

Y@, 1) 2 lim (lax, + (1 - a)tyall” + (1 = a)llx, — ty,ll)

=@+ (1 - +a(l —a)l +1)
>vy(a,t).

Concluimos entonces que yi(a, ) = (@ + (1 — ))? + a(l — )1 + 1)

2) = 3). Es obvio.

3) = 1). Supongamos que yi(a, ty) = (@ + (1 — @)t)? +a(1 —a)(1 +1p)? para algin
to € (0,1] y que X es uniformemente no cuadrado, entonces por el lema 3.19 existe
1 > ¢ > 0tal que X es (a, 0) convexo. Sean x,y € S x, entonces tenemos 2 casos.
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» Casol) [lx—yll <2(1-96).
En este caso tenemos lo siguiente:
llax + (1 = @)toyl*+a(1 — @)llx — toyl*
<(a+ (1 - a)y)* + a(l — a)lltox — toy + (1 — 19)x|?
<(a + (1 = a)tg)? + a1 — a)(tollx =yl + (1 = 10))?
<(a+ (1 = a)p)* + a(l = @)21(1 = 8) + (1 — 1p))*
=(a + (1 — @)1p)* + (1 — @)(1 + to — 25t0)>
=(a+ (1 — a)p)* + a(1 — @)(1 + 1p)* — da(1 — @)sto(1 + (1 = S)ip)
=yi(a, to) — 4a(l — a)6t0(1 + (1 — 6)1p).
m Caso2) Jlax+(1-a)yl<1-46.
Para este caso, estimemos lo siguiente:
llax + (1 = @)toyll*+a(1 — @)llx — toyl*
<I(1 = fo)ax + to(ax + (1 — )W + a(1 — @)1 + 1p)?
<((1 - tp)a + tollax + (1 — a)yl)?* + a(1l — @)(1 + 19)*
<((1 = to)a + 1o(1 = 8)* + a(1 — a)(1 + 1p)*
=(a + (1 = )tp)* + (1 — @)(1 + 1) = 616((2 = 8)tg + 2a(1 — 1))
=yi(a, to) — 6to((2 = 8)tp + 2a(1 — 1p)).

En ambos casos concluimos que yi(a,fy) < yi(a,tp), lo cual es una contradiccion.
Entonces la proposiciéon queda probada. #

De la igualdad (3.1.4) se deduce:

Corolario 3.21. Sea X un espacio de Banach, @ € (0,1). Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1) X no es uniformemente no cuadrado.

2) vo(a,t) = (at + (1 — @))* + a(1 — a)(1 + 1) para todo t € [0, 1].

3) y(a, to) = (aty + (1 — @))? + a(l — @)(1 + 19)? para algiin to € (0, 1].
En la siguiente proposicion usaremos la siguiente observacion:

Observacion 3.22. Por la desigualdad (3.1.1):

yi(a, s) <(a +(1-a)9)? +a(l —a)l + s)?
a+(l-a)s? "~ a+(1-a)s?

=f(s) <1 +2+a(l —a),
y se da la igualdad si 'y solo si s = /% Asi, si se da la igualdad se tiene entonces
que yi(@, |1%) = 2a(1 + 2Va(1 - a)).
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Proposicion 3.23. Sea X un espacio de Banach, a € (0, 1). X no es uniformemente no
cuadrado si y solo si Co(X) =1+ 2va(l — ).

Demostracion. Ya que C,(X) = C1_,(X) para cualquier espacio de Banach X, es sufi-
ciente probarlo para a € (0, %]. Tomemos entonces « € (0, %].
=
Si X no es uniformemente no cuadrado entonces por la proposiciéon 3.20 y el coro-
lario 3.21:
yila,t) = (@ + (1 — )0 + a(l - a)(1 + 1)

ya(a, 1) = (at + (1 — @) + a(1 — a)(1 +1)°

para todo ¢ € [0, 1]; asi, es fécil ver que:

.t
o] @ + (1 —a)t
y
.t
7A0D  _L e(] -,

reo.1] @f? + (1 — @)

y por el lema 3.16 tenemos que C,(X) = 1 + 2 va(l — a).

=
Supongamos que Co(X) = 1 +2+va(l — @). Como 1 +4a(l —a) < 1+2+va(l — @),
tenemos por la observacion 3.22 que en este caso sup e Co(X).

—o2
r€[0.1] a+(l1-a)t

Entonces existe una sucesion {¢,} C [0, 1] tal que:

lim 2429 o) = 1+ 2 a(l —a).
noa+(1-a)t
Sin perder generalidad, se puede suponer que {z,} es una sucesién convergente y
supongamos que converge a s € [0, 1].
Casol) se€]0,1).
Por la proposicion 3.13 tenemos la continuidad de y(a, s) en [0, 1), por lo que:

Yi(a, ty) _ vi(a,s)
na+(l-a); a+(l-a)s?

=14+2+a(l - @),

y por la observacién 3.22, s = /7%. Como s € [0, 1), entonces este caso no puede

aplicarse para a = % Asi, para a € (0, %):

i (a, \ /%) =2a(1 + 2 Ja(l —a))

2 2
=(a/+(l—a/),/ﬁ) +a(1—a/)(1+ 1/%) ,

y por la proposicién 3.20 concluimos que X no es uniformemente no cuadrado.
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Caso2) s=1.
Por la observacién 3.22 tenemos que para todo n € N:
YI (CX, tl’l)
— < 1),
a+(1-a)? /)
y esto implica:
1,
1 +2a( = a) = lim —2{&m)_
noa+(1-a)
<lim f(z,)
n
=f(1)
=1+4a(l —a)

lo cual es una contradiccion si tomamos « € (0, %), pues 1+4a(l-a) < 1+2+va(l — a).

Entonces la desigualdad sélo es valida para @ = % y, de hecho, tenemos que

lim yl(%, t,) = 2; por lo tanto como la funcién y; es una funcién no decreciente y
n

por la observacién 3.22, tenemos que y (%, ) < 2; asf, y(%, 1) = 2 y por la proposicién
3.20 se sigue que X no es uniformemente no cuadrado.
#

Daremos ahora unas consecuencias de esta tltima proposicion.
Como todo espacio uniformemente convexo es uniformemente no cuadrado, tene-
mos el siguiente corolario:

Corolario 3.24. Sean @ € (0,1) y X un espacio uniformemente convexo. Entonces

Co(X) <1+2va(l —a).
Recordemos la siguiente definicion.

Definicion 3.25. Un espacio de Banach Y es finitamente representable en X, si para
cada subespacio Yy de Y de dimension finita y A > 1 existe un isomorfismo T : Yy — X
tal que:

Ayl < 1Tyl < Ayl

para todo y € Y.

Definicién 3.26. Diremos que un espacio de Banach X es superreflexivo si cualquier
espacio Y que es finitamente representable en X es reflexivo.

En particular, si un espacio de Banach es superreflexivo entonces el espacio mismo
es reflexivo. La siguiente caracterizacion se puede encontrar en [GK90, pag. 57]:

Teorema (James, Enflo). Para cualquier espacio de Banach X, las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

= X es superreflexivo.
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= X tiene una norma equivalente con el que el espacio es uniformemente no cuadra-

do.
» X tiene una norma equivalente con el cual es uniformemente convexo.

Como se sabe que todo espacio uniformemente no cuadrado es superreflexivo, te-
nemos el siguiente corolario:

Corolario 3.27. Sea a € (0,1). Si Co(X) < 1+ 2+a(l — @) entonces X es super-
reflexivo.

Por ltimo definamos lo siguiente:

Definicion 3.28. Sea X un espacio de Banach y « € (0, 1). Definamos
Co(X) = inf{Co(X. |- le) : I - lle  es equivalente a |- I|x)
Entonces tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.29. Sea X un espacio de Banachy a € (0, 1). X es superreflexivo si y sélo

5i Co(X) < 1 +2+va( - a).

Demostracion. Supongamos que X es superreflexivo, por el teorema de James-Enflo,
entonces existe una norma equivalente || - || en X con la cual el espacio resulta ser
uniformemente convexo, por lo tanto Co(X, || - [le) < 1 + 2 V(1 — ), y asi, Co(X) <
1 +2+vVa(l - a).

Supongamos ahora que 5Q(X) < 1+ 2+a(1 — ). Entonces existe una norma equi-
valente en |||, tal que Co (X, ||*]le) < 1+2 V(1 — @) y por lo tanto el espacio (X, ||-||.) es
uniformemente no cuadrado y, por el teorema de James-Enflo, X es superreflexivo. #

Una aplicacion a la teoria de punto fijo

Como vimos al principio de este capitulo en el corolario 3.2, se puede hallar una es-
timacion de yé‘ (0) con yé‘ (0) > 2 para ciertos espacios de Banach X, cuyo valor Cy;(X)
sea cercano a 1. En esta parte, veremos que se puede hallar también una estimacion de
yé‘ (0) > 1.3821, que es el mejor valor que se tiene para espacios de Banach en general
([GPO5])).

Proposicion 3.30. Sea X un espacio de Banach y @ = 0.346. Si 1 < Co(X) < 1.139
entonces X tiene la propiedad de punto fijo para las funciones (0, 3)-rotativas y ademds
para estos espacios de Banach X, se tiene que yé‘ (0) > 1.3821.

Demostracion. Tomemos X un espacio de Banach, C un subconjunto no vacio, cerrado
yconvexode XyT : C — C,T € ZL(k), T? = Id. Dado x € C, definamos los siguientes
elementos de C:

xo=x€C,
x1 =axg+ (1 —a)T xgp,

X2 = axg+ (1 —a)Txy.
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Recordemos que en el segundo método de la seccién 2.2.2, para el caso n = 3 y cuando
X es un espacio de Hilbert, tomamos estos mismos elementos, y tomando « = 0. 346,
obtuvimos el mejor valor de k, que resulta ser menor que 1.4441, para que T tenga
puntos fijos. Por esa razén, usaremos ese mismo valor de a para que en el caso en que
X sea un espacio de Hilbert, esta cota de k coincida.

Por la definicién de C,(X) deducimos lo siguiente:

2 = Toall? =lla(xo = Tx2) + (1 = ) (Tx1 = Tl
<Co(X) (alixo = Txall® + (1 = )ITx1 = Txall*) = a1 = @)llxo = Txa |
<Co(X) (K ITx0 = 22l + (1 = K |lx1 = x2l) = @1 = @)llxo — Ty |
<Co(X)(@klla(xo = T?x0) + (1 = &)(Tx1 = T2xo)|

514 2 2
+ (1 = a)’kllxo = Txoll) — a(l = a)llxo = Tx: I
Andlogamente, tenemos la siguiente estimacion:

lla(xo—T%x0) + (1 — @) (Tx; — T*xp)|I*
<Co(X)(@llxo — T 0> + (1 = )T x1 — T?xol*) — (1 — @)llxo — Tx1|*
<Co(X) (kT x0 — x> + (1 — @)k?a?||lxo — Txoll?) — (1 — @)llxo — Tx1l%,

que junto con la anterior desigualdad nos da:

llx2 = Tx2l* <a®k8Co(X)?|lx0 — Txoll* + (1 — @)k* Co(X)?Ilxo — Txol?
+(1 = @)’ K* Co(X)llxo — Txoll* — a(1 — @)[@k*Co(X) + llxo — Ty 1%
(3.1.5)

Abhora consideremos la siguiente estimacion:

llx; = Txl* =lla(xo — Tx1) + (1 — a)(Txo — Txp)|?
<aCo(X)llxo — Tx1l* + (1 = @)*k*Co(X)llxo — Txoll* — (1 — @)llxo — Txoll*.

Como en el segundo método de la seccioén 2.2.2, supongamos que para algin € se
tiene que ||x; — Txi)? > (1 — &)llxo — Txoll*, tenemos entonces que:

—(1-8)+ - a)PkCy(X) — a(l — )

llxo — Txoll%.
Co(X)

2
—allxo — Tx]|” <

De esta y de la desigualdad (3.1.5) obtenemos:

I — TxalP? <[@®k0CL(X)? + & (1 — k*Co(X)? + (1 — @Pk*Co(X)
+a(l -k (=1 —8)+ (1 — @)’k Cu(X) — a(l — @)
l-«

312 2
CQ(X)(_(l — &)+ (1 - a)'k"Co(X) — a(1 — @)]llxo — Txoll".

+
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Usando un argumento similar a ese segundo método concluimos que 7' tiene punto
fijo cuando:

k0C,(X)* + &2 (1 — K Co(X)* + (1 — @) k*Co(X)
—a(1 — )k* + a(l — )*k*Co(X) — (1 — a)*k?
a(l — @)?

l1-a 4 ad-a)
CQ(X)+(1 a)’k .0 <1.

Finalmente, tomemos @ =0.346. Si X es un espacio de Banach tal que 1 < Cy(X) <
1. 139, la desigualdad anterior se satisface para k < ko(X), donde ko(X) > 1.3821, es
decir, para estos espacios X se tiene que y§ 0) > ko(X) > 1.3821.

Por ejemplo, cuando X = H es un espacio de Hilbert, C,(H) = 1 y se tiene en par-
ticular que ygf (0) > ko(H) = 1.4441 > 1.3821, misma cota encontrada en el segundo
método de la seccién 2.2.2.

#

Desafortunadamente, ya que hemos usado un argumento andlogo al segundo méto-
do, no podemos asegurar que el conjunto de puntos fijos en este caso es un retracto del
dominio.

Para terminar, calcularemos el valor exacto de C,(X) para ciertos espacios X y
también daremos estimaciones de C,(X) para otros espacios.

Ejemplos

Para espacios de Hilbert H, vimos que C,(H) = 1 para cualquier @ € (0,1) y que
Co(X) = 1 +2+/a(1 — @) para los espacios X que no son uniformemente no cuadrados.

En la figura 3.1 podemos ver la grifica de la funcién Co(X) = 1 + 2+a(1 - ),
como funcién de a, para los espacios X que no son uniformemente no cuadrados.

Con esto se puede establecer la siguiente conjetura para espacios uniformemente no
cuadrados:

Conjetura 3.31. Para todo espacio de Banach X, C,(X) es una funcion continua, como
funcion de a.

En esta direccién, tenemos el siguiente ejemplo en el espacio R%:

Ejemplo 3.32. Tomemos el espacio X = t, — € como R? con la norma || - |21 definida
por:
@bl si ab=0

a,b =
(@, b)ll2.1 {”(g,b)”l si ab<0.

Entonces Co(6r — €1) = 1 + Va(1 — ).

Grdficamente la esfera unitaria de este espacio es el de la figura 3.2. Notemos
primero que el conjunto de los puntos extremos de la bola en este espacio es el conjunto
EByx) = {(a,b) : a*+b* = 1,ab > 0}. Por el teorema de Krein-Milman podemos afirmar
que

1@, 1) = sup{llax + (1 = )yl? + a(l = @)llx = 01 : x,y € EB)),
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Figura 3.1: Gréfica de Co(X)

Figura 3.2: Grafica de la esfera unitaria en ¢, — ¢;
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y andlogamente para y,(a, t).
Sean a, b, ¢, d niimeros no negativos, tales que A+ =c2+d>=1 yseat € [0,1].
Primero tomaremos x = (a,b) yy = (c,d). Es claro que |lax + (1 — &)ty =
llex + (1 — a)tyll2. Sillx —tyll2.1 = llx = tylla, tendriamos que
laox + (1= a3, + a1 —@)llx =3, = a+ (1 - ).
Supongamos ahora que ||x — tyllo.1 = |lx — tyll1, tendriamos entonces:
llox + (1 = a)yl3; + (1 = @)llx = 0yll3
=a+(1- a/)t2 + 2a(1 — a)((ad + cb)t — ab — tzcd)
<a+ (1 -a)f +2a(l - a)
porque ad + cb < 1.

Si ahora tomamos x = (a,b) y y = (—c, —d), con un razonamiento andlogo llegamos
a que, si|lax + (1 —a)tyllo,y = llax + (1 — )yl

llox + (1 = a)yl3 ) + a1 —)llx = 3, < a+ (1 - ) +2a(1 - ).

De ambos casos, concluimos que yi(a,t) < a + (1 — @) + 2a(1 — a)t. De hecho,
se da la igualdad: basta tomar x = (1,0),y = (0, 1). Por lo tanto tenemos yi(a,t) =
a+ (1 =—a) +2a(1 —a)t, yyr(a,t) = (1 —a) + ar® + 2a(1 — a)t.

Para simplificar tomemos 0 < a < % Entonces se puede probar que S[l(l)[i]{
tel0,

Yi(a,t) } =
a+(1-a)2t —

1+ Va(l — @), mientras que S[l(l)pl]{ 12&32} =1+2a(l — ).
te(0,

Finalmente, C,({> — €1) = max{l + Va(l —a),1 +2a(l — @)} = 1 + Va(l — @),

como se queria probar.

La figura 3.3 muestra la gréfica de C,(X), cuando X es el espacio dado en el ejemplo
anterior.

Lo siguiente que vamos a hacer es dar estimaciones de C,(X), para ciertos espa-
cios de Banach X. Antes de esto, daremos el siguiente lema que nos serd ttil para los
siguientes dos ejemplos.

Lema 3.33. Sea H un espacio de Hilbert con norma ||-||, y X = (H, |-|) el mismo espacio
pero con una norma equivalente, esto es, existen a,b > 0 tales que para cualquier
xeH:

alx| < [lxll> < blx].

Entonces Co(X) < Z—z

Demostracion. Sean x,y € Sy, Hconnorma ||,y t € [0,1]:
1
jax + (1 — a)yl® + (1 - @)lx — oy? <= llax + (1 — &)yl + a(l - a)llx - yl3
a
1 2 2 2
=3 (@l + (1 - a)ribily)

b2
<= (@’ + (1 = )Py
a

2
:;(a +(1-a)?).
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Figura 3.3: Gréafica de C,({> — €1)

. ot 2
Si tomamos el supremo sobre x,y € Sy se deduce que % < ﬁ’?. Intercam-
@t . b

biando @ por (1 — @), obtenemos Toarta? S o

Ahora tomando el supremo sobre ¢,

. 2
concluimos que Co(H, |- |) < %, 4
Entonces tenemos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.34. Consideremos al espacio X = f;l, = [®R" |- lp) con p > 1. Sabemos que

todas las normas en R" son equivalentes, en particular, la norma || ||, es equivalente
alanormal| . Se sabe que si 1 < p < r < oo entonces ||xl|, < ||x||,, de aqui, sir > 2,
[l < {lxll2-

Usando la desigualdad de Holder: si p > 1y q es su conjugado, entonces para
cualesquiera ay, by > 0:

Zn:akbk < [ S af)ﬂ [Zn: bZ]q (3.1.6)
1

k=1 k=1

con ay = ci,bk =1yr=2p, como 3} = % se deduce que:

1 1
n 2 n r )
2 r ==
[ch S[ch) nz.

k=1 k=1

Por lo tanto, para cualquier x € X

r=2
lIxll < llxll2 < n2 [lx]l,
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. . =2 2_ ;
y del lema anterior; se tiene que Co(X) < n'v =ns"", donde s < 2 es el conjugado de
r.
En el caso n = 2 tenemos:

2_
Co@) <257 = o))

pues min{r, s} = s. Finalmente, ya que Co(X) = Co(X*) deducimos lo siguiente:
Sir>1ya<]|0, %] entonces

Coll) <2771 = C1(E)

donde ¥’ = min{r, s} y s es el conjugado de r.

Ejemplo 3.35. Sea Z, = (R?,|-|;) donde IX|% = ||)C||§+/l||x||zo para cualquier x. Sabemos
quel|l ll2y| |1son normas equivalentes:

A+2
\/ > lxll2 < lxla < VA + 1|x]l;.

Tomemos |x|y = 1y|yla =tconte|0,1]:

lax + (1 — ay)l3 + a(l — a)lx = yI3 < (A + Dlllex + (1 — )yl + a(1 - @)llx - yl3]

= (A + Dlellxlf + (1 - a)llyli3]
- 21+ 1)

T A+2
2+

A+2

[alxl} + (1 - a)lyl3]

@+ (1-a))

de aqui:

2(1+1
yi(a,0) < (/l+ )

5 [@+ (1 -a))

en consecuencia:

n@n _2@+1)
ra+t(l—a)2 = A+2 7

Andlogamente:
up Y2(a, 1) < 21+ 1)
¢ a+ (1 -a)? A+2
por lo que,
2(1+1)
Zy)) < .
Ca( /1) =T 1+2

Sea a > 0, tomando x = (a,a),y = (a, —a) se deduce que:

A A
- - < < _
1+ 1 24a/(1 )< C,(Z) <1+ >

En particular, si @ = % se obtiene C% = l+ﬁ. Entonces tenemos Co(Z,) < C%(Z,l).
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Con los ejemplos vistos, se podria uno hacer la pregunta si siempre se da el caso que
Co(X) < Cny(X), para todo espacio de Banach X. Sin embargo, tenemos el siguiente
ejemplo que muestra que esto en general no es cierto. El ejemplo es en el espacio R?, y
para hallar el valor exacto de C,, usaremos otra vez el teorema de Krein-Milman.

Ejemplo 3.36. Sea X = (., — € = (R, | - lleo=1), donde la norma estd dada por:

[l oo si x1x 20
[Ixlloo-1 = _
llx[11 si x1x2 <0
. _ 392 .
donde x = (x1,x) e X. Sil<a < %, entonces Co(X) = 1+ w y el mdximo es
X) =4
Cy(x) = 4

Demostracion. La esfera unitaria de este espacio es el de la figura 3.4. Tomemos @ €
O, %]. Usando el teorema de Krein-Milmam, podemos ver que el conjunto de puntos
extremos de la bola unitaria consta de solamente 6 puntos. Con estos puntos, podemos
calcular el valor de y;(«, ?):

a+ (1 -’ +2a(l —a) 0<t< 1%

1=
Yi(a, 1) = 5
a(l —a)+ (1 - a)* +2a(l — @) L <1<

l-a —
y calculando el siguiente supremo obtenemos:

—a + Vda - 3a?
sup yi(a,t) =1+ .
r€[0,1] 2

También tenemos que:

ya(a,t) = (1 —a)* + a(l — a)(1 + 1),

de donde:
@ 1 +2a - 3a? si 0<a<1i
sup ya(a,t) = B — ]
1€10,1] |4 zetViosde? g Log <l
De estas igualdades, obtenemos que C,(X) = 1 + %‘”_W. #

La grafica de la funcién C,(X) se puede ver en la figura 3.5. Podemos ver que
para todo @ € [0, 1], se tiene que Co(X) < C 1 X) = %. En particular se tiene que

C,(X) = SALPEE C1(X).
Por tiltimo, aunque no tenemos el valor exacto de C,, para los espacios ¢, si pode-
mos afirmar lo siguiente:

Proposicion 3.37. Consideremos los espacios X, = £}, con p > 1. Sea 1 < s <r < oo,
entonces para cada a € [0, 1]:

IC(Z(XY) - Ca(Xr)l < Z[nlr_lr — 1]
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Figura 3.4: Gréfica de la esfera unitaria en £, — ¢
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99



100 CAPITULO 3. LA CONSTANTE DE VON NEUMANN-JORDAN

Demostracion. Sitomamos a; = cli, by = 1 en la desigualdad de Holder 3.1.6 obtene-
mos: 1 1
< - 1
Sy Sp\ sp 75
(Eck) S(Eck) nes.,
. _ : L _1_ 1 .o : .
Haciendo r = sp se sigue que 75 =5~ 7 asi, para cualquier x € R™:

1_1
llxlly < nsr lxdly-

Para 1 < s < rdado, escogemos p > 1 tal que r = sp y tenemos la anterior desigualdad.
Entonces, por las propiedades de los espacios £, tenemos que para cualquier x € R":

1_1
[lxl- < [lxlls < ns 7w {lxll
Tomemos « € [0,1], x,y € Sx,, t € [0,1]:

llox + (1 = )yl + a1 = @)llx = tyll} <llax + (1 = e)tyll; + (1 = @)llx — 1yl
<Co (X))} + (1 = &)yl
<13 7T Co(Xy )@ + (1 — ),
de aqui, a;/(‘l(‘f;)) 5 < nls‘%C(,(XS). Intercambiando @ con (1 — @), tomando el supremo
sobre ¢ y luego tomando el maximo, se puede deducir que:

11
Co(Xy) < 1577 Co(Xy).
Ahora, tomando x,y € Sx, y siguiendo un proceso similar:
11
Co(X5) < ns77Co(X)).

Recordemos que para cualquier X y @ € [0,1], Co(X) < 1 +2vVa(l —a) < 2. De
esto y de las dltimas dos desigualdades:

1.1 11
Co(X,) = Co(Xy) < [n577 = 1]Co(Xy) < 2[n577 — 1],
y del mismo modo:
1.1 11
Co(Xy) — Co(X,) < [n577 = 11Co(X,) < 2[n"7 — 1],
concluimos finalmente que:
1_1
|[Co(Xs) — Co(X)| < 2[ns~ T —1],
como querfamos. 4
Para finalizar, establezcamos algunas preguntas abiertas:

1. Para cualquier espacio de Banach X, ;es C,(X) una funcién continua, como fun-
cién de a?.

2. ¢ Cudl es el valor exacto de C,(£,), para los espacios £,,?.



Apéndice A
Detalles de algunas demostraciones

Demostracion de la proposicion 2.27. Vamos a dar los detalles de los calculos realiza-
dos para la demostracién de esta proposicion.
Cabe mencionar que se usaron los programas SAGE [SAGOS8] y Octave [Oct07].

» Elcaso H(k,a,z) >0y J(k,a,2) > 0.
Aqui queremos hallar a € [0, 1] y z € [0, a] tales que la ecuacién
G(k,a,z) + K*H(k,a,2) + kK*J(k,a,2) =1 =0 (A.0.1)

tenga la mdxima solucién en k.
Vamos a suponer que la funcién & estd bien definida en la regién:

Dy ={(a,z) € D: H(k,a,z) 20} n{(a,z) € D: J(k,a,z) > 0}

y que es continua, por lo tanto, D; es un compacto y la funcién k alcanza su méximo
ya sea en los puntos criticos o en la frontera del conjunto Dj. Para hallar dichos puntos
criticos, necesitamos hallar las derivadas parciales de k con respectoaa y a z.

En principio la ecuacién que define implicitamente a k es:

[K® — k* + 2k% + 1122 + [-2(1 — )k + ak* + (2 = 5a)k* — a)z
+la(1 = a)k® + (1 = a)(1 = 2a)k* —a(1 = 2a)k*] =1 = 0,

y necesitamos resolver el sistema

ok
2@ = 2k87 + k*z = 5k?z — 7 — 2ak® + kO + dak* - 3k* + 4ak® — K> = 0
a

ok
6—(a, 7) = 2k87 — 2k*z + 4Pz + 27 + 2ak® = 2k8 + ak* = 5ak* + 2k* —a = 0.
Z

Al despejar la variable a de cada una de las ecuaciones se obtiene:

QKO+ kY =5k - Dz + k0 =3kt - k2
- 2k6 — 4k — 4k2

101

a




102 APENDICE A. DETALLES DE ALGUNAS DEMOSTRACIONES

—(2Kk® — 2k* + 4K% + 2)z + 2k0 — 2K?
a = .
2k6 + k4 — 5k2 — 1

Luego de igualar el lado derecho de ambas ecuaciones y de despejar z obtenemos:

28 — 5kO + k* — k2
K8 —16k6 —3k* + k2 + 1’

7z =2z0(k) = g

y con esto se tiene
6kS — 12k°
k8 — 16k0 — 3k* + k2 +1°
Cuando substituimos estos valores en la ecuacion inicial y la simplificamos con el
software SAGE, se obtiene la ecuacidn:

a = ag(k) = 2

K4 - 2k12 — 8 4+ 18K0 + 3K — K2 — 1 _

0,
8kB — 16k0 — 3k* + k2 + 1

por lo que resta resolver la ecuacién
k' —2k'% — 9k® + 18k° + 3k* —k* - 1 = 0.

Esta ecuacién tiene s6lo una solucién real positiva, las raices se obtuvieron con el
software Octave, esta solucidn es kg = 0. 63296712, y se puede ver que:

ap(ko) = —6.41238619

20(ko) = —=5.30075512,

con esto se ve que esta tnica solucidén no se encuentra en el dominio D; de la funcién
k. Entonces el maximo de k se encuentra en la frontera.
Como ya se vio, la frontera es

0Dy ={(0,0),(1,0), (1, )}y {(a,z) :0<a< 2k2—2+1’z =0, rl(a)}
U {(a,z) ; 2];% <ac< %,z = fl(a),rl(a)}
U {(a, o: it l o B @@, rz<a>,a}
U {(a,z) : ;% <a<l,z= fl(a),a},

donde £1(a) < & (a) cumplen que

H(k,a,&(a)) = H(k,a,&(a)) = 0,
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y ri(a) < ry(a) son tales que
J(ka a, r (Cl)) = J(k, a, rz(a)) = 0

Al evaluar cada uno de los puntos (0,0),(1,0) y (1,1) en la ecuacién (A.0.1) y
resolverla, nos da la solucién positiva k = 1, por lo que estos puntos de la frontera no
nos interesan.

Entonces tomemos los puntos del conjunto {(a, 7):0<a< zé%,z = O}.

Al evaluar z = 0 de la misma ecuacién (A.0.1) obtenemos la ecuacion:

(=k® + 2k* + 2k2)a* + (KO = 3k* = kP)a+ kK -1 =0, (A.0.2)

el cual también define a k£ como funcién implicita de a. Ya que también queremos
hallar el méximo de k£ como funcién de a, calculemos la derivada parcial de (A.0.2) con
respecto a a:

2(—k® + 2k* + 2k*)a + (K® - 3k* — k%) = 0.

Al despejar la variable a de la ecuacidn anterior nos resulta:

—(k® = 3k* - k?)

k) = S e e 1 20

(A.0.3)

y al sustituirla en (A.0.2) y simplificarla con SAGE nos queda:

k*— k2 - DKO —k* —K* - 8)
A(k* — 2k2 — 2) -

0.

Las soluciones positivas de la anterior ecuacién son k; = 1.607651697614671 .. .,
aunque al considerar a(k) de (A.0.3) resulta que a(k;) > 2; la otra solucién es k, =
1.272019649514068 ... y aunque 0 < a(kp) < 1 este valor es menor a la cota que
estamos buscando, kK > 1.5549. ...

Evaluemos también en la frontera de este subconjunto, es decir, en los puntos (a, z),
cona = #2“ yz=0.

Al hacer dichas substituciones en (A.0.1) y al simplificarla, nos queda la ecuacién
equivalente:

KO+ k% + kS —4k* —4k> - 1=0

y cuya Unica solucién positiva es k = 1.224312504085254 ..., que es menor a k =
1.5549....
Continuando con el estudio en la frontera, ahora tomemos los puntos del conjunto
2
{(a, 7):0<ac< —Zk’§+1,z = r1(a)}.
Hay que notar que

(1 - a)2k> + 1) — /(0 - )1 — a)2k% + 1)? — 4ak*]
242

ri(a) =

Yaque J(k, a, ri(a)) = 0, entonces la ecuacién que necesitamos estudiar es: G(k, a, ri(a))+
K*H(k,a,ri(a)) — 1 = 0.
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Para simplificar, sean p = (1-a)(2k2+1)y s = V(1 — a)[(1 — a)(2k2 + 1)% — 4ak*].
Se puede ver que

G(k,a,2) + K*H(k,a,z) — 1
=(—k* + 2k> + D2 + (k* - 5ak* + 2k* — a)z + 2a*k* = 3ak* + k* + 2a*K* — ak® - 1),
por lo que
G(k,a,ri(a)) + kK> H(k, a, ri(a)) — 1
=(—k* + 2k> + Dri(a)* + (k* = 5ak? + 2k* — a)ri(a) + 2a’k* = 3ak* + k* + 24°k* — ak* — 1)

(=K 2K+ 1) (%)2 + (¢ - 50k + 2 - ) (25
+ 2a*k* = 3ak* + k* + 2a2* — ak®> — 1) = 0
si, y sélo si
(=k* +2k% + 1)(p — 5)* + (K* = 5ak® + 2k* — a)(p — 5)(2k>)
+Q2a%k* = 3ak* + k* + 2a°K* — ak® — 1)(2k*)? = 0.

Esta ecuacidon es equivalente a

(—k* +2K2 + D(p? + 52) + (K* = 5ak?* + 2k* — a)p(2k?)

+ a’k* = 3ak* + k* + 2a°K* — ak® - 1)(2k>)?

=s[2p(—k* + 2k2 + 1) + (k* — 5ak® + 2k* — a)(2k*)],

y al elevar al cuadrado ambos miembros y simplificando obtenemos:

—112a*k"® + 288a°k"'® — 2724%k"® + 112ak'® — 16k'+
608a*k'* — 16804’ k' + 1744a%k'* — 816ak'* + 144k +
704a*k'? — 19684 k'? + 2176a%k'? — 1104ak'? + 208k'%+
4004k — 1152a°k'° + 8644a°k'° — 96ak'® — 48k'%+
112a*k® — 336a°k® + 32a%k® + 384ak® — 176k% + 16a*k°
—-48a°kS — 64a*k® + 192ak® — 96k° — 164°k* + 32ak* — 16k* = 0.

Luego de sacar el factor comin —16k* obtenemos:

—16k* [Ak)a* + Bkya® + C(kya® + D(k)a + E(k)| = 0,
donde

A(k) =7k'? — 38k'0 — 44k — 25k8 — 7K* — k2

B(k) = — 18k'? + 105k' + 1234 + 7245 + 21k* + 342

C(k) =17k"? — 109k'0 — 136k% — 54k5 — 2k* + 4k* + 1

D(k) = — Tk'? + 51k'0 + 69k% + 6kS — 24k* — 12k% - 2

E(k) =k'? — 9k'0 — 13k% + 3k° + 114* + 6k% + 1.
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Por lo tanto, necesitamos a y k tales que

A(k)a* + B(k)a® + C(k)a* + D(k)a + E(k) = 0, (A.0.4)
y que se resuelva con la k mdxima. Notese que esta ecuacion es la misma que la que
se obtiene substituyendo s por —s, y como rj(a) = % y n(a) = ’;TJ}S, entonces esta

ecuacioén es la misma cuando consideramos el punto z = ry(a).
Sacando la derivada parcial con respecto a a de (A.0.4) nos da:

4A(k)a® + 3B(k)a* + 2C(k)a + D(k) = 0. (A.0.5)

Al multiplicar la ecuacién (A.0.4) por 4 y a la ecuacion (A.0.5) por a y restdndolas,
nos da:
B(k)a® + 2C(k)a* + 3D(k)a + 4E(k) = 0. (A.0.6)

Después de multiplicar a la ecuacién (A.0.5) por B, a la ecuacién (A.0.6) por 4A y
restandolas, obtenemos:

(8AC - 3B*)d® + 2(6AD — BC)a + (16AE — BD) = 0. (A.0.7)

En vez de resolver el sistema no lineal dado por las ecuaciones (A.0.4) y (A.0.5),
resolveremos el sistema dado por (A.0.6) y (A.0.7).

Sean b(k) = 8A(k)C(k) —3B(k)?, c(k) = 6A(k)D(k) — B(k)C(k), d(k) = 16A(k)E (k) —
B(k)D(k) y q(k) = yc(k)? — b(k)d(k), entonces despejando a de (A.0.7) nos da:

il = —c(l;)(;)q(k)
” )+ (A.0.8)
2 k)

Al sustituir a; en (A.0.6) nos da:
1 3 2 2 3
E(B(—c —q) +2C(-c—q)b+3D(—c—-q)b” +4Eb’) = 0.
Luego de separar los términos en ¢ y ¢> nos da:
1
F(41)315 +2bg*C + 2bc*C — 3¢q*B — > B — 3b%c)
1
=75(=q(4beC - ¢*B - 3¢”B - 3b%))
y después de elevar al cuadrado ambos miembros y restando, nos queda:
1
E(16b6E2 + 16b*¢*CE + 16b*c*CE - 24b°cq* BE
—8b°*BE — 24b°CE + 4b*¢*C? — 8b°*¢*C?
+4b*c*C? — 4beg* BC + 8bc® ¢> BC — 4b¢® BC

+12b3cq*C - 120°3C - ¢°B? + 3¢%¢* B* - 3¢*¢*B?
+c®B? — 6b°¢* B + 6b°c*B - 9b* ¢ + 9b*c?) = 0.
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Al sustituir las funciones en k nos queda la siguiente ecuacion:

1
ﬁ(k16(6k1° — 35k —41k8 = 24k* - TK* - 1)

(k"0 — 8k' + 16k'? + 33k'0 — 63k% — 87k® — 43k* — 10k* — 1)?
(20k%% — 68k%° + 255k'® — 3574k'® + 3455k'* + 13034k'?
+14108k'0 + 8486k® + 3227kS + 786k* + 115k* + 8)°
(23K — 134k3% — 283Kk0 + 12728 + 4389k%° — 499244
—30505k%> — 4292k*° + 80354k'® + 69688k'6 — 17983k
—73556k'? — 64053k'0 — 3214248 — 10494k5 — 2264k* — 301k> — 20)) = 0

y tomando en cuenta que

b(k) = — kK>(20k* — 68k%° + 255k'8 — 3574k'6 + 3455k + 13034k'?
+14108k'0 + 8486k% + 3227kS + 786k* + 115k + 8)

nos queda la ecuacidn:

k06K — 35k8 — 41k° — 24k* — TK* - 1)
(k'S — 8k + 16k'% + 33k'0 — 63k% — 87k® — 43k* — 10k> — 1)?
(23K — 134k3% - 283k + 127248 + 4389k%° — 4992k
—30505k%2 — 4292k*° + 80354k'® + 69688k'6 — 17983k
—73556k'? — 64053k'0 — 321424k% — 10494k5 — 2264k* — 301k — 20) = 0.
La ecuacion
6k'0 — 35k% — 41k° — 24k* - Tk* -1 =0

tiene una tnica solucion real mayor que 1, esta es kg = 2.628626112936686, aunque
se puede ver que los valores aj(kg) y ax(kg) son nimeros complejos.
Por otro lado, la tinica solucién mayor que 1 de la ecuacién

k' — 8k + 16k'% + 33k'0 — 63k8 — 87K® —43k* — 10K =1 =0

es ki = 1.644897379772228, aunque ri(a;(k;)) es un nimero complejo; si tomamos
ar(ky), resulta que el par (ki, ax(k1)) no resuelve la ecuacién (A.0.4).
Las soluciones mayores que 1 de la ecuacion

23k3* — 134k3% — 283K30 + 1272k + 4389k — 4992%%*
—30505k%% — 4292k + 80354k'8 + 69688k'® — 17983k'4
—73556k'? — 64053k — 32142k — 10494k® — 2264k* — 301k* =20 = 0

son kp = 2.373387053687791, k3 = 1.554997817568612 y k4 = 1. 127499140452653.
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Se puede ver que a;(ky) > 1y que el par (k2, ax(k2)) no es solucidn de la ecuacion
(A.04).

Aunque aj(k3) € [0,1], se puede ver que el par (k3,ai(k3)) no es solucién de
la ecuacion (A.0.4). El punto (k3,az(k3)) = (1.554997817568612,0.55665440183)
si es solucién del sistema dado por las ecuaciones (A.0.4) y (A.0.5), y ri(ax(k3)) =

0.336382650581, aunque este punto no estd en el conjunto que estudiamos, porque
i k1 . o
T < ar(k3) < T de hecho, este par de puntos nos servird para el siguiente con-
3 3
junto que estudiaremos.
Con el punto k4 pasa exactamente lo mismo que con kp, por lo que tampoco nos

sirve. Se puede ver también que las soluciones de b(k) = 0 tampoco nos sirven.
. 2 2 .
Por tultimo, tomaremos el punto a = % yz= rl(%). De la ecuacion (A.0.4),
2

—*_ se obtiene la ecuacién:
2K2+1

sustituyendo a =

—k?0 — 2k"8 — 6k'® — 28k — 19k'? + 108k'% + 206k® + 155k° + 60k* + 12k* +1
16k8 + 32k0 + 24k* + 8k + 1 -

0,

y lainica solucién mayor que 1 es 1.411084948574744 que es menor al valor 1.5549.. . ..
Vayamos ahora con los puntos del conjunto

@ = ca< L @n@
a,z): a< ——z7=&1(a),ri(a)y.
Yt %24 LT et

Notemos que al tomar z = ry(a), el andlisis es el mismo que se hizo en el caso ante-
rior, por lo que la solucién que nos da es el par (k, a) = (1. 554997817568612, 0. 55665440183),
que si pertenece a este conjunto. Con esto se tiene que r; = 0. 336382650581.

Por lo tanto, vamos a analizar los puntos del conjunto

@) ca< XL @
a,z): a< ——7=¢&1(a)y.
DY Z I w241t

Siguiendo los mismos pasos que en el caso z = ri(a), llegamos a la ecuacién:

~16K* [A(K)a* + B(ya® + C(kya> + Dka + E)| = 0,
donde

A(k) =7k'® + 4k — 41k — 52k'0 — 22kB — 4k5
B(k) = — 18k'® — 11k" + 111k + 143k'° + 65k% + 15k° + k*
C(k) =17k' + 11&" — 117k'% — 144K'° — 70k® — 10k5 + 10k* + 5k + 1
D(k) = — Tk'® — 5k + 57k"? + 64k'0 + 34k% — 5k — 19k* — 9k - 2
E(k) =K' + k' — 11&"2 — 1060 — 7,8 + 5K° + 7k* + 4k + 1.
Queremos hallar el par (k, a) en el conjunto en cuestién, de tal modo que resuelva

la ecuacion:
A(k)a* + Blk)a® + C(k)a®> + D(k)a + E(k) = 0 (A.0.9)
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de tal modo que la k sea la mdxima posible. Con esto, hallamos la derivada parcial con
respecto a a, y se hace todo andlogamente al caso z = r(a).
Finalmente llegamos a la ecuacion:
K3k — D2k + D> + D*
(18k" + 11&"0 — 11148 — 143k5 — 65k* — 15k* — 1)?
(k' = 2kM + 2k — 5k10 4 6K3 + 15k° + 13k* + 5K + 1)°
(23k* — 12k*° — 78K38 — 532430 — 325k>* + 2068k + 6056k
+6676k%® — 15632k%° — 38732k>* — 42590k*? + 34736k
+111730k"8 + 123572k + 34452k — 82912k'% — 113340k'°
—73404k3 — 28736k° — 7164k* — 1069k> — 80) = 0

Tomaremos a; (k) y ax(k) como en la ecuacién (A.0.8), con las respectivas funciones
A,B,C,Dy E que ahora tenemos.
La ecuacion

18" + 115" — 111K° — 143k° — 65k* — 15k -1 =0

tiene como tnica solucién mayor que 1 a ks = 1.671442713282710, se puede ver que
tanto a;(ks) como a;(ks) son nimeros complejos.
Todas las soluciones de la ecuacion

KO — 2k 4 2k12 — 5k10 4+ 6k + 15K8 + 13k + 5K +1 =0

son nimeros complejos.
Por ultimo, las soluciones de la ecuacién

23k*? — 12k* — 78k38 — 532436 — 325K + 2068k + 6056k

+6676k%8 — 15632k%° — 38732k** — 42590k* + 34736k*°

+111730k"8 + 123572k'6 + 34452k — 82912k'% — 113340k'°
—73404k3 — 28736k — 7164k* — 1069k> — 80 = 0

que son mayores que 1 son kg = 1.634989481925706, k7 = 1.447859543922957 y
kg = 1,070656407393576.

Se tiene que a;(kg) > 2 y aunque ay(kg) € [0, 1], el par (kg, ax(ks)) no es solucién
de la ecuacién (A.0.9).

Y las otras dos soluciones son menores al nimero 1.5549. . ..

Vamos a analizar los puntos del conjunto

@2 K+l - <4k4+4k2+1 £1(@), (@), ra(a)
a,7): ———— <a< —— 7= &1(a), r1(a), n(a),ay .
T YE I Rk + Ak 10 S makn

K2+1
2k2+1

Como el caso z = &1(a) ya se estudid antes, sélo falta ver lo que pasa con a =

4kt +4k2+ 1
8kA+4k2+1

ycona = en la ecuacion (A.0.9).
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k2+1

Si sustituimos a = 55—

en (A.0.9) y simplificamos nos resulta la ecuacion:
—kH K" — K+ kO — 4K - 5K - (K0 + KB + 5K° - 3k2 - 1) = 0,

cuya dnica solucién mayor que 1 es 1.438561472640151.
44k + 1
8k*+4k2+1
256k — 1408k + 2112k + 1648k** + 6960k*> + 7900k>°

+752k'8 — 5024k'6 — 4996k'* — 2533k!? — 79910

—160k® — 19k —k* = 0

Si ahora sustituimos a = y simplificamos nos queda la ecuacion

y la tinica solucién mayor que 1 es 1.441776064371696.

Ahora también nos hace falta ver cuando z = ry(a) y a = 2"](22111 6a= gg:ig:i . Para
esto, sustituyamos esos valores de a en la ecuacion (A.0.4), al hacerlo con el primer
valor de a y simplificindolo nos queda la ecuacion:

—k20 — 2k"8 + 8K + 17k — 8k'2 — 34k'0 — 25k — QKO —k* = 0

cuyas soluciones mayores que 1 son 1.533501569173205 y 1.370906722418350. Al
sustituir el otro valor de a nos queda

k*(16k'% + 16k'0 — 68k% — 78k — 38k* — 9k* — 1)? = 0,

que tiene a 1.481882143882460 como solucién mayor que 1.
K+1 — o AP+l
T TR RN

Para terminar, sustituyamos en (A.0.1) los valores z = a =
Con el primer valor de a y simplificando obtenemos:

K+ DHKS =3k> - 1) =0,

que tiene a 1.370906722418350 como unica solucidn positiva. Al sustituir el otro valor
se obtiene
16k'? + 20k'0 — 44k® — 59k° - 32k* - 8k* — 1 =0

y su Unica solucién positiva es 1.342599962073025.
El dltimo conjunto ya estd incluido en lo que hemos hecho, asi que la prueba con-
cluye. #

Demostracion de la proposicion 2.29. Para x,y,z,w € [0,1] y k € R, definamos la
funcién F' como sigue:

F(k, x,y,z,w) = k*(xy + 2w — y2) — y2
m SeaT € Z(k).

Como en el caso n = 3, queremos k > 1, y nimeros x,y,zy w € [0, 1] tales que
x+y+z+w=1yque

Gk, x,y,z,w) = F(k, x, x,w,y) + (1 + k)*F(k, x, y, w, 2) + kKSF(k, x, 2, w, w)+
K2F(k,y,y, x,2) + kK*(1 + k)*F(k, y,z, x, w) + K*F(k, 2,2, y,w) =1 = 0
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con las condiciones
F(k,x,y,w,z) >0,
F(k,x,z,w,w) > 0,
Fk,y,y,x,2) >0, (A.0.10)
Fk,y,z,x,w) >0,
F(k,z,z,y,w) > 0.

Usando métodos numéricos se obtiene un méximo local de la funcién que define
G(k,x,y,z,w) = 0 a k como funcién implicita de x,y, z y w, este maximo local corres-
ponde al punto k = 1.3267, x = 0.2419,y =0.2392,z=0.3285yw=1-x—-y—w.
Puede verse que el valor de F(k,y, z, x, w) es el nimero més cercano a 0 que los demads
valores de F. Entonces tomaremos la restriccion F(k, y, z, x,w) = 0.

Para esto, primero hagamos w = 1 — x —y — z, y al despejar la variable y de
F(k,y,z, x,w) obtenemos:

y=yitk,x,2) = [z — k(1 — x - 22)]

X
k*(z — x)
y con esto se obtiene

Gk, y1(k,x,2),2,x,1 = x—y1(k,x,2) —2) =0,

o lo que es lo mismo:
h(k, x,2) = (k' +2k"0 — K = 2k — k®)* + ((6K'* - 2k™°
—k® + 2k7 + kS + 4k° + 3K + 2% + kP)x - 3k1?
k' + K+ 2k + K02 + (24" + 7K + 18K
+18k° + 22k° + 14k* + 10k° + 6k + 2k + 1)x*
+(=3k"? + 3k'0 - 2k - 8k — 6k° - 8k° - 5k*
=2k — k)x + k7 - kH? + (K2 - K0 + 74
+2k7 + KO + 4K + 2k + 2k — 7k — 8K7
—5k8 — 8k> — 3k* = 2k — kD)% + (k'O + &8
+2k7 + K + 267 + 3kY)x)z + (K* - 2k7 + kO«
+(2k" = 2% % + (K — kHx? = 0.

Con esto se define a kK como funcién implicita de x y z. Ya que queremos el maximo

de k, entonces podemos plantear el siguiente sistema no lineal, y buscar soluciones

(k, x, z) tales que los puntos (k, x, y1, 2z, | — x —y; — z) cumplan las condiciones (A.0.10),
el sistema es:

h(k,x,z) =0,

oh
7y k%2 =0, (A0.11)

oh
—(k,x,2) =0.
éz( X,2)
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La funcién fsolve de OCTAVE es una funcién que encuentra una solucién de un
sistema no lineal, si usamos tal funcién y la evaluamos en el punto inicial (k, x,z) =
(1.3267,0.2419, 0. 3285) resulta:

k =1.326774364525014,
x =0.242229079187726,
7 =0.328255853776722,

y con estos valores podemos hallar:

y1 =0.239942791859123,
w =0.189572275177673,

y esos puntos cumplen las condiciones (A.0.10).
w SeaT € % (k).

Anélogamente a lo anteriormente hecho, necesitamos ahora k > 0, x,y,z, w tales
que
Gk, x,v,z,w) = F(k, x, x,w,y) + (1 + k)zF(k, X, ¥, w,2) + kzF(k, X, 2, W, W)+
KPF(k,y,y, x,2) + k(1 + k)2 F(k, v, 2, x, w) + K*F(k, 2,2, y,w) = 1 = 0
y con las mismas condiciones (A.0.10). Al usar métodos numéricos se obtiene el maxi-
mo local £ = 1.386703, x = 0.30057128, y = 0.23619700, z = 0.26711420 y
w =1-x—y—w. También se ve que el valor F(k,y, z, x, w) es muy pequeiio, entonces
tomaremos la restriccién F(k,y,z,x,w) = 0, y haciendo lo similar al caso Lipschitz,
obtenemos:
hk, x,2) = k% = 2k")z* + (k% + 2k” + 2kS + 45 + 3k
+203 + kP)x — 268 + 2k)2 + (6K + 18k” + 17kS
+221° + 14k* + 10k + 6k% + 2k + 1)x* + (=3k® — 8K’
—5k8 — 8K° — 5k* — 2k3 — KP)x + kS — kM2 + (TKB
+2k" + kS + 4K° + 21°) x> + (—5k% - 8k7 — 5kS — 8K°
3k = 263 — KP)x + QKT + KO + 20 + 3kM)x)z
+(E =2k + 1O + kT - 24D + (KB - kHx* =0

y con esto necesitamos resolver el sistema no lineal
h(k,x,z) =0,

oh
—(k,x,2) =0
ax( ,x,2) =0,

oh
—(k,x,2) =0.
az( X,2)
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Usando otra vez la funcién fsolve para hallar la solucion al sistema no lineal anterior,
y evaludndola en el punto (k, x, z) = (1.386703,0.30057128,0.26711420), se obtiene

k =1.386703691174856,
x =0.300824568747710,
7 =10.266874607528382,

y con esto se tiene:

y1 = 0.236070495386557,
w = 0.196230328337351.

y tales puntos cumplen las condiciones (A.0.10).
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