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Resumen

En la teoria clasica, un dlgebra de Lie de Heisenberg, h, es la extensiéon de un
espacio simpléctico (V,w) (donde w es una forma bilineal antisimétrica y no
degenerada), por un elemento central h; i.e., h =V @ Rh, donde el corchete se
determina mediante la dnica relacién no trivial [u, v] = w(u, v)h, para u,v € V.
Estas dlgebras son basicas en muchas construcciones en mecdnica cuantica y
de ahi que hayan sido profusamente estudiadas y, en particular, se sabe que
no admiten métricas, es decir, formas bilineales simétricas y no degeneradas,
invariantes bajo la accién adjunta, a menos que se haga una extension de ellas.

Por otro lado, una de las bellezas de la teoria de superdlgebras es que entre
otras cosas permite poner en cierto pie de igualdad a las estructuras ortogonales
y simplécticas; dicho de manera algo mas precisa, dada la forma en que se define
la superconmutatividad (o mds precisamente, superanticonmutatividad), es bien
sabido que una estructura supersimpléctica (par) corresponde precisamente a un
espacio vectorial V' = V& V}, descompuesto como un espacio simpléctico (Vp, w)
y uno con producto interior (V1, g). En otras palabras, la teoria de superélgebras
aparece como un escenario natural para discutir problemas como el descrito en
el parrafo anterior.

Esto es lo que se hace en este trabajo, al definir superalgebras de Lie de Hei-
senberg y tratar de imponerles estructuras supersimplécticas o superortogonales,
y descubrir en el proceso que esto tampoco puede hacerse en el caso super sin
hacer extensiones.

La estrategia para obtener resultados no triviales consiste entonces en encon-
trar una extensién de una superdlgebra de Lie de Heisenberg h por una derivacién
D, y conviene notar aqui que un punto central que subyace al trabajo es que en
el caso super, se presentan en paralelo cuatro opciones para las superdlgebras de
Lie de Heisenberg, de acuerdo a la paridad de la estructura supersimpléctica y a



la paridad del elemento central, a lo que se agrega la paridad de la derivacién.

Cabe sealar que en la literatura especializada las superdlgebras de Lie de
Heisenberg aparecen en los trabajos de Hegazi y Navarro (ver [4] y [10], res-
pectivamente). En el trabajo de Hegazi se clasifican las superdlgebras de Lie
nilpotentes que no sean suma directa de ideales y cuya dimensién (m,n) cum-
pla m +n < 5. En este caso, en la tabla | (pag. 1737) se enlistan dos su-
perdlgebras de Lie de Heisenberg no triviales: una de dimensién (3,1) definida por
g = (zo, Yo, 20) ® (1), [To, Yo] = 20, [x1, 1] = 20; la segunda de dimensdn (3,2)
definida por g = (2o, Y0, 20) ® (%1, 41), [%0, Yo] = 20, [21,21] = 20, [y1,31] = 20.
Por otra parte, en el trabajo de tesis doctoral de Navarro se proporcionan clasifi-
caciones explicitas de familias de superalgebras de Lie que generalizan, en cierto
sentido, a las algebras de Heisenberg, estudidndose asi las superdlgebras de Lie
con parte par el dlgebra de Lie de Heisenberg y dimensién de la parte impar
menor o igual que tres y que tienen un invariante de Goze minimal.

Asi, una de las aportaciones de este trabajo es analizar las superdlgebras
de Lie de Heisenberg complejas de dimensién finita obtenidas a partir de una
forma supersimpléctica homogénea vy clasificarlas hasta isomorfismo, sin que la
dimensién de la parte par o impar sea una restriccién. Aquellas superdlgebras
de Lie que provienen de formas supersimplécticas pares, tienen una algebra de
Lie de Heisenberg ordinaria como subespacio par subyacente, mientras que aque-
llas provenientes de formas supersimplécticas impares estan basadas en algebras
de Lie abelianas. Otra de las aportaciones de este trabajo es proporcionar infor-
macioén sobre la existencia de estructuras supersimplécticas o superortogonales en
superalgebras de Lie solubles con caracteristicas muy especificas, como lo son las
de tipo Heisenberg. Especificamente se determina que este tipo de superdlgebras
de Lie no admiten una estructura supergeométrica invariante, y por esta razén se
estudian con considerable detalle las posibles derivaciones homogéneas de estas
superdlgebras de Lie. Se prueba que extensiones de dimensién uno por deriva-
ciones apropiadas si admiten estructuras supergeométricas invariantes y dichas
estructuras se describen completamente. Ademads, se obtienen condiciones ne-
cesarias y suficientes para que cualesquiera dos extensiones de dimensién uno
por derivaciones homogéneas sean isomorfas; también se obtienen condiciones
necesarias y suficientes para que cualesquiera dos extensiones equipadas con es-
tructuras supergeométricas invariantes sean isométricas.

Como trabajo futuro, se desea aplicar las técnicas y conocimientos adquiri-
dos para estudiar superdlgebras de Lie basadas en algebras de Lie solubles con
caracteristicas muy particulares (ver [12],[20] y [22]), determinar la existencia



de formas supersimplécticas o superortogonales para que posteriormente,
pueda analizarse el andlogo a los sistemas de raices.
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Introduccion

Un algebra de Lie g que admite una forma bilineal no degenerada e invariante se
llama autodual, ya que facilmente se demuestra que dicha forma bilineal esta-
blece una equivalencia entre las representaciones adjunta ad y coadjunta ad”. Si
ademas la forma bilineal es simétrica, decimos que g admite una forma ortogonal
invariante. Si la forma bilineal es antisimétrica, entonces decimos que g admite
una forma simpléctica invariante.

Se puede demostrar que toda algebra de Lie admite una forma bilineal simétrica
invariante no trivial. Esto sugiere, como primer problema, el clasificar dlgebras
de Lie que admiten formas ortogonales invariantes y estudiar la estructura de
dichas algebras de Lie.

Es bien conocido que si un algebra de Lie (compleja) admite (hasta escalares)
una tnica forma ortogonal invariante, entonces dicha dlgebra de Lie es simple.
También es facil observar que toda suma finita de dlgebras de Lie simples admite
formas ortogonales invariantes. De hecho estas algebras se llaman semisimples
y estdn completamente caracterizadas, por ejemplo, porque su forma de Cartan-
Killing no degenera.

Al clasificar las dlgebras de Lie simples (y por tanto las semisimples) se puede
observar lo siguiente: la clasificacién depende de la existencia de una subalgebra
muy especial y de una forma ortogonal invariante. Esta subalgebra se llama la
subalgebra de Cartan vy tiene la propiedad de que al restringir la forma ortogonal
invariante a ella, no solamente no degenera, sino que ademas es definida posi-
tiva. Esto permite introducir nuevos conceptos en términos del espacio dual a
la subalgebra de Cartan. Asi, resulta que combinando estos dos hechos, se tiene
una descomposicion del dlgebra original en términos de las raices asociadas a
la subalgebra de Cartan. Mds alin, eligiendo de forma adecuada una base para
dicho espacio dual, se puede reconstruir toda la informacién referente al algebra
de Lie original.



El concepto de raiz se generaliza al concepto de peso asociado a una repre-
sentacidon y se obtiene un buen entendimiento de la teoria de representaciones
de las algebras de Lie simples y semisimples. En otras palabras, resulta que casi
toda la informacién de un dlgebra de Lie semisimple o de una representacién de
un algebra de Lie semisimple se codifica en un sistema de raices (pesos).

El siguiente paso entonces, es el estudio de algebras de Lie que admitan mas
de una forma ortogonal invariante y que ademas satisfagan que su forma de
Cartan-Killing degenere, por ejemplo, algebras de Lie solubles.

Buscando ejemplos de algebras de Lie solubles que admitan una forma orto-
gonal invariante, encontramos el dlgebra de Lie de Heisenberg hy de dimensién
tres, extendida por una derivacién D € Der(ho) [1]. Naturalmente surgen las
siguientes preguntas: jcémo se define la forma ortogonal invariante? jes (nica
hasta multiplos escalares? jcuando dos de estas algebras de Lie son isomorfas?
i cuando son isométricas? Encontramos interesante responder estas preguntas
porque el dlgebra de Lie de Heisenberg by, es el ejemplo mds sencillo de un
algebra de Lie soluble y nilpotente. Ademds, las técnicas aprendidas permiten
responder a estas preguntas en otro tipo de algebras de Lie solubles.

Luego, estudiamos las caracteristicas del dlgebra de Lie de Heisenberg de
dimensién 2n+ 1, by extendida por una derivacién, D € Der(ho). A esta algebra
de Lie la denotamos por ho(D). Probamos que ho(D) siempre es un algebra
de Lie soluble; mientras que es nilpotente si, y sélo si, D € Der(ho) es una
transformacion nilpotente.

Puesto que no existe una clasificacién para algebras solubles en dimensién
n > 7, tenemos que restringirnos al estudio de algebras de Lie solubles y no
nilpotentes mas concretas, por ejemplo, aquellas que tengan un ideal nilpotente
maximal fijo. A este ideal se le conoce como el nilradical del 4lgebra de Lie.

En la literatura se encuentran resultados muy generales sobre algebras de Lie
solubles con un nilradical fijo (ver [13], pag. 58). Puesto que el dlgebra de Lie
Ho(D) es nilpotente siempre y cuando D sea una derivacién nilpotente, sélo nos
concentramos en estudiar detalladamente al dlgebra de Lie soluble ho(D) con nil-
radical . Naturalmente, uno se pregunta cudntas derivaciones no nilpotentes se
pueden aiadir al dlgebra de Lie by de forma que el nilradical se siga preservando.

Asi, el siguiente paso fue construir y clasificar todas las algebras de Lie solu-
bles que no se escriben como suma directa de algebras de Lie de dimensiones mas
pequeiias, y tales que el nilradical es Heisenberg. En la literatura encontramos



que este problema fue resuelto por Rubin y Winternitz [17]. Sin embargo, el
resultado que concierne a la clasificacion de estas algebras de Lie se menciona
como una observacién de caracter general, sin proporcionar ni desarrollar la clasi-
ficacién hasta sus dltimos detalles. Luego, uno de nuestros objetivos es entender
y escribir detalladamente la construccién y clasificacion de estas algebras de Lie.

De hecho, en este trabajo se estudia una familia de algebras de Lie solubles
y no nilpotentes que se construyen a partir del algebra de Lie de Heisenberg y
una derivacién de la misma. Se determinan ademads las condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de formas ortogonales o simplécticas invariantes.
Con esta informacién, uno podria, en principio, calcular los sistemas de raices
para estas algebras de Lie.

Esto nos conduce a plantear el problema principal de esta tesis: dado un
superespacio vectorial V', una estructura supersimpléctica homogénea, B, y un
elemento h ¢ V, definimos un corchete por [v;, v;] = B(v;,v;)h, y extendemosla
definicién declarando que h es central. De esta forma, definimos las superélgebras
de Lie de Heisenberg, que denotamos por h(V, B), y son el andlogo del algebra
de Lie de Heisenberg. Mostramos que las superdlgebras de Lie de Heisenberg son
solubles, nilpotentes, y no admiten formas superortogonales ni supersimplécticas
homogéneas e invariantes. Cabe mencionar que en la literatura se pueden encon-
trar construcciones alternativas en la categoria super que también se denominan
superdlgebras de Lie de Heisenberg [4], [9], [10], y [24]. La construccién que aqui
abordamos, sin embargo, usa esencialmente los mismos datos que las algebras
de Lie de Heisenberg clasicas: un espacio vectorial con forma simpléctica y un
elemento central, ajeno al espacio.

Procediendo en analogia a lo que sucede con las dlgebras de Lie solubles,
el siguiente paso consiste determinar las derivaciones homogéneas de cada su-
perdlgebra de Lie de Heisenberg, D € Der b, pues la siguiente tarea es dotar al
superespacio vectorial h(D) = h(V, B) ® D de una estructura de superdlgebra de
Lie conveniente. A diferencia de lo que ocurre con las algebras de Lie solubles, no
podemos asegurar que la superalgebra derivada de una superalgebra de Lie solu-
ble g esté contenida propiamente en el nilradical de g; esto es, que [g, g] C N(g),
ya que el Teorema de Lie no necesariamente es valido para superdlgebras de Lie
solubles.

Entonces, pidiendo que h(V, B) sea una sub-superdlgebra de h(D), uno ve-
rifica que [h(D), h(D)] C h(V, B); sin embargo, el hecho de que el nilradical de
h(D) sea h(V, B) dependerd fuertemente del grado de la derivacién homogénea



que estemos considerando. Puesto que en este trabajo formulamos resultados que
son validos tanto para algebras como para superalgebras de Lie, nos concentramos
en el estudio de las superalgebras de Lie h(D) tales que [h(D), h(D)] C h(V,B)
y ademas N (h(D)) = b(V, B).

Siguiendo la linea de trabajo se Salgado y Sanchez Valenzuela [18], determi-
namos las superalgebras de Lie de Heisenberg con derivaciéon que admiten formas
superortogonales o supersimplécticas homogéneas e invariantes, y se establecen
las condiciones necesarias y suficientes para que dos de estas superalgebras de
Lie sean isométricas.

Finalmente, cabe senalar que un punto central que subyace al trabajo es
que en el caso Zsy-graduado, se presentan en paralelo cuatro opciones para las
superalgebras de Lie de Heisenberg, de acuerdo a la paridad de la estructura su-
persimpléctica y a la paridad del elemento central, a lo que se agrega la paridad
de la derivacién. Por esta razén optamos por presentar un andlisis considerable-
mente detallado de los puntos antes mencionados, obteniendo resultados muy
concretos y completos.



Capitulo 1

Superalgebras de Lie de
Heisenberg

Este capitulo introduce los conceptos algebraicos para establecer el primer pro-
blema que se plantea en esta tesis: determinar las condiciones necesarias y sufi-
cientes para que una superalgebra de Lie de Heisenberg admita una forma bilineal
homogénea supersimétrica o superantisimétrica, no degenerada e invariante. De
todas formas, cabe advertir al lector de lo siguiente: C denotara, a traves de
este trabajo, el campo de nimeros complejos. Daremos por bien conocidas las
nociones basicas de la teoria de dlgebras y superalgebras de Lie complejas. El
lector no familiarizado con estos temas puede consultar [6], [8],[19] y [9]. Final-
mente, cabe sefalar que todas las dlgebras y superalgebras de Lie con las que
trabajaremos son de dimensién finita.

1.1 Preliminares

Sea V' un espacio vectorial sobre C. Decimos que V' es un espacio vectorial
Zsy-graduado si, para cada g € Z,, existe un subespacio V, C V tal que
V= @gGZQ V, y existe también una aplicacién

BE U(%_{O})HZQ tal que |v| =g <= v eV, —{0}.
gEZo

A los elementos del dominio de | - | se les llama Zy- homogéneos , y decimos
que |v| es el grado de v. A los elementos en |-|71(0) se les llama pares, mientras
que a aquellos en | - |71(0) se les llama impares.
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Puesto que el concepto de elemento Zy-homogéneo sélo tiene sentido cuando
consideramos una Zs-graduacién, a partir de este momento escribiremos simple-
mente homogéneo para referirnos a los elementos del dominio de | - |.

Es importante sealar que en este trabajo se emplea la Zy-graduacién que
permite extender de forma natural los conceptos y construcciones clsicas del
algebra lineal.

A un espacio vectorial Z,-graduado también se le llama superespacio vectorial.
De aqui en adelante, el prefijo super indicara que estamos considerando un objeto
equipado con una Zsy-graduacion.

Obsrvese que dado un superespacio vectorial, las construcciones clsicas aso-
ciadas a | generan superespacios vectoriales.

Una superdlgebra de Lie es un superespacio vectorial g = go @ g1 y una
aplicacién bilineal [, -] : g X g — g que satisfacen las condiciones siguientes:

1. [8a, 98] C atps, para todo o, 5 =0, 1
2. [u,v] = —(=1)MPM[y, o]

3. (_1)|u|lz‘[u’ [Ua Z]] + (_1)‘1)“”‘[7]7 [Z’ U]] + (_1)‘Z||v|[27 [uu UH = 07
Y u,v,z € g homogéneos.

Obsérvese que de la definicién de superalgebra de Lie se sigue que gp es un
algebra de Lie.

Ejemplo. Sea V = V@ V; un superespacio vectorial. Facilmente se verifica
que End(V) = (End V)o@ (End V'); también es un superespacio vectorial, donde
(EndV)p = End(Vp) @ End(V;) y (EndV); = Hom(Vp, V1) @ Hom(V4, Vj).
Definamos [-, ] : End(V) xEnd(V) — End(V) por [S,T] = SoT+(—1)5IT1T0
S, para todos S, T € End(V') homogéneos. Es facil comprobar que End(V') es
una superdlgebra de Lie, que denotamos por gl(V5|V7).

Sean g y b dos superalgebras de Lie. Una aplicaciéon ¢ : g — b es un
morfismo entre ellas si

1. p:g—bhesC-lineal y o(go) C hs, Va=0,1

2. p(lu,v]) = [p(u), p(v)], Yu,v € g.



Si la aplicacién ¢ es invertible, decimos que ¢ es un isomorfismo.

Al igual que antes, sea V' = V[, @ V| un superespacio vectorial, y considérese
el espacio vectorial de todas las formas bilineales en V, Bil(V'). Este espacio
tiene una descomposicién natural Bil(V) = (Bil V), @ (Bil V'); y una aplicacién
| - | bajo la cual B € (BilV), si para cualquier par de vectores homogéneos
u,v € V,B(u,v) = 0 siempre que |u| # |v| + a, (o = 0,1). Siguiendo [19], se
dice que B € Bil(V') es supersimétrica (resp. superantisimétrica) si

B(u,v) = (=1)“PB(v,u) (resp. B(u,v) = —(=D)IPIB(v, ),

para todos u,v € V homogéneos.

Una forma bilineal no degenerada B en un superespacio vectorial V = V,dV;
se llama superortogonal (resp. supersimpléctica) si B es homogénea y super-
simétrica (resp. superantisimétrica).

Sea V = V@ Vj un superespacio vectorial equipado con una forma superor-
togonal (resp. supersimpléctica) homogénea B: V xV — C. Luego, si B es par,
entonces V{ es un espacio vectorial ortogonal con forma ortogonal g = By, xv,
(resp. Vj es un espacio vectorial simpléctico con forma simpléctica w = By, xv; ),
y Vi es un espacio simpléctico con forma simpléctica w = By, xy, (resp. V; es
un espacio vectorial ortogonal con forma ortogonal g = Bly;«1;). En este caso
escribiremos B < (g,w) (resp. B < (w,g)), y de hecho B(ug + ui, vy + v1) =
9(uo,vo) + w(uy,v1) (resp. B(ug + uy,vo + v1) = w(ug,vo) + g(u1,v1)) para
todos u = ug + u1 y v = vg + v; en V. Por otra parte, si B es impar, enton-
ces existen un par de aplicaciones bilineales no degeneradas ® : Vy x V; — C
y Q: Vi x Vy — C tales que B(ug + u1,v9 + v1) = ®(ug, v1) + Qur, vp), y
@(Uo,l)l) = Q(Ul,UO) (resp. (I)(UO,Ul) = —Q(Ul,UO)) v Uy € %,Ul S Vi En
cualquier caso escribiremos B < ® entendiendo que Q(vy, ug) = ®(ug, v1) (resp.
Q(vy,ug) = —P(ug, v1)).

Notacion. Fijando una base para V =V, @ V;, podemos representar las formas
superortogonales y supersimplécticas homogéneas en V' como sigue:



B By B, Q
ortogonal Bo
par (
ortogonal
impar (

o
[e=]

B > ortogonal simpléctica

QDo

3) Q= ot

simpléctica /p, ¢ RV
o B, | Simpléctica ortogonal

par
simpléctica (g %> 0— ot
impar

Dada una forma superortogonal o supersimpléctica I3 en un superespacio
vectorial V' =V @ V;, podemos considerar (o = 0, 1)

a5(VolVi)a = {T € gl(Vo|Vi)a : B(Tu,v) + (=1)*B(u, Tv) = 0 Yu € V3}.

Se verifica facilmente que gz = g5(Vo|V1)o @ g5(Vo|V1)1 y es inmediato com-
probar que gs(V5|Vi) C gl(Vo|V1) es una sub-superdlgebra de Lie de gl(V(|V4).
Para mas detalles, el lector interesado puede consultar las referencias estandares
[19].

1 Proposicion. Sea B < (w, g) una forma supersimpléctica en el superespacio
vectorial V = Vy @ V4. Entonces

A0 | A=A
0 D S glg(n m)o <~ D—=Dt

0 B
(C’ 0) e gs(nm)1 & By (u,Cv) = Byyxv, (Bu,v).

Ademas, se tienen resultados similares para formas superortogonales.

1.2 Superadlgebras de Lie de Heisenberg.

Sea g una superdlgebra de Lie compleja de dimensién finita, con un centro ho-
mogéneo unidimensional Z(g) tal que [g,g] € Z(g). Sea h un generador ho-
mogéneo de Z(g). Entonces, en g puede definirse una forma bilineal superanti-
simétrica B via [z,y] = B(x,y)h, ¥V 7,5y € g. Notemos que |B| = |h|. Clara-
mente, esto induce una forma bilineal superantisimétrica B en la superalgebra de

Lie g/Z(g) via B((a]. [y)) = Blz, ).



2 Proposicion. Sea g una superalgebra de Lie con un ideal derivado homogéneo
unidimensional. Supongamos que [g,g] = (h) C Z(g). Entonces, existe una
sub-superalgebras de Lie abeliana y a C g tal que g = bt @ a, donde b es la
superdlgebra de Lie de Heisenberg.

Demostracién. Es claro que Z(g) C Rad(B) = {x € g | B(z,y) =0V y € g}.
Puesto que B no es idénticamente cero, existe un sub-superespacio vectorial de
dimensién maxima V' C g en el cual B no degenera. Entonces, g = V @ Rad(B).
Sean {vy,...,v2,} y {h,uy,...,us} bases para V' y Rad(B), respectivamente,
con h € Z(g). Tomando h = (vy,...,v9:,h) y a@ = (uy,...,us) obtenemos la

descomposicién dada en el enunciado. O

Decimos que una superalgebra de Lie g es una superalgebra de Lie de Hei-
senberg si tiene un centro homogéneo unidimensional Z(g) = (h) tal que
lg,9] € Z(g) y B es no degenerada. En particular, g/Z(g) es un superespacio
vectorial supersimpléctico. Escribiremos (V, B) para denotar al sub-superespacio
vectorial supersimpléctico subyacente de g tal que g =V @ Z(g).

Ahora bien, dado un superespacio vectorial supersimpléctico de dimensidn
finita V' equipado con una forma supersimpléctica homogénea B, uno inmedia-
tamente obtiene su superdlgebra de Lie de Heisenberg asociada g =V @ Z(g),
definiendo [u,v] = B(u,v)h para todos u,v € V,y h € Z(g) — {0} . Es facil
ver que hasta isomorfismo existe una (nica estructura de superalgebra de Lie de
Heisenberg basada en un superespacio vectorial supersimpléctico dado (V. 3).

Observaciones.

(a) Si |B| = 0, entonces B < (w,q) y ho =~ Vo @ (h) es el dlgebra de Lie
de Heisenberg asociada al par (Vj,w), mientras que si |B| = 1, entonces
Vo~ Vi y by >~ Vy es un algebra de Lie abeliana.

(b) Podemos escoger bases para V y V; en las que

1. Si|B| =0, entonces B < (w, g), dondew = (% ¢ )yg=1In Enlo
sucesivo usaremos {ej, ..., €n, f1,..., fn} como una base simpléctica
para ho/Z(ho) adaptada a w. Como antes, escribiremos h para de-
notar al generador de Z(hy). Escribiremos simplemente by si Vj
y w estan fijos dentro de un contexto dado. Debemos mencionar
que ocasionalmente usaremos la descomposicién Vy = E @ F en un
par de subespacios isétropos maximales generados por {ey,...,e,}y
{f1,..., fn} respectivamente.



2. Si |B| =1, entonces B < @, donde ¢ = [,

Los siguientes resultados sobre superdlgebras de Lie solubles y nilpotentes son
bien conocidos (ver [19] y [9]) .

Decimos que una superdlgebra de Lie es nilpotente (resp. soluble) si los
ideales en la serie central descendente (resp. en la serie derivada) se anulan para
alguin indice £ € N.

El Teorema de Engel y sus consecuencias directas siguen siendo vélidos para
superalgebras de Lie. Sin embargo, el Teorema de Lie no necesariamente es
valido para una superdlgebra de Lie. Las pruebas de los siguientes resultados
pueden encontrarse en [9] y [19].

3 Teorema (ver [19], Prop.1, pag. 236). Sea V. =V @ Vi un superespacio
vectorial y sea g = go @ @1 una subdlgebra graduada de gl(V') tal que los ele-
mentos de gy y g1 son nilpotentes. Entonces existe un vector v € V,v # 0, tal
que z(v) = 0 para todo x € g.

Se sigue entonces que una superalgebra de Lie es nilpotente si, y sélo si, adg z
es nilpotente para cada elemento homogéneo x € g.

4 Teorema ([9], Prop.1.3.3, pag. 25). La superdlgebra de Lie g = go & g1 es
soluble si, y sélo si, gy es un algebra de Lie soluble.

Es inmediato que la superalgebra de Lie de Heisenberg h asociada a cualquier
forma supersimpléctica homogénea siempre es soluble. También se sigue que h
es nilpotente pues [h, h] C Z(h).

Sea g = go D g1 una superalgebra de Lie sobre Cysea B: gxg — C
una forma superortogonal o supersimpléctica. Decimos que B es invariante, si
B([u,v], z) = B(u, [v, z]) para todos u, v,z € g.

Sea b una superalgebra de Lie de Heisenberg. Nuestro primer objetivo es de-
terminar cuando existe una forma bilineal simétrica o antisimétrica, homogénea,
no degenerada y definida en b que satisfaga B([x,y], z) = B(z, [y, z]) para todos
'T’ y7 z 6 h

5 Proposicion. Sea B una forma supersimpléctica homogénea en V- =V, @& V4,
ysealh =Vy® V)@ (h) la superdlgebra de Lie de Heisenberg asociada. Sea 3 :
b x b — C una forma bilineal, homogénea, supersimétrica o superantisimétrica.
Si B es invariante, entonces degenera.
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Demostracion.
Analicemos los casos |B| =0y |B| = 1 por separado.

CASO 1. La superélgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma su-
persimpléctica par B. Sea {e1,...,en, f1,..., fn, h} una base simpléctica adap-
tada a by, y sea h € Z(h) — {0}. Supongamos que B:hxbh— Ces par
y supersimétrica (resp. superantisimétrica). Entonces B « (Eo,gl) con By
simétrica (resp. antisimétrica) y B, antisimétrica (resp. simétrica). En parti-
cular, B es invariante si, y sélo si, B, y B, lo son. Se sigue que go(ei,h) =
Bo(el, [ej,fj]) = BO([el,ej] fj) = 0 para cada i,j = 1,...,n. Andlogamente,
Bo(fz, h) = Bo(h h) = 0. Luego, By, degenera y por lo tanto B también.

Por otra parte, supongamos que B : b x b — C esimpar y supersimétrica
(resp. superantisimétrica). Entonces B <+ © con © : ho x h; — Cy A :
h1 X hp — C tales que O(vg, x1) = A(xq,v0) (resp. O(vg, z1) = —A(x1,v9)),
para todos vy € Vo @ (h), =1 € V4. Si B es invariante, entonces afirmamos
que O©(h,x) = 0 para todo = € Vj. En efecto, O(h,z) = O([e;, f;],x) =
O(es, [f1,2]) = 0. Por tanto, B degenera.

CASO 2. La superdlgebra de Lie de Heisenberg h asociada con una forma
supersimpléctica impar B. Supongamos que B: hxbh — C es pary supersimétrica
(resp. superantisimétrica). Entonces B « (By,B;) con By simétrica (resp.
antisimétrica) en by ~ VO y 15’1 antisimétrica (resp simétrica) en h; ~ V| @
(h). Notemos que si B es invariante, tenemos B([u, ], y) = B(u, [z,y]) para
cualesquiera u € Vp,z,y € Vi @ (h), y por tanto, ®(u,z)Bi(h,y) = 0. Puesto
que ¢ no degenera, gl(h,y) = () para todo y € V;. Por tanto, B degenera.

Por ultimo observemos que al ser V y V) espacios vectoriales de la misma
dimensidn, en h no pueden definirse estructuras ortogonales ni simplécticas in-
variantes impares. [

La Proposicién 5 implica que las superalgebras de Lie de Heisenberg no ad-
miten formas superortogonales ni supersimplécticas invariantes. Por lo tanto,
buscamos la posibilidad de definir dichas formas en una superélgebra de Lie li-
geramente mas grande, que contiene a fj y se construye en términos de una
derivacién homogénea D € Der(h).
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1.3 Derivaciones de la superalgebra de Lie de
Heisenberg

Sea g = go ©® g1 una superalgebra de Lie. Una derivacion Z,-graduada de grado
|D| en g es una transformacién lineal D € (End g)p, tal que

Dlu,v] = [Du, o] + (= 1)"I1P1[u, Do)
para todos u,v € g.

Cuando |D| = 0, se dice que la derivacién es par; mientras que para |D| =1
se dice que la derivacion es impar.

El espacio de derivaciones de una superdlgebra de Lie admite una Zs-graduaci-
6n, Der g = (Der g)o® (Der g);. Mas atin, admite una estructura de superdlgebra
de Lie dada por [Dy, Dy] = Dy o Dy — (—1)IP1P2IDy 0 Dy en elementos ho-
mogéneos Dy y Dy € Derg. Es un hecho bien conocido que Der(g) es una
sub-superdlgebra de Lie de gl(g) (ver [19]).

Puesto que Der(g) C End(g) = (End g)o @ (End g); y existen isomorfismos
(Endg)o ~ (End go) ® (End g1) y (End g); ~ Hom(go, g1) © Hom(g1, go), una
derivacién D € Der g puede expresarse como una matriz por bloques

D— <D00 DOl) DOO € End(gﬂ) DOl € H0m<91790)
Dyy Dy D1y € Hom(go, g1) D11 € End(gy)

y claramente, podemos escribir D € Der(g) en términos de elementos homogé-

neos
_ (Do O 0 Dy
D‘DU@D“(o D11)@(D10 0)'

Ahora bien, dada una superalgebra de Lie y una derivacién homogénea D &
Der(g), podemos considerar el superespacio vectorial g(D) = g & (D) y dotarlo
con la estructura de superélgebra de Lie definida por [x+aD,y+ (D] = [z,y] +
aD(y) — 8D(x) + af[D, D] para todos x,y € g, «, 3 € C. Observemos que
D, D] € g(D);, i = 0,1. Asi, cuando D es par, g(D) tiene la estructura usual
del producto semidirecto de superalgebras de Lie, mientras que si D es impar
tenemos una estructura de superalgebra de Lie dada por la siguiente:

6 Proposicion. Sea g una superdlgebra de Lie y sea D € (Der g); una derivacién
homogénea. El superespacio vectorial g(D) = g @ (D) es una superalgebra de
Lie si, y sélo si,
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(i) [[D, D],u] = 2(—=1)¥[[D,ul], D] para todo u € g, (o =0,1) homogéneo,
y

(ii) [D, D] € Ker(D).
En particular, [D, D] € Z(g) si, y sélo si, D* = 0.

Demostracién. Supongamos que g(D) = g @ (D) es una superalgebra de Lie.
Puesto que g(D) satisface [g(D);,g(D);] C g(D)i+; (4,7 = 0,1), y g es una
sub-superalgebra de Lie de g(D), se sigue que [ug,vo] € go, [uo,z1] € g1y
[z1,y1] € go para todos ug,vg € go y z1,y1 € g1 ® (D). Asi, [D, D] € go.
Obsérvese que para las tercias (D, D,u), u € g, (o = 0,1), la identidad
de Jacobi implica [[D, D],u] = (—1)* [[D,u],D]; mientras que para la tercia
(D, D, D), la identidad de Jacobi implica que [D, D] € Ker(D).

Para probar el segundo enunciado, observemos que bajo la hipétesis [D, D] €
Z(g), las condiciones (i) y (i) se reducen a la siguiente condicién: D? = 0, pues
D = ad(D). O

7 Proposicidn. Sea g una superélgebra de Lie y D € Der(g) una derivacion
homogénea de g.

(i) Si g es soluble, g(D) es una superdlgebra de Lie soluble.

(ii) Si g es nilpotente, la superdigebra de Lie g(D) es nilpotente si, y sélo si,
D es una derivacion nilpotente.

Demostracion. (i) Supongamos que D € Der(h) es par (resp. impar). Se sigue
entonces que g(D)y = go® (D) (resp. g(D)o = go) es una algebra de Lie soluble.
Luego, el Teorema 4 implica que g(D) es una superélgebra de Lie soluble.

(i) Supongamos que g(D) es nilpotente para alguna derivacién homogénea
D € Der(h). Entonces, existe k € N tal que (g(D))* = {0}. Luego, |21, [x2, ...,

[z_1, k], ...,]] = 0 para todos z1,...,x, € g(D) homogéneos. En particu-
lar, esto es cierto para vy = --- = x,_1 = D y cualquier x;, = y € g. Asi,
[D,[D,...,[D,yl],...,]] = ad(D)*"*(y) = 0 para todo y € g. Finalmente,

puesto que ad(D) = D, se concluye que D es nilpotente.

El reciproco es una consecuencia del Teorema de Engel. Si D es una derivacién
homogénea ad-nilpotente, cada elemento en g(D) es ad-nilpotente. Por lo tanto
g(D) es una superalgebra de Lie nilpotente. O

13



Ahora queremos determinar las derivaciones homogéneas pares e impares
para cada una de las superalgebras de Lie de Heisenberg ). Debemos empezar
enunciando algunos hechos bien conocidos sobre la estructura del grupo de au-
tomorfismos de un algebra de Lie de Heisenberg ordinaria b y de su algebra de
Lie de derivaciones.

8 Proposicion. Sea b, el digebra de Lie de Heisenberg asociada a (Vy,w) y
sea Vo = E @ F una descomposicion dada en subespacios isotropos maximales.
Entonces

(i) Aut(ho) = (Sp(Vp) x C — {0}) x V. De hecho, A : hy — by es un
automorfismo si, y solo si,
4= o)
(0% aq

donde a;"'?A; € Sp(V),a € V.

(i) Der(ho) = sp(Vy) & C***1 (ver [3], Prop.6, pdg.324). De hecho: D :
bho — bho es una derivacion si, y solo si,

Di Dy, 0
D=|D; M,—D! 0
did A

donde D, € End(E), Dy, € Hom(F, E), D3 € Hom(E, F'), Dy y D5 son
simétricas, dy, d5 € V y A € C. Mas adn (ver [17], pag. 1125), para cada
D € Der(by) existe un automorfismo A € Aut(hy) tal que

a]2n+X 0

-1
ADA ._( A

) , Xesp(V), acC. (N

Observacion. La tercera afirmacién en (ii) muestra que, sin pérdida de gene-
ralidad, siempre podemos suponer que una derivacién dada D € Der(h) puede
expresarse como en la ecuacién (1).

Ahora estamos en condiciones de calcular las derivaciones homogéneas de
cada superdlgebra de Lie de Heisenberg.

CASO 1. La superélgebra de Lie de Heisenberg § asociada a una forma su-
persimpléctica par B. Sabemos que h = hy @ by con by un algebra de Lie de
Heisenberg. Bajo estos supuestos tenemos la siguiente:
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9 Proposicion. Sea D € (Der b))y un derivacion par. Entonces existe una base
debhenlaqueD=S®T conS € Der(hy) yT € End(V}) tales que

b S O B a[2n0+ X 20a

con X € sp(V,C),a € C y T € End(V}) satisface T'g + gT = ag.

T

En consecuencia,

(i) Sih ¢ Ker S, entonces T satisface T'g + gT = ag, siendo a € C— {0} el
valor propio de S asociado a h.

(ii) Si h € Ker S, entonces T' € o(V}). En este caso,

(Der h)o = Der(bg) @ o(V1, g).

Demostracion. Supongamos que D : h — h es una derivacién par, es decir,
D(u) = S(up) + T'(uy) para todo u = ug + uy € h, donde S € End(hy),T €
End(V;). Debemos verificar D[u, v] = [Du, v]+ [u, Dv] para todos los elementos
u,v € h. Puesto que Z(h) = (h), basta verificar la regla de Leibniz en elementos
homogéneos u,v € V =V @ V.

Observemos que para todos ug,v9 € Vj, la regla de Leibniz implica que
S € Der(by). Ahora, la Proposicién 8 implica que, sin pérdida de generalidad,
g — (CL[Qn + X

2a> , X €sp(Vp),a €C.

Por otra parte, para cada uy,v; € V; tenemos Dluy, v1] = [Duy,v1] + [ug, Dv;]
si, y sblo si, ag(uy,v1) = g(T(u1),v1) + g(uy, T(vy)). Esto es, si, y sélo si,

T'g + gT = ag. Finalmente, para todo ug € Vo y v; € Vi la regla de Leibniz se
satisface trivialmente pues [ug, v1] = 0. O

10 Proposicién. Sea 7 : hy — Vj la proyeccion de b en el espacio simpléctico
subyacente asociado. Sea v : Vi — b la inclusion de Vi en by. Una derivacion
impar D € (Derbh), es de la forma D = P & @ con P € Hom(bhy,bho) y
Q@ € Hom(hg, hy) tales que

(i) h € Ker @,
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(i) M = wN'g donde M € Hom(V3,Vp) y N € Hom(Vp, V1) son las transfor-
maciones lineales definidas por M = wo P y N = () o 1, respectivamente.

Asi, D € Der(b) es una derivacion impar si, y sélo si

0 P M-
D:QO = p|,peN.
N 0

Ademds, existe una base de by en la cual podemos suponer que p = 0.

Demostracion. Supongamos que D : h — b es una derivacién impar, es decir,
D(u) = Q(ug)+P(uy) para todo u = ug+u; € b, donde P € Hom(hy,b),Q €
Hom(ho, b1). Nuevamente, basta verificar D[u, v] = [Du,v] 4 (—1)PI [y, Do)
para todos los elementos u, v € V. Para esto, sea 7 : ho — V{ la proyeccion de by
en el espacio simpléctico subyacente asociado, mientras que ¢ : Vj — by denota
la inclusién correspondiente. Luego, vamos a considerar las transformaciones
lineales M =moP: Vi - Vogy N=Qo.v:Vy— V.

Obsérvese que para todos ug,vg € Vg, Dlug,ve] = [Dug,vo] + [ug, Dvy]
si, y sélo si, w(ug,v9)Q(h) = 0. Puesto que w no degenera, se concluye que
h € Ker Q). Por otra parte, para cada ug € Vo y v1 € Vi, Dlug, v1] = [Dug, v1]+
[ug, Dvq] si, y sélo si, 0 = g(Nug, v1) +w(ug, Mvy). Luego, M = wN'g. Nétese
que para todos u; y v; € Vi, la regla de Leibniz se satisface trivialmente ya que
h € Ker(D) y ademds, el producto de elementos pares e impares en | es trivial.
En resumen, D : h — b es una derivacién impar si, y sélo si,

M
D:(g2 g): p |, peVi, M=wN'.
N 0

Sea {z1,...,%,} una base ortonormal de h; ~ Vi. e identifiquemos V;
con Vi*. Sea p : Vi — C el funcional lineal asociado a p' € Vi. Tomemos
D € (Der h); como antes y definamos D = 13—22;1 p(xy) ad(zg). Claramente,
D € (Derh); y D(x;) = M(x;) V x; € V1. Luego, sin pérdida de generalidad,
cualquier derivacién impar tiene p = 0. O

CASO 2. La superélgebra de Lie de Heisenberg b asociada a una forma super-
simpléctica par B. Empecemos recordando que la parte par de b es un algebra
abeliana de dimensién n, mientras que la parte impar estad formada por la suma
directa de un espacio vectorial unidimensional y un espacio vectorial de dimensién
n. Es decir, h =ho @ b = Vo & (Vi & (h)).
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11 Proposicion. D : h — b es una derivacion par si, y solo si, existen S €
End(Vp), T € End(V1),p' € Vi y a € C tales que

S
D= T 0| y S'@+ 0T =ad.
p a

Mads atin, existe una base de by en la que podemos tomar p = 0.

Demostracion. Sea D : h — b una derivacién par de . Entonces, D = S & T
con S € End(Vp) y T € End(V; @ (h).) Puesto que Z(h) = (h), basta verificar
Dlu,v] = [Du,v]| 4 [u, Dv| para todos los elementos u,v € V.

Dado que 1 tiene una estructura de algebra de Lie abeliana, la regla de Leibniz
se verifica trivialmente para todos ug y vy € V. Por otra parte, dados ug € V y
v1 € Vi, Dlug,v1] = [Dug, v1] + [ug, Dv1] si, y sélo si,

D (up, v1) {Z’fk nt1Zk + ah} = {®(Sug, v1) + ®(ug, Tv1)} h,

k=1

donde {z1,...,x,} es una base de V. Puesto que ® no degenera, Ty ni1 =0
para todo & = 1,...,n. También tenemos que S'® + ®T = ad. Entonces,
D : b — b es una derivacién par si, y sélo si,

S
D = T 0 y S'®+ 0T =ad
p a

donde S € End(V,),T € End(Vy),p€ Vi ya € C.

Sean {vy,...,v,} y {z1,...,x,} bases de V; y Vi, respectivamente. Identi-
ficando V; ~ V¥, sea p : V7 — C el funcional lineal asociado a p’' € V;. Sea
D € (Derh), como antes y tomemos D = D — Yo arad(vg), ap € C.
Claramente, D es una derivacién par de h. Observemos para todo z; € V;
se tiene 5(31:]) = T(z;) + p(z;)h — aP(vy, x;)h. Dado que ® no degenera,
siempre podemos escoger los escalares a;, € C como aquellos que satisfacen las
ecuaciones p(z;) = ®a; para todo j = 1,...,n. Por tanto, D(z;) = T(x;) y
sin pérdida de generalidad, podemos considerar que cualquier derivacién impar
tiene p = 0. O
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12 Proposicién. Sea 7 : V; @& (h) — V} la proyeccion de Vi, & (h) al primer
factor, Vi, y sea v : Vi — Vi @ (h) la inclusion de Vy en Vi & (h). Una derivacion
de grado impar D € (Derh); es de la forma D = P & @ con P € Hom(hy, bo)
y Q € Hom(ho, by), tales que

(i) h € Ker P,

(i) N*Q+ ®N =0y M'® — QM = 0 donde N € Hom(Vp, Vi) y M €
Hom(Vi, Vi) son transformaciones lineales definidas por N = wo Py
M = Q) o, respectivamente.

De hecho D : h — b es una derivacion impar si, y sélo, si

M 0

0 P
Q@ 0 )

donde p' € Vo, N'Q+®N =0y M'® — QM = 0. Ademds, existe una base de
b para la cual podemos suponer que p = 0.

Demostracion. . Sea D : i — b una derivacién impar de . Entonces, D = P®Q)
con P € Hom(hy,ho) y @ € Hom(hg, b1). Basta verificar D[u,v| = [Du,v] +
(—1)IPllul [y, Dv] para todos los elementos u, v € V. Para eso, sea 7 : Vi @ (h) —
Vi la proyeccién de Vi @ (h) en Vi, y sea v : Vi — Vi @ (h) la inclusién de V;
en V1 @ (h). Consideremos ahora M € Hom(V1,Vy) y N € Hom(Vp, V1) dadas
por M = Poiry N = mo () respectivamente.

Observemos que para todos ug y vy en Vg, se tiene Dlug,vg] = [Dug,vo] +
[ug, Do) si, y s6lo si, N*Q + ®N = 0. Por otra parte, para cada ug € Vo y v; €
Vi, Dlug,v1] = [Dug, v1]+[ug, Dvy] si, y sélo si, ®(ug, v1)P(h) = 0. Puesto que
® no degenera, h € Ker(P). Finalmente, para todos ui,v; € Vi, Dluy,vi| =
[Duy,v1] — [ug, Dvi] si, y sélo si, M'*® — QM = 0. En resumen, D : hh — b es
una derivacién impar de b si, y sélo si,

M 0
D:(o P)IN |

0
? p
donde p' € Vo, N*Q+ON =0y M*'® — QM = 0.
Sean {vy,..., v} y{z1,...,2,} bases de Vj y V1, respectivamente. Identifique-

mos Vy ~ V', y sea p : Vi — C el funcional lineal asociado a p' € V{. Tomemos
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D € (Derh); como antes y consideremos D = D — Y o ad(zy),

ay € C. Claramente, D € (Derh), y D(vj) = N(v;) + p(vj)h — a;Q(z;, vj)h.
Puesto que €2 no degenera, siempre podemos escoger los escalares oy, € C como
aquellos que satisfacen las ecuaciones p(v;) = Qa; para todo j =1,...,n. Por
lo tanto, podemos suponer que cualquier derivacién impar tiene p = 0. O

Convencion. En lo sucesivo, trabajaremos con derivaciones homogéneas D €
Der(h) tales que p = 0.
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Capitulo 2

Superalgebras de Lie solubles con
nilradical Heisenberg

Sea b una superélgebra de Lie de Heisenberg y sea D € Der(h) una derivacién
homogénea de . Queremos dotar al superespacio vectorial h(D) = h @ (D) de
una estructura de superalgebra de Lie bajo el supuesto de que su ideal nilpotente
maximal sea precisamente ). A este ideal se le llama el nilradical de h(D) y se
denota por N(h(D)). Claramente, cualquier dlgebra de Lie soluble satisface esta
condicién. Luego, nos interesa determinar las consecuencias de su generalizacén
natural a las superdlgebras de Lie solubles, en particular, a las de tipo Heisenberg.

Sea N(bh) el nilradical de un &lgebra de Lie soluble h. Es un hecho bien
conocido que [, h] C N(h) (ver [13]). Puesto que el Teorema de Lie no nece-
sariamente es valido para una superdlgebra de Lie h, no podemos asegurar que
[h,5] € N(h). Sin embargo, como h debe ser una sub-superalgebra de h(D), se
verifica que [h, h] C N(bh).

El planteamiento realizado en el pérrafo anterior nos lleva a formular el se-
gundo problema que se aborda en esta tesis: a partir de una superalgebra de
Lie de Heisenberg b y un superespacio vectorial a, nos interesa determinar las
condiciones bajo las cuales podemos construir superalgebras de Lie solubles de
la forma g = b @ a, que no se descompongan en suma directa de ideales y que
contengan a h como nilradical. Una vez construidas las superdlgebras de Lie
g = b @ a que nos interesan, daremos condiciones necesarias y suficiente para
decidir cudndo dos de ellas son isomorfas.
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2.1 Construccidn de las superalgebras de Lie h(D)

Sea b una superdlgebra de Lie de Heisenberg y sea D € Der(h) una derivacién
homogénea de fh. Como mencionamos anteriormente, nuestra primera tarea es
dotar al superespacio vectorial h(D) = h@ (D) de una estructura de superalgebra
de Lie tal que N(h(D)) = b. Puesto que el Teorema de Lie no necesariamente
es valido para una superalgebra de Lie soluble g, no podemos asegurar que
l[g,8] C N(g). Sin embargo, en nuestro caso observamos que h debe ser una
sub-superdlgebra de g y ademds, al verificarse [h(D);, h(D),] C h(D)it; (i,5 =
0,1), se cumple que [h(D), h(D)] C h. Observemos que para D € (Derh)y, la
Proposicién 7 dice que el superespacio vectorial (D) es una superélgebra de Lie
soluble con nilradical b; mientras que para D € (Der by);, las Proposiciones 6y 7
indican que h(D) es una superalgebra de Lie nilpotente al segundo paso, puesto
que [D, D] € Z(h) = (h). Mas precisamente:

13 Proposicion. Sea B una forma supersimpléctica, y sea h = Vo & Vi @
(h) la superdlgebra de Lie de Heisenberg asociada. Sea D € (Derbh); una
derivacion impar homogénea de Y. El superespacio vectorial h(D) = b & (D) es
una superalgebra de Lie tal que [h(D),h(D)] C b si, y sélo si, D* = 0, y existe
un escalar r € C, tal que

[u,v] = B(u,v)h, [u, h] =0,
[D,u] = D(u), [D,D] =rh, reC

para todos u,v € V. Mds aiin, h(D) es nilpotente al segundo paso.

Demostracion. Sea b la superalgebra de Lie de Heisenberg asociada a una forma
supersimpléctica par (resp. impar).

=) Sea D € (Derb); como en la Proposicién 10 (resp. Proposicién 12).
Supongamos que h(D) es una superalgebra de Lie. Observemos que la Proposi-
cién 6 y la identidad de Jacobi implican que MN =0, NM =0y [D, D| = rh.
Por lo tanto,

M 0
0 r ¢
ad(D) = , M =wN'qg, reC

o =
o o

22



M 00
ad(D) = [ N , N'Q+ ®N =0, M'd — QM =0).

Claramente, D? = ( puesto que D = ad(D).

<) Supongamos que D € (Derh); es tal que D* = 0. Queremos que
h(D) = h & (D) sea una superalgebra de Lie que contiene a h como un ideal
nilpotente de codimensién uno. Puesto que D? = 0 implica [D, D] € Ker(D),
la afirmacién es una consecuencia de la Proposicién 6. n

Dado que nuestros resultados se aplicaran tanto a algebras como a su-
peralgebras de Lie, a partir de este momento sélo consideramos superdlgebras de
Lie que tienen a h como su nilradical.

2.2 Clasificacion de las superalgebras de Lie h(D)

Sean h(D) y h(D') superalgebras de Lie con D, D’ € (Derb),, entonces se
tiene que N(h(D)) = N(h(D’)) = h. Estamos interesados en determinar las
condiciones para establecer un isomorfismo ¢ : h(D) — h(D').

14 Teorema. Sea B una forma supersimpléctica y sea b la superadlgebra de
Lie de Heisenberg asociada. Sean D, D’ € Der(h) derivaciones pares tales que
Ker(D) = Ker(D') = (h). Las superalgebras de Lie h(D) y h(D') son isomorfas
si, y solo si,

(i) Caso |B| = 0. Existen A € Aut(hg),v € ho,a € C— {0} y B € G =
{B € GL(V}) : 3b# 0, bg(x,y) = g(Bx, By) Vx,y € Vi} tales que

(ASA—l —ad(v) BT31> n

donde D=S@®T,D' =5 @®T" conS,S" € Der(hy) yT,T" € o(V7).

D=1
a

En este caso, el isomorfismo ¢ : h(D) — h(D’) esta dado por
A v
=10 a
B
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(ii) Caso |B| = 1. Existen A € GL(Vp),v € Vp,a #0,B € GL(V1) yb# 0
tales que

D' =
a

_ L (Asa” (1)
BTB™! — ad(v)

donde D =S & T, D' =5 @&T conS,5 € End(Vp) y T,T" € End(V})

tales que S'® + T = 0.

En este caso, el isomorfismo ¢ : h(D) — h(D) estd dado por

A v
|0 a
L B 0

0 b

Demostracion. Analizamos los casos |B| = 0y |B| = 1 por separado.

CASO 1 La superalgebra de Lie de Heisenberg asociada a una forma super-
simpléctica par B.

=) Supongamos que ¢ : h(D) — h(D’) es un isomorfismo de superdlgebras
de Lie. Sabemos que ¢ = o @ B donde g : ho(D) — ho(D) es un isomorfismo
de algebras de Lie, y B : V; — Vj es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Debemos usar el siguiente hecho bien conocido: para cualquier isomorfismo de
dlgebras de Lie g : g — ¢',90(Z(g)) = Z(g') y vo(N(g)) = N(g'). Puesto que
D, D" € (Der b), son derivaciones tales que Ker(D) = Ker(D') = (h), tenemos
que Z(h(D)) = Z(h(D')) = (h). También se sigue que D y D’ son transforma-
ciones no nilpotentes. Entonces, ho(D) y ho(D’) son algebras de Lie solubles que
tienen por nilradical a hy. Luego, [ho(D),ho(D)] C hoy [ho(D'), bo(D")] C bho.
Entonces, ¢ : ho(D) — ho(D’) estd dado por

0 = (61 z), A € Aut(hg),v € ho,a # 0.

Puesto que ¢ : ho(D) — ho(D’) es un morfismo de dlgebras de Lie, p[D, x| =
[oD, px] para todos = € hy. Despejando D[y, de esta ecuacién obtenemos

D'ly, =a (Ao Dy, 0 A™' —ad(v)).

Dado que ¢ es un isomorfismo de superalgebras de Lie, ¢|x, y] = [pz, vy]
V x,y € h(D). En particular, para todos x,y € V; tenemos

olr,y] = [z, 0y] & ag(x,y)h = g(Bx, By)h.
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Luego, B € G. Despejando ahora D'|y, de ¢[D,y] = [¢D,py| con y € Vi,
tenemos
D'y, =a 'BTB™.

Por lo tanto, obtenemos la expresion para D' € (Derbh), dada en el enun-
ciado.

<) Por otra parte, supongamos que existe una cuarteta (A, v,a, B) con A €
Aut(hg),v € ho,a # 0y B € G satisfaciendo (Il). Definamos ¢ : h(D) — h(D)
por ¢(z) = A(z) para todo = € by, p(D) = aD' + vy p(y) = By para todo
y € Vi. Claramente, ¢ es biyectiva. Para mostrar que ¢ es un morfismo de
superdlgebras de Lie es suficiente verificar que ¢[D, x| = [p(D), p(z)] para todo
x € b, pero esto se sigue de la ecuacién (I1).

CASO 2 La superélgebra de Lie de Heisenberg asociada a una forma super-
simpléctica impar B.

=)) Supongamos que ¢ : h(D) — h(D) es un isomorfismo de superdlgebras
de Lie. Sabemos que ¢ = @1 donde g : Vo(D) — V(D) es un isomorfismo
de dlgebras de Liey ¢1 : Vi @ (h) — Vi @ (h) es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Puesto que Ker(D) = Ker(D') = (h), D y D’ son derivaciones
no nilpotentes. Notemos que Vy(D) y Vo(D’) son algebras de Lie solubles que
tienen por nilradical a V4. Por otra parte, puesto que D(h) = D'(h) = 0, se
sigue que Z(h(D)) = Z(h(D')) = (h). Luego,

~— (A —~ (B 0
70 Y T8
donde A € GL(Vp),v € Vy,a #0,B € GL(V1),8€ Vi y b #0.

Observemos que siempre podemos encontrar un automorfismo 1 €
Aut(h(D)) tal que ¢ = o : h(D) — h(D') es diagonal. De hecho,

0 A v

b = 0 1 N 10 a

- Iy, 0 = B 0
b1 1 0 b

Puesto que ¢ : h(D) — h(D) es un isomorfismo de &lgebras de Lie, p[z,y] =
[z, py] para todos x,y € h(D). En particular, para todo u € Vy, ¢[D,u] =
[0D, @u] si, y sélo si, ASu = aS’Au; mientras que para todo = € V; tenemos
o|D,z] = [pD,pzx] si, y sélo si, B'x = aT’"Bx + ad(v)Bxz. Por lo tanto,
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despejando S’ y T" de estas ecuaciones, se obtiene la expresién para D’ dada en
el enunciado.

< La prueba de esta implicacin es la misma que en la Proposicin anterior. []

Observacion. En el Teorema 14, una condicidn necesaria para que las superalgebras
de Lie h(D) y h(D') sean isomorfas es que Ker(D) = Ker(D’) = (h). Esta
condicién se obtiene del hecho de que tanto h(D) como h(D’) satisfacen que
D, D] € Ker(D) y [D',D'] € Ker(D’) respectivamente.

2.3 Construccion de las superalgebras de Lie
g = h@Da, con a un superespacio vectorial par

En la seccién anterior, tomando como base una superalgebra de Lie de Hei-
senberg y una derivacién par, D € (Derb)g, construimos y clasificamos hasta
isomorfismo una superalgebra de Lie soluble cuyo nilradical es, precisamente, .
Esto nos motiva a plantear la siguiente pregunta: dada una superalgebra de Lie
de Heisenberg, jcédmo podemos construir superalgebras de Lie solubles, que no
se descomponen en suma directa de ideales y tales que su nilradical sea h? Revi-
sando la literatura encontramos que para el caso de las dlgebras de Lie solubles,
este problema fue resuelto por Rubin y Winternitz (ver [17]). Mds adn, se han
realizado trabajos en esta direccion fijando otras dlgebras de Lie nilpotentes como
nilradical, por ejemplo [12], [11], [20], [22] y [23]. En esta seccién presentamos
el resultado para el caso Z,-graduado y sefialamos la diferencia que existe para
el caso de algebras de Lie.

Ahora bien, sea B una forma supersimpléctica homogénea en V = V[, &V,
ysea h =V, @ Vi @ (h) la superalgebra de Lie de Heisenberg asociada. Dado
un superespacio vectorial a = ay @ a1, consideremos g = h & a. Nuestro objetivo
es dotar a g de una estructura de superalgebra de Lie tal que [g,g] C h. Al igual
que en la seccién anterior, pidiendo que h sea una sub-superdlgebra de g, se
verifica facilmente que [g, g] C b; sin embargo, a diferencia de lo que ocurre para
algebras de Lie, no podemos asegurar que el nilradical de g sea ), pues h @ a;
es otro ideal nilpotente que contiene propiamente a fj. Esto nos proporciona un
criterio de nilpotencia que enunciaremos a continuacién y que demostraremos
mds adelante:

Proposicion. Sea h) una superalgebra de Lie de Heisenberg y sea a = ay @ a;
un superespacio vectorial tal que a; # 0. El superespacio vectorial g = h @ a
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admite una estructura de superdlgebra de Lie tal que [g,g] C b, si, y sélo si,
a, es un subespacio impar formado por elementos nilpotentes. En particular, si
ap = {0}, g es nilpotente.

Obsérvese que de la Proposicidn anterior se sigue que el nilradical de g con-
tiene propiamente a la superdlgebra de Lie de Heisenberg .

Ahora consideremos el espacio vectorial Mat,,x,,(C). Decimos que un con-
junto de matrices {X; € Mat,,«,,(C)|i € I} no es nilpotente si para toda com-
binacién lineal X = . ¢;X;, se tiene que X" = 0 implica ¢; = 0 para todo
1€l

Obsérvese que con esta definicién, el cero es el (nico elemento nilpotente
permitido en el conjunto. Por tanto, cualquier combinacién lineal de los X; no
es nilpotente.

Sabemos que en una superélgebra de Lie g un elemento homogéneo = € g
es nilpotente si existe k € N tal que ad(z)*(y) = 0 para todo y € g. Entonces,
de forma andloga, en g se define un conjunto de elementos homogéneos no
nilpotentes.

Sea B una forma supersimplécticaen V = V@ V] y sea b la superalgebra de
Lie de Heisenberg asociada. Como ya se menciond, en analogia a lo que sucede
con las dlgebras de Lie solubles, estamos interesados en estudiar y clasificar las
superdlgebras de Lie g = b & a tales que [g,g] C hy N(g) = h. Asi que en
primer lugar, nos concentraremos en el andlisis de g = h & a cuando a es un
espacio vectorial par formado por elementos no nilpotentes. Analizamos los casos
|B| =0y |B| =1 por separado.

CASO 1 Superélgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma super-
simpléctica par B. Sea b la superdlgebra de Lie de Heisenberg asociada a una
forma supersimpléctica par, y sea {ei,...,en, f1,..., fu, h, 21, ..., T} una base
para by. Sea a = (04, ...,0,) un subespacio vectorial par de gl(2n+1|m), formado
por elementos no nilpotentes. Consideremos el superespacio vectorial g = h @ a,
y determinemos las condiciones para que g admita una estructura de superalgebra
de Lie soluble tal que [g,g] C h y N(g) = h. Observemos que si el conjunto a
es nilpotente, el nilradical de g contiene propiamente a hj.

Observemos que go = a® hy y g1 = Vi y recordemos que fy es el dlgebra
de Lie de Heisenberg. Puesto que debe cumplirse [g;,9,] C gi+; (4,7 = 0,1),
al pedir que b sea una sub-superdlgebra de Lie de g, claramente tenemos que
lg, 9] C b. En efecto, [go, 91] C V4, [81,081] C boy [80, go] C bo, pues al ser hyPa
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un algebra de Lie soluble, su algebra derivada estd contenida en su nilradical, que
es by.

Ahora bien, la accién de a en h debe producir elementos en §. Es decir,
l0;, z] € b para todo x € . Ademds, [0;,0;] € b paratodoi,j =1,... ¢ Asi,
verificando la identidad de Jacobi en los elementos homogéneos de g, obtendre-
mos restricciones sobre los o; € a.

Notemos que de la identidad de Jacobi para la tercia (o, x,y) con z,y € b;
(i = 0,1), se sigue que la restriccién de ad(c;) a b es una derivacién par de
. En el Capitulo 1, Proposicién 9, describimos explicitamente la estructura de
estas derivaciones. Luego,

aifgn +Xz 0
ad(ai)h,: 0 2CLZ' ’L:L,é
T;

donde a; € C, X € sp(Vy) y T € End(V}) es tal que T g+ ¢gT; = a;g. Tomando
combinaciones lineales adecuadas de los ad(c;) podemos considerar, sin pérdida
de generalidad, a; =06 1, y a; = 0 para todo ¢ > 2, es decir,

a1[2n -+ Xl 0 Xl 0
ad(01)|b = 0 2&1 s ad(ai)|h = 0 0
T T;

Dado que [0;,0;] € ho, expresamos este producto como una combinacién
lineal de elementos de b, es decir,

(04, 05] = Ver + pli fu + rijh

con v, i, iy € C, para todos i,j = 1,...,.L;k=1,...,n.

La identidad de Jacobi en la tercia (0;, 05, €)) implica
Observando que [0, [0, ex]] — [0}, [0, ex]] = Xi X er — X Xier € (ex, fr),

se concluye ,ufj = 0. Andlogamente, para (0;,0;, fx) se sigue ’yfj = 0. M3s aun,
las matrices X,; deben conmutar.
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Ahora bien, de la identidad de Jacobi para (¢1,0;,0;), coni # jeid,j# 1
para que la identidad no sea trivial, se sigue que,

0= [0'1, [O'iyaj“ + [Uiv [Ujﬁgl]] + [Uj’ [0-170-2”

= 2r,'ja1h.

Entonces, a; = 1 implica 7;; = 0 para todo ¢,j # 1. Redefiniendo o; =
o; — %rlih, tenemos [0y, 0;] = 0. Luego, 7;; = 0 para todo i,j =1,...,7.

Por otra parte, es facil ver que la identidad de Jacobi graduada en la tercia
(0i,0j,v) se satisface si, y sélo si, las matrices T; conmutan, es decir, T;T; =
T;T; para todo i,7 = 1,... L.

Obsérvese que cuando a; = 0, las matrices X; € sp(Vp) y 71 € o(V3) no
pueden ser nilpotentes simultdneamente. Sin embargo, para a; = 1, las matrices
X; €sp(Vy) y Th € End(V4) con Tfg+ gT1 = g, pueden ser arbitrarias, incluso
X1 puede ser cero.

Notemos que la construccidon que se ha hecho es vdlida tanto para F = R
como para I = C. Luego, podemos enunciar el siguiente

15 Teorema. Sea a C gl(2n + 1|m) un sub-superespacio vectorial par formado
por elementos no nilpotentes. Una superalgebra de Lie soluble real o compleja,
de la forma g = h @ a, tal que [g, g] C b, que no se descompone en suma directa
de ideales, y que tiene a la superalgebra de Lie de Heisenberg como su nilradical,

puede expresarse en una base candnica{ey, ...,en, f1, .., [, Ry X1, 0 Ty 01,5 -1
0.}, bajo las siguientes relaciones de conmutacién como sigue:
[eiafj] :w(elaf])h v,] =1, y
[xzaxj] :g(.TZ,ZE'])h 1,] = 1a )
ok, €] arlon + Xy 0 <
[Uka f] _ f
= 0 Qak
[O’k, h] h
T,
ok, 2] x

[Ui,O'j]:TZ’jh TijeF,i,jzl,...7€,

donde €' = (ey,....,e,), f'=(f1,.., fn), ya' = (x1,...,Zm).

Las constantes a; satisfacen a; =0 6 1, ap = --- = ay = 0. Las constantes r;;
satisfacen r;; = —r;; = 0 paraa; = 1, y rps = —rg; € F para a; = 0.
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Los elementos de {Xi,..., X,} satisfacen X; € sp(Vy) y [Xi, X;] = 0 para
todo 1 < i,57 < (. Es decir, {X;} es una subdlgebra abeliana del algebra de
Lie simpléctica sp(Vy). Los elementos de {1}, ..., T;} satistacen T; € gl(V}) y
[T;,T;] = 0. Ademas, para

(i) ay =0, T, €o0(Vy)Vi=1,...,¢, es decir, {T},...,T;} es una subalgebra
abeliana de o(V}). En este caso, las parejas (X;,T;) estdn formadas por
elementos no nilpotentes.

(i) ay = 1, Ty € gl(V3) es tal que Tig + g1y = g, y T; € o(V3), i > 2.
En este caso, las parejas (X;,T;), i > 2 estan formadas por elementos no
nilpotentes y la pareja (X1,T}) es arbitraria.

Observaciones.

(a) El centro del algebra de Lie g =bh @ a es (h) si, y sélo si, a; = 0.

(b) Si a; = 0, para que la pareja (X;,T}) esté formada por elementos no
nilpotentes, basta con que X; 6 T} no lo sean. De esto se sigue que para
determinar la dimension maxima de a, necesitamos conocer el nimero
maximo de elementos no nilpotentes X; € sp(Vy) y T; € End(V;) con
T!g + gT; = a;g, que podemos adjuntar. Esto equivale a conocer la
dimensién de las subalgebras abelianas maximales de sp(V5) y o(17).

Los trabajos de Patera y Winternitz (ver [7] y [16]), proporcionan guias para
la clasificacién de las subdlgebras abelianas maximales de sp(Vy) y o(V;). Por
lo que un trabajo a futuro puede ser determinar, en cada dimensién, cuantas
subdlgebras abelianas maximales admiten sp(V4) y 0(V7), con el fin de establecer
la dimensién maxima posible de las superalgebras de Lie g = h & a.

CASO 2 Superélgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma super-
simpléctica impar . Sea b la superalgebra de Lie de Heisenberg asociada a una
forma supersimpléctica impar, y sea {vy,..., v, x1,...,Z,, h} una base para b.
Dado un subespacio vectorial par de gl(n|n + 1) formado por elementos no nil-
potentes, a = {oy,...,0¢}, queremos que el superespacio vectorial g = h @ a
admita una estructura de superdlgebra de Lie soluble tal que [g, g] C by ademds,

N(g) =bh.
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En este caso, go = Vo @ ay g1 = Vi & (h). Puesto que debe cumplirse
que [g:,9;] C gir; (¢ = 0,1), al igual que antes, pidiendo que h sea una sub-
superalgebra de Lie de g, se verifica que [go, go] C {Vb}, [g0,01] C Vi@ (h), y
lg1,91] € {Vo}. Por tanto, [g,g] C b y claramente, N(g) = b.

Verifiquemos la identidad de Jacobi en los elementos homogéneos de g para
imponer condiciones sobre o € a. Observemos que en la tercia (o;,u,v) con
u,v € b, la identidad de Jacobi indica que ad(cs)|y, es una derivacién par de
b. Por la Proposicion 11 del Capitulo 1, sabemos cual es la estructura de estas
derivaciones. Luego,

Si
ad(o;) = T, 0

donde S; € End(Vp),T € End(V1) y a; € C son tales que S!® + ®T; = a;®.

Dado que [oy,0;] € ho ~ Vi, tenemos [0;,0,] = %kjvk, %kj € C. Por otra
parte, es facil ver que la identidad de Jacobi en la tercia (o;,0;,yx) indica que
TT; =T,T;Vi,j=1,...,ny~} = 0. Asi, para todo i,j = 1,...,n tenemos
que [0'7;,0']‘] =0.

Tomando combinaciones lineales adecuadas de los o; € a, sin pérdida de

generalidad, podemos considerar a; =06 1,y ap = --- = a;, = 0. Luego,
Sh
ad(oy) = T, 0 Sid + OT) = a1 ®, y
0 aq
St
ad(o;) = T; 0 S+ T, =0, i > 2.
0 0

Notemos que de la identidad de Jacobi en la tercia (o;,0;, x)) se sigue que las
matrices S5;, 5; deben conmutar, es decir S;S; = 5;5; para todo i = 1,... /.
Por tanto, a es una subalgebra abeliana de gl(n|n + 1).

Obsérvese que para a; = 0, las parejas (S1,71),. .., (S, Ty) estan formadas
por elementos no nilpotentes, pues en caso contrario el nilradical de g contiene
propiamente a . De igual forma, para a; = 1, las parejas (S;,T;), i =2,...,¢
estan formadas por elementos no nilpotentes, mientras que (S7,7}) puede ser
arbitraria. De esta forma establecemos el siguiente
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16 Teorema. Sea a C gl(n|n + 1) un sub-superespacio vectorial par formado
por elementos no nilpotentes. Una superalgebra de Lie soluble real o compleja,
de la forma g = h @ a, tal que [g, g] C b, que no se descompone en suma directa
de ideales y que tiene a la superalgebra de Lie de Heisenberg ty como su nilradical,
admite una base candnica {vy, ..., U, T1, ..., Tp, h,01, ..., 04}, con las siguientes
relaciones de conmutacion:

[vi,v;] =0

[z, 2;] =0

[Vi, ] = (v, z;)h i,5=1,...,n
[0k, v]] S 0 0 v
[O‘k,ZL’] = 0 Tk 0 T
[O'k,h] 0 0 Qg h

ok, 05] =0 k,s=1,...,¢,

donde v' = (vq,...,v,), y ' = (21, ..., ).

Las constantes a; satisfacena; =06 1, as = ---=ay, = 0.

Los elementos del conjunto {Si,...,S¢} satisfacen S; € gl(Vp) y [S:, ;] =
0V 1<i,j </ Esdecir, {Si,...,S} es una subdlgebra abeliana del dlgebra
de Lie gl(Vp). Los elementos de {1, ..., T;} satisfacen T; € gl(V1) y [T3,T;] =
0V1 <i,j </{. Esdecir,{T1,...,T,} es una subdlgebra abeliana del dlgebra de
Lie gl(V}). Ademas, si

(i) a; =0, Si®+ ®T;, = 0Vi=1,...,n. En este caso las parejas (S;,T;)
estan formadas por elementos no nilpotentes.

(i) ay =1, Si®+ Ty =0 y S!® + ®T; =0 Vi = 1,...,n. En este caso
las parejas (S;,T;), i > 2 estdn formadas por elementos no nilpotentes y
(S1,T1) es arbitraria.

Observaciones.

(a) El centro de la superélgebra de Lie g = @ a es (h) si, y sélo si, a; = 0.

(b) Si a3 = 0, para que la pareja (X;,T}) este formada por elementos no
nilpotentes, basta con que X; 6 T} no lo sean. De esto se sigue que para
determinar la dimension maxima de a, necesitamos conocer el niimero
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méximo de elementos no nilpotentes X; € gl(Vy) y T; € gl(V1) tales que
Sid + ®T; = a;®, que podemos adjuntar. Esto equivale a conocer la
dimensién de las subalgebras abelianas maximales de gl(1;) y gl(V4.)

2.4 Clasificacion de las superalgebras de Lie
g = h &P a, siendo a un superespacio vectorial
par

Sea h una superdlgebra de Lie de Heisenberg asociada a una forma super-
simpléctica homogénea B, y sea a un superespacio vectorial par. En esta seccidn
damos condiciones necesarias y suficientes para decidir cuando son isomorfas
las superdlgebras de Lie solubles g = b @ a tales que [g,g] C hy N(g) = b.
Analizamos los casos |B| =0y |B| = 1 por separado.

CASO 1 Superélgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma super-
simpléctica par B. Como superespacio vectorial, la superdlgebra de Lie de Hei-
senberg es la suma directa de un espacio vectorial simpléctico (Vj,w), un es-
pacio vectorial ortogonal (V7,¢), y un elemento central par (h), es decir, h =
Vo @ Vi @ (h). Por otra parte, las relaciones [0, 0] = 1;jh y r;; = —1j; Vo, 0, €
a, indican que a es un espacio vectorial provisto con una forma bilineal anti-
simétrica R : a x a — C. Finalmente, de los productos [0;,u] = (a;l2, +
Xi)(u), uw € by [o;,v] =Ti(v), v € by, se sigue que también tenemos trans-
formaciones lineales X : a — sp(Vo) y T': a — o(V}). Por tanto, los datos
(Vo,w), (V1,9), (h),(a,R), X : a — sp(Vy) y T : a — o(Vy) determinan a la
superélgebra de Lie g = b @ a. Recordando que Z(g) = (h) si y sdlo si, a; = 0,
concluimos que (X,7,a;, R) con a; = 0 é 1, caracterizan completamente la
estructura de superalgebra de Lie g.

Seang =hday g = hda superalgebras de Lie isomorfas, yseap: g — ¢
un isomorfismo entre ellas. Sabemos que necesariamente, ¢(Z(g)) = Z(¢') y
©(N(g)) = N(g'). Puesto que el centrode g =h G a es (h) para a; =0y {0}
para a; = 1, se tiene que a; = a} = 0, o bien, a; = a} = 1. Luego, los casos
a; =0y a; = 1 se estudian por separado.

17 Proposicion. Seang =h D a y g = b d o superdlgebras de Lie solubles,
que no se descomponen en suma directa de ideales, tales que [g,g] C (h) (resp.

o', ¢'l € (h)) y N(g) = h. Sean
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G={AcGLV)|3daecC—-{0}, w(Au, Av) = aw(u,v) Yu,v € U},
H ={B e GL(a,d') | da € C - {0} ,aR(0,7) = R'(B(0),B(1)) Vo, T € a},

K ={C € GL(V})| Ja € C - {0}, ag(z,y) = g(Cz,Cy) Yo,y € Vi}.

Sean (X, T,a;, R) y(X',T',a;, R") cona; = 0 &1, los datos que caracterizan a g
y ¢, respectivamente. Las superalgebras de Lie g y g’ son isomorfas si, y sélo si,
existe (A,a, B,C) € GxC—{0} x H x K tal que para todo u,v € Vy,x,y € V}
yo, Tca

(i) Caso a; = 0.
1. aw(u,v) = w(Au, Av)
2. A-X(0)-A'= X" B(o)
3 a-R=R"-B
4. ag(z,y) = g(Cx, Cy)
5 C-T(o)-C' =T B(o)
El isomorfismo ¢ : g — ¢ estd dado por

A 0
0 0
0 B

o g O

SD:
C

(ii) Caso a; = 1. En este caso también existe ( € a tal que
1. aw(u,v) = w(Au, Av)
2 A- X)) - A =X'(V+ )

3. A-X(0)- A7 = X' B(o)
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4. w(B(o),B(1)) =0

5. ag(z,y) = g(Cz,Cy)

6. C-T(s) - C =T B(o)
7.C-TW)-C' =T +0).

El isomorfismo ¢ : g — g estd dado por

A0 0 0

0 a0 0
o=10 01 0
00 ¢ B

C

Demostracion. Como ya se habia mencionado, los casos a; = 0y a; = 1 se
analizan por separado.

Caso a; = 0.

Escribimos el producto en g = h @ a en términos de los datos (Vj,w), (V1, g),
(a,R), X:a—sp(Vo)yT :a— o(Vi):

[u,v] = w(u,v)h [z,u] =0 [o,h] =0
[u, h] =0 [#,h] =0 [o,2] = T(0)z
[0, u] = X(0)u [z, y] = g(z,y)h o, 7] = R(o,7)h

conu,v € Vo,z,y e Viyo, 7€ a.

Sea g’ = b’ @ o’ con el producto definido como antes. Queremos determinar
una transformacion lineal ¢ : g — ¢’ tal que sea un isomorfismo de superdlgebras
de Lie. Luego, ¢ debe mandar el centro de g en el centro de g’ y el nilradical
de g en el nilradical de g'. Es decir, ¢(h) = ah con a € C — {0} y ¢(h) = b.
Ademds, puesto que ¢ debe preservar la graduacién, es decir, ¢(g;) C g; para
1=20,1, paratodo u € Vh,z € V1 y 0 € a tenemos

p(u) = A(u) + a(u)h
¢(h) = ah

p(0) = L(o) + B(o)h + B(o)
p(v) =C(x)
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donde A € Hom(Vy, Vo), a € Vi, a # 0, L € Hom(a,Vp), f € a*, B €
Hom(a,a') y C € Hom(V;, V4). Luego,

L
s
B

C

o9
O Q@ O

La restriccién de ¢ a b indica que ¢|,, debe ser un automorfismo del dlgebra
de Lie de Heisenberg, hy. Claramente, ¢ serd no singular si, y sélo si, B €
Hom(a,a’) y C € Hom(V;, V/) son no singulares.

Por otra parte, para que ¢ sea un morfismo de superdlgebras de Lie debe
satisfacerse @[z, w] = [p(2),o(w)] V z,w € g. Evaluemos esta ecuacién en
elementos homogerieos de g para imponer condiciones sobre . Sean u,v €
Vo,z,y e Viyo, 7 € a.

1. plu, h] = [pu, ph] y plo, h] = [po, ph] se satisfacen trivialmente.
2. plu,v] = [pu, pv].
w(u,v)p(h) = [Au + a(u)h, Av + a(v)h] & aw(u,v) = W' (Au, Av).
3. plo,u] = [po, u].
A(X(o)u) + a(X(o)u)h = W' (C(o), Au)h + X'(B(0))Au

si, y sélo si,

4. plo, 7] = [po, T].
aR(c,7)h = ' (C(0),C(7))h — X'(B(1))C(c) + X' (B(c))C(7)
+ R'(B(o), B(1))h
si, y sélo si,

aR(c,7) =W (C(0),C(7)) + R'(B(0),B(1)) y



5. ¢z, y] = [pz, @yl si, y sélo si, ag(z,y) = g(Cz, Cy).

6. o[z, 0] = [z, po] si, y sélo si, O(T(0)z) = T(B(o))(C()).

Resumiendo, para todo u,v € Vg, xz,y € V1 y 0,7 € a, debe verificarse

1. aw(u,v) = W' (Au, Av)
2a. AX(0)A™!' = X'(B(0))
2b. a(X(o)u) = '(C(0), Au)
3a. aR(o,7) =w(C(0),C (7)) + R'(B(o), B(1)).
3b. X'(B(0))C(r) = X'(B(7))C(0).

4 ag(z,y) = g(Cz, Cy)
5 C(T(o)x) =T(B(0))(C(x))

Obsérvese que

W'(C(0),C(7)) = a(X(0)A7'C(T)) por (2b),
= a(A7X'(B(0)C(7)) por (2a),
= a(A7'X'(B(71))C(0)) por (3b),
= a(X(1)A7'C(0)) por (2a),
= W' (C(1),C(0)) por (2b).
Ademas, sabemos w’'(C' ( ),C(1)) = —='(C(7),C(0)) para todo o, 7 € a.

Luego, w'(C(7),C(0)) = —w'(C(7), (J)) si, y sélo si, W' (C(7),C(0)) =0
paratodo o, T € a. Asi, la ecuacién (3a) toma la forma aR (o, 7) = R'(B(0), B(T)).
Es decir, aR = R' - B.

Afirmamos que (3b) es una consecuencia de las ecuaciones anteriores. En
efecto, puesto que w’ no degenera, (w')’ : V — V* es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Ahora bien, sea « € V arbitrario,

(@) (X(B(0)C(7))(u) = ' (X(B(0))C(7), u)
:—w( (7), X(B(o))u)  pues X'(B(0)) € sp(Vo),
W(C(T), A () ) por (2a),
=—0é( ()X (o)A u) por (2b).
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Dado que X (7), X(0) son elementos de una subalgebra abeliana del dlgebra de
Lie simpléctica, tenemos

(W')b(X'(B(U))C(T))(U) a(X(0)X(T)A )
(C(0), AX(1)A )
/(C(U%X’(B(T))U),
'(X'(B(T))C(U)a OF
= () (X"(B(7))C(0))(w).
Concluimos que X'(B(0))C(7) = X'(B(7))C(0) para todo 0,7 € a.

\,-\

En vista de los calculos que hemos realizado, la transformacién lineal ¢ :
hda— hdda esun isomorfismo de superdlgebras de Lie si, y sdlo si, para todo
u,v € Vo, z,y € Vi y 0,7 € a, satisfacen las ecuaciones (1), (2a), (2b), (3a),
(4) y (5). Por dltimo, puesto que tal ¢ no es diagonal, en h realizaremos un
cambio de base adecuado para simplificar ¢. Es decir, buscamos ¢ € Aut(h @ a)
tal que pov : h P a — hda sea un isomorfismo diagonal. Es decir, buscamos

A0 L A0 0
o a B ~ [0 a O
Y= 0 0 B tal que ¢ = 00 B
C C
Un célculo directo muestra que
IVO 0 —A7'L
= ala 1 aYad 'L - 3)
N 0 0 I,
Iy,

es un isomorfismo de h@a en hdd'. En efecto, las ecuaciones (1), (2a) y (3a) se
satisfacen trivialmente, mientras que verificar (4a) y (4b) es un calculo sencillo.
Luego, basta verificar la ecuacién (2b):



Puesto que (3 no esta involucrada en las ecuaciones anteriores, sin pérdida de
generalidad tomamos 3 = 0 para concluir que ¢ : h & a — §h & o', dado por

OO
o O

0

0

poh = B
C

es el isomorfismo buscado que sélo involucra transformaciones conformes del
grupo simpléctico A € (7, escalamientos del dlgebra de Lie de Heisenberg con fac-
tor a # 0, combinaciones lineales de elementos en a dadas por B € Hom(a, a’),
y transformaciones conformes del grupo ortogonal C' € K.

Caso a; = 1.
En este caso,
Iy, +X; 0 X;

ad(al) = 0 2 ad(ai) = 0
T 1;

Mi=2,... .0

donde X; € sp(Vp), Ty € End(V4) tal que T{g+ gTh =gy T; € o(V1), @ > 2.

Notemos que existe un elemento distinguido v € a tal que [v,u] = (Iy, +
X (v))u paratodou € Vy, [v,h] =2hy [v,x] = T(v)x paratodo x € V. Asi, en
términos de los datos (Vo,w), (V1,9),(a,R), X :a — sp(Vo) y T : a — o(V}),
escribimos el producto en g = b & a como sigue:

[u,v] = w(u,v)h lo,u] = X (0o)u [0, 7] = R(o,7T)h
[u,h] =0 lo,h] =0 [v,0] =0

v, u] = (I, + X(v))u [v,h] = 2h

[z,u] =0 [z,h] =0 lo,2] = =T(0)x
[z,y] = gz, y)h v, 2] =T(v)x

para todo u,v € Vy, x,y € Vi, yo,7 € a.

Sea g’ = h @ a’ con el producto definido como antes. Determinemos las con-
diciones que debe satisfacer p : g — g’ para ser un isomorfismo de superdlgebras
de Lie. Como bien sabemos, ¢ es de grado par, manda el centro de g en el
centro de g’, que en ambos casos es trivial, y el nilradical de g en el nilradical de
g’, es decir, o(h) = bh. Asi, para todo u € hy,x € Vi y o € q,
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donde A € Hom(Vp, Vy), L € Hom(a, V;), B € Hom(a, a),C € Hom(V;, 1)), z,
teVo,(€a, acVy, B,pca’,y ab,ce C. Luego,

A

O O QW
U= @ o~

o
=10
0

I O S o+

C

Claramente, C' € Hom(V3, V;) debe ser invertible.

Nuevamente, procedemos como en el caso anterior y a partir de la ecuacién
olu,v] = [p(u), (v)] Yu,v € g, determinamos las condiciones que debe satis-
facer o : h da — b @ a’ para ser un isomorfismo de superélgebras de Lie. Asi,
para todo u,v € Vj, x,y € Vi y 0,7 € a, deben satisfacerse las ecuaciones:

1. aw(u,v) = w(Au, Av).
2a. A-X(v)- AP =X'(V + Q).
2b. a((X(v) — Iyy)u) = w(t, Au).
3a. AX(0)A™! = X'B(0).
3b. a(X(o)u) = w(L(o), Au).
4. w(L(o),t) =206(0).
5a. w(L(e), L(T)) = 0.
5b. X'(B(o))L(T) = X'(B(7))L(0).
6. CT(0)C~! =T'(B(0)).
7. ag(z,y) = g(Cz, Cy).
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8. CT(V)C~' =T'(v' + ).

Dado que el isomorfismo ¢ no es diagonal, realizaremos un cambio de base
adecuado en f para simplificar . Esto es, buscamos ¢ € Aut(g) tal que

Aot L A0 0 0
aab g 0 a0 0
v=|10 01 0 y potp=10 0 1 0
0 0¢ B 0 0¢ B
C C
Luego, el cambio de base que necesitamos estd dado por
IV() 0 —A71t —A7'L
—ala 1 al(-b+ad ) aY(aA™'L - p)
Y = 0 0 1 0
0 0 0 I,

Iy,.

Se verifica facilmente que v asi definida es un isomorfismo de &lgebras de Lie
entre h dayhda. O

CASO 2 Superalgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma super-
simpléctica impar B. De la estructura de superdlgebra de Lie de g = b @ a, se
observa que los datos iniciales a partir de los que se construye g son los espa-
cios vectoriales V{, V; tales que dim Vj; = dim V; = n, las aplicaciones bilineales
®:VygxV; —-CyQ:VixVy— C no degeneradas, un elemento central
impar (h) , un espacio vectorial par no nilpotente a, y las transformaciones li-
neales S : a — gl(Vp) y T : a — gl(V;). Recordando que Z(g) = (h) si, y
sélo si a; = 0, concluimos que las tercias (S, T, a;) con a; = 0 6 1, caracterizan
completamente a la superdlgebra de Lie g.

Sean g = h@dayg = bhd a superdlgebras de Lie tales que [g,g] C b
(resp. [¢',9'] Ch)y N(g) = b (resp. N(g’) =h.) Supongamos que gy g’ son
isomorfas y sea ¢ : h @ a — h @ a’ un isomorfismo entre ellas. Sabemos que
necesariamente, el centro de g va en el centro de g’ y el nilradical de g en el
nilradical de g’. Puesto que el centro de h @ a es (h) para a; = 0y {0} para
a; = 1, concluimos a; = a} = 0, o bien, a; = a} = 1. Luego, los casos a; = 0
y a; = 1 se estudian por separado.
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18 Proposicion. Sean g = hd a y g = b & o superdlgebras de Lie solubles
tales que [g,g] C b (resp. [¢',g'] Ch), N(g) = b (resp. N(g') =1)y que
no se descomponen en suma directa de ideales. Sean (S,T,a;,) y (5,1, a;)
con a; = 0 6 1, las tercias que caracterizan a g y ¢, respectivamente. Sean
G = GL(V,), H = GL(a,d") y K = GL(V}). Las superdigebras de Lie g y ¢/
son isomorfas si, y solo si, existe (A, B,C,a) € G x H x K x C— {0} tal que,
para todou € Vo,x €V yo €a
(i) Caso a; = 0.

1. A-S(o)- A1 =5 B(o)

2. aQ(z,u) = Q(Czx, Au).

El isomorfismo ¢ : g — ¢ estd dado por

A 0
o B
Y= C 0

0 a

(ii) Caso a; = 1.
1. A-Sv)- A ' =8’ + ),
2. A-S(0)- A =S B(o)

3. aQ(z,u) = Q(Cz, Au).

El isomorfismo ¢ : g — g estd dado por

A0 0
0 1 0
p=|0 0 B
cC 0
0 a
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Demostracion. Como ya se habia mencionado, los casos a; = 0y a; = 1 se
analizan por separado.

Caso a; = 0.

En términos de los datos Vo, Vi, ® : Vo x V; — C,Q : Vi x V) — C,a, 5 :
a—gl(Vo) y T :a— gl(Vi), escribimos el producto en g = b & a de la forma
siguiente:

[u,v] =0 [u,h] =0 [o,u] = S(o)u
lo,h] =0 [o,7] =0 [z, u] = Q(z,u)h
[z,h] =0 [z,y] =0 lo,2] =T(0)x

para todos u,v € Vg, z,y € Vi y o, 7 € a.

Sea g’ = h P a’ con el producto definido como antes. Queremos determinar
las condiciones que debe satisfacer ¢ : g — g’ para que sea un isomorfismo de
superalgebras de Lie. Sabemos que ¢ mandard el centro de g en el centro de
g’ y el nilradical de g en el nilradical de g¢'. Es decir, ¢(h) = ah con a # 0y
©(h) = h. Ademads, ¢ debe preservar la graduacién, es decir, p(g;) C g; para
1=0,1.

Asi, para todo u € Vy,x € V; y 0 € a tenemos

p(u) = A(u)

¢(o) = L(o) + B(o
p(z) = C(z) + B(x)h'
p(h) = ah’

donde A € Hom(Vp, Vy), L € Hom(a,Vy), B € Vi, B € Hom(a,d'), C €
Hom(Vi, Vi) y a # 0. Luego,

A L

~|o B

. C 0

6 a

Claramente, ¢ es no singular si, y sélo si, A, B'y C' son no singulares.

Para que ¢ sea un morfismo de superdlgebras de Lie, debe cumplirse que
olu,v] = [p(u), ¢(v)] debe ser vélida para todos u,v € h De ahi que
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1. ¢lo,u] = [po,ou] & A-S(o)- A~ =S5"- B(o).

2. plo, 7] = [po, o1] & §(B(7))L(0) = 5'(B(0))L(7).

3. glx,u] = [px, pu] & aQd(z,u) = QCz, Au).

4. glo,a] = [po, pr] & CT(0)-C1 = T"-B(o) y B(T (o)) = B(L(0), Cx).

Resumiendo, para que ¢ : hda — hPa’ sea un isomorfismo de superélgebras
de Lie, es necesario y suficiente que ¢ satisfaga las ecuaciones

1. A-S(o)- A7t = 5" B(o).

2. aQ(z,u) = Q(Cx, Au).

3. B(T(0)x) = ®(L(0),Cx).

4. C-T(o)-Ct =T B(o).

5. S'(B(7))L(c) = S"(B(o))L(T).

para todo u,v € Vo, x,y € Vi y o, 7 € a.

Puesto que la forma bilineal superantisimétrica que define a b es impar,
sabemos que para todo u € Vy y x € Vi, ®(u,x) = —Q(z, u). Por otra parte, al
ser ad(o)|y, una derivacién par de b, sabemos que para todoo € a,u € Vyy x €
V1 se cumple ®(S(o)u, x) = —P(u, T(0)x). Luego, es facil ver que esto implica
que ®(S(o)u,x) = Q(T(0)z,u). Ademds en g’ se tienen relaciones analogas,
que utilizaremos para mostrar que podemos reducir el nimero de condiciones que
debe satisfacer .

Afirmamos que la ecuacién (2) es una consecuencia de (1) y (4). En efecto,
sean u € Vy, x € V; arbitrarios

O(S"(B(0))(Au), ) = P(A(S(0)u), ) por (1)

Por otra parte,

O(S'(B(0))(Au),z) = QT (B(o)x, Au)
=aQ(C' - T'(B(0)z,u) por (2).
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Entonces Q(T(0)C~ 'z, u) = Q(C~-T'(B(0)x,u) para todo u € V;. Puesto
que €2 no degenera y x € V; es arbitrario, concluimos C - T'(c)C~' = T'(B(0).

Ahora veamos que la ecuacién (5) es consecuencia de las ecuaciones restantes.
Sea = € V] arbitrario,

(S'(B(7))L(0),x) = UT'(B(7)x, L(0))
=Q(C-T(r)-C 'z, L(0)) por (4)
= —®(L(0),C-T(1)-C 1)
= —B(T(o0)T(1)C ") por (3).

Puesto que T'(0)T' (1) = T(7)T (o) para todo 0,7 € a,

Como @ no degenera, se concluye que S’(B(7))L(c) = S'(B(o))L(7) para
todo 0,7 € a. Por lo tanto, el isomorfismo ¢ : g — g’ estd dado por

A L
0 B

c o’
0 a
y satisface,

1. A-S(o)-A7' = 5" B(o).

2. aQ(z,u) = Q(Cx, Au).

3. B8(T(0)x) = ®(L(0),Cx).

Obsérvamos que tal ¢ no es diagonal, por lo que realizaremos un cambio de
base adecuado en b para simplificar . Esto es,buscamos ¢ € Aut(a & b) tal
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que ¢ = o1 :adh — o’ @b sea un isomorfismo diagonal. Es decir, debemos
encontrar

A L A 0

- 0 B
e & tal que ¢ = C o0
E 0 a

Un célculo sencillo muestra que el automorfismo que necesitamos estd dado
por
IVO —A7'L
p= |0 Iy, 0
Vi

—a 13 1
. . ~ , . .
De esta forma, el isomorfismo ¢ : g — g’ cumple las condiciones requeridas.

Nota. Al realizar el cambio de base en fj, observamos que podemos tomar 3 = 0.
Por tanto, podemos omitir la ecuacién (3) de la lista de condiciones que debe
satisfacer ¢.
Caso a; = 1.
En este caso, recordemos que
Sl Sz
ad(al) = T1 0 s ad(ai) = ,TZ 0 s 7 Z 2,
0 a 0 0
donde SI® + ®T) = ;@ y SI® + OT; =0 Vi > 2.

Denotamos por v al elemento distinguido en a que corresponde a ad(oq).
Asi, en términos de los datos Vo, V1, @ : Vo x Vi - C,Q: Vi x Vi — C,a,S :
a—gl(Vo) y T :a— gl(V7), escribimos el producto en g = b & a como sigue:

[u,v] =0 lo,u] = S(o)u o, 7] =0
[u,h] =0 [0,h] =0 [v,0] =0
[v,u] = S(v)u [v,h] =h v, 2] =T(v)x
[z, u] = Q(z,u)h [,h] =0 lo,2] =T(0)x
[$’ y] =0
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para todo u,v € Vy, x,y € Vi yo,T € a.

Sea g’ = h @ a’ con el producto definido como antes. Determinemos las con-
diciones que debe satisfacer ¢ : g — g’ para ser un isomorfismo de superdlgebras
de Lie. Como bien sabemos, ¢ es de grado par, manda el centro de g en el
centro de g’, que en ambos casos es trivial, y el nilradical de g en el nilradical de

g, es decir, o(h) = h.
Asi, para todo v € Vj,x € V} y 0 € a, tenemos

p(u) = A(u)

o(v)=t+bv' +¢

p(0) = L(o) + B(o)v "+ B(o)
p(r) = C(z) +e(x)h

o(h) =&+ ah

donde A € Hom(Vp, Vy), L € Hom(a, Vy), B € Hom(a,a’),C' € Hom(V7, V),
teVp, eV, (ea, ce V', Bea’, y a,be C. Luego,
At L
0 b g8
p=10 ¢ B
¢ ¢
€ a
Claramente, A € Hom(Vp, V{)) debe ser no singular.

Debemos verificar que ¢ es un morfismo de superdlgebras de Lie, es decir,
wlu,v] = [p(u), p(v)] debe ser vélida para todos u,v € h @ a Por los calculos
que realizamos para el caso a; = 0, las ecuaciones (1)-(5) proporcionan las con-
diciones que debe satisfacer la restriccion de ¢ a h @ a. Luego, basta determinar
las condiciones que impone ¢[v, z] = [p(v), ¢(2)] para cualquier z € h G a. A
saber,

6. £=0, b=1y B(c) =0 para todo o € a.
7.A-Sw)- AP =S"(v' +0).

8. e((T'(v) — Iny)z) = ®(t,C).

9. S"(B(o)t = S'(v'+ ¢)L(0).
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10. C-T(v)-C'=T'(v'+).

para todos u,v € Vo, x,y € Vi, 0,7 € a.

Ademds, notemos que en este caso, la identidad de Jacobi para la tercia
(v,u,z) indica que para todo u € Vo y x € Vi, ®(S(v)u,z) = Q((T(v) —
Iy,)z, u).

Ahora bien, afirmamos que la ecuacién (10) es consecuencia de (2) y (4).
Sean u € Vi y € Vj arbitrarios.

((S"(v + ) Au, ) = QT (v "+ ¢) = Iy )z, Au)
=aQC Y T'(v'+¢) — Iv,)z,u).

Por otra parte,
((S'(v + () Au, z) = ©(A(S (V)um)

= a®(S(v)u, C™'x)
= aQ((T(v) — Iv,)C™ 'z, ).

Puesto que 2 no degenera, concluimos C - T'(v)-C ' =T'(v' + ().

Ahora veamos que la ecuacién (7) se sigue de las ecuaciones anteriores. En
primer lugar, observemos que la ecuacién (3) y (4) reescriben (7) de la siguiente

forma
S(w)A'L(c) = S(oc)A™'t  para todo o € a.

Sea x € V] arbitrario. Tenemos que

®(S(v)A L(o), x) = (T (v )— Iy)z, A7 L(0))
= —®(A™L(0), (T(v) — Iv,)z)
= —a'®(L(0),O(T(v) — Iy, )x)
= —a"'e(T(o)(T(v) — I )x)
Dado que T'(0)T(v) = T(v)T (o),
O(SW)A L(0),x) = —a 'e((T(v) — Iy, )T (0)x)
=—a'®'(t,CT(0)x)
= —®(A ', T(0)x)
= Q(T(0)z, A~ 't)
= ®(S(0)A ', 7).
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Como @ no degenera, concluimos S(v)A™'L(c) = S(0)A™t Vo € a.

Observemos que el isomorfismo ¢ no es diagonal, por lo que realizaremos un
cambio de base adecuado en ) para simplificar . Esto es, buscamos 1) € Aut(g)
tal que el isomorfismo ¢ = p o) : g — ¢ sea diagonal:

At L
010
0

I =)

A0 O
0 1 0
Y= B talquep=10 0 B

c 0 C 0
0 a

Luego, un calculo sencillo muestra que el cambio de base que necesitamos es

Iy, AT'LB7¢ —A™Y%t —A7'L
0 1 0

v=|0 B Iq

]

2.5 Construccion de las superalgebras de Lie g =
hda, siendoa=ayBayya #0

Sea B una forma bilineal supersimplécticaen V' = Vy® V1, y sea § la superalgebra
de Lie de Heisenberg asociada. Consideremos un superespacio vectorial a =
ap @ a, con a; # {0}. Como se menciond en la seccidn anterior, el objetivo
de este apartado es mostrar que si equipamos a g = h & a con una estructura
de superalgebra de Lie tal que [g,g] C b, entonces el nilradical de g contiene
propiamente a h. Analizamos los casos |B| =0y |B| = 1 por separado.

CASO 1 Superalgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma super-
simpléctica par B. Sea g = h@ a. Consideremos las siguientes bases homogéneas:
ho=(e1, -y ens f1, -, [, h), b1 = (T1,..., ), a9 = (01,...,04) Y

a; = (m,...,7). Demandando que h sea una sub-superdlgebra de Lie de g
tal que [g,g] C b, tenemos que [ag,ap] C ho, es decir, [0;,0;] = e +
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piee + righ, v, pg; y ri; € C. También tenemos que [ag, a1] C by, es de-
cir, [0, ;] = o4, con af; € C, y finalmente, [ay, a1] C bo, es decir, [r;,7;] =
a;eq + b5, fo + cijh, con alj by ¢;; € C.

Sabemos que para determinar las condiciones bajo las que g = h @ a se
convierte en una superdlgebra de Lie tal que [g,g] C b, debemos verificar la
identidad de Jacobi en los elementos homogéneos de g. Observemos que la iden-
tidad de Jacobi en la tercia (0;,x,y) con o; € ag,z,y € h; (i = 0,1), indica
que ad(o;)]p € Der(h)o, es decir, la restriccién de ad(o;) a b es una derivacion
par de h. Andlogamente, Jacobi en la tercia (7;,x,y) con 7; € aj,z,y € b;
(¢ = 0,1), indica que ad(7;)|y € (Derbh);, es decir, la restriccién de ad(7;) a b
es una derivacién impar de f. Asi,

aiIQn + Xz 0 Mz
ad(ai)]h = 0 2&1' ad(n)]h = 0
T; N; 0

donde X; € sp(Vp),a; € C,T; € End(V;) es tal que T}g + gT; = a;g; M; €
Hom(V1, Vp), N; € Hom(Vp, V1) son tales que M; = wN/g.

Ahora bien, de la identidad de Jacobi en las tercias (o;,0;,€x) y (04,05, fi)
se sigue que 7j; = uf; = 0y més atin, X;X; = X;X; para todo4,j =1,...,n.
Por otra parte, de Jacobi en las tercias (7;,7;,ex) y (7i, 75, fx) se tiene que
ag; = b, = 0y M;N; + M;N; = 0. De Jacobi en la tercia (7;,7;,2) = 0 se
concluye que N;M; + N;M; = 0.

Asi, podemos escribir [0y, 0;] = R(0;,0;)h con R : ag x ag — C una forma
bilineal antisimétrica, [0;, 7;] = P(0y,7;) con P : agxa; — V; una forma bilineal
tal que P(o;,7;) = —P(75,0), y |1, 7] = Q(7,7j)h con Q : a3 X a; — C una
forma bilineal simétrica.

Notemos que la identidad de Jacobi en la tercia (o;, 7, z1) se verifica si, y
sélo si, (a; [, + X;)M; = M;T; y g(xk, P(0;,7;)) = 0. Ahora bien, puesto que
g no degenera, se concluye que para todo 0; € ag y 7; € ay, P(0;,7;) = 0, es
decir, P = 0. Luego, Jacobi para las tercias (o;,0;,7%), (7i, 7;, 0%) se satisface
trivialmente. Finalmente, Jacobi en las tercias (0;, 75, ex) y (04, 7;, fi) se satisface
si, y sélo si, T;N; = Nj(a; I, + X;).

En resumen, para que g = h & a admita una estructura de superalgebra de
Lie tal que [g,g] C b es necesario y suficiente que se verifiquen las siguientes
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ecuaciones
Xin :Xsz'7 MZN]—FMJNZ :0, NZMJ+NJMZ :0
(a;la, + X;)M; = M;T;, Nj(a;lo, + X;) = T;N;

Sin embargo, obsérvese que cuando i = j, las ecuaciones M;N; + M;N; =0
y NiM; + N;M; = 0 indican que ad*(7;) = 0, Vi = 1,...,m. Es decir, en
g = b @ a al menos tenemos dos ideales nilpotentes: hy h & a;.

CASO 2 Superélgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma super-
simpléctica impar B. Sea g = §h & a. Consideremos las siguientes bases ho-
mogéneas: by = (v1,...,0,), 01 = (x1,...,2n), 00 = (04,...,05) y a1 =
(T1,...,7k). Al igual que antes, demandando que [g,g] C h y que b sea una
sub-superdlgebra de Lie de g, tenemos: [ag, ag] C b, es decir, [0;,0,] = afjw,
con af; € C; [ag,a1] C by, es decir, [0;,7;] = (20 + bijh, con 3f;,b; € Cy
finalmente, [a1, a1] C bo, es decir, [7;, 7;] = 7{;v¢, con ~;; € C.

Para determinar bajo qué condiciones el superespacio vectorial g = h & a
admite un estructura de superalgebra de Lie, debemos verificar la identidad de
Jacobi en los elementos de g. Observamos que de la identidad de Jacobi en la
terna (0;,2,y) con o; € ag, x,y € b;, i € Zy,indica que ad(o;)|, € (Derbh)o, es
decir, la restriccién de ad(o;) a b es una derivacidn par de . Andlogamente, la
identidad de Jacobi en la terna (7, z,y) con 7; € aj,z,y € b;, i € Zy, indica
que ad(7;)|p € (Der b)o, es decir, la restriccién de ad(7;) a b es una derivacién
impar de . Luego,

ad(o3)]y = T 0 ad(7i)|p = [ Vi
0 a; 0

donde S; € End(Vp),T; € End(V1),a; € C tales que S!® + ®T; = a;®. Por
otra parte, M; € Hom(V;,V;) satisface M!® — QM; = 0, y N; € Hom(Vp, V;)
es tal que N;tQ) + ®M; = 0.

Ahora bien, la identidad de Jacobi en las ternas (o;, 0, %), (Ti, 7j, V) y
(75,7}, x)) se verifica si, y sdlo si, afj =0, M;N; + M;N; =0, N;M; + N;M,; =
0y 7;; = 0, respectivamente. Asi, tenemos que [0;,0;] = 0,[r;,7;] = 0y
l0;,7;] = B(0y,7j) + bijh, con B : ay X a; — Vi es una forma bilineal tal que
B(O'i, Tj) = —B<Tj, O'i.)

Notemos que la identidad de Jacobi en la terna (o, 75, z) es valida si, y sélo
si, S;M; = M;T;. Por otra parte, la identidad de Jacobi en la terna (o;,7;, vy)
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se verifica si y sélo si, T;N; = N;S; y ®(vy, B(o;,7;)) = 0. Puesto que ® no
degenera, se concluye que para todo o; € ag,7; € ayg, B(o;,7;) = 0, es decir,
B = 0. De esta forma, Jacobi en la terna (7;,7;,0%) se satisface trivialmente,
mientras que Jacobi en la terna (o;, 0, 71, se satisface si, y sélo si, a;b;;, = a;bi.
Luego, se observa que g = b & a es una superalgebra de Lie con [g,g] C b si, y
sélo Si, MZN] + M]Nz = O,NiMj + NJMZ = O,SiMj = MjT‘i,ﬂNj = N]SZ Yy
aibjk = G,jbik.

Al igual que en el caso anterior, las ecuaciones M;N; + M;N; = 0y N;M; +
N;M; = 0 con i = j, indican que cada 7; € a; es un elemento nilpotente en
g, pues adQ(Ti) =0Vi=1,...,k. Nuevamente se observa que la superdlgebra
de Lie g = h @ a con [g,g] C b, al menos tiene dos ideales nilpotentes: h y
h @ a;. Luego, pidiendo que ay sea un conjunto no nilpotente, observamos que
N(g) = b & ay.

Luego, hemos probado la siguiente:

19 Proposicion. Sea ) una superalgebra de Lie de Heisenberg y sea a = ay®a,
un superespacio vectorial tal que a; # 0. El superespacio vectorial g = b & a
admite una estructura de superalgebra de Lie tal que [g,g] C b si, y sélo si, a;
es un sub-superespacio impar formado por elementos nilpotentes. En particular,
siag = {0}, g es nilpotente.
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Capitulo 3

Formas superortogonales y
supersimplécticas invariantes en

h(D)

Sea h(D) una superalgebra de Lie construida a partir de una superalgebra de Lie
de Heisenberg y una derivacién par D € (Derb)y. El objetivo principal de este
capitulo es resolver el tercer problema que se plantea en la tesis: determinar si
existen formas superortogonales o supersimplécticas homogéneas e invariantes en
H(D). De hecho, probamos que h(D) admite una forma o bien superortogonal, o
bien supersimpléctica, e invariante precisamente cuando |D| = 0y B(D,h) # 0
a priori. Nos restringimos a trabajar con derivaciones pares porque mas ade-
lante veremos que si D € Derh es impar, entonces D es una transformacién
nilpotente y la superdlgebra de Lie h(D) no admite formas superortogonales ni
supersimplécticas invariantes.

3.1 Formas superortogonales y supersimplécticas
invariantes en hH(D).

Sea b una superalgebra de Lie de Heisenberg. En el Capitulo 1 se mostrd que si
B : b xbh — C es una forma bilineal invariante en b, la Proposicién 5 implica
que B(xz,h) = 0 para todo = € h. Ahora bien, consideremos la superélgebra de
Lie h(D) construida a partir de dicha superalgebra de Lie de Heisenberg y una

derivacién par D € (Der b)g. Se verifica facilmente que si B: H(D)xh(D) — C
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es una forma bilineal invariante en h(D) and g(D h) es cero a priori porque
IB(D, h)| = 1, entonces B(z, h) = 0 Vx € b. Por lo tanto, BB degenera. Luego,
la dnica p05|b|I|dad para obtener una forma superortogonal o supersimpléctica,
invariante y no degenerada B en h(D), es cuando B(D, h) no es cero a priori,
y este es el caso, si, y sélo si, |B| = |D| + |h|. Luego si |B| = 0, tenemos dos
posibilidades: o bien |h| = |D| = 0, o bien |h| = |D| = 1. Por otra parte, si
IB| = 1, las posibilidades existen para |h| # |D|; es decir, o bien |h| = 0y
|D| =1, o bien |h| =1y |D|=0.

20 Lema. Sea D € (Derb)o una derivacion par de Y. Si la superalgebra de Lie
h(D) admite una forma bilineal homogénea e invariante, entonces h € Ker(D).

Demostracion. Analizaremos los casos |B| = 0y |B| = 1 por separado, supo-
niendo que h ¢ Ker(D).

CASO 1 La superalgebra de Lie de Heisenberg § asociada a una forma super-
simpléctica par B. Por la Proposicién 9 sabemos que siempre podemos suponer
que D(h) = ah para algin a € C. En este caso, a # 0. Sea B : h(D)xh(D) —
una forma bilineal invariante en h(D). Entonces,

B(D,h) = a 'B(D,[D,h)) = a'B([D, D], h) = 0.

Por tanto, B(h, D) = 0. Pero la Proposicién 5 indica que B(z,h) = 0 Vz € b.
Por tanto, B es una forma bilineal degenerada.

CASO 2 La superélgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma su-
persimpléctica impar B. Observemos que en este caso, el argumento anterior
también es vélido porque la Proposicién 11 implica que D(h) = ah, para algin
a € C, y al igual que antes, tomamos a # 0. [

Observacion. El Lema 20 nos proporciona una condicién necesaria, mas no sufi-
ciente, para la existencia de formas superortogonales o supersimplécticas invarian-
tes en h(D). El ejemplo trivial se obtienes con (D), donde b es la superalgebra
de Lie de Heisenberg asociada a una forma supersimpléctica par B, y D cualquier
derivacién nilpotente.

21 Proposicion. Sea D € Der(h) una derivacion homogénea tal que h €
Ker(D). Si dimKer(D) > 2, la superdlgebra de Lie h(D) no admite formas
superortogonales ni supersimplécticas invariantes.
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Demostracién. Sea B : h(D) x h(D) — C una forma bilineal invariante super-
simétrica o superantisimétrica tal que |B| = |D| + |h|. Puesto que Ker(D) =
(Ker D)o@ (Ker D)y, cada elemento no homogéneo = € Ker(D) puede escribirse
como x = xy + x; donde xy € (Ker D)y = Ker(S) y x; € (Ker D); = Ker(T).
Luego, basta considerar elementos homogéneos = € (Ker D)o y y € (Ker D);.

Ahora, sea V' el superespacio vectorial subyacente de h. Por hipétesis, existe
u € V — {0} tal que D(u) = 0. Puesto que B es una forma supersimpléctica
homogénea y no degenerada en V, existe v € V tal que B(u, v) # 0. Se sigue que

B(D, [u,v]) = B([D,u],v) si, y sélo si, B(u,v)B(D, h) = 0. Asi, B(D,h) =0y
por tanto, B degenera. O

22 Corolario. Sea D € (Derb); una derivacion homogénea. Entonces, las su-
peralgebras de Lie h(D) no admiten formas superortogonales ni supersimplecticas
invariantes.

Demostracion. Sea h(D) la superdlgebra de Lie construida a partir de la su-
peradlgebra de Lie de Heisenberg b y una derivacién impar homogénea D €
(Der b);. Para cualquiera de las superalgebras de Lie de Heisenberg , la Propo-
sicién 13 implica que D € (Der b); es nilpotente y por lo tanto, dim Ker(D) > 2.
Luego, por la Proposicién 21 anterior, las superalgebras de Lie h(D) no admiten
formas ni superortogonales ni supersimplécticas homogéneas invariantes. O

Observacion. Sea D € (Der b)o una derivacion par tal que h € Ker(D). Esto es,

(a) Sifpl=0
= (% )0 o

donde X € sp(Vp) y T € o(V1).

T

(b) Si |B] =1
S
D= T 0],
0 0

donde S € End(Vp), T € End(V}) tales que S*® + &7 = 0.

Sea b la superdlgebra de Lie de Heisenberg asociada a una forma super-
simpléctica par B. Supongamos que X es nilpotente. Entonces, existe v €
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Vo,v # 0 tal que X (v) = 0. Asi, dim Ker(S) > 1 y entonces dim Ker(D) > 2.
Por lo tanto, la Proposiciéon 21 muestra que h(D) no admite estructuras orto-
gonales invariantes pares. El mismo argumento es vélido si 7" € End(V}) es
nilpotente. Finalmente, para la superélgebra de Lie de Heisenberg b asociada a
una forma supersimpléctica impar B el mismo argumento funciona.

Las observaciones anteriores dicen que tenemos sélo dos superalgebras de
Lie h(D) diferentes con la posibilidad de tener formas superortogonales o su-
persimplécticas homogéneas invariantes: o bien, |B| = |h| = |D| = 0; o bien,
Bl =Dl =1y |h| = 0.

23 Teorema. Sea D € (Derb)y una derivacion par de Y. La superalgebra
de Lie h(D) admite una forma superortogonal o supersimpléctca homogénea
invariante si, y solo si, Ker(D) = (h). En cada caso, B : h(D) x h(D) — C es

necesariamente supersimétrica, |B| = |B| y estd dada por

(i) Caso |B| = 0.
N(X) w
P~ 0
B = " ,Z; 7’717726(1771#0'
(T g
(ii) Caso |B| = 1.
Y(SH™1® 0
S 0 ~
B - ’)/(Tt>_IQ O y Y 7& O
0 gl

Demostracion. Analizamos los casos |B| =0y |B| = 1 por separado.

Caso 1 La superdlgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma bilineal
supersimpléctica par B.

=) Supongamos que (D) admite una forma superortogonal par invariante.
Entonces por el Lema 20, h € Ker(D). Luego, dimKer(D) > 1. Ademas, se
sigue de la Proposicién 21 que dim Ker(D) < 2; asi dim Ker(D) = 1y por lo
tanto se concluye que Ker(D) = (h).
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<) Por otra parte, tomemos D € (Der by), tal que Ker(D) = (h). Entonces,

X 0
S
D—( T)_ 0 0

donde X € sp(Vy) y T' € o(V1) son no singulares.

T

Buscamos una forma superortogonal o supersimpléctica, homogénea e inva-
riante B : h(D) x h(D) — C tal que B(u,v) = By(ug, vo) + Bi(u1,v1) para todo
u,v € h(D), donde By = g|bo(D)xb(D)o y By = By, «v,. Puesto que ya sabemos
que g(x, h) = 0 para todo x € h, debemos demandar g(h, D) # 0. Claramente,
D(v) = X(v) para todo v € Vj. Dado que X es no singular, para cada v € 1}
existe vg € Vj tal que v = X (vg). Asi,

De esta forma, buscamos B : h(D) x h(D) — C tal que
(,
B == 0 71
T2

donde By = Blyyxv, — C, v = B(h, D) #£0,y v, = B(D, D) € C.

_ Yaque gde/pe ser invariante, se sigue que para cualesquiera u,v € V,
B([D,u],v) = B(D, [u,v]). En particular, para u,v € V} esto implica B(D(u),v)
= w(u, v)B(D, h); es decir, By(X (u),v) = v1w(u,v). Luego, By = 1 (X!) 'w.
Observamos que go es invariante por construccién. Un cdlculo sencillo, usando
el hecho de que X € sp(Vp), muestra que By es una forma bilineal simétrica no
degenerada en Vj. Por lo tanto, la forma ortogonal invariante requerida en h(D),
estd dada por

- (XD w

By = 0 m

M2

con 1 and y, escalares arbitrarios, excepto por el hecho de que v; # 0.
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Debemos determinar ahora B a partir de la condicién de invariancia. Sean
u,v € V;. Notemos que

~ -~ ~

B([D,u],v) = B(D,[u,v]) & By (T(u),v) = g(u,v)go(D, h).

Puesto que ¢ es no degenerada, B, = 71 (T*)~1g. Usando el hecho de que
T € o(V;), un calculo sencillo muestra que B; es una forma bilineal antisimétrica
no degenerada en V;. Entonces, l§1 es una forma simpléctica invariante en V;.
Se sigue que dim V; = 2k para algin k € N.

Por lo tanto, la forma superortogonal homogénea e invariante requerida en
H(D) estd dada por

(X)) w
B = 0 m
Y12
n(T) g

con 7, and 7, escalares arbitrarios, excepto por el hecho de que v, # 0.

Caso 2 La superdlgebra de Lie de Heisenberg asociada a una forma bilineal
supersimpléctica impar B.

=) Nuevamente, la prueba es consecuencia del Lema 20 y la Proposicién
21.

<) Por otra parte, buscamos B : h(D) x h(D) — C una forma bilineal
supersimétrica o superantisimétrica, no degenerada, invariante impar en h(D).
Esto es, buscamos B < © con © : Vo (D) xVi@®(hy = CyA: Vi@ (h)xV®
(D) — C tales que o bien ©(ug, z1) = A(z1,ug) o bien, O(ug, z1) = —A(xy, up)
para todo ug € Vo @ (D) y 1 € V1 @ (h).

Ahora debemos determinar 3 a partir de la condicién de invariancia. Sean
w,v € Voy x € V4. Observemos que B([D,u],z) = B(D,[u,z]) si, y slo
si, O(Su,z) = ®(u,z)0(D,h). Tomando v = O(D,h), tenemos que O =
v(S*)~1®. En particular, v # 0. Usando el hecho de que S'® + ®T = 0, obte-
nemos que O = —(T*)~1®". Ahora, notemos que B(D, [z, u]) = B([D, z],v)
si, y sélo si, A = —a(T")7'Q. Se sigue entonces que A = ©F; por lo tanto B
debe ser supersimétrica.

Por otra parte, B([z,u],u) = B(z, [u,u]) si, y sélo si, Q(z, u)A(h,u) = 0.
Puesto que () es no degenerada, concluimos que A(h,u) = 0 para todo u € Vj.
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De la misma forma, para todo u,v € Vo y x € Vi, B\([u,x],v) = B(u, [z,v])
si, y sélo si, ®(u,z)A(h,v) = Q(x,v)O(u, h). Dado que ) es no degenerada y
A(h,v) = 0, tenemos que O(u,h) = 0.

Por lo tanto, la forma superortogonal impar e invariante requerida en h(D)
estd dada por

(S 0
B = ’Y(Tt)_lQ 0 » 7é 0.
0 g
O

Sean h(D) y h(D’) superdlgebras de Lie que admiten formas superortogonales
invariantes gy B, respectivamente. Para determinar la condicién para tener un
isomorfismo isométrico ¢ : h(D) — h(D’) simplemente debemos verificar cudndo
se satisface que ¢'By = B.

24 Teorema. Sean h(D) y h(D') superdlgebras de Lie equipadas con formas
superorthogonales invariantes B y IB', respectivamente como en el Teorema 23.
Existe un isomorfismo isométrico ¢ : h(D) — b(D') si, y sélo si,

(i) Caso|B| =0. Existenb € C—{0}, A € GL(V;) tales queb=*/2g € Sp(Vp)
yae€ C—{0},B e GL(1}) tales que

By=A'ByA, ~, =aby;, 4 =a’y, B =BBB.

(ii) Caso |B| = 1. Existen a,b € C—{0},A € GL(V}) y B € GL(V) tales
que R R R R
B, = A'ByB, + =aby, B, = B'BjA.

Demostracion. Analizamos los casos |B| =0y |B| =1 por separado.

Caso 1 La superdlgebra de Lie de Heisenberg b asociada a una forma super-
simpléctica par B. El primer caso del Teorema 14 implica que el isomorfismo de
algebras de Lie ¢ : h(D) — h(D’) estd dado por

A
0 0

v
© = a , A€ Aut(hg),v € hy,a # 0, B € GL(1}).

B
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Como una consecuencia de la Proposicién 8, podemos escribir explicitamente
A € Aut(by) y asi, ¢ : h(D) — h(D') se expresa como sigue:

A 0 =z
~ |a b od
=10 0 a

B

donde b=1/24 € Sp(Vg), a,z € Vo C bho,d € C, a # 0y B € GL(W).
Notemos que siempre podemos encontrar un automorfismo i) € Aut(h(D)) tal
que ¢ = p o1 : h(D) — h(D') sea diagonal. De hecho,

Iy, 0 AL, A0 0

-t 1 b (efAT 2 —d) o b o0

=1 0 o 1 %= (0 0 a
Iy, B

Ahora sean B : h(D) x h(D) — C y B' : h(D') x h(D') — C formas
superortogonales invariantes para h(D) y h(D'), respectivamente. Puesto que
¢ : h(D) — h(D') debe ser una isometria, ©'By = B'. Se sigue que B\{) =
AtB\OA,% =aby, #0, 7, =a*p eCy B, = BB\QB.

Caso 2 La superalgebra de Lie de Heisenberg h asociada a una forma super-
simpléctica impar B. El segundo caso del Teorema 14 implica que el isomorfismo
de algebras de Lie ¢ : h(D) — h(D’) estd dado por

A v
- 0 a

¢ = 5ol A € GL(Vp),v € ho,a # 0, B € GL(V;),b # 0.
0 b

Ahora sean B : h(D) x h(D) — Cy B h(D') x h(D') — C formas
superortogonales invariantes para h(D) y h(D'), respectivamente. Puesto que
¢ : h(D) — h(D') debe ser una isometria, ©'By = B'. Se sigue entonces que
Eg = A'ByB,~ =aby #0y B, = B'BA.

]
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Apéndice A

Algebras de Lie de Heisenberg

En este apéndice enunciamos, por completez, los resultados de los capitulos
anteriores que son analogos para el caso de dlgebras de Lie, y sélo proporcionamos
las pruebas que son esencialmente distintas.

A.1 Preliminares

Sea g un dlgebra de Lie compleja de dimensién finita, con un centro unidimen-
sional Z(g) tal que [g,g] € Z(g). Sea h el generador de Z(g). Entonces, en
g puede definirse una forma bilineal superantisimétrica @ via [x,y] = ©(z,y)h,
V x,y € g. Claramente, esto induce una forma bilineal antisimétrica w en el
algebra de Lie g/Z(g) via w([z], [y]) = ©(x,y).

25 Proposicion. Sea g un dlgebra de Lie con un centro unidimensional Z(g)
generado por h, tal que [g,g] C Z(g). Entonces, existen subdlgebras de Lie by y
a talesqueg=hday[h,a =0.

Decimos que un dlgebra de Lie g es un dlgebra de Lie de Heisenberg si tiene
un centro de dimensién uno Z(g) = (h), tal que [g, g] C Z(g) y ademds, la forma
bilineal antisimétrica @ inducida por w en g/Z(g) no degenera. Escribiremos V/,
para denotar al subespacio simpléctico subyacente de g tal que g =V & Z(g).
Es bien sabido que g es un dlgebra de Lie soluble y nilpotente.

Reciprocamente, dado un espacio vectorial simpléctico de dimensién finita
V' con estructura simpléctica w, uno construye su algebra de Lie de Heisenberg
asociada mediante g = V@& Z(g) y definiendo [u, v] = w(u,v)h para todos u,v €
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V,yh € Z(g)—{0} . Es claro que, hasta isomorfismo, existe una dnica estructura
de algebra de Lie de Heisenberg basada en un espacio vectorial simpléctico (V, w).
Escribiremos hy(V,w) para denotar al dlgebra de Lie de Heisenberg definida por
V' con forma simpléctica w, o simplemente h si el par (V,w) estd entendido por
el contexto.

A continuacién proporcionamos algunos resultados de caracter general que
serdn utiles.

26 Proposicion. Sea g un dlgebra de Lie con centro no trivial. Entonces g
admite derivaciones exteriores.

Demostracion. Claramente D : g — g definida por D(x) = —x para = €
Z(g) — {0} y D(x) = 0 en otro caso, es una derivacién de g. Supdngase que D
es una derivacién interior, i.e., D = ad(y) para alginy € gyseax € Z(g)—{0}.
Por definicién, D(x) = —x; por otra parte D(x) = ad(y)(x) = 0. Luego, x = 0,
lo cual contradice la eleccién de x. Por tanto D es una derivacién exterior de
g. O

Observacion. La Proposicion 26 indica que un algebra de Lie g con centro no
trivial admite derivaciones no nilpotentes. En efecto, sea {x1,...,x;} una base
ordenada de Z(g) que se completa a una base ordenada de g. La matriz asociada

a D en esta base es
_(—Ix O
D_<O O).

27 Corolario. Toda algebra de Lie nilpotente g admite derivaciones exteriores
no nilpotentes.

Observacion. El Corolario 27 es valido si pedimos que g sea un élgebra de Lie
soluble con centro no trivial.

Recordemos que cada algebra de Lie soluble g tiene un ideal nilpotente ma-
ximal (necesariamente Unico), que se llama el nilradical de g y se denota por
N(g). Ahora sea g un algebra de Lie compleja de dimensidn finita y considérese
D € Der(hy). El espacio vectorial g @ (D) tiene estructura de algebra de Lie
definiendo [D, x| = D(x) para todo = € gy [D, D] = 0. Es decir, la estructura
de algebra de Lie en hy @ (D) estd dada por el producto semidirecto de (D) y
o, (D) X bho. A partir de este momento denotaremos por g(D) a las dlgebras
de Lie asi obtenidas. Tenemos el siguiente:
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28 Teorema. Sea g un dlgebra de Lie y sea D € Der(g).
(i) g(D) es un dlgebra de Lie soluble si, y sdlo si, g es soluble,

(ii) g(D) es un dlgebra de Lie nilpotente si, y sclo si, g es nilpotente y D es
una derivacion nilpotente.

En el caso que nos interesa, se sigue que dada D € (Derbyg), ho(D) es
nilpotente si, y sélo si, D es nilpotente.

La siguiente Proposicidn establece cémo son las formas bilineales invariantes
en ho.

29 Proposicion. Las formas bilineales invariantes en b, son degeneradas. Mas

aun,
(B 0
5-(3 1)
siendo By cualquier forma bilineal definida en el espacio simpléctico V' subyacente
=] b().

A.2 Algebras de Lie de Heisenberg con derivacion.

La Proposicién 29 indica que el dlgebra de Lie de Heisenberg no admite estruc-
turas geométricas invariantes. Luego, a partir del algebra de Lie by, nos interesa
definir un algebra de Lie soluble que tenga la posibilidad de admitir estructuras
ortogonales o simplécticas invariantes. Para esto seguimos la estrategia usual
propuesta en [2]: dada un &lgebra de Lie g de dimensién n — 1 y una derivacién
de dicha algebra de Lie, D € Der(g), extendemos g por D para construir un
algebra de Lie soluble de dimensién n.

Sea g un algebra de Lie y D € Derg una derivacién de g. Ya sabemos que
el espacio vectorial g(D) = g @ (D) tiene una estructura de algebra de Lie
definiendo [D,z] = D(x) para todo z € by [D,D] = 0. Cuando g = b, se
obtiene que N(ho(D)) = hg si y sblo si D es derivacién no nilpotente.

Observacion. Si D € Der(hg) es una derivacién que actda trivialmente en by, se
tiene que ho(D) = hy D a, siendo a un algebra de Lie abeliana de dimensién uno.
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Cuando estudiamos algebras de Lie, uno de los principales problemas con
los que nos encontramos es decidir cuando dos de ellas son isomorfas, es decir,
cuando son esencialmente la misma. Asi, dadas D, D’ derivaciones del algebra
de Lie by, es natural preguntarse bajo qué condiciones las dlgebras de Lie ho(D)
y ho(D’) son isomorfas.

Obsérvese que el problema de clasificacién planteado de esta forma es muy
general, pues como senalamos anteriormente, del Teorema 28 se sigue que hay
dos clases de algebras de Lie ho(D) con caracteristicas muy especificas: las
nilpotentes y las solubles con ideal nilpotente maximo fy; sin embargo, en este
trabajo no pretendemos abordar ambos problemas. Uno de nuestros objetivos es
determinar las condiciones necesarias y suficientes para que las algebras de Lie
Ho(D) admitan formas ortogonales o simplécticas invariantes. Como se verd mas
adelante, un célculo sencillo muestra que una condicién necesaria para que h(D)
admita dichas formas invariantes es que D € Der(hy) sea una transformacién
no nilpotente. Por consiguiente, nos concentramos en las algebras de Lie hy(D)
que son solubles y no nilpotentes, es decir, en aquellas que tienen por nilradical

d [)0.

30 Teorema. (ver [13], pdg. 58, Teorema 5.1) Sea g un dlgebra de Lie de
dimensén finita, Rad g su radical, y N(g) su nilradical. Entonces [g, Rad g] C

N(g).

31 Corolario. Sea g un algebra de Lie soluble de dimension finita. Entonces
[9,0] € N(g).

32 Teorema. Sean D, D' € Der(by) derivaciones no nilpotentes. Las dlgebras
de Lie ho(D) y bo(D’) son isomorfas si, y solo si, existen A € Aut(hy), v € by
y a # 0 tales que

D’zé{AoDoA_l—ad(v)}. (V)

El isomorfismo ¢ : ho(D) — bo(D') estd dado por

0= (161 Z) con A € Aut(ho), v € ho, a # 0. (V)
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Observaciones.

(a) En la Proposicién anterior puede considerarse v = A(u) para algin u € bo.
Entonces, la ecuacién (IV) toma la forma

D = éAo{D—ad(u)} o A1 (Vi)

Esto es, podemos pensar en D’ € Der b como una derivacién exterior del
algebra de Lie de Heisenberg. De esta forma, se observa que el problema
de clasificar las dlgebras de Lie ho(D) se reduce al problema encontrar las
érbitas de las derivaciones exteriores de la forma D — ad(u) bajo la accién
(A,a) - (D — ad(u)) = a Ao (D — ad(u)) o A™! para A € Aut(hg)
y a € C—{0}. De hecho, la aplicacién ((A1,u1,ay), (As, ug,az)) +—
(A1 As, Ajus + aguy,ajay) define una ley de composicién de grupo en
Aut(hg) x ho x C — {0}

(b) Consideremos derivaciones no nilpotentes de f. Del Teorema 32 y la ob-
servacién anterior con D = D', observamos que

Aut(ho(D)) ~ (Aut(he) x C — {0}) x b.

(c) Sea K = {¢ € Aut(ho(D)) : ¢ satisface (V)}. Es claro que K es un
subgrupo de Aut(ho(D)).

En el siguiente ejemplo notamos la utilidad de las observaciones previas.

El algebra de Lie ho(D) de dimensién cuatro. Sea F = C é R. Sea b,
el dlgebra de Lie de Heisenberg de dimensidn tres, esto es, by = (e, f, h). Por
la ecuacién (V.i) de la Observacién anterior, sabemos que para clasificar hasta
isomorfismo las &lgebras de Lie ho(D), basta considerar derivaciones exteriores
de ho. En este caso tenemos

D:(al—i-X 0
0 a

), X esp(2,F), a=TrX.

Se verifica facilmente que determinar la forma candnica de D bajo la accién
de GL(2,F) equivale a encontrar la forma candnica de D bajo la accién de
SL(2,TF). Puesto que SL(2,F) = Sp(2,F), sin pérdida de generalidad tenemos
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que las posibles formas candnicas de D bajo la accién de Aut(hy) para F = R
son

a 0 0 a 1 0 a B 0
0 g 0 0 aa O -6 a 0
0 0 a+p 0 0 2« 0 0 2«

con «, (3 nimeros reales 'y 5 # 0. Cuando F = C, la tercera forma canénica es
equivalente a la primera.

33 Teorema. Hasta isomorfismo, existen seis clases de dlgebras de Lie reales de
tipo Heisenberg, ho(D). Tres de ellas son familias que dependen de un parametro.

10 0 1 w0
Di=|0v 0 |, v#0 Do=|0 1 0f|,n#0
00 14+v 00 2
¢ 10 100

Ds=|-1¢ 0].,ceR Di={0 0 0
0 0 2 00 1
010

Ds=(0 0 0 D =0
000

Claramente, cuando el campo es el de los nimeros complejos, sélo tenemos
cinco clases de algebras de Lie complejas de tipo Heisenberg, bo(D); dos de ellas
son familias que dependen de un parametro.

Demostracion. Supongamos = R y sea D € Der(hy) no nilpotente. Del
Teorema 32 y las observaciones previas se sigue que D toma alguna de las
siguientes formas canénicas,

1040 0 10410 a [ 0
-10 3 0 -10 a 0 -5 a 0
“\o 0 a+p “\0o 0 2a “\0 0 20

con a # 0,a, B nimeros reales y 3 # 0. Supongamos D no singular. En
este caso, escogiendo adecuadamente el escalar a se obtienen los casos (1)-(3).
Evidentemente para el caso F = C, D3 y D; son conjugadas.

Los casos (4)-(6) se obtienen al analizar las posibles formas canénicas cuando
D es singular. O
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Observacion. La Proposicion anterior determina, completamente, las caracteristicas
de las dlgebras de Lie reales (resp. complejas) ho(D).

(a) Si D € Der(hg) es como en los casos (1), (2), (3) y (4) de la Proposicién
33, las dlgebras de Lie ho(D) son solubles y no nilpotentes.

(b) Si D € Der(ho) es como en los casos (5) y (6) de la Proposicién anterior,
las algebras de Lie ho(D) son nilpotentes.

A3 Algebras de Lie solubles con nilradical Hei-
senberg

En la seccidn anterior, tomando como base el dlgebra de Lie de Heisenberg de
dimensidn tres, by, construimos y clasificamos hasta isomorfismo un dlgebra de
Lie soluble de dimensién cuatro cuyo ideal nilpotente maximal es, precisamente,
ho. Esto nos motivé a plantear la siguiente pregunta: dada el dlgebra de Lie de
Heisenberg de dimensién 2n + 1, jcdmo se construyen todas las algebras de Lie
solubles, que no se descomponen como suma directa de ideales y tales que su
nilradical sea hy? Revisando la literatura encontramos que este problema fue
resuelto por Rubin y Winternitz (ver [17]). Mas alin, se han realizado trabajos

en esta direccion fijando otras algebras de Lie nilpotentes como nilradical, por
ejemplo [12], [11], [20], [22] y [23].

34 Teorema. (ver [17], pag. 1125) Cada &lgebra de Lie soluble real o compleja,
que no se descompone y que tiene al algebra de Lie de Heisenberg b, como su nil-
radical, puede expresarse en términos de una base canénica {es, ..., €., f1, ..., [n, I,
o1,...,00}, con las siguientes relaciones de conmutacion:

les, fil =0ijh d,5=1,....n

[[Zk’;]] _ akIV +Xk 0 ;

o 0 26Lk

0w, h] h
ok, 05 =resh 1is € Cokys=1,...,4,

donde e = (e1,...,en), [ =(f1,., [n)-

Las constantes a; satisfacen a; =006 1, ap = --- = a, = 0. Ademds,
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(i) {X1,..., Xy} estd formado por elementos no nilpotentes y para
(a) a; = 0, se tiene X, no nilpotente,

(b) ay =1, X es arbitrario.

(i) X; € sp(V,C) y [X;, X;] = 0 para todo 1 < i,j < (. Es decir, {X; | i =
1,...,0} es una subdlgebra abeliana del dlgebra de Lie simpléctica sp(V).

Las constantes rys satisfacen rps = —rg. =0 paraa; =1 yrps = —rg. € C
para a; = 0.

El dlgebra de Lie g = hy & a tiene dimension 2n+1+/0, 0 < { < n-+1. Para
a1 = 0, el valor maximo de { es n, mientras que para a; = 1 el valor maximo de
¢ es n+1.

Observaciones.

(a) El centro del algebra de Lie g = ho @ a es (h) si, y sélo si, a; = 0.

(b) Sia; =1, aC gly,,,(C) es una subalgebra abeliana que actia en b, por
derivaciones. En este caso, g es el producto semidirecto de a y by, i.e.,

g=akx by

La demostracién del siguiente resultado es un caso particular de la Proposicién
17.

35 Proposicion. Sean g = hy G a y g = ho @ o adlgebras de Lie solubles e
indescomponibles con nilradical el dlgebra de Lie de Heisenberg. Sean
G={AeGLV)|FaecC-{0}, wAu, Av) = aw(u,v) Yu,v € U} y
H={BeGL(a,d') | 3a € C—{0},aR(0,7) = R(B(0), B(1)) Yo, € a}.
Sean (X,a;, R) y (X',a;, R') con a; =0 6 1, las ternas que caracterizan a g y
g, respectivamente. Las adlgebras de Lie g y g’ son isomorfas si, y solo si, existe
(A,a,B) € G x C—{0} x H tal que

(i) Casoa; =0

1. aw(u,v) = w(Au, Av)
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2. A-X(0)-A'=X'"-B(o)
3a4-R=R-B
para todos u,v € V, o € a.
El isomorfismo ¢ : g — ¢ estd dado por
A0 O
=0 a O
0 0 B
(ii) Caso a; = 1. En este caso existe también ¢ € a tal que
1. aw(u,v) = w(Au, Av)
2. A-X(v) - A =X'(V + ()
3. A-X(0)- A7 = X' B(o)
4. W' (B(0),B(1)) =0

para todos u,v € V, 0,7 € a.

El isomorfismo ¢ : g — ¢’ estd dado por

A0 0 0
o a0 o0
=1o 01 0

00 ¢ B

En conclusién, dos algebras de Lie con nilradical hy son isomorfas si, y sélo
si, recuperamos las ternas (X' a;, R') a partir de (X, a;, R) mediante transfor-
maciones conformes del grupo simpléctico, escalamientos del dlgebra de Lie de
Heisenberg y trasformaciones lineales invertibles de a en a'.

En vista de los resultados que hemos obtenido, se observa que el problema de
clasificar algebras de Lie solubles cuyo nilradical es el dlgebra de Lie de Heisenberg
se reduce a clasificar las subdlgebras abelianas de sp(V,C) que no contienen
elementos nilpotentes.
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Ejemplos. Algebras de Lie solubles con nilradical

bo

SeaF = R 6 C. Sea hy = (e, f, h). Siguiendo el Teorema 34, para construir
las algebras de Lie con nilradical by, en primer lugar debemos determinar las
subdlgebras abelianas de sp(2,F).

Recordemos que sp(2,F) = si(2,F) = Spang{H, E, F'}, con las relaciones
de conmutacién [H, E]| = 2F, [H,F| = —2F y [E, H| = H. Ademas, tenemos
la identificacién

1 0 0 1 00
H<—>(O _1> EH(O 0) F<—>(1 O).

Sobre el campo de los nimeros complejos tenemos dos subalgebras abelianas
no isomorfas en sp(2,C) : C? = (H) que es la subélgebra de Cartany C3 = (E)
que es una subdlgebra nilpotente; mientras que sobre el campo de los niimeros
reales tenemos tres subdlgebras abelianas no isomorfas: R} = (H), R3 = (E —
F), la subalgebra de Cartan compacta y no compacta, respectivamente, y R3 =
(E) que es una subdlgebra nilpotente. Cuando F = C, R? y R2 son conjugadas.

Por el Teorema 34, g = hy & a es un dlgebra de Lie de dimensién cuatro o
cinco. Consideremos F = R y analicemos cada caso por separado.

Cuando g = by & a es un algebra de Lie real de dimensién cuatro, tenemos
cinco clases de algebras de Lie con nilradical hy no isomorfas; dos de ellas son
familias que dependen de un parametro. En cada caso, el elemento o € a estd
caracterizado por una de las siguientes matrices:

1 0 0 1
ad(oy) =0 -1 ; ad(og) = | -1 0 ;
0 0
1+0 O 1 ¢
ad(o3) = 0 1-9b b#£0;  ad(oy) = —c 1 , c#0;
2 2
11
ad(c75) = 0 1
2
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Para F = C sélo tenemos tres algebras de Lie con nilradical b, pues sobre el
campo de los nimeros complejos ad(o3) es equivalente a ad(oy), mientras que
ad(oy) es equivalente a ad(c3).

Ahora bien, cuando g = hy & a es un algebra de Lie real de dimensién cinco,
tenemos dos clases de dlgebras de Lie con nilradical hy no isomorfas. En cada
caso, los elementos 01,09 € a conmutan y estdn caracterizados por una de las
parejas siguientes:

10 1 0
ad(op)= (0 1 ad(og) =10 —1 ;
2 0
10 0 1
ad(al) = 0 1 s ad(og) = -1 0

Para F = C los dos casos son equivalentes.

Observacion. En el Teorema 33 clasificamos, salvo isomorfismo, las dlgebras de
Lie de Heisenberg con derivacion sobre el campo de los nimeros complejos.
Notemos que los casos (1) y (3) del Teorema 33 se obtienen de (3) en esta
lista para valores apropiados de b; mientras que el caso (2) del Teorema 33
se corresponde con (5) de esta lista. Los casos (4) y (5) del Teorema 33 no
aparecen en el ejemplo anterior porque involucran derivaciones nilpotentes.

A.4 Formas ortogonales y simplécticas invarian-
tes en h(D)

En esta seccidon presentamos los resultados relacionados a la existencia de formas
ortogonales y simplécticas en el dlgebra de Lie ho(D).

36 Lema. Sea D € Der(ho) una derivacion de Y,. Si el dlgebra de Lie hy(D)
admite una forma bilineal homogénea e invariante, entonces h € Ker(D).

Observacion. El Lema 36 nos proporciona una condicién necesaria, mas no su-
ficiente, para la existencia de formas ortogonales o simplécticas invariantes en
Ho(D). Por ejemplo, consideremos D € Der(h) tal que D = 0. Para cualquier
u,v € V, B([u,v],D) = B(u,[v,D]) = 0 si, y sélo si, w(u,v)B(h,D) = 0.
Puesto que w es una forma bilineal no degenerada, concluimos que B(h, D) = 0;
luego, B degenera.
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37 Proposicion. Sea D € Der(b,) una derivacion tal que h € Ker(D). Si
dim Ker(D) > 2, el dlgebra de Lie ho(D) no admite formas ortogonales ni
simplécticas invariantes.

Observacion. Sea D € Der(hg) una derivacion tal que h € Ker(D). Esto es,

X 0
D_(O 0), X esp(V),

Supédngase que X € sp(V') es nilpotente. Entonces, existe v € V — {0} tal
que X (v) = 0. Luego, dimKer(X) > 1y asi, dim Ker(D) > 2. Por tanto, la
Proposicién 37 muestra que ho(D) no admite formas ortogonales ni simplécticas
invariantes.

38 Teorema. E/ digebra de Lie bo(D) admite una forma ortogonal invariante si,
y sélo si, Ker(D) = (h), en cuyo caso B : ho(D) x bo(D) — C es necesariamente
simétrica y esta dada por

By
B = 0 7 (VI)
Y12

donde B es una forma bilineal simétrica no degenerada en el espacio simpléctico
V Cho, 11 =B(h,D) #0 y~, = B(D, D) es arbitrario.

39 Corolario. El dlgebra de Lie h(D) no admite formas simplécticas invariantes.

Demostracion. Supongamos que B : h(D) x h(D) es una forma bilineal anti-
simétrica no degenerada e invariante en h(D). Entonces, el Teorema 38 implica
que Ker(D) = (h). Més alin, B tiene la forma

Y (X)) w
B = 0 m|, Mm#O0.
Y1 2

Sea By = v (X?")"lw. Puesto que B, debe ser antisimétrica, usando que
X € sp(V), un célculo directo muestra que By = —Bf implica que X es cero,
no sélo no singular, lo cual es una contradiccién. O
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Observacion. Para definir una forma ortogonal invariante en el dlgebra de Lie
de Heisenberg extendida por una derivacién, tenemos que considerar (D) con
D € Der(ho) tal que Ker(D) = (h). Esto es, ho(D) contiene a hy como su
ideal nilpotente maximal. La prueba del Teorema 38 también muestra que para
derivaciones D € Der(hy) no singulares, ho(D) sélo admite formas bilineales
invariantes degeneradas.

Supongamos que ho(D) estd provista con una forma ortogonal invariante B,
mientras que ho(D’) estd provista con una forma ortogonal invariante 5’. Nos
interesa establecer las condiciones para contar con un isomorfismo isométrico
¢ : ho(D) — bho(D'). Primero debemos determinar bajo qué condiciones by (D)
y ho(D’) son &lgebras de Lie isomorfas.

El siguiente Teorema es un caso particular del Teorema 32, del Capitulo 1.

40 Teorema. Sean D, D' € Der(b) derivaciones tales que Ker(D) = Ker(D') =
(h). Las dlgebras de Lie bo(D) y ho(D') son isomorfas si, y sélo si, existen
A € Aut(hg), v € by y a # 0 tales que

D’zé{AoDoA_l—ad(v)}.

El isomorfismo ¢ : ho(D) — bho(D’) estd dado por

o= (61 Z) donde A € Aut(hg), v € b, a # 0.

Estamos interesados en encontrar las condiciones bajo las cuales el isomor-
fismo ¢ : ho(D) — ho(D’) encontrado en el Teorema 38 también puede llevar la
forma ortogonal invariante B : ho(D)xho(D) — Cen B' : ho(D') xho(D') — C,
es decir, ¢'Bp = B'.

41 Teorema. Sean h(D) y ho(D') algebras de Lie solubles provistas con una
forma ortogonal invariante, B y BB', respectivamente, como en el Teorema 38.
Existe un isomorfismo isométrico ¢ : ho(D) — bo(D’) si, y sélo si, existen b # 0
y g € GL(V) tales que b='/2g € Sp(V') y a # 0 tales que

86 = 9'Boy, v, = abyi, vy = agfyg.
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Demostracion. El Teorema 40 implica que un isomorfismo de algebras de Lie
© 1 ho(D) — bho(D’) es de la forma

o= (161 Z), A € Aut(hg),v € ho,a # 0.

Como consecuencia de la Proposicién 8, podemos escribir especificamente A €
Aut(ho) y entonces, ¢ : ho(D) — ho(D’) se expresa como sigue:

80:

o R .w
o - o
2 Q. w

donde b = det(g)'/™, b=2g € Sp(V),a € C*";2 € V C bho,d € Cy a # 0.
Notemos que siempre podemos encontrar un automorfismo ¢ € Aut(ho(D)) tal
que p = p o1 : ho(D) — ho(D') es diagonal. De hecho,

Iy, 0 —g 1z g 00
p=|-btat 1 bl alglz—d)|=p=[0 b 0
0 0 1 0 0 a

Ahora bien, sean B : ho(D) x ho(D) — Cy B : ho(D') x ho(D') — C
formas ortogonales invariantes para ho(D) y ho(D’), respectivamente. Puesto
que ¢ : ho(D) — bho(D') debe ser una isometria, ¢'Byp = B'. Se sigue que
By = g'Bog, 7 = abn # 0y 75 = a*y, € C. 0

42 Corolario. Sea g un algebra de Lie soluble de dimension 2n+2, con nilradical
ho. Entonces, existe D € Der(hg) tal que g es isomorfa a ho(D). Ademds, si
ho(D) estd provista con una forma ortogonal invariante BB, entonces BB se lleva
a una unica forma ortogonal invariante B en g, de modo que g se convierte
isomorfa e isométrica a (ho(D), B).

Demostracion. Puesto que dimg = 2n 4+ 2y N(g) = by, existe z € g tal que
ad(z) # 0; de otra forma ad(z) = 0 Vz € g implica que hy es un algebra de
Lie abeliana. Luego, g puede descomponerse como g = hy @ (z). Denotemos
ad(z)|p, por D. Debemos mostrar que gy ho(D) son dlgebras de Lie isomorfas.

Definamos una transformacién lineal ¢ : g — ho(D) por p(z) = = para
todo z € ho y ¢(z) = D. Claramente, ¢ es una biyeccion. Observemos
que para cualquier x € bo, ¢[z,z] = [z,z], dado que [z,z] € ho. Por otra
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parte, [(a), ¢(2)] = [z, D] = —D(x) = —[z,a] = [z, 2]. Entonces, plz, ] =
[o(x), ¢(2)] y asi, ¢ es el isomorfismo requerido.
Supongamos que hy(D) estd equipada con una forma ortogonal invariante

B. Entonces, el Teorema 38 implica D = (§ §) para algin X € sp(2n,C), y
B :ho(D) x ho(D) — C estad dada por

Nn(XH w
B = 0 M|, n#0,%2€C,
M2
Por tanto, B’ : g x g — C estd dada por B’ = (') 1By~ O
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