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Introduccion

El estudio de acuiferos se realiza con la finalidad de administrar correctamente sus reservas de agua.
A fin de planear medidas en la distribucién de agua deben preverse posibles cambios dentro de éste y
las consecuencias que esto provoca. El agua de los acuiferos es extraida y destinada a la agricultura,
la ganaderia, el consumo humano y la industria, por lo que su demanda afecta los flujos dentro del
acuifero. Otros mantos acuiferos, rios, lagos, lagunas, etc, o aguas pluviales contribuyen a que las
reservas de agua aumenten. Un modelo matemdtico que explique el flujo en un acuifero nos permite
simular situaciones hipotéticas a fin de llevar a cabo la planeacién. La ecuacién diferencial parcial
(EDP) de Boussinesq modela este fenémeno y bajo hipétesis de no confinamiento en el acuifero y
transitoriedad tiene la siguiente forma:

0 oh 0 oh oh

donde K(z,y) es la conductividad hidrdulica, h(x,y,t) es el nivel piezométrico v(z,y) es un nivel de
referencia, 7,(x,y) es la porosidad efectiva y f(z,y,t) es el término fuente.. Esta ecuacién supone
flujo laminar en un medio isotrépico. Los parametros K (z,y) y n.(x,y) caracterizan a cada acuifero
por lo que varian de uno a otro.

Si K(x,y) y n.(x,y) son conocidos, el problema directo consiste en resolver la EDP para h, sujeta
a condiciones iniciales y de frontera apropiadas. En este trabajo nos interesa el siguiente problema
inverso: dadas p condiciones de flujo en los tiempos t;, ¢ = 1, ..., p, determinar los pardmetros del
modelo, K(x,y) y n.(z,y). Para t fija, una condicién de flujo es un conjunto de datos h(zy,, yn, 1),
y un término fuente f(zy,,yn,t), m=1,....,. M, n=1,...,N.

El problema inverso ha sido investigado con antelacién. Para acuiferos no confinados en estado
estacionario en Giudici et al. [9] en 1995, se propone un método basado en la solucién de un
problema de Cauchy, el cual permite determinar la transmisividad 7. En Vézquez et al.[15],
se extiende el método al caso transitorio para estimar la transmisividad 7" y el coeficiente de
almacenamiento .S, cuando el potencial y término fuente se conocen en tres condiciones de flujo, al
menos una de ellas transitoria, y se muestra la ventaja de utilizar méas de tres condiciones de flujo,
aplicando también el método a datos con ruido. El método consiste esencialmente en escribir la
ecuacion para cada condicién de flujo, formando una ecuacién diferencial parcial de primer orden
en Ty una ecuacién algebraica en S para cada coordenada espacial. De ahf el nombre método del
Sistema Diferencial (DS por sus siglas en inglés). La aplicabilidad del método para la identificacién
de la conductividad hidrdulica y la porosidad efectiva de un acuifero fredtico en estado transiente
se muestra en Moreles et al. [13].

Hoy en dfa existe una extensa literatura para resolver el problema inverso arriba descrito. Uno
de los métodos mds populares es el método OLS (output least squares); ver Carrera [2] y Yeh [17].
FEl método es iterativo, y requiere proponer datos iniciales de la transmisividad o conductividad en
todo el dominio para poner en marcha al método. En cada iteracién se debe resolver el problema



vi INTRODUCCION

directo, y ya que el nimero de iteraciones para la convergencia es en general muy grande, el método
OLS aunque efectivo resulta computacionalmente costoso.

En contraste, en el método DS solo es necesario el valor en un punto de la transmisividad en
el caso de un acuifero confinado, o de la conductividad hidrdulica en el caso de un acuifero no
confinado. Otra bondad del método es que no se requiere resolver el problema directo en el proceso
de identificacion.

Los datos del problema inverso son los valores de los niveles piezométricos en los pozos de
observacién. Sin embargo, en la realidad son pocos los datos que se miden, y su localizaciéon puede
no seguir una estrategia de muestreo. En los trabajos citados anteriormente, se suponen datos de
los niveles piezométricos en una malla que cubre todo el dominio. Por ello se restringe el dominio
en consideracion.

Con el fin de generar los datos suficientes para la aplicacién del método DS a situaciones
précticas, en este trabajo proponemos interpolar los datos de niveles piezométricos. Luego serd
posible la aplicacién del método DS para la identificaciéon de pardmetros en el acuifero. Validamos
el método con un ejemplo incluido en Moreles et al. [13], y con datos del acuifero Silao-Romita
tomados de Chévez et al. [3].

El problema de interpolacién consiste en lo siguiente: Dados los datos z; € R, con coordenadas
x; € R%, i =1,...,n, encontrar una funcién s : R? — R que satisfaga

s(x;) = z;, para todo i = 1,...,n.

La técnica de interpolacién con funciones de base radial (FBR) ha cobrado gran importancia en
las dltimas dos décadas, no solo en interpolacién sino en solucién numeérica de EDP. Como método
de interpolacién da lugar a resultados muy precisos ademds existe una teoria sélida de aproxi-
macién, ver Wendland [16]. El problema se puede abordar también con técnicas geoestadisticas.
Consideremos el conjunto de n datos z;, ¢ = 1,...,n, como realizaciones de variables aleatorias
Z(x;). El problema es estimar el valor de la realizacién de una nueva variable aleatoria definida
en el punto xg, Z*(xp). El método preferido es el Kriging, ver Chiles et al. [5]. Al precisar las
hipétesis geoestadisticas sobre el campo aleatorio y sobre su media se determina el mejor estimador
lineal insesgado. Es inmediato que el estimador, es por naturaleza un interpolador de los datos z;,
1=1,...,n.

Otro objetivo de este trabajo es un estudio comparativo de ambas técnicas en el problema
de identificaciéon de pardmetros en acuiferos. En el caso del ejemplo sintético en Moreles et al
[13], se supone un acuifero isotrépico, y vemos que ambas técnicas son exitosas. La propiedades
hidrogeolégicas del acuifero Silao-Romita son en particular las de un acuifero no isotrépico, para el
cual mostramos una identificacién utilizando solo funciones de base radial.

Una clase muy conocida de funciones de base radial son los splines de placa delgada. En la
teorfa de interpolacién, los splines de placa delgada se obtienen como el interpolador que minimiza
funcionales de la forma

r 2
Taato) = [ 19741900 .
R4

r un entero positivo. Donde

Tl = > (r;1>/<(M)2d><.

Im|=r+1 Rd
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Por otra parte, los splines de placa delgada también son funciones covarianza de campos aleato-
rios intrinsecos, isotrépicos, y auto-similares. En Kent y Mardia [10] se muestra que ambas técnicas
de interpolacién son equivalentes. En este trabajo presentamos también una extensién de este re-
sultado a funcionales con derivadas fraccionarias. La prueba se sigue de propiedades bdsicas del
Anslisis de Fourier en el sentido de distribuciones.

La tesis estd organizada de la siguiente manera: El primer capitulo titulado Preliminares, lo
conforman definiciones y teoremas acerca de distribuciones de Schwartz, analisis de Fourier en R¢,
interpolacién con FBR, variables aleatorias y campos aleatorios. Escribimos la forma del sistema
del kriging universal e intrinseco y enunciamos los teorema de relacién entre los splines de placa
delgada y el kriging. En el segundo capitulo, incluimos conceptos hidrogeolégicos, presentamos
la discretizacién por balance de celdas de la ecuacién de Boussinesq y desarrollamos el método
de identificacién, en donde se explica detalladamente el método del sistema diferencial. En el
tercer capitulo mostramos los resultados de los dos ejemplos, acuifero sintético [13] y el acuifero
Silao-Romita [3], incluimos tablas y gréficas de los resultados y anadimos algunos comentarios al
respecto. En el Capitulo |4 se demuestra la equivalencia entre el sistema de estimacién del kriging
y el sistema de interpolacién con FBR condicionalmente positivas definidas. Incuimos una seccién
dedicada a la regularizacién de integrales divergentes que posteriormente nos servird para demostrar
el teorema de equivalencia entre los splines de placa delgada y el kriging para un campo aleatorio
auto-similar. Demostramos el teorema de la forma dual del kriging para un campo aleatorio auto-
similar de indice o € (0,1) con media polinomial de orden 0. Como un breve capitulo escribimos
nuestras conclusiones y trabajo futuro. Concluimos el texto con un apéndice donde probamos
algunos resultados de interés y aspectos tedricos para clarificar conceptos relevantes en la tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establece notacién y se muestran conceptos que emplearemos a lo largo de
la tesis. En la tesis se desarrolla de forma autocontenida la parte geoestadistica. Incluiremos
conceptos bdsicos de probabilidad y estadistica y supondremos que los conceptos matemadticos
bésicos son conocidos. Por ahora daremos las herramientas necesarias para desarrollar el teorema
principal de Kent y Mardia [10], donde se muestra una relacién entre los splines de placa delgada y
el kriging universal. Este resultado nos da la pauta para relacionar el kriging con los interpoladores
con FBR y nos conduce a formular una extensién de dicho teorema.

El orden en que se desarrolla el capitulo es el siguente: En la primera seccién damos concep-
tos introductorios sobre teoria de distribuciones de Schwartz. En la segunda seccién se incluyen
conceptos y resultados basicos de analisis de Fourier en R%. En la tercera seccién incluimos con-
ceptos y resultados acerca de funciones de base radial. Posteriormente en la seccién escribimos
conceptos introductorios de estadistica, acerca de variables aleatorias. En la seccién veremos
un poco de teorfa de campos aleatorios, mostrando las definiciones de aquellos campos con los que
trabajaremos. En la sexta seccion, escribiremos el sistema del kriging universal e intrinseco para la
estimacién de datos espaciales, ademds de una proposicién que resume la relacién existente entre
los interpoladores con Funciones de Base Radial (FBR) y el kriging. Finalmente en la seccién
enunciamos un teorema que muestra una extensién al teorema principal del articulo de Kent
y Mardia [I0], el cual describe la relacién entre los splines de placa delgada y el kriging para un
campo aleatorio auto-similar de indice a € (0, 1).

Notacién. Denotaremos por R¢ al espacio euclideano d dimensional con d > 1. Los elementos
en R? serdn escritos en negritas para d > 2 y los escalares (d = 1) escritos sin negritas. Para
cualesquiera elementos x = (z1,...,2q),yY = (y1,...,4q) € R? el producto interior se denotard por
Xy =21y + ... + 2qy4. Entonces ||x|| = /X - X serd la norma del vector x € R%.

La notacién de multi-indices serd adecuada para simplificar expresiones mateméticas en R% en
secciones posteriores. Un multi-indice es una d—tupla a = («, ..., @) de enteros no negativos. Si
x € R?, el monomio x® se define como

o Qa1 ,.02 ag
x© =wylxgtxg,

similarmente definimos al operador diferencial (9/9x)% como

po_ (2N _ (0N (0N (0™
S \ox/)  \ o 0z "\ Oxyg ’

1
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y finalmente || serd el orden del milti-indice o donde |a| = a1 + ... + .

Denotaremos por Hg al espacio lineal K = (dzk) -dimensional de polinomios de grado a lo més

k en d variables. La base candnica para este espacio serd aquella formada por los monomios x* de
grado menor o igual a k, es decir, |I| < k, I un multi-indice.

1.1 Distribuciones de Schwartz

En el estudio de las ecuaciones integrales de frontera, surge naturalmente la teoria de distribu-
ciones. Esta teoria comenzé con el uso de la funcién delta de Dirac por el fisico britdnico P. M.
A. Dirac durante los 1930s y 1940s. Se encontré extremadamente ttil en la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales y se volvié muy popular, pero fué rechazada por muchos matema&ticos por
que ésta no era una funcién cldsica y carecfa de rigor matemdtico. En 1950-51, el matemético
francés L. Schwartz publicé Théorie des Distributions, haciendo rigurosa la teoria concerniente al
uso de la funcién delta y otras distribuciones. Hoy en dia, esta teoria es fundamental en el estudio
de ecuaciones diferenciales parciales (Chen et al. [4]).

El espacio D (Rd), o brevemente D, consta de todas aquellas funciones f tal que f es infinita-
mente diferenciable con soporte compacto, i.e. D =Cg° (Rd). Tales funciones f se conocen como
funciones de prueba (test).

En D, definimos la siguiente nocién de convergencia: escribimos ¢,, — 0 en D si

(i) existe un conjunto compacto K C R? tal que supp ¢, C K paratodan=1,2,...
(ii) Para cada multi-indice a, 0 < |a| < o0,

lim D%¢,,(x) = 0 uniformemente en K.

Escribimos ¢,, = ¢ en D si ¢,, — ¢ — 0 en D.
Definicién 1.1 Un funcional lineal continuo T sobre D es un mapeo de D en C, denotado por
(T, ¢) con ¢ € D, que satisface

(1) <T7 Cl¢1 + 02¢2> = <T7 ¢1> te2 <T7 ¢2> Ve, e € Cy ¢17 ¢2 €D,
(ii) ¢, — 0 en D implica que (T, ¢,) — 0 en C.

Referiremos a tal funcional lineal continuo como distribucion o como funcion generalizada. El
espacio de todas las distribuciones serd denotado por D’ (Rd), oD

La funcién delta de Dirac ¢ estd ahora bien definida como una distribucién puesto que
(0,0) =(0),
es un funcional lineal continuo sobre D (Rd).

Podemos sumar distribuciones y multiplicarlas por funciones C*° para formar nuevas distribu-
ciones. Sin embargo, el producto de dos distribuciones no estd bien definido en general.



1.1. DISTRIBUCIONES DE SCHWARTZ 3

1

Toc (Rd) define una distribucién via

Cualquier funcién f € L

(1.6) = | $()0x)ix ¥ 6 € D. (11)

Esto sugiere la notacién

(T, ) = /R T(6(x)dx V6 € D, (1.2)

para un funcional lineal continuo 7" incluso cuando T ¢ L} . (Rd).

Las distribuciones tales como las funciones LlloC (Rd) no pueden ser evaluadas en puntos aislados.
Asi, no podemos decir "una distribucién f es igual a 0 en x¢". Sin embargo, podemos decir: "una
distribucién f es igual a 0 en una vecindad N de xq". Esto significard que para cualquier ¢ € D
con soporte en N, tenemos (f, ¢) = 0. Asi, por ejemplo, una distribucién f correspondiente a una
funcién f(x) € L},. (R?) se anula en una vecindad N de x¢ si f(x) misma se anula c.t.p. en N.
Un punto xg se conoce como punto esencial de una distribucién f si no existe vecindad N para la
cual f se anule. La cerradura del conjunto de todos los puntos esenciales se define como el soporte
de f y se denota por soporte(f) o suppf.

Definimos ahora la importante operacién de diferenciacién sobre distribuciones. Para cualquier
T € D, definimos D*T como un funcional lineal tal que

(DT, ¢) = (~1)l*(T, D*¢) V ¢ € D, (1.3)

donde a € (Zﬂd es un multi-indice dado. Es facil verificar que D*T es ahora un funcional lineal
continuo, es decir, una distribucién.

Cuando T es una funcién tal que DPT € L} . (RY) para todo |8| < |, entonces de la notacién

(1.1) y (1.2), la definicién (1.3 se sigue de integracién por partes. Pero cuando 7' (es una fun-
cién clasica que) no admite derivadas cldsicas, (|1.3)) nos permite diferenciar 7' en términos de las

derivadas de ¢ y definir una nueva distribucién.

Ejemplo 1.1 En R, la funcién escalon (Heaviside)

0, =<0,
H(a:):{ 1, >0

L (R), asi que define una distribucion

es una funcion Lj, .

(H, ) — /_ " H() () do /0 ~ b(z)dw, ¥ o€ D.

H es diferenciable en cualquier punto con derivada puntual 0, excepto en el origen donde no es
diferenciable en sentido cldsico. La derivada distribucional H' de H, por defincidn, satisface

(H'.¢) = —(H.¢)=— / " ¢ (@)dz = — [$(c0) — $(0)]
= ¢(0).

Por lo tanto, tenemos
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1.2 Transformada de Fourier sobre R?

Para una funcién de valores complejos f definida sobre R¢, definimos la transformada de Fourier
de f como

flw) = Flf] (w) = /R ) eTiW) f(x)dx, weRY, (1.4)

si tal integral existe en cierto sentido. Obviamente si f € L'(R?) entonces f existe.

La conocida férmula de inversién de Fourier nos dice que

S

16 = F(F) 00 = g [ ¢ Fin
= FEN ) =F1 () &),

por ejemplo para funciones continuas con soporte compacto, o funciones en L?(R?) N C(R%). De
las igualdades anteriores se tiene que

Supongamos que f tiene las propiedades de integrabilidad requeridas. De (|1.4)), integrando por
partes, tenemos

ﬁ _ —i(x,w) af(x) -
}-<5%‘> B /e oz,

= iwj/e_“x’mf(x)dx
= w;F(f).

Repitiendo lo anterior varias veces més, tenemos

F(Df) = (iw)* F (f). (1.5)
Similarmente, tenemos

DF (f) = F(=ix)* f). (1.6)

No es complicado demostrar que ademds se satisfacen las siguientes igualdades:

f(;—i-\h)(w) = ™ f(w), para cualquier h € RY, (1.7)
f()&?ix'h(w) = f(w+h), para cualquier h € R%. (1.8)

flex)(w) = ¢ f(w/c), para cualquier escalar ¢ > 0, (1.9)
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Las rotaciones en el espacio R? son transformaciones lineales R que preservan la distancia de puntos

al origen, de manera que ||Rx|| = ||x|| (estas conforman al grupo denotado por SO(d)), entonces
fTRI)(w) = f(Rw), para cualquier R € SO(d). (1.10)

Si decimos que una funcién radial es aquella que solamente depende de la norma de su argumento,
entonces por las propiedades anteriores se tiene la siguiente

Proposicién 1.1 La transformada de Fourier de una funcién radial es una funcion radial.

Por otro lado, la férmula de Bessel-Parseval nos dice que
2 md
) = Goga (F40) ey ¥ S0 € LB, (L.11)
asi que

V f € L*(RY).

1m0 = o 1]

La funcién F : L?(R%) — L?(R%) es un isomorfismo, con inversa F.

Observacion 1.1 En algunos textos se adopta la definicion de la transformada de Fourier como

f@) = FIf @) = [ e fxgax,

R4

con lo cual la formula de inversion de Fourier toma la forma

100 = F (£) ) = [ 270 fluin
Rd
Se sigue de la formula de Bessel-Parseval andloga que

V f e L*(RY),

1710y = | ]

con lo cual, F ademds de ser un isomorfismo es una isometria.

Para dos funciones u y v, su convolucién se define como
(we) (9 = [ ubx - y)u(y)dy.
R

La transformada de Fourier satisface

F(u*xv)(w) = d(w)d(w),
F(w) (w) = (ux0)(w).
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1.2.1 Distribuciones temperadas

Definimos el espacio de Schwartz S(R?) (o brevemente S), como aquel que consta de todas aquellas
funciones ¢ que satisfacen las siguientes dos propiedades:

(i) p € C®(RY).

(ii) sup [x*DPyp(x)| < oo, para cualesquiera multi-indices o y 3,
xeR

es decir, ¢ y todas sus derivadas tienen un rdpido decrecimiento.

. . : v . .
Una sucesién {p,(x) de funciones en S se dice que es convergente a 0, si para cualesquiera
multi-indices o y 3

lim sup
PO xcRd

XO‘D'Bgop(X)‘ =0.

Un funcional lineal continuo f sobre S es una distribucién temperada si satisface

(i) (f,erp1 + capq) = c1 (f, 1) +ca(fipa) Ver,ec2 €C, 01,00 €S

(ii) limp—eo (f, ¢y) = 0, para cualquier sucecién {p,,} convergente a cero.

Ahora bien, cualquier funcién f que verifique
£ = O (x™)), [x| grande, y algin m € R,
define una distribucién temperada mediante

(f,0) = /Rd f(x)p(x)dx, Vo € S.

La transformada de Fourier de cualquier funcién en el espacio de Schwartz serd definida tal
como en (|1.4)).

Teorema 1.1 La transformada de Fourier F y su inversa son mapeos continuos, lineales e inyec-
tivos de S en st mismo (Chen y Zhou [{)]).

Ademsds F satisface las propiedades (1.5)-(1.10)) vistas anteriormente. Podemos ahora dar la

siguiente

Definiciéon 1.2 Sea f € S’ una distribucion temperada. Entonces la transformada de Fourier f se
obtiene mediante la formula de Bessel-Parseval

<f,so> =(f,¢), Vo € S.
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1.3 Interpolacién con funciones de base radial

El objetivo ahora es presentar los resultados de interpolacién con FBR, algunas secciones mads
adelante nos servirdn para establecer su relacion con el método de prediccién conocido como kriging
que se explica en la seccién En el Capitulo [3| nos servirdn como herramienta adicional para
resolver el problema de identificacién de pardmetros en acuiferos.

Definicién 1.3 Una funcion ¢ : RY — R se dice que es radial si eviste ¢ : RY U {0} — R tal que
o(x) = ¢(||x]|), para todo x € R%.

Dados los datos 3; € R, con coordenadas x; € R%, i = 1,...,n, un interpolador de los puntos ¥; es
toda aquella funcién s : R — R que satisface

s(xi) = vi, para todo i = 1, ..., m. (1.12)

Un interpolador con FBR, es una combinacién lineal de funciones radiales trasladadas en cada una
de las coordenadas de interpolacién, es decir

s(x) = > m;0(lx = x;]). (1.13)
j=1

Las funciones radiales son una base que generan el interpolador de los datos. Al evaluar s(x) es las
coordenadas de interpolacién, se puede escribir el siguiente sitema:
Sistema de interpolacion con FBR

on =y, (1.14)
donde
b1 P12 Pip m Y1
Go1 Pag Doy T2 Y2
(P = : : . : b 17 = . ) y — . 9
¢n1 ¢n2 e ¢nn M Yn

y ¢i; = ¢(llxi — x;[]). Nétese que ¢;; = ¢;;, de manera que ® es simétrica, entonces el sistema
de interpolacién con FBR tiene solucién tnica si @ es positiva definida. Una funcién continua de
valores reales ¢ es positiva definida sobre R? si y sélo si es par y satisface

n n
Z ZCiCjSO(Xi —x;) >0,

i=1 j=1

para cualesquiera n puntos distintos x1,...,x, € R%, y ¢ = [e1, ...,cn]T € R™. La funcién ¢ es
estrictamente positivo definida si el tnico vector ¢ que implica la igualdad es el vector nulo.

Algunas funciones de base radial de interés no satisfacen la condicién de positivo definidad, pero
si satisfacen una condicién méds debil como veremos en la siguiente definicién. Al considerar estas
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nuevas FBR, debemos incluir ecuaciones adicionales al sistema de interpolacién que bajo ciertas
condiciones tiene solucién tnica.

Definicién 1.4 Una funcion ¢ : R — R se dice que es condicionalmente positiva definida de
orden k si para toda N € N, cualesquiera puntos distintos Xi1,Xa, ...,Xn, € R? y para toda o € R™
satisface

Zcip(xi) =0, (1.15)

para todo p(x) € 11, y la forma cuadratica

Z Zcicjgo(xi - x;) > 0. (1.16)

i=1 j=1

Diremos que ® es estrictamente condicionalmente positiva definida de orden k (CPD-k) si la
forma cuadrdtica es positiva, a menos que « sea cero.
Sean {x!:|l| <k} la base candnica de II{ y p(x) € II¢, entonces podemos escribir p(x) =

ngk gixt. Luego, la ecuacién ([1.15)) se reecribe como

n

n
ey axt=Y a) ext=0,

=1 |I<k <k =1
y por consiguiente (1.15)) es equivalente a

D ext =0l <k (1.17)
=1

De acuerdo a esta definicién, el interpolador con FBR condicionalmente positivas definidas de
orden k debe incluir las condiciones (1.17)). El interpolador con FBR ¢ condicionalmente positiva
definida de orden k estd dado por

s(x) = Y mdllx = xgll) + D Bt (1.18)
Jj=1 1<k

El sistema de interpolacién toma la siguiente forma

[I?T gHZ}:H] (1.19)

donde ®, 1, y y estdn dados como en la expresién , P es la matriz con elementosﬂ [p1(x)],
I=1,.,K,i=1,...,n, B = [51,...,,3,C]T, O es una matriz de ceros de tamafnio  x K y 0 es un
vector de ceros de tamano K. Para establecer la unicidad de soluciones del sistema, debemos
revisar la siguiente definicién que estudiaremos con detalle en el Capitulo

Definicién 1.5 Un conjunto de puntos = = {x1, ...,z } C R? es m-unisolvente si el inico polinomio
de grado a lo mds m que interpola a los datos cero en = es el polinomio identicamente cero.

'Para la bdse canénica de II{, también usamos la notacién {p1(x), ..., pc(x)}, K = dim (TI}) = (dzk).
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En otras palabras, el conjunto = es m—unisolvente si para p(x) € I1¢, que satisface p(x;) = 0,V
i=1,..,n = p(x) = 0. Esta definicién viene de la interpolacién polinomial, en tal caso se
garantiza la unicidad de la solucién por interpolacién con un polinomio de grado m sobre datos
dados en un conjunto de puntos distintos xi, ..., X,.

Ejemplo 1.2 Cualquier conjunto de tres puntos distintos no colineales en R2, es un conjunto
1—unisolvente.

Definicién 1.6 Una funcion g : [0,00) — R es totalmente mondtona si pertenece a C[0,00) N
C>(0,00) y si satisface
(=19 () >0, >0, £=0,1,2,...

Teorema 1.2 (Teorema de Houssdorff-Bernstein-Widder) Una funcion g : [0,00) — R es comple-
tamente mondtona sobre [0,00) si y sdlo si es la transformada de Laplace de una medida de Borel
finita no-negativa p sobre [0,00), i.e., g es de la forma

g(r) = Lp(r) = /0 e rdu(t).

La solubilidad del sistema de interpolacién con FBR positivas definidas puede garantizarse
siempre que la FBR sea completamente mondtona en relacién con la funcién g, tal y como lo
afirma el siguiente teorema:

Teorema 1.3 (Teorema de Schienberg) Una funcion g es completamente mondtona sobre [0, 00)

sty sélo si p(x) = o(||x]]) =g (||XH2> es positivo definida y radial sobre R? para cualquer d.

Incluimos la demostracion de este Teorema en la seccién del Apéndice, donde nos auxiliare-
mos de la transformada de Fourier y algunas de sus propiedades para su demostracién. El siguiente
teorema se sigue de inmediato de la demostracién del teorema de Schéenberg.

Teorema 1.4 Si la funcién g es completamente mondtona pero no constante, entonces g <||x||2>
es estrictamente positiva definida y radial sobre R,
Ejemplo 1.3 Ya que la funcion

g(r)y=e", >0

es completamente mondtona y no constante, entonces

g(IIx[1?) = o(Ix|l) = e~IxI”,

y es positiva definida estricta. La funcion ¢(||x||) es la conocida FBR exponencial.
Sobre la implementacién numérica

La implementaciéon numérica de los sistemas interpolacién con FBR es muy sencilla, y siguiendo
los lineamientos de los teoremas que hemos visto podemos encontrar su solucién de manera tnica.
No obstante, las matrices asociadas a los sistemas son en general mal condicionadas. Estas beben
resolverse con metodos numéricos adecuados. Una ventaja adicional que también se observa en
la préactica es la bondad en las interpolaciones, que a pesar de disponer de pocos datos, pueden
obtenerse buenas interpolaciones. La ubicacién de los datos es importante, ya que la informacién
de cada dato influje en sus vecinos, los datos deben distribuirse uniformemente en el dominio.
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1.4 Variables aleatorias

Sea (€, A, P) un espacio de probabilidad. Un elemento aleatorio que toma valores en un espacio de
medida (W, B), es una funcién medible X : @ — W, es decir, si X }(B) = {w € Q: X (w) € B},
entonces X (B) € A para cualquier B € B. La medida Px(B) = P{X € B} definida sobre la
o-dlgebra B se conoce como la distribucién de X. Si W es un espacio métrico, usualmente se toma
como B a la o-algebra de conjuntos de Borel B(W). Para W = R¢, denotamos al o-algebra de
Borel por BY = B(R?). Un elemento aleatorio tomando valores en (R%, B) recibe el nombre de
variable alearia si d = 1, y vector aleatorio si d > 2. En algunas ocaciones usaremos la abreviacién
"v.a.".

Para definir Px(A) para una v.a. X = (Xi,..., Xq) € RY basta definir la funcién de dis-
tribucién F(x) = Fx (21, ...,2q) = P (X1 < 21,...,Xg < z4). Se dice que una distribucién Px(A)
es absolutamente continua si Px(4) = [, f(x)dx, A € B La funcion f(x) = fx(z1,...,7q),
x € R? es la funcién de densidad de la distribucién de las v.a. X. La distribucién satisface
Px(A) = [ga f(x)dx =1, y ademds para casi toda x € R?

d
fx(x) 20, fx(x) = fx (21, ..., 24) = 0 §X($1,a, Zd)

Sea g : R — R una funcién Borel medible. La esperanza matemdtica de la funcién g(X)
de la v.a. X € RY se calcula mediante la integral de Lebesgue con respecto a la medida P, asi
Eg(X)] = [o9(X(w))P(dw) o bien como E[g(X)] = [pa g(x)dFx(x) si es que la integral existe.
En el caso cuando la v.a. tenga una funcién de densidad, E [g(X)] = [pa 9(x)fx (x)dx. Entonces
por definicién, para un v.a. X = (Xq, ..., Xg) € R? tenemos E [X] = (E[X1], ..., E [X4]).

1.5 Campos aleatorios

En problemas relacionados con la medicién de datos sobre un dominio espacial, es comin anadir
aleatoriedad a las mediciones al considerar que cada medicién es una realizacién de una variable
aleatoria. Un campo aleatorio es una funcién que a cada punto de un dominio espacial le asocia
una variable aleatoria. En problemas geoestadisticos, nos interesa estimar realizaciones de variables
aleatorias en puntos particulares usando solamente la informacién que nos proporcionan algunas
mediciones. A fin de establecer notacién estadistica damos las siguientes definiciones:

Definicién 1.7 Una funcioén aleatoria es una funcion Z : Qx D — R™ tal que para cada x € D C R?
fija, Z(w,z) es una variable aleatoria. La funcion Z(w,z) una funcion simple de x. Si fijamos
weQyaxeD, diremos que Z(w,x) es una realizacion de la funcion aleatoria en el punto x € D.

Una funcién aleatoria Z(w,x) se denota cominmente por Z(x), omitiendo el argumento w. Si
d =1, Z(x) se conoce como un proceso estocdstico. Parad > 1y n = 1, Z(x) es un campo aleatorio
escalar, y n > 1, Z(x) es un campo aleatorio vectorial. En lo subsecuente supondremos que n = 1,
y que d > 1, y diremos que Z(x) es un campo aleatorio, o simplemente un RF (Random Field).

Consideremos Z(x) un RF, denotemos por m(x) = E[Z(x)] a su media o valor esperado con
x € D fija. Sean x,y € D arbitrarios, entonces

o(x,y) = E[(Z(x) —m(x)) (Z(y) — m(y))],
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es la funcién covarianza (centrada) del RF. Si x =y, entonces o(x) = Var[Z(x)] es la varianza de
Z(x), para cualquier x € D. Los momentos de orden superior pueden definirse similarmente.

Podemos clasificar a los campos aleatorios de acuerdo a hipotesis sobre el dominio espacial.
Como primera clase de RF' tenemos la siguiente:

Definicién 1.8 Un campo aleatorio Z : Q) x D — R, es isotrdpico si
() Bl(Z(x))*] < oo,
(il) m(@Qx) = m(x), para cualquier @ € SO(d),

(iii) o(@x%,Qy) = o(x,y), para cualquier @ € SO(d).

donde SO(d) es el conjunto de rotaciones en el espacio euclideano RY,

Es decir, tanto la esperanza como la funcién covarianza de Z(x) dependen sélo de la norma de
x. Supongamos que T} denota un elemento del grupo de traslaciones 7', de manera que si x € R?,
entonces T¢(x) = x + t, donde t € R?. Ahora bien, una segunda clase de campos aleatorios es la
siguiente.

Definicion 1.9 Un campo aleatorio Z(x) es homogéneo en sentido estricto si todas sus distribu-
ciones finito-dimensionales son invariantes bajo elementos del grupo de traslaciones T

Es decir, Z(x) es homogénea si se satisface, Pz [Z(x +t) < z] = Pz [Z(x) < 2|, para cualquier
t € R, 2z € R. De manera ansloga se tendra que considerar la distribucién conjunta en caso de
tener n variables aleatorias Z(x;), con i = 1,...,n, asi, la hipétesis de homogeneidad se escribird
como

Pz [Z(Xl +t) < zla"'?Z(Xn +t) < Zn] =Py [Z(Xl) < Zl,..-,Z(Xn) < ZTL] :

z; € R, i =1,...,n. La definicién anterior es en ocaciones referida como hipétesis de estacionariedad,
y motiva a definir la siguiente clase de RF' de mucho uso en el andlisis geoestadistico.

Definicién 1.10 Diremos que un campo aleatorio Z(x) es estacionario de sequndo orden si su
esperanza es constante, y ademds su funcidn covarianza sélo depende de la diferencia de sus argu-
mentos, es decir

(i) E[Z(x)] = m, para cualquier x € R,
(ii) o(z,y) = o(||x — y|) = E[(Z(x) —m) (Z(y) — m)], para cualquiera x,y € R,
Por brevedad, cualquier campo aleatorio que satisfaga las dos propiedades sera senalado como

SRF.(Second order Random Field). Una modificacién a esta hipdtesis de estacionariedad consiste
en definir un nuevo campo aleatorio Y,(x) de incrementos de Z(x), como un SRF, es decir

Definicién 1.11 Diremos que Z(z), es un campo aleatorio intrinseco (IRF: Intrinsec Random
Field) si para cualquier vector h € R%, el incremento Yy, () definido como Yy(z) = Z(z+h)—Z(x),
es un SRF en z.

El RF satisface el modelo intrinseco usual si satisface las siguientes propiedades:
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(i) E[Z(x+h)-Z(x)] =0,

(i) El(Z(x+h) — Z(x))*] = 2y(h),

para cualquier h € R? y cualquier x € R? fija. En geoestadistica, la funcién v(h) se conoce como
funcién variograma (o semivariograma segin el autor).

Sobre la funcién variograma

Siempre que hablemos de una funcién variograma debemos tener en mente que estamos con-
siderando originalmente un IRF (o IRF-0). Es conveniente mencionar algunas de las propiedades
que tiene la funcién variograma definida recientemente. Algunas de sus propiedades son inmediatas,
por ejemplo

Ademss, la funcién variograma es definida negativa (se sigue de (1.20))). Claramente un SRF
también es un IRF, entonces si suponemos que Z(x) es un SRF, y desarrollanoa (ii) de la definicién
anterior, obtenemos la siguiente relacién entre la funcién variograma y la funcién covarianza

7(h) = 5(0) — o (h), (1.20)

Puesto que la funcién covarianza de un SRF estda acotada por ¢(0), entonces y(h) es una
funcién acotada por 20(0). Si conocemos la covarianza, entonces conoceremos el variograma, e
inversamente, si el variograma de un I RF estd acotado por un valor finito, entonces y(h) es de la
forma y(h) = 0(0) — o(h) y el IRF s6lo diferird de una SRF por una constante aleatoria.(Chiles
et al. [5]). Conocer y(h) equivale a conocer o(h).

1.5.1 Propiedades intrinsecas

La hipdtesis intrinseca dada en la Definicién 1.11 se puede extender haciendo consideraciones adi-
cionales sobre los incrementos. Esta extensién nos conducird a una clase méds amplia de funciones
covarianza. Ahora los incrementos validos serdn combinaciones lineales de variables aleatorias so-
bre un conjunto finito de puntos del dominio espacial, donde los coeficientes deberdn satisfacer
condiciones adicionales con la finalidad de que la varianza esté bien definida.

Consideremos un conjunto finito de puntos x; € D, ¢ = 1,...,n. Para cada punto se asigna un
peso A; € R, de tal manera que se define una medida discreta A de la siguiente forma

A= f: Aibx,
=1

donde dx; es la funcién delta de Dirac concentrada en x;. Es posible definir la integracién de
funciones definidas en cada puntos x;, como

FO = [ 169N = Y- nif (). (1:21)
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Definicién 1.12 Diremos que una medida discreta M\ es permisible de orden k si ésta anula a
cualquier polinomio de grado a lo mds k, es decir, si

P()\) = i )\ZP(Xz) = 0,

donde
P(Xl) = Z alxé.

1<k
De manera equivalente podemos decir que una medida A es permisible si

Z Nixt =0, || <k, I multi-indice.
i=1

Denotaremos al conjunto de medidas permisibles de orden k£ entero > 0 por Ag. De lo anterior
observamos que Agy1 C Ag. Si consideramos A € Ay, entonces la integracién de Z(z) con respecto
de esta medida toma la forma

Z(N) =) NZ(xi). (1.22)

Diremos que cada A € Ay define una combinacion lineal permisible de orden k (CLP-k) (o incre-
mento generalizado de orden k) en la forma expresada segin la ecuacién . Cuando k = 0,
so6lo diremos que la combinacién lineal es permisible (CLP) y omitiremos escibir el orden.

Ahora es posible definir una clase mas de RF's, que generaliza a los I RF's.

Definicién 1.13 Un RF Z(z) es intrinseco de orden k si para cualquier combinacion lineal per-
misible A € Ag la funcion aleatoria

Z)(x) = Z(1x)\) = Z NZ(x; + X),

es estacionaria de sequndo orden en x € R? con media cero, es decir si

(i) E[Zx(x)] =0,
(ii) F[Zx(x)Zx(x +h)] = Ky(h), Vx,hecR%

Debido a que las combinaciones lineales de un I RF-k son permisibles, la varianza de cualquier
incremento estd bien definida. Si bien la estructura de correlacion de un SRF estd definida por
su covarianza o(h), en el caso correspondiente a la hipétesis de estacionariedad intrinseca nos
vemos restringidos a los incrementos de orden k, y ahora la estructura de correlacién estd descrita
por la funcién covarianza generalizada que denotaremos por K (h). Debe resaltarse que asi como
existen mds modelos de variogramas que de funciones covarianza ordinarias, existen mas modelos de
funciones covarianza generalizadas que de variogramas, pero tiene la desventaja de no ser acotadas
en general. Formalmente, una funcién K (h) es una covarianza generalizada (CG) del IRF-k Z(x)
si satisface
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E[Z(MNZ(p)] = ZZAiMjK(Xi — i) (1.23)

para cualesquiera medidas A, n € Ay, x;,y; € D. Podemos escribir la representacién integral de la
esperanza en términos de las medidas permisibles, asi de la defincién y la ecuacion ([1.23)) se
tiene que

var [Z(\)] = var [Z NiZ(%;)

= Z Z )\ZAJK(XZ - Xj). (124)
i

Formalmente K (h) se usa tal como una covarianza ordinaria o(h), pero ([1.24]) sélo se cumple para
A€ A,

Con respecto a la tltima clase de RF's que nos interesa (RF's auto-similares), necesitaremos de
la descomposicion espectral de la funcién covarianza asociada al RF'. La siguiente seccién inlcuye
un teorema referente a ello.

1.5.2 Representacién espectral

El anilisis armonico o espectral trata sobre de la descomposicién de funciones en series o integrales
de Fourier. Ya hemos visto algunos resultados acerca de la transformada de Fourier. El anélisis
espectral ha tenido utilidad en el estudio de funciones covarianza. Debemos mencionar que en el
caso de SRF's o I RF's siempre se puede obtener una representacion espectral. El siguiente teorema
nos serd de mucha utilidad, para su demostracién recomendamos revisar Kinchin [11].

Teorema 1.5 Una funcion real y continua o(h) definida sobre R? es una funcion covarianza si
y sdlo si ésta es la transformada inversa de Fourier de una medida acotada simétrica y positiva
F(dw), esto es

1

o(h) = (27r)d

/eih""F(dw),
Rd

con

/F(dw) < 0.

Cuando o(h) decae tan rdpido como lo hacen las funciones del espacio de Schwartz o al menos
para asegurar que esta es una funcién L'(R%), lo cual sucede con las covarianzas usuales, la medida
F se puede escribir en términos de una funcién f acotada y continua en la forma

F(dw) = f(w)dw.

f(w) es la funcion de densidad espectral del RF. Cuando el RF es estacionario de segundo orden,
la densidad espectral satisface ademds las siguientes propiedades:

e f es no negativa.
e f es par.

e f es integrable sobre todo RY.
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1.5.3 Auto-similaridad

Esta clase de RFs posee una representaciéon espectral muy interesante, son una parte clave en el
teorema de relacién entre FBR y Kriging (Kent y Mardia [10]).

Definicién 1.14 Un campo aleatorio Z(x), x© € R? es un campo aleatorio auto-similar de indice
a € R, si para cada ¢ > 0, el campo aleatorio definido como ¢~*Z(cx) tiene la misma distribucion
que Z(x).

Consideremos un campo aleatorio ya sea estacionario o intrinseco, ya sea ordinario o general-
izado, con representacion espectral f(w). Supongamos ademds que Z(x) es isotrépico (ver Defini-
cién 1.8). Usando la Proposicién 1.1, vemos que la funcién de densidad espectral f(w) es radial,
lo que implica que solamente depende de la norma de w. Si Z(x) es un RF auto-similar, algunos
argumentos debidos a la defincién nos conducen a la siguiente igualdad (ver Apéndice, seccién |A.2)):

fw)=c27f (2).

La ecuacién anterior es cierta para cualquier ¢ > 0, entonces para cualquier bola de radio c, se tiene
que f(w) (radial) es proporcional a

fa(w) = flw] 7277 (1.25)

Una vez asegurada la integrabilidad de f,(w) cerca del origen y de o0, se verifica que f,(w)
define un campo aleatorio intrinseco de orden p = [a] si @ > 0, y estacionario si a < 0. Més aun,
el campo es ordinario si @ > 0 y generalizado si @ < 0 (Kent y Mardia [10] pdg. 329). Aqui [o]
denota la parte entera (por abajo) de a.

Conocer la funcién covarianza a partir de la densidad espectral ([1.25) no es tarea facil, para
ello se debe aplicar la transformada inversa de Fourier en sentido de distribuciones, por lo que se
recomienda dar un vistazo a G’elfand et al. [7] pdg. 365, donde obtienen las siguientes expresiones

oa(h) = caqlh|*, a>0, anoentero, (1.26)
or(h) h|*log ||h]l, a=k keN, (1.27)

ba,d

donde

- I'(-a)
N - 92 d/2
Card " Tla+d2)
bk 4 = 272]64’1(_1)]6717[_(1/2 1

T (k+d/2) Kkl

Si Z(x) es un IRF-[a], entonces o,(h) estd determinada como una clase de equivalencia médulo
polinomios de grado a lo més 2 [«] (Proposicién 1.2).
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1.5.4 Condiciones de integrabilidad para densidades espectrales

Si consideramos un SRF es bien sabido que éste siempre tiene una representacion espectral de la
forma

_ et £()dw
o= R/ f(w)dew,

donde f(w) satisface

/f(w)dw < 00, (1.28)

nos interesa definir una condicién de integrabilidad mas débil que la condicién , pensando
siempre en que la varianza de cualquier combinacién lineal finita de variables aleatorias Z(x;) esté
bien definida, ya que en el andlisis geoestadistico sobre la prediccién de datos serd un requisito
esencial. Notemos lo siguiente

var [Z )\Z-Z(xi)} =3 " ANjo(x; —x) 2 0 (1.29)
para cualquier sucesiéon {(A\;,x;):¢=1,...,n}. Los pesos A\; € R definen una medida discreta

A € A_; finita, con signo sobre R?. Realizando algunas sustituciones, (1.29) se reescribe de la
siguiente manera

2
f(w)dw,

var {Z )\ZZ(xi)] = (271r)dR/d )Z )\jei“"xj

expresion conocida como la relacién de Parseval. Supéngase que la medida A tiene soporte compacto
sobre R?, entonces definimos la inversa de la transformada de Fourier de la medida finita \(x) como

1 _ 1 eih-w
)= R/ Adh),

asi la varianza toma la forma

var [Z AZZ(xi)} - (zw)d/u(w)ﬁf(w)dw.
Rd

Luego, de la ecuacién ([1.29) también se tiene que
var [ MZ(x)] = / o (s — 6)A(ds)A(dH),
Rd
por consiguiente

/ o (s — )A(ds)A(dE) = (27 / A@)| f(w)dw. (1.30)
R4

Rd
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Nos interesa saber a qué tipo de funciones podemos extender (1.30) para que esta esté bien
definida. Si ahora permitimos que la funcién de densidad f(w) tenga una singularidad en el origen,
debemos cambiar la condicién de integrabilidad ((1.28)) por la siguiente condicién

o2
L f(w)dw < o, (1.31)
/ (14 ol?)™
R4

para algun entero p > —1, siendo ésta una condicién suficiente para la existencia de (ver
el Apéndice, seccién Proposicién A.2) Observemos que la condicién para el caso esta-
cionario se obtiene de al tomar p = —1. Mientras que si p > 0, f(w) representa la densidad
espectral de un campo aleatorio intrinseco de orden p. Para ver la teorfa matemdtica detrds de
la representacion espectral de campos aleatorios instrinsecos revisar el libro de Gel’fand et al. [§].
Recordar que en el caso intrinseco, la medida A debe ser permisible de orden p, para que la varianza
(1.29)) esté bien definida. Usando la ecuacién y la definicién de combinacién lineal permisible,
se deduce la siguiente

Proposicién 1.2 La densidad espectral dada a través de para cualquier medida permisible
X € Ay, determina una funcion covarianza o(h) mddulo un polinomio en h de grado a lo mds 2p.

(ver la demostracion en el Apéndice, seccién|A.2)) Si permitimos que la funcién de densidad espectral
tenga una singularidad en ||w| = oo, debemos cambiar la condicién de integrabilidad ([1.31]) por la
siguiente condicién

o]
p+q+1f(w)dw < 00, (1.32)

2
o (1+1w)?)

para enteros p > —1, ¢ > 0. Si ¢ > 1, entonces el correspondiente campo aleatorio Z(x) y
funcién covarianza o(h) existen sélo en el sentido generalizado (distribuciones de Schwartz). Para
ello restringimos nuestra atencién a medidas de la forma ¢(t)dt, donde ¢(t) € D, entonces la
integral [ Z(t)¢(t)dt tiene sentido incluso cuando Z(t) no esté bien definida en algunos puntos.
Ademsds sigue teniendo sentido, pues ahora la transformada inversa de A tendrd un répido
decrecimiento asegurando que la integral del lado derecho converja (G’elfand et al. [8]). Sip >0,
vy g > 1, entonces el campo aleatorio es tanto generalizado como intrinseco.

1.6 El kriging universal

El objetivo de esta seccién es presentar el sistema que conforma al kriging universal. El kriging
es sinénimo de mejor estimador lineal insesgado. Es un método de estimacion que es lineal pues
se expresa como una combinacién lineal de los datos disponibles, es insesgado pues supone que el
sesgo o residual es cero, y es mejor pues éste minimiza la varianza del error. En el kriging universal,
se usa un modelo de probabilidad en el cual el sesgo y la varianza del error pueden ser calculados,
posteriormente se seleccionan los pesos de la combinacién lineal de manera adecuada para asegurar
que la condicién de insesgamiento se satisfaga y para que la varianza en verdad sea minimizada.
Una hipdtesis importante que permite que la varianza y el sesgo puedan ser calculados, consiste
en suponer que la media (a veces llama deriva) puede ser expresada como una combinacién lineal
de ciertas funciones. Mds adelante presentaremos un desarrollo més extenso sobre el kriging donde
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ademds presentaremos algunas expresiones en términos de la funcién variograma y mostraremos
resultados de interpolacién.

Consideramos un conjunto de n datos z;, i = 1, ..., n, los cuales suponemos son realizaciones de
variables aleatorias Z(x;), donde x; es el punto en el dominio espacial donde se tomé la medicién
zi. Como mencionamos recientemente, supondremos que la media de la variable aleatoria Z(x) estd
dada por

L-1

mx) = 3 afl(x),

=0

para cualquier punto x del dominio, aqui el super-indice [ de f denota solamente un indice. De-
seamos estimar el valor de la realizacién de una nueva variable aleatoria definida en el punto xg,
considerando una combinacién lineal de la forma.

Z*(x0) = Y NiZ(xi), (1.33)
i—1

Luego minimizamos la varianza del error [Z*(xg) — Z(x0)] sujeto a L restricciones que surgen de la
condicién de insesgamiento E [Z*(xg) — Z(x¢)] = 0, para obtener finalmente el sistema del kriging
universal:

n L—-1
Z)\jdij—l—zulfil = o0 1=1,...,n, (1.34)
j=1 1=0
n
dNfl o= ff 1=0,1,.,L-1 (1.35)
i=1

donde 0;; = o(x;,%;) (ver secci6n , f]l = fY(x;), y i son multiplicadores de Lagrange. M4s
adelante, escribiremos las condiciones para que la solucién del sistema ([1.34)-(|1.35)) exista y sea
unica. Matricialmente (|1.34))-(1.35) tiene la forma

> F| (A o
ol [l -1 a0
donde [Eij] = Jij, [Fz] = le [)\z] = )\i, [[,LZ] = Mz‘? [0’01'] = 050, [fOZ] = fé, 7 = 1, ey 1, l = 0, 1, ...,L—l.

1.6.1 Sistema del kriging intrinseco

Pensando en extender el alcance dado por el modelo del kriging més all4 de los campos aleatorios
estacionarios, se ha desarrollado el modelo del kriging considerando campos aleatorios intrinsecos de
orden k, que abreviamos I RK — k. Lo que haremos enseguida es derivar un sistema de ecuaciénes
como en el kriging universal, solamente haciendo uso de CLP , pues son las tdnicas en los
modelos intrinsecos que tienen varianzas calculables.

Consideremos un IRF-k Z(x), donde k es conocido y para el cual se conoce su funcién CG
K(h) . Sean Z(x;) variables aleatorias definidas en los puntos x; € D C R?, i = 1,...,n.
En analogia con el kriging universal, estimaremos el valor Zy = Z(xg) usando el estimador lineal
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(1.33]). Es convenientemente que la media m(x) sea escrita en términos de una base polinomial de
funciones de grado a lo més r, para algiin entero r > 0, de la siguiente forma:

m(x) = Z ax’.

Debemos hacer notar que el orden k del RF' debe satisfacer k < r, con la finalidad de que la
condicién de permisibilidad sobre el estimador lineal se cumpla, més adelante daremos mas detalles
sobre esta observacién.

El sistema del kriging intrinseco tiene la siguiente forma:

Z)\iK(Xi - Xj) — Z mxt = K(xi—x), i=1,..,n, (1.37)
=1 7| <r
doaxt = xb, < (1.38)
1=1

Matricialmente el sistema anterior se escribe como:

7 of [ =[] 139

donde [Kij] = K (xi—%;), [Pa] = %}, [Ni] = X, (] = s [koi] = K (xi—x0), [Por] = xb, i =1,...,n,
[l <r.

El kriging como interpolador

Una propiedad interesante de los estimadores kriging universal e intrfnseco es la interpolacién ex-
acta. Consideremos solamente realizaciones Z(x;) = z;, con lo cual estamos en el caso determinista,
y observemos que si X = X;, entonces Z*(Xg) = z;, ya que al tomar \; = d;;, 7,7 =1,...,n, 1 =0
V |l] < r, se satisfacen las ecuaciones y , y debido a que la solucién a estos sistemas es
unica entonces se satisface la propiedad interpolatoria.

Relacién entre los interpoladores con FBR y el kriging intrinseco

La siguiente proposicién resume la relacién que existe entre los interpoladores con FBR y la solucién
del kriging intrinseco, ademds nos da condiciones para asegurar la unicidad de la solucién. La

demostracién practicamente ya se tiene segtn la teorfa que hemos visto, y puede consultarse en el
Capitulo

Proposicién 1.3 Sean Z(x) un IRF-k' con media polinomial de grado a lo mas k (k' < k)y K(h)
su funcidn covarianza generalizada. Supongamos que se toma una muestra ¢ = {z;}I' 1 C R, en los
puntos = = {z;}"_, C RL. Entonces si = es (k — 1)-unisolvente y K es positiva definida estricta
e isotropica, la solucion del kriging intrinseco existe, es unica, y estd dada por el interpolador con

FBR K(||h]).

De acuerdo a la relacién que existe entre la funcién variograma y la funcién covarianza de un
I RF-0, se sigue inmediatamente el siguiente
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Corolario 1.1 Sean Z(z) un IRF-0 y o(||h||) funcion covarianza. Supongamos que se satisface la
condicion de permisibilidad > N\; = 0. Entonces la solucion del kriging estd dada por el intepolador
con funcién de base radial o(||h|]) = o(0) —~v(||h]).

Existe una gran variedad de FBR, cada una de ellas tiene una tendencia diferente en la inter-
polacién. El corolario anterior nos sugiere cémo elegir una funcién radial adecuada, al hacer uso
de los modelos variograma isotrépicos. En el capitulo de aplicaciones explicamos cémo elegir un
variograma acorde a las muestras de que se dispongan.

1.7 Relacién entre los splines de placa delgada y el kriging

Dados los datos y; € R, con coordenadas espaciales x; € R%, i = 1,..., n, se resolveré el problema que
consiste en encontrar una funcién g(x) que interpole los datos y que ademds minimize el funcional
de suvizamiento dado por

r 2
Taale) = [ 1974900,
R4

que al escribir V"1 explicitamente toma la forma

YR OEY (r;1>/<m>2dx, (1.40)

|m|=r+1 Rd

para algin entero r > 0 (indice de suavizamiento). La solucién g es conocida como spline interpo-
lador de placa delgada. Aqui V" +! denota al operador gradiente r 4 1-ésimo, lo que significa tomar
el vector de (r + 1) - d derivadas. Por ejemplo, si 7 = 1 y d = 2, entonces V' Tlg(x) = Vg =
(911, 912, 921, 922), donde g;; = 02g/0z;0x;, i.j = 1,2. El resultado principal del articulo escrito por
Kent y Mardia en el ano de 1994, es el siguiente:

Teorema 1.6 Sean r+1 > d/2 y a = r+1—d/2 > 0. Entonces el problema que consiste en
interpolar los datos y;, © = 1,...,n sujeto a minimizar tiene como solucion g*(x), dada en
cualquier punto fijo x = xg, por

9*(x0) = y" Apo +y" Bk, (1.41)

donde A, B, py y ko estdan determinadas por la solucion del kriging considerando un I RF-[a] auto-
stmilar de indice a con deriva polinomial de grado 7.

De acuerdo al sistema del kriging intrinseco, escrito matricialmente en (1.39)), y a Kent y Mardia
[10], los términos que intervienen en la expresion ([1.41)) estdn explicitamente dados por

A=K 'P(PTK'P)", (1.42)

B=K'-K'P((P'K'P) PTK, (1.43)

donde [Kjj] = Ka(x; — %;), [Pu] = x}, mientras que [ko;] = Ko(x; — X0), [Pot] = X4 v [yil = vi, i =
1,...,m, |I| <r. Como el campo aleatorio es auto-similar de indice «, la funcién covarianza K, (h)
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estd explicitamente dada por ([1.27)) 6 ((1.26]) segiin a > 0 sea entero ¢ no entero respectivamente, y
mads atn, ésta es radial. Quitando el sub-indice 0, la solucién ([1.41]) puede reescribirse como:

000 = 3" B + 3" nKallx = ). (1.4

lt|<r

que es precisamente el interpolador con FBR condicionalmente positivas definidas de orden r .
Como se demuestra més adelante, la funcién covarianza de un I RF —k es condicionalmente positiva
definida de orden k y bajo el supuesto de isotropia es radial, por tal motivo, la ecuacién es
un interpolador con FBR K, (h) bien definido.

Observemos que el caso 7 = 0, d = 2, no estd inlcuido en teorema anterior. Ya que [a] = 0,
entonces la funcién de densidad espectral definird un campo aleatorio en sentido generalizado, por
lo que para estudiar este caso requerimos de teoria de campos aleatorios generalizados.

Si consideremos un RF' auto-similar de fndice «, con « > 0 no entero, entonces la funcién
covarianza o,(h) y la funcién de densidad f,(w) estdn bien definidas en sentido generalizado, en
tal caso la funcién covarianza estd dada por la expresién ((1.26f). Particularmente si consideramos
a € (0,1), d = 2, entonces es posible escribir el siguiente teorema como derivacién del teorema
anterior, que nos permite escribir la forma dual del kriging considerando un campo aleatorio auto-
similar de indice a € (0,1).

Teorema 1.7 Sea o € (0,1) y d = 2. El problema de interpolar los datos (zi,y;), i = 1,...,n,
sujeto a minizar

*(g) = / w][2€+D () 2 deo
Rd

tiene como solucion
g9*(x0) = y" A+y" Bk, (1.45)

en un punto en particular © = xo, donde A, B y [ko;] estdin determinados por la solucion del kriging
considerando un IRF-0 auto-similar de indice o € (0,1) con deriva polinomial de grado 0.

Para ver la demostracion de este teorema acudir al Capitulo EL seccién
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Capitulo 2

Interpolaciéon con FBR y el método
DS

En este capitulo, nos enfocamos en el método del sistema diferencial (DS: Differential System).
El método DS nos permite estimar los pardmetros que intervienen en las ecuaciones diferenciales
parciales que modelan el flujo en un acuifero. Para ello, es necesario contar con niveles piezométricos
sobre una regién de interés. Hay varias manera de obtener estos niveles piezométricos, una de ellas
consiste en resolver directamente la EDP que modela el flujo del acuifero bajo ciertas condiciones
de frontera mediante métodos numéricos, por ejemplo, balance de celdas o elementos finitos. Otro
enfoque, consiste en medir los niveles en varios puntos del dominio de interés, e interpolarlos sobre
el dominio. El enfoque de interpolacién nos interesa, por lo cual emplearemos los interpoladores
con FBR.

El capitulo se desarrolla de acuerdo al siguiente orden: Comenzamos presentando conceptos
hidrogeolégicos de relevancia para la tesis. En la segunda seccién damos a conocer la ecuacién de
Boussinesq en 2D para el estudio del flujo en un acuifero no confinado en estado transiente. En la
tercera seccién explicamos en qué consiste el problema directo asociado a esta ecuacién y vemos
la manera en que se resuelve mediante una discretizacién con el método del balance de celdas.
En la cuarta seccién explicamos en qué consiste el problema inverso asociado a la ecuacién de
Boussinesq, y veremos su solucién mediante el método del sistema diferencial. Posteriormente en
la quinta seccién, integramos las herramientas de interpolacién con FBR y explicamos el ajuste de
un modelo variograma de acuerdo a la muestra disponible, luego incorporamos esta informacién al
método del sistema diferencial. Esto en conjunto es lo que denominamos método combinado para
la identificacion de pardmetros en acuiferos. En la seccién final, escribimos la idea que hay detrds
de la calibracién de acuiferos.

2.1 Conceptos hidrogeolégicos

Un acuifero es una formacién geoldgica que tiene dos caracteristicas, la primera es que contiene
agua y la segunda es que permite cantidades significativas de la misma. En un acuifero se puede
registrar el nivel que alcanza el agua, siendo éste en donde el agua se encuentra a presién atmosférica,
a este nivel se le conoce como superficie freiatica. En las mediciones de campo, el nivel que alcanza
el agua en cada pozo de perforacion es conocido como nivel piezométrico, ya que el aparato que
se requiere para medirlo es un piezémetro. De acuerdo al manto fredtico, podemos clasificar a los
acuiferos en dos tipos:

23
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1. Acuifero confinado: Es aquel que se encuentra encerrado entre dos formaciones de roca
impermeables, cuyas dimensiones horizontales son mayores que las verticales.

2. Acuifero no confinado: También llamado Acuifero Fredtico o Libre, se caracteriza por
tener en su parte inferior una formacién de roca impermeable y en su frontera superior al
manto fredtico.

Cuando se perfora para llegar a un acuifero confinado, el agua rebasa la capa rocosa impermeable
superior, debido a la alta presién dentro del acuifero. Este es el nivel piezométrico que se considera
en las mediciones. En cuanto al acuifero no confinado mensionamos que la recarga se efectia
principalmente a través de la superficie terrestre. Cuando se hace una perforacién para llegar a él,
la superficie fredtica determina a los niveles piezomeétricos.

Un acuifero consta de un medio poroso y de agua (esencialmente) que fluye a través de este
medio, por tal motivo tiene propiedades debido a estos dos componentes. Las propiedades para
el fluido son: densidad (p), viscosidad (u) y compresibilidad (/3); las propiedades del medio son:
porosidad (), permeabilidad (k) y compresibilidad («). Hay pardmetros de interés que apaceren
en las ecuaciones que modelan el flujo, estos pueden obtenerse a partir de las seis propiedades
mencionadas.

2.2 Ecuacion de Boussinesq en 2D

En el subsuelo, el material geolégico cercano a la superficie terrestre generalmente contiene vacios
que se encuentran comunicados entre si, por lo que tiene la propiedad de almacenar y transmitir
agua. A esta propiedad intrinseca del material geoldégico, sin importar las propiedades del liquido
que contiene, se le conoce como permeabilidad o conductividad. Debido a que la porosidad
solamente es un porcentaje total de poros en el acuifero, ya sean interconectado o no conectados y
aquellos pequenos conductos que impiden el paso del agua, se introduce el concepto de porosidad
efectiva, que se refiere al porcentaje de solo aquellos poros interconectados que permiten la cir-
culacién de fluidos. Las unidades de la conductividad son las de velocidad: distancia/tiempo. La
porosidad efectiva es adimensional.

Consideremos un acuifero no confinado e isotrépico en el cual se satisface la ley de Darcy, es
decir, el flujo es laminar, la ecuacién de Boussinesq se puede escribir como:

0 Oh 0 oh Oh
p (K(h—v)aq) +87; (K(h—v)8y> :nea—i-f, (2.1)

donde h(z,y,t) es el nivel piezométrico del acuifero en el punto (x,y) al tiempo ¢, v(z,y) es la
elevacion del fondo del acuifero, K(z,y) es la conductividad hidraulica, n.(x,y) es la porosidad
efectiva y finalmente f(z,y,t) es el término fuente que representa a las cargas y/o descargas en el
acuifero. La hipétesis de isotropia se vé reflejada en la conductividad hidrdulica K , ya que expresa
que el flujo se realiza de la misma manera a lo largo del eje horizontal y del eje vertical, al ser
solamente una funcién escalar. Recomendamos consultar Bear [I] para encontrar detalles acerca de
la deduccién de la ecuacién de Boussinesq, conceptos e ideas hidrogeolégicas.

En los ejemplos que estudiaremos, supondremos que v(z,y) = 0 para todo (z,y) del dominio de
interés, es decir, que el nivel de referencia de las mediciones es el mismo en cualquier punto (x,y).
Por este motivo, la ecuacién a considerar es la siguiente:
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0 Oh 0 oh oh
% <Khax> + 8721/ <Khay> = nea + f, (22)

2.3 Problema directo

El problema directo consiste en resolver para los niveles piezométricos, dadas la conductividad
hidraulica y la porosidad efectiva. Para ello discretizaremos sobre un arreglo rectangular de nodos.
La discretizacién que construiremos es conocida como método de balance de celdas, que explicamos
en la siguiente subseccién.

2.3.1 Balance de celdas

Supongamos una configuracién rectangular de nodos, sobre la cual deseamos resolver la ecuacién
(2.2). En cada nodo se indicard el nivel piezométrico que el acuifero alcanza. Debemos discretizar
la ecuacién de Boussinesq sobre el mallado rectangular, para lo cual debe realizarse una suma de
todas las contribuciones del flujo en cada nodo. Para identificar las contribuciones, se construye
un segundo mallado rectangular considerando como centros de cada elemento de la nueva malla
(volumen de control), a los nodos de la malla original, como se indica en la figura 2.1.

(x.yTAY)
(x-Ax ¥ (x.v) (xtNx v) T
: Ay
| 1
(x.3A7)
—Ax —

Figura 2.1 Configuracién reactangular de nodos y de celdas imaginarias (lineas punteadas).
Las celdas sombreadas intervienen en la discretizacion de la ecuacion ([2.2))
correspondiente al nodo (x,y).

Tomemos uno de los volumenes de control, y observemos el flujos a través de ¢él (figura 2.2). Si
denotamos por Q(z,y,t) al flujo en el punto (z,y) en direccién e a tiempo ¢, entonces para cada
t se tendran las siguientes relaciones:

A A
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[ 1
{ P T q T j."t
0. x—_u_h];:si i Q. x+—.yt
S R N € ) N 2
— . A
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| | ¥
R B I
i N
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Figura 2.2 Volumen de control de lados Az y Ay.

El flujo total sobre el volumen de control se obtiene sumando las contribuciones sobre cada una
de las direcciones de los ejes coordenados, de manera que:

[Qw ("B"' %,y;t) — Qs (1‘ - %ay;t)] Qy (x,y—i— %J) —Qy (a:,y - %ﬂ)
Ax + Ay ACCAy = Qtotal~

De la figura 2.3, observamos que se satisfacen las siguientes relaciones entre los flujos:

A A
Qx<m—;7y;t> = Qu(z—Azx,y;t); Qx<m+;,y;t>=Qx(x+A:v,y;t);

A A
Qy<x,y—2y;t> = Qy(z,y—Ay;t); Qy<x,y+Qy;t>=Qy(:r,y+Ay;t);

Figura 2.3 Flujo horizontal en una de las caras del volumen de control correspondiente al punto (x,¥).
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de manera que

Qe (x4 Az, y;t) — Qq (v — Az, y;t)] n Qy (z,y + Ay;t) — Qy (z,y — Ay;t)

27

Az

A.’L’Ay = Qtotal .
(2.3)

Ay

Usando la hipétesis de Dupuit podemos escribir las siguientes relaciones:

oh
Qz(,y;t) = —K(z,y)h(z, y,t)%(% yit),

oh
Qy(z,y;t) = *K(m,y)h(fﬂay,t)afy(w,y;t),

con direrencias finitas aproximamos las primeras derivadas parciales espaciales de h, por lo que

escribimos
Qu (z + Az, y;t)
Qz (z — Az, y;1)
Qu (z,y + Ay;t)

Qy (z,y — Ay;t)

Ahora reescribimos (2.3]) como

1
Ax
1
Az

-3 [K*[@c, v). (2, + Ay)]

1

= Qtomlv

donde

K*[(z,y),(r — Az,y)] =
K*[(z,y),(z + Az,y)] =
K*[(z,y),(z,y — Ay)] =

K*[(z,y),(z,y + Ay)] =

= —K*[(z,y),(z+ Az, y)]
= —K*[(z,y),(z — Az, y)]

= —K*[(z,y),(z,y+ Ay)]

[ [K*[(m, y), (z + Az, y)]

a [K*[@, y), (2,5 — Ay)]

h(z,y,t) — h(z + Az, y,t)
Az '
h(z — Az,y,t) — h(z,y,t)
Az ’
h(z,y,t) — h(z,y + Ay, t)

—K*[(z,y), (z,y — Ay)]

h(l’ + A:Ea yvt) B h(:l?,y,t)
Ax

[K*[(x, W), (2 — Az, ) 84D = Z(;U — Ay, t)}
h(z,y + Ay, t) — h(z,y, t)}
Ay
h(z,y,t) = h(z,y — Ay, t)
Ay H AzAy

2K (z,y)K(z — Azx,y) h(z,y,t — At) + h(x — Az, y,t — At)

K(z,y) + K(z + Az, y) 2 ’
2K (z,y)K (z,y — Ay) h(z,y,t — At) + h(z,y — Ay, t — At)

K(z,y) + K(z,y — Ay) 2 ’
2K (x,y)K(z,y + Ay) h(x,y,t — At) + h(z,y + Ay, t — At)

K(z,y) + K(x,y + Ay) 2
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Por otro lado sabemos que

Oh

Qtotal = Uea

+ £,

que puede discretizarse sobre el volumen de control como

h(il?,y, t) — h(l‘,y,t - At)
At

Qtotal(xuy) = Ue(ﬂfay)AxAy —I-F(.T,y,t).

donde F(z,y,t) es la integral del término fuente f(x,y,t) sobre el volumen de control R(z,y), es
decir, F(x,y,t) = fR(w ) f(z,y,t)dzdy, de manera que si suponemos f(x,y,t) = cte sobre R(x,y),
se tiene que F(z,y,t) = f(z,y,t)AzAy.

Finalmente, la discretizacion de la ecuacién de Boussinesq para un acuifero no confinado transiente
(2.2) tiene la siguiente forma:

%K*[(w, y), (z+ Az, y)] {h(z + Az, y,t) — h(z,y,t)}

+2zK*[(x, y), (@ = Az, y) {h(z — Az,y, 1) — h(z,y, 1)}

+ZK*[(:1:, y), (2 y + Ayl {h(z,y + Ay, t) — h(z,y,)} 24)

+i§K*[(x, y), (z,y — Ay)[{h(z,y — Ay, t) — h(z,y,1)}
h(z,y,t) — h(z,y,t — At)

At

= "7e(957y)A33Ay —|—F(.T},y,t).

nos conduce a un sistema de ecuaciones donde las incégnitas son los niveles en los nodos
interiores de la malla, y para encontrar su solucién requerimos condiciones iniciales y de frontera,
por ejemplo de tipo Dirichlet, es decir, los niveles piezométricos en la frontera del dominio. Con ello
podremos escribir un sistema de ecuaciones de (M —2) x (N —2) incégnitas. Para obtener el primer
conjunto de niveles podemos resolver la discretizacién de la ecuacion ([2.2) en estado estacionario,
la cual tiene la forma

& K (a,) (x + A )] {h(a + A, y) — bz, p))

+%};K*[(£,y) (@ = Az, y)[{h(z — Az,y) — h(z,y)}
Az
Ay
+i§K*[(w, y), (@, y — Ay)[{h(z,y — Ay) — h(z,y)}

= F(z,y).

+-— K [(z,y), (z,y + Ay)[ {h(z,y + Ay) — h(z,y)} (2.5)

con condiciones de frontera de Dirichlet.Una vez obtenidos estos niveles, podremos avanzar en el
tiempo usando la discretizacién transiente (2.4)), y las condiciones de frontera dadas.
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2.4 El método del sistema diferencial

Si K(z,y) y n.(z,y) son conocidos, el problema directo consiste en resolver la ecuacién diferencial
parcial para h, sujeta a condiciones iniciales y de frontera apropiadas. En este trabajo nos
interesa el siguiente problema inverso: dadas p condiciones de flujos en los tiempos t;, ¢ = 1,...,p,
determinar los pardmetros del modelo, K(z,y) y n.(z,y). Para t fija, una condicién de flujo es un
conjunto de datos h(zpm, Yn,t), ¥ f(Tm,Yn,t), m=1,.... M, n=1,...,N.

Para no hacer muy extensa la lectura, consideraremos sélo el caso de un acuifero no confinado,
el caso del acuifero confinado puede consultarse en Giudici et al. [9] y R. V. Gonzdlez et al. [15].

2.4.1 Acuifero no confinado transiente

Supongamos que el término fuente f(z,y,t;), el potencial h(z,y,t;) y sus derivadas Oh(x,y,t;)/0t
son conocidas como una funcién del espacio a n tiempos t;, ¢ = 1,...,n. Para simplificar las
expresiones damos la siguiente notacién:

fz = f(xayati)u

' = h(z,y,t),
Oh! oWz, y,t;)
ot ot

Para cada instante de tiempo, podemos escribir (2.2)) como

O OK  JOROK O

oz o "oy oy o

h = —KAhi + f°.

donde Ahi = KAR! + (on'/ 81‘)2 + (8h'/ 8y)2. Matricialmente se puede escribir como

Au=—-Kz+f,

donde u = (0K/0x,0K/dy,n,), [Ai] = {hi%}i,hi%’g,—%], [z;] = Ahi, [f)] = fi, i = 1,...,n.
Suponiendo que A tiene rango 3, podemos encontrar una tnica solucién en sentido de minimos
cuadrados dada por

u=—-Ka+b, (2.6)

donde
Aa = 1z, 7)
Ab = f. (2.8)

Es posible plantear un sistema diferencial de acuerdo con las dos primeras componentes de ([2.6]),
las cuales son
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oK

= — =g K+b 2.9

Ul o7 a1 + 01, ( )
K

Ug = %y = —as K + bs, (2.10)

que resolveremos dada una condicién inicial o de Cauchy
Ky = K(x0,Y0)- (2.11)
La tercer componente de la ecuacién es la siguiente
uz =1, = —a3K + bs, (2.12)

Observaciones Diremos que dos conjuntos de datos en estado estacionario son independientes si y
sdlo si sus lineas equipotenciales no se traslapan. Mds atun, si hay dos conjuntos de datos en estado
estactonario que son linealmente independientes y hay un tercer conjunto en estado transitorio,
entonces los tres conjuntos de datos son linealmente independientes (Gonzdlez et al. [15)]). Ahora
bien, la independencia lineal del gradiente de dos conjuntos de datos h' y h?, es equivalente a
la independencia lineal de h*Vh' y h®Vh? (Moreles et al. [13]). Las mismas condiciones fisicas
implican que A tenga rango completo tanto para acuiferos confinados como en el no confinados.
Mientras que en el caso transiente, basta con anadir un conjunto de datos transientes para que A
tenga rango completo.

Solucién del problema de Cauchy

Consideremos el siguiente sistema de Cauchy

K
U1 = 87 = *CL]_K + b]_,
ox
0K
uy = 872/ = —(JJQK + bQ, (213)
Ko = K(z0,Y0)-

Sea o : [0,1] — R? una trayectoria del punto (xg,%o) al punto (z,y), de tal manera que
o(0) = (z0,%0), (1) = (,9),

Sean a(s) = a(o(s)) - (do/ds), b(s) =b(o(s)) - (do/ds) y k(s) = K(o(s)), donde ahora a = (a1, a2)
y b = (b1, ba); entonces

dk(s) do

do
1) = (o) = - [atols)

ds

} k(s) + [b(o’(s)) - Z‘;] . (2.14)

Dada la condicién inicial

k(0) = K(0(0)) = K(x0,y0) = Ko,
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la ecuacién (2.14) tiene como solucién

k(s) = exp (— /0 a(r)dr) UO b(#) exp </Ot a(r)dr) dt + Ko] . (2.15)

Finalmente, sustituyendo s = 1 en la ecuacién anterior obtenemos la solucién en el punto (z,y).
La ecuacién anterior es vilida para cualquier elecciéon de la curva o, no obstante numéricamente
debemos elegirla en base a algin criterio para minimizar errores en la integracion.

Debido a (2.7) y (2.8), el sistema de Cauchy nos conduce a una solucién aproximada en sentido
de minimos cuadrados, con error que podemos caracterizar mediante la siguiente desigualdad

|K(s) — Ka(s)] < exp (— /OS a(fr)dr> )

- [\K(O) — Ka(0)] + /Osexp (/Ot a(r)d’r) - (2.16)

(K@) a(t) — aa(®)] + [b(t) — ba(?)]) dt] ;

donde K (s) es la conductividad exacta y K4(s) la conductividad aproximada. Finalmente, calcu-
lamos la ecuacién con las funciones espaciales ag y b3, a fin de obtener una aproximacién a
la porosidad efectiva 7, (z,y). Observemos que el término exp (+ [; a(r)dr), regula las variaciones
en la cota del error. En la practica a(r) serd una constante, y el término exp (+a - s) debera ser
elegido para que la cota del error sea pequena, lo que implica elegir |a| pequeia.

2.5 Desarrollo del método

Cuando se resuelve la ecuacién de Boussinesq directamente, se requieren niveles piezométricos
en cada uno de los nodos de la malla de interés en un instante de tiempo inicial. En la préactica se
cuenta con un conjunto pequeno de mediciones de estos niveles. Las FBR nos permiten encontrar
una interpolacién a este conjunto de mediciones, y asi aproximar a los niveles sobre los nodos de
la malla. La calidad de la interpolacién depende de varios factores, uno de ellos es el tamano
del conjunto de datos, si éste es grande obtendremos una mejor interpolacién. Por otro lado, ya
que la forma dual del kriging es equivalente al interpolar con FBR, podremos elegir una funcién
variograma y bajo una hipétesis de isotropfa e intrinsidad relacionarla con una funcién radial. M4s
adelante se presenta un método estandar para elegir un variograma adecuado a los datos.

2.5.1 Interpolacién de niveles piezométricos

Consideremos m mediciones de niveles h; en las coordenadas x; = (z;,¥;), ¢ = 1,...,m de una
region D (incluyendo datos en la frontera). El kriging intrinseco nos permite formular un sistema
de ecuaciones andlogo al sistema en términos del variograma ~y(r) de un campo aleatorio
intrfnseco de orden 0, desempenando el papel de FBR. Del sistema kriging intrinseco considerando
una deriva polinomial de grado 0, y por consiguiente la condicién de permisibilidad de grado 0

=1
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se deduce el siguiente sistema de interpolacién

o) 3= o)

donde [I'y;] = ~v(llxi — x;|), [n;] = 1, Bo € R, [hi] = hy, 4,5 = 1,...,m, 1 es un vector m x 1 de
unos, 0 es un vector m x 1 de ceros. La superficie que interpola a las m mediciones h; estd dada
por la expresién

s() = > _mv(Ilx = x;) + Bo, (2.17)

J=1

Mediante el uso de la nube variograma y el variograma muestral es posible elegir (||h||) acorde
al conjunto de mediciones, como veremos en la siguiente subseccién.

Nota: Los datos h; en la frontera del dominio D son muy importantes, estos sirven como puntos
de control que permiten una reproducciéon adecuada de la tendencia del flujo cercano a la frontera.
Mientras se tenga un cantidad considerablemente buena de datos distribuidos uniformemente sobre
la frontera de D y algunas mediciones en el interior de D (convenientemente distribuidas E[), mejor
serd la calidad de la interpolacién de los niveles piezométricos en todo D. No obstante, el método
de interpolacién con FBR ha demostrado ser eficaz cuando se dispone de pocos datos, ventaja que
aprovechamos en el capitulo de Aplicaciones.

2.5.2 Nube variograma y variograma muestral

Consideremos una variable regionalizada {z(x) : x € DC R%}, con valores conocidos z; = z(x;) en
n puntos muestrales {x; : ¢ = 1,..,n}. La intuicién fisica sugiere que dos puntos cercanos toman
valores cercanos pues estos fueron generados bajo condiciones fisicas similares. Un gedlogo dirfa
que los dos puntos tienen el mismo ambiente geolégico. Al contrario, para grandes distancias se
espera tener grandes variaciones en los valores. La intuicién de variabilidad con la distancia se
puede cuantificar con la nube variograma. Esta herramienta es una gréafica de todos los pares de
puntos muestrales, de tal manera que:

e alo largo del eje = se grafican las distancias 7;; = ||x; — x;[;

e a lo largo del eje y se grafica el incremento: %(zZ — zj)2,

éste iltimo es la funcién variograma. En la figura 2.4, mostramos una nube variograma de niveles
piezomeétricos generados segin la ecuacion (2.2]) sobre una rejilla de nueve por nueve nodos.

! Una manera recomendable consiste en distribuir los puntos uniférmemente en el interior del domino.
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Figura 2.4 Nube variograma de niveles piezométricos sobre una malla de 9 X 9 nodos.

De la nube variograma es posible extraer informacién tal como el variograma muestral. El vari-
ograma muestral es la curva dada por los incrementos cuadrados como una funcién de la distancia;
en la préactica se calcula por clases de distancias, tomando en cada clase el centro de gravedad de
los puntos muestrales de la nube variograma. Como la nube variograma, el variograma muestral
puede ser anisotrépico y debe calcularse tomando clases de direcciones. El variograma muestral
puede definirse directamente como

7r) =55 Yo [eba) = =), (2.18)

donde Np denota el nimero de pares de puntos separados (aproximadamente) una distancia 7.
Desde luego es calculado para valores discretos de r. De acuerdo a esta expresion, a los datos con
los cuales se obtuvo la nube variograma que mostramos en la figura 2.4, y al vector de distancias
r=20.2143 -k, k =1, ...,12, construimos el variograma muestral que se muestra en la figura 2.5.
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Figura 2.5 Variograma muestral obtenido de los niveles piezométricos tomados sobre
una malla de 9 X 9 nodos, de los cuales se muestra la nube variograma en la figura 2.4.

Para elegir un modelo variograma teérico debemos observar detalladamente el variograma mues-
tral. Primeramente, se debe observar el comportamiento de los datos cercanos al origen, posteri-
ormente a distancias medias y finalmente a largas distancias. Disponemos de modelos variogramas
isotrépicos tedricos de entre los cuales podremos elegir, tomando en cuenta nuestras observaciones.
Una vez elegido el modelo que creemos conveniente, debemos encontrar los pardmetros de ajuste
que intervienen en dicho modelo. En el caso isotrépico los modelos solo incluyen un pardmetro de
ajuste desconocido, el cual puede encontrarse en sentido de minimos cuadrado, de tal forma que
debemos minimizar el funcional

la) = (3(r)) = 7a(r5))*,

J

con respecto del pardmetro a. J(r) es el variograma muestral, v,(r) es el modelo variograma prop-
uesto.

Particularmente haremos uso del modelo variograma que se conoce con el nombre de Modelo
Ley-Potencia. Este a comparacién de la mayoria de los modelos variograma usados en la préctica
no alcanza su umbral. Su ecuacién estd dada por

Yo(r) =vr?, (0 < a < 2), (2.19)
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donde a es el pardmetro de ajuste o rango y v es el factor de escala, varianza o valor umbral de los
incrementos. Observando el variograma muestral de la figura 2.5, es bastante claro que el modelo
hard un buen ajuste. Considerando a = 1.99 y v = 1.45x 107°, se obtiene el ajuste mostrado
en la siguiente figura.

141

121

0.8

wir)

|:|$ | | | | | |
0 3143 B285 9428 12571 15713 188.66 218.99 25142 252 84
r

Figura 2.6 Ajuste del variograma muestral con un modelo potencia, ¢ = 1.99 y v = 1.45 x 107°.

En la seccién del Apéndice, incluimos las expresiones y gréficas de algunos de los modelos
variograma isotrépicos mds usados en la prictica. En este trabajo bastard el modelo ley-potencia.

2.5.3 Interpolacién de niveles con aplicacién al método DS

Sean h; € Ri =1, ..., k, mediciones de niveles piezométricos, en las coordenada x; € DC R? respec-
tivamente. Interpolaremos sobre una malla rectangular R CD, de M x N nodos con coordenadas
P(m.n) = (x(m,n),y(m,n)), donde z(m,n) = zo+m-Azx, y(m,n) =yo+n-Ay, m=0,1,..., M —1,
n = 0,1,..,N — 1. El nodo p(,0) = (z0,%0) corresponde a la esquina inferior derecha de R.
Mediante el interpolador dado por la ecuacién (2.17)), se tiene el siguiente sistema de interpolacién:

r 1{(n| _|h
17 0| |By|  |0]°
donde [T';] = v(||lxi — %x,|), xj = (z;,y;), 1 es un vector de unos de tamano k x 1. Una vez encon-

trados los coeficientes i y 3, basta evaluar las siguiente expresién para obtener la interpolacién
en cada nodo de la malla
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k
s(Penm) = D07 ([[Penny — %5]) + Bo-

Jj=1

Ahora, empleamos el método DS para la identificacién de la conductividad y el coeficiente de
almacenamiento. La matriz A y los coeficientes a y b que aparecen en el método DS involucran
primeras y segundas derivadas parciales de h, que calculamos con diferencias finitas centradas

oh ~ o h (p(m+l,n)) —h (p(m—lm))
9z Ponm] = 0ah (Penm) = e :
oh ~ o h (p(m,n-l-l)) —h (p(m,n—l))
67y [p(m,n)] = 6yh’ (p(m,n)) = 2Ay )
Ah [p(m,n)] = 52h (p(m,n)) = [h (p(m+1,n)) +h (p(mfl,n)) +

+h (Pimns1) + 1 (Pann-1)) = 4h (Pimmy)] - (Az) ™2

Los valores aproximados del sistema de Cauchy (2.7))-(2.8)) ahora pueden ser calculados discre-
tamente. Supongamos que conocemos la conductividad hidrdulica en uno de los nodos interiores
de la malla, basta evaluar numéricamente la integral (2.15) recurrentemente para identificar la
conductividad en los nodos interiores restantes.

Evaluacién numérica de la conductividad
La conductividad en el punto (z,y) se encuentra eligiendo una trayectoria adecuada que una (xg, yo)
con (z,y), e integrando ([2.13]) sobre ella. Eligiremos trayectorias poligonales formadas por segmen-

tos de rectas sobre la cuadricula de nodos. El segmento de recta que une el punto p(,, /) con el
punto p(, ) puede parametrizarse como

U(S) = (1 - S)p(m’,n’) + SP(m,n)» 0<s<1,

o bien

donde.

Definimos a(s) y b(s) sobre el segmento [p(m/’n/), p(m,n)] como

a[a(s)] ’ (p(m,n) - p(m’,n’)) )
b [U(S)] ’ (p(m,n) - p(m’,n’)) :

S
—
»
~—
Il
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Los vectores a y b a lo largo del segmento internodal [p(m/m/), p(mm)] son aproximados por valores
constantes dados por la media aritmética entre los valores en cada uno de los nodo. Entonces las
aproximaciones a las funciones a(s) y b(s) a ser usadas en la discretizacién estédn dadas por

a [Pimm) + 2 [P n)]

as = 9 : (p(m,n) - p(m’,n’)) )
b [p m,n ] +b [p m’,n’ ]
ba = ! 9 ( ) : (p(m,n) - p(m’,n’)) )

De acuerdo a esta parametrizacion y a la ecuacién ([2.15)), la conductividad en los nodos interiores
de la malla se puede encontrar de acuerdo a la siguiente expresién:

b b
K (Pimmn)) = é + <K (P ) — aj) exp (—aa) .

Elegir la poligonal conveniente para que el error ‘K (p(mm)) —Kyu (p(mm))‘ sea pequeno es
un problema de optimizacién combinatoria que se resuelve con el algoritmo de Dijkstra. Este
algoritmo es efectivo para encontrar la trayectoria que minimiza Zgg:ﬁo) |a4|, y por consiguiente,
que minimiza el error en la aproximacién a la conductividad hidrdulica. Recomendamos revisar el
trabajo escrito por Dijkstra [6], en donde se consideran n nodos, cada uno de ellos con al menos
una interconexién que los une, luego se encuentra la trayectoria que une dos nodos especificos de
tal manera que se genera un menor costo de llegada de un nodo (nodo de partida o inicial) a otro
(nodo de llegada o final). En nuestro problema particular, la cantidad S_p"™™ |a4| representa el

P(mg,ng)
costo de llegada del nodo p(,,.ny) al 10do P p)- 00

2.6 Calibracién de acuiferos

En la préctica, el estudio de acuiferos se realiza con la finalidad de administrar correctamente las
reservas de agua. Deben preverse posibles cambios en el acuifero y las consecuencias que estos
provocan con la finalidad de planear medidas en la reparticién de agua. El agua de los acuiferos
es extraida y destinada a la agricultura, la ganaderfa, el consumo humano y la industria, por lo
que la demanda de estas afectan a los flujos dentro del acuifero. Un acuifero puede también tener
contribuciones positivas por filtracion, ya sea por otros mantos acuiferos, rios, lagos, lagunas, etc;
o por filtracién de aguas pluviales. Estos factores pueden inlcuirse en el término fuente de las
ecuaciones que modelan el flujo dentro del acuifero. En los pozos de bombeo se mide la cantidad
de agua que se extrae del acuifero (pozos de extracién), mientras que en los pozos de observacién
se miden los niveles piezométricos y se registra la cantidad de agua que se filtra por dia Como
hemos visto, estas mediciones nos permiten identificar los pardmetros que caracterizan al acuifero,
tales como la conductividad hidrdulica y la porosidad efectiva. Ya que los pardmetros han sido
identificados, se simulan situaciones hipotéticas razonables, lo que se logra al modificar el término
fuente. Por ejemplo, si suponemos que los pozos de bombeo registra una cantidad méds grande
de extracién, modificando la parte negativa del término fuente tomaremos en cuenta este cambio.
luego, ya que conocemos los pardmetros en el acuifero podemos resolver el problema directo y
observar la nueva tendencia de los niveles piezométricos, luego se hacen las valoraciones adecuadas
al cambio. Para ilustrar esta idea, en el capitulo de aplicaciones mostraremos la calibracién del
acuffero Silao-Romita del estado de Guanajuato.
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Capitulo 3

Aplicaciones

En este capitulo se presenta un par de ejemplos numéricos para ilustrar los resultados obtenidos
en la aplicacién de los métodos vistos en el capitulo anterior. En la primera seccién se presenta
un ejemplo sintético realista tomado del articulo escrito por Moreles et al. [13], donde se considera
un acuifero no confinado, la conductividad hidrdulica y la porosidad efectiva se supone conocida
y se dan sus valores predeterminados. Con estos valores resolvemos el problema directo. Pos-
teriormente, se resuelve el problema inverso para la identificacién de pardametros con el método
combinado que proponemos en el capitulo anterior. Finalmente, a manera de validacién se muestra
una comparacion entre los pardmetros identificados con el método combinado y los pardmetros
predeterminados mediante una tabla de errores relativos.

En la segunda seccién, consideramos mediciones realizadas en el acuifero Silao-Romita. Iden-
tificaremos la conductividad hidrdulica y la porosidad efectiva sobre un subdomino rectangular
dividida por una malla rectangular regular. Ya que nos interesa reproducir los flujos en la regién,
comparamos los niveles obtenidos con la solucién del problema directo evaluando la conductividad
y la porosidad efectiva identificadas con aquellos obtenidos por interpolacién.

3.1 Ejemplo sintético

Consideremos un acuifero fredtico en estado estacionario definido sobre un cuadrado de 200m
de cada lado. Dividimos el dominio a partir de una malla cuadrada de 9 x 9. Cada nodo estd
referenciado por el par ordenado (m,n), m,n =1,...,9. Las coordenadas de los nodos estdn dadas
por p(m,n) = mAxi + nAyj, donde 7 y 7 son los vectores de la base canénica de coordenadas
cartesianas; Ax = 25m y Ay = 25m es la separacién horizontal y vertical entre cada nodo.

La conductividad hidraulica (metros/segundo) en cada nodo de la malla es conocida y estd dada
de acuerdo a la tabla 3.1. Debido a que el dominio estd dividido por zonas donde la conductividad
es constante y el espaciamiento es regular en cada celda, entonces la conductividad internodal,
denotada por K [(m,n), (m’,n’)], puede calcularse como la media arménica de los valores de cada
celda:

2K (m,n) K (m’,n’)
K (m,n)+ K (m/,n’)’

K [(m,n) , (m/,n/)] =

39
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1 2 3 4 ! 6 7 8 9
1.25 1.1 095 0.8 0.65 05 035 0.2 0.05
175 16 145 1.3 1.15 1.0 0.85 0.7 0.55
225 21 195 18 165 15 135 1.2 1.05
2.75 26 245 23 215 20 185 1.7 1.55
3.25 3.1 295 28 265 25 235 2.2 205
3.7 3.6 345 33 315 3.0 285 2.7 255
425 41 395 38 365 35 335 3.2 3.05
4.75 46 445 43 415 4.0 3.8 3.7 3.55
5.26 5.1 495 48 465 45 435 4.2 4.05

3

x10~4

— o] | x| ot o 1| o] ©f 3

Tabla 3.1 Conductividad hidrgulica nodal.

Las condiciones de frontera son de tipo Dirichlet, y estdn dadas por los valores siguientes valores:

m n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 38.40 38.50 38.60 38.70 38.80 38.90 39.00 39.10 39.20
8 38.60 X X X X X X X 39.30
7 38.80 X X X X X X X 39.40
6 39.00 X X X X X X X 39.55
5 39.20 X X X X X X X 39.70
4 39.40 X X X X X X X 39.85
3 39.60 X X X X X X X 40.00
2 39.80 X X X X X X X 40.20
1 40.00 40.05 40.10 40.15 40.20 40.25 40.30 40.35 40.40

Tabla 3.2 Condiciones de frontera de Dirichlet.

Generacion de los datos sintéticos

Generaremos cuatro conjuntos de datos sintéticos distintos como resultado de la solucién al prob-
lema, directo con variaciones en el término fuente. En dos de las situaciones, se encienden pozos de
bombeo en nodos especificados en al Figura 3.1.

Cada uno de los pozos de bombeo serd considerado también como pozo de observacién, lo que nos
permitird reproducir cambios cercanos a los pozos de bombeo en la interpolacién. En la figura 3.1 se
muestra la ubicacién de cada uno de los pozos de observacién, asi como la ubicacién de los pozos de
bombeo, en la seccién del Apéndice explicamos por qué hemos considerado esta configuracién
nodal para la interpolacién.
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Figura 3.1 Los circulos marcan los nodos donde se hard la interpolacion.
Los puntos sefialan los pozos de extraccién (si es el caso).
Los cuadrados indican la ubicacién de los pozos de observacién (datos).

Situacién 1 El término fuente estd dado por la expresion

F(m,n) = — ((4.5 —n)? +2(4.5— m)2) -0.00001 (metros®/segundo), (3.1)

m,n=12,...,9.

Situacién 2 El término fuente estd dado por la siguiente expresion
F(m,n) = — ((4.5 )2 —2(45— m)2> -0.00002, (3.2)

ademds, se encienden pozos de bombeo en los nodos: (3,2),(3,3),(7,5),(7,6) y (7,7), en estos sitios
el término fuente vale 0.0009.

Situacién 3 Ahora el término fuente estd dado por la expresién
F(m,n) = —((4.5 — n)% + 2(4.5 — m)?) - 0.00005, (3.3)

los pozos de bombeo siguen extrayendo la misma cantidad de agua en los nodos especificados en la
situacién 2.

Situacién 4 Los pozos de bombeo se apagan, y la recarga de agua en todo el dominio estd
dada por la expresién ((3.3)).
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Sugerimos aproximar las primeras derivadas parciales expaciales de los niveles piezométricos
con las primeras derivadas parciales espaciales del interpolador s(x), ya que empiricamente hemos
observado que la aproximacion a la conductividad es mejor que si se usan las aproximaciones por
diferencias finitas. Asi, si consideramos la interpolacién

k
) = > 17 ([[Pammy = x5]) + Bo,
=1

se tiene que

oh 0s
8758 (p(m,n)) = a p(mn 277] Hp (m,n) XjH) ’

oh

Js
oM (P(m.n))

aiy (p(m n)

12

2773 By (IPnmy = x41)) -

7j=1

donde x; denota a los nodos de los pozos de observacién y p(;,,) todo aquel nodo que conforma
la malla a interpolar. Obsérvese que lo coeficientes 7, de las primeras derivadas parciales de i son
los mismos que aquellos que aparecen en la interpolacién s (p(mm)), por ello deben encontrarse
solamente una vez.

Con el objeto de simular datos obtenidos por mediciones de campo, anadimos un error a
cada conjunto de datos de niveles piezométricos. En los pozos de observacién, es probable que
el piezémetro utilizado para medir la altura del agua, detecte niveles en alturas mds elevadas
debido a la presencia de humedad. Debido a esto y suponiendo que el aparato se encuentra en per-
fectas condiciones, solamente consideramos errores positivos. Para modelar errores de medicion,
elegimos una distribucién gamma con pardmetro de escala b = 1, y pardmetro de forma ¢ = 0.1,
cuya distribucién aparece en la figura 3.2.

Ln

(=]
T

Figura 3.2 Distribucién Gamma con pardametro de escala b = 1,
y pardmetro de forma ¢ = 0.1.
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Una vez obtenidos los conjuntos de datos con ruido para cada situacién, deseamos encontrar una
funcién variograma a usar en la interpolaciéon. De acuerdo al variograma muestral correspondiente
a cada conjunto de datos, el modelo variograma méds conveniente para las cuatro situaciones es:

y(r)=1.42 x 1075719

La figura 3.3 nos muestra la interpolacién obtenida para cada situaciéon con su respectivos
modelos variograma. Se comparan estas con el flujo obtenido por balance de celdas.

Situacion 1 Situacian 2

Figura 3.3 Lineas segmentadas: Flujo obtenido por balance de celdas.

Lineas continuas: Flujo obtenido por interpolacién de los datos con ruido.

Claramente la interpolacién no representard un ajuste a las lineas de flujo para cada situacion
debido a la presencia del ruido. Si utilizamos los datos sin ruido, la interpolacién resultante tiene
un mejor ajuste a cada situacién sintética, lo cual se puede observar en la figura 3.4.
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Situacian 1 Situacidn 2
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Figura 3.4 Lineas segmentadas: Flujo obtenido por balance de celdas.

Lineas continuas: Flujo obtenido por interpolacién de los datos sin ruido.

Estamos en condiciones de indentificar la conductividad hidraulica en los nodos interiores de la
malla. Para ello usaremos las interpolaciones mostradas en la figura 3.3, para los datos con ruido.
El método DS requiere el valor de la conductividad en uno de los nodos de la malla, para comenzar
a realizar la integracién a lo largo de trayectorias sobre los nodos restantes de la malla. Ahora
bien, el error en la identificacién de la conductividad se propaga conforme nos alejamos del nodo
en donde la conductividad es conocida, por tal motivo consideraremos la conductividad conocida
en el nodo central de la malla, es decir, el nodo (5,5). De acuerdo a los valores de la conductividad
dados en la tabla 3.1, tenemos que K (5,5) = 0.000265(metros/segundo). El algoritmo de Dijkstra,
nos proporciona las trayectorias de integracién de minimo error. Una vez realizada la integracion,
se identifica a la transmisividad en los nodos interiores de la malla. La siguiente tabla muestra los
errores relativos obtenidos al comparar la conductividad exacta (tedrica) con la identificada
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m n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 X X X X X X X X X
8 x 0.66 0.01 0.20 0.39 0.52 0.88 0.59 x
7 x 057 032 040 0.40 1.15 0.53 042 x
6 x 0.86 0.59 0.63 037 0.07 015 0.11 x
) x 0.66 0.46 0.60 0 0.61 0.00 0.08 x
4 x 048 034 0.26 0.16 0.14 0.17 0.52 x
3 x 038 041 0.18 0.25 033 0.32 0.71 x
2 x 0.61 035 055 039 0.73 047 0.10 x
1 X X X X X X X X X

Tabla 3.3 Errores relativos para la conductividad nodal identificada.

Conforme nos alejamos del nodo central, el error relativo crece como es de esperarse.
obstante, el objetivo principal de la calibracién es reproducir el flujo.

200

180 1

140+

120+

100

Eje ¥

7 B%

Figura 3.5 Lineas segmentadas: Flujo correspondiente a la conductividad tedrica.
Lineas continuas: Flujo correspondiente a la conductividad identificada.

100
Eje X

200

45
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Como una situacién hipotética adicional supongamos que el término de carga y descarga sobre

el dominio estd dado por la expresién:

F(m,n) = —((4.5 — n)* 4+ 2(4.5 — m)?) - 0.00005,

tal y como en las situaciones 3 y 4, y ademds se encienden pozos de bombeo en donde la extraccién
de agua se indica con la cantidad de 0.01 metros®/segundo, ubicados segin la figura 3.1. Entonces,
resolviendo el problema. directo evaluando la conductividad identificada obtenemos las lineas de
flujo indicadas en la figura 3.5. Se comparan con las lineas obtenidas al resolver el problema directo
evaluando la conductividad nodal dada en la tabla 3.1.
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Ya que los errores aniadidos son generados de forma aleatoria, hemos simulado varias veces y
llevado a cabo el procedimiento anterior para obtener las lineas de flujo usando las conductividades
nodales identificadas, y tal como en la figura 3.5 vemos que el flujo se reproduce adecuadamente.
Estos resultados nos motivan para calibrar el acuifero que describimos en la siguiente seccién en
donde consideramos datos reales.

3.2 Acuifero Silao-Romita

Este acuifero se situa en el estado de Guanajuato, colinda con otros acuiferos y para su estudio
ha sido delimitado de acuerdo a la regién que marca el mapa de la figura 3.6. De acuerdo a las
condiciones geogrificas y a mediciones experimentales de campo se ha determinado que este es un
acuifero fredtico. El acuifero posee 1,508 pozos de bombeo. En cada pozo registra la cantidad
de agua en metros cuibicos que se extrae por dia. El acuifero cuenta con 34 pozos de observacién,
donde se mide el nivel fredtico peridédicamente (ver figura 3.7).

Cuenca alta del rio
Laja v San
Mizuel de Allende

@ Guanajuato
@ Silao

Figura 3.6 Ubicacién geogréfica del acuifero Silao-Romita.
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Figura 3.7 Circulos: ubicacién de los pozos de extraccion.
Cruces: Ubicacién de los pozos de observacion.

Previo a nuestro trabajo se ha desarrollado lo siguiente: Se ha cubierto el acuifero por un
rectdngulo de 73,000 x 57,500 metros, dividido por celdas rectangulares de tamano 500 x 500
metros. La malla resultante (malla A) tiene un total de 116 nodos. Cada nodo posee un indice
que senala el valor de la conductividad hidraulica en direccién x, y y z, asf como la recarga de agua
por dia. El acuifero estd dividido en dos capas. Basta analizar la capa superior. Las mediciones de
niveles piezométricos en los pozos de observacién estdn realizadas con respecto de la capa superior,
al igual que aquellas realizadas en los pozos de bombeo. Supondremos que el nivel inferior de la
capa superior es igual en cada nodo de la malla, esto nos permitira utilizar la ecuacién para
el estudio del acuffero.

Para aplicar el método combinado que proponemos, seleccionamos una subregién rectangular.
Esta subregion serd dividida por una malla de 13 x 13 nodos (malla B), sobre los cuales interpo-
laremos.

Disponemos de cuatro conjuntos de niveles piezométricos, medidos en los meses de Junio de 1998,
Octubre de 1998, Junio de 1999 y Diciembre de 1999, que pueden consultarse en Chévez et al.
[3] pags. 153 y 154. De acuerdo a investigaciones de campo, las caracteristicas de las rocas en
el subsuelo nos indican que el acuifero Silao-Romita puede considerarse como no confinado. En
estado transiente, consideraremos los siguientes tiempos correspondientes respectivamente a cada
uno de los meses mencionados: tg = 0, t; = 123, to = 365, t3 = 549 dias. Los datos iniciales en
tp = 0 dfas, corresponden a las mediciones del mes de Junio de 1998.

Respecto a la interpolacién de los datos, debemos mencionar que no fue posible ajustar un mod-
elo variograma isotrépico cldsico, por tal motivo hemos utilizado la FBR multicuadrica ¢(r) =
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V1 + €2r2, con pardmetro de forma ¢ = 0.25. En la literatura se ha reportado que este tipo de FBR
es muy eficiente. La eleccion del parametro es empirica y en este caso se ha tomado el mismo que
en el ejemplo del acuifero sintético pues para datos con ruido hemos observado que funciona muy
bien.

Para conocer el término fuente en la malla B, debemos trazar una malla imaginaria (malla C) en
donde los nodos de la malla B son los centros de las celdas de la malla C'. Para determinar la
fuente en el nodo (m,n) de la malla B, identificamos primero los nodos de la malla A contenidos
en la celda (m,n) de la malla C. Luego sumamos todas las contribuciones (positivas y negativas)
por cada nodo identificado.

Con el método DS identificamos la conductividad hidrdulica, y para ello debemos iniciar la inte-
gracién numérica en uno de los nodos donde la conductividad es conocida. Una vez obtenida la
conductividad se siguen de inmediato los valores de la porosidad efectiva nodal. Similar al ejemplo
sintético supondremos que el nodo incial se ubica en el nodo de la malla B donde la norma del
vector (a1, az) es mds pequella. Como datos, disponemos de la conductividad en las direcciones x, y
y z en todos los nodos de la malla A. Para elegir la terna de valores (K, Ky, K) correspondiente
al nodo inicial, escogemos al nodo de la malla A mé&s cercano. Para considerar la isotropia que
supone el modelo dado por (2.2), proyectamos el vector KVh donde K = [K,, K, K| -1, T es la
matriz identidad y Vh = [0h/0x, Oh/0y,0]T, sobre Vh, con lo que obtenemos

mvn(KVh) = Kprom Vh,
donde
2
K, (3)"+ K, (%)
2 2 ’
&)+ (3)

es el promedio ponderado de las conductividades K, y K,. Entonces, K., dependerd solamente
de las coordenadas espaciales si suponemos que h corresponde a un instante de tiempo fijo, por lo
que h corresponderd al conjunto de condiciones iniciales.

Kprom(xa y) = (34)

Para mostrar la aplicabilidad del método, seleccionamos una regién rectangular como la especi-
ficada en la figura 3.10. Luego identificamos la conductividad hidraulica y la porosidad efectiva
sobre esta regiéon. Con tal de predecir los niveles piezométricos del mes de Octubre de 2000, a
tiempo t = 853 dias a partir de las condiciones iniciales, empleamos la discretizacién y los
pardametros identificados en la region. Para dar valores en la frontera adecuados, elegimos como
condiciones iniciales las interpolaciones de los datos del mes de Mayo de 2000, a tiempo t = 699
dias a partir de las condiciones iniciales utilizadas en la identificaciéon de pardmetros. Esto debido
a que la discretizacién hereda en cada instante de tiempo los valores en la frontera dados
por las condiciones iniciales. El mes de Mayo de 2000 es el mes mds cercano anterior al mes de
Octubre de 2000, en que se hicieron mediciones en los pozos de observacién. Disponemos ademéds
de mediciones en el mes de Octubre de 2000, por lo que podemos interpolar y comparar los niveles
con aquellos obtenidos mediante la solucién al problema directo. Los resultados se muestran en la
figura 3.9.
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Figura 3.9 Niveles piezométricos correspondientes al mes de Octubre de 2000.

Lado izquierdo: Flujos interpolados. Lado derecho: Flujos indentificados.
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Figura 3.10 Regién donde se llevo a cabo la identificaciéon de pardmetros.

Numero de pozos de bombeo en la regién: 238.

Las interpolaciones pueden mejorarse proporcionando un mayor ntimero de mediciones espa-
ciales, lo que numéricamente presenta problemas, pues empiricamente el mal condicionamiento de
los sistemas de interpolacién aumenta conforme el nimero de mediciones aumenta. La ubicacion
adecuada de las mediciones también contrubuye a una buena interpolacién.

Podemos seleccionar diversas regiones rectangulares y hacer un mapa de flujos méds detallado,
0 bien, realizar un mallado més fino en un rectdngulo mds grande. Para generar las lineas de
flujo de la figura 3.1 optamos por la primera sugerencia, y mostramos los niveles piezométricos
identificados en diversas regiones rectangulares a tiempo t = 41 dias. El propésito es reproducir
los niveles piezométricos del mes de Julio de 1998. Las condiciones iniciales corresponden a las
interpolaciones de los datos del mes de Junio de 1998. Ya que no disponemos de mediciones el mes
de Julio de 1998, no presentamos una comparacién de flujos.
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Capitulo 4

Relacién entre los interpoladores con
FBR y el Kriging

A lo largo de este capitulo justificamos algunos resultados enunciados en el Capitulo En la
primera seccién veremos la demostracién de la Proposicién 1.3. En la segunda seccién incluimos
la demostracion del Teorema 1.6, obtenida de Kent y Mardia [10]. Posteriormente, en la tercera
seccién veremos la forma de la regularizaciéon de integrales divergentes, considerando un caso de
particular interés. En la cuarta seccion, incluimos definiciones y resultados bésicos acerca de campos
aleatorios generalizados, lo que nos dard paso para poder comprender la seccién final del capitulo
y de la tesis en donde escribimos el sistema del kriging generalizado de orden 0.

4.1 Sistemas de interpolacién con FBR CPD-k

En geoestadistica es bien sabido que el kriging proporciona una expresién que nos permite interpolar
cierto conjunto de datos. La forma de este interpolador es muy familiar desde el punto de vista
determinista en el estudio de las FBR. Esta relacion existente entre el kriging y los interpoladores
con FBR nos posibilita la aplicacién de resultados tanto geoestadisticos como deterministas. Por
un lado, en geoestadistica se conoce un método estdndar que permite elegir una funcién radial
acorde al conjunto de mediciones disponibles, por otro lado, el estudio de la existencia y unicidad
de soluciones del sistema de interpolacién con FBR ha sido un tema muy estudiado por lo que se
conocen condiciones para que ésto se satisfaga (Teorema 4.1). Nuestro objetivo es concretar estas
ideas utilizando algunos resultados conocidos, lo cual se resume en la Proposicién 1.3. Antes de la
demostracién de dicha proposicién enunciamos el siguiente teorema ciertamente conveniente para
nuestros propésitos.

Teorema 4.1 Si la funcidon par de wvalores reales ¢ es estrictamente condicionalmente positiva
definida de orden m sobre R%, y los puntos Xi,...,X, forman un conjuto (m — 1)-unisolvente,
entonces la solucion del sistema dado por eriste y es unica.

En lo que sigue de esta seccién nos enfocamos en la demostracién de la Proposicién 1.3 con
enunciado:

Sean Z(x) un IRF-k' con media polinomial de grado a lo mas k (k' < k) y K(h) funcion
covarianza generalizada asociada. Supongamos que se toma una muestra ¢ = {z;}l' ; C R, en los
puntos = = {x;}"_; C R%. Entonces si Z es (k — 1)-unisolvente y K es positiva definida estricta
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e 1sotropica, la solucion del kriging intrinseco existe, es unica, y estd dada por el interpolador con
FBR K(]||hl]).

Demostracién. Por definicién cualquier FBR CPD-E' p(x) satisface

n n
ZZW’U‘P(Xi - x;) 20,

=1 j—1
n
anxé' =0, I] < K.
i=1

en los puntos Xi,...,x, € R? distintos. El sistema de interpolacién asociado a ¢(x) se escribe

matricialmente como
o P n|_ |y
PT O B8l |0}’

donde [q)lj] = (p(xi - Xj): [PZ] = Xéa [772] = M [IBZ] = By [yl] =Y, ,,J = 1,..,m, |l| < k'. Ahora
bien, si Z(x) es un IRF-K', y Z(x;) = z; (i = 1,...,n) son realizaciones, entonces por kriging se
propone el estimador z; en la forma
n
=Y Nizi,
i=1

que puede reescribirse como

=Nz [z 0] m .

De (|1.39) se sigue que

I PT 0 Po]’
por consiguiente
-1 r
K P k
* _ [T 0
Zg = [z 0] [ PT 0 _po]

~ -t Al

donde [Kz]] = K(XZ - Xj)7 [kOZ] = k(xz - XO)» [POl] = X%)v [)\1] = Aiy [u’l} = My, Za] = 17 -y T, ‘l‘ < k7
donde k > k’. La expresién anterior puede reescribirse para cualquier punto x como

2x) =) nKx—x)+ Y B, (4.1)
j=1 [1|<k

con coeficientes n; y §; definidos por el sistema
K P||n| |z
el =

n

D nxb =0V I <k,
j=1

se tiene entonces que
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y como K es positiva definida estricta, de esta expresion se sigue que K es condicionalmente positiva
definida estricta, y por el Teorema 4.1 se sigue que la solucién (4.1]) es dnica. m

El sistema de interpolacién del kriging (4.2]), (también conocido como sistema dual del kriging
en el caso del kriging universal, J. P. Chiles et al. [5]) es el unico interpolador de la forma (4.1
que satisface

2"(x;) = =z paratodoi=1,..,n, (4.3)
Zn] é = 0 para todo |I| < k.

El sistema de interpolacién asi como el interpolador de kriging puede escribirse en términos del
variograma ya que f0(x) = x" = 1. Es asf que se sigue el Corolario 1.1, como un caso particular
cuando Z(x) es un IRF — 0. Desde un punto de vista préctico, el sistema de interpolacién del
kriging hace la estimacién més rapida en el caso de un sistema de vecindad global, debido a que los
coeficientes n;, 5; siempre son los mismos independientemente del punto x, por lo que es necesario
calcularlos una sola vez. Sin embargo la varianza no puede ser obtenida de esta manera.

4.2 Regularizacién de integrales divergentes en R

Cada funcién Ll .. se puede identificar con una derivada distribucional, no obstante la derivada
clasica de una funcién LlloC puede no coincidir con su derivada distribucional. Para remediar esto,
se adopta un procedimiento que consiste en una regularizacion de integrales divergentes. Cuando
decimos que una funcién f(x) tiene una singularidad en el punto x¢ € R?, queremos expresar que
f ¢ L' en alguna vecindad de xp, pero f(x)|x — xo/|™ € L' en alguna vecindad xo para cierta
potencia positiva m. Por simplicidad tomemos x¢ = 0. Si la funcién f(x) tiene una cantidad finita
de singularidades algebraicas en un subdominio acotado de R?, entonces la integral divergente
f]Rd x)dx, puede ser regularizada. Esto debido al teorema que escribimos a continuacién. Su
demostrac1on puede consultarse en Chen et al. [4] pdgs. 52 y 53.

Teorema 4.2 Si existe M € Z* tal que f(z)|x||" e L} (R%) entonces la integral divergente
fRd x)dx, ¢ € D puede ser regularizada.

Msds atin, la regularizacién estd dada por la siguiente expresién:

d

2
— [ 760 |00 - ¢<o>+z‘9§gm+ngx¢5xjm (45)
Rd

=1 4,j=

el=M-1

donde H es la funcién escalén (Heaviside) y € > 0 es pequeno. La regularizacién anterior define un
funcional lineal continuo sobre D,. Debido a que € es arbitrario, la integral divergente (f, ¢) tiene
muchas regularizaciones. El siguiente teorema clarifica la eleccién de la regularizacion.



56 CAPITULO 4. RELACION ENTRE LOS INTERPOLADORES CON FBR Y EL KRIGING

Teorema 4.3 Sea fo € D' que requlariza a la integral divergente (f,®), entonces cualquier fr € D’
reqularizadora se obtiene sumando a fy una combinacion lineal de funciones delta y sus derivadas
concentradas en donde la singularidad algebraica de f(x) se localize.

Los coeficientes de la combinacién lineal pueden encontrarse de acuerdo al siguiente resultado:

Teorema 4.4 Suponga que v € D' y x € Q. Si soporte(u) C {x}, entonces para algin m >0

u = Z a0 0%dx sobre Q, (4.6)

|| <m
donde los coeficientes estdn dados por aq = (—1)1® (u, (- — x)®) /a!.

De acuerdo a la demostracién del teorema, el indice m debe ser tal que se satisfaga la siguiente
desigualda

[(u,9)| < C Y sup|o*gl, (4.7)

la|<m

donde ¢ € Dp(f2), con B una bola cerrada de radio g > 0. O bien, m puede elegirse directamente
del Teorema 4.2 de manera que m = M — 1.

Dos integrales divergentes de particular interés

La primera integral divergente que nos interesa regularizar involucra a la funcién f(x) = 1/ [|x||*,
x € R, es decir, la densidad espectral de un campo aleatorio generalizado isotrépico y auto-similar
de indice 0, visto anteriormente en el kriging. Como sabemos f tiene una singularidad en el
origen, y debido a que f(x)||x||*> € L} (R%) la integral divergente (f(x), #(x)) (¢ € D(R?)), puede
ser regularizada de acuerdo al Teorema 4.2. Ya que f(x)|x|* € Ll (R, si elegimos || = 1,
garantizamos que la integral esté bien definida para toda ¢ € D(R?), ademds, cumple con la

cota (4.7)) del teorema anterior. Esto puede verse de la siguiente manera:

Consideremos f.,, f-, € D'(RY), regularizaciones de la integral (f(x), ¢(x)), y 0 < £1 < €2 pequeiios,
de tal forma que

Ufor = forn )| = R/,;” (060~ 1660) = Fo(0) x| (1= 1) 1 (1 21|

1 1
- / 7 (900~ 6(0) = ¥9(0) ) dx + / o

A(0) A(0)

donde A(0) es el anillo Be,(0)\ B, (0). Luego
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1

W (¢(x) — #(0) — V(0

(fo = for0)] < /

d”/'n o0

—% ( sup ¢(x) + £2 sup Vd)(x)) | B, (0)\B:1(0)]

A(0)

IN

IN

(sup o(x) + sup Vo(x )) (4.8)

A(0) (0)

donde C = w& + £2). Dado que el soporte de la diferencia f., — fe, es precisamente el

origen, entonces por el Teorema 4.4 cualquier diferencia de regularizaciones satisface

u = faz - f51 = Z aaaaém

lal<1
donde ag = (—1)1® (u, (- — %)) /al.

Considerando el caso particular d = 2, se tiene que los coeficientes en el punto x = 0 estdn
dados por

a@0 = (_01!)0 (u,1) =27 In [ij ,
ang) = (I!é)!l <u7x(l’°)> = (=1) (u,z1) = 0,
A = (3!11)!1 (1, xOD) = (=1) {u,25) =0,
de tal manera que
fer — for = G021 In E] . (4.9)

Asi, cada regularizacion de la funcién f(x) = 1/|x||?, x € R2, difiere por un factor de la forma
0027 In [i—f] ,con 0 < €1 < g9 pequenos, v dg la funcién delta de Dirac concentrada en x = 0.

Sélo con la finalidad de elegir una regularizacién candénica, suponemos que €2 =1,y 1 =¢ < 1 es
pequeno, de tal manera que cualquier regularizacién f. puede escribirse como

fe=fi+do2mInle], (4.10)

donde f; es una regularizacién en el disco unidad del plano cartesiano. Asi, podremos tomar la
regularizacién en la bola unitaria como elemento canénico

Observaciéon 4.1 Debemos recordar que la funcion covarianza asociada a la densidad espectral

2 . . . L .,
flx) = 1/ ||x||* existe solamente en sentido generalizado, y como veremos en la siguiente seccion
serd posible escribirla como un funcional conocido como el funcional de correlacion.
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La segunda integral divergente de interés involucra a f,(x) = HXH_Q(O‘H) ,xeR? ae(0,1),la
densidad espectral de un campo aleatorio isotrépico auto-similar de indice a. Ya que f,(x) tiene
una singularidad en el origen, entonces la integral (f,, ¢) es divergente y necesita ser regularizada.
Ahora bien, consideremos Br(0) C R, R > 0, tenemos que

/ fa(x) [x|*dx = / )|+ |1x||? dx

B;-(0) B, (0)
R
= |Br(0)|/r_2(a+1)r2rdr
0
R
— |B(0)] [+,
0

como o < 1=1—2a > —1, entonces

/ fa(x) ||Ix]|? dx < oo,

B(0)

por lo tanto fo(x)|x||> € L} (R%), y el Teorema 4.2 la integral (f,®) (¢ € D(RY)) puede ser

loc
regularizada. Mds ain M = 1, y considerando € = 1, la regularizacién estd dada por:

(o= [ Hxnlw (6(x) — [6(0) — V(0) - x] H (1~ |x]))) dx.
Rd

Por el Teorema 4.4, dadas dos regularizaciones fi'y f52 (0 < g1 < €2 pequenos) estas difieren
por una combinacién lineal de la forma

u=f2—fi =) aad*o,

lal<1
En R?, los coeficientes explicitamente dados por
4“0 = (01!)0 1) = 2m [612a2a622a] 7
cnoy) = S (ux) = (-1 ) =0,
ap,1) = (8'11)‘1 <u,x(0’1)> = (1) (u,z2) =0,

de manera que

—2« —2«
e — &
€2 €1 1 2
a _fa =27 |:a :|(50

Para elegir una regularizaciéon canénica, supondremos que €3 = 1, y €1 = € < 1 es pequeno, de
tal manera que cualquier regularizacién f; puede escribirse como
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. 1 57204_1
fa=fat+m|———|d, 0<a<l, (4.11)

donde fl es una regularizacién en el disco unidad que podremos considerar como la regularizacién
canoénica.

4.3 La forma dual del kriging intrinseco auto-similar de indice
fraccionario

Sea Y'(x) un campo aleatorio auto-similar de indice «, donde o € (0,1), y x € R?2. Sabemos que la
funcién covarianza asociada a este campo aleatorio estd dada segiin la ecuacién ((1.26) como

oa(h) = caz||h|**, heER? (4.12)
donde
_ ['(-a)
w2 =220
Co2 T+

Adems4s la funcién de densidad espectral segin ([1.25]) estd dada como
falw) = [lw| 2 weR? 0<a<l.
Como se comenté anteriormente, debido a que « es estrictamente positivo entonces la funcién
de densidad anterior define un IRF — p (p = [o] = 0) en sentido ordinario, con funcién covarianza
dada por o, (h) de la ecuacién (4.12)). Ya que Y (x) es un TRF-0, podemos formular un sistema

kriging intrinseco como en la seccién [1.6.1] para la prediccién de datos.

Consideremos el funcional

Jiira(9) / 1w ]2 [5(c) 2 doo, (4.13)

entonces se tiene el siguiente

Teorema 4.5 Sea o € (0,1), d = 2. El problema de interpolar los datos (x;,y;), i = 1,...,n, sujeto
a minimaizar tiene como solucion g*(x), dado en un punto en particular x = X, por

g*(x0) =y A+ y” Bk, (4.14)

donde A, B, y [koj| estin determinados por la solucion del kriging considerando un IRF-0 auto-
similar de indice a € (0,1) con deriva polinomial de grado 0.

Explicitamente A es un vector de tamano n x 1 dado por (1.42), B es una matriz n x n dada
por la ecuacion (1.43), ko = o(||xo — %), 5 = 1,0, n, Y1 = [Y1, evs Yn).
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Demostracién. Quitando el subindice 0 reescribimos la ecuacién (4.14]) como

9" (x) = Bo + Y_mioalllx —x;l),

Jj=1

donde B y m estdn dados por las expresiones yT Ay yT B respectivamente. Como hemos visto, la
solucién del kriging intrinseco tiene la propiedad de interpolacién exacta, entonces para demostrar
el teorema basta demostrar que g*(x) minimiza al funcional (4.13)).

Dada cualquier funcién g;(x) que interpole a los datos, y para la cual esté bien definido,
podemos escribir g1(x) = ¢g*(x) + g2(x), donde g2(x) = ¢1(x) — g*(x) satisface ga(x;) = 0, para
cada i = 1,...,n. Sustituyendo g;(x) en se tiene que

Tanplo) = o 5 L Il )

_ 2(a+1)
= e [ Il 1) + )
= J(a+l,2)( )+ J(a+l,2) (92) +2J(0 11,2)(975 92);

donde
Tir2)(9292) / ]2 §¥(w) - go(w)dw

Si mostramos que J2_;(g*, g2) = 0, entonces habremos demostrado que J2_;(g1) > J2,(g*) con
igualdad si y sélo si g1 = g*, demostrandose asf el teorema.
Sabemos que

Ga(w) = fa(w),
entonces '
Floa(lx = x| (w) = e fo(w)

asi

§*(w) = Bydo(w +Z776“‘J“’f w),

Notemos que
w2 5o (w) = 0.

Hagamos
Y(w) = Zﬁje i
j=1
entonces
[w] D g7 (w) = W]V () fal(w).
Luego

J(*a+1,2)(g 92 / || 2ot) fa( >¢( ) ( )dw

En sentido de distribuciones tenemos que

Y fa(w) = 1
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Entonces

1
J(*a+1,2)(9*792) = (2r)? /RQQQ(wW(w)dw

_ ) —iw-X; ~ d
jz; 77] (271')2 /]1{2 € 92(w) w,

la integral en la expresién anterior incluyendo el factor 1/(2m)? es la transformada inversa de g2(x;)
de manera que

n
T (9 02) = S mi02(x;) = 0.
j=1
quedando asi demostrado el teorema. m

Debido a que la ecuacién (4.14]) se obtiene de manera alternativa al minimizar el funcional
(4.13), entonces se dice que ésta es la forma dual del kriging considerando un I RF-0 auto-similar
de indice a € (0, 1) con deriva polinomial de grado 0.

Debemos aclarar algunos detalles de la demostracién. La siguiente igualdad en sentido de
distribuciones:

]| 2@ fR(w) =1, (4.15)

es vélida para cualquier regularizacién fI*(w) de f,(w). Sea € > 0 pequeiio (¢ < 1), entonces de
acuerdo a (4.11)) la regularizaciéon fS(w) de fo(w) se puede escribir en términos de la regularizacién
canénica f!(w) como

fi@) = 1)+ 7 == oo
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

Hemos presentado un método para la identificacién de pardametros en acuiferos. Con pocos datos
de niveles piezométricos aplicamos la interpolacién con FBR, para generar niveles sobre una malla
rectangular regular. Luego, con un valor nodal de la conductividad hidrdulica y los datos inter-
polados, aplicamos el método DS para identificar la conductividad y la porosidad efectiva en los
nodos interiores restantes de la malla. El método se ha validado con un ejemplo sintético realista y
con datos del acuifero Silao-Romita. Los pardmetros identificados nos permitieron reproducir sat-
isfactoriamente los flujos en el acuifero, lo cual nos alienta a aplicar el método sobre otros acuiferos
reales como trabajo futuro.

Exploramos la nocién de relaciéon Kriging-FBR, y la aplicamos en el ejemplo sintético utilizando
un variograma ley-potencia para interpolar los niveles piezométricos con ruido. En el caso del
acuifero Silao-Romita interpolamos con FBR multicuddricas, ya que con ellas se obtuvieron buenos
resultados en el ejemplo sintético como vimos en el apéndice. Con la técnica geoestadistica no se
obtienen resultados satisfactorios. Una explicacién probable es la anisotropia del acuifero.

El estudio de la relacion entre los splines de placa delgada y el kriging nos condujo a enunciar un
teorema, en el cual vimos la forma dual del kriging considerando un campo aleatorio auto-similar de
indice o € (0,1) con media polinomial de grado 0, al demostrar que la solucién del kriging minimiza
un funcional particular similar al funcional de suavizamiento de los splines de placa delgada.

Atn queda extender este resultado al caso en que el indice « pertenece a otros intervalos, y asf
demostrar el caso general € R*. Investigar las hipétesis bajo las cuales las FBR multicuddricas
son efectivas en la interpolacién y encontrar un método que nos permita encontrar adecuadamente
su parametro de forma. También explorar la aplicabilidad del método DS a acuiferos no isotrépicos
e investigar la efectividad del método de identificacién que proponemos para tal caso.
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Apéndice A
Apéndice

A.1 Demostracién del Teorema de Schéenberg

Demostracién del Teorema de Schdenberg. Supongamos que g es completamente mondtona
y radial. Sea A € R?, ahora

AN = Z Aidjo(llx — x5) = Z AiAjg (||Xz' - Xj”2) ;

i,j=1 i,j=1

luego por el Teorema de Houssdorff-Bernstein-Widder existe una medida de Borel finita y no
negativa p tal que

AT\ — Z )\i)\j/eaxixﬂlzdu(a)

ij=1 0
° n
2
= /Z Mdje x5l dy a),
0 =1

considerando x; variable y x; fija se tiene que

]:[e—ocIIXi—XjHQ](S) — e—in-E_y:[e—a\\uiIIQ](s)
‘ /
_ ixt (g)d * exp (- Igl1? /4a) o> 0,
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entonces
Z)\iAjefaHxiijHQ — Z)\i)\j]_—fl}—[efOAHxiij\\Q]dﬂ(a)
i,j=1 4,j=1
n . N\ d/2
= Yt et (3) e (- gl 1)
(2)" o (1)
n 1 ) TN\ d/2 9 )
— N o—ixE (Y —||&lI7 /4 ,—i&-x;
Z Aidj (27r)de g <a) /e e d€
7,7=1 R4
1 /m\¥2 [ & . " . )
— o o€ o= 1Ex; —[I€7/4a
= ()" [ S T
Ra =1 j=1
1 d/2 & 2
_ ™ o—iEx; | =€ /4a
(2m)d (a) / Z;)\le ¢ ds,
Rd '

debido a que x; # x; para i # j y el conjunto de funciones {e*ig'xi }?:1 es linealmente indepen-
diente, entonces el término anterior es > 0, por lo tanto AT ®\ > 0.

El regreso puede reconstruirse de lo anterior aplicando la implicacién opuesta del Teorema de
Houssdorff-Bernstein-Widder. =

A.2 Sobre la densidad espectral auto-similar

Proposicién A.1 Sea Z(xz) un RF isotropico y auto-similar, ya sea ordinario o generalizado.
Entonces la funcion de densidad espectral f(w) asociada es proporcional a

fa(w) = ||| 7277

Demostracién. Puesto que Z(x) es auto-similar, entonces Z(x) y ¢ %Z(cx) tienen la misma
distribucién, con lo que se tiene

o(h) = E[Z(x)Z(x+h)]
= B[ Z(ex)Z(c (x+h))]

= 2B [Z(cx)Z(cx+ch))
= ¢?E[Z(X)Z(X+ch)], x' =cx
= ¢ 2%%(ch),
ahora,
o(h) = (2m) [ " ),
entonces
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Supongamos que o(h) decae suficientemente rédpido para asegurar que f(w) estd bien definida.
Luego

fw)=c27f (2).

con lo cual queda demostrada la proposicién. m
Proposicién A.2 La condicion de integrabilidad garantiza la existencia de la integral .

Demostracién. Consideremos la transformada inversa de Fourier de la medida A (dh)

A (w) = (27) / ¢ ) (dh)

entonces

3™ (W) = (2m) 4 / (ih)™eP ) (dh) .
Debido a que A es una medida permisible de orden p, se tiene
A (0) = (21 @) [ WA (@) =0, ¥ | <.

lo que nos indica que
AMw)=0 (]w]pH) , cuando w — 0.

es decir, para aquellos w cercanos al origen existe una constante A > 0 tal que
A (w)| < AlwPth.

Tomemos una bolita de radio € > 0 centrada en el origen B.(0), de acuerdo a y ala
desigualdad anterior se tiene que
[oo-maaray)| = | [ i) w )
JIR@I*1f @)l de
[ A7 @) o
< AQB/ Hw”2p+2 If (w)] (1+ ||W||2) dw

IN

IN

A

HWHZI"+2

25+ | g

donde B > 0 es tal que |w| < B ||w||. Finalmente, la condicién de integrabilidad (1.31]) implica

que
o=ty <o

quedando asi demostrada la proposicién. m

IN

Demostracién. (de la Proposicién 1.2) Consideremos la funcién covarianza o (h), y sea
op(h) =0 (h)+ P (h), donde P (h) € ng. Deseamos demostrar que la igualdad 1' se satisface
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para d (h). Para comenzar con la demostracién observemos que para cada uno de los monomios de
grado a lo méds 2p, se satisface lo siguiente:

/ (x = ¥)' A(dx) A(dy) = / > (l)xm<—y>“—’">x<dx>x<dy>

jmi<t N
) w%z <7§1> / ") A () A ()
- %21 <7;>(—1)(1—m>/XmA(dX)/y(z_m)A(dy)’

p.c. |l] < 2p. Luego, si el grado en x y el grado en y no excede p, se tiene que

/<x—y>’A<dx>A<dy> —0, [l <p,

puesto que A es un incremento de orden p. Ahora bien, si el grado m en x es mayor que p, entonces
debido a la expresién del exponente [ — m, el grado en y no excede p. Andlogamente a la inversa,
por consiguiente

/ (x—y)' A(dx) A(dy) =0, |I] < 2p.

asi que

[orx-nr@or@y) = [(o6c=y)+Pex—y)Adx) A dy)
/a<x—y>x<dx>x<dy>,

es decir

[ovix=yirray = @[ s @)do.

con lo cual queda demostrada la proposicién. =

A.3 Modelos variograma

Modelo esférico

Este es tal vez el modelo més usado segun la literatura geoestadistica. Su ecuacién estd dada por

3 .
v|1.52 —0.5(Z ], sir<a,
Va(T) = { { @ (&)
v, en otro caso.
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Yalr)

Figura A2.1 Variograma esférico.

Modelo seno cardinal

Este modelo exhibe una tendencia distinta a la del resto de los modelos debido a las oscilaciones
que causa el término sinusoidal. Su ecuacién estd dada por
sin (r/a) )

Yo (r)=v|1-—
1) e
~
!
! -,
/ \ - . .
/ \ Vs o P ~—_~
‘.\ // —
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Figura A2.2 Variograma seno cardinal.
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Modelo exponencial
El modelo exponencial es otro modelo cominmente usado. Su ecuacién estd dada por
r
Yaol(r) =V [1 — exp (——)} .
a
- g -
r’;
[ fr"ll
lln'
/
!
!
!
!
!
!
|
-

Figura A2.3 Variograma exponencial.

Modelo gaussiano

El modelo gaussiano es usado para modelar fenémenos extremadamente continuos.

H.'a.':r}

Figura A2.4 Variograma gaussiano.
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Su ecuacién estd dada por

Modelo potencia

A diferencia de los modelos anteriores, el modelo potencia no alcaza su umbral. Su ecuacién estd
dada por

Yo () =vr? (0 < a < 2).

! Ik.} A
|
1

Figura A2.5 Variograma potencia o ley-potencia.

En todos los modelos a es un pardametro de ajuste y v es un factor de escala.

A.4 Sobre la configuracién nodal en la interpolacién

Ya que contamos con los datos en la frontera del dominio, la interpolacién que se obtiene sélamente
considerando estos datos pierde la tendencia del flujo en el centro del dominio, lo cual se puede
observar la siguiente figura
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Figura A3.1 Lineas continuas: Flujo obtenido por balance de celdas.
Lineas segmentadas: Flujo obtenido a partir de la interpolacién
considerando los datos en la frontera.

08

yir)
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02

U 1 | | 1 1
0 4041 50.81 12122 18162 20203 24244 257284

r

Figura A3.2 Modelo variograma potencia y(r) = 1.42 X 1057199,
ajustado al variograma muestral correspondiente
al conjunto de datos en la frontera
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La eleccién de la FBR se realizé en base variograma muestral asociado a los datos. Como vemos
en la figura A3.2; el modelo ley-potencia ajusta bien al variograma muestral. El ajuste nos dice que
el modelo variograma estd dado explicitamente por la siguiente expresién: v(r) = 1.42 x 10757199,

Eje Y

Figura A3.3 Lineas continuas: Flujo de agua obtenido por balance de celdas.
Lineas segmentadas: Flujo de agua obtenido por interpolacién con
la funcién variograma (1) = 1.42 x 10~°r199 considerando los datos de forntera

y los datos en los nodos (4,4), (6,4), (4,6) y (6,6).

Ya que nuestra intencién es recobrar el flujo de manera conveniente en todo el dominio, anadimos

cuatro mediciones en las coordenadas nodales (4,4), (6,4), (4,6) y (6,6) (centro del dominio). Asi,

al interpolar con los datos de frontera y los cuatro datos en el centro del dominio obtenemos figura
A3.3.

La FBR multicuadrica

or) = V15 &2,

con pardmetro ¢ = 0.25, produce interpolaciones adecuadas y estas son comparables con aquellas
obtenidas usando el modelo variograma ley-potencia. El pardmetro de forma e fue encontrado de

manera empirica, ya que encontrar este pardmetro de manera formal es un tema de investigacion.
La interpolacién obtenida se muestra en la siguiente figura:
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Figura A3.4 Lineas continuas: Flujo de agua obtenido por balance de celdas.
Lineas segmentadas:Flujo de agua obtenido por interpolaciéon considerando
los datos de forntera y los datos en los nodos (4,4), (6,4), (4,6) y (6,6),

con la FBR multicuddrica.

Es recomendable utilizar informacién adicional sobre el comportamiento del flujo. En presencia
de pozos de bombeo es deseable tener observaciones cercanas a ellos, con finalidad de capturar las
variaciones posibles producidas por la extracciéon de agua.
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