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Introduccion

Al evaluar una accién positiva sobre un individuo o grupo, muchas veces se consideran
Unicamente las consecuencias inmediatas, sin tomar en cuenta las posibles repercusiones
futuras. Por ello se considera que la accién es benéfica. El problema con esta perspectiva
es que no se consideran cuédles podrian ser las posibles repercusiones a otros niveles, ya sean
espaciales o temporales. Por ejemplo, si consideramos la cadena alimenticia de lobos-conejos,
tenemos los siguientes enfoques. Para un conejo devorado este suceso es fatal y por lo tanto
indeseable, pero si consideramos en lo colectivo, el suceso es benéfico para la poblacién al
evitar efectos como la sobrepoblacién en el medio. De igual manera podemos considerar
el problema reciproco, esto es, que el beneficio a nivel individual puede implicar problemas
a nivel poblacional. Esta perspectiva es en la que enfocaremos este trabajo. Veremos que
ciertos beneficios sobre individuos de determinada especie, nos inducirdn problemas a nivel
poblacional. Entre los posibles problemas se encuentra el de la sobrepoblacién, €l cual serd
de gran interés, ya que un sistema con esta caracteristica puede presentar problemas de di-
versa indole. Pero ;jqué posibles efectos o consecuencias negativas podemos esperar debidos
al exceso de poblacién?

El problema del exceso de poblacién y sus consecuencias ya han sido tratados con ante-
rioridad, mas no en su totalidad. Muestra de ello son los trabajos realizados por R. Malthus
(1798) y R. May (1976). En el primero, Malthus nos habla acerca de este tema en su libro
titulado “Ensayo sobre el principio de poblacién” en el cual, elabora un anélisis de la pobla-
cién humana considerando factores como produccién de alimentos, enfermedades y guerras.
En base a esto, describe la manera en que la poblacién tiende a crecer y presenta algunas
consecuencias negativas que se pueden presentar a futuro. En el segundo trabajo, el bidlogo
Robert May formulé otra manera para estudiar el crecimiento de una poblacién mediante un
estudio con insectos en un ecosistema cerrado (1976). May tuvo en cuenta los efectos de satu-
racion del ecosistema que causan que, cuando la poblacién se acerca al méximo posible que el
medio ambiente puede sustentar, entonces la poblacién se ve més afectada por este fenémeno,

provocando que a mayor cantidad de individuos, menor es la poblacién sobreviviente en la

siguiente generacién.
Sin embargo la propuesta de May, aunque modela los efectos de sobrepoblacién, no lo
hace en su totalidad. Ya que, como veremos en este trabajo, tendremos otro posible efecto

en la poblacién, el cual es la extincién de la especie.

Por tanto, este trabajo tiene como principal objetivo mostrar que la sobrepoblacién, por
parte de alguna especie en un determinado ecosistema, puede ser considerada como un meca-
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iv INTRODUCCION
nismo de extincién. Asf mismo, como se mencionaré a su debido momento, veremos algunas
de las consecuencias resultantes de nuestro estudio. Un ejemplo de ellas es la debida a com-
portamientos cadticos. Una especie cuya cantidad de indviduos se rige de forma cadtica,
tiene la ventaja de ser impredecible en el medio y por tanto no ser considerada, por ejemplo,
como base alimenticia por parte de potenciales depredadores. En este trabajo, veremos que
comportamientos como el caético en la cantidad de individuos de la poblacién, no son siem-
pre benéficos para la especie. Esto quiere decir que si la especie en cuestién es impredecible
en el medio, bajo ciertas condiciones, puede tener repercusiones que sean fatales para su
existencia, al llegar a extinguirse.

El trabajo se divide en 2 capitulos, conclusiones y dos apéndices, conformados de la si-
guiente manera: en el capitulo 1, planteamos nuestro problema, damos algunas nociones
acerca de lo que es la modelacién, asf como una introduccién a los sistemas dindmicos discre-
tos, herramienta que serd utilizada para lograr nuestros fines. En el capitulo 2 enunciamos
las hipGtesis correspondientes al problema en general. En base a esto, planteamos un posi-
ble modelo que cumpla con nuestras hipétesis, para después tomar casos particulares (tres
familias de modelos mateméticos), con los cuales se pretende identificar los factores que in-

tervienen en la sobrepoblacién, la manera de modificar estos factores, de manera que sea.

benéfico, dafiino o incluso fatal para la especie en cuestién. En el apéndice mencionamos y
demostramos.algunos resultados necesarios que usamos a lo largo de este trabajo.

Cabe mencionar que en este trabajo no buscamos en una primera aproximacién las con-
diciones biolégicas exactas o casi exactas que obliguen a que se presente el fenémeno de
extincién por sobrepoblacién, sino més bien mostrar que se puede dar la extincién por so-
brepoblacién. - :

‘ Finalmente aclaramos que el enfoque de extincién por sobrepoblacién, no se habia tratado
con anterioridad, razén por la cual consideramos que aporta nuevas ideas y por tanto puede
ser base de futuras investigaciones en el drea.

|
i
i
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Capitulo 1 | .

Planteamiento del problema y
Conceptos basicos

El problema de nuestro interés consiste en lo siguiente: Supongamos que se tiene una especie
que en un principio se ve favorecida en cierta manera, jpodria este favorecimiento resultar
contraproducente a la larga para su existencia? Por ejemplo, supongamos que tenemos una
especie a la_cual se le aumenta_su tasa de natalidad. jPodriamos decir que esto la pudiese

afectar negativamente a la larga?; Afectarla a tal grado que la lleve a la extincién? O bien,
si se tiene la situacién de dos especies interactuando en un ecosistema, de tal manera que
una de ellas este ayudando a la otra. ;Podria esta supuesta ayuda afectar a la especie
en vez de favorecerla?; Podemos encontrar factores que la afecten o la beneficien? En caso
afirmativo. ;jPueden estos factores, ser manipulados por la otra especie?;Puede.la primer
especie contrarrestar los efectos ocasionados por la segunda?

El fenémeno de provocar extincién mediante una supuesta ayuda es muy importante,
debido a que puede ser utilizado por alguna especie en contra de otra extinguiéndola, o bien,
por una especie misma (sin darse cuenta), provocando asi la autoextincién.

Estas preguntas son las que nos interesardn. Para responder aunque sea parcialmente a
ellas se considerar4 una sola especie, y en base al estudio de su propagacién en el ecosistema,
encontraremos algunos factores que la afecten o la beneficien.

Enunciado el problema, procederemos a revisar la metodologia general que se usaré para
estudiarlo, y después daremos un breve repaso de la herramienta que aqui se utilizard, que
consiste en la teorfa de sistemas dindmicos discretos.

1.1  ;Qué es la modelacién matematica?

La modelacién matemaética es un proceso que nos ayuda, en base a ciertos razonamientos
mateméticos, a decir cosas sobre un cierto problema real que se nos presente. Este proceso
consta basicamente de tres pasos, los cuales explicaremos enseguida. Al principio se tiene
un problema especifico en €l mundo real, en el cual conocemos cosas o factores que podrian

C
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Figura 1.1: Diagrama del proceso de modelacién

afectarse de alguna manera entre si, que estén o que posiblemente estén involucrados en dicho
problema. Factores que puedan medirse, como por ejemplo, temperaturas a distintos tiem-
pos, cantidad de flujo en algtin canal en un determinado tiempo, pesos de distintos objetos de
una misma clase, etcétera. Asf pues, el primer paso que se tiene, es pasar nuestro problema
que est4 en el mundo real a uno que esté en el mundo matemético. Esto se logra relacionando
los pardmetros conocidos y los que se quieren conocer, mediante relaciones apropiadas como:
leyes fisicas experimentales o teéricas, quimicas, o de algin otro tipo.

El segundo paso consiste en la manipulacién y estudio de las relaciones y/o expresiones
obtenidas en el primer paso. Esto se logra ayuddndonos de la herramienta matematica dispo-
nible, (ecuaciones diferenciales, métodos numéricos, dlgebra, ecuaciones en diferencias, entre
otras), para llegar a relaciones entre los pardmetros que no se conocfan, o que nos aclaren
informacién acerca de cosas que inicialmente se vefan confusas, en fin, relaciones que nos den
un panorama mas amplio al inicial. ‘

Finalmente, el tltimo y tal vez el més importante de los tres es el de la interpretacién de
las relaciones matem4ticas a nuestro problema original, es decir; traducir los resultados del
mundo matemd4tico al mundo real, para poder decir, describir o predecir comportamientos
que se dan en el problema, en base a las relaciones mateméticas que se obtuvieron al inicio,
durante y al final del andlisis que se llevé a cabo.

1.1.1 Aspectos a considerarse en modelacién.

Aqui cabe mencionar varios aspectos que juegan un papel muy importante en la modelacién.
Un ejemplo de estos es la eleccién de cudles y cudntos pardmetros deben elegirse para lograr
un trabajo éptimo. Si tomamos un nimero grande de pardmetros, es posible que nuestra
aproximacién a la solucién sea muy buena pero a su vez sea imposible llegar a ella. Ya que,
el trabajar un problema con muchas variables, es' generalmente un problema muy dificil de
resolver y/o analizar. En cambio, si se toman un niimero pequefio de pardmetros, lo cual
ayuda a que nuestro problema sea soluble de manera répida, por asi decirlo, se corre el riesgo




1.2. PRELIMINARES MATEMATICOS. 3

de que la solucién obtenida no tenga nada que ver con nuestro problema. Es decir, que la
solucién sea mala. Asi pues, se recomienda que se utilicen los pardmetros mas representativos,
en que posiblemente algin pardmetro nos brinde el efecto de varios pardmetros en conjunto,
y asi reducir nuestro problema a uno m4s sencillo sin perder demasiada informacién.

Asf mismo hay que aclarar lo siguiente: Cuando se presenta un problema el cual se quie-
re modelar, uno no siempre estd restringido a utilizar sélo una herramienta. Generalmente
ésta depende de la naturaleza del problema. Es decir que hay ocasiones en las cuales, da-
do un problema, uno puede desarrollarlo usando distintas metodologias ya sea via procesos
estocésticos, de ecuaciones en diferencias, de ecuaciones diferenciales, entre otras. En este
caso, es bueno tratar de ver cudl es mejor, ya que hay veces que modelar con ciertas técnicas
es mucho m4s facil que con otras, ya sea en su planteamiento y/o en la manera de resolver

el problema.

' El problema ya planteado de forma matemética es conocido como modelo matematico.
En modelacién existen 2 tipos de modelos mateméticos: los modelos predictivos y los modelos
descriptivos. Un modelo predictivo, es aquel que nos da informacién de los comportamientos
de cierto fenémeno, en tiempos futuros, presentes y algunas ocasiones del pasado mismo.
Mientras que un modelo descriptivo es aquel que nos da informacién general acerca del pro-
blema. Nos dice cudles comportamientos se dan, asi como los pardmetros que los controlan.
La informacién cuantitativa que genere el modelo puede no ser fiable en el problema real
pero, en caso de serlo, nuestro modelo serd descriptivo y predictivo al mismo tiempo.

Ya que hemos visto a grandes rasgos el panorama de modelacién, procederemos a repasar
algunos conceptos que nos ayudardn en el estudio de nuestro problema.

1.2 Preliminares matematicos.

En esta seccién, nos dedicaremos al repaso de una serie de definiciones y resultados referentes

a sistemas dindmicos discretos.
. Qué es un sistema dindmico?

Un sistema dindmico consiste en una terna (M, G, L) donde M es una variedad, G es un
grupo y L define la accién de G sobre la variedad M. Dado que esta definicién matematica
es muy general, podemos para nuestros fines particularizar y pensar en un sistema dindmico

COmo un mapeo
f:MxG— M

donde en general f es una funcién continua, G representa el tiempo y M es el lugar donde
las cosas evolucionan

En general no utilizaremos esta definicién. Ya que nos concentraremos en una clase muy
particular de sistemas dindmicos que es la de los sistemas dindmicos discretos. Por tanto
para fines practicos un sistema dindmico es un sisterma que evoluciona con el tiempo.

Asf que, procederemos a dar algunos ejemplos que nos permitan introducirnos a los con-
ceptos que méas adelante nos ayudardn a definir mas precisamente lo que es un sistema

ey
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4  CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y CONCEPTOS BASICOS

dindmico discreto.

Nota Primero, se considerard lo que es un sistema dindmico en general, y después nos res-
tringiremos solamente al caso de los sistemas dindmicos discretos, herramienta que finalmente
se utilizar4 para el estudio de nuestro problema.

Ejemplo 1 Si se tiene una poblacién de conejos, y se quiere ver cémo se comporta su cre-
cimiento en cantidad, medido cada mes. Suponiendo que inicialmente hay 30 conejos; al
primer mes es posible que sean 43, al segundo 39, al tercero 68, etcétera.

Ejemplo 2 Una posible generalizacién del ejemplo anterior es la competencia entre 2 es-
pecies. Es decir, en un ecosistema con 2 especies interactuando, jc6mo se afectan entre si?
;Puede una especie extinguir a otra? En este caso se quiere ver c6mo es que cambia el nimero
de individuos en ambas especies con el paso del tiempo.

Ejemplo 3 Si se tiene una cierta cantidad de individuos que estén afectados por alguna
epidemia, ;con qué velocidad aumenta o disminuye la cantidad de individuos enfermos? Des-
pues de 2 afios, ;la epidemia estard controlada totalmente? Aquf se busca cémo cambia en
ntimero la poblacién de individuos enfermos.

+eezeewieioo o --Bjemplo 4 Tomemos ahora el cldsico problema de la cuerda vibrante, que consiste en una
cuerda sujeta en sus extremos y que se encuentra completamente estirada. Al jalarla un poco
en direccién perpendicular 'y después soltarla nos sugiere la siguiente pregunta. Para cada .
punto de la cuerda, ;qué comportamiento se tendrd en el futuro? ;Con que velocidad? f\

Notemos que al estudiar cada uno de estos ejemplos es necesario saber su comportamien- |
to en un determinado tiempo to. Este comportamiento conocido es llamado estado inicial *!
o condicién inicial del sistema. Esto, se hace con el fin de ver cémo algo conocido esta 1
cambiando cuando el tiempo transcurre. ,

En el ejemplo de los conejos, la condicién inicial serd la poblacién que se esta trabajando
al principio. Mientras que en el caso de la cuerda vibrante, la condicién inicial ser4 la posicién
de la cuerda, asi como su velocidad al momento de soltarla.

De aqui podemos notar algunas cosas. Que el comportamiento de ciertos fenémenos
es frecuentemente algo que podemos medir. Esto matemaéticamente es representado por
pardmetros o variables que cambirdn conforme el tiempo transcurre. Cuando se tenga un
comportamiento conocido en algin tiempo implicard que nuestras variables habran tomado
cierto valor en particular en ese tiempo. Reciprocamente, sabremos el comportamiento del
fenémeno en un determinado tiempo to, si sabemos cuél es el valor de nuestra variable en to.
Supongamos otra vez nuestra poblacién de conejos. Aqui es posible hacer la siguiente asig-
nacién: La variable C(t) que represente la cantidad de conejos en el tiempo ¢. Mientras que
en el problema de la cuerda, es posible asignar la, variable P(z,t) a la posicién que represente
la posicién de la cuerda en el punto z, al tiempo t.

Ahora bien, si tenemos un problema a estudiar y tenemos sus variables asociadas podemos
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notar algunos detalles importantes. En el ejemplo de la epidemia, E(t) que representa la
cantidad de enfermos al tiempo ¢ no puede tomar el valor —50 ni de 10.78. Ya que, estas
cantidades de personas en una poblacién carecen de sentido. Esto nos lleva a lo siguiente.

Definicién 1 Supongamos que se tiene un problema o estudiar, y asi mismo que se tienen
identificadas las variables a analizar conforme pasa el tiempo. El conjunto de todos los
valores que las variables pueden tomar, de tal manera que tengan sentido para el problema,
es conocido como espacio de estados del problema. Los elementos de este conjunto son
conocidos como estados del sistema.

Asi pues, podemos tomar como el espacio de estados en el ejemplo de la epidemia
A = NU {0}, ya que pueden estar enfermos 0,24,13, etc. En el caso de las especies si
X (t) = (z1(t), z2(t)) representa la cantidad de individuos al tiempo t, (z;(t) denota la can-
tidad de individuos de la especie i) entonces su espacio de estados serd B = {(a,b) € R? |
a,b € NU {0}}, etc.

Nota De ahora en adelante S denotars el espacio de estados correspondiente.

Hay al menos dos tipos de sistemas dindmicos importantes, los continuos y los discretos.

Los sistemas dindmicos continuos cominmente son representados por ecuaciones diferenciales’

y funcionan de la siguiente forma: al estudiar un determinado fenémeno en base a un estado
conocido en el problema, en un determinado tiempo, podemos predecir a dénde cambié este
para tiempos posteriores al conocido. Este tipo de sistemas dindmicos, también se plantea

con otro tipo de condiciones distintas a las iniciales; éstas son llamadas condiciones en la.
frontera. El problema de la cuerda vibrante es un ejemplo de un problema que se estudia-

con ecuaciones diferenciales y que utilizan tanto condiciones iniciales como de frontera.

Para nuestros fines, este tipo de sistemas dindmicos no serd utilizado, por lo que no se.

profundizard més en este camino.

Lo que realmente nos interesard para nuestro trabajo son los sistemas dindmicos discretos.

A continuacién daremos un ejemplo de un sistema dindmico bastante sencillo de analizar.
Supéngase que un banco da anualmente el .05% de intereses del cépital actual. Si ini-

cialmente se tiene una cantidad X, la cual serd nuestro estado inicial conocido o condicién
inicial, entonces después de un afio se tendrd una cantidad X;, que estard dada por:

X; =Xo+ .05X0 =1.05X,

Ahora bien ;qué pasa al segundo afio? Aplicando el mismo argumento tenemos una-

cantidad X3, la cual puede ser calculada por:

Xo = X1+ .05X; =1.05X;

Procediendo de la misma manera obtenemos lo siguiente

Xy =Xp 1+ .0§Xk_1 =1.05Xx1 (1.1)
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Es decir, si queremos saber cudl serd el cépital en el k-ésimo afio después del depésito ini-
cial, es posible hacerlo de la manera siguiente: Conociendo cuél fue el capital el afio anterior
al k y aplicando (1.1).

Observacién Esto nos dice que el estado X depende directamente de Xj_; y en base al
problema a estudiar, asi estard dada nuestra dependencia.

En este caso tenemos que la regla de dependencia se representara como

Xt = f(X¢-1)
Y en el modelo del banco f es igual a

f(y) = 1.05y
Observacién 1 La funcién f representa la ley de evolucién del sistema dindmico.
Observacién 2 La funcién f va del espacio de estados al espacio de estados. Es decir,
f toma comportamientos de cierto fenémeno y los manda a comportamientos del mismo
fenémeno, los cuales pueden o no, ser distintos.
Observacién 3 X; puede ser un vector (z},z?, ... , &), donde =} = fi(wl_;, 27 1,... 27 ).
Aquf cada ] nos representa el comportamiento de algin fenomeno del problema, el cual

puede estar influido por los demés fenémenos ocurridos ahi. Un ejemplo de esto es el de
interaccién de especies. '

1.2.1 Sistemas dindamicos discretos

Definicién 2 Un sistema dindmico discreto es una ecuacion de recurrencia de la forma
X1 = f(Xe) (1.2)

donde f es una aplicacién f: S — S donde S es el espacio de estados.

Observacién Al tomar t + 1 nos referimos a una unidad de tiempo después del tiempo ¢.
Bésicamente, tenemos que un sistema dindmico discreto consta de 3 elementos principales.
1. El lugar donde puede llevarse a cabo la evolucién (espacio de estados).

2. Una ley de evolucién.

3. Un estado inicial que se quiere estudiar.
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v

Ahora bien, si tenemos Xy un estado conocido X en el tiempo ¢t = 0!, y queremos ver su
comportamiento con el paso del tiempo; tenemos entonces de (1.2) que

= f(Xo)

v X; es el comportamiento, un periodo de tiempo después, del estado Xo. Para calcular
X5, es decir el comportamiento 2 unldades de tiempo despues del estado Xp, hay que aplicar
(1.2) para obtener

Xo = f(X1) = f(f(Xo)) = (f o £)(Xo)

donde (f o g)(2) = f(g(2)) es la composicién de funciones. Procediendo de la misma manera
tendremos que dentro de & unidades

Xp = f(Xp—1) = fo(f(Xp—2))=...=(fofor o f)(Xo)
k—veces

Es decir, para conocer el comportamiénto dentro de k periodos de tiempo hay que aplicar
primeramente f a Xo. Al resultado, se le aplica f, y se repite este proceso k veces.
Para simplificar nuestra notacién, tomaremos

fr=fofor--of
LA —

n—uveces

Observacxon 1 Noétese que f™ no es_f elevada a la n, sino que es el proceso de composmon

de funciones, realizado n veces.

En general, rios interesard saber cudl es el comportamiento de los estados a estudiar para
periodos de tiempo muy grandes. Asi que daremos algunas definiciones que nos permitan
organizar estas ideas.

Nota Algo muy importante que consideraremos a partir de este momento, es que traba-

jaremos con sistemas dinadmicos discretos en una dimensién. Es decir sélo se analizard el

comportamiento de un fenémeno que estard dado por una sola variable.

Definicién 3 Sea f: S — S, Xo € S. La orbita de Xy bajo f es el conjunto ordenado.
05(Xo) = {Xo, f(Xo0), fP(Xo),... }

o bien

04(Xo) = {f™(Xo)ln € (NU {0})}

con la convencidn f(o) (Xo) = Xo.

Observacién Notemos que la 6rbita de Xy bajo f puede ser vista como la sucesién

{£™)(Xo0) }nenuioy

I

R e—
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Figura 1.2: Visualizacién de la érbita de X bajo f.

La manera en que se estudia un fenémeno con el paso del tiempo, es precisamente cono-
ciendo su érbita asociada. De hecho, hay patrones en la érbita que serdn de gran interés en
el estudio de nuestro problema, por lo que los mencionaremos enseguida.

Definicién 4 Sea f: S — S, X € S. X es un punto fijo de f si
f(X) =

Observacién 1 Esta condicién implicitamente nos pide que X;y; = X; para todat € N

Observacién 2 En este caso la 6rbita de X es
Of {X X, X,. }

Asf pues si tenemos un estado fijo X, conforme pase el tiempo el comportamiento de un
cierto fenémeno dado por X siempre serd el mismo. En el ejemplo de el banco, tendremos
que el tnico punto fijo es X = 0, que se obtiene al resover f(X)= X. O bien X =1.05X.

Lo cual 51gn1ﬁca que si se tienen 0 pesos en el banco en algin momento, entonces asi se

quedard para todo tiempo futuro.

" Definicién 5 Sea f: S = S. Un punto X € S se dice periddico de periodo n si

fMX)=X
con n el minimo entero con esa propiedad.

Estos estados son de gran importancia, ya que si un fenémeno tiene un comportamiento
periédico, es muy predecible y por lo tanto se puede aprovechar en gran manera. En este
caso la drbita del punto periédico estard dada por.

X)={X, f(X), fPX),..., f"V(X), X,...}

" Ya clasificados estos puntos, nos enfrentamos a otro problema que consiste enlo siguiente:
Supongamos que se tiene una funcién £, la cual, tiene un punto fijo aislado z¢. Es decir, que
existe § > 0 tal que para todo z # zo € V5(xo), f(z) # z. La 6rbita de zg bajo f es

O¢(xo) = {z0, %0, ...}

. Qué pasar4 si perturbamos un poco nuestro estado zo? Es decir si queremos observar la
dindmica de z. # zo tal que z. € Vs(zo).;Se quedar4d muy cercana a zo? Para responder a
estas preguntas, se verd que hay distintos fenémenos dependiendo de la funcién f en el punto
Zg, asi como en una vecindad del mismo punto. Para esto veamos las siguientes proposiciones.

1Se toma t=0 a manera de referencia, es decir que es donde empezamos a medir.
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Proposicién 1 Sea f: A C R — A, con A intervalo y f € C*. Sea zo un punto fijo con
|F'(z0)| < 1. Entonces, existe un intervalo abierto U alrededor de zq tal que si z € U implica

lim f*(z) = zo
n-—+o0

Observacién zg se conoce como punto fijo atractor.

Definicién 6 E! conjunto de puntos z € A tales que limy, o f™(z) = z0, se conoce como
cuenca de atraccion de xg.

Proposicién 2 Sea f: A CR — A, con A intervalo y f € C*. Sea zo un punto fijo con
|f'(zo)] > 1. Entonces, existe un intervalo abierto U alrededor de xp, tal que si x € U,

T # xo implica que existe k > 0 tal que f*(z) ¢ U.

Observacion zg se conoce como punto fijo repulsor.

De estas dos proposiciones vemos que estados cercanos a los fijos no necesariamente van a
permanecer cercanos a ellos en el futuro. Por lo tanto podemos observar que la naturaleza
del punto es muy importante. Esto es debido a que hay sistemas en los que se dan pertur-
baciones a cada momento, y por lo tanto, si el punto es repulsor no sabremos con certeza el
comportamiento futuro de algunos estados.

Una generalizacién de los conceptos dados anteriormente se da en el caso de drbitas de
puntos periddicos, los cuales, se clasifican por las siguientes proposiciones.

Proposicién 3 Sea f: A CR — A, con A intervalo y f € C1. Sea p un punto periédico de
periodo n. Supongamos que |(f™) (p)| < 1. Entonces, existe § > 0 tal que para toda z € V5(p)

se cumple
R m _£m _
1im |f™(z) - (@) =0

Es decir la érbita de z converge a la drbita de p.

Observacién O (p) se conoce como 6rbita periédica estable.

Proposicién 4 Sea f: ACR — A, con A intervalo y f € C'. Sea p un punto periddico de
periodo n. Supongamos que |(f™)' (p)| > 1. Entonces, existe un intervalo abierto U alrededor
de p, tal que stz € U, z # p implica que eziste k > 0 tal que (f*)*(z) ¢ U.

Observacién Oy (p) se conoce como 6rbita periédica inestable o repulsora.

En este caso, si se tiene un comportamiento periédico, y tenemos alguna perturbacién, el

comportamiento de nuestro estado no tendr4 una dindmica que vuelva a estabilizarse en la

orbita periddica.

Ya analizados estos comportamientos base hablaremos de uno més, llamado Caos, que
presentan algunos sistemas.

ﬁ
|

i
!
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El concepto de Caos.

Para el estudio de esta dindmica, daremos algunas definiciones bésicas asi como condiciones
que nos permitan saber cuando un sistema dindmico es cadtico, es decir cuando un fenémeno
se comporta de manera cadtica.

Para esto, empecemos con un ejemplo que nos permita tener una visualizacién general del
concepto de caos.

Transladémonos unos cuantos afos atras en el tiempo. Pensemos que nos encontramos
en una época anterior a la nuestra; digamos en la era cuaternaria y que por alguna razén, el
ecosistema es alterado ligeramente(tal vez alguna pequefla forma de vida como una mosca,
o un hongo, es destruida). Uno podria pensar que no hubo problema alguno por la insig-
nificancia del suceso; pero no seria asi. Si la forma en que se desarrolla la vida en nuestro
planeta tuviese un comportamiento cadtico, muy posiblemente el mundo en nuestros dias no

tendria nada que ver con lo que estamos viviendo hoy.
Posiblemente los aviones no existirian como los conocemos o simplemente no existirian. Po-
siblemente los paises que son potencias, no serfan paises siquiera. En fin, las cosas podrian

ser totalmente diferentes.

Esto lo que nos dice es que cualquier decisién tomada o cualquier suceso por insignificante
que sea, puede tener grandes repercusiones en el futuro.

En mateméticas, el efecto de alterar levemente un sistema y tener repercusiones muy
notables es conocido como sensibilidad a condiciones iniciales.

Un sistema con esta caracteristica se dice caético y ésto en términos de la dindmica, nos
dice que si tomamos 2 estados arbitrariamente cercanos, entonces en el futuro pueden estar
tan alejados como se quiera. Asi que podriamos pensar que un sistema es cadtico, si no tiene
un comportamiento predecible. '

Ya que se tiene un panorama general de lo que trata esta seccién, procederemos a ver
matema4ticamente el significado de caos, asi como las condiciones necesarias y suficientes para
su existencia. También se mencionarén algunos criterios que nos permitan su identificacién

rapida.

Definicién 7 Sea J C R y f : J — J una funcidn continua. f se dice topolo’;qicamente'

transitivo si para cualquier par de conjuntos abiertos U, V C J, existe k > 0 tal que f*(U)N

V#0.

Esto nos dice que funciones con esta propiedad tienen puntos que bajo iteraciones se mueven
de vecindades arbitrariamente pequefias a cualquier otras, por pequeiias que éstas sean. Esto
nos implica que nuestro sistema consta de una sola pieza, es decir, no podemos estudiar
nuestro problema como 2 ¢ més subsistemas ajenos.

Observacién en el caso de que J sea compacto, transitividad topolégica implica la existencia
de una érbita densa, y viceversa. :
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Definicién 8 Sea J C R. Sea f : J = J una funcidn continua. Se dice que f tiene
sensibilidad a condiciones iniciales, si existe § > O tal que para cualquier x € J y cualquier
vecindad N de z, existeny € N yn > 0 tal que |f™(z) — f™(y)| > 4.

Lo que nos dice es que para cualquier punto que demos en el conjunto, digamos z, siempre
existird al menos un punto y tan cercano como queramos a z, tal que después de determinado
nimero de iteraciones estardn alejados en almenos 6. Esto para efectos préacticos nos dice que
cualquier error que se tenga por pequeflo que este sea, puede tener grandes consecuencias en
el futuro.

Definicién 9 Sea JVC Ry f:J— J unae funcién continua. f se dice que es cadtica en J st
1. f tiene sensibilidad a condiciones iniciales.
2. f es topoldgicamente transitiva.
3. Los puntos periddicos son densos en J.

En otras palabras, podemos decir que un sistema caético es un sistema que cuenta con las
siguientes caracteristicas: Es impredecible, ya que es sensible a condiciones iniciales y por
tanto cualquier error puede afectar el comportamiento en gran medida a la larga. No puede

estudiarse en subsistemas, es decir separar el problema en 2 o més subconjuntos ajenos para .
facilitar su estudio, debido a la transitividad topolégica. Y finalmente, cuenta con una com- -

ponente de regularidad, ya que tenemos puntos periédicos, densos en nuestro conjunto.

Mostrar las propiedades (1-3) es en general laborioso y muchas veces imposible, pero los

siguientes resultados dan criterios més manéjables para ver cuando un sistema presenta el
fenémeno de caos.

Teorema 1 Sea J C R y f: J — J una funcién continua. Sea a € J tal que a < f(a) <
f2(a) y f3(a) < a o biena> f(a) > f2(a) y f3(a) > a. Entonces existe H C J tal que f
tiene comportamiento cadtico en H. (Li-Yorke [1])

Corolario 1 Sea J C R y f : J = J una funcién continua. Sea a € J tal que a es de
periodo 3. Entonces existe H C J tal que f tiene comportamiento cadtico en H.

Otras maneras para mostrar caos son, conjugacién topolégica y estabilidad estructu-
ral.(Devaney [2]). ,

Todo lo visto en esta seccién nos ayuda a darnos un panorama, de cudles dindmicas

pueden presentarse en algln sistema. Cabe mencionar que en un sistema, es posible que
se presenten de forma simultdnea los comportamientos anteriormente presentados, pero esto
depende especificamente del problema a estudiar.

Por tanto, ya vista de forma general la teoria a utilizar, procederemos a modelar nuestro
problema.
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Capl'tulo 2

Modelacion matematica del
problema

2.1 Hipétesis del problema.

A continuacién mencionaremos algunas caracteristicas que la poblacién a estudiar tendrd y
que seran base para plantear nuestro modelo, las cuales tomaremos como hipétesis.

1. Si en algln determinado tiempo, la cantidad de individuos de la poblacién bajo estudio
llega a estar por debajo de un cierto nivel que suponemos predeterminado, entonces §

no podré recuperarse. Mas atin tenderd a la extincién. Este nivel serd llamado umbral ‘J
de extincién. Si el nimero de individuos estd por encima de este nivel, no se puede i
inicialmente asegurar qué pasara con la especie. J

i;

2. Existe un segundo nivel que representa el equilibrio de la poblacién en el medio. Es
decir, si el nimero de individuos es menor que él, pero mayor que €l umbral de extin-
cién, la poblacién aumenta. Pero en el caso de que este nivel sea superado, la poblacién
disminuye debido al exceso de poblacién presente en el ecosistema.

3. Consideramos el siguiente efecto en la poblacién. Debido a los efectos de natalidad y
sobrepoblacién presentes en la dindmica, suponemos que existe un nivel entre el umbral |
de extincién y el nivel de equilibrio, tal que: ‘

e Si la el nimero de individuos estd por encima del umbral de extincién, pero de-
bajo de este nivel, tenemos que entre mas grande sea la poblacién, mayor serd la
poblacién en la siguiente generacién.

e Si el nimero de individuos la poblacién se sobrepasa de este nivel, los efectos de
sobrepoblacién ya tendrian el peso suficiente para tener que, a mayor poblacién,
menos individuos sobreviven en la siguiente generacién.

13
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4. La existencia de un nivel, el cual nos represente la capacidad absoluta, o bien la méxima
capacidad que soporta el ecosistema con dicha poblacién.

5. La no existencia de generacién espontanea o inmigracidn, es decir si en algin determi-
nado tiempo nuestra poblacién consté de cero individuos, permanecera asi para todo
tiempo futuro.

Ya enunciadas las hipétesis que cumplird nuestra poblacidén, mencionamos una més que pe-
diremos por cuestiones de la modelacién que aqui se utilizard.

Se considerardn mediciones de la poblacién cada cierto intervalo fijo de tiempo (cada mes,
dia, hora, etc.) y tomadas uniformemente, es decir sin mezclar horas-dias, minutos-meses,etc.

2.2 Matematizacién de nuestras hipoétesis

Nuestro problema puede ser modelado por un sistema dindmico discreto.

}/t-i-l = f(Y;ﬁ) t= 07 1727

donde Y; denota la cantidad de individuos en el tiempo t. Esta cantidad puede ser medida
en biomasa (por ejemplo), es decir, la cantidad de masa corporal de todos los individuos en

conjunto.

Nuestro-objetivo ahora es encontrar caracteristicas de la funcién f, que aseguren que se -
cumplan las condiciones que se pidieron al principio. , ‘ s :

Con el fin de utilizar la teorfa de sistemas dindmicos discretos en espacios completos.
Supondremos que f cumple con las siguientes 2 condiciones

I A et W

o En primer lugar tenemos que aclarar cudl es el espacio de estados.
En principio, el espacio de estados S consiste en todo el conjunto de valores que puede
tomar Y;. Es claro que la cantidad de individuos debe ser mayor o igual a cero, pero i
como el sistema sélo soporta cierta cantidad de individuos, lamada Capacidad Absoluta
del Ecosistema (C), supondremos que '

S={yeRlyc[0,C]}
o simplemente
S =1[0,C]

Nota Recordemos que f va del espacio de estados en el espacio de estados.

o En segundo lugar pedimos continuidad de f en S.

_
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Ya vistas estas condiciones de f, regresemos con las hipétesis del problema.

Para modelar la hipétesis 5 notamos lo siguiente. Si la poblacién se extingue para algin
tiempo to , entonces Y;, = 0 y por tanto Y+, = 0 Yk € N. Lo que significa que para todo
tiempo futuro ya no hay individuos. Esto nos asegura que f(0) = 0; es decir 0 es un punto
fijo de f. : :

Ahora, pasahdo a la existencia del umbral de extincién dado por la hipétesis 1 se tiene lo
siguiente. 3M < C tal que si para algiin tiempo to € N, ¥;, < M entonces

nIEEO f (}Qo) =0;

es decir la poblacién se extingue si en algiin momento estd por debajo del umbral de extincién.

En base a este argumento tenemos que 0 es un punto fijo atractor. Para lograr que la
cuenca de atraccién de 0 sea (0, M), pediremos que :

0< fly) <y con y € (0,M) 'l(2.1)

y consecuentemente, no permitiremos la existencia de puntos fijos en (0, M).
Observacién La condicién (2.1) asegura que 0 sea atractor.

Proposicién' 5 M es un punto fijo repulsor.

Demostracién. Primero mostraremos que M es un punto fijo de f.

De la hipétesis 2!, sabemos que 36; € R* tal que siY € (M, M + ;) entonces f(Y) >Y.
De (2.1) tenemos que f(Y) <Y en (0, M). De estos resultados y del hecho que f es continua
en [0, C] se sigue que M es un punto fijo, es decir f(M) = M.

Para mostrar que M es repulsor, consideramos § = min{d;, M/2}. Sea BJ(M)': (M —
8, M +6) y Bs(M) su cerradura. del lema 12, tenemos que dado Y € Bs(M) existe n = n(Y)
tal que f™(Y) ¢ Bs(M) y por tanto f™(Y) ¢ Bs(M).

-De aqui se sigue que M es repulsor. m

Ya que hemos caracterizado mateméticamente al umbral de extincién M, pasaremos al
segundo nivel de interés. El nivel de equilibrio del medio, el cual denotaremos por E. De la
segunda hipdtesis se concluye que

e Sila poblacién se encuentra entre M y E entonces aumenta. Es decir f debe cumplir
con

Vy € (M, E) y < fy) (2.2)

e Ahorasi Y; € (E,C), entonces la especie sufriria efectos contraproducentes debidos al
exceso de poblacién, a tal grado que la poblacién se reduce. Entonces se necesita que

Yy e (E,C) . y>fy)

1Poblaciones entre el umbral de extincién y el nivel de equilibrio del medio aumentan
2Ver apéndice
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Una conclusién que se puede obtener de los puntos anteriores, asf como de la continuidad
de f, es la existencia de otro punto fijo, el cual es, E.

Observacién La naturaleza de E puede variar, lo cual generard distintos comportamientos,
tal y como se verd a lo largo de este trabajo.

Finalmente para modelar la hipétesis 3, observamos que existe. una constante entre M y
E, la cual denotamos como Xnrax?, tal que

e Siy € (m,Xpax) entonces f es estrictamente creciente.
e Siy € (Xnax,C) entonces f es estrictamente decreciente.

De los puntos vistos anteriormente vemos que las funciones permisibles deben cumplir
con las siguientes condiciones:

¢ f(0)=0,f(M)=M, f(E)=E.

e 0< fly)<yconye€ (0,M)U(E,C).

o y< fly)siy € (M,E).

o f es estrictamente creciente siy € (m, Xprax).

o f es estrictameﬁte decreciente si y € (X4 X,'C)‘

Enla figura (2.1)mostramos dos posibles ejemplos de gréficas de las funciones que cumplen
con las hipétesis que requerimos.

1(y) 1d £(y) Id
c c
]
:
1
E leeooo f_. 4o E |--c-ememmmfme-
4 !
1 ' '
1 ]
1 1 i
| :
Mo|mm- : . M |e--- :
| v ! X
1 : t I 1
: o ; I
0 M Xux E c ¥ 0 M E c’

Figura 2.1: Gréficas de funciones que cumplen las hipdtesis.

3E] motivo de este nombre se ve en la siguiente seccién

ey -

3

oy
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2.2.1 Escalamiento del problema

Con el fin de simplificar operaciones, lo que haremos serd reescalar las variables del problema.
Para el reescalamiento, definimos la variable X; de la siguiente manera

_ Y
B C . .. . -
En términos de la nueva variable las constantes estén dadas por

Xy

1. La Capacidad absoluta del ecosistema es 1.

2. El umbral de extincién es m = %

3. El nivel de equilibrio es e = g—

4. Xpmog = Zagax

En este caso, nuestra variable X; también indica la cantidad de individuos presentes en
el ecosistema. Pero en este caso la informacién estd dada como fraccién respecto al maximo
posible.

Observacién X; toma valores tinicamente en el intervalo [0, 1].

' Entonces, el nuevo espacio de estados estd dado por
S1={z € Rlz €[0,1]}
o bien
S1=10,1]

Nota 1 De ahora en adelante todo el andlisis y la interpretacién se manejaran con el modelo
escalado.

Nota 2 Por claridad?, utilizaremos la siguiente notacién. Se utilizard E en vez de e.

Observacién 1 Notemos que todas las hipétesis se cumplen exactamente igual con nuestro
problema escalado que con el inicial.

2.3 Aspectos generales del problema

En esta seccién trataremos puntos como la redefinicién de funciones, as{ mismo veremos los -

comportamientos base de la dindmica de X, los cuales serdn de gran utilidad en los modelos
que aqui se presentaran.

Para ver los posibles comportamientos, definiremos algunas constantes béasicas para nues-
tro estudio.

4Posible confusién con el nimero e, de exponencial.
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0 n Xem E ;" 0 Krmax X x

Figura 2.2: Gréficas de funciones a trabajar.

® Yo = Valor méximo que toma la funcién en [0,1].
o X* €[0,1], tal que X* #m y f(X*) =m.

Observacién 1 Recordando la condicién de que, entre mayor fuese la poblacién en la regién
[Xmaz, 1], mayor era la penalizacién obtenida, obtenemos que si X* existe entonces es dnico.
5

Observacién 2 Algo muy importante, es el hecho que Yz = f(Xmaz). Es decir, es en i;ﬂ“
‘ Xmaz donde la poblacién combina los efectos de natalidad y sobrepoblacién, para-lograr su i
| mayor esparcimiento en el ecosistema. ’W

Al tratar de modelar nuestro problema, puede ocurrir que sea Util considerar funciones
que cumplan con J

e La existencia de los puntos fijos 0, m, E.

e Ser crecientes en [0, Xmaz] v decrecientes en [Xmeq, 1].

Sin embargo se puede presentar el problema que f(Xmaz) > 1%, lo que contradiria el
hecho de que f va del espacio de estados en el espacio de estados, y por ende no serviria para
modelar nuestro problema. Para evitar una posible ambigiliedad, simplemente redefinimos
nuestra funcién de la siguiente forma.

Fo)=1 si  flzo)>1 ‘

Observacién Vemos que en este caso, la funcién no es estrictamente creciente o decreciente
como lo visto en las hipétesis. Para efectos practicos y para darle sentido al problema, con-
sideraremos esta variante valida.

512 unicidad se da por hipétesis generales de nuestro modelo. La existencia depende del modelo en si, ya

que X* no tiene por que existir.
8Por continuidad de f existe Vs (Xmaz) para algin ¢ > 0, tal que ¢ € V5(Xmaz) tiene la misma propiedad.

_
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Nota En este caso tomaremos Xmaz como el valor obtenido antes de haber redefinido la
funcidn.

Tanto Yy,qz como X* son de gran importancia; ya que en base a la comparacién entre
ellas v a la estabilidad del punto fijo F, se obtienen distintos comportamientos. Hay dos casos
principales, dados por la relacién entre Y. ¥y X*, y uno tercero dado por la no existencia

de X*. Este dltimo no lo consideraremos en este trabajo al no ser nuestro objetivo principal.

Situaciones debidas al comparar Y, .. ¥ X~

1. Supongamos Yier > X*.

Como f es continua y por ser Ymae = mazpg,11f(z), existe Vs(Xmaz) tal que Vz €
Vs(Xmaz), flz) > X*.

Ahora, sea X € Vs = f(Xo) > X* y como f es decreciente en (Xmqz, 1] se tiene que
f?(Xo) < m y por lo tanto

lim f*(Xo) =0

n=—co

Y esto quiere decir que, si en algin tiempo la poblacién alcanza niveles suficientemente
altos, se llega a extinguir (Véase fig. 2.3).

Figura 2.3: Efecto de tener Yy, > X™.

2. La otra situacién se presenta cuando Ype: < X*. De Y < X* y de la existencia
de las regiones donde f es estrictamente creciente o decreciente se tiene que Vz €
(m, X*) m < f(z) < X". De esto se sigue que f*(z) € (m,X*) Vn € N.

Esto significa que nuestra dindmica se reducird al intervalo [m,X*] y por tanto la
poblacién jamés se extinguira.

Asi que hemos dividido en 2 grandes categorias nuestros modelos: Aquellos en los cuales
la especie tiende a extinguirse debido al exceso de individuos en el ecosistema, y otros que
no permiten que la poblacién sature al ecosistema de tal manera que se tenga extincién por
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exceso de poblacién.

Ahora bien, tenemos que cada uno de ellos puede presentar el fenémeno de que E sea
estable o inestable, obteniendo asi cuatro casos a estudiar. A continuacién veremos estos
posibles casos con méas detenimiento para ver qué dindmica presentan, asi como una posible
interpretacién bioldgica.

MODELO
SIN

MODELO
CON
EXTINCION

EXTINCION

E
INESTABLE

E
INESTABLE

E
ESTABLE

E
ESTABLE

. Figura 2.4: Posibles casos de la dindmica del sistema al comparar ¥y, con X™.

e CASO I : Modelo con extincién y E repulsor o inestable. |
La dindmica que obtenemos en este caso estd dada de la siguiente forma
— Existe un conjunto A € [m, 1], tal que la érbita de cualquier z € A tiende a la
extincion.

— En el complemento de A 7, donde la dindmica puede ser muy diversa, podemos
tener Orbitas periédicas, donde algunas de ellas pueden ser estables.

Observacién 1 En el caso de que las érbitas periédicas sean repulsoras, tendremos
que la poblacién tenderd practicamente a la extincién. J

Observacién 2 Un punto muy importante a aclarar consiste en lo siguiente: Ma- ‘
teméticamente podemos mostrar que existe A C [0,1] tal que toda poblacién en ese {
conjunto tiende a la extincién. En la realidad obtenemos que el fenémeno de extincién |
es algo relativo, ya que al presentarse matemdticamete no se asegura el tiempo en el
| que se hace presente. Es decir este proceso puede llevarnos dos o tres generaciones |
hasta algunas de orden mucho mayor. Es decir, que el fendmeno de extincién ocurra |
en periodos de tiempo muy grandes, puede implicarnos para efectos précticos que no |
sea observable.

e CASO II : Modelo con extincidén y E atractor.

En este caso se tiene que la dindmica del ntimero de individuos de la poblacién, tiene
los siguientes comportamientos simultaneos |

1. Un conjunto 4 C [m, 1], tal que cualquier érbita de z € A tiende a la extincién.

7Que es no vacio, ya que al menos m y X estdn.
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2. Un conjunto B C [m, 1], tal que cualquier érbita de z € B converge al nivel de
equilibrio E.

Esto implica que puede pasar lo siguiente. Si una especie cuyo ndmero de individuos

" se encuentra estabilizada cerca del nivel E y llega a sufrir una alteracién en su pobla-
cién, podria nunca més estabilizarse en el nivel E. Mas atin, su desarrollo podria verse
alterado al grado de poder extinguirse.

Ejemplo La funcién cuya grifica est4 dada por (2.5). Aquf se puede ver que la 6rbita
de z, se estabiliza cerca de E, mientras que la érbita de z; tiende a 0.

Cabe mencionar que se puede tener el siguiente subcaso. En el complemento de (4 U
B) N [m,1] que es no vacio &, podemos tener existencia de érbitas periédicas, donde
algunas de ellas pueden ser estables.

Observacién La existencia de érbitas periédicas, juegan un papel importante sola-
mente cuando son atractoras, ya que en la naturaleza los comportamientos visiblemente
periédicos no necesariamente lo son desde el punto de vista matemdtico. Lo que en
general estaremos observando serd una érbita periédica estable. Esto significa que una
6rbita periédica estable nos permite hacer observable los comportamientos peridédicos.

£(x) 1d

Figura 2.5: Extincién y F atractor. .

Un comentario adicional es el hecho de que una especie regida por este modelo puede
tener problemas si se expone a cambios repentinos y bruscos por parte del medio o de
otra especie.

e CASO III : Modelo sin extincién y E atractor.
Este caso puede presentar dindmicas como las siguientes.

Que E sea un atractor global para (m,1]. Este es el caso mds sencillo en cuanto a
dindmica se refiere. Si una poblacién cumple con este caso en especial, nos indicard

8Al menos m y X* estén.
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que la poblacién tenderd a estabilizarse en el nivel E, sin presentarse el fenémeno de
extincién. De hecho, aunque la poblacién sufra alteraciones bruscas(provocadas de for-
ma repentina), podra recuperarse y volverse a estabilizar cerca del nivel de equilibrio E.

: / Nota Algo que podemos mencionar en este momento, es que aunque se converja al
! nivel E, la convergencia puede variar en cuanto a rapidez se refiere.

"En caso de no ser K un atractor global, existe un conjunto B(de los puntos que no
convergen a E) tal que la dindmica en él puede tener distintos comportamientos y ser
muy complicada.

Por ejemplo, podemos tener érbitas periédicas, de las cuales algunas sean estables y
por tanto, algunas de las-6rbitas de z € B pueden converger a E, otras converger a
una drbita periddica o tener otro comportamiento.

e CASO IV : Modelo sin extincién y E repulsor o inestable.

En este caso, lo que se tiene son distintas dindmicas para la poblacién, de las cuales
damos algunas de las mas importantes.

1. Presencia de 6rbitas periédicas. En este caso, si alguna de las érbitas es estable, i
tendriamos un comportamiento “predecible” para ciertos rangos de la poblacién. ) ¥

2. Comportamiento cadtico.

|
De estos 2 casos nos interesard mds el comportamiento caético de la cantidad de indi- ;L'.t
viduos en el ecosistema, ya que tendra repercusiones de mas relevancia para nuestros
propdsitos. i
Una poblacién con esta dindmica (cadtica), tiene un presencia impredecible en el eco- 5‘4\
sistema y por tanto no se estabilizars en ningiin estado en particular, para tiempos muy
grandes. Esto nos dice que si el niimero de individuos de cierta especie (1) se rije de . i
forma caética, entonces cualquier otra especie (2) predadora de (1), no puede atenerse |
a ella para subsistir.

En el caso de las érbitas periddicas estables, si la érbita estable es de periodo 2 6 3,
entonces tenemos un comportamiento completamente predecible. En caso de que la
érbita estable sea de un periodo mucho mayor, tendriamos que aunque es un patrén co-
nocido, ya no podriamos decir que es predecible en el ecosistema. Para efectos précticos
podriamos pensar que su dindmica es cadtica.

“ .
Observacién Hay algo que debemos notar en los 3 primeros casos. Esto es, la posible apa-
ricién de érbitas periddicas inestables. En caso de existir, son fenémenos que en la naturaleza
no son observables y por tanto no los consideraremos en este trabajo.

1]

Ya vistos estos comportamientos debidos a relaciones entre Yo, v X*, pasemos al tercer
caso '
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:{Qué pasa cuando no existe X*?

1 : Para apreciar mejor este comportamiento, veamos la figura (2.6). Vemos que f(1) > my
‘ por lo tanto X™* no existe. Esto significa que por més grande que sea la poblacién, no se
: tendrd una pérdida suficientemente considerable de individuos, a tal grado, que la poblacién
quede debajo del umbral de extincién. En este caso no podemos hablar de extincién de una
especie por sobrepoblacién. Por tanto, no profundizaremos ma&s en este tema, ya que no es
el objetivo de este trabajo.

f(x) Id

[T TS Ep U R

Figura 2.6: Aqui no es posible hablar de extincién por sobrepoblacién.

Después de ver los comportamientos principales, procederemos a estudiar 3'familias de
modelos que consisten en

1. Modelo con Rectas. r)
2. Modelo Cuadrético.

~ .
3. Modelo Cibico. i

los cuales son estudiados por simplicidad y ficil manipulacién algebraica. En base a ellos
veremos qué comportamientos vistos en los parrafos anteriores pueden ser representados por
ellos. Analizaremos los pardmetros que nos dan estos comportamientos y finalmente proce-
deremos a dar una posible interpretacién.

2.4 Modelo con Rectas ' o |

El modelo que a continuacién se presentard consta de la unién de segmentos de recta dados

por:
0 stz € [0, a—lL]
f@ =% az—(a—1)m si z€ [(a l)m, (o= :3_?4_&'] (2.3)
b—bz si oz € [%7 1]
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f(x) £(x) A
I /e b , N /1
1 X Xm:\x 1 X

Figura 2.7: Elementos de la familia de funciones.

dondea>1 &> ;&

Notemos que los pardmetros a y b estdn restingidos a tomar ciertos valores. Esto es
porque pedimos que se cumplan las condiciones vistas en la seccién anterior. Es decir, que
nos represente la dindmica requerida.

Asi, por ejemplo, las condiciones que nos dan la existencia de m son las siguientes.

e a>1, ya que si a < 1, entonces la pendiente de la recta es menor que'l. Esto implica
~que z > f(z) si £ > m, contradiciendo (2.2). Si @ = 1, entonces todos los puntos son
fijos, 1o cual no nos interesa. :

e La otra condicién necesaria para la existencia de m, es b —bm > m. O bien b > %
(Fig. 2.8).

Observacién 1 El punto fijo E existe ya que se cumple con lo visto en la construccién
general del modelo.

0 d (%) Id

bebmp mmmeeemene \

o |mmmemmmen [ TR DYy

\
, :
bbmp e -/\
|
]
;
I
i
' .

x ! n X

m

Figura 2.8: Claramente b — bm > m. es fundamental pera la existencia de m.
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Observacién 2 Notemos que m tiene naturaleza repulsora del hecho que a es mayor que 1.

Como ya vimos, estas condiciones son necesarias y suficientes para nuestros propdsitos.
Por lo tanto las condiciones requeridas para que la funcién represente la dindmica a estudiar
‘ son:
i / (o)

me(0,1) be <%oo> e (1,00) (2.4)

2.4.1 Andlisis del modelo.

Ya que hemos obtenido la regién que nos representa al problema, procederemos a ver cudles
de los comportamientos presentados en la seccién anterior, se cumplen. Asf mismo daremos
regiones sobre los pardmetros involucrados, de tal forma que hagan posibles dichos compor-
tamientos.

Observacién Notemos que la funcién consta de 3 pardmetros: a, b y m. Para encon-
trar las regiones de interés, procederemos de la siguiente manera. Fijamos la variable m. En

base a ella encontramos la regién correspondiente de b. Y finalmente hacemos lo propio con a.

Para empezar con el anlisis, se dan de forma explicita los valores de las constantes

Yinas, X"y E. _ _
__blm—a(m—1)) . b -m . “
Ymam - b+a X" = b . "l
mientras que
b
F=113

Veamos ahora, la estabilidad de E. fi
x,

¢ Para que E sea atractor pedimos que b € (0,1), es decir, la recta y = b — bx debe tener
pendiente menor que 1 en valor absoluto.
Observacién De la regién de definicién del modelo (2.4) concluimos que b € (:2-,1)
es la regién donde E es atractor. '
Nota De la figura (2.9) se ve que la regién que nos permite que 12 sea no vacio es
tomando m € (0, .5). ‘
Por lo tanto la regién para que E sea atractor es

m € (0, .5) be (1—%,00> a € (1,00)
e Para que F sea repulsor entonces se pide que b > 1.

Ahora, si pedimos que Ypqe > X™ obtenemos que la condicién que hace que se cumpla es

a(b—1)>b (2.5)
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4
dem

5 1 m

Figura 2.9: 12— es menor que 1 si m € (0,.5).

mientras que Y., < X~ se cumple con la condicién

alb—1) < b. (2.6)

Con las condiciones de estabilidad de E y del fenémeno de extincién, analizaremos los 4 casos
descritos en un principio.

CASO I : Modelo con extincién y E repulsor o inestable.

Sea m € (0,1) dado. Como queremos que E sea inestable entonces pedimos que b > 1.
Mientras que al pedir el fenémeno de extincién, necesitamos que Yinaz > X*. De (2.5) y del
hecho que b sea mayor que 1 obtenemos que las condiciones que se necesitan son:

m € (0,1) be(l,c0) - ae(%,oo>

L L L s L L L " )
0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 0.8 09 1
s1

Figura 2.10: Extincién'y E inestable.

CASO II : Modelo que represente extincién y F atractor.
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Sea m € (0,.5) dado. Para que E sea atractor tenemos que b € (7%;,1). Para tener

extincién, pedimos que Yiar > X* v por tanto de (2.5) tenemos que

, m b
me (0, 5) | be <1—_T‘n‘,1> ‘ a € <1,m)

Ahora, como b € (0,1), obtenemos que Bf—l < 0. y por lo tanto (1, %) es vacio.

Por lo tanto concluimos que este caso no puede representarse con elementos de esta fa-
milia de modelos.

Ya que hemos cubierto el caso de Y. > X™ ahora procederemos a estudiar la otra
desigualdad.

CASO III : Modelo que represente no extincién y E atractor.
Para esto pedimos que Ymer < X™ y que b € (12-,1).
De (2.6), obtenemos la condicién

b
@25

como b < 1, 2= < 0. Por tanto, tenemos que dado m € (0,.5) se pide que

» b—1
m
b —,1 ' ~ 1
e (+21) v a>

Y por tanto, los niveles de la poblacién se van a mantener muy cercanos al nivel E (Figura
2.11).

L . n " : n L : s
[} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 | 0.7 0.8 0.8 1
81

Figura 2.11: Sin exfcincién y E atractér.
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CASO IV : Modelo sin extincién y E repulsor.
Primeramente, para que no haya extincién hay que pedir que Yo, < X*. Mientras que

para que sea repulsor se pide que b € (1, c0).
Para que se presenten los comportamientos de E repulsor y extincién por sobrepoblacién,

se obtuvieron las siguientes condiciones sobre los pardmetros
b
mE(O,l), be (1,00) y [ S <1,5_—1>

Gréficamente tenemos una dindmica como la de la figura (2.12)

L ' " 1 s n 2 L s .
0 0.1 02 0.3 0.4 o5 0.6 07 0.8 0.8 1
St

Figura 2.12: Sin extincién y E inestable.

2.4.2 Estudio de la dindmica (E inestable)

Analizados los casos anteriores, veremos cudl es la dindmica que va a seguir un estado que
se gobierne mediante un modelo del caso IV. Asi mismo veremos cuél es su relacién con la

dindmica del caso 1.

Lo que se mostrard enseguida es que dicha dindmica, (Caso IV) es caética, es decir, que la
poblacién tiene un .comportamiento impredecible. La manera en que mostraremos la existen-
cia de tal comportamiento, se basa en el teorema de caos debido a Li-Yorke [1] enunciado en
el capitulo 1; esto es, mostraremos la existencia de puntos periédicos de periodo 3, ya que nos
implicardn comportamientos cadticos. Para mostrar la existencia de los puntos periddicos de
periodo 3, daremos estos puntos de forma explicita y buscaremos condiciones para que estén
bien definidos.

Definicién 10 Sea f un elemento de la familia definida por (2.8). Al conjunto de valores de
z tales que x € [m, Xmaz] se le llamard Ry. Mientras que al de x tales que « € [Xmez, X*]

se le llamard Ry. Véase figura (2.13).
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£(x) £(x) N

FR——R:. |

Figura 2.13: Ry v R»

Observacién Notemos que tener el caso Yier < X* nos implica lo siguiente: Si Xy €
[m, X*], entonces f™(Xo) ¢ [0,m)U(X*, 1] para ningin n € N ya que contradice el hecho de
la no extincién. Entonces f™(X,) € [m,X*] Vn € N. Esto nos quiere decir que la dindmica
se reduce a la regién R; U Ry solamente.

De aqui, vemos que se tienen las siguientes posibilidades para un punto de periodo 3.

PER, fp)eR, fApeR, v [fp)=p (2.7)
4 bien ‘
q € Ry, f(g) € Rz, f* (@) €Rey v Pl =g (2.8)
Especificamente, las condiciones (2.7) y (2.8) nos implican que p tiene que cumplir
m<p<Xmaz,  [(0) < Xmazs ¥ . Xmae < f2p) <X (2.9)

Mientras que g debe cumplir con
m < ¢ < Xmaz, Xmaz < f(Q) <X Yy Xomaz < fz(Q) <X* (2~10)

Al resolver f3(X) = X, en base a (2.7) y (2.8) vemos que se tienen 2 6rbitas ajenas de
puntos de periodo 3, que son generadas por cada uno de los puntos
bla?m —m +1) _b(b(1—m+am)-1)
a?b+1 7= ab? -1
De (2.9) y de (2.10) obtenemos condiciones sobre los pardmetros a y b, que nos aseguran
que las érbitas periédicas estdn bien definidas. Estas condiciones son :

be(l,2) ac (-b—i—l—,op)

m € (0,1) b>1{
' be(2?oo) a € (1,00)

Nota 1 En el caso de que Yie, < 1 esto se sigue del trabajo de Méndez Lango [3].
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‘ Nota 2 Del mismo articulo [3], vemos que si los pardmetros se encuentran en b € (1,2),
a€ (1, b—_%] se tiene comportamiento caético.

Asi, llegamos a que las condiciones para obtener un comportamiento caético son
m'€ (0,1), b>1 vy a>1 (2.11)
Esto nos dice que en cuanto tengamos que F sea inestable, el comportamiento serd cadtico.

Observacién Notemos que se tiene comportamiento cadtico, independientemente de si se
tiene extincién o no.

De esto, podemos concluir que existe una estrecha relacién entre los casos I y IV. Vemos
que la existencia de puntos periédicos de periodo 3 se da con valores de a € (k,c0). Al
tomar a lo suficientemente grande lo que obtenemos es ¥,,,, > X* y existencia de periodo 3.
Es decir tenemos extincién y al mismo tiempo un comportamiento cadtico en el niimero de
individuos del ecosistema. Esto lo podemos interpretar de la siguiente manera. Si el nimero
de individuos de alguna poblacién se comporta de forma cadtica y Yimaz < X*, entonces la
poblacién es impredecible. Este factor de impredicibilidad la beneficia en el sentido de que
para especies depredadoras les es practicamente imposible depender de ella. El problema se ¥
presenta cuando aumentamos la tasa de natalidad (por ejemplo) y logramos que Yinae > X*.
Esto implica que la condicién de impredicibilidad puede hacer que la especie se extinga.

En esta familia de modelos, obtenemos la existencia de un conjunto que es de Cantor ([2]).
En el caso Y > X*, matemadticamente se puede mostrar que todo tiende a la extincién
exceptuando un conjunto de Cantor®, lugar donde tenemos existencia de puntos periédicos.

El problema de estos puntos periédicos radica principalmente en la estructura del conjunto
de Cantor, al ser este dltimo totalmente disconexo. Este problema se refleja en la naturaleza
de la signiente forma: cualquier poblacién regida por el caso 1 tiende irremediablemente a la
extincién. El problema con las érbitas periédicas es que aunque matemdticamente existen,
tienen probabilidad 0 de ocurrir.

Supongamos ahora que hay una especie 1 que se rige con este modelo (El caso IV) y

que estd interactuando con otra (especie 2). Supongamos también que la especie 1 puede

manipular su pardmetro a, mientras que la especie 2 puede modificar b. ;Se puede mandar

a la especie 1 a la extincién via caos?; Puede la especie 1 impedirlo?. |
Para poder responder a estas preguntas, consideremos los siguientes conjuntos |

4 = {<m,b,a) €R|me(0,1),b>1ac (l’bf1>}

Ag::{(m,b,a)€R3|m6(0,1),b>1,a€(%,oo)} i

9Véase pag. 33-38 de Devaney ([2]).
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Nota Sea f un elemento de la familia de funciones definida por (2.3). f se identifica biyec-
tivamente con la terna (m, b, a).

De acuerdo a esta identificacién, los conjuntos arriba definidos tienen sentido. En este
caso

e A; eslaregién donde se asegura el comportamiento cadtico pero sin extincién. Es decir
cualquier funcién tal que (m,b,a) € A;, cumple con tener un comportamiento cadtico,
y, no presenta el fenémeno de extincién.

o A, es la regién donde tenemos extincién y comportamiento cadtico.

Ya que hemos definido estos conjuntos procederemos a mostrar las siguientes proposicio-
nes.

Proposicién 6 Dado un sistema que cumple (m,b,a) € A;. Entonces existe § € R tal que
(m,b+6,a) € A,.

Demostracién. Sean mg, by, agp € R tales que (mq,bo,a0) € A;. Entonces a € (1, b—:—&)
Ahora ‘

42y <o i’
db\b—-1) " (b—1)? 3

por lo tanto % es estrictamente decreciente. Ahora, como limp—, o ﬁ =1y b_Ll es conti-
nua en (1, 00), sabemos que existe b* € (1, c0) tal que

bo ‘ b | b
1,—2 1,— —
ao€<,b0_1) aogé(,b*_l) y por tanto a0€<b*_l,oo>

De aqui se sigue el resultado, con § igual a b* — by m

Proposicién 7 Dado un sistema que cumple (m,b,a) € As. Entonces existe § € R tal que
(m,b,a——é) €A1

Demostracién. Notemos primero lo siguiente: X* = X*(m,b) ¥ Yinezr = Yimaz(m, b,a). Asi

si fijamos m y b y movemos @, Ymaes cambiard mientras que X™ no.
Sean my, bg, ap € R tales que (mo, b, ap) € A;. Entonces

bo ' §
b 1 —_— Hy
0 > ap € (b0_1,00> !

De aqui sabemos que existe a* < ag tal que

* bO
1
ae(,bo_1>

dependiendo del valor de b. Tomando § € (ag — %1_17 ap — 1), se sigue el resultado. ®
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Fiéura 2.14: Comportamientos de la dindmica, variando el pardmetro b.

Estas dos proposiciones pueden interpretarse como sigue: Si tenemos cierta especie (es-
pecie 1), cuya dindmica puede ser modelada por una funcién (m,b,a) € Aj, entonces la
proposicién (6) muestra que bajo perturbaciones, que podrian ser ocasionadas por ejemplo
por la presencia de otra especie, su dindmica puede cambiar a la regién 2, donde se presenta el
fenémeno de extincién. Pero reciprocamente, si la dindmica ya est4 en A, la proposicién (7)
muestra que bajo perturbaciones(que podrian por ejemplo ser ajustes en el comportamiento
de la especie 1), se puede revertir el proceso y regresar a Aj.

Para concluir con el anilisis de las dindmicas del modelo con rectas, veamos la figura
(2.14). Esta figura, nos dice hacia dénde tienden las érbitas, de una condicién inicial dada,
dado un valor de b fijo.

Analiticamente se mostré que la dindmica es caética al tomar valores de b mayores que
1. En la gréafica podemos observar lo siguiente '

e Si b> 2, tenemos que se presenta el fenémeno de extincién.
e Sib <1, tenemos que E es atractor.

e Sil<b< 2, tenemos comportamiento cadtico sin extincién.

Observacién Notemos que en el caso que b € (1,1.2) tenemos caos. El problema es
que la regién donde la poblacién lleva a cabo su dindmica es muy restringida. Podemos
pensar que en la practica se tiene un comportamiento periédico de periodo 2.
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2.4.3 ;Qué significado tienen a y b?

Para poder dar una interpretacién de lo que los pardmetros significan, notemos primero que
a > 1. Si la cantidad de individuos de la poblacién es mayor que m y menor de E, entonces
la poblacién aumenta al menos en la siguiente generacién. Es por esto que podemos pensar
que a es la tasa de natalidad de la especie.
Ahora notemos que en la regién R; la dindmica se rige por la recta
y=az—{a—1)m

Entonces el valor £ = (a — 1)m, es una constante que no depende de la cantidad de indivi-
duos presentes en un determinado tiempo, pero sf de la tasa de crecimiento. Esta constante
obviamente representa pérdida de elementos en la poblacién y si la cantida de individuos es
menor m, no importa cudl sea la tasa de natalidad, k pesard lo suficiente como para que se
extinga la especie. '

Observacién Esto nos dice que el aumentar la tasa de natalidad, aunque puede ser benéfico
a nivel individual, puede ser detrimental para la especie, como comentdbamos en la intro-
duccién. '

Para ver una posible interpretacién del pardmetro b, notemos los siguiente.

b 1 dE 1 0
1 y por lo tanto @b ——-—————(b 17 >
Esto implica que conforme aumentemos el pardmetro b, el valor de E aumenta. Esto se
puede interpretarse al decir que conforme aumentemos b, la poblacién alcanza niveles mas
altos antes de ser penalizada, y por tanto puede llegar a tener m4s presencia en el ecosistema.
Notemos ahora lo siguiente. Sean (m, by, a) y (m, b2, a) ternas que nos definen 2 funciones de
la familia (2.12) tales que by > by. De estas 2 funciones definimos el conjunto A como (Véase

fig. 2.15)

FE =

£y (%)

%)

=

Figura 2.15: Valores de b mayores, dan menor penalizacién.
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donde X estd dado por
Xy = max {-Xmaz (b1)7 Xmaz (bZ)}

Si tomamos zo en A, vemos que si el pardmetro b es menor, la poblacién se penaliza
7 aln mas (Figura 2.15).

Observacién Visto desde esta perspectiva, b representa una tasa de penalizacién por exce-
so de'poblacién, donde por tasa entendemos a la fraccidén de individuos presentes en cierto
tiempo respecto a la generacién anterior. ;

De estos hechos anteriores, uno podria pensar que aumentar el pardmetro b, es bueno
para la presencia de la especie en el ecosistema. Pero no es cierto del todo como lo veremos

enseguida.

En la regién [Xmqz, 1] la poblacién se rige por y = b — bz, donde la pendiente de esta
recta es precisamente —b. Al tomar valores en b cada vez mayores, lo que obtenemos es que
la inclinacién de la recta es cada vez maés pronunciada, logrando asi que la caida sea més
significativa (figura 2.16). Entonces, aunque la cantidad de individuos de la poblacién puede
alcanzar niveles mayores antes de ser penalizada, cuando el nivel E es superado, el efecto de iy
reduccién de individuos es mucho mayor. Este efecto serd llamado intensidad de penalizacién ‘
por exceso de poblacién.

£x)

£x)

Figura 2.16: Otro efecto de b

Observacion De esto, vemos que b puede controlar el efecto de la intensidad de penalizacién |
por exceso de poblacién. ‘

Por lo tanto podemos interpretar b de 2 formas distintas, de acuerdo a la perspectiva con
la que se vea. Puede ser visto como una “tasa de penalizacién por exceso de poblacién”, asi
como una “medida de intensidad de penalizacién por sobrepasar el nivel de equilibrio” de la

especie.

10Regién donde el exceso de poblacién no permite niveles mayores en ambos modelos.
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Observacién Notemos que el efecto de “tasa de penalizacién por exceso de poblacién”
un efecto puntual. Es decir se define a partir de un punto zo y su comportamiento una
generacién después. Mientras que el efecto “medida de intensidad de penalizacién por so-
brepoblacién” depende principalmente del nivel de equilibrio E y su efecto es observable dos
generaciones después.

Otro detalle que podemos observar es que ’9}:,;"“ > 0. Més atn, si a estd dada con ante-
rioridad, sabemos que existe una tnica bg tal que ¥yaz = X*. De lo que se concluye que si
tenemos a fijo, podemos aumentar b de manera suficiente tal que tengamos extincién. Lo que
sucede, es que la pendiente disminuyé a tal grado que poblaciones muy altas son mandadas
a niveles bajisimos, de tal manera que la poblacién ya no se puede recuperar. Por estas
razones, valores grandes de b no son convenientes para la especie.

" De este andlisis podemos concluir lo siguiente.
El aumentar la tasa de natalidad a una especie, puede ser visto como benéfico a nivel
individuo. Pero si vemos este fenémeno a nivel poblacional, se observa que puede tener
repercusiones fatales para la especie.

2.5 Modelo cuadritico

En esta seccidn estudiaremos el mismo fenémeno utilizando otra familia de funciones. Estas

‘son las cuadréticas; en particular trabajaremos con parébolas. Para esto, proponemos-una
familia de funciones conformadas por la unién de una paribola, con un segmento de recta,:

dada por
m(l—z)(z—a) .
] Tmim-o ¢ €1 2.12
p(@) { 0 st z €(0,q] ( )‘
con
m € (0,1) y  a€(m?m) (2.13)

regién de los pardmetros donde tiene sentido la funcién para el problema. Un ejemplo de
estas funciones estd dada en la figura (2.17).

Aligual que en el modelo anterior, mencionaremos qué factores son los que influyen para
considerar la regién (2.13).

1. Primero, como m es un punto fijo y a es el punto de interseccién de la parébola con el
eje z, se necesita que a sea menor que m.

2. Como E estd dado por
m

necesitamos asegurarnos que estan bien definidos, esto es que no se intercambien los
papeles entre m y . Para esto, pedimos que m < . Esto nos implica que a > m2.

E=2 (2.14)
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e e A e e e m e

a 1

Figura 2.17: Ejemplo de la familia.

3. Por tltimo pedimos que m sea repulsor. Para que esto suceda, pedimos que [p’(m)]| sea
mayor que 1. Esta condicién nos implica a > m?, la cual se cumple del punto 2. Esto
nos dice que al existir el punto fijo m, automdticamente tendrd naturaleza repulsora.

Por lo tanto (2.13) es el dominio que necesitamos para representar nuestro modelo. Una
pregunta que surge al tener funciones que representan el modelo es: ;Se podria haber mode-
lado nuestro problema, utilizando.solamente una pardbola?

La respuesta es no. Para ver esto mostraremos la siguiente proposicién.

Proposicién 8 No ezisten a, b, ¢ € R tales que p(z) = ax?+bx+c cumpla simultaneamente
las siguientes condiciones.

p(0)=0, p(1)=0, 0<p(0)<1, p'(m)>1

y plm)=m con me(0,1)

" Demostracién.
Notemos ‘que p(0) = 0, p(1) = 0. Esto implica que p(z) es de la forma

p(z) = Az(l —z) con  A>0

La condicién p(m) = m implica que m =1 — 3.
Ahora para que m € (0, 1) implica que A € (1, c0).

Por tltimo, tenemos p'(z) = A(1 — 2z). Entonces p'(0) = A. De la tercer condicién obte-
nemos que A < 1. De aqui, obtenemos que este sistema no tiene solucién ya que pediamos
que A € (1,00). Y por lo tanto queda demostrada la proposicién. m
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2.5.1 Andlisis del modelo.

Ya que hemos restringido el dominio, procederemos a checar las condiciones base para realizar

el anélisis correspondiente
Las condiciones base a analizar son:

1. E repulsor (atractor).
2. Yoz > ()X™.

1. Veamos cuéndo E es un punto fijo repulsor y cuando es atractor.
Para que sea repulsor pedimos la condicién Ip’ (%)] > 1, mientras que para que sea
atractor que sea menor que 1.
Estas condiciones nos implican que

e F es atractor si

a€ <m2, %Q_;—:Z)) (2.15)

(Regién III de la figura (2.18)).
e F es repulsor si

a € (T:a(Z_—Wm)’ m) (2.16)

donde m estd entre 0 y 1. (Regiones I y IT'de la ﬁgura (2.18)).

2. Ahora veamos cuando Ymes > (L)X*. Es decir cuédndo hay o no, extincién. Es fécil ;. ‘
ver que Yiez v X* estdn dados por: ‘ '

m(a—1)2

:4(1——m)(m—a) A" =atl-m

Ymaa:

Lo dnico que hay que ver es cudndo

m(a —1)2
4(1 - m)(m — a)

—(a+1-m)>(<)0

Después de hacer uso de herramienta algebraica obtenemos que dado m € (0,1)

e Se tiene extincién si

a€ (ﬁé:n—_:f—),m> (2.17)

(Regién I de a figura (2.18)).
e No tenemos extincién si

a € (mz, mf(izm_m—_f_)} (2.18)

(Regién II y TII de (2.18)). . |
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Figura 2.18: Regién de los posibles valores de a dado m.

el niimero ’—”éZTm_:—SZ, es la frontera entre la existencia de extincién y la no extincién de |

la especie por efectos de sobrepoblacién. : P |

A continuacién damos 3 proposiciones que nos aseguran que los conjuntos (2.15), (2.16),
(2.17) y (2.18), son no vacfos.** '

Proposicién 9 Sea m € (0,1) dado. Entonces se cumple

m(2m —3) _ m(2—m)
3m —4 3-2m ol

Proposicién 10 Sea m € (0,1) dado. Entonces ok

m(2m — 3) <m’ |
3m—4

Proposicién 11 Sea m 6 (0,1) dado. Entonces ' |

2 M(2=m)
3—2m

Ya obtenidas estas condiciones base procederemos al anélisis de los casos vistos en los ’
modelos de rectas. ‘

CASO 1 : Modelo con extincién y E inestable.
Seam € (0,1). Para tener extincién pedimos Ynq, > X*. Esto se logra mediante la condicién

€ (mgizm—_f) ’ m) ’

117,35 demostraciones se encuentran en el apéndice. ' |

_
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Figura 2.19: Extincién y E repulsor.

mientras que F inestable implica

Intersectando estos conjuntos obtenemos que la regién para que haya extincién y E sea : |
repulsor es :
. m(2m — 3) m
3m—4 ’

De la proposicién (9) este conjunto es no vacio. La regién (I) de la figura (2.18) es la
regién correspondiente de a dado m, tal que se da este comportamiento. %
E

CASO II Modelo que presente extincién y E atractor:
Para este caso, nos volvemos a referir a la proposicién (9). Notemos quea € (%ﬁ, oo)

nos dice que hay extincién, mientras que a € (mz, %) nos da E atractor. De la propo-

sicién se sigue que el conjunto interséccién es vacio. Lo que se concluye es que en esta familia
de modelos no podemos tener E atractor y extincién de manera simultanea.

Observacién De hecho se puede ver lo siguiente. Si F es atractor (que por ende no hay
extincién), al aumentar el pardmetro a vemos que E se convierte en repulsor (pasamos de la
regién IIT a la regién II en (2.18)). Si el pardmetro a es aumentado lo suficiente, obtendremos
que E sigue siendo repulsor pero ahora si se tendrd extincién (pasamos de la regién II a la
regi6n I en (2.18)). .

CASO III : Modelo que represente la no extincién y E sea un punto fijo atractor.
Este caso es directo de la condicién de E atractor y de la proposicién (9). Por lo tanto la
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condicién es

oe (m2, 22T

De la proposicién (11), este conjunto es no vacfo. Por lo tanto, este comportamiento si se
puede modelar con esta familia de funciones.

CASO IV : Modelo sin extincién y E repulsor.
Es muy facil ver que la regidén que nos cumple estas condiciones es

e (R )

" me(0,1)

De la proposicién (9), vemos que este conjunto es no vacio. Por lo tanto, si podemos
modelar este caso con esta familia.

2.5.2 Estudio de la dindmica con F inestable

Ya que hemos analizado qué casos se pudieron modelar, procederemos a mostrar lo mismo
que se mostré en el modelo de rectas. Esto es, queremos ver cudl es la dindmica que tiene el
sistema cuando E es repulsor.

Recordando el modelo de rectas, tenfamos que E repulsor implicaba comportamiento
cabtico. Este caso va a-ser un poco diferente, ya que tendremos otros comportamientos
ademds del cadtico, como lo son érbitas peridédicas de periodo %, las cuales pueden ser esta-
bles.

Observemos que la no extincién, implica Yez < X*. Como en el caso del modelo de
rectas, la dindmica se restringe al intervalo [m, X*] (Ver fig. 2.20) y el problema se reduce a
analizar el modelo cuadratico estudiado por R. Devaney [2].

Asi, proponemos un cambio de variables para que sea méas facil de analizar. Sea p un
elemento de (2.12), Y = p(X) y X, ¥ definidos como:

= X -m = Y-m
X=———— V=
a+1-2m a+1—-2m
Sustituyendo el valor de estas nuevas variables y restringiéndonos al intervalo [m, X*],
obtenemos una nueva funcién P : [0, 1] — [0, 1], dada por

mX(1 —X)(a—2m+1)
(a—m)(m—1)

Y =PX)=

que tiene la forma

y = Az(1l-1z) (2.19)

-vI - |
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Id Id

—————————————————————— at+l-m

n a+l-m (m,m) a+l-m

Figura 2.20: Restriccién de la dindmica.

con A determinada por la relacién

m(a - 2m + 1) (2.20)
(a —m)(m —1)

Ahora bien, la dindmica de la familia cuadratica (2.19) es conocida para los distintos

valores de A(Ver Devaney [2]). La siguiente proposicién, da la relacién con el problema sin
escalar. : i

A=

Proposicién 12 Sean p la funcidn definida por (2.12) y P la funcidn reescalada, donde
| Y = p(X) y Y = P(X) i

|

> . . L. .. . . i

Sean Yooe U Yimaz Sus respectivos valores mdzimos en los dominios propios de definicidn. ,‘;‘!
Sean m € (0,1), zo y ao dados. Entonces, para estos valores de ag y m se cumple que

> _ Yimez —m ;
mE T a4+ 1—2m |
o) = P [—Fo=m ) ;
P(=o) <a+1-—2m ‘ s

Demostracién. Son obvias del cambio de variable. m

\

Como conocemos la dindmica ¥ = P(X) en base a ), podemos fijarla en un valor de k.™ |
m(a—2m+1) |
(a —m)(m—1) {
\

Tomando un valor de m fijo, vemos que se puede encontrar a tal que se cumpla la igualdad, {
y que estd dada por ‘

k=

m(k(m—1) —2m+1)
Elm—1)—m

a =
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" L L L . . . .
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" Figura 2.21: Comportamiento cadtico.

De la proposicién, tenemos que este valor de a nos sirve para conservar las propiedades
del modelo dado por (p, A).
Observacién Del estudio realizado por Devaney ([2]), vemos que antes de tener extincién,
ya se tiene comportamiento cadtico, y éste se sigue presentando al aparecer el fenémeno de
extincién.

Cabe mencionar que en la familia cuadrética, también se presenta el fenémeno del.con-
Jjunto de Cantor, visto en los modelos con rectas. '

Asf mismo es muy sencillo ver que se da exactamente el mismo comportamiento y que
siempre se tendrd extincién cuando Y., €s mayor que X™. _ |

_Observacién En este trabajo, no daremos las condiciones analiticas para la existencia de
este tipo de 6rbitas (periddicas estables), sin embargo veremos algunos ejemplos graficos para
ilustrar su presencia en algunos modelos.

Antes de hacer el andlisis de qué representa cada parametro presentamos un diagrama

(figura 2.22) el cual nos da los comportamientos para tiempos futuros muy grandes, con
distintos valores de a y m fijo.

e Podemos ver que si tomamos los valores de m = .1 y a = .075 obtenemos un compor-
tamiento cadtico.

e Sim=_.1ya=.079 vemos que se presenta el caso de extincidn.

e Sim=.1ya=.071 vemos que se tiene F repulsor y existencia de érbita periédica de
periodo 2, atractora.
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X1
-
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0L ammeemeree

0.4

0.2

L s L — L
0,059 0.083 0.067 0.071 0.075 0.079

Figura 2.22: Diagrama de bifurcacién con m = .1 y variando el pardmetro a.

2.5.3 ;Qué representa cada parametro?

Para responder a esta pregunta lo que se hard serd estudiar el modelo de dos formas distintas,
las cuales explicamos a continuacién.

Primera interpretacién de los términos.

Proposicién 13 Sea p(m, a,z) un elemento de (2.12). Seanm y zx fijos. Entoncesp(m a, x)
es creciente respecto a a st x > m, y decreciente si x > m.

Observacién De aqui se sigue que Y4z €s una funcién creciente respecto al pardmetro a.

Proposicién 14 Sea p(m,a,z) un elemento de (2.12). Sean E dado por (2.14) y A dado
por

P (R (2.21)

(I —=m)(m —a)

Entonces E y A son funciones crecientes respecto a a. Mas atin en la region m € (0,1) y
a € (m?,m) el valor de \ es mayor que 1.

Ahora considérese la funcién dada por (2.12)

p(z) = M1 -2z)(z —a)
desarrolldndola obtenemos
p(z) = M1 +a)z — 2% — a)

o bien

p(z) = A1+ a)r —A2® — ha= Az — B2? - C (2.22)
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Notemos que A > 0. El término Az representa la manera en cémo se reproduciria la espe-
cie si no se penalizara por efectos posibles de sobrepoblacién. Como A > 1 y por lo tanto
lim,—ye0 Xn = 00, tendriamos que la poblacién crecerfa sin limites. (Esto es porque el eco-
sistema es infinitamente grande, y se dan las condiciones para su desarrollo).

Observacién Si pensamos en un espacio acotado, usamos el hecho de redefirir la funcién
Az. Esto nos dice es que al saturarse el ecosistema, as{ permanecera para todo tiempo futuro.

Ahora veamos el término —Bz?. El signo negativo nos dice que es una reduccién de indi-
viduos y nos describe la manera cémo se afectan los individuos al interactuar con miembros
de la misma especie. Notemos que entre mayor es la poblacién, mayor es el término Bz?.
Esto significa que entre méas grande es la poblacién, los individuos se empiezan a “estorbar”
entre ellos mismos con mayor intensidad y por ende la poblacién tiene mds pérdidas.
Finalmente C, es una constante que esta penalizando a la poblacién y no depende del nimero
de individuos presentes en algin tiempo.

Id id
1 { 10
(X3 0.9F
|
' )
0.8 0.8 ] :
! !
! |
07 0.7¢ 1 |
| ! 1
1 ' 1
o6} , 0.6+ . .
1 . t t
- | - | X
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I )
1 !
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I |
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02t : 02} :
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0.1 [ 0.1 !
I |
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Figura 2.23: Un efecto del pardmetro a.

. Qué podemos decir de a? Podemos ver que al aumentar el pardmetro a, tenemos que
para tiempos grandes la presencia de individuos en el ecosistema, es mayor.(Yomee ¥ E son
cada vez mayores). Al mismo tiempo, de la figura (2.23) vemos que aunque el nivel de equi-

- librio E aumenta, la intensidad de mortandad por sobrepoblacién también aumenta.

De hecho, de (2:22) tenemos que todos los coeficientes son crecientes respecto a a. Esto
da como resultado, que todos los efectos se vean aumentados en alguna medida, teniendo asi,
efectos més pronunciados en algunas regiones que en otras.
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o Sinos encontramos en la regién (m, 1), aumenta la tasa de natalidad teniendo mas peso
que los términos de penalizacién.

e Conforme se toma el valor de z mayor (haciendo tender z a 1), tenemos que el término
de penalizacién por sobrepoblacién termina imponiéndose.

e Sila poblacién tiene una cantidad muy pequefia de individuos (z € (0,m)), al aumentar
a el término Az? no tiene mucho peso. En este caso el término Aa, que no depende de
la poblacién presente, pesa cada vez més, obteniendo que debajo del nivel m se da el

" efecto de que la funcién es decreciente (respecto a a).

Asi, el pardmetro a influye en los comportamientos de tasa de natalidad, de tasa de
mortalidad por sobrepoblacidn, as{ como el efecto de intensidad de penalizacién por sobrepo-
blacién, y por tanto no tiene una interpretacién unica. Pero lo que se puede concluir es que
para la especie no es bueno tomar valores muy grandes en su pardmetro a, ya que aunque
esto da més presencia en el ecosistema, termina por extinguirla.

Segunda interpretacion de los términos.
Notemos que p(z) se puede escribir como ;
p(z) = q(z)r(z)

1— m(z—a)

donde ¢(z) estd dada por {=%, y r(z) por ——*. Asi que, para facilitar la interpretacion,
las estudiaremos por separado.

1. Para esto notemos los siguientes puntos respecto a g(z)

(a) Es mayor que 0. £

(b) Es decreciente respecto a z.

(c) Cuando z tiende a 1, la funcién tiende a 0.
(d) Para z < m, la funcién es mayor que 1.
(e) Para z > m, la funcién es menor que 1.
Lo primero que podemos pensar es que g(z) es un factor de penalizacién por sobrepo-

blacién en el ecosistema. Y vemos que este efecto aumenta conforme nos acercamos a
la méxima capacidad del ecosistema.

2. Ahora para r(z).

(2) Es una funcién creciente respecto a z. :
(b) Siz < a, la funcién es negativa (Caso que no nos interesa).

(c). Si z € (a;m) tenemos que la funcién es menor que m.

(d) Siz - m, la funcién es igual a m. '

(e) Siz > m, la funcién es mayor que m.




46 CAPITULO 2. MODELACION MATEMATICA DEL PROBLEMA

al»az

fla1,x)

Figura 2.24: Un efecto de a: Reduccién de la tasa de penalizacién.

Si pensamos en el sistema
Ti+1 = r(:ct)

Tendremos que si la cantidad de individuos de la poblacién se encuentra debajo del nivel a,
entonces tenemos que la poblacién desaparece en la siguiente generacién. Si nos encontramos
por debajo de m pero arriba de a, lo que obtenemos es que aunque la poblacién existe en la
siguiente generacién, tiende a la extincién. Si nos encontramos por encima de m, vemos que
la poblacién crece tanto como se quiera. ‘

Esto sucede porque no se consideran los efectos de sobrepoblacién, dados por g(z). Ahora
bien, notemos que se tienen 2 factores que estdn actuando de forma simultdnea en la pobla-
cién. Entonces al combinar dichos efectos, obtenemos fendémenos més acordes a la realidad.

En resumen, podemos decir que el pardmetro a

o Controla el nivel de equilibrio del ecosistema E.*?

Controla la tasa de penalizacién por exceso de poblacién. -

Controla la intensidad de penalizacién por exceso de poblacién.

Controla la tasa de natalidad de la especie.

Observacién De la gréfica (2.22), vemos que aumentar el pardmetro a, hace que el com-
portamiento cadtico del nimero de individuos de la poblacién provoque que ésta desaparezca
del ecosistema.

De aqui vemos que valores de a “grandes” no son convenientes para la poblacién, aunque
sf lo sean a nivel de individuo. :

12E es creciente respecto a a.
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2.6 Modelo cﬁbico

La dltima familia de modelos que analizaremos en este trabajo consiste en polinomios de
tercer grado. Esta familia estd dada de la siguiente forma.

_z(l—=z)(z+0b)
p(z) = A—mim=h) ,‘ (2.23)
donde

S (0,.5) y be (0,1—2m) (2.24)

1(x) 1

025

L . . :
) 0.25 0.5 075 1 . ‘ i
. il

x ik
o

Figura 2.25: Ejemplo de la familia cibica.

Estas funciones tienen graficas como las que se presentan en la figura (2.25).

2.6.1 Region de definicién.

En esta subseccién, mencionaremos los factores que se consideraron para que los pardmetros )
estuviesen en sus respectivas regiones. Consideramos, una familia de funciones de la forma tl

p(z) = az® +bx® +cz +d

y pedimos que se cumplan las siguientes condiciones 13

1. p(0) =0 p(1) = 0. .
2.p(0)<1 - P(0) > 0. ‘
3. p(m) =m.

13Estas son las condiciones de funciones que cumplen con las hipétesis iniciales y del hecho que p es C°.
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4. p'(m) > 1.
Del punto 1 tenemos que p(z) debe ser de la forma
p(z) = Az(z — 1)(z — b) con A#0 (2.25)

Como p'(0) = b, necesitamos que Ab € [0,1). Para que esta condicién se cumpla, tenemos
que 4 v .

a2

A>0 y b=>0 o bien A0 v b<0

Consideremos primeramente el caso en que A>0yb2=0.

Proposicién 15 Sea p un polinomio de la forma (2.25). El caso A > 0 y b > 0 no tiene
sentido o no cumple con las condiciones pedidas en un principio.

Demostracién. Veamos primero €l caso b € [0,1). El polinomio puede escribirse de la.forma
p(z) = Az(z - b)(z - 1)

donde A > 0. Si zg € (b,1) entonces p(zg) < 0, obteniendo asi poblaciones negativas. Lo \
cual es imposible. i
Ahora veamios el caso b > 1.

p(z) = Az(z—1)(z - b)
como pedimos p(m) = m, nos implica que A tiene la forma

1 i
A= D= ’

y por lo tanto ﬂf‘

1
De aqui, los puntos fijos obtenidos son
=0 r=m z=b—-m+1 . \

Claramente vemos que z = b — m + 1 es mayor que 1. Y nosotros necesitamos, aparte de h
z = 0 otros 2 puntos fijos en [0, 1], uno para el umbral de extincién y otro para el nivel de |
equilibrio. m i

Si A <0y b<0,en lugar de trabajar con (2.25) trabajaremos con
p(z) = Azl —2z)(z +b) (2.26)

donde A >0y b>0.
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1. ;Cudndo p(m) = m?
p(m) = dm(1 — m)(m +b)
igualdndolo a m y resolviendo para A obtenemos que

1
A= (1 —m)(m +b)

De aqui, la funcién a estudiar es

z(1—z)(z + b)
= T 7 2.27
P@) = A Tmim+b) (2:27)
2. Ahora, jqué valores de m y b nos dan 0 < p' (0) < 1?
Primeramente, sabemos que p'(0) = Ab. Como A = m tenemos que ver ‘bajo
qué condiciones

b
SETmman <F

Para la primer desigualdad vemos que b > 0 y por lo tanto el numerador es positivo o
cero. En cuanto al denominador, vemos que también es positivo ya que m € (0,1): Por i
lo tanto Ab > 0. Ahora veamos la segunda desigualdad. Es muy facil ver que se cumple ’ %
cuando m + b < 1. Por lo tanto obtenemos que dado m € (0,1), las b que hacen que ~ . ]
0<p'(0) <1son ‘ ’ . ‘:N‘jw

b<l—m i)

3. Finalmente ;Cudndo tenemos p'(m) > 17 el
Esto se cumple si y sélo si

_3m4+ 20— 1)m—b

= Dm+d) .

7
p'(m)
Después de realizar las operaciones requeridas obtenemos que esto se cumple cuando

b<1l-2m

Hasta ahora, la regién que define al modelo es v I
m € (0,1) be (0,1-—2m) (2.28) |

Una condicién més que debemos tomar en cuenta, es ver que no se intercambien los
papeles entre m y E. Para esto pedimos que m sea menor que F, donde E est4 dado por
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Por lo tanto, hay que ver cuando
m<l—-m-b

Claramente podemos ver que esto sucede si y s6losi b < 1—2m y m € (0,.5); esta condicién
se satisface si nos restringimos a tomar.

m € (0,.5) ~be(0,1—2m) (2.29)

Por lo tanto la regién en la que procederemos a trabajar, estd dada por (2.29).

2.6.2 Analisis del modelo.

Como hemos hecho en los modelos anteriores, analicemos los siguientes puntos:
e La estabilidad del nivel de equilibrio E.
e La relacién entre Yoo v X™.

Comencemos con la estabilidad del punto E.

1. Veamos cudndo E es un punto fijo atractor.
E esté dado por 1 — b — m. Entonces hay que ver cudndo se cumple la condicién

Ip'(l—b—m)l <1

Esta condicién equivale a resolver las siguientes desigualdades :
-1<p(1-b-m)<1 .
|

De la desigualdad —1 < p’(1 — b — m), obtenemos la condicién

be (4 —5m) —vVOm?2 —20m + 12 (4 — 5m) + v9m?2 — 20m + 12
2 ’ - 2
mientras que
be (0,1-2m)U (1 —m,o0)

se obtienen al resolver p'(1 —b—m) < 1.
Tomando la interseccién de estos 2 conjuntos, obtenemos la condicién

— 5m) — v/OmZ — - - 2\ |
be((4 5m) \/92m 20m+12,1_2m>'u<1_m7(4 5m)+\/9;n 20m+1> :

donde m € (0, .5). « 4 ;
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. —a.
(d-3i)- N 9ng”-20m+12

Figura 2.26: Regiones donde E es: repulsor (II) y atractor (I).

Ahora, sabemos que b € (0,1 —2m), por lo tanto la condicién para que E sea atractor,
se reduce a '

- mé€ (0,.5)

- — 2 _
be<(4 5m) \/Q;n .20m+1271_2m>

En el apéndice probamos que este conjunto es no vacio.

Sea k(m) = (4=Sm)=x 9;"“2_20"""12. Claramente k’(m)'< 0. Como k(%) = 0, se concluye
que k(m) > 0sim € (0,.25) y k(m) < 0sim € (.25,.5). De aqui obtenemos finalmente
la regién donde E es un punto fijo atractor. (Ver regién (I) de la figura (2.26))

Si me(0,1) be ((4-—-5m)—\/92mz——20m+12’ 1— 2m)
Si me(%,3) be(0,1-2m)

m € (0,.5) { (2.30)

2. Ahora veamos cuindo E es un punto fijo repulsor.
Por las condiciones de la funcién basta con ver cuando

pPl-b-m)< -1
Realizando las operaciones requeridas, llegamos a la regién dada por m € (0,.5) y

- — 2 _ _ 2
be(o,(él 5m) — v/om 20m+12>U((4 5m) +v/9m 20m+1271_2m>

2 2
Se puede mostrar’4, que el intervalo de la derecha es vacio, y por ende

b (0 (4 — 5m) — v/9mZ — 20m + 12>
’ 2

14Ver apéndice
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VALORES QUE CUMPLEN CON REGION DE b DONDE
Y. = X" E ES

m. b INESTABLE ESTABLE
.02 171374 (0, .246797) (.246797 , .96)
.04 . 151121 0, .225604) (.225604 , .92)

.05 140985 0,.214992) (.214992,.9)
.06 1130841 (0, .204364) (.204364 , .88)

.08 .110532 ’ (0, .183089) (.183089 , .84)
1 .090193 ©,.161762) (.161762,.8)

12 1069821 (0, .140384) (.140384 , .76)
.14 .049415 0, .118954) (.118954,.72)
15 039197 (0,.108218) (.108218,.7)
.16 .028971 (0,.097468) (.097468 , .68)
18 008487 (0, .075923) (.075923, .64)
188275 0 (0, .066991) (.066991 , .62345)

Por la misma razén del inciso anterior, llegamos a que la regién dada por

— — 2
me (0, con  be (o E=5m) ‘/9;” 20m + 12 (2.31)

7
nos dice que el punto F tiene naturaleza repulsora. (Regién (II) de figura (2.26))

Ya analizada la estabilidad de E pasemos a la relacién entre Y0, v X*.

Proposicién 16 Seam € (0,.5) fijo. Entonces Yooz = Yiaz(b) y X* = X*(b) son funciones
estrictamente decrecientes en b € (0,1 — 2m)15.

Observaciéon La proposicién nos dice que ambas funciones son decrecientes, pero no se
pudo mostrar cdal lo hacia més répido.

Nos preguntamos ahora cudndo es que se presenta el fenémeno de extincién por sobrepo-
blacién, es decir, jcudndo Yiner > X*7 : ,
Debido a la complejidad de las funciones, se opté por recurrir a resultados numéricos.

Primeramente damos una tabla donde dado m, nos dice un valor de b (que no tiene por
que ser Unico) tal que Yiqr = X*.

Observacién Esta posible no unicidad del valor de b nos llevaria al siguiente fenémeno:
Supongamos que nos encontramos en una regién con caos y sin extincién. Al disminuir el
pardmetro b podriamos entrar a la regién de extincién. Si se disminuye aiin mads, regresar a
la zona caética sin extincién, y asi sucesivamente como sugiere la figura (2.27).

Sin embargo, tenemos lo siguiente

15Ver demostracién en apéndice.
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Figura 2.27: Posible efecto del pardmetro b.

Conjetura 1 Dado m € (0,.5), X* y Ymaz se cortan a lo mds una sola vez.

Observacién Si la conjetura es cierta, el fenédmeno repetitivo de caos-extincién (figura 2.27),
no se puede dar. !

Encontrando regién de extincién y no extincién.

Ya que hemos conjeturado que las funciones X* y ¥, Se cortan una sola vez, procederemos
a encontrar numéricamente la grafica de la funcién que nos da la igualdad. Para esto haremos
uso de una conjetura maés.

Conjetura 2 Considerese la funcién G(m,b) = Yaz — X*. Entonces es posible aplicarle el Wﬂf‘“‘H
teorema de la funcién implicita a G en m € (0,.5), b € (0,1 — 2m).16. |

De este teorema, sabemos que existe g tal que b = g(m) con m € (0,.5). Numéricamente se
encontré la gréfica de g y estd dada en la figura (2.28)

Observacién Esta funcién g es la que delimita la existencia del fenémeno de extincién
por sobrepoblacién. De la proposicién (16) tenemos que: si b es menor que g(m), entonces
tenemos extincién; si es mayor no hay extincién por sobrepoblacién.

Conjetura 8 La funcidn g es decreciente (Ver figura 2.28). |

Observacién Cuando m = .188275, obtenemos que el valor de b que hace que Y,z sea
igual a X* es 0, esto es ¢g(.188275) = 0 (Ver figura 2.28). Si la conjetura anterior es cierta

16No es posible encontrar mny y b tales que G(mi,b;) sea 0. Y aunque se puede mostrar su existencia es
8G(m,b)
8b

casi imposible mostrar que en my y by son distintas de 0
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Figura 2.28: Regiones de b dado m.(Yimae = X* Resultado numérico.)

(g es decreciente), vemos que es necesario tomar valores de m € (0,.188275) "para lograr el
fenémeno de extincidn.
Por lo tanto, obtenemos la siguiente conclusién.

e Para tener extincién, debemos de tener
m € (0,.188275) b € (0,g(m))

. Regi6n(IIb) de la figura (2.28).

e Mientras que para no tener extincién, pedimos

Si m e (0,.188275) b€ [g(m),1—2m) h‘
m € (0,-5) { Si me (188275,1) be (0,1- 2m)

Regiones (I,I1a) de la figura (2.28).
Después de hacer este anélisis numéricamente, haremos mencién de los principales fenémenos -
que estamos estudiando.
En gran parte lo que mencionaremos, tendrd una estrecha relacién con la informacién
presentada en la figura (2.28). '

Pasemos primeramente a ver si se cumplen los siguientes casos.

CASO I : El modelo presenta el fendmeno de extincién y E inestable.

Lo que podemos ver de la gréfica (2.28), es que este fenémeno sf puede ser representado por
la familia ctbica. Este caso corresponde a la regién (IIb) de (2.28), y esta regién estd dada
por .

m € (0,.188275) . be(0,g9(m))

17Para un analisis mas completo ver apéndice, en.la parte de Yimaz y X*.
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Figura 2.29: Extincién con E inestable.

CASO II : Extincién y E atractor.
De la misma gréfica, es posible concluir que el fenémeno de extincién y E atractor no se

- puede presentar.

CASO III : Modelo que representa el fenémeno de no extincién y E atractor. . w
Para pedir que E sea atractor hay que ver que (m,b) cumplan con estar en (2.30), es i)
decir : ; sl‘
Si me(0,7) be ((4—5m)_'9;‘2—20m+12,1 - Zm) |
|

Si me(5,3) be(0,1-2m)

m € (0,.5) {

Mientras que para que tener no extincién pedimos

Si m € (0,.188275) b€ [g(m),1—2m) :;‘,‘;}:ﬂ
m € (0,.5) { Si me (188275,1) be (0,1-2m)

Por lo tanto la regién que nos interesa es la (I) de la figura (2.28), la cual estd dada por

me (0.5 Si me (0, %) be ((4—5m)—\/92m§—20m+127 1— Zm)
’ Si me(3,1) be(0,1-2m)

Parte de esta informacién también estd contenida en la tabla. Vemos que siempre que ten-
gamos E atractor se tendré el fendmeno de no extincién. De esto podemos asegurar que el
fendémeno de no extincién y E atractor s{ puede ser representado con esta familia de modelos.

CASO IV : En cuanto al caso donde E es repulsor y no se presenta el fenémeno de extincién,
vemos que la regién que nos modela este caso estd dada por

0.5 Si me(0,.188275) b€ [g(m), (=Emi=yIpTI0mIL2
m € (0,.
Si me(188275,3) be (o, Umtm=vEpTmin)
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Figura 2.30: Diagrama de bifurcacién con m = .1 y variando el pardmetro b.

que es la regién (ITa) de la figura (2.28).

Observacién De (2.31), vemos que solamente en la regién m € (0,.188275), es posible
modificar b tal que se presente la extincidén por exceso de poblacién. ’

- Después de ver estos casos, nos preguntamos si en nuestro modelo se presenta el fenémeno
de caos, y en dado caso, bajo qué condiciones. En este modelo, no se pudo mostrar gran
cosa. debido a la complejidad de las expresiones, por lo que procederemos a hacer un estudio

" numérico, como anteriormente.
Para esto veamos la figura (2.30). Esta grafica, dado un valor de b fijo, nos dice a donde

tienden las 6rbitas de una condicién inicial dada'®. Por ejemplo
e Si b= 18, tenemos que la poblacién tiende al nivel E.
e Si b= .15, la érbita converge a una érbita periédica de periodo 2.
e Sib =1, vemos que la érbita no tiene un comportamiento predecible.
e Y finalmente si b= .07 vemos que la poblacién se extingue (la 6rbita tiende a 0).

Podemos ver que conforme disminuimos el valor de b, entramos a una regién donde te-
nemos un comportamiento que no es en general regular. De hecho, podemos decir que en la
regién para b € (.09,.11) parece presentarse un comportamiento cadtico.

Observacién 1 Para b € (.09,.11) lo que se ve es un comportamiento que no es predecible.
Posiblemente no sea caético pero, para efectos précticos, podemos decir que si lo es.

Observacién 2 Algo que podemos decir, es que la famila cibica, tiene dindmicas similares
a la familia cuadrética (Ver figuras 2.22 y 2.30). '

18F] valor de m estd fijo y se tomé igual a .1.
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2.6.3 Interpretacion de los términos.

Ya realizado el andlisis adecuado, procederemos a ver qué significa f en términos biolégicos.

Recordemos que estamos estudiando el sistema dado por

Te41 = f(2e) (2.32)
donde;‘ |

_z(l—z)(z +D)

1) = A m+ o)

(2.33)

Ahora, pensemos (2.32) de la siguiente forma
Ti1 = kg
donde k estd dada por

(1 - l‘t)(l't + b)

k= (1 —m)(m+b)

Visto de esta manera, k representa la tasa de natalidad de la especie.

Para esto, estudiaremos cada uno de los factores involucrados por separado.

1. Si z € (0, m) entonces 11_;; > 1. Esto nos dice que es un factor de ayuda para la
tasa de natalidad si z € (0,m). :

l—z

== < 1, que nos dice que es un factor que afecta la tasa

2. Si z € (m,1) entonces
de natalidad.

3. Notemos que si z = m, tenemos que este factor es igual a 1. Esto nos indica que
no afecta a la poblacién.

De aqui notemos que al tener poblaciones cada vez mayores, nos estamos acercando a
1. Esto nos implica que 11_'_'; se acerca a 0. Por tanto +=Z tiene m4s peso conforme se

1-m
tienen poblaciénes mayores.

De hecho, este factor nos asegura la existencia de la penalizacién por sobrepoblacién.
Sin embargo no nos ayuda a controlar los niveles que la poblacién puede alcanzar. Este
fenémeno estd controlado por el siguiente factor de f,

z+b
* m+b

1. Siz e (0‘, m) entonces :f:-% < 1. Esto nos dice que es un factor de penalizacién

para la tasa de natalidad si z € (0, m).
z+b

2. Si z € (m, 1) entonces

> 1. Esto nos dice que es un factor de ayuda.

m—+b

i

i M;h‘»

|
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Figura 2.31: Un efecto de b: Reduccién de la tasa de penalizacidn.

3. Al igual que el caso anterior si z = m, tenemos que este factor es igual a 1.

Hagamos algo similar que en el modelo cuadratico. Si pensamos solamente en el sistema
dado por

z:+b
m+b

Tyl = Tt

y si nos encontramos debajo de m, vemos que la tasa de natalidad es menor que 1. Esto
“implica que la poblacién tiende a extinguirse.

En el caso de que nos encontremos arriba de m, la poblacién crece sin ser penalizada por -

sobrepoblacién. Esto nos dice que el sistema estard siempre saturado.
El efecto que tienen en combinado se puede deducir de las siguientes proposiciones.

Proposicién 17 Sean p y q dados por

_1l-z z+b

p—‘l—m q=m+b

(2.34)

1. Siz € (0,m) entonces pg < 1.
2. Siz € (m,E) entonces pg > 1.
3. Sixz € (E,1) entonces pg < 1.
Luego:

e Sila cantidad de individuos de la especie es menor que m, entonces la tasa de natalidad
es menor que 1, y por lo tanto la especie empieza a desaparecer. De hecho, aqui tenemos
que la poblacién no se recupera nunca ma4s.

» En caso que la cantidad de individuos esté en (m, E) entonces la tasa es mayor que 1,
es decir, la poblacién aumenta.
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e Finalmente, vemos que si el nimero de individuos superd el nivel E, este producto es
menor que 1,(m4s atn, tiende a cero cuando x tiende a 1) y por tanto hay pérdida de

individuos.

En base a la figura (2.31) vemos que los efectos causados por b en este modelo, son
‘exactamente los mismos que los de la variable a en el modelo cuadratico. Es decir controla
los fenémenos de penalizacién y natalidad, asi como el nivel de equilibrio.

' Notemos en este caso que valores muy pequenos de b afectan a la poblacién en general,
aunque de forma individual no sea asi.

Con esto, damos por terminado el andlisis de algunas funciones que pueden representar
la dindmica del problema.

Algunos comentarios finales que se pueden decir de las familias de modelos son las siguien-
tes: Debido a que los 3 modelos tienen cardcter meramente descriptivo, no podemos decir
cudl de ellos nos representa una mejor aproximacién a la realidad. Sin embargo, notamos
que en ciertos aspectos los modelos presentan ventajas y desventajas entre si.

En el caso de los modelos ciibico y cuadrético se requiri6 solamente de un pardmetro para
controlar 3 efectos diferentes que fueron

e Tasa de natalidad.
o Tasa de penalizacién por exceso de poblacién.
e Intensidad de penalizacién por exceso de poblacién.

mientras que en el modelo de rectas, obtuvimos que estos fenémenos podian controlarse me-

diante 2 pardmetros, uno para la tasa de natalidad y otro para la tasa y la intensidad de:
poblacién. Esto nos da un grado més de libertad para manejar los efectos de los pardmetros.

y por tanto en este aspecto, el modelo con rectas representa una ventaja sobre los 2 restantes.

Observacién Notemos que en modelacién es conveniente tomar pardmetros representativos
(como se menciona en el capitulo anterior), que brinden el efecto de varios pardmetros en
conjunto. En este caso no tenemos inconveniente en trabajar con modelos con uno o dos
pardmetros, ya que la complejidad de las funciones a estudiarse casi no presentan problemas

para su estudio.

Aunque se considere que el modelo con rectas tiene ventajas sobre los 2 restantes al tener
més pardmetros involucrados, notamos que el modelo con rectas presenta desventajas de otro
tipo frente al cibico y al cuadratico. Al ser segmentos de rectas los que modelan al problema,
vemos que en la regién (m, Xmqz) se tiene una tasa de natalidad constante a. Esto difiere un
poco en las familias ciibicas y cuadraticas, por lo siguiente: la tasa de natalidad es variable,
ya que se combinan los efectos de natalidad con los de sobrepoblacién.

Observacién Los efectos de natalidad y sobrepoblacién se presentan simultdneamente en el
intervalo [0, 1], con intensidad decreciente y creciente respectivamente.
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De este hecho y de tener segunda derivada distinta de O, vemos que los efectos por
sobrepoblacién se dan de manera natural, a diferencia del modelo de rectas donde en la
regién (m, Xmaz) €l efecto de sobrepoblacién aunque exista siempre es el mismo. Es a partir
de X,mae donde los efectos de sobrepoblacion consideran la cantidad de individuos presentes
en el ecosistema. Esto podemos interpretarlo como si los efectos de sobrepoblacién se dieran

" de forma repentina.




Conclusiones

Las conclusiones que podemos mencionar en este trabajo se discutirdn a continuacién.

1. Cualquier elemento de las familias de modelos aqui presentadas puede ser considerado
como un modelo descriptivo.

¢ Pensemos en dos de los fendmenos que se estudian-en este trabajo: extincién y no

extincién. Consideremos dos modelos de una de nuestras familias, de tal manera
que uno de los modelos presente el fenémeno de extincién y el otro no lo presente.
Si deseamos pasar de un modelo al otro, entonces alguno de nuestros pardmetros
debe de dejar de cumplir alguna condicién. Por ejemplo, en la familia cuadrética
para pasar de no extincién a extincién la condicién a < g(m) deja de satisfacerse
y se cumple entonces que a > g(m) con g(m) = % ‘
En nuestros modelos aparecen funciones que determinan distintos comportamien-
tos, entre ellas la funcién g(m) mencionada anteriormente. Este tipo de funciones
tiene un grado de complejidad tal que no permite una interpretacién biolégica in-
mediata, asi pues, en nuestros modelos es dificil especificar qué factores biolégicos
se requieren para tener uno u otro comportamiento (extincién, no extincién por
ejemplo). ‘

e Por el momento no podemos asegurar si alguno de nuestros modelos tiene caricter
predictivo. Esto es debido a que el fenémeno de extincién por sobrepoblacién, has-
ta donde sabemos, no estd documentado en la literatura, y por tanto no ha sido
estudiado con la debida atencién.

e Las funciones utilizadas en este trabajo, no son las tinicas que pueden ser em-
pleadas para representar y estudiar nuestro modelo. Sin embargo, visto como una
introduccién al tema y una primera versién del trabajo (descriptiva), es muy itil
para desarrollar trabajos posteriores.

Asi que, se propone que se estudien los efectos de sobrepoblacién con més de-
tenimiento, ya que, como se vi6 a lo largo de este trabajo, puede conducir a la
extincién.

2. Existencia del fenémeno de extincién via caos. En al menos los modelos con rectas y
los cuadréticos, notamos lo siguiente. Cuando la cantidad de individuos de una deter-
minada especie se comporta de manera cadtica y Ymaz < X*, tenemos que la poblacién
es impredecible en el medio. Esto puede tener ventajas, al no permitir que especies
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depredadoras incluyan de forma regular a la especie en su alimentacién, buscando (por
ejemplo) otras alternativas de sobrevivencia. El problema para la especie, se presenta
cuando le son modificados ciertos factores, como su tasa de natalidad. Al aumentar
ésta podemos llegar al caso que Y0, > X*, permitiendo que esta condicién aparente-
mente benéfica para la especie, resulte contraproducente para su existencia, al permitir
o inducir su extincién.

3. ‘El dltimo comentario es sobre el concepto de ayuda. Se podria decir que el hecho de
aumentar los niveles de poblacién no es ayuda para la especie en general, pues la ayuda
brindada a la especie es mas bien a nivel de individuos.

Un ejemplo que podemos ver de este fenémeno, es el caso del cdncer. Al aplicar métodos
como la quimioterapia se destruyen células sanas y cancerosas al mismo tiempo. Esto,
para la célula sana destruida, no fue ayuda. Pero si lo vemos desde el punto de vista
poblacional, tiene un impacto que puede ser benéfico para el organismo afectado.

Asf que, el hablar de ayuda es algo muy relativo. Es por eso que se deberfa reflexionar
en las posibles consecuencias, antes de llevar a cabo la llamada “ayuda”.

Finalmente, considero que este modelo tiene gran relevancia, ya que al ser algo que no se
ha estudiado con detenimiento, no se ha aprovechado a conciencia y por tanto puede sugerir f”}
futuras investigaciones. ‘ : ‘




ApéndiCe A

Representacion grafica de una
orbita.

En esta seccién veremos una representacién grafica de la érbita de Xo bajo f que utilizaremos
a lo largo de este trabajo con el fin de facilitarnos ciertos conceptos, asf como para aprovechar
las propiedades geométricas de f.

Como mencionamos anteriormente, manejaremos S = A C R con A intervalo y f S—=S.
Esto es, sélo trabajaremos con fenémenos representados por una sola variable.
Para realizar esto notemos lo siguiente:

~ Observacién 1 Sea p € S. p puede identificarse de manera natural con (p,0), (0,p),
(p,p), en el eje X, Y y la recta identidad respectivamente.(Ver figura A.2). Si conocemos
la posicién de p en alguno de los ejes o de la recta identidad, autométicamente sabremos su
posicién en los 2 restantes. ‘

Sea X, € S. Pensemos X en el eje X del plano cartesiano. Al aplicarle f lo manda a
f(Xo) € Y, es decir obtenemos un punto en f que es el (Xo, f(Xo)). Por la observacion,
f(Xo) se identifica con (f(Xo), f(Xo)) € Id. Finalmente al proyectar (f(Xo), f(Xo)) en X,
obtenemos a donde se fué X, bajo f en su primera iteracién.

Asi, para encontrar a dénde se fue Xy en la k-ésima iteracién, basta seguir el “cami-
no”generado al unir los puntos en f y en la identidad, de la siguiente manera. (Xo, f (Xo0))s
(f(Xo), /(Xo)), (f(Xo), F*(Xo)), etc.. (f’“(Xo),f’“(Xo))~ La érbita de Xo bajo f, estard
dada por los puntos que toquen la recta identidad en el orden (Xo,Xo), (f(Xo), f(Xo)),
(F2(Xo), f2(Xo)), ...; Estos se pueden proyectar al eje X, en los puntos Xo, f(Xo), f*Xo,
etcétera.
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v=§ 1d
P~~~ Tttt ¢ (p.p)
; |
: \
_a 1
: P X=§
(9.9) e q

Figura A.1: biyeccién de S y la Identidad

|
s Id k

(Xo,f (X))

(f (Xo)f (Xo) W

' - !
Xo £(Xo) Y S Xo £(Xo) S ! ‘

Figura A.2: Graficacion de la érbita ‘




ApéndiCe B
Demostraciones Capitulo

Lema 1 Sea S = [¢,d] C R f:S8 — S una funcién continua , [a,b] C S. Sea f(z) < z Vz

€ [a,b] ¥ a # c. Entonces para f*(z) € [a,b] se cumple que fl( ) < fi(z) para i > j. Més
alin, existe n = n(z) € N tal que f*(z) < a. .
Demostracién. Sea g € [a, b].

Of(xO {xOLf(xO ( 7"‘}={x07x17x27"'}={x07f(x0)vf($1)3"'}
Entonces
ZTpt1 = fzr) < 2 = fTr-1)

De aqui tenemos que f*+1(z) < f*(x). Parai > j se procede de manera iterativa. Para
mostrar la segunda parte, supongamos que existe = € [a,b], f*(z) > a Vn € N.
Entonces {f™(z)} es una sucesién acotada y decreciente. Por lo tanto converge, y el limite

estd en [a, b] por ser cerrado.
Sea M tal que lim, o0 f*(z0) = M. Como f™(z0) = f(Zn—1) = liMp_seo f{ZTn-1) = M.
Por la continuidad de f tenemos que

lim f(zas) = F(lim znm) = M

n—00

y esto equivale a

f(lim £ zo)) = M

n—oQ

y por lo tanto f(M) = '
Por lo tanto M € [a, b] es punto fijo. Contradiciendo la hipétesis f(z) < z Vz € [a b. D

aqui queda demostrada la proposicién m

Observacién Un resultado analogo se sigue para f(z) > .
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B.1 Analisis de los puntos ‘de periodo 3.(Modelo con
Rectas.)

A continuacién, daremos y mostraremos las condiciones que nos aseguran que los puntos

periddicos de periodo 3 existen y estdn bien definidos.
Sean R; y Rs como se definieron anteriormente (Véase definicién 10 de la pégina 28). Sean

Py g puntos tales que

pER,  fp)€ER fApeR f)=p

g€ER  fl€R fER fa)=q

- Para encontrar el valor de p y ¢ procedemos de la siguiente manera.
Como p € R; entonces

f(p) =ap—(a—1)m
Ahora, f(p) € Ry entonces
F(p) = alap - (a = 1)m) — (a = 1)m

- Finalmente como f2(p) € R tenemos que

Fp) =b—blalap— (a—1)m) — (a—1)m) =p

Resolviendo para p llegamos a que

_b(@®m—m+1)

B a?b+1 .
De manera andloga para g, tenemos

_b((1—=m+am)—1)
7= ab? —1

Ya que se obtuvieron estos puntos se procederd con el anélisis correspondiente a su defi-
nicién y regién de existencia.

B.1.1 Analisis de p

Las condiciones a checar para p son las siguientes

m<p<X'maz f(p)<‘X.maz ' Xmaz<f2(p)<X*

con las hipétesis m € (0,1), b>1, b > = y a > 1. Por lo que nos preguntamos
1—-m

| | : J



B.1. ANALISIS DE LOS PUNTOS DE PERIODO 3.(MODELO CON RECTAS.) 67

1. ;Cuédndo p > m?

_ b(a®m —m+1)
P= a?b+1

‘ - - 2 —
entonces p > m si y solo si Im—;’éﬁf’f—"'b > m.

Por hipétesis sabemos que

m
h> —
>l—m

multiplicando por (1—m) y sumando ba?m a ambos lados de la desigualdad obtenemos

ba’m —bm +b> a*bm+m

o bien _
ba’m —bm +b > (a®b + 1)m
y como a?b+ 1 > 0 entonces

ba’m —bm +b .
a2b+1 .

Y lo que se concluye es que p > m si b > 7.

2. ;Qué condiciones nos dan p < Xmaz?
_a®bm—bm+b X (a—1)m+b , i(,\‘
a’b+1 mas T a+b
Xmaz > P siy s6lo si

(a—1)m+b a’bm—bm+b

a+b a?b+1 >0

o de manera equivalente

—(a*’b—a—b+1)(b(m — 1) + m)

(a+0b)(a?b+1) >0

Claramente el denominador es positivo ya que tanto a como b son mayores que 1. Sélo
nos falta ver cudndo el numerador tiene signo positivo. Primero, b(m — 1) +m > 0 si
y sblo si b < 7. Esto obviamente no se cumple de nuestra hipétesis, por lo tanto

bm—-1)+m <0
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De aqui debemos ver cuéndo —(a2b —a — b+ 1) < 0 o bien, a6 —a—b+1>0.
Resolviendo la ecuacién cuadrética para a tenemos las raices
1-%

a=1 a= 3 ;
como b > 1 tenemos lfﬁ < 0yporlotanto a?b—a—b+1>0sia>1o0sia<0.
Lo que podemos concluir es que Xyqz > psia > 1y b> 1 (La condicién b > T se
d3 directamente de tener b > 1). Y como estas condiciones se dan de las hipGtesis, se
cumple lo deseado.

3. ;Cuédndo f(p) < Xmaz?

_ a(b{m — 1) +m) _(a—=1)m+b
fo)=m-——"577 Kmas = 277

F(P) < Xmag sty sblo si

am+b—-m a(b(m —1) +m)
avs ™ a?b+1 >0
o de manera equivalente
(b(m — 1) + m)(—a?(b — 1) + (ab— 1)) 50

(a+b)(a?b+1)

Obviamente el denominador es positivo. Ahora, el término b(m — 1) +m es negativo y
por lo tanto hay que ver cudndo —a®(b — 1) + (ab — 1) es negativo.

—a%(b—1)+ (ab—1) < 0si y s6lo si a®(b— 1) + (1 — ab) > 0. Esta iltima desigualdad
equivale a ver cudndo (a — 1)(a — 325) > 0.

Pero a siempre es mayor que 1, entonces la condicién que pedimos es

1 ) 1
(a—b—_i-)>0 o bien . a>—_——1-

de aqui tenemos dos subcasos debidos a los valores de b.

be(1,2) ac€ (o)
b>1{ be2.00) ac(lo00)

de aqui dado m € (0,1) vemos que tomando b y a en esta regidn, se obtiene que
f(p) < Xmaz-
4. ;Cuéndo f2(p) > Xmas?

bm—-1)+m b—m (a—1)ym+b
Xmaa:___——

o) = b(a?b + 1) ¥y EEY
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F2(p) > Xomaz s6lo si

bfm—-1)+m b-m (a—l)m+b>0
b(a?b+1) b a+b

0 equivalentemente

(1 —-a®)(b(m — 1) +m)

(a+b)(a?b+1) >0

un anglisis similar nos dice que bajo las hipétesis supuestas esto se cumple.

5. Finalmente tenemos que ver cuando f2(p) < X*.

b—m bm-1)+m b—m
* _ £2 —_ e
X === b@b+1) b

esto es mayor que cero si y sélo si

b(l—m)—m
b(a?b+1)

>0
Esto se sigue de las hipétesis.

B.1.2 Analisis de ¢

Las condiciones que se piden para g son: .

m < g < Xmaz Xmam<f(Q)<X* Xma.:z<f2(Q)<X*
con las hipétesis m € (0,1),6>1,b> Z=ya>1

Haciendo un analisis similar, conclufmos que ambas érbitas existen cuando (m,b,a) € A
donde '

be(1,2) ac€ () } |

A= {(m,b,a) eR|me (0a1)7b>1{ be[2,00) a€ (1,00)

B.2 Estudio de conjuntos (Modelo Cuadrético).

En esta seccién, se demostraré que algunos conjuntos del modelo cuadrético, son no vacios.

Proposicién 18 Sea m € (0,1) dado. Entonces se cumple

m(2m — 3) S m(2 —m)

3Im—4 . 3-2m
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Demostracién. Notemos primero lo siguiente
(m—=1)2>0 con m € (0,1)
esto implica que
| 1—2m+m?>0
Sumando en ambos lados 8 — 10m + 3m? obtenemos
9 —12m + 4m? > 8 — 10m + 3m?
ahora, factorizando émbos miem’bros de la desigualdad, llegamos a
(3—2m)% > (2 —m)(4 - 3m)

Multiplicando por m, dividiendo por 3m — 4 y 3 — 2m que son términos distintos de 0, se
tiene
m(2m ~3) _ m(2-m)
3m—4 3-2m

obteniendo as{ nuestro resultado. m

Proposicién 19 Sea m € (0,1) dado. Entonces

m(2m — 3) <m

3m—4 I

Demostracién. Primero notemos lo siguiente
m(l—m) >0 st me(0,1) i

desarrollando esta expresién y sumando 3m? — 4m a ambos lados de la desiguladad, llegamos
a que

om?> -3m>3m*—4m si  me(0,1)
factorizando m en ambos lados y dividiendo por 3 — 4m tenemos que

m(2m — 3)

3m — 1 <m si. me(0,1)

y se sigue la demostracién. m

Proposicién 20 Sea m € (0,1) dado. Entonces

2_
m2 < m( m)

< 3-2m
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Demostracién. En este caso partimos de la desigualdad
(m—1)2%*>0 si me(0,1)

desarrollando esta expresién y multiplicando por -1 tenemos que

2m—-m?—-1<0 s me(0,1)
ahora multiplicando por 2 y sumando 2m — m? a ambos lados llegamos a

3m?2 —2m® < 2m -m? - i m € (0,1)
finalmente factorizamos m en el lado derecho, m? en el izquierdo y dividimos por 3 —2m que
es distinto de 0 en m € (0, 1), para llegar a
m(2 —m)
3-2m

quedando demostrada la proposicién. m

m? < si m € (0,1)

B.3 Estudio de conjuntos (Modelo Ctibico)

En esta seccién, mostraremos que algunos conjuntos del modelo ciibico son vacios, mientras
que otros no.

Proposicién 21 Seam € (0,.5) entonces

— ) — 2 _
((4 5m) — v/om 20m+12’1_2m>

2

es‘ n0 vacto.
" Demostracién. Para mostrarlo sea m € (0,.5). Fijemonos en la siguiente desigualdad
(m-1)2>0
desarrollando esta expresién, y multiplicando por 8, obtenemos
8m? —16m+8 >0

Sumando m?2 —4m+4 a ambos lados de la desigualdad y factorizando el lado derecho equivale
a ‘ ‘

9m? — 20m +12 > (2 —m)?
Ahora, como ambas cantidades son positivas, tomamos rafz cuadrada en ambos miembros de
la desigualdad para llegar a

VIm2 —20m +12>2—m
Finalmente, sumamos 5m — 4 y dividimos por -2 obteniendo

4 —5m —v/9m?2 = 20m + 12
2

<1—-2m

llegando asi al resultado pedido. =
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Proposicién 22 Sea m € (0,.5). Entonces

((4—5m)+\/97n2—20m+12 )
,1—-2m

2

" es vacto.

Demostracién. Primero notemos lo siguiente
| 9m2—20m+12>0 VmeR
Al ser positivo, es mayor que cualquier cantidad menor que cero. De hecho
m>m—2 si m € (0,.5) |

Sufnando 4 — 5m en ambos lados, obtenemos

(4 — 5m) + vV/9m2 — 20m + 12
2

Obteniendo asi nuestro resultado.

>1—-2m con m €.(0,.5)

B.4 Andlisis de Y,,,, y X* en el modelo ciibico.

En estd seccién mencionaremos y demostraremos algunas proposiciones de las funciones Yoo
y X*, dadas por ‘

1= (m+b)+/b?+2b(1 —m) —3m2+2m+1

X 2

2(6% +b+1)%/2 — 2% — 3% +3b+ 2
27(1 —m)(b+m)

Ymaz =

Proposicién 23 Seam € (0,.5) fijo. Entonces Ypmaz = Yimas(b) es estrictamente decreciente
en b e (0,1—-2m). ‘
Demostracién. Para demostrar que Yy,q, es estrictamente decreciente, basta mostrar
aYmaa:
que == < 0.
Para esto sea

_z(l-z)(z+b)
P b T) = G ) m + 0)

Notemos que z(1 — z) no depende de b y ademds es positivo. Asi que analizando solo lo
que depende de b definimos g(z,b, m) como.

z+b

@™ = T m T D
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donde m € (0,.5) y z € [0,1] estén fijos.
Ahora derivando ¢ respecto a b tenemos

g _ z—m
b~ (b+m)2(m—1)

Notemos que ab <0Osiz>my 6 > 0si z < m. De esto y de la observacién del término
z(1— a:) concluimos lo siguiente. Sean m € (0 5) y z € [0,1] fijos. Entonces, 8’; < 0 si

a:>my6‘°>0s1a:<m
Como Xmam > m(Por construccién de la funcién) entonces Ymes = p(Ximaz,m, b) cumple

con

aymaz
ob

<0

; s
Y por lo tanto, queda demostrada nuestra proposicién. M

Proposicién 24 Seam € (0,.5) fijo. Entonces X* = X*(b) es estrictamente decreciente en
€ (0,1 -2m).

Demostracién. Procedlendo de similar manera calculamos agg .

AX* b—-m+1—/b?+2b(1-m)+(1-m)(3m+1)
b 2¢/b% +26(1 —m) + (1 —m)(3m + 1)

El denominador siempre es positivo, por lo que analizaremos el numerador.

b—m+1—02+26(1—m)+(1—-m)Bm+1) <0

si y sélo si

b—m+1</b2+2b(1—m)+ (1 —m)(Bm+1)

elevando al cuadrado(ya que ambos lados son mayores qﬁe 0) y simplificamos obtenemos a
que esto equivale a mostrar que

m(—4+4m) <0

y como m € (0,.5) obtenemos que esto es cierto. Por lo tanto 2%~ < 0 y de esto se concluye
que X* es una funcién estrictamente decreciente respecto a b. l

A continuacién vemos algunos de los comportamientos que presentan Yme, y X*. Estos
resultados son graficos, ya que de manera analitica no fué posible mostrar gran cosa.

| " Delafigura (B.2) observamos Io siguiente: Si b = 1 — 2m, entonces para todam € (0,.5),
\ Yinae €S menor que X* (X* — Y,y siempre es positiva).
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Observacién No fue posible mostrar cudl de las dos funciones decrecia mas répido, y por i
tanto no se puede asegurar que dichas funciones se corten a lo mds una vez.
v

Esto nos abre la posibilidad de que exista el fenémeno de caos-extincién como sugiere la
figura (2.27) de la pagina (53).

Conjetura Dado m € (0,.5), Yer y X ™ se cortan a lo més una vez.

2 me=.05 by m=1
35
3
1.5
255, \
v N
2
\ 1
150 Y ~
\ ~.
— 05 Tmeeol
[ e e
) 02 0.4 06 08 ) 0.2 0.4 0.5 0.8
b b
me15 me.18
9 e oy
1
12 §\
osf
\
1 ‘\F———-——-—-—-—_ 08t
\
\
o8f 0T N
A N
AN 06 N
06 ~ R
S~ 0.8 Seaa -

04 0.4
o 0

Figura B.1: Grificas de Yoo (- -) v X *(-) con valores de m.ﬁjos.

Esta conjetura se basa principalmente en las gréficas de la figura (B.1). En caso de ser
cierta significa que el fenémeno de caos-extincién no se puede presentar. De aqui, al tomar
valores de b cada vez més pequiios, (haciendo tender b a cero) observamos que Yoz logra
ser mayor que X* con ciertos valores de m (figura B.3).

e Sim € (0,.188275) y b = 0, entonces Yimqq es mayor que X* (figura(B.3)). Lo que
significa es que solo para valores de m € (0,.188275) se pude modelar el fenémeno de
extincién.

e De la figura (B.3), se puede ver que el caso m € (.188275,.5) implica que se conserva
la desigualdad Yimez < X*. De esta propiedad y de la conjetura, se concluye que si
m € (.188275,.5), Yimaz ¥y X* no se cortan con b € (0,1 —2m). Por lo tanto aqui no se
puede hablar de extincién por sobrepoblacién.




B.4. ANALISIS DE Yiax Y X* EN EL MODELO CUBICO.
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m

Figura B.2: Gréfica de X* — Y4, tomando b=1—2m

L .
o 188275 0.25 0.5
m

Figura B.3: Gréfica de X* — Y50, tomando b =0
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B.5 Andlisis de p y ¢ en el modelo cubico.

Proposicién 25 Sean p y ¢ dados por

11—z _z+b
P=1"m 1= mTb

1. Siz € (0,m) entonces pg < 1.

2 Size (m, E) entonces pg > 1.
\

“ 3. Siz € (E,1) entonces pg < 1.
! Demostracion.
|

1. Siz € (0,m) entonces pg < 1.

Notemos que tanto D como g son no negativos. Por lo tanto mostrar que pg < 1 equl-
vale a mostrar que q¢ — < 0.

Después de realizar las operaciones requeridas, vemos que hay que mostrar que

1 (z+b+m—1)(z—m) !
= Grma-n 0

Claramente el denominador es negativo, por lo que basta analizar el numerador. Para
esto, notemos que en nuestras condiciones vistas al inicio del modelo dicen que

m<l—b—m

como z < m entonces z < 1—b—m.

De estos hechos queda mostrada la primera parte de la proposicién.

2. Si z € (m, E) entonces pg > 1.

operaciones necesarias hay que mostrar que

\ _1_(x+b+m—1)(w—m)
] = T T am—-1)
|
|
|
|
|
|

es mayor que cero. En este caso E es igual a 1 — b—m, y por tanto podemos concluir
facilmente el resultado.
3. Siz € (E,1) entonces pg < 1.

Para este caso, se procede de manera similar a la anterior. Asi que después de las
Procediendo de manera similar se obtiene lo deseado.
|
|
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