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Rápida.

Tesis presentada por:

Juan Antonio Licea Salazar
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Resumen

El problema de asignar un precio a las opciones financieras de una canasta

de bienes se puede formular como un problema de Cauchy para una ecuación

diferencial parcial parabólica (Black-Scholes) en varias variables. En este tra-

bajo proponemos aproximar la solución de este problema mediante interpolación

con funciones de base radial. Para esto usamos herramientas estándar tales

como algoritmos iterativos para interpolación con funciones de base radial y

métodos de sumación rápida. Nos restringimos a funciones de base radial mul-

ticuádricas. Se implementaron varios algoritmos estándar y se obtuvo evidencia

numérica de que la estrategia propuesta es apropiada para resolver el problema

de valores iniciales que nos ocupa. Encontramos que aunque los sistemas de

ecuaciones lineales resultantes son densos, las matrices correspondientes tienen

pocos grados de libertad, es decir, los problemas de interpolación y de multi-

plicar una matriz por un vector resultantes son intŕınsecamente de bajo costo

computacional.

El método multipolos es una opción para evaluar los productos matriz vector

en el caso unidimensional. Sin embargo, como es conocido, la eficiencia de este

método decae conforme aumenta la dimensión, y se requiere un esfuerzo con-

siderable para obtener una implementación eficiente en dimensiones mayores a

1 (por tal razón en este trabajo sólo se implementó el caso unidimensional).
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Aparentemente el método rápido para la suma de funciones multicuádricas

propuesto en [18] en combinación con la Transformada Rápida de Gauss Mejo-

rada [11] es una mejor opción para la evaluación de productos matriz-vector

en varias dimensiones. Sin embargo, nuestras pruebas numéricas sugieren que

hay una compensación mutua entre el tamaño del parámetro de forma de la

función multicuádrica y el número de puntos en la discretización espacial del

problema de valores iniciales. Modificar la estrategia descrita a lo largo de esta

tesis para sobreponerse a esta problemática queda como un problema abierto.

Es oportuno mencionar que problemáticas similares aparecen en otros contex-

tos de interpolación con funciones de base radial y se les considera un tema de

investigación.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las matemáticas financieras se han convertido en un área de investigación muy

activa desde el punto de vista del análisis numérico a partir de la aparición de

los trabajos de Merton [27] y Black y Scholes [9].

Se ha establecido que el problema de asignar un precio a las opciones fi-

nancieras se puede formular como un problema de Cauchy para una ecuación

diferencial parcial parabólica (en lo sucesivo nos referiremos a este como el

problema de valores iniciales de Black-Scholes ó PVIBS). La importancia de de-

sarrollar métodos numéricos para resolver eficientemente el PVIBS es evidente.

En este trabajo proponemos aproximar la solución del problema que nos

ocupa mediante interpolación con funciones de base radial. Para esto usamos

herramientas estándar tales como algoritmos iterativos para interpolación con

funciones de base radial [22] y métodos de sumación rápida como el método mul-

tipolos [20], [6], o los métodos basados en la Transformada Rápida de Gauss [18].

Nuestra motivación para estudiar la solución numérica del PVIBS mediante in-

terpolación con funciones de base radial consta de dos partes. Primeramente, la

rápida convergencia de la solución mediante interpolación con funciones de base

1



2 1. Introducción

radial de problemas de valores a la frontera para problemas eĺıpticos lineales,

sugiere que es razonable esperar resultados análogos para el PVIBS. Por otra

parte, aunque los sistemas de ecuaciones lineales asociados al problema de in-

terpolación son densos, las matrices correspondientes t́ıpicamente tienen pocos

grados de libertad, es decir, el problema de interpolación es intŕınsecamente de

bajo costo computacional.

El contenido de este trabajo se distribuye como sigue:

• Caṕıtulo 2. En este caṕıtulo se presenta el problema de asignar precio

a las opciones financieras. Se describe brevemente el modelo de Black-

Scholes [3], y cómo es que de este se obtiene una ecuación diferencial

parcial que permite calcular le precio de las opciones.

• Caṕıtulo 3. A lo largo de este caṕıtulo se resume el uso de las funciones de

base radial en la interpolación de datos [10, 16] y su aplicación a la solución

del Problema de Valores Iniciales de Black-Scholes [12, 26]. Además se

muestran algunos métodos comunmente empleados para la marcha en el

tiempo de este tipo de problema.

• Caṕıtulo 4. En este caṕıtulo se presenta el método iterativo [22] utilizado

en este trabajo para resolver el problema de interpolación que surge al

avanzar en el tiempo. También se resume el uso de los métodos Multipolos

[32] y basados en Transformada Rápida de Gauss [18] para la evaluación

rápida de multicuádricas.

• Capitulo 5. Aqúı se muestran los resultados obtenidos en el trabajo de

tesis. El contenido de este caṕıtulo está organizado como sigue:
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- En la sección 5.1 se detalla cómo aplicar el método iterativo descrito en

[22] para resolver los sistemas de ecuaciones que surgen al marchar

en el tiempo.

- En la sección 5.2 se presentan algunos detalles de nuestra implementación

del método multipolos, es decir, cuáles son los operadores de traslación

de expansiones utilizados en este trabajo. También se muestran al-

gunas pruebas de la eficiencia de evaluación de multicuádricas uti-

lizando este método.

- En la sección 5.3 comparan los tiempos de ejecución de las tres formas

de aproximar la solución del PVIBS utilizadas en este trabajo.

1 Invirtiendo la matriz de interpolación.

2 Utilizando el algoritmo iterativo con multiplicación directa de ma-

trices.

3 Utilizando el algoritmo iterativo con el método multipolos como

evaluador de productos matriz vector.

- En la sección 5.4 se presenta una fórmula similar a la mostrada en

[18], que permite evaluar funciones de base radial multicuádricas

inversas generalizadas (exponente negativo arbitrario), y se pre-

sentan algunas pruebas de eficiencia utilizando la Transformada

Rápida de Gauss Mejorada [11] de Duraiswami et al para la

evaluación funciones de base radial Gaussianas.

• 6 Conclusiones

Los resultados obtenidos en este trabajo se pueden resumir como sigue:

- Las pruebas realizadas proporcionan evidencia numérica de que al aplicar
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métodos iterativos en la solución del PVIBS, se obtiene un ahorro

sustancial en el tiempo requerido para resolver las ecuaciones de in-

terpolación que surgen al avanzar en el tiempo.

- Al combinar un algoritmo iterativo para resolver sistemas de ecuaciones

lineales con un método rápido para la evaluación de productos matriz

vector, se aceleran de manera importante los cálculos requeridos en

la solución de PVIBS.

- Para aproximar la solución del PVIBS en dimensiones mayores a uno,

se considera el método rápido para la evaluación de multicuádricas

propuesto en [18] en combinación con la Transformada Rápida de

Gauss Mejorada (eficiente en altas dimensiones), como un buen can-

didato para aplicarlo en la solución de este problema. Después de

realizar varias pruebas numéricas, se identificó que este método es

sensible al parámetro de forma. Queda abierto el problema de mejo-

rar este método de evaluación de FBR multicuádricas para valores

pequeños del parámetro de forma.



Caṕıtulo 2

Planteamiento del problema

El modelo Black-Scholes está basado en una ecuación diferencial estocástica, de

la cual, mediante el cálculo de Îto, se puede derivar en una ecuación diferencial

parcial (EDP) [13] que describe el comportamiento del precio de las opciones fi-

nancieras. Por tanto, el problema de asignar valores a los derivados financieros

equivale, bajo hipótesis estándar, a resolver un problema de valores iniciales

para una EDP parabólica. Existen numerosos esfuerzos por desarrollar métodos

numéricos eficientes para resolver el PVIBS. Una referencia panorámica sobre

métodos numéricos para dicho problema es el libro de Achdou y Pironneau [3].

Con el propósito de que este trabajo sea autocontenido, en este caṕıtulo

ofrecemos una derivación del PVIBS. El contenido del caṕıtulo se distribuye

como sigue: en la sección 2.1 ofrecemos algunas definiciones generales. En

la sección 2.2 presentamos la definición del modelo de Black-Scholes. En la

sección 2.3 se ofrece una deducción estándar de el PVIBS, junto con resultados

de existencia y unicidad de la solución. La discusión está basada en [3], [13]

y [35].
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6 2. Planteamiento del problema

2.1 Opciones financieras

Una opción es un contrato que da a su propietario el derecho, pero no la obli-

gación, de comprar o vender bienes o valores, a un precio determinado, en una

fecha concreta.

Al comprar una opción se debe especificar:

• El tipo de opción: call para la compra, y put para la venta.

• El tipo de bien a tratar (el activo subyacente): acciones, indices bursátiles,

etc.

• La cantidad del activo subyacente a ser comprado o vendido.

• La fecha de vencimiento o madurez (T ).

• El precio de ejercicio (K), que es el precio al cual se hace la transacción

si la opción es ejercida.

Si la opción puede ser ejercida en cualquier tiempo hasta la madurez, en-

tonces se le llama opción Américana. Si sólo puede ser ejercida en la fecha de

vencimiento, entonces se conoce como opción Europea. En lo siguiente sólo se

hablará de opciones Europeas, que son las más simples.

Ejemplo 2.1.1 Consideremos una opción call para la compra de una acción de

Microsoft. Esta le da a su titular el derecho a comprar una acción (cantidad del

activo) por la cantidad de $25 (K = 25) dentro de un mes (T = 1).

Si el precio de dicha acción para el d́ıa de hoy es $24.5, y permanece igual

hasta la fecha de vencimiento. ¿El titular debeŕıa ejercer la opción? La respuesta

es no, dado que tendŕıa que comprar una acción de Microsoft por $25, mientras

que en el mercado sólo vale $24.5.
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¿Pero qué pasa si el precio de la acción sube a $29? Ahora, en caso de

ejercer, obtendŕıa una ganancia de $29− $25 = $4.

Considerando la idea presentada en el ejemplo 2.1.1, si denotamos por ST el

precio del activo en la fecha de vencimiento, se observa que:

• Si ST < K titular no debe ejercer la opción.

• En cambio, si ST > K, el titular obtiene una ganancia de ST −K, en caso

de ejercer.

Entonces el valor de una opción en la fecha de vencimiento está dado por la

ganancia, en caso de ejercer, y es nulo en otro caso.

El valor de una opción call en la fecha de vencimiento está dado por:

(ST −K)+ = max (ST −K, 0). (2.1)

Por otro lado, el titular de una opción put quiere que el precio del activo

caiga, aśı podŕıa venderlo en el mercado por más de lo que vale, es decir, el

valor de una opción put en la fecha de vencimiento está dado por:

(K − ST )+ = max (K − ST , 0). (2.2)

Las funciones (2.2) y (2.2) son conocidas como función de pago para una

opción call y put respectivamente. De la función de pago se puede deducir que

a mayor precio de ejercicio, menor es el valor de una opción call, y el valor de

una opción put es menor cuando el precio de ejercicio disminuye, en la fecha de

vencimiento. Esto se puede apreciar mejor en la figura 2.1.
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Figura 2.1: Función de pago (t = T ).

Hasta este punto, se conoce el valor de una opción en la fecha de vencimiento,

pero una pregunta importante que se puede hacer es ¿Cuánto vale la opción

ahora?, es decir, ¿Cuánto se debe pagar por un contrato que otorga ciertos

derechos en el futuro?

2.2 Modelo de Black-Scholes

Bajo ciertas hipótesis sobre el mercado, el modelo sugerido por Black y Scholes

describe el comportamiento del precio del activo subyacente. Estas hipótesis

son:

• Las transacciones no tienen costo y son instantáneas.

• Se supone que no existe arbitraje, es decir, en ningún momento es posible

obtener un beneficio sin asumir riesgo alguno.

El modelo de Black-Scholes considera un activo con riesgo (el activo subya-

cente) con precio St al tiempo t, y un activo sin riesgo con precio S0
t al tiempo t,
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además, para describir el comportamiento de St, supone que este satisface una

Ecuación Diferencial Estocástica de tiempo continuo.

También se supone que el precio del activo sin riesgo satisface la siguiente

ecuación diferencial ordinaria

dS0
t = r(t)S0

t dt, (2.3)

donde r(t) es una tasa de interés libre de riesgo.

Si se pone S0
0 = 1 en la ecuación (2.3), se obtiene que:

S0
t = exp

(∫ t

0

r(τ)dτ

)
, S0

t = exp (rt) si r es constante.

Para describir el precio del activo, en el modelo de Black-Scholes descompone

el rendimiento dSt

St
como la suma de un término determinista µdt, y un término

aleatorio σtdBt, en el cuál se modelan las variaciones del precio debido a causas

externas.

De manera más precisa, en el modelo de Black-Scholes se supone que el

precio del activo con riesgo es una solución de la siguiente Ecuación Diferencial

Estocástica

dSt = St(µdt+ σtdBt), t ∈ [0, T ] (2.4)

donde Bt es un movimiento Browniano estándar en un espacio de probabilidad

(Σ,A,P), σt es la volatilidad (una medida de la incertidumbre en el precio) y µ

el drift (una tasa de crecimiento promedio del precio).

El significado preciso de (2.4) se puede consultar en [25, 13].

Si σt = σ es una constante, se puede deducir que la solución de la ecuación

(2.4) se puede escribir en términos de Bt

St = S0 exp

((
µ− σ2

2

)
t+ σBt

)
.
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Hasta este punto se cuenta con una Ecuación Diferencial Estocástica que

describe el comportamiento del precio de un activo, pero, ¿En qué sentido es

útil la ecuación (2.4) para calcular el precio a la opción?.

Del modelo de Black-Scholes se puede deducir una fórmula para asignar

precio a la opción en un tiempo t < T en términos del valor esperado de una

variable aleatoria. El siguiente argumento puede ser encontrado en [13].

Por el teorema de Girsanov, existe una probabilidad P∗ equivalente a P (la

medida del “mundo real”) tal que el precio St satisface

dSt = St(rdt+ σtdWt) (2.5)

donde

Wt = Bt +

∫ 1

0

µ− r
σ

es un movimiento browniano estándar bajo P∗, es decir, bajo la probabilidad P∗

el precio descontado S̃t = St e−rt satisface

dS̃t = σS̃tdWt,

por lo cual es una martingala, ver [13], [25].

Se puede probar que es posible simular la opción por medio de un portafolio

autofinanciado que contiene las cantidades Ht, H
0
t , del activo con riesgo y sin

riesgo respectivamente, es decir, existe un par de procesos adaptados tales que∫ T

0

∣∣H0
t

∣∣ dt +

∫ T

0

H2
t dt <∞ casi en todas partes (c.t.p.),

H0
t S

0
t +HtSt = H0

0S
0
0 +H0S0 +

∫ t

0

H0
τ dS

0
τ

+

∫ t

0

HτdSτ c.t.p. ∀t ∈ [0, T ], y

CT = H0
TS

0
T +HTST .
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Por la hipotésis de no arbitraje, el precio de la opción debe estar dado por

Ct = H0
t S

0
t +HtSt. (2.6)

También es posible ver que para un portafolio auto financiado se cumple que

H0
t +HtS̃t = H0

0 +HtS̃
0
t +

∫ t

0

HτdS̃τ . c.t.p. ∀t ∈ [0, T ],

= H0
0 +HtS̃

0
t +

∫ t

0

σHτdW̃τ ,

lo cuál implica que H0
t + HtS̃t es una martingala cuadrado integrable bajo P∗.

Tomando en cuenta (2.6), el precio de la opción está dado por

Ct = er E∗
[(
CT e−rT |Ft

]
= E∗

[
CT e−r(T−t)(ST −K)+|Ft

)]
(2.7)

donde Ft es la filtración natural asociada a Wt.

Nota 2.2.1 Los resultados mencionados en esta sección se pueden generalizar

al caso en que σt = σ(St, t) y rt = r(t), con r y σ funciones continuas tales que

Sσ(S, t) es Lipschitz con respecto a S con una constante de Lipschitz indepen-

diente de t, σ acotada por arriba, y acotada por abajo por una constante mayor

que cero, uniformemente en t.

En dicho caso el precio de la opción está dada por

Ct = E∗
[
exp

(
−
∫ t

0

r(τ)dτ

)
P0(ST )|Ft

]
.

donde P0(S) es la función de pago .

Nota 2.2.2 En el modelo de Black-Scholes con coeficientes uniformes, comúnmente

es dif́ıcil recuperar el precio de las opciones en el mercado, aśı que una práctica

común es calibrar una función de volatilidad σ(S, t) que se ajuste a los precios

del mercado.
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2.3 Problema de Valores Iniciales de Black-

Scholes

En la sección anterior se vio que el precio de una opción está dado por la fórmula

φ(St, t) = E∗
[
exp

(∫ t

0

r(τ)dτ

)
P0(ST )|Ft

]
, (2.8)

es decir, el Modelo de Black-Scholes permite calcular el precio de una opción

como el valor esperado de una variable aleatoria. Con ayuda del cálculo de

Îto es posible deducir una EDP que describe dicho precio, es decir, es posible

relacionar la función φ en (2.8) con la solución de una EDP.

La proposición 2.3.1 y el teorema 2.3.1 establecen esta relación.

Proposición 2.3.1 Sean σ, r funciones continuas, no negativas y acotadas, en

R+ × [0, T ] y [0, T ] respectivamente, y que S 7→ Sσ(S, t) es Lipschitz con una

constante independiente de t. Entonces, para cualquier función u : (S, t) 7→

u(S, t) continua en R× [0, T ), y tal que
∣∣S ∂u

∂S

∣∣ ≤ C(1 + S) con C independiente

de t, el proceso

Mt = exp

(
−
∫ t

0

r(τ)dτ

)
u(St, t)

−
∫ t

0

exp

(
−
∫ τ

0

r(v)dv

)(
∂u

∂t
(St, τ) + Lτu(Sτ , τ)− r(τ)u(Sτ , τ)

)
dτ

es una martingala bajo Ft, dónde Lt es el operador diferencial dado por:

Ltf(S) =
σ2(S, t)S2

2

d2

dS2
f(S) + r(t)S

d

dS
f(S).

El operador Lt se llama el generador infinitesimal del proceso de Markov St.

Teorema 2.3.1 Sean σ, r funciones continuas, no negativas y acotadas, y S 7→

Sσ(S, t) Lipschitz con una constante independiente de t. Consideremos una
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función P : R+× [0, T ]→ R, continua en R+× [0, T ], C1 con respecto de t y C2

con respecto a S en R+× [0, T ), tal que
∣∣S ∂u

∂S

∣∣ ≤ C(1 +S) con C independiente

de t, y supóngase que P satisface

∂

∂t
P (S, t) = rP (S, t)− rS ∂

∂S
P (S, t)− σ2S2

2

∂2

∂S2
P (S, t), (2.9)

P (S, T ) = PT (S), S ∈ R+ (2.10)

entonces, para φ dada por (2.8) se cumple que φ = P .

La ecuación (2.9) es una EDP parabólica, y el problema conformado por

(2.9), (2.10) es un problema de Cauchy hacia atrás en el tiempo, al cuál nos

referimos como Problema de Valores Iniciales de Black-Scholes (PVIBS).

2.3.1 Existencia y unicidad de soluciones del PVIBS

El PVIBS (2.9), (2.10) es un problema clásico y la regularidad de sus soluciones

ha sido bastante estudiada. Se puede consultar [17] para ver detalles sobre lo

enunciado a continuación.

Proposición 2.3.2 Sea Ω = R+ × [0, T ], si:

• La función (S, t) 7→ Sσ(S, t) es Lipschitz en Ω.

• σ(S, t) es acotada en Ω y acotada por abajo por una constante positiva.

• La función t 7→ r(t) es acotada y Lipschitz.

• Los datos de Cauchy PT (S) satisfacen 0 ≤ PT (S) ≤ C(1 + S) para C una

constante dada.
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Entonces existe una única solución P ∈ C0(Ω) al PVI de Black-Scholes, de

clase C1 con respecto de t y C2 con respecto de S tal que 0 ≤ P (S, t) ≤ C ′(1+S)

para C ′ una constante dada.

2.3.2 Fórmula de Black-Scholes

Cuando los parámetros σ(S, t) y r(t) son constantes, el PVIBS tiene una solución

conocida, llamada Fórmula de Black-Scholes.

Una manera de derivar esta fórmula, es utilizar la solución fundamental de

la ecuación de difusión.

Por ejemplo, consideremos una opción call, el Problema correspondiente es:

∂

∂t
C(S, t) = rC(S, t)− rS ∂

∂S
C(S, t)− σ2S2

2

∂2

∂S2
C(S, t) (2.11)

C(S, T ) = max (S −K, 0) (2.12)

Primero se hace un cambio de variable, que permite transformar (2.11) en

una EDP con coeficientes constantes

θ = T − t, x = lnS, φ(x, θ) = C(ex, T − θ),

calculando las derivadas de C, se obtiene que

S
∂C

∂S
=
∂φ

∂x
, S2∂

2C

∂S2
=
∂2φ

∂x2
− ∂φ

∂x
,

entonces el PVIBS (2.11),(2.12) se transforma en

∂φ

∂θ
=

1

2
σ2∂

2φ

∂x2
+

(
r − σ2

2

)
∂φ

∂x
− rφ en R× (0, T ] (2.13)

φ(x, 0) = max (ex −K, 0),

φ(x, θ) → 0 cuando x→ −∞, (2.14)

φ(x, θ) = ex −Ke−rθ cuando x→ +∞. (2.15)
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Ahora, se realiza un cambio de variable en la variable dependiente, lo cual

transforma la ecuación (2.13) en la ecuación de difusión.

Sea

φ(x, θ) = ϕ(x, θ)eaθ+bx, dónde

b =
1

2
− r

σ2
, (2.16)

a = −r − σ2 b
2

2
, (2.17)

entonces φ satisface la ecuación

∂ϕ

∂θ
− 1

2
σ2∂

2ϕ

∂x2
= 0 en R× (0, T ],

ϕ(x, 0) = max
(
e(1/2+r/σ2)x −Ke(−1/2+r/σ2)x, 0

)
.

La solución de este problema de valores iniciales es conocida:

ϕ(x, θ) =
1

2πσ2θ

∫
R

exp

(
− y2

2σ2θ

)
ϕ(x− y, 0)dy.

Si se invierte el cambio de variable realizado, se obtiene la Fórmula de Black-

Scholes para una opción call:

C(S, t) = SN(d1)−Ke−r(T−t)N(d2) (2.18)

dónde d1, d2 y N en (2.18) y (2.13) están dados por:

d1 =
ln S

K
+
(
r + σ2

2

)
(T − t)

σ
√
T − t

d2 = d1 − σ
√
T − t

N(d) =
1√
2π

∫
−∞

e−
x2

2 dx.

Mediante un proceso similar se puede derivar la Fórmula de Black-Scholes

correspondiente a una opción put:

C(S, t) = −SN(−d1) +Ke−r(T−t)N(−d2). (2.19)
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2.4 Opciones para una canasta de activos

Existen varios productos financieros construidos a partir una canasta de activos,

lo cual resulta en problemas en dimensión d, donde d es el número de activos.

Asignar precio a este tipo de opciones problema representa un gran reto com-

putacionalmente, por lo que la solución numérica del problema del PVIBS para

varias dimensiones es un área de investigación muy activa.

El problema de asignar precio a las opciones correspondientes a una canasta

de activos se puede modelar de manera similar al caso unidimensional presentado

en las secciones anteriores, salvo que es necesario introducir ciertos factores de

correlación entre los activos correspondientes.

Consideremos una canasta con d activos, cuyos precios Sit, i = 1, . . . , d

satisfacen:

dSit = Sit (µidt+ σidBit) , (2.20)

dónde B1t, . . . , Bdt son d movimientos brownianos estándar bajo la probabilidad

P y µi, σi son el drift y volatilidad correspondientes. Ahora los precios de los

activos están correlacionados, es decir,

E [SitSjt] = ρij,

dónde la matriz Ψ = [ρi,j] se conoce como la matriz de correlación, que es

simétrica, positivo definida, y ρii = 1, i = 1, 2, . . . , d. La matriz de covarinza

está dada por:

Ξ = ΣΨΣ

dónde Σ = diag(σi) es la matriz de volatilidad.

La opción para esta canasta de activos con madurez T y para una función

Q0 : Rd+ → R+ puede ser ejercida en tiempo t = T para un pagoQ0(S1T , . . . , Sdt).
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Es posible encontrar una probabilidad libre de riesgo P∗ bajo la cual el precio

de la opción está dado por:

Qt = E∗
(

exp

(∫ T

t

−r(τ)dτ

)
Q0(S1T , . . . , SdT )|Fr

)
. (2.21)

La fórmula (2.21) permite calcular el precio de la opción correspondiente

como el valor esperado de una variable aleatoria, pero también es posible deducir

una EDP que describe el comportamiento de Q:

∂Q

∂t
(S, t) + LQ(S, t) = 0, t < T, S ∈ Rd+, (2.22)

Q(S, T ) = Q0(S), S ∈ Rd+

dónde (2.22) es la ecuación de Black-Scholes multidimensional con el oper-

ador espacial L dado por:

LQ(S, t) = r
d∑
i=1

si
∂Q

∂si
+

1

2

d∑
i,j=1

Ξijsisj
∂2Q

∂si∂sj
− rQ. (2.23)

La función de pago Q puede definirse de distintas maneras, por ejemplo,

entre las más populares se encuentran

Q0 = max

(
1

d

d∑
i=1

si −K, 0

)

Q0 = max

(
d∑
i=1

si −K, 0

)
Q0 = max (max(si)−K, 0).



Caṕıtulo 3

Solución Numérica del PVIBS

Existen varios métodos numéricos estándar para resolver problemas de valores

iniciales como el PVIBS (2.9, 2.10), por ejemplo:

• diferencias finitas,

• elementos finitos,

• volumenes finitos,

entre otros.

En 1971, el geof́ısico Rolland Hardy [23] introdujo un método para la in-

terpolación de datos geográficos. Resultados numéricos mostraron que las

aproximaciones obtenidas con este método eran bastante precisas. Posterior-

mente, el f́ısico Ed Kansa [15], propuso un método de colocación para la solución

de EDPs basado en la técnica de interpolación descrita por Hardy.

La aparición de estos trabajos dio lugar al método de las Funciones de Base

Radial (FBR), el cual ha sido aplicado desde entonces de manera exitosa en

muchas áreas.

18
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Una ventaja del uso FBR es que proveen métodos numéricos libres de malla

para la solución de EDPs, y además la solución de problemas en altas dimen-

siones es bastante similar al caso unidimensional. Por otro lado, los sistemas

de ecuaciones resultantes son generalmente densos (a excepción de las FBR

de soporte compacto), sin embargo, las matrices correspondientes tienen pocos

grados de libertad.

Otra ventaja al seguir este enfoque en el contexto del PVIBS, es que se

pueden elegir FBR continuamente derivables, y las derivadas parciales de la

solución se pueden obtener directamente calculando las derivadas de las FBR,

lo cual es útil para calcular derivados financieros como los valores Delta.

El contenido de este caṕıtulo se distribuye como sigue: en la sección 3.1

se introduce el uso de funciones de base radial para la interpolación de datos.

En la sección 3.2 se discuten algunos detalles sobre la solución numérica del

PVIBS en un dominio acotado. En las secciones 3.3 y 3.4 se ilustra el uso de

FBR en la solución numérica del PVIBS, aśı como esquemas estándar para la

discretización en el tiempo de la Ecuación Diferencial Ordinaria que surge en

este problema. Por último, en la sección 3.5 se discute el costo computacional

para los métodos discutidos en este caṕıtulo.

3.1 Funciones de Base Radial

Aunque la teoŕıa general de funciones de base radial no ha sido completamente

establecida, trabajos tales como [16, 10] ofrecen buen material introductorio

sobre interpolación de datos y solución de Ecuaciones Diferenciales Parciales

por medio de FBR.
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El problema de interpolación de datos se puede establecer como sigue:

Definición 3.1.1 Dados los datos (xj, yj), j = 1, . . . , N con xj ∈ Rd, encontrar

una función s, tal que s(xj) = yj, j = 1, . . . , N .

Los xj son los puntos donde se tomaron medidas y los yj son las medidas cor-

respondientes.

Una forma común de resolver el problema de interpolación de datos 3.1.1

es suponiendo que s es una combinación lineal de ciertas funciones base Bk, es

decir,

s(x) =
N∑
k=1

λkBk(x), x ∈ Rd, (3.1)

entonces, bajo esta hipótesis, resolver el problema 3.1.1 da lugar a un sistema

de ecuaciones lineales de la forma

Aλ = y (3.2)

donde Ajk = Bk(xj), c = [cj] y y = [yj], j, k = 1, . . . , N .

Definición 3.1.2 Una función Φ : Rd → R se llama función de base radial si

existe una función φ : [0,∞)→ R tal que

Φ(x) = φ(r), donde r = ‖x‖,

y ‖ · ‖ es alguna norma en Rd (normalmente la norma Euclidiana).

Si usamos FBR como funciones base, es decir Bk(x) = Φ(x − xk) entonces la

función de interpolación (3.1) es

s(x) =
N∑
k=1

λkΦ(x− xk), x ∈ Rd. (3.3)
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Nota 3.1.1 Lo que hace que una FBR sea útil en las aplicaciones, es que los

problemas de interpolación que se derivan no son sensibles a la dimensión de

los datos.

En lo sucesivo referiremos a FBR indistintamente Φ, y a la función de una

variable φ correspondiente.

Definición 3.1.3 Una matriz real A es semi-definida positiva si

N∑
j=1

N∑
j=1

cjckAjk ≥ 0 (3.4)

para c = [cj] ∈ RN . Si el único valor de c para el cual ( 3.4) se convierte en

igualdad es c = 0, entonces A se llama definida positiva.

Una propiedad importante de las matrices definidas positivas es que todos

sus valores propios son positivos, es decir, una matriz positivo definida es no

singular. Entonces, si se tiene FBR en (3.3) que generan una matriz de inter-

polación definida positiva, el problema de interpolación tiene solución. Existen

varias FBR estándar que generan matrices definidas positivas.

Nombre φ(r) parámetro

Gaussiana e−c
2r2

Multicuádrica Inversa (r2 + c2)
−k/2

k > 0.

Sobolev Kν(r)r
ν ν > 0.

Hay FBR útiles en las aplicaciones que no generan matrices definidas positi-

vas . En tales casos, se debe agregar un polinomio de cierto grado a la función

de interpolación (3.3).
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Sea P d
Q−1 el espacio generado por todos los polinomios en d variables, de

grado a lo más Q − 1, y p1, . . . , pq una base. Si se agrega un polinomio del

espacio P d
Q−1 a s, se obtiene

s(x) =
N∑
k=1

λkΦ(x− xk) +

q∑
l=0

βlpl(x), (3.5)

donde q =
(
Q−1+d

d

)
es la dimensión de P d

Q−1.

Ahora se tienen q grados de libertad adicionales, entonces, para completar

el sistema se agregan q ecuaciones homogéneas

N∑
k=1

λkpl(xk) = 0, 1 ≤ l ≤ q. (3.6)

El sistema de ecuaciones resultante para este problema de interpolación es

s(x) =
N∑
k=1

λkΦ(x− xk) +

q∑
l=0

βlpl(x) = yj, 1 ≤ j ≤ N (3.7)

N∑
k=1

λkpl(xk) = 0, 1 ≤ l ≤ q,

cuya solución se asegura si p ∈ P d
Q−1 y p(xk) = 0, 1 ≤ k ≤ N implica que p = 0.

La tabla 3.1 muestra algunas de las FBR condicionalmente positivo definidas

más comunes.

Nombre φ(r) parámetro Q

Multicuádrica (−1)dk/2e (r2 + c2)
k/2

k > 0, k /∈ 2Z dk/2e

Poliarmónica (−1)dk/2erk k > 0, k /∈ 2Z dk/2e

Poliarmónica (−1)k/2+1rk log r k > 0, k ∈ 2Z k/2 + 1

Placa delgada r2 log r 2
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3.2 Solución del PVIBS en un dominio acotado

El principio del máximo [3] es una herramienta para obtener estimaciones de la

solución de EDPs eĺıpticas y parabólicas, en particular nos asegura que se puede

aproximar la solución del PVIBS (2.9), (2.10) por la solución de un problema

en un dominio espacial acotado.

Proposición 3.2.1 Supóngase que existen constantes positivas σ, σ y Cσ, tales

que para todo t ∈ [0, T ] y todo S ∈ R+, se cumple que

• 0 ≤ σ ≤ σ(S, t) ≤ σ,

•
∣∣S ∂σ

∂S
(S, t)

∣∣ ≤ Cσ,

entonces el error maxt∈[0,T ],S∈[0,S̃] |P (S, t)−P̃ (S, t)| decae más rápido que cualquier

exponencial exp(−ηS̃), (η > 0) cuando S →∞.

donde P (S, t), P̃ (S, t) es la solución del PVIBS en R+ y [0, S̃], respectivamente.

Para poder implementar apropiadamente la solución numérica del PVIBS

sobre un dominio espacial acotado, se deben imponer condiciones de frontera

artificiales, a partir de las condiciones asintóticas (2.14),(2.15)

V (0, t) = Ke−r(T−t), lim
S→∞

V (S, t) = 0, put (3.8)

V (0, t) = 0, lim
S→∞

V (S, t) = S, call. (3.9)

3.3 Solución del PVIBS por medio de FBR

Existen varios trabajos en los que se ha hecho uso de FBR para aproximar la

solución de PVIBS [12, 29, 26]. En estos trabajos se presenta evidencia numérica

sobre la eficiencia de este método.
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Considérese el PVIBS (2.9),(2.10) en un dominio espacial truncado, con

datos finales V (si, T ) = VT (si), si ∈ [0, S̃], i = 1, . . . , N, S̃ > 0.

Se aproxima V (s, t) como una suma de FBR, con coeficientes αj(t)

V (s, t) ≈ v(s, t) =
N∑
j=1

αj(t)Φ(s− sj). (3.10)

Sustituyendo v(s, t) en el PVI, y evaluando en si, i = 1, . . . , N se obtiene

la siguiente ecuación diferencial ordinaria (EDO) para los coeficientes de la

aproximación

α̇ = Pα, (3.11)

α(T ) = L−1VT ,

donde:

P =

(
rI− 1

2
σ2L−1Lss − rL−1Ls

)
, (3.12)

α = [αj(t)] ,

L = [Φ(si − sj)] ,

Ls = [siΦs(si − sj)] ,

Lss =
[
s2
iΦss(si − sj)

]
.

Entonces, la aproximación de la solución del PVIBS por medio de funciones

de base radial se reduce a la solución de una EDO lineal en RN .

3.4 Discretización temporal

Se han aplicado técnicas estándar para resolver la EDO (2.10), por ejemplo,

en [12] se realizan pruebas con el método de Euler, Runge-Kutta de orden 2 y

4, un método θ impĺıcito, y en [26] se usa un método multipaso impĺıcito.
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Denotemos por Vn = Lαn la aproximación de V (si, T − n∆t), para cada

paso en el tiempo T − n∆t, entonces,

• Método de Euler

αn = αn−1 −∆tPαn−1 (3.13)

• Método Runge-Kutta expĺıcito de segundo orden

F1 = −∆tPαn−1 (3.14)

F2 = −∆tP
(
αn−1 + 0.5F1

)
αn = αn−1 + 0.5(F1 + F2)

• Método Runge-Kutta expĺıcito de cuarto orden

F1 = −∆tPαn−1 (3.15)

F2 = −∆tP
(
αn−1 + 0.5F1

)
F3 = −∆tP

(
αn−1 + 0.5F2

)
F4 = −∆tP

(
αn−1 + F3

)
αn = αn−1 +

1

6
(F1 + F2 + F3 + F4)

• Método θ impĺıcito

αn = αn−1 −∆tP
(
θαn−1 + (1− θ)αn

)
(3.16)

• Método multipaso (BDF2)

En este caso se divide el intervalo de tiempo [0, T ] en M pasos de tamaño

∆tn = tn − tn−1, n = 1, . . . ,M , entonces
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α1 = α0 −∆t1Pα
1

αn = βn1α
n−1 − βn2αn−2 − βn0Pαn, n = 2, . . . ,M

donde

wn =
∆tn

∆tn−1

, βn0 = ∆tn
1 + wn
1 + 2wn

, βn1 =
(1 + wn)2

1 + 2wn
, βn2 =

1 + wn
w2
n

.

El tamaño de paso variable no es realmente necesario en el PVIBS, en [26]

se sugiere imponer condiciones sobre los coeficientes del método, βn0 =

βn−1
0

∆tn
1 + wn
1 + 2wn

= ∆tn−1
1 + wn−1

1 + 2wn−1

⇐⇒ 1 + wn
1 + 2wn

=
1 + wn−1

1 + 2wn−1

≡ cn−1,

simplificando y resolviendo para la ráız positiva, se obtiene

wn = cn−1 −
1

2
+

√
4c2
n−1 + 1

2
, n = 2, . . . ,M,

cn =
1 + wn
1 + 2wn

, n = 2, . . . ,M.

c1 = 1

Dada la longitud del intervalo de tiempo T , se elige ∆t1, de tal manera

que
M∑
n=1

∆tn = ∆t1

(
1 +

M∑
i=2

i∏
j=2

wn

)
= T. (3.17)

Denotemos β ≡ βn0 , entonces el método BDF2 modificado es

α1 = α0 −∆t1Pα
1 (3.18)

αn = βn1α
n−1 − βn2αn−2 − βPαn, n = 2, . . . ,M
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Implementación de condiciones de frontera

La implementación de las condiciones de frontera artificiales (3.8), (3.9) es bas-

tante directa. Supongamos que la aproximación de V (0, T−n∆t), V (S̃, T−n∆t)

se encuentran en la primera y ultima posición de Vn, respectivamente. Para

determinado paso en el tiempo los coeficientes se actualizan como sigue:

1. Calcular

Vn = Lαn. (3.19)

2. Actualizar las condiciones de frontera

Vn(1) = V (0, t) (3.20)

Vn(N) = lim
S→∞

V (S, t).

3. Actualizar los coeficentes

αn = L−1Vn. (3.21)

3.5 Costo computacional

Es importante tomar en cuenta el costo cumputacional de los algoritmos descritos

anteriormente, en la tabla 3.5 se resume el costo total utilizando (3.13) para mar-

char en el tiempo

Operaciones Costo Cantidad

L−1 O(N3) 1

L−1
(
rL− 1

2
σ2Lss − rLs

)
O(N3) 1

Pαn−1 O(N2) M

Total O(N3 +MN2)
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dónde M es el número de pasos en el tiempo y N es el número de puntos

espaciales.

Aunque las operaciones más costosas se realizan una vez, conforme N crece,

evaluar la solución numérica del PVIBS de esta manera es una tarea costosa

computacionalmente O(N3) conforme N →∞.
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Aceleración de los cálculos

Una mejor estrategia para resolver el PVI (3.11) seŕıa dejar la matriz L en (3.13)

del lado izquierdo, y en cada paso del tiempo resolver el sistema de ecuaciones

lineales correspondiente mediante algún método apropiado.

Por ejemplo, si se utiliza un método iterativo para resolver sistemas de ecua-

ciones lineales, entonces el costo computacional correspondiente es:

Operaciones Costo Cantidad

resolver Lαn = α̃ O(kN2) M

Pαn−1 O(N2) M

Total O(kMN2)

donde k es el número de iteraciones necesarias para resolver el sistema Lαn = α̃.

Proceder de esta manera resulta en una mejora sustancial con respecto a

O(N3 +MN2), conforme N →∞.

Además, se puede acoplar un método rápido para evaluación de FBR,

para acelerar las multiplicaciones matriz vector requeridas, tanto en el método

iterativo, como en la evaluación del lado derecho para cada paso en el tiempo.

29
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El contenido de este caṕıtulo se distribuye en dos partes principales, en la

sección 4.1 se explica el método iterativo utilizado en este trabajo para resolver

sistemas de ecuaciones lineales y en la sección 4.2 se resumen el uso del método

multipolos y la Transformada Rápida de Gauss en la multiplicación rápida de

matrices.

Nota 4.0.1 En [26] se utiliza un enfoque ligeramente distinto en donde se ex-

plotan simetŕıas geométricas, tanto para la evaluación de los productos matriz-

vector, como para la solución de las ecuaciones.

4.1 Métodos Iterativos

Los sistemas que surgen en problemas de interpolación por medio de FBR,

generalmente son mal condicionados. Se conocen dos parámetros que con-

tribuyen de manera importante al mal condicionamiento de estos sistemas, el

parámetro de forma, y la distribución espacial de los datos.

En [5] se muestra como el número de condición de las matrices que surgen

en la interpolación por medio de FBR multicuádricas crece exponencialmente

conforme aumenta el parámetro de forma. También existen varios trabajos

donde se estudia cómo vaŕıa el número de condición conforme disminuye la

mı́nima distancia entre los puntos xj.

En varios trabajos [1, 31] se trata el mal condicionamiento debido a la dis-

tribución de los puntos, realizando una interpolación local. Estos métodos con-

sisten de dos etapas, primero, calcular un precondicionador usando funciones

cardinales aproximadas, y segundo, el paso iterativo, que generalmente converge

en pocas iteraciones. La parte iterativa en estos métodos generalmente tiene
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buen desempeño, sobre todo si se acopla un algoritmo rápido para la evaluación

de productos matriz vector, pero la tarea de calcular el precondicionador de

manera eficiente suele ser una tarea dif́ıcil. En [22] se desarrolla un algoritmo

rápido ( O(N logN) ) para la evaluación de este paso.

4.1.1 Precondicionamiento con funciones cardinales

aproximadas

Las función cardinal zl correspondiente a un punto xl es una función de la forma

zl(x) =
N∑
j=1

ζ ljΦ(x− xj) + al

que satisface las condiciones de Kronecker

zl(xj) = δlj,

es decir, sl vale 1 en el l−ésimo dato, y cero en los demás. Si se conocieran los

coeficientes ζ lj, j = 1, . . . , N para todas las funciones zl, calcular la solución del

problema de interpolación es bastante simple. Calcular los coeficientes ζ ij para

la función zl por un método directo requiere O(N3) operaciones, y hay N de

estas funciones.

El enfoque empleado por Beatson y Powell [7] para desarrolar un precondi-

cionador fué usar aproximaciones ẑl de estas funciones cardinales, tal que los

coeficientes de zl se aproximan con un conjunto pequeño, digamos de q puntos

especialmente escogidos. Entonces la matriz T̂ resultante se usa como precondi-

cionador en un algoritmo de subespacios de Krylov.

Dados los conjuntos donde se aproximan las funciones cardinales, el costo

de calcular T̂ es de O(Nq3), para q << N e independiente de N .
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En algunos intentos por determinar estos conjuntos, se usaron puntos cer-

canos al punto correspondiente al ı́ndice de la función cardinal, se observó que

esta estrategia sólo funciona para conjuntos de datos de tamaño relativamente

pequeño, pero no para conjuntos grandes. El algoritmo presentado en [1] es una

variación que funcionó en todos los conjuntos de prueba.

Elección de puntos para aproximar las funciones cardinales

Para construir el precondicionador, es necesario calcular N−1 conjuntos, Ll, l =

1 . . . , N − 1. Este problema se puede establecer como sigue:

Dado un conjunto X ⊂ Rd, X = xi, i = 1, . . . , N y q < N , construir N − 1

conjuntos Lj ⊂ X, j = 1, . . . , N − 1 tales que:

• Para j=1,. . . ,N-q+1, Lj consiste de q puntos xij1 , . . . , xijq
∈ X, mientras

que para j = N − q + 2, . . . , N − 1, Lj consiste de N − j + 1 puntos

xij1 , . . . , xij,N−j+1
∈ X. Al número de puntos en el conjunto Lj se le llama

potencia (Pow), Pow(Lj) = q para j = 1, . . . , N − q + 1 y Pow(Lj) =

N − j + 1 para j = N − q + 2, . . . , N − 1.

• Cada conjunto Lj se asocia con un punto xij1 ∈ Lj, llamado el centro del

conjunto. Entonces se denota a Cj = {xi11 , . . . , xij1}, j = 1, . . . , N − 1

como el conjunto de centros.

• El conjunto L1 consiste de los puntos xij1 , . . . , xijq
∈ X, tales que

|xi11 − xi12| = min
xi,xk∈�X,i 6=k

|xi − xk| (4.1)

|xi11 − xi1l
| ≤ min

xk∈X�L1

|xi11 − xk| , para l = 3, . . . , q. (4.2)

Es decir, la distancia entre el centro del conjunto L1 y el segundo elemento
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es mı́nima entre todas las distancias entre puntos de X, y aparte del centro,

el conjunto L1 consiste de los q − 1 puntos más cercanos al centro.

• El conjunto Lj, j = 2, . . . , N − 1 consiste de los puntos xij1 , . . . , xijp
∈

X�Cj−1, p = Pow(Lj), tales que

|xij1 − xij2| = min
xi,xk∈X�Cj−1,i 6=k

|xi − xk| (4.3)

|xij1 − xijl
| ≤ min

xk∈X�Lj∪Cj−1

∣∣xij1 − xk∣∣ , para l = 3, . . . , p. (4.4)

Es decir, la distancia entre el centro del conjunto Lj y el segundo ele-

mento es mı́nima entre todas las distancias entre puntos de X excluyendo

los centros de los conjuntos L1, . . . ,Lj−1, además del centro, el conjunto

consiste de los p− 1 puntos más cercanos al centro.

Este problema se puede resolver de manera muy simple calculando las dis-

tancias entre todos los puntos, pero a un costo computacional de O(N2).

Nota 4.1.1 En [22] se explica de manera detallada como construir estos con-

juntos de manera eficiente en O(N logN) operaciones.

4.1.2 El algoritmo iterativo

El método consiste en actualizar la aproximación sk de f en cada iteración,

sk(x) =
N∑
j=1

λkjΦ(x− xj) + αk, x ∈ Rd, (4.5)

dados los coeficientes λkj , j = 1, . . . , N y la constante αk.

El residual en el paso k se calcula como

rki = f(xi)− sk(xi), i = 1, . . . , N,
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en los puntos xi.

El subespacio de Krylov considerado para este algoritmo es el inducido por

el operador Ξ que actúa sobre las funciones que se pueden expresar en términos

de FBR. Este operador se define usando las N − 1 apoximaciones z̃l de las

funciones cardinales zl

(Ξs)(x) =
N−1∑
l=1

〈z̃l, s〉
‖z̃l‖2

φ

z̃l(x)

donde, el producto interior 〈·, ·〉φ y la seminorma ‖·‖φ se definen como sigue:

Sean λ, µ los coeficientes resultantes de interpolar las funciones s, t en los

puntos xj usando FBR, entonces

‖s‖φ = −(λTΦλ)
1
2

〈s, t〉φ =
1

2

(
‖s+ t‖2

φ −
(
‖s‖2

φ + ‖t‖2
φ

))
− 1

2

(
λTΦµ+ µTΦλ

)
= −

N∑
j=1

N∑
i=1

λiφ(xi − xj)µj

= −
N∑
i=1

λit(xi) = −
N∑
j=1

µjs(xj). (4.6)

Nota 4.1.2 Si los valores de las funciones s, t son conocidos en los puntos de

interpolación, entonces el producto 〈s, t〉φ puede ser evaluado en O(N) opera-

ciones v́ıa (4.6).

El paso iterativo se resume en forma de algoritmo como sigue:

Algoritmo (FGP05):

Definir la aproximación inicial s1 como

λ1
j = 0, j = 1, . . . , N ; α1 =

1

2
(min (f) + max (f)) ,

de donde obtenemos que el residual inicial es

rki = fi − sk(xi), r = {ri}. (4.7)
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Se utilizan dos funciones expresadas como sumas de FBR:

tk =
N∑
j=1

τ kj Φ(x− xj),
N∑
j=1

τ kj = 0,

dk =
N∑
j=1

δkjΦ(x− xj),
N∑
j=1

δkj = 0.

La función t se construye usando las funciones cardinales aproximadas en

los puntos escogidos por el algoritmo descrito en la sección 4.1.1 y el valor del

residual en la iteración k:

µkl =
1

ζll

∑
i∈Ll

ζlir
k
i , τ kj = µkl ζlj.

Sea s∗ la función que resulta al final del proceso iterativo, en [1] se prueba

que

tk = Ξ(s∗ − sk). (4.8)

y que la función dk satisface

d1 = t1, dk = tk − 〈tk, dk−1〉φ
〈dk−1, dk−1〉φ

dk−1, (4.9)

de la relación (4.9) se puede deducir que se satisface el criterio de conjugación

〈dk, dk−1〉φ = 0.

Una vez calculados los coeficientes τj, δj, la solución se actualiza con un

tamaño de paso γk a lo largo de la dirección dk como sigue

λk+1
j = λkj + γkd

k, γk =

∑N
i=1 δ

k
i r

k
i∑N

i=1 δ
k
i d

k(xi)
(4.10)

y la constante αk se elige de tal manera que minimice el elemento máximo en el

nuevo vector residual. Se puede probar que la cantidad γk es tal que minimiza

el residual ‖s∗ − sk+1‖.
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4.2 Multiplicación Rápida de Matrices

Existen varios métodos para evaluar de manera eficiente las sumas de FBR

s(y) =
N∑
j=1

λjΦ(y − xj), x ∈ Rd, (4.11)

requeridas, por ejemplo, en la solución del problema de interpolación por medio

del algoritmo FGP05 descrito en la sección 4.1.2, entre ellos se encuentran el

Método Multipolos y un método basado en la Transformada Rápida de Gauss

(TRG).

El método Multipolos tuvo origen en el trabajo de L. Greengard y V.

Rokhlin [20] (1987) sobre la simulación rápida de sistemas de part́ıculas, en

el cuál se desarrolló un método para sumar de manera eficiente una FBR que

surge en estudio de campos de fuerzas gravitacionales ó Coulombicas. Este

método ha sido adaptado de manera exitosa a otras FBR [32, 6]. El método

Multipolos logra reducir el costo de evaluar un producto matriz vector de O(N2)

a O(N logN) operaciones.

En 2005, G. Roussos y B. Baxter [18] desarrollaron un método para la suma

rápida de FBR multicuádricas y de placa delgada, basado en la Transformada

Rápida de Gauss [21], que logra la tarea de realizar el producto matriz vector

en un costo de O(N) operaciones, para las FBR mencionadas.

Existen varias limitaciones y ventajas de cada uno de estos métodos:

• El método Multipolos se puede aplicar a una amplia variedad de FBR,

pero generalmente la eficiencia se deteriora de manera importante en di-

mensiones altas, y la implementación eficiente de este método requiere

una cantidad de trabajo bastante considerable.
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• El método de Roussos aplica a un conjunto más restringido de FBR, pero

tiene costo computacional conforme N →∞.

4.2.1 Suma rápida de Multicuádricas con el Método Mul-

tipolos

El método multipolos consta de tres componentes principales.

• Expansiones de campo lejano rápidamete convergentes para la función

Φ(x− y).

• División jerárquica del espacio en celdas o paneles de puntos.

• Fórmulas para trasladar de manera eficiente el centro de las expansiones.

Expansiones

En [6] se desarrollan expansiones de campo lejano para la evaluación de FBR

multicuádricas,

s(y) =
N∑
i=1

λi
(
‖y − xi‖2 + c2

)k/2
, y ∈ Rd, (4.12)

para k impar, y c ≥ 0.

Teorema 4.2.1 Sean xi ∈ Rd, ‖xi‖ ≤ r y λi ∈ R. Sea k impar, c ≥ 0, s dada

por (4.12) y

Ql(y) =
N∑
i=1

λiP
(k)
l (‖xi‖2 + c2,−2〈xi, y〉, ‖y‖2), l ∈ N0,

sp(y) =

p+k∑
l=0

Ql(y)

‖y‖2l−k , y ∈ Rd\{0}. (4.13)
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Entonces para y tal que ‖y‖ > R =
√
r2 + c2,

|s(y)− sp(y)| ≤ 2kMRk

(
1

τ

)p+1
1

1− 1/τ
, k > 0

≤
(

p

p+ k + 1

)
MRk

(
1

τ

)p+1(
1

1− 1/τ

)−k
, k < 0,

donde M =
∑N

i=1 |λi| y τ = ‖y‖/R, y P
(k)
l está dado por

P
(k)
l (u, v, w) =

l∑
j=b l+1

2
c

(
k/2

j

)(
j

l − j

)
v2j−l(uw)l−j, l ≥ 0.

Además, se cuenta con una relación de recurrencia para evaluar de manera

eficiente los polinomios P
(k)
l

(l + 1)P
(k)
l+1(u, v, w) =

(
k

2
− l
)
vP

(k)
l (u, v, w) + (k − (l − 1))uwP

(k)
l−1(u, v, w).

Traslación de expansiones

Es posible trasladar el centro de una expansión de campo lejano conociendo

sólo sus coeficientes, sin conocimiento directo de los correspondientes puntos xi

y pesos λi.

Sea

sp(y) =

p+k∑
l=0

Ql(x)

‖x‖2l−k , x = y − t 6= 0, (4.14)

una expansión similar a (4.13), pero centrada en t 6= 0. Se desea trasladar

el centro de esta expansión, esto es, buscamos polinomios homogéneos Q̂l, de

grado l, tales que

sp(y) =

p+k∑
l=0

Q̂l(y)

‖y‖2l−k +O(‖y‖−(p+1)), (4.15)

cuando ‖y‖ → ∞. La traslación de expresiones como (4.14) en expansiones

de la forma (4.15) se puede realizar en O((p + k)n+1) operaciones, y se puede
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implementar de manera eficiente en O((p+ k)n log (p+ k)) v́ıa convolución por

medio de transformada rápida de Fourier.

Sea

Q(x) =

p+k∑
l=0

Ql(x)‖x‖2(p+k−l),

entonces,

sp(y) =
Q(x)

‖x‖2p+k
, x = y − t 6= 0. (4.16)

Dado que se conocen los coeficientes Ql, para obtener Q sólo hace falta formar

los polinomios ‖·‖2(p+k−l) y luego formar los productos Ql(·)‖·‖2(p+k−l), cuyo

grado no es mayor que 2(p+ k). Se puede calcular cada uno de estos productos

en O((p + k)n−1 log (p+ k)) operaciones. Dado que hay p + k + 1 de estos

productos, para formar Q, se requieren O((p+ k)n log (p+ k)) operaciones.

Sea

Q̃(y) = Q(y − t), (4.17)

la siguiente tarea es reescribir Q̃ en una suma de productos de potencias de y y

polinomios homogéneos. En [6] se argumenta que Q̃ se puede reescribir como

Q̃(y) =

p+k∑
l=0

ql(y)‖y‖2(p+k−l) + qlow(y) (4.18)

donde ql son polinomios homogéneos de grado l y qlow es algún polinomio de

grado p+ k − 1 o menor.
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De (4.16) y (4.17), se tiene

sp(y) = Q(y − t)‖y − t‖−(2p+k) = Q̃(y)‖y − t‖−(2p+k)

= Q̃(y)
∞∑
m=0

P (−2p−k)
m (‖t‖2,−2〈y, t〉, ‖y‖2)

1

‖t‖2p+k+2m

=

(
p+k∑
l=0

ql(y)‖y‖2(p+k−l) + qlow(y)

)

×

(
∞∑
m=0

P (−2p−k)
m (‖t‖2,−2〈y, t〉, ‖y‖2)

1

‖y‖2p+k+2m

)

=

p+k∑
l=0

∞∑
m=0

ql(y)P (−2p−k)
m (‖t‖2,−2〈y, t〉, ‖y‖2)

1

‖y‖2(m+l)−k +O(‖y‖2(−p−1))

=

p+k∑
l=0

(
l∑

j=0

qj(y)P
(−2p−k)
l−j (‖t‖2,−2〈y, t〉, ‖y‖2)

)
1

‖y‖2l−k +O(‖y‖2(−p−1))

=

p+k∑
l=0

Q̂l(y)
1

‖y‖2l−k +O(‖y‖2(−p−1)).

dónde Q̂l(y) se puede calcular por medio de una convolución de tamaño p+k+1

v́ıa transformada rápida de Fourier en O((p+ k)n log (p+ k)) operaciones.

Caso unidimensional

Nótese que para d = 1, (4.13) se reduce a

sp(y) = sign(y)

p+k∑
l=0

Ql

yl−k
, (4.19)

Ql =
N∑
i=1

λiP
(k)
l (x2

i + c2,−2xi, 1).

Denotemos rT , sT la aproximación de campo lejano dada por (4.13) y la

spline debidas a xi ∈ T = [−h, h), respectivamente centradas en y = 0. Para

obtener una expansión centrada en y = t en lugar de y = 0, para el panel
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T = [t− h, t+ h), se hace el cambio de variable correspondiente

rT (y) = sign(y − t)
p+k∑
l=0

Ql

(y − t)l−k
,

Ql =
N∑
i=1

λiP
(k)
l ((xi − t)2 + c2,−2(xi − t), 1).

La aproximación trasladada converge para y suficientemente lejos de T (al

menos el diámetro de T ) , en cuyo caso se dice que y está bien saparado de T .

En [32] se describe cómo se usan estas expansiones de campo lejano en una

estructura de datos jerárquica para llevar a cabo la evaluación eficiente de s. A

continuación se describe brevemente para d = 1.

División del espacio

Supongamos que los puntos xi están contenidos en el intervalo unitario [0, 1],

el cual se subdivide en un árbol binario de celdas de puntos, como lo ilustra la

figura 4.1.

El siguiente paso es calcular expansiones correspondientes a cada una de las

celdas en el árbol, excluyendo la ráız.

Para evaluar s(y) se desciende en el árbol, de manera que se sume la con-

tribución de las celdas T que están bien separadas de y mediante la aproxi-

mación rT (y), y dejar hasta el final las que no están bien separadas, para sumar

su contribución de manera directa mediante sT (y).
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Figura 4.1: Subdivisión jerárquica del espacio.

Por ejemplo, para evaluar en y ∈ [3
8
, 1

2
), se utiliza la siguiente expresión

s(y) ≈ r[3/4,1)(y) + r[0,1/8)(y) + r[1/8,1/4)(y)

+ s[1/4,3/8)(y) + s[3/8,1/2)(y) + s[1/2,5/8)(y)

+ r[5/8,3/4)(y)

El algoritmo de evaluación

El algoritmo del método Multipolos se puede resumir en dos pasos, primero, la

construcción de una estructura de datos, y segundo, el poceso de evaluación:
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1 - Estructura de datos

Dados los puntos {xi}Ni=1, los coeficientes {λi}Ni=1 y la precisión requerida

0 < ε < 1
2
.

• Elegir p ≈ |log2.12(ε/‖λ‖1)|, para asegurar que el error está dentro de

la precisión requerida.

• Elegir el número de niveles m ≈ log2N , esto asegura que el número

de puntos en cada celda está acotado independientemente de N .

• Iniciar con [0, 1], subdividiendo cada celda en dos partes, hasta llegar

al nivel m, e ir asignando los xi correspondientes.

• Ascender desde el nivel m hasta el nivel 2, calculando las expansiones

rT correspondientes.

Alternativamente se pueden calcular sólo las expansiones del nivel

más bajo, y ascender trasladando los centros de las expansiones del

nivel más bajo (esto reduce significativamente el costo de esta parte

del algoritmo, ya que la traslación indirecta depende sólo de la lon-

gitud de la serie, y no del número de puntos en una celda).

2 - Evaluación

• Dado y, se desciende en el árbol, desde el nivel 2, hasta el nivel m,

sumando la influencia aproximada de las celdas bien separadas de y

(al acumular la influencia de una celda en el nivel más alto posible,

se ahorra mayor cantidad de trabajo), y se deja hasta el último nivel

las celdas que no están bien separadas de y, para las cuales se suma

de forma directa.
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El paso de evaluación se puede programar de manera muy simple usando

recursión. En el siguiente pseudocódigo, las celdas se denotan por T , y sus hijos

izquierdo y derecho, respectivamente, se denotan por T->izq,T->der.

eval(T,y)

{

if (T esta separado de y)

retorna r_T(y)

else if (T no tiene hijos)

retorna s_T(y)

else

retorna eval(T->izq,y)+eval(T->der,y)

}

4.2.2 Suma Rápida de Multicuádricas usando la Trans-

formada Rápida de Gauss

A continuación se describe el método presentado en [18]. Este método consta de

dos partes fundamentales, primero, está basado en cierta representación integral

de FBR que involucran a la función exponencial, segundo, que existen métodos

rápidos para sumar FBR gaussianas.

Sean {xi}Ni=1 ⊂ Rd, y ∈ Rd, entonces

s(y) =
N∑
i=1

λi√
‖y − xi‖2 + c2

=
1√
π

∫ ∞
0

e−sc
2

√
t

N∑
i=1

λie
−s‖y−xi‖2ds, (4.20)
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s(y) =
N∑
i=1

λi
√
‖y − xi‖2 + c2

= c+
1

2
√
π

∫ ∞
0

e−sc
2

√
s

(∑N
i=1 λi −

∑N
i=1 λie

−s‖y−xi‖2

s

)
ds, (4.21)

Este algoritmo de evaluación rápida se reduce evaluar una discretización de

las integrales anteriores, por ejemplo, para la función multicuádrica inversa,

si usamos una cuadratura Gauss-Laguerre generalizada [2] de q términos con

α = −1/2, la expresión discretizada correspondiente es

s(y) ≈ 1√
π

q∑
k=1

wkf(sk), (4.22)

f(s) =
N∑
i=1

λie
−s‖y−xi‖2 , (4.23)

ahora el trabajo es, sumar q FBR Gaussianas a un costo total de O(qN)

mediante la TRG, en lugar de una Multicuádrica a un costo O(N2).

Nota 4.2.1 En [18] se utiliza la TRG de Greengard y Strain [21], aunque el

costo de evaluar f(s) por este medio es O(N), deja de ser viable para altas

dimensiones debido a que utiliza la metodoloǵıa Multipolos [11].

De manera más precisa:

• El número de términos en las expansiones de Hermite crece exponencial-

mente con respecto a la dimensión d, debido a esto el término constante

en el costo O(N) crece exponencialmente con respecto a la dimensión,

además los requerimientos de memoria también resultan afectados de la

misma manera.

• El método de subdivisión del espacio consiste en dividir de manera uni-

forme el cubo, el cual es muy ineficiente en altas dimensiones.
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Transformada Rápida de Gauss Mejorada (TRGM)

En [11] se desarrolla un método para evaluar sumas de Gaussianas eficiente en

altas dimensiones (d > 3). La idea es utilizar una factorización más sencilla, y

explotar el hecho de que no es necesario sumar contribuciones de campo lejano,

debido a la forma tan rápida que decae la función exponencial, junto con un

método eficiente para la división del dominio.

Expansiones

Para ser congruentes con la notación de [11], sea

G(yj) =
N∑
i=1

qie
−‖yj−xi‖2/h2

. (4.24)

Primero, se reescribe el término exponencial como

e−‖yj−xi‖2/h2

= e−‖∆yj‖2/h2

e−‖∆xi‖2/h2

e2∆yj ·∆xi/h
2

(4.25)

donde

∆yj = yj − y∗, ∆xi = xi − x∗

En la expresión (4.25), las primeras dos exponenciales se pueden evaluar de

manera individual a un costo de O(N). El problema restante es evaluar el tercer

término, donde ambos yj y xi están involucrados. Una manera de romper este

acoplamiento es expandir en serie

e2∆yj ·∆xi/h
2

=
∞∑
n=0

Φn(∆yj)Ψn(∆xi). (4.26)

Denotemos φ(∆yj) = e−‖∆yj‖/h2
, ψ(∆yj) = e−‖∆xi‖/h2

, entonces la suma

(4.24) se puede escribir como

G(yj) =
N∑
i=1

qjφ(∆yj)ψ(∆xi)
∞∑
n=0

Φn(∆yj)Ψn(∆xi). (4.27)
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Si la serie (4.24) converge absolutamente, se puede truncar después de p

términos, entonces intercambiando el orden de las sumas en (4.27), se obtiene

G(yj) = φ(∆yj)

p−1∑
n=0

CnΦn(∆yj) + ε(p) (4.28)

Cn =
N∑
i=1

qjψ(∆xi)Ψn(∆xi). (4.29)

La factorización (4.28) es la base de la TRGM.

Para calcular las funciones y coeficientes en (4.28), (4.29), se usa la siguiente

expansión de la función exponencial de una variable

ev =
∞∑
n=0

vn

n!
.

Para v = 2x · y, se tiene que

ev =
∑
|α|=n

2n
(
n

α

)
xαyα

vn

n!
,

donde α es un multi-́ındice y
(
n
α

)
= n!

α1!,α2!,...,αd!
son los coeficientes multinomiales,

entonces

e2x·y =
∑
α≥0

2|α|

α!
xαyα. (4.30)

De las ecuaciones (4.25), (4.28) y (4.30), G(yj) se puede expandir en serie de

Taylor alrededor de x∗ como sigue

G(yj) =
∑
α≥0

Cαe
−‖yj−x∗‖2/h2

(
yj − x∗

h

)α
, (4.31)

donde los coeficientes están dados por

Cα =
2|α|

α!

N∑
i=1

qie
−‖xi−x∗‖2/h2

(
xi − x∗

h

)α
. (4.32)
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Nota 4.2.2 Si se trunca la serie después del término de grado p−1, el número

de términos rp−1,d =
(
p+d−1
d

)
es mucho menor que pd en altas dimensiones.

Por ejemplo, si d = 12 y p = 10, la versión original de la TRG requiere 1012

términos, mientras que en esta nueva estrategia sólo se requieren 293930. Para

d→∞ y p moderado, el número de términos requerido por la TRGM es O(dp)

lo cual representa una mejor sustancial con respecto a pd en la TRG.

División del espacio

Para usar la expansión (4.31), se debe dividir el dominio en celdas, de tal forma

que al evaluar G(yj) se colecte la influencia de los xi que pertenecen a sólo unas

cuantas celdas vecinas.

Un algoritmo ideal para partir el dominio deberá tener las siguientes carac-

teŕısticas:

• El número de celdas es independiente de la dimensión.

• Que realice la división de manera adaptativa, es decir, de acuerdo a la

distribución de los puntos.

• Que cada celda sea lo más compacta posible (una celda ideal es una esfera,

pero entonces no se podŕıa dividir el dominio de manera disjunta para

puntos arbitrarios)

Basado en estas consideraciones se modela el problema de la división del

dominio como el problema de los k-centros: dado un conjunto de N puntos

y un número predefinido de celdas K, hallar una partición S1, S2, . . . , SK , y

centros c1, c2, . . . , cK que minimicen el radio máximo de las celdas:
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max
i

max
v∈Si

‖v − ci‖. (4.33)

Gonzalez [19] desarrolló un algoritmo bastante sencillo que resuelve este

problema de manera aproximada, con un factor de aproximación de 2.

Algoritmo:

• Elegir de manera arbitraria un punto v0 como el centro de la primera celda

y agregarlo al conjunto de centros C.

• Para i = 1, . . . , K, calcular la distancia de cada punto al conjunto C,

d(vj, C) = minc∈C‖v − c‖. Entonces agregar a C el punto más lejano, es

decir, el punto vi tal que d(vi, C) = maxvj
d(vj, C). Al final se obtiene

C = {v0, . . . , vk−1}.

• Asignar los puntos restantes a la celda con el centro más cercano.

Una implementación directa tiene un costo de O(Nk), pero existen algorit-

mos eficientes [33] que permiten realizar la división del espacio en O(N log(k))

operaciones.

Ejemplo 4.2.1 En la figura 4.2 se muestra una corrida del algoritmo de di-

visión del espacio, para puntos aleatorios uniformemente distribuidos en un

cuadrado unitario en el plano (d = 2).

El algoritmo de evaluación

A continuación se listan los pasos requeridos en este método rápido para la

evaluación de sumas de FBR Gaussianas.
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Figura 4.2: División con N = 25000, K = 40, tiempo requerido t = 0.026s.

Partición: Asignar los N puntos xi, i = 1, . . . , N en K celdas, tal que el radio

máximo es menor que hρx.

Número de truncamiento: Elegir p suficientemente grande tal que el error

estimado es menor que la precisión requerida ε.

Coeficientes: Para cada celda Sk, con centro ck, calcular los coeficientes de la

expresión (4.32):

Ck
α =

2|α|

α!

∑
xi∈Sk

qie
−‖xi−ck‖2/h2

(
xi − ck
h

)α
.

Evaluación Para cada yj, hallar las celdas vecinas cuyos centros están en el
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rango hρy. Entonces evaluar (4.24) por medio de la expansión (4.31) como

sigue:

G(yj) =
∑

‖yj−ck‖≤hρy

∑
|α|<p

Ck
αe
−‖yj−ck‖2/h2

(
yj − ck
h

)α
.

El costo computacional de los pasos anteriores es:

Paso Costo

1 O(NK)

2 –

3 O(Nrpd)

4 Mnrpd

Total O(N(K + rpd) +Mnrpd)

donde n es el número máximo de vecinos cercanos usados en la evaluación de

G(yj).

Estimación del error

El error al evaluar la TRGM proviene de dos fuentes, debido al truncamiento

de la serie (4.31) en el paso 3, y de ignorar los coeficientes de clusters lejanos

en el paso 4.

Sea ET (x, p) el error debido al truncamiento de la serie después del orden

p− 1, se satisface la cota:

|ET (x, p)| ≤ e−(‖∆x‖2+‖∆y‖2)/h2 1

p!
e2∆x·∆y/h2

(
2∆x ·∆y

h2

)p
≤ 2p

p!
ρpxρ

p
y

donde ρx = rx/h, ρy = ry/h y rx, ry son cotas superiores para ∆x,∆y, respecti-

vamente.
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Ahora, sea EC(ry) el error debido a ignorar las contribuciones fuera del radio

ry, entonces se satisface:

|EC(ry)| ≤ e−ρ
2
y ,

aśı el error total al evaluar en el punto y satisface:

|E(y)| ≤ Q

(
2p

p!
ρpxρ

p
y + e−ρ

2
y

)
.

donde Q =
∑
|qj|.

Los parámetros ρx, ρy y p controlan la precisión del algoritmo de evaluación.

Ejemplo 4.2.2 A continuación se muestra el tiempo de ejecución de la TRGM

en distintos escenarios, para puntos aleatorios uniformemente distribuidos en el

hipercubo unitario y fijando la presición (≈ 10−7).

Nota 4.2.3 En las gráficas de las figuras 4.3, 4.4 se puede observar que el

desempeño de la TRGM disminuye con el parámetro h, esto se debe a que se

divide mucho el dominio, entonces para valores de h muy pequeños es preferible

combinar la TRGM con un método rápido para buscar vecinos cercanos.

En la figura 4.5 se muestra el tiempo de ejecución TRGM para valores de h

pequeños, usando la libreŕıa ANN [14] para búsqueda de vecinos cercanos.

Nota 4.2.4 La implementación de la TRGM que se utilizó en este trabajo es

una versión debida Vlad I. Morariu, originalmente desarrollada en C++ por

Vikas C. Raykar y Changjiang Yang, la cual está disponible bajo la licencia

LGPL. Los algoritmos se corrieron en una pc de escritorio con un AMD64X2

3600+ y 2GB de memoria.
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Figura 4.3: Tiempo de ejecución (h = 0.5d) ◦-directa, 4-TRGM.
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Figura 4.4: Tiempo de ejecución (h = 0.5
√
d) ◦-directa, 4-TRGM.
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Figura 4.5: Tiempo de ejecución (h = 0.001d) ◦ directa, 4 TRGM-ANN.



Caṕıtulo 5

Resultados

Como se mencionó en el caṕıtulo 4, una mejor estrategia para resolver la EDO

(3.11) seŕıa dejar la matriz L en (3.13) del lado izquierdo, y en cada paso

del tiempo resolver el sistema de ecuaciones lineales correspondiente. En este

caṕıtulo se realiza una exploración numérica de los algoritmos discutidos en los

caṕıtulos anteriores aplicados en la solución de PVIBS.

El contenido de este caṕıtulo está organizado como sigue: en la sección

5.1 muestra cómo se puede adaptar el algoritmo iterativo FGP05 descrito en la

sección 4.1 para resolver el PVIBS en combinación con el método impĺıcito BDF2

para marchar en el tiempo. En la sección 5.2 se muestran algunos detalles y

resultados numéricos sobre la implementación del método multipolos utilizada

en este trabajo. En la sección 5.3 se muestran comparaciones del tiempo de

ejecución para la solución del PVIBS empleando el método multipolos para la

multiplicación de matrices. Por último, en la sección 5.4 se mencionan detalles

sobre la suma rápida de FBR multcuádricas basada en la TRGM.

56
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Nota 5.0.5 Se realizaron varias pruebas para los métodos de marcha en el

tiempo de la sección 3.4 en la solución directa del PVIBS, se observó que los

métodos expĺıcitos (3.13), (3.14) y (3.15) requieren muchos pasos de tiempo

conforme aumenta el número de puntos espaciales, mientras que los métodos

impĺıcitos (3.16), (3.18) mostraron mejor desempeño. Debido al mal condi-

cionamiento de la matriz L, para los ejemplos realizados en este trabajo se usa

el método BDF2.

5.1 Solución del PVIBS usando métodos

iterativos

Nota 5.1.1 En vista de poder utilizar el algoritmo FGP05 para la solución del

PVIBS, se debe agregar una constante al interpolante (3.10), dado que la FBR

multicuádrica es condicionalmente positivo definida de orden 1.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que resulta después de dejar

la matriz L del lado izquierdo en (3.11) es

Lα̇+ λ̇ = Pα+ rλ, (5.1)

Lα(T ) + λ(T ) = VT ,

precisión donde:

P = rL− rLs −
1

2
σ2Lss (5.2)
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L =

[√
(si − sj)2 + c2

]
Ls =

[
si(si − sj)√

(si − sj)2 + c2

]

Lss =

 s2
i c

2(√
(si − sj)2 + c2

)3


Al aplicar el algoritmo BDF2 a (5.1), se obtiene el siguiente esquema para

marchar en el tiempo

L
(
α1 −α0

)
+ λ1 − λ0 = −∆t1Pα

1 − r∆t1λ1 (5.3)

L
(
αn − βn1αn−1 + βn2α

n−2
)

+ λn − βn1 λn−1 + βn2 λ
n−2 = −βPαn − rβλn.

Para avanzar en el tiempo, es necesario tener un sistema de ecuaciones para

αn, λn. Las ecuaciones en (5.3) se pueden reescribir como

(L + ∆t1P)α1 + (1 + r∆t1)λ1 = Lα0 + λ0 (5.4)

(L + βP)αn + (1 + rβ)λn = L
(
βn1α

n−1 − βn2αn−2
)

+ βn1 λ
n−1 − βn2 λn−2.

Ahora se puede usar el algoritmo FGP05 para resolver las ecuaciones (5.4),

cuyas matrices corespondientes son

P0 = L, (5.5)

P1 = L + ∆t1P,

P2 = L + βP.

Sean x, x0 la solución obtenida del algoritmo FGP05 para la matriz Pm y

lado derecho y, que denotamos por (x, x0) = FGP05m(y). Para marchar en el

tiempo se procede como sigue:
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Algoritmo:

Puntos del precondicionador: Construir los conjuntos de puntos Ll descritos

en la sección 4.1.1.

Construir precondicionador: Calcular los coeficientes ζ lnj de las funciones

cardinales aproximadas z̃ln, l = 1, . . . , N − 1, descritas en la sección 4.1.1

tales que:

z̃ln(x) =
∑
j∈Ll

ζ lnj Pm(x− xj) + constante. (5.6)

z̃ln(xj) = δij, l = 1, . . . , N − 1, para m = 0, 1, 2

donde δij es la delta de Kronecker.

Avanzar en el tiempo: Una vez calculado el precondicionador, se procede

a resolver los sistemas de ecuaciones que corresponden a cada paso del

tiempo

n = 0

y0 = VT

α0, λ0 = FGP050(y0)

n = 1

y1 = Lα0 + λ0

α1, λ̃1 = FGP051(y1)

λ1 = (1 + ∆t1)λ̃1
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n = 2, . . . ,M

yn = L
(
βn1α

n−1 − βn2αn−2
)

+ βn1 λ
n−1 − βn2 λn−2,

αn, λ̃n = FGP052(yn),

λn = (1 + β)λ̃n,

Nota: Para cada n, se deben incluir las condiciones de frontera mediante

las ecuaciones (3.19), (3.20), (3.21), lo cuál no se mencionó anteriormente

para facilitar la escritura.

Nota 5.1.2 Se debe observar que, al haber impuesto condiciones sobre los coefi-

cientes β = βn0 , sólo se tienen que construir tres conjuntos distintos de funciones

cardinales aproximadas z̃l, lo cual resulta en un ahorro de cálculos importante,

dado que construir cada una de estas requiere de O(Nq3) operaciones.

Ejemplo 5.1.1 En este ejemplo se utilizan valores de los parámetros tomados

de [12], K = 10, r = 0.05, σ = 0.2, T = 0.5, para una opción Call. En la variable

S se utilizan N puntos uniformemente espaciados en [0, 30].

La figura 5.1 se muestra la comparación de tiempo de ejecución (izquierda)

entre el algoritmo en que se invierte la matriz L, y el algoritmo iterativo

como función de N . También se muestra error (en una vecindad del strike

[K/3, 5K/3] para T = 0) cometido al aproximar la solución del PVIBS

correspondiente a cada método (derecha).
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Figura 5.1: Solución de la ecuación (5.1).

La elección de un valor apropiado para el parámetro de forma c es deter-

minante en la calidad de la aproximación de la solución del PVIBS. Debido a

que la teoŕıa de funciones de base radial está apenas en su fase de desarrollo,

actualmente no se conoce con precisión qué valores debe tomar para recobrar

la mejor aproximación. En [12] se sugiere usar valores cercanos a la menor

distancia entre pares de puntos, con el fin de evitar el mal condicionamiento.

Para el ejemplo 5.1 se optimizó el parámetro de forma, es decir, para un

número fijo de puntos, se calcula la solución para varios valores de c, y se elige

el valor para el que se obtiene el error más pequeño.

Los resultados mostrados en la figura 5.1 proporcionan evidencia de que al

utilizar el algoritmo iterativo FGP05 para resolver los sistemas de ecuaciones

correspondientes, se obtiene una reducción importante en los calculos requeridos

para la aproximación de la solución del PVIBS con funciones de base radial.
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5.2 Suma rápida de multicuádricas con el Método

Multipolos

Para el caso unidimensional es posible realizar la traslación de las expansiones

de manera un poco más sencilla y barata a la presentada en [32]. En la fórmula

(4.19) se observa cómo es posible desacoplar los puntos xi e y en las expansiones,

es decir, los coeficientes no dependen del punto de evaluación y. De esta manera

los coeficientes Ql no son polinomios, sino constantes para cada l. Sólo es

necesario trasladar el término (y − t)k−l, es decir, no es necesario calcular Q(y)

en (4.16), con lo que se ahorra la evaluación del producto Ql(·)‖·‖2(p+k−l).

A continuación se dan detalles sobre la traslación de las expansiones cor-

respondientes a los casos k = 1, k = −1, k = −3, que son las expansiones

necesarias para evaluar el operador espacial (5.2).

Sean t1 el centro original de la expansión (4.19), y t2 a donde se desea

trasladar. Denotemos dt = t2 − t1, para k = 1 la serie centrada en t1 es

rT (y) = sign(y − t1)

p+1∑
l=0

Ql

(y − t1)l−1
, (5.7)

entonces se desea escribir la suma (5.7) en términos de y − t2. Separando la

parte polinomial y la parte singular se tiene

rT (y) = sign(y − t1) (Q0(y − t1) +Q1) + sign(y − t1)

p−1∑
l=0

Ql+2

(y − t1)l+1
,

la parte polinomial se traslada fácilmente como sigue

sign(y − t1) (Q0(y − t1) +Q1) = Q0(y − t2) + (Q0dt+Q1),

y para la parte singular se utiliza la siguiente fórmula

1

(y − t1)l+1
=
∞∑
m=l

(−1)m−l
(
m

l

)
dtm−l

1

y − t2
. (5.8)
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La serie trasladada está dada por

rT (y) = sign(y − t2)

p+1∑
l=0

Q̃l

(y − t2)l−1
, dónde

Q̃0 = Q0

Q̃1 = Q0dt+Q1

Q̃l =
l∑

m=0

(−1)m−l
(
m

l

)
dtm−lQl, l ≥ 2.

Similarmente se pueden obtener expresiones para k = −1 y k = −3

rT (y) = sign(y − t2)

p∑
l=0

Q̃l

(y − t2)l+1
, Q̃l =

l∑
m=0

(−1)m−l
(
m

l

)
dtm−lQl,

rT (y) = sign(y − t2)

p−2∑
l=0

Q̃l

(y − t2)l+3
, Q̃l =

l∑
m=0

(−1)m−l
(
m+ 2

l + 2

)
dtm−lQl.

Ejemplo 5.2.1 En este ejemplo se compara el tiempo de ejecución del método

multipolos para la evaluación de FBR multicuádricas (k = 1) variando la can-

tidad de puntos N . Se utilizan puntos aleatoriamente distribuidos en [0, 1], se

fija el número de términos en las expansiones p+ k + 1 = 10 y c = 4/N .

Figura 5.2: Tiempo de ejecución en segundos (izquierda), error (derecha).
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5.3 Solución del PVIBS utilizando el Método

Multipolos

Para la evaluación del operador espacial (5.2) mediante el método multipolos, es

necesario reacomodar los términos de la expresión rL− 1
2
σ2Lss−rLs de manera

que se puedan ver como una suma similar a la spline (4.12). Denotemos por

M(λ, s, k) la evaluación de la suma (4.11) mediante el método multipolos para

FBR multicuádricas, con parámetro k, coeficientes λ = [λi] y puntos espaciales

s = [si]. La evaluación de productos Pλ procede como sigue:

[Pλ]i = r
N∑
j=1

λj
(
(si − sj)2 + c2

)1/2 − r
N∑
j=1

λjsi(si − sj)
(
(si − sj)2 + c2

)−1/2

−1

2
σ2

N∑
j=1

λjs
2
i c

2
(
(si − sj)2 + c2

)−3/2

= r
N∑
j=1

λj
(
(si − sj)2 + c2

)1/2 − rs2
i

N∑
j=1

λj
(
(si − sj)2 + c2

)−1/2

+rsi

N∑
j=1

λjsj
(
(si − sj)2 + c2

)−1/2 − 1

2
(cσsi)

2

N∑
j=1

λj
(
(si − sj)2 + c2

)−3/2

= rM(λ, s, 1)− rs2 ∗M(λ, s,−1)

+rs ∗M(λ ∗ s, s,−1)− 1

2
(σc)2s2 ∗M(λ, s,−3)

donde las operaciones ∗, (.)2 son multiplicación y cuadrado de arreglos elemento

a elemento.

Ejemplo 5.3.1 En este ejemplo se utiliza el método multipolos para evaluar las

multiplicaciones matriz vector necesarias en la solución del PVIBS mediante el

algoritmo iterativo FGP05. Los valores de los parámetros son los mismos que

los utilizados en el ejemplo 5.1.1. En la figura 5.3 se compara el tiempo de

ejecución (izquierda), y el error (derecha) de los distintos métodos.
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Figura 5.3: directo (rojo), iterativo (azul), iterativo+multipolos (negro).

Nota 5.3.1 En la figura 5.3 se observa que al incorporar el método multipolos

en el algoritmo FGP05, la cantidad de puntos para el cuál comienza a ser efi-

ciente es relativamente alto, con respecto a los resultados mostrados en la figura

5.2. Esto se debe a la forma en que se implementa la multiplicación directa de

matrices, esto es, se almacenan en memoria los coeficientes de P0,P1,P2 (los

cuales sólo se calculan una vez), de esta manera el método multipolos compite

con la evaluación un producto matriz vector estrictamente.

5.4 Suma rápida de multicuádricas basada en

la Transformada Rápida de Gauss Mejo-

rada

Asignar precio a una opción debida a una canasta de bienes es un problema

importante (ver sección 2.4), por lo que es interesante resolver el PVIBS en
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varias dimensiones. Los métodos para la suma rápida de funciones de base radial

basados en la TRGM no son sensibles a la dimensión, por lo que se considera

manera importante la posibilidad de aplicar estos métodos en la aproximación

de la solución de este problema por medio de funciones de base radial.

Al aproximar la solución del PVIBS por la FBR multicuádrica
√
r2 + c2,

calcular las derivadas parciales de la funcion de interpolación v(S, t) con re-

specto de la variable espacial S, implica la evaluación de las FBR multicuádricas

generalizadas (r2 + c2)−1/2 y (r2 + c2)−3/2, por lo cuál es necesario derivar una

fórmula similar a (4.20) que sirva para evaluar (r2 + c2)−3/2 de manera eficiente.

Siguiendo la idea de Roussos para la evaluación rápida de multicuádricas, se

puede utilizar la fórmula (5.9), que se puede encontrar en [30],

(
‖x‖2 + c2

)ν/2
=

1

Γ
(−ν

2

) ∫ ∞
0

e−sc
2

sν/2+1
e−s‖x‖

2

ds (5.9)

con parámetro ν < 0.

A continuación se ilustra la eficiencia del método de evaluación de FBR

multicuádricas (4.21) basado en la TRGM de Duraiswami et al. Para las pruebas

se utilizan puntos uniformemente distribuidos en el hipercubo unitario, para

distintas dimensiones. Para todos los ejemplos se fija la precisión pedida a la

TRGM como 10−7.

Ejemplo 5.4.1 En las figuras 5.4, 5.5 se muestran el tiempo de ejecución del

algoritmo rápido comparado con la evaluación directa. Para este ejemplo se

fijaron 10 nodos para la evaluación de la cuadratura Gaussiana empleada.
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Figura 5.4: Tiempo de ejecución (c = 2d) ◦ directo, 2 rápido.

Para estos dos ejemplos se obtiene un buen desempeño del algoritmo rápido,

y con buena precisión, 10−10 aproximadamente para todos los casos. Sin em-

bargo, se observó que con valores más pequeños del parámetro de forma c, se

pierde la precisión rápidamente, resultando en un deterioro de la eficiencia del

algoritmo.

Ejemplo 5.4.2 En la figura 5.6 se muestran el tiempo de ejecución del algo-

ritmo rápido comparado con la evaluación directa. Para este ejemplo se fijaron

100 nodos para la evaluación de la cuadratura Gaussiana empleada (los nece-
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Figura 5.5: Tiempo de ejecución (c = 2
√
d) ◦ directo, 2 rápido.

sarios para lograr aproximadamente la misma precisión que en los ejemplos

anteriores).

Se realizaron varias pruebas para el método rápido de sumación basado en

la TRGM, en las cuales se observó que el desempeño disminuye conforme se

toma un valor más pequeño del parámetro de forma, debido a que se requiere

una mayor cantidad de evaluaciones de la función (4.23) para lograr la precisión

requerida.
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Figura 5.6: Tiempo de ejecución (c = 0.2
√
d) ◦ directo, 2 rápido.

Para aproximar la solución del PVIBS con FBR multicuádricas se re-

comienda [12] usar valores del parámetro de forma cercanos a la menor dis-

tancia entre los puntos xi. Si los puntos estuvieran uniformemente distribuidos,

se elige c ≈ 1/N . Debido a esto, no aplicamos este método para evaluar la

multiplicación de matrices requeridas en la solución del PVIBS, y queda abierto

el problema de mejorar este método de evaluación de FBR multicuádricas para

valores pequeños del parámetro de forma.

Nota 5.4.1 Detalles sobre las implementaciones

Para los resultados mostrados en este caṕıtulo se implementó el algoritmo
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FGP05 y BDF2 en Python [34], utilizando los paquetes de cómputo cient́ıfico

numpy [28], scipy [24] y matplotlib [4].

Se implementó una versión recursiva en C++ del método multipolos.

La implementación de la TRGM que se utilizó en este trabajo es una versión

debida Vlad I. Morariu, originalmente desarrollada en C++ por Vikas C.

Raykar y Changjiang Yang, la cual está disponible bajo la licencia LGPL.

Para la comunicación desde Python con los algoritmos implementados en

C++, se empleó la libreŕıa swig [8].

Todas las pruebas fueron ejecutadas desde una computadora personal con un

procesador AMD64X2 3600+ y 2GB de RAM.
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Conclusiones

Las pruebas realizadas en la sección 5.1 (figura 5.1) nos muestran evidencia

numérica de que es viable el uso de interpolación por medio de funciones de

base radial para aproximar la solución del PVIBS.

También se debe notar la utilidad de métodos iterativos como el algoritmo

FGP05 (4.1.2) en la solución de los sistemas de ecuaciones lineales que surgen

en este problema. En los ejemplos numéricos realizados, se observó un buen

desempeño de este algoritmo para resolver sistemas cuyas matrices están dadas

por una suma de distintas funciones multicuádricas generalizadas (5.5), en las

cuales se incluyen los términos de advección y difusión (para σ y r constantes), a

pesar de que éste fue originalmente para resolver las ecuaciones de interpolación

de datos con funciones de base radial multicuádricas.

En la seccion 5.3 se muestra el ahorro en el costo computacional obtenido al

usar el método multipolos para evaluar los productos matriz vector requeridos

en la solución del PVIBS. Se observa un ahorro de tiempo bastante sustancial

en los cálculos. Además se debe tomar en cuenta que nuestra implementación

del método multipolos es susceptible de ser mejorada en varios aspectos.

71
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No se debe olvidar la importancia de resolver el PVIBS en varias variables

(véase sección 2.4), por lo que se debe pensar en algoritmos rápidos para la

evaluación de FBR que no sean sensibles a la dimensión. El método de Roussos

[18] para la evaluación de FBR multicuádricas parece apropiado. En vista de

los resultados numéricos obtenidos en este trabajo, no se aplica este método en

la solución del PVIBS, debido a que encontramos cierta compensación entre la

eficiencia y el parámetro de forma, por lo que queda como problema abierto

resolver esta problemática.

Nota 6.0.2 A lo largo de este trabajo nos hemos restringido al uso de FBR

multicuádricas, debido a que existen varios trabajos ([26], [29] y [12]) donde

se presenta evidencia numérica de su eficiencia al aplicarlas en la solución del

PVIBS. Se debe tomar en cuenta de que también existen métodos iterativos y de

evaluación rápida para otras funciones de base radial, por ejemplo, las funciones

de placa delgada [7],[32], y Gaussianas [5].
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