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Capitulo 1

Introduccion

El problema principal que se aborda en juegos cooperativos es la distribucién de ganancias
conjuntas o el reparto de costos comunes. La teorfa més conocida que actualmente da una
respuesta categdérica a estos problemas es la de valores en juegos cooperativos. En ella se agrupan
problemas, se definen soluciones concebibles y se pide que una solucién satisfaga un conjunto
de axiomas que la determinen unifvocamente. El avance que se obtiene con esto es sustancial:
se aceptan o se eliminan soluciones para toda una clase de problemas con sélo aceptar o no
“simples” supuestos generales.

Como ejemplo de esta metodologia, Shapley (1953) caracteriza el valor que lleva su nombre.
El supone que un juego esta caracterizado por las valias de cada coalicién S del conjunto de
jugadores N y describe la valia de la coalicién S en términos de una funcién caracteristica, la
cual estd definida sobre el conjunto 2V de todos los subconjuntos de N.

En 1963 Lucas y Thrall introdujeron una nueva formulacién para la teoria de juegos coo-
perativos en términos de funciones de particién. Estos autores consideraron que los jugadores
se dividen en coaliciones, formando asi una particién del conjunto de todos los jugadores. De
esta forma, lo que obtiene cada coalicién estd en funcién de la organizacion de los jugadores del
complemento.

Debido a la riqueza de los juegos en forma de funcién de particién, se han dado varias
soluciones para este tipo de juegos. El primer articulo que propuso un concepto de valor para
juegos en forma de funcién de particién fue el de Myerson (1977) y después, Bolger (1987) deriva

una clase de soluciones lineales, simétricas y eficientes para este tipo de juegos. Recientemente,



Albizuri et al. (2005), Macho-Stadler et al. (2006), Ju (2007) y Pham Do y Norde (2007) aplican
el enfoque axiomadtico para caracterizar un valor.

En este trabajo, se estudian soluciones lineales y simétricas para el espacio de juegos en
forma de funcién de particién, y para ello, se utilizan técnicas de la teoria de representaciones de
grupos finitos. La teoria de representaciones es uno de los temas més bellos de las matemdticas,
tanto desde un punto de vista abstracto, como de las aplicaciones; tal es el caso del articulo de
Herndndez et al. (2006), en donde se explota esta teoria aplicada a juegos en forma de funcién
caracteristica. Los métodos de la teorfa son muy poderosos y permiten aprovechar la simetria
de un problema dado.

El presente trabajo estd organizado como sigue. En la seccién 2 se dan los conceptos y
resultados bdsicos de la teoria de juegos cooperativos en forma de funcién caracteristica y en
forma de funcién de particién, asi como también la axiomatizacién a la manera tradicional (i.e.,
caracterizar una solucién de forma univoca bajo un conjunto de propiedades o axiomas) de
diversos valores conocidos en la literatura actual.

En la secciéon 3 se exponen las definiciones formales que hay dentro de la teoria de re-
presentaciones de grupos finitos, resultados importantes (tal como el Lema de Schur, el cual se
confirmard su importancia en secciones posteriores) y una breve introduccién a la til teoria
de caracteres. Una buena referencia para teorfa de representaciones bésica es Fulton y Harris
(1991).

La seccién 4 presenta la aplicacién de la teoria de representaciones a la teoria de juegos en
forma de funcién de particién, lo cual nunca antes se habia explotado (con la notable excepcién
de Herndndez et al. (2006)); y por ende, todos los resultados presentados en esta seccién son
aportaciones originales. Se encuentra una descomposicién para el espacio de juegos en forma de
funcién de particion, GG, asi como también para el espacio de vectores de pago R™, en subespacios
invariantes bajo la accién del grupo simétrico Sy, el grupo de permutaciones del conjunto de
jugadores, N.

La descomposicién de GG se hace en tres etapas. Primero, tenemos la descomposicion

G= & G,
XeII[n]



donde G consiste en los juegos que se anulan en particiones que no tengan estructura de

acuerdo a A. Luego, cada G lo descomponemos como

Gy= & (?i
keX®

donde G’; contiene aquellos juegos que se anulan en coaliciones que no contienen exactamente
k jugadores. Por tltimo, se descompone cada G5, A\ # [n] (G’[ln} es una representacién trivial
unidimensional generada por el juego que asigna 1 a la gran coalicién y cero en el resto), en
tres subespacios:

Gi=UfoVioW}

U )lf irreducible y Vf es una suma directa de irreducibles isomorfos entre si, mientras que W;f en
general no es irreducible (Wg = &) WE serd no cero para n > 3).
Aell(n)\{[n]}
keX°
Tomando en cuenta la descomposicién que se logra para GG, entonces dado un juego w € G,

podemos descomponerlo como

v= Yokt X YA
A€TI(n) AET(n)\{[n]}€lx &
kex° keA°

Esta descomposicién serd de mucha utilidad para el estudio de la imagen de w bajo cualquier
solucién lineal y simétrica. La razoén es por lo que nos proporciona el lema de Schur, cuya
simplicidad esconde el hecho de que es una herramienta muy poderosa.

Una vez que se tiene una descripcién global de todas las soluciones lineales y simétricas, se
da una plicacién de este método. Todo estd basado en la descomposiciéon de G. Se incorpora a

linealidad y simetria, el axioma de eficiencia y se caracterizan todas estas soluciones: coinciden

con la solucién igualitaria en el subespacio de juegos Ug = & U;f, son arbitrarias en Vg =
A€II(n)
keX®
© V/\k y se anulan en Wg.
Aell(n)\{[n]}

kex°®
Por 1iltimo, en la seccién 5 se aborda el problema de caracterizar soluciones de forma univo-

ca. En particular, se proponen dos variantes del axioma de nulidad y se axiomatizan dos nuevos

valores para juegos en forma de funcién de particién. Resulta ser que estos valores son ex-



tensiones del valor de Shapley y del valor de Solidaridad a este tipo de juegos. Finalmente,
se obtiene una caracterizacién alterna a la extensién del valor de Shapley via un axioma de

marginalidad®.

!Las definiciones precisas se dan en la seccién 5.



Capitulo 2

Juegos cooperativos

La teorfa de juegos es una coleccién de modelos matemadticos para estudiar situaciones de
conflicto y/o cooperacién. Su funcién es el explicar o dar una guia normativa para el compor-
tamiento racional de agentes econémicos enfrentando decisiones estratégicas o interacciones so-
ciales. La teorfa concierne a comportamiento estratégico, situaciones de equilibrio, negociacién,
formacién de coaliciones, distribucién justa, y conceptos similares relacionados a resolver dife-
rencias entre grupos. La competencia en muchas actividades sociales ha hecho de la teoria de
juegos un enfoque fundamental para modelar diversas situaciones, tales como en economia,
ciencia polftica, investigacién de operaciones y planeacién militar.

En este capitulo abordaremos dos tipos de juegos cooperativos: los juegos en forma de

funcién caracteristica y los juegos en forma de funcién de particion.

2.1. Juegos en forma de funcién caracteristica

En esta seccién se presentan dos de los principales valores que aparecen en la literatura
de juegos en forma de funcién caracteristica (a los cuales nos referiremos como “juegos tradi-
cionales”). Cada uno establece una solucién axiomatica para cada juego cooperativo tradicional.
En lo sucesivo 2%V denota el conjunto potencia de N. Ademas, la cardinalidad de los conjuntos

se denotard con la letra mintscula correspondiente, por ejemplo, s = |S|, t = |T|, ¢ = |Q).

Definicién 1 Por un juego en forma de funcion caracteristica, se entenderd una pareja (N,v),



donde N = {1,...,n} es un conjunto finito de jugadores y v es una funcion
v:2V¥ SR

tal que v(2) = 0.

La funcién v : 2V — R por si misma la llamaremos juego tradicional, ya que el conjunto de
jugadores serd un conjunto fijo a lo largo de todo este trabajo. Denotaremos por J al espacio

de juegos tradicionales, es decir,
J=J" ={v: 2"V S R|v(2)=0}

Y es facil mostrar que este conjunto de juegos tradicionales con espacio de jugadores N =
{1,...,n} forma un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales si se define la suma

y el producto como sigue:

(a) (v1 4+ v2)(S) = v1(S) + v2(S) para todo vi,ve € J

(b) (cv)(S) =cv(S) paratodove JyceR

A los subconjuntos S de N se les llama coaliciones y son subconjuntos de jugadores que
potencialmente pueden jugar unidos. La coalicion S = N es denominada la gran coalicién. Si
los jugadores que forman S juegan unidos tienen una valia v(.S); como ejemplo, las cantidades
v(S) pueden ser ganancias conjuntas, costos comines o simplemente 1 o 0 dependiendo de si la
coalicién S logra o no mayoria en una votacién. De cualquier forma a v(S), siempre lo consid-
eraremos como un numero real. A este tipo de juegos se les conoce como juegos tradicionales
con pagos laterales o de utilidad transferible.

Se supone que cada uno de los jugadores conoce la funciéon v. Ademas, ellos negocian libre-
mente para formar coaliciones. Si la coalicién S se forma tiene una valia v(S). Una coalicién se
considera formada no sélo cuando los jugadores que la constituyen han decidido jugar unidos,
sino que también han acordado la forma de repartir la ganancia conjunta.

Claramente, los jugadores que pertenecen a coaliciones valiosas son valiosos en el juego, pero

el problema es cuantificar esta valfa. Se desea asignar a cada juego v un vector z € R", donde



x; sea o represente el pago “justo” para el jugador i en el juego. Por esta razén, a cualquier
vector z € R se le llama vector de pago. Algunos conceptos de solucién se limitan a asignar un
conjunto de vectores de pago al juego tradicional. A grandes rasgos, este es el problema central

que se aborda en este tipo de juegos.

Ejemplo 2 (Manejo de inversiones) Un tesorero de una asociacion X (jugador 1) desea
invertir la cantidad de $1,800,000 sobre una base a corto plazo (de 3 meses). En México, el

tipo de interés anual es una funcién de la suma invertida.

Depdsito Tasa de interés anual

0 - 1,000,000 7.75 %

1,000, 000 - 3,000,000 10.25%
3,000,000 - 5,000,000 12%

El tesorero de la asociacion X contacta a un tesorero de otra asociacion Y (jugador 2) y tam-
bién a un tesorero de otra asociacion Z (jugador 3). El tesorero Y estd de acuerdo con deposi-
tar $900,000 en el fondo comin y el tesorero Z $300,000. Asi pues, se alcanza un fondo de
$3,000,000 y la tasa de interés serd del 12%. ;Como se deberia repartir la ganancia entre las
tres asociaciones?.

Simples cdlculos dan lugar a que el interés total que cada coalicion puede asegurar, estd dado

por la funcion caracteristica:

S (8)
{1} | 46,125
{2} | 17,4375
{3} | 5,8125

{1,2} | 69,1875
{1,3} | 53,8125
2,3} | 30,750
{1,2,3} | 90,000




Dar soluciones axiomaticas (o valores), es definir operadores
p:J—R"

con lo que obtiene que cualquiera que éste sea, en menor o mayor medida resuelve todos los
juegos tradicionales en J y el problema de resolver todos los juegos en J se cambia a seleccionar
una “buena” . Para ello, se pide que este operador satisfaga axiomas o propiedades deseables,
para después demostrar que existe un tinico operador que los satisface.

A continuacién se presentan dos soluciones axiométicas importantes en la literatura.

2.1.1. Valor de Shapley

Shapley (1953) demuestra que sélo hay un operador Sh : J — R™ que satisface el siguiente

conjunto de axiomas.
Axioma 3 (Aditividad) Sh(vi + v2) = Sh(vi) + Sh(va) para todo vi,v2 € J.

Ahora, considere un juego tradicional y suponga que los jugadores intercambian papeles.
Adicionalmente, suponga que cualquier grupo de jugadores logra la misma valia que la que
conseguian en el juego tradicional original los jugadores a los que sustituyen. El axioma de
simetrfa pide que el vector de pagos asociado a este nuevo juego tradicional, sea la permutacién
correspondiente del vector de pago asociado al juego tradicional original; dicho brevemente,
si los jugadores intercambian papeles, entonces deben intercambiar pagos. A continuacién se
precisa esta idea.

Denotaremos por S, al conjunto de permutaciones del conjunto de jugadores, es decir,
Sp={0: N — N | 0 es biyectiva}. Asi, si § € S,, y S C N, entonces 0(S) = {6(i) | i € S}.
Cada 0 € S, se interpretard como un intercambio de papeles en el juego tradicional, en particular

el jugador ¢ pasard a tomar el papel del jugador 6(7).

Axioma 4 (Simetria) Sh(6-v) = 0-Sh(v) para todo v € J y para todo 6 € Sy, donde el juego

tradicional 0 - v € J se define como
(0 -0)(S) =v(071(S))

10



para cada S C N.
Axioma 5 (Eficiencia) > Shi(v) = v(N) para todo v € J.
ieEN
En otras palabras, el monto que se reparte entre todos los jugadores bajo Sh es exactamente
el monto v(N) que puede conseguir la gran coalicién.
Finalmente, se requiere un axioma donde alguien que sélo juegue el papel de observador
del juego, debe ser excluido de la reparticiéon. Formalmente, se dird que ¢ € N es un jugador

nulo en v € J siy sélo si v(S U {i}) = v(S) para todo S C N.

Axioma 6 (Nulidad) Si: € N es un jugador nulo en v € J, entonces Sh;(v) = 0 para todo

vEJ.

Teorema 7 (Shapley, 1953) Euxiste un dnico operador Sh : J — R™ que satisface los axiomas

de aditividad, simetria, eficiencia y nulidad; y estd dado por:

sha(w) = Y2 2251 4iy) — o(s)
SCN '
SFi

La solucién anterior es un “compromiso razonable” para cada uno de los jugadores. Para

comprender mejor su significado, considere el siguiente proceso aleatorio:

(a) Se elige la cardinalidad de una coalicién que no contenga al jugador i de acuerdo a una

distribucién uniforme sobre el conjunto {0, ...,n — 1}.

(b) Se elige aleatoriamente una coalicién S con la cardinalidad dada en (a), de acuerdo a una

distribucién uniforme sobre las (";1) coaliciones disponibles.

(c) Sele da al jugador i la utilidad marginal que aporta a v(IN) al incorporarse a S, es decir,

v(S U {i}) — u(8).

Entonces, Sh;(v) es el pago esperado para el jugador i en este proceso.
Asi, el pago que el Valor de Shapley asigna a cada jugador es una media ponderada de las
contribuciones marginales de ese jugador a las coaliciones a las que se incorpora. Los factores de

ponderacién ﬁ forman una distribucién de probabilidad sobre dichas coaliciones, al escoger
n

S

11



de modo equiprobable el cardinal de la coalicién y, posteriormente, una de las coaliciones de

dicho cardinal.

2.1.2. Valor de Solidaridad

Nowak y Radzik (1994) introducen un nuevo valor para juegos tradicionales (al que le llaman
valor de Solidaridad y lo denotamos por ¢) y demuestran que es la tinica solucién que satisface
los axiomas de aditividad, simetria y eficiencia usados en el valor de Shapley, y un axioma
adicional en términos de contribuciones marginales promedio de los miembros de coaliciones
que se pueden formar.

Formalmente, para cada coalicién no vacia Sy cada v € J, se define la cantidad

v 1 .
A%(S) = ;Z[U(S) —v(S\{7})]
jes
Claramente, A”(S) es la contribucién marginal promedio de un miembro de la coalicién S.

A continuacién se define el axioma adicional para la caracterizacién de este valor.

Axioma 8 (A-nulidad) Si el jugador i € N es un jugador A-nulo en el juego tradicional
v € J, esto es, AY(S) = 0 para toda coalicion S que contiene a i, entonces ¢;(v) = 0 para todo

veJ.

Teorema 9 (Nowak y Radzik, 1994) Eziste un tnico operador ¢ : J — R™ que satisface

los axiomas de aditividad, simetria, eficiencia y A-nulidad; y estd dado por la expresion

o,0) = Y0 O g
SCN ’
S3i

2.2. Juegos en forma de funcién de particién

En la seccién anterior se definié la valia de una coalicién S C N en términos de una funcién
caracterfstica, la cual estd definida sobre el conjunto potencia 2VV. Aquf se vera otra formulacién
para juegos cooperativos, describiendo la valia de una coalicién en términos de una funcién de

particion, la cual serd definida sobre el conjunto de todas las particiones de V.

12



Tal como en el caso de juegos tradicionales, consideraremos un conjunto finito y fijo de
jugadores N = {1,2,...,n}. Dado un subconjunto S C N, denotemos por PT(S) el conjunto de

particiones de S, asf
(51,83, ..., Sm} € PT(S) sii ;ﬁl S;=8, S;£@Vj, S;NSy=0Vj#k

Para simplificar notacién, hacemos PT := PT(N). Y sea ECL = {(S5,Q) | S € Q € PT} el
conjunto de coaliciones encajadas, es decir, el conjunto de coaliciones junto con la especificacién

de la estructura coalicional formada por los otros jugadores.

Definicién 10 Una funcion

w: ECL — R

que asigna un valor real w(S,Q), a cada coalicion encajada (S, Q) se le llama juego en forma
de funcion de particion. El espacio de juegos en forma de funcion de particidn con conjunto de

jugadores N serd denotado por G, i.e.,
G=G" ={w|w: ECL — R}

El nimero w(S, @) representa la valia de la coalicién S, dada la estructura coalicional Q.
Podemos ver que en juegos en forma de funcién de particién (y que en este trabajo, sélo los
llamaremos “juegos”), la valia de alguna coalicién S depende no sélo en lo que los miembros de

S obtienen conjuntamente, sino que también en la forma en que se organizan los jugadores en

N\S.

Ejemplo 11 (Competencia de mercado) Consideremos el siguiente juego w, que describe
la situacion donde tenemos 3 compaiiias que estdn compitiendo por un mercado. Cuando los
Jugadores 1,2 y 3 estdn por su propia cuenta, cada uno de ellos obtiene una valia de 50 unidades
monetarias. Sin embargo, si cualesquiera de ellos se juntan, pueden acaparar una mayor parte
del mercado y asi obtener mds ganancia, afectando al otro jugador. Finalmente, si se forma la

gran coalicion, acaparan todo el mercado y asi obtienen la mdxrima ganancia de 200 unidades

13



monetarias.

Particion Valia

{1},{2},{3} | 50 50 50
{1,2},{3} | 120 40
{1,3},{2} | 125 45
{2,3},{1} | 130 10
{1,2,3} 200

Ejemplo 12 (Juego de contaminacién) Supongamos que cuando los jugadores 1, 2 y 3 es-
tdn por su propia cuenta, cada uno de ellos obtiene una valia de —20 por los efectos de la
contaminacion. Sin embargo, si cualesquiera dos de ellos se juntan, pueden limpiar parcial-
mente la contaminacion y arrojar el resto de la contaminacion al otro jugador. En este caso
las coaliciones de dos jugadores obtienen una valia de 0 y el jugador restante obtiene —45 si es
el jugador 1, —50 si es el jugador 2, y —55 si es el jugador 3. Finalmente, si se forma la gran

coalicion, aun mds contaminacion se puede limpiar, resultando una valia de —30.

Particion Valia

(13,12}, {3} | =20 —20 —20

(1,2}, {3} 0 —45
(1,3}, {2} 0 —50
(2,3}, {1} 0 —55
{1,2,3} —30

Por cada S C N, sea [S] la particién de S donde todos sus elementos estédn separados, i.e.,
[S]={{j}|j€ S} Para@Q € PT, S € Qeiec N,definimos Qg = {S}U[N\S], S;r = SU{k},
S_ = S\{k} y Q' denota el elemento de @ donde se encuentra el jugador i. Adicionalmente, se
conservard la notacién para la cardinalidad de conjuntos por su correspondiente letra miniscula,
aqui por ejemplo ¢; = ‘Q1|

Ahora bien, dados w1, w2 € Gy ¢ € R, podemos definir la suma wi + ws y el producto cwi,

en G, en la forma usual, i.e.,

(w1 +w2)(S, Q) = wi(S,Q) +w2(S,Q) vy (cw1)(S,Q) = cwi(S,Q)

14



respectivamente. De esta forma, es sencillo mostrar que G es un espacio vectorial sobre R con
estas operaciones.

Como anteriormente, una solucién sobre G serd un operador
p:G—R"

Si @ es una solucién y w € G, entonces podemos interpretar ¢,(w) como el pago que el jugador
i deberfa de esperar del juego w. Y de igual forma, el propdsito es caracterizar soluciones en
base a un conjunto de propiedades deseables.

Los axiomas mds comunes que se pueden encontrar en la literatura sobre juegos son los de

linealidad, simetria y eficiencia; los cuales se definen a continuacion.
Axioma 13 (Linealidad) La solucion ¢ es lineal si
i) p(wr +w2) = p(wr) + p(w2)

i) ¢(cwr) = cp(wr)

para todo wi,we € G y c € R.

Axioma 14 (Simetria) La solucidn ¢ se dice simétrica si y sélo si p(0 - w) = 0 - p(w) por

cada 0 € S, yw € G, donde el juego 8 - w estd definido como

(0-w)(S,Q) = wl~(5,Q)]

para cada (S,Q) € ECL.

Axioma 15 (Eficiencia) La solucién ¢ es eficiente si

Y wi(w) = w(N,{N})

iEN
para todo w € G.

La interpretacion de estos axiomas es similar a los axiomas para soluciones a juegos tradi-

cionales, s6lo hay que definir la accién de 6 € S,, sobre ECL: si 0 € S,, y (51,{51, S2,...,S1}) €
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ECL, entonces
0(51,{51, 52, ..., S1}) = (8(S1),{0(S1), 0(S52), ..., 0(S1) })

Debido a la gran riqueza de los juegos en forma de funcién de particién, varias soluciones se
han dado para este tipo de juegos. A continuacién se presenta una recopilaciéon de los trabajos

mds importantes en lo que a soluciones axiomadticas respecta.

2.2.1. Valor de Myerson

El articulo de Myerson (1977) fue el primero en proponer la caracterizacién de una solucién
para estos juegos en base a tres axiomas: linealidad, simetrfa y otro llamado “portador”, el cual
engloba eficiencia y nulidad para este tipo de juegos.

Se necesitars notacién adicional. Para cualesquiera @, Q € PT, definimos
QAQ={5nS|S€Q,S€Q,5NS5+0c}

Dados w € G y S € 2N\{@}, se dice que S es un portador de w si y sélo si w(S,Q) =
w(SNS,QA{S,N\S}) para todo (S, Q) € ECL; es decir, lo que obtienen los jugadores de S
en @ es lo mismo que obtienen al restringirse a S. Y notemos que N siempre es un portador.
El siguiente axioma propone que el monto que obtiene la gran coalicién sea repartido entre los

miembros de un portador.

Axioma 16 (Portador) Para todo w € G y todo S € 2N\{@}, si S es un portador de w,

entonces

> wi(w) = w(N,{N})

1€S

Teorema 17 (Myerson, 1977) La solucién ¢ : G — R" dada por

pw)= Y U (- Y ] u(s,0)

(S,Q)€ECL TeQ\{S},T#i (g —1)n—1)

para todo i € N y todo w € G; es la unica solucion que satisface los axiomas de linealidad,

stmetria y portador.
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2.2.2. El valor de Albizuri et al.

Albizuri et al. (2005) caracterizan una solucién usando cinco axiomas, de los cuales tres de
ellos son los usuales linealidad, simetria y eficiencia; otro es un axioma de “oligarquia” y un

dltimo que especifica simetria en coaliciones encajadas. Formalmente,

Axioma 18 (Oligarquia) Sea w € G. Si existe T C N tal que

w(5.Q) = w(N,{N}) s SDOT

0 de otra forma
entonces, Y p;(w) =w(N,{N}).
€T

Bédsicamente, este axioma se refiere a juegos en los cuales hay una coalicién especifica con
la cual se obtiene la valia de la gran coalicién w(N,{N}), mientras que las demds coaliciones
encajadas no figuran. Y en estos juegos en particular, pareciera natural pedir que la valia de la
gran coalicién se reparta entre los jugadores de tal coalicién especifica.

Ahora, sean S C N y mg una biyeccién sobre {(T,Q) € ECL | T = S}. Por cada w € G,

denotamos por mg - w el juego definido como

w(T, Q) siT#S
w(rs(5,Q)) siT=5

(7T5 . ’UJ)(T, Q) =

Axioma 19 (Simetria en coaliciones encajadas) Sea S C N. Dada una biyeccion g so-

bre {(T,Q) € ECL | T = S} para todo w € G y todo i € N, se cumple que

pi(ms - w) = p;(w)

Notemos que de acuerdo a este axioma, lo que importa son las valias de diferentes coaliciones
encajadas y no qué coaliciones encajadas corresponden a tales valias.

De esta forma, la caraterizacién es la siguiente.

Teorema 20 (Albizuri et al., 2005) Existe una tnica solucion ¢ : G — R™ que satisface

los axiomas de linealidad, simetria, eficiencia, oligarquia y simetria en coaliciones encajadas.
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Mas atn, ésta tiene por expresion

B (s —Dl(n—9)! sl(n—s—1)!
pi(w) = s Q%:ECL nlP(S, N) w(S, Q) — (SQ%ECLMP(S’N)M(S, Q)

$3i S#i
donde P(S,N) = |{(T,Q) € ECL | T = S}|. De hecho, P(S,N) = p(n — s) donde p(k) repre-

senta el nimero de particiones de cualquier conjunto K de cardinalidad k.

2.2.3. Valor de Shapley

Pham Do y Norde (2007) definen una extensién de el valor de Shapley para la clase de
juegos en forma de funcién de particién. En este caso, caracterizan un valor con los axiomas
de linealidad, simetria, eficiencia y otro de nulidad para soluciones a este tipo de juegos. La

adaptacién del axioma de nulidad es como sigue.

Definicién 21 Sean w € G ei € N. El jugador i se dice I-nulo' en el juego w, si para todo

P e PT(N_;) y todo S € P, se cumple

w(S, PU{{i}}) = w(Syi, (P\{S}) U {S4i})

De esta forma, se puede dar la siguiente versién del axioma de nulidad para estos juegos, en
donde a jugadores que tengas contribuciones marginales igual a cero, se les asigna un pago de

cero.

Axioma 22 (I-Nulidad) La solucion ¢ : G — R" satisface la propiedad de I-nulidad si para

todo w € G y para todo i € N I-nulo en w, se tiene que p;(w) = 0.

Asi entonces, en el siguiente teorema se verda que hay un tnico operador que satisface los
axiomas de linealidad, simetria, eficiencia y I-nulidad; y que de hecho, tiene una estrecha relacién

con el valor de Shapley para juegos tradicionales.

' Dado que en este trabajo se manejardn varias nociones del azioma de nulidad, se hard diferencia usando
términos como I-nulo, I-nulidad, etcétera.
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Teorema 23 (Pham Do y Norde, 2007) FEziste una unica solucion que satisface los azio-

mas de linealidad, simetria, eficiencia y I-nulidad; y estd dada por
pi(w) = Shi(v)

para todo © € N y todo w € G, donde Sh : J — R" es el valor de Shapley para juegos

tradicionales y v € J estd definido como:
v(8) = w(S, {3, [N\S]})
para cada S C N.

2.2.4. Valor de Consenso

Ju (2007) propone una solucién, a la que llama valor de consenso y lo define como el punto
medio entre el valor de Shapley de Pham Do y Norde (2007) y la solucién ¢ : G — R"™, definida
como

w(N.ANY) |

vilw) = S T R ), 48y 0 IS U ()

@#SCN
S%i

-y Y ) S U S
JEN_iSCN\{i,j}

la cual nos dice cudnto puede ganar un jugador en un juego cuando uno se enfoca en estructuras
donde tal jugador actia por cuenta propia. O directamente, en algunas situaciones donde los
jugadores no cuentan con la informacién de valfas de muchas coaliciones encajadas, pero se
conocen las valfas de las participaciones individuales de cada jugador, asf como también la de
la gran coalicién.

Con el fin de caracterizar este valor, se utiliza una variante del concepto de jugador nulo en
el valor de Shapley para juegos en forma de funcién de particién, en donde define lo que es un
jugador “cuasi-nulo”. De esta forma, el autor propone un axioma de “cuasi-nulidad”, en el cual

no asigna pago de cero a jugadores cuasi-nulos.
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Definicién 24 En un juego w € G, el jugador i € N es un jugador cuasi-nulo si para todo

P e PT(N_;) y todo S € P, se cumple

w(S, PU{{i}}) = w(Syi, (P\{S}) U {S54i})

w({i}, [N]) =0

Entonces, se puede verificar que un jugador cuasi-nulo ¢ serd I-nulo si w({i}, PU{{i}}) =0

para todo P € PT(N_;).

Axioma 25 (Cuasi-nulidad) Si¢: G —R", w € G ei € N es un jugador cuasi-nulo en w,

entonces

~ wWNANY) = > jen w{7) [N])

i) = " +u({i}, V)

De este modo, el valor de consenso se caracteriza de la siguiente forma.

Teorema 26 (Ju, 2007) Eziste una tnica solucion ¢ : G — R™ que satisface los axiomas de

linealidad, simetria, eficiencia y cuasi-nulidad; y ésta es el valor de consenso.

2.2.5. El valor de Macho-Stadler et al.

Como ejemplo final, Macho-Stadler et al. (2006) caracterizan una solucién con los axiomas
de linealidad, simetria, influencia similar y una nueva versién de nulidad. A continuacién se
precisara en los conceptos de estos dos tltimos axiomas.

Estos autores proponen que dos jugadores en “ambientes similares” deberian obtener pagos
similares. La nociéon de ambiente similar y de influencia similar se formaliza en la siguiente

definicién.

Definicién 27 Se dice que un par de jugadores {i,j} C N, i # j, tiene influencia similar
en los juegos wi,wy € G st wi1(S,Q) = wa(S,Q) para todo (S,Q) € ECL\{(T,P),(T,P")},
wi (T, P) = wa(T, P'), y w1 (T, P") = wa(T, P); donde la tinica diferencia entre las particiones
P y P es que {i},{j} € P\{T}, mientras que {i,5} € P\{T}.
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Axioma 28 (Influencia similar) La solucion ¢ : G — R™ satisface la propiedad de influencia
similar si para cualesquiera dos juegos wi,ws € G y para cualquier par de jugadores {i,j} C N

que tengan influencia similar en tales juegos, se tiene que

pi(w1) = p;(w2) y  pj(w1) = @;(w2)

La versién de nulidad que manejan estos autores es la llamada “nulidad débil”, en la cual

asignan un pago de cero a jugadores que no aportan nada al juego.

Definicién 29 Sean i € N y w € G. Diremos que el jugador i es un jugador nulo débilmente

en w si para todo (S,Q) € ECL,
w(S, Q) = w(S—i, Q")

donde Q' es una particién obtenida de Q moviendo al jugador i a algin conjunto en Q.

Axioma 30 (Nulidad débil) Si el jugador i € N es nulo débilmente en w € G, entonces
pi(v) = 0.

En el siguiente teorema, estos autores muestran que hay un unico valor que satisface los
axiomas de linealidad, simetria, influencia similar y nulidad débil; y ademds dan una férmula

simple y explicita para calcularlo.

Teorema 31 (Macho-Stadler et al., 2006) Existe una tunica solucion ¢ : G — R™ que sa-

tisface los axiomas de linealidad, simetria, influencia similar y nulidad débil. La solucion estd

dada por
(s — 1)!T C%T\{g}(t - 1! s!T C%I\{S}(t - 1!
€ €
@Z(w) = Z n! ’LU(S, Q) - Z (TL—S)TL' U}(S, Q)
(S,Q)€ECL ) (S,Q)€EECL '
53i S#i

para todo w € G y para todo i € N.
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Capitulo 3

Teoria de representaciones

La teorfa de representaciones de grupos es uno de los temas en dlgebra abstracta con més
aplicaciones en la actualidad. El andlisis espectral en disenio de experimentos, el disefio de redes
de comunicacién, la teoria de cédigos, son algunos de los campos en donde esta teoria encuentra
aplicacién. En particular, méds adelante podrd confirmarse la importancia del uso de esta teoria
aplicada a la teoria de juegos cooperativos en forma de funcién de particion.

En este capitulo se presentan los conceptos y resultados bédsicos de la teorfa de representaciones
de grupos finitos, asi como también una breve introduccion a la teoria de caracteres. La teoria
es extensa y, cabe mencionar que en este trabajo sélo se presentan las definiciones y resultados
necesarios para el desarrollo del mismo. Este capitulo estd basado principalmente de Fulton y

Harris (1991).

3.1. Representaciones de grupos finitos

Primero, se formalizard la nocién de un grupo, para después definir lo que es una repre-

sentacién de un grupo finito.

Definicién 32 Un conjunto no vacio de elementos H, se dice que forma un grupo si en H estd

definida una operacion binaria - : H X H — H tal que
i) h1-hy € H para todo hy,hy € H.
11) hi - (hg . hg) = (hl . hg) - hs para todo hl, ho,hs € H.
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iii) de € H tal que h-e =e-h = h para todo h € H.

iv) Para todoh € H,3h ' € H tal que h-h ™' =h~1 .- h=e.

Definicién 33 Una representacion del grupo finito H en el espacio vectorial de dimension

finita X, es un homormofismo de grupos

p: H— GL(X)

donde, GL(X) ={T : X — X | T es lineal e invertible}.
En otras palabras, una representacién para H es un mapeo que asigna a cada elemento

h € H una transformacion lineal p(h) : X — X que respeta multiplicacion:

p(hihz) = p(h1)p(h2)
para todo hi,ho € H.

Uno usualmente abusa de la notacién y se habla acerca de la representacién X sin mencionar
explicitamente el homomorfismo p. De esta forma, cuando se aplica la transformacién lineal

correspondiente a h € H en el elemento z € X, escribimos h - = en lugar de (p(h))(z).

Ejemplo 34 Es fdcil verificar que R? es una representacion para el grupo Z (grupo de los

nimeros enteros con la operacion suma), definiendo el homomorfismo p : Z — GLa(R) como

n —

donde GLa(R) = {Azax2 | det A # 0}.

Del mismo modo, R? también es una representacion para el grupo Z con el homomorfismo

n —

Ejemplo 35 El espacio de juegos tradicionales J es una representacion para el grupo simétrico
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Sp. Donde, hay un homomorfismo de grupos p : S, — GL(J), cuya accion estd dada por

(0 - 0)(S) = [p(8)(0)](S) = v[0~(S)]
para todo 8 € S, ve J ySCN.

Observacién 36 FEn este trabajo se mantendrd que S, es el grupo de permutaciones de N, con

la operacion composicion.
Definicién 37 Sean X1 y X2 dos representaciones para el grupo H.

» La transformacion lineal T : X1 — X9 es H-equivariante (H-lineal) si
T(h-z)="h-T(x)

para todo h € H y para todo x € X;.

T

Xl e X2
hl H |h
X, = X

para todo h € H.

» X7 y Xy son representaciones (para H) isomorfas, X1 ~ Xa, si existe entre ellos un

isomorfismo' H -equivariante.
Definicién 38 Sea Y un subespacio del espacio vectorial X .

» Y se dice invariante (bajo la accion del grupo H ) si por caday € Y y por cada h € H, se
tiene que

h-yeY

1 . . .
T: X1 — Xz se dice isomorfismo si cumple que:

i) Siz,y € X1 son tales que T'(z) = T(y), entonces x = y.
ii) ImT = Xo.
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n Y es irreducible si es invariante y no contiene subespacios propios no triviales invariantes.
Ejemplo 39 SidimY =1, entonces Y es irreducible.

Ejemplo 40 R? como una representacion para Z, como en el Ejemplo 34, no es irreducible.

Notese que {(x,0)} es un subespacio invariante.

Definicién 41 Si X es una representacion para H, Y C X un subespacio vectorial, entonces

Y es una subrepresentacion para H si'Y es invariante bajo la accién de H.

Proposicién 42 Si Y es una subrepresentacion de una representacion X para el grupo finito

H, entonces existe un subespacio complementario invariante Y' de X, tal que

X=YaoY

Observacién 43 FEn todo el desarrollo de este trabajo, se usard el simbolo @, para denotar la

suma directa de dos espacios vectoriales.

Ejemplo 44 En la Proposicion anterior, es necesaria la hipdtesis de que H sea un grupo finito.
Por ejemplo, para la representacion del Ejemplo 34 no existe un subespacio complementario

invariante a {(z,0)}.

Corolario 45 Si H es un grupo finito y X una representacion para H, entonces X se descom-

pone como suma directa de representaciones irreducibles.

Esta iltima propiedad es la llamada “reducibilidad” y se verd que el hecho de que la des-
composicién de una representacién arbitraria en suma directa de irreducibles sea tnica, es una

consecuencia del siguiente:

Teorema 46 (Lema de Schur) Sean X; y Xs representaciones irreducibles para el grupo H.
Si T : X1 — Xo es H-equivariante, entonces T =0 o T es un isomorfismo.
Mds aun, si X1 y Xo son espacios vectoriales complejos, entonces T es unico salvo por

multiplicacion por un escalar \ € C.

25



Demostracién. La primera parte se sigue de que ker 7' e ImT" son subespacios invariantes
de X7 y Xo, respectivamente, por lo que es cero o es el espacio total.

Si los espacios vectoriales son complejos, T, L : X1 — X9 H-equivariantes, entonces ¢ =
T~'oL:X; — X; debe de tener un eigen-valor A € C. Como el eigen-espacio correspondiente
a A es invariante, entonces debe de ser todo Xi,i.e., ¢ =Alo L =)T. m

Este resultado es una de las razones por las cuales vale la pena “arrastrar” un grupo de
simetrfas cuando sélo es uno. Su simplicidad esconde el hecho de que es una herramienta muy

poderosa.

Proposicién 47 Toda representacion X de un grupo finito H tiene una descomposicion
— 1P ® ®a;
X=X"eoXy"e --0X; "

donde las X;’s son representaciones irreducibles distintas. Mas ain, la descomposicion es inica

en el sentido de que las X;’s son tunicas y las a;’s también.

En este trabajo nos restringiremos al estudio de representaciones para el grupo simétrico

Sp ={0: N — N | 0 es biyectiva}. Hay dos problemas bdsicos que se tratardn en esta seccién:

i) Describir todas las representaciones irreducibles para el grupo S,,.

ii) Encontrar técnicas para descomponer una representacién dada de S, en suma de irre-
ducibles. En particular, determinar las multiplicidades a;’s para una representacién arbi-

traria X.

3.1.1. Representaciones irreducibles para S;3

Consideremos el grupo no abeliano mas simple, S3 = {(1),(12), (13), (23), (123), (132)}.
Donde,

1—1 1—2 1—3 1—1 1—3 1—2
H:2-2 (12): 251 (13): 252 (23): 253 (123): 251 (132): 23
3—3 3—3 3—1 3—2 3—2 3—1

26



Como S3 es un grupo de permutaciones, tenemos una representacién natural (llamada
representacién permutacién), en la cual S3 actiia sobre R?® permutando las coordenadas de
3.
($17$27$3) € R

0 - ($]_, o, l‘g) = (.’L‘e—l(l),I9—1(2),x9—1(3))

aunque debe notarse que esta representacién no es irreducible.

Ss tiene tres representaciones irreducibles (hasta isomorfismo):

» Us: La representacion trivial; Us = {(z1, 22, 73) € R? | 21 = 29 = 23}.
» U}: La representacion alternante; 0 - x = sgn(f) - = para 6 € S, = € R.

» V3: La representacion esténdar; V3 = {(x1, 72, 23) € R3 | 1 + 22 + 23 = 0}.

Notemos que dimU3 = dimU’ = 1 y dim V3 = 2. Cabe aclarar que cada permutacién se
puede escribir como producto de un nimero par (impar, respectivamente) de transposiciones,
en este caso se dice que la permutacién es par (impar, respectivamente). Asi, para 6§ € Ss,

definimos

0) 1 si 6 es par
sgn(0) =
—1 sif es impar

Comencemos el andlisis de una representacién arbitraria Z para S considerando la ac-
cién del subgrupo abeliano Az = {(1),(123),(132)} C S3 sobre Z. Esto desprende una des-
composicién muy simple: si tomamos 7 como cualquier generador de Az (esto es, cualquier
ciclo de tamano 3), el espacio Z es generado por eigen-vectores v; para la accién de 7, cuyos

27

eigen-valores son por supuesto todas las potencias de una raiz ctibica de la unidad w = e 3,

i.e., los eigen-valores de 7 pueden ser 1, w o w?. Asi,
Z=0Ry;, y 71v;=2%0;

Ahora, queremos saber cémo los elementos restantes de S3 actian sobre Z en términos de
esta descomposicién. Sea o € S3 cualquier transposicién o € {(12), (13), (23)}, de tal forma que
{7,0} generan S3, con la relacién oo = 72. Para saber dénde manda o a un eigen-vector v

ara la accién 7, digamos con eigen-valor w’; veamos primero cémo actia 7 sobre o(v). Usamos
) )
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la relacién bdsica anterior para escribir

7(o(v)) = o(r*(v))

La conclusién, entonces, es que si v es un eigen-vector para 7 con eigen-valor w’, entonces o(v)

es también un eigen-vector para 7, con eigen-valor w?.

Ejemplo 48 Sea V3 es la representacion estindar para Sz, o = (12) y 7 = (123). Si {v1,v2}

es una base para V3, con v1 = (w,1,w?) y v2 = (1,w,w?); entonces

TU1T = WU,
TV = w21)2
ov1 = V2
ovy = U1

Supongamos ahora que v es un eigen-vector para 7. Si el eigen-valor de v es w' # 1, entonces
o(v) es un eigen-vector con eigen-valor w? # w', y por ende es independiente de v; ademds
{v,0(v)} genera un subespacio V' bidimensional de Z invariante bajo S3, y que de hecho,
V' ~ V3. Por otra parte, si el eigen-valor de v es 1, entonces o(v) puede o no ser independiente
de v. Si no lo es, entonces v genera una subrepresentacién unidimensional de Z, isomorfa
a Us si o(v) = v e isomorfa a Uj si o(v) = —v. Si o(v) y v son independientes,entonces
{v+ o(v),v — o(v)} generan representaciones unidimensionales de Z, isomorfas a Us y a V3,
respectivamente.

Hemos entonces resuelto los dos problemas bésicos que se tratarian aqui (aunque hasta
ahora, sélo para el caso de S3). Primero, por la discusién aterior, vemos que las tnicas re-
presentaciones irreducibles para S3 son las representaciones trivial, alternante y estandar. Mds

aun, concluimos que toda representaciéon Z de Ss, tiene una descomposicién

Z=Ug" o U o Vg
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y se tiene un método para determinar las multiplicidades a, b y ¢. Por ejemplo, ¢ es el nimero
de eigen-vectores independientes para 7 con eigen-valor w, mientras que a+c es la multiplicidad

de 1 como eigen-valor de o, y b+ ¢ es la multiplicidad de —1 como eigen-valor de o.

3.2. Caracteres de representaciones

La teoria de caracteres es una herramienta efectiva para determinar las representaciones de
un grupo finito, en nuestro caso para S,. En la seccién anterior se dié una descripcién de todas
las representaciones irreducibles para el grupo Ss3 y se encontré una técnica para descomponer
una representacion dada de Sg en suma de irreducibles, donde se vié que las representaciones
de S3 fueron determinadas por los eigen-valores de la accién de los elementos 7,0 € S3. Para
un grupo general Sy, no es muy claro qué subgrupos y/o elementos jugarian el rol de Az, 7y

o; v aqui es donde entra el uso de caracteres para abordar el caso general del grupo S,.

Definicién 49 Sea p : H — GL(X) una representacion. El cardcter de X es la funcion xx :

H — C:
xx (k) =Tr (p(h))

donde, T'r (p(h)) representa la traza de la matriz asociada a la transformacion lineal correspon-

diente a p(h).
Proposicién 50 Sean X y Y representaciones del grupo H y h,g € H. Entonces:
a) Xxevy = Xx + Xy

b) Xxev = Xx Xy

c) xx(e) = dim X

d) xx(h™) = xx(h)
e) xx(hgh™') = xx(9)

f) Si X ~Y, entonces xx = Xy

29



Proposicién 51 Si X es la representacion permutacion asociada a la accion® de un grupo H
sobre un conjunto finito F', entonces xx(h) es el nimero de elementos de F fijos por h. Es

decir,

xx(h)=KfeF|h-f=f}

Ejemplo 52 FEl cardcter de R3 como representacion para Ss, estd dado por xgs(1) = dimR3 =

3, xra(12) = xga (13) = xga(23) = 1 y xga(123) = xpa(132) = 0.

De acuerdo al inciso e) de la proposicién anterior (x y es constante sobre las clases de con-
jugaciéon® de H), vemos que el cardcter de una representaciéon de un grupo H es realmente una
funcién sobre el conjunto de clases de conjugacién en H. Esto sugiere expresar la informacién
bésica acerca de las representaciones irreducibles del grupo H en la forma de una tabla de
caracteres. Esta es una tabla con las clases de conjugacién [h| de H listadas en la parte supe-
rior, usualmente dadas por un representante h, con el nimero de elementos en cada clase de
conjugacién arriba de ella; las representaciones irreducibles de H listadas en la parte izquierda;

y, en el lugar apropiado, el valor de el cardcter de la clase de conjugacién [h].

Ejemplo 53 Calculemos la tabla de caracteres para el grupo Ss. Para empezar, la repre-
sentacion trivial Us toma los valores (1,1,1) en las tres clases de conjugacion [(1)], [(12)] y
[(123)], mientras que la representacion alternante Uy tiene valores (1,—1,1). Para calcular el

cardcter de la representacion estindar Vi, notemos que R® = Us @ V3 y que xrs = (3,1,0), por

La accion de H en F' es una funcion binaria - : H x F — F que satisface

i) (gh)-f=g-(h-f) paratodo g,h € Hy f€eF.
ii) e-f=f paratodo f € F.

*La clase de conjugacién de g € H se define como [g] = {hgh™" | h € H}, asf cada clemento del grupo H
pertenece precisamente a una clase de conjugacion.
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lo que Xy, = Xgs — Xv, = (2,0, —1). Asi pues, la tabla de caracteres para S3 es

1 3 2
S | 10] [12)] [123)]
Us 1 1 1
Us/ 1 -1 1
V3 2 0 —1

De hecho, esto nos da otra solucién al problema bésico que se ha pretendido abordar: si Z es
cualquier representacién para Ss, y Z tiene una descomposicién en representaciones irreducibles
Z = Ugea &) UéEBb &) ‘/'3@907 entonces xz = axy, + bXUé + cxy,- En particular, como las funciones
Xus> Xuj Y Xvz son independientes, entonces Z es determinado (salvo isomorfismos) por su

caracter.

Ejemplo 54 ;Qué podemos decir de la descomposicion (bajo S3) de V3 ® V3 en suma directa

de subespacios irreducibles?

Xva@Vs — Xvi " Xvz = (4? 0’ 1)
= (1,1, + (1, -1, 1) + (2,0, —1)
= Xus T Xuj T Xvs

Por lo que, V3 ®@ V3 =Us @ Us & V3.

Podemos definir un producto Hermitiano* sobre el conjunto de las funciones de clase, i.e.,

funciones que son constantes sobre clases de conjugacion.

Definicién 55 Sea Cqss(H) ={f : H — C| f es de clase}. Si x1, x2 € Ceass(H), definimos

4Si X es un espacio vectorial complejo, el producto Hermitiano sobre X es un mapeo (,) : X x X — C tal
que:

i) (z1,z2) = (x2,z1) para todo x1,z2 € X.
ii) (z1,z2 + x3) = (@1, 22) + (x1,23) para todo z1, 2,23 € X.

iii) (ax1,x2) = a(x1,x2) y (z1,ax2) = @(r1, z2), para todo z1,22 € X y a € C.
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el producto Hermitiano (x,Xa), como

1
<X17X2> = | |

fzm%ﬂh)

heH

Teorema 56 En términos del producto Hermitiano anterior, el conjunto de caracteres de re-

presentaciones irreducibles para H, es ortonormal.

Ejemplo 57 FEs facil verificar que, para el caso de Ss:

<XU37XU3> = <XU§7XU§> = <XV3’XV3> = 1

Y que

(Xt Xt ) = (v xws) = (xpxws ) = 0
Corolario 58 Toda representacion de un grupo queda determinada por su cardcter. Si
® ® ®a;
Z:ZIaI@ZQQQ@"'@Zj J
entonces

Xz = 01Xz, T 02Xz, + - T ajXz;

y los x 7, son linealmente independientes.

Corolario 59 Una representacion Z es irreducible si y solo si (xz,Xxz) = 1.

) J
De hecho, si Z = ZP" @ 23 @ - - @Z;ea”, como anteriormente, entonces (X, X z) = g:lai.
Las multiplicidades a; pueden calcularse via

Corolario 60 5%
Z=7P"ezsm e ez

la multiplicidad de Z; (representacion irreducible) en Z, es el producto interno

ai = {(Xz,Xz,)
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Proposicién 61 FEl nimero de representaciones irreducibles del grupo H es igual al nimero de
clases de conjugacion de H. Mds ain, sus caracteres {xx,} forman una base ortonormal para

(Cclass (H) .

En general, el grupo S, tiene tantas clases de conjugacién como particiones® tiene el entero
n; y por lo tanto, también serd el nimero de representaciones irreducibles de S,,. Es decir, si
A = [A1, A2, ..., ] es una particién de n, la correspondencia asocia a tal particién la clase de
conjugacién de una permutacién que consiste de ciclos disjuntos de tamafio A1, Ag, ..., Aj.

Terminaremos esta seccién con la descripciéon de las representaciones irreducibles para el

grupo Sy, mostrando su correspondiente tabla de caracteres.

Ejemplo 62 Ahora calculemos la tabla de caracteres para el grupo Sy. Primero, listemos las

clases de conjugacion de Sy:

Particion | Clase de conjugacion
[1,1,1,1] [(D)]
2,1, 1] [(12)]
3,1] [(123)]
[4] [(1234)]
[2,2] [(12)(34)]

y el nimero de elementos en cada clase de conjugacion es 1, 6, 8, 6 y 3, respectivamente. Tal
como en el caso del grupo S3, vemos que para Sy: xy, = (1,1,1,1,1), Xuj; = (1,-1,1,-1,1) y
Xv, = (3,1,0, =1, —1). Asi que faltan los caracteres de dos representaciones irreducibles mds; en
general, uno busca representaciones en los productos tensoriales. Por ejemplo, vemos que V| =

Vi ®@Uy es una representacion irreducible, ya que <XV4’> XV4’> = 1. Por dltimo, la representacion

A = [A1, A2, ..., Ai] es una particién de n (denotado por A - n) siy sélo si A1, A2, ..., \; son enteros positivos
YA+t +N=n
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irreductble restante W, se halla por medio de las relaciones de ortogonalidad. De esta forma,

1 6 8 6 3
So [ 1] [(12)] [(123)] [(1234)] [(12)(34)
Uy 1 1 1 1 1
Uyt 1 -1 1 -1 1
Vy 3 1 0 -1 -1
Vat 3 -1 0 1 -1
w 2 0 -1 0 2
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Capitulo 4

Juegos y representaciones

En este capitulo se estudian soluciones ¢ : G — R™ que sean lineales y simétricas en
G ={w | w: ECL — R}, aprovechando técnicas de la teoria de representaciones; en particular,
representaciones para el grupo 5.

Notemos que en el lenguaje de teoria de representaciones, a lo que le estamos llamando una
solucién lineal y simétrica, en realidad es una transformacién lineal S,-equivariante.

Recordemos que hay una accién natural del grupo de permutaciones S,, sobre 2V\{@} y
sobre ECL; i.e., para 6 € Sy:

0(5) =1{6(:) | i € S}

0(S1, {51, 52, ...,51}) = (0(51),{0(51),0(52), ..., 0(S1) })

De esta forma, el grupo S, actia naturalmente sobre GG via transformaciones lineales; es

decir, G es una representacién del grupo 5,.

Proposicién 63 FEl espacio de juegos G es una representacion para el grupo simétrico Sy.
Demostracion. Existe un homomorfismo de grupos p : S, — GL(G), cuya accion estd

dada por
(- w)(S, Q) := [p(0)(w))(S, Q) = w[d~(S, Q)]

para todo 0 € S, w € G y (5,Q) € ECL.
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Sdlo basta demostrar que en efecto, p es un homomorfismo:

[p(0102)(w)] (S,Q) = w[(6102)71(S, Q)] =w [05'(67'(5,Q))]
= [p(62)(w)] (6775, Q)) = [p(61)p(62) ()] (5. Q)
para todo 01,02 € Sy, w e G y (S,Q) € ECL. m

Proposiciéon 64 FEl espacio de pagos, R" es una representacion para el grupo Sp:

[p(O)](21, 2, ..., Tn) = (Tyg-1(1), Tg-1(2)s -+ Tg—1())

Asi pues, dado que G y R son representaciones para el grupo S,,, entonces estos dos espacios
vectoriales tendréan una descomposicién (bajo Sy,) en subespacios irreducibles.

Para tal propdsito, serd necesario definir en general

Upy=U={(tt,..t) ER"} y V=V = {:pER" | Zmi:o}
=1

U y V son representaciones irreducibles para S, llamadas usualmente la representacion trivial
v la representacion estdndar, respectivamente.
Primero se dar4 la descomposicion de los casos particulares de G y R3, usando las técnicas

descritas en la seccién 3.1.1.

Proposicién 65 Descomposicion de G y R3 en subespacios irreducibles, bajo la accion del

grupo Ss:

» GO se descompone como:

G(3) ~ U,?EB4 ® ‘/3@3

» R3 tiene una descomposicion:

R~ Us Vs

Demostracién. Recordemos que toda representacién Z de S3, tiene una descomposicién

Z=U$ o U @ Vi
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donde, ¢ es el niumero de eigen-vectores independientes para 7 = (123) con eigen-valor w,

mientras que a+c es la multiplicidad de 1 como eigen-valor de o = (12), y b+c es la multiplicidad

de —1 como eigen-valor de o.

= Asf, definimos una base B = {u(g ) | (5,Q) € ECL} para G®), como

1 si(T,P) = (S,
ws) (T, P) — (T,P) = (5,Q)

0 de otra forma

De esta forma, es facil verificar que det ([7]y —AI) =0 =

MNP —1PA-1)=[A=DA—w) A=A A =1)=0

y que det ([o]lg —A[) =0 =
A+13A-1)7"=0

Por lo que a =4, b =0y ¢ = 3. Concluyendo que G®) se descompone como
G(3) ~ U3@4 D ‘/3693

» Para el caso de R3, consideramos su base canénica B = {e1, es, e3} y podemos comprobar

que det ([T]g —A[) =0 =
MNMol=0-1)ML-wA-w?)=0
y también que, det ([o] — M) =0 =
A+1D)A-1)2=0
Entonces, a =1, b= 0y ¢ = 1. Y asf concluimos que R? tiene una descomposicién

R~ Usd Vs
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Asf pues, pasamos a la descomposicién de los casos generales de R y G(™),

Proposicién 66 La descomposicion de R™, bajo Sy, en subespacios irreducibles es:
R'=UeV

Demostraciéon. Dado que U es de dimensién 1, entonces es irreducible. Por lo que, sélo se
necesita verificar que V' también lo es. Esto se hard por induccién sobre n. Si n = 2, entonces
V,, es de dimensién 1 y por ende, irreducible.

V,, es generado por e; — ey, €3 — €y, ...,en—1 — €5, donde {e;} es la base candnica para R"™.
El subgrupo de isotropia de n, H, = {6 € S,, | 6(n) = n}, es isomorfo a S,_1, y V,, es la
representacion estdndar para H,,.

Por lo que, la hipdtesis de induccién dice que

Vn ~R® anl

es la descomposicién (salvo isomorfismos) en representaciones irreducibles para H,,. De hecho,
los sumandos de esta descomposicién son Rw y su complemento ortogonal dentro de V;,, donde
w=(e1—en)+(e2—e€p)+ -+ (en-1—€n)=(1,1,...,1,1 —n).

Ahora, si V,, fuera una representacién reducible para S,,, entonces se partiria en subespacios
también invariantes bajo H,. Por lo tanto, la tnica descomposicién serfa en Rw y su comple-
mento ortogonal. Pero estos subespacios no son invariantes bajo S,,. ®

Asi, esta Proposicién nos muestra que el espacio de pagos, R™, como espacio vectorial con
grupo de simetrias S, puede escribirse como la suma ortogonal de dos subespacios (U y V),
que son invariantes bajo S, y que no pueden descomponerse més.

La descomposicién para G(™ en general es un tanto mas complicada y lo haremos en varios
pasos. Primero, es necesario dar el concepto de particién de un entero y notacién adicional.

Una particién de un entero no negativo es una forma de expresarlo como una suma no

ordenada de otros enteros positivos. Formalmente,

Definicién 67 X\ = [\, \a, ..., ] es una particion de n (denotado como \Fn) sii Ay, Ag, ..., N

son enteros positivos y A1 + As + -+ -+ A = n. Dos particiones que sélo difieren en el orden de
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sus elementos, son consideradas como la misma particion.
El conjunto de todas las particiones de n serd denotado por II(n), y si X\ F n, |A| es el

ndmero de elementos de .

Por ejemplo, las particiones de n = 5 son [1,1,1,1,1], [2,1,1,1], [2,2,1], [3,1,1], [3,2], [4,1]
y [5]. Abreviaremos esta notacién ignorando las comas, asf [3, 1, 1] se vuelve [311].

Si @ € PT, hay una unica particién Ag € II(n), asociada con @, donde los elementos
de A\p son exactamente las cardinalidades de los elementos de Q). En otras palabras, si Q@ =
{51, 852,...,Sm} € PT, entonces \g = [s1, 52, ..., Sm].

Para A € II(n) dada, representamos por A° el conjunto de nimeros determinados por las
Ai’s y por [(\) denotamos el nimero de elementos distintos en A, en otras palabras, [(A) = |\°|.
Asi, si A =[4,2,2,1,1,1], entonces \° = {1,2,4} y I()\) = 3.

Por otra parte, si [A1, A2, ..., \j] € II(n), para k > 1 definimos [A1, A2, ..., \i] —[A1, A2, ooy Ag] =
[Nty Mis2s ooy At]. Por ejemplo, [4,3,2,1,1,1) — [3,1,1] = [4,2,1].

Ahora bien, sean A € II(n) y Q\ = {Q € PT | A\g = A}. Por cada A € II(n), definimos el
subespacio de juegos

Gh={weG|w(S5Q)=0siQ¢Q\}

Asi entonces,

G= & G,
X€II(n)

Por otra parte, para k € A\°, definimos el subespacio de juegos
G ={we Gy |w(S,Q)=0si |S|# k}

Entonces cada G la podemos descomponer como Gy = & G’f\ y asf pues, obtenemos una
kex°®

descomposicién para G:

G= & ( o G’i) = o Gy
AEII(n) \kEN® AEII(n)
keX°

Cada subespacio G’;\ es invariante (aunque no no necesariamente irreducible) bajo S, y la
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descomposicién es ortogonal con respecto al producto interno en G dado por

(wiwg) = Y wi(S,Q) - wa(S, Q)
(5,Q)eECL
De aquif en adelante, se trabajard en la descomposicién en subespacios irreducibles de cada

subespacio de juegos G’f\, y de esa forma se tendrd para G.

Ejemplo 68 En el caso cuando tenemos un espacio de 3 jugadores (N = {1,2,3}). Primero,

vemos que dim G®) =10 y entonces G®) tiene una descomposicion:
G = Giy1.0® Gy @ Gy © Gy

No hay que perder de vista que uno quisiera estudiar soluciones lineales y simétricas ¢ :
G—R"=U®&YV,y por el Lema de Schur, sélo tenemos que ocuparnos por aquellas copias de
U y V dentro de G’;:

GY=U%"gVo2 oW

Ya que, més adelante se justificard el hecho de que los subespacios restantes no juegan ningun rol
en el estudio de soluciones lineales y simétricas. Con el propdsito de determinar las constantes

a1 y a3, haremos uso de teorfa de caracteres.

1 copia de U
Teorema 69 Cada subespacio de juegos G’; contiene I(\) — 1 copias de V. simy =1
l(X) copias de V st my > 1

Donde my, denota la multiplicidad de k en la particion A.

Demostracién. De acuerdo al Corolario 59, la multiplicidad de la representacion trivial U

k .
en GY es:

(Xotxw) = 3 xar Oxi0) = -1 3 X (6)

"0esS, "0eS,

Es decir, <XG’; , XU> nos proporciona el nimero de subespacios dentro de G’;, que son isomorfos
a U. Notemos que, Xak (0) es exactamente el nimero de parejas (S,Q) € ECL con Q € Q) y

|S| = k que quedan fijas bajo 6 € S,,.
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Si definimos

0 de otra forma

si 0(S,Q) = (8,
{H}SQ{l (5,Q) = (5.Q)

Entonces,
Xat@) = >, {0}sg
(S,Q)eECL
S|=k
QeEQ
y por tanto,
1
<XG§>XU> ,Z Z 0} s.0) I Z Z 10} s.q)
0€5,(5,Q)€EECL (S,Q)EECLOES,,
[S|=k IS|=k
QeQ QeEQ
donde,

D {0} sq) = {0 € 9 0(Q) =Q, 6(S) =S}

0eSy

Ahora, S, actia en el conjunto @y y sea Q € Q. La érbita de @ bajo S, es

SnQ@ ={0(Q) | 0 € Sn} = Q@

y el subgrupo de isotropia de @) es

(Sn)g ={0 € 5. 10(Q) = Q}

Aplicando el teorema de Lagrange, obtenemos:

|Snl - ”'

’SnQ’:

Notemos que H = (5,)¢g actia en Q y sea S € @ tal que |S| = k. Denotemos por my, a la
multiplicidad de k en A. Entonces, la érbita de .S bajo H es

HS={hS|he HY ={T cQ||T| =k}
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(observemos que |HS| = my) y el subgrupo de isotropia de S es

Hs={h e H|h(S) =5} ={0€5,[0Q) =Q, 6(5) =5}

De nuevo, aplicando el teorema de Lagrange, tenemos que

[H| _ |(Sn)al [(Sh)el n!
HS| = = =mp = |Hg|= =
1= 1] = 1] 1= e = Tl
Por lo que podemos concluir que,
1 n! n!
<ka,XU>=*, Y mr = !QAI R T =
A s epor [OA Mk HONE
|S|=k
QEQ

Por otra parte, para calcular la multiplicidad de la representacién estdandar V' en G];, observe-
s o como R = U@V, ntonoss xae = x5+ 1w = (. 1) = (xop )+ {xgpo e
= <XG§,XV> = <XG§,an> -1

Notemos que G[l1 1] R™ (como representaciones para S,,). Asi, calculemos

<XG§,XR"> = <XGk XG> nIZXG
= 12 Y. Do 2 B

0€50(S,Q)EECL (S",Q")EECL
|S|=k |S7|=1
Qe Q'=Qu

1
= = > Yoo D {0 se 0o
(S,Q)€EECL(S',Q')e ECLOES,,
|S|=k [S7]=1
QEeQ Q'=Qu

donde p = [1,1,...,1] € II(n) y, para z € S:

> {0} s0) {0} 5.0y = {0 € Sn [ 0(Q) = Q, 0(S) =S, O(x) =}

0cSn

Sin pérdida de generalidad, supongamos |S| = k = A; y veamos el caso en el que my =

my, = 1. Aqui, M = He ={0€ 5, |0(Q)=@Q, 0(S) =S} acttaen S€Q € Q) yseaz € S.
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La érbita de x bajo M es
Mz ={0(x)|0e M} =S

y el subgrupo de isotropfa de x es

M, = {0 M| 6()=a} = {0 €5, |0(Q) = Q, 8(S) = S, b(x) =}

Y aplicando el teorema de Lagrange, resulta que

| M| |Hs| |Hs| n!
Mzx| = = =k = M
M= 1] = g Ml =23 = Ko
Asi entonces,
1 n! n! n!
ky XRn = — 7+m>\)\2—+--~+mA)\l—
<XGA R > N!(S’Q%SCL E|1Qx| my 2 mag A | Q] M U ma A | Q] mu
|S|=k
Qe
1 n! n!
_ L 1o @l 10y 5"
LD
" s oL Qx[mr | Qx| g
|S|=k
QeQ

= ()

Por ltimo, sin pérdida de generalidad supongamos |S| = k = A1 y veamos el caso en el que

my, > 1. Siguiendo un razonamiento an#logo a lo hecho anteriormente, llegamos a que,

n!
(epxm) = o 3 Frga + k(i 1)—k<mk bt *
P AR™ o | n!

" (S,QeECL | X2 A2 mA2A2|QA|mk M my, Al'QAlmk
|S|=k
Qe

LS ) = s [ + 1)

nl ¢ Geror Qx| My n! |Qx| My,
\S|=k
Qe

— ) +1
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Un trabajo inmediato es el identificar quiénes son exactamente las copias de la representacién
trivial U y de la representacién estdndar V', dentro de G. Cada subespacio G’j se descompone

como una suma directa de subespacios invariantes ortogonales:
GY =UY @ Vi @ Wy

donde,

oU f = ]Rul)f ~ U es un subespacio trivial unidimensional generado por:

1 SIQGQ)\7|S|:I€

0 de otra forma

u5(S,Q) =

notemos que G[';, = Ru%, ie., Gﬁl] es una representacion trivial unidimensional generada

[n] — 7
por el juego que asigna 1 a la gran coalicién y 0 en cualquier otra parte.

o Para identificar V)\k , hay que dar un conjunto de funciones (una por cada copia de V) ¥ :
V — G’i que sean 1-1 y Sy-equivariantes. De esta forma, (V) = Im serd una copia de

V dentro de G])f. Sea I, un conjunto de indices tal que

{L2, ., INN{t | \e =k} simp=1
{1,2,..,1(\)} simg > 1

* Simy = 1. Para cada j € I, cada A € II(n)\{[n]}, cada k € A° y cada z € V; sea

z;\’k € G’f\ dado por

T;N 2(T) siQe@y|S =k
2%(8,Q) = IT|=A;

0 de otra forma

* Simy > 1. Para cada j € I, cada A € II(n)\{[n]}, cada k € A° y cada z € V; sea
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zj/-\’k € G’f\ dado por

( .
Z Z(T) si Q € Q, |S|:k, )\j;ﬁk
TCN
\k IT1=A;
Zj7 (SaQ) = )\j;ék
z(9) siQeQn S| =k A\=k
. 0 de otra forma

donde z(T) = Y z;.
€T

Asi, las funciones ¢;"k V- G’j dadas por w;"k(z) = zj)‘k cumplen que son 1-1 y
Sp-equivariantes. Por lo tanto,
VE= @ {z;"k|zEV}
Je€Ix K
y donde, cada {z])‘k | z € V} ~ V es un subespacio irreducible de dimensién n — 1

isomorfo a V.

o Wf no contiene algiin sumando isomorfo a U 6 a V', y no necesariamente es irreducible. De

hecho, Wf serd no cero para n > 3.

Ahora bien, hagamos Ug = & U /’\“ Ug es un subespacio de juegos, cuyo valor en una
A€Il(n)
keX®
pareja dada (S, @), depende sélo de la cardinalidad de S y la estructura de @. De hecho, Ug
es el subespacio mds grande de G donde S,, actda trivialmente'. Sea Vg = &) V/\k y
Aell(n)\{[n]}
keX®
Wag = D W)’f, entonces:
Aell(n)\{[n]}
keX®

G=Uzg®dVgdWg

'Es decir, 8 - w = w para cada 0 € S,, y cada w € Ug.
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Dado un juego w € GG, podemos descomponerlo de acuerdo a lo anterior como

Za,\ku)\Jr Z Zz/\k,]+r

AEII(n) XeII(n)\{[n]}T €Ik
keN® keX®

Esta descomposicién serd muy 1til para estudiar la imagen de w bajo cualquier solucién lineal

y simétrica. La razén es por lo que nos ofrece la siguiente versién del Lema de Schur:

Teorema 70 Cualquier solucion lineal y simétrica
p:G=Ugd Ve Weg—-R"=UV

satisface

a) (Ug) CU
b) o(Vg) CcV

c) p(Wg) =0

Mas ain, por cada X € II(n), cada k € \° y cada j € I); existe una constante o&k € R tal
que, por cada z ke G*,

cp(zj)‘k) = o&vkz eV

Proposicién 71 Sea w € G. Entonces

Za,\ku)\—l— Z Zz)\kd—l—r

A€II(n) XeII(n)\{[n]}TE€IA &
keA® kex°®

donde,

1. ayy, es el promedio de los valores w(S,Q) con Q € Qx y |S| = k:

>, w(SQ)

QGQ)\ﬂ‘SIZk
my [Qx]

axk =
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2. Para cada A € II(n), cada k € X° y cada j € I j:

*x i mp = 1:

1
(2akg)i = = | M > w(SQ)
; SeQReQx,|S|=k
$5i

-k Y. w(SQ)

SeQe,|S|=k
Q3T>::|T|=);
S#i _

x Simy > 1:
) _
= kmy, —1) Y w(SQ) -k X w(SQ)
Ak SeQeQx,|S|=k SeQeQx,|S|=k
S3i Q3T2i:|T|=X;
St
(Z,\,k,ﬂi = r 7 T

3. 1 puede calcularse como “el resto”, i.e.,

rew= ) agf- D,

Ak SeQeQy,|S|=k SeQeQx,|S|=k
S3i Q3T2i:|T|=\;
L i SFi J

> w(SQ)

Ak
Z PAk,j

AETI(n) AE(n)\{[n]}i€Dr k

kex° kex°®

Si)\j:k

Si)\j%k

Demostracién. Empecemos por calcular la proyeccién de v sobre Ug. Notemos que {u’f\}

2
es una base ortogonal para Ug, y que Hu’f\H = my |Qx|.

Asi pues, la proyeccién de w sobre Ug es

Z <w, u’f\ ui;
AETI(n) (ufoui)
keN®
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y entonces,

2. w(S,Q)

(w,uf)  QeQyis=k

Tk k) mic Q]

Ahora, por cada A - n y por cada k € \°, definimos f** : G — R” como

Ak
rwy= > w(sQ)
SeQEQ,|S|=k
S31
donde cada fM* es S,-equivariante y observemos que f™"(w) = w(N,{N})(1,...,1). Seaz € V,
entonces f)‘k(z;yfj) =0si A\ # 7 61 # k, mientras que (por Lema de Schur) f)‘k(zi‘lljj) =

J
o % € V.

Sea p: R™ — V la proyecciéon ortogonal de R™ sobre V' dada por

n

1 n
pi(x) = — | na; — Z:cj
j=1

Esta proyeccién es equivariante, manda U a cero y es la identidad en V.

Definimos ahora LM : G — V como LM = po fA*. Y vemos que

IM(w)= > o} 1ok
JEIN K

pues por equivariancia fA* manda Ug en U y W en cero. Ademés f’\’k(z::’fj) =0siA#7v6
1 # k. Luego,

1
Ak Ak
L) =pi(f ) =~ 1=k > wSQ-k > = wSQ)
SEQEQN,|S|=k SEQEQ|S|=k
EEY S#i
donde claramente se satisface que LM (w) = Y ai KAk 1
J€NE

Una vez que se tiene una descripciéon global de todas las soluciones lineales y simétricas,
podemos entender restricciones puestas por otras condiciones o axiomas, por ejemplo, el axioma

de eficiencia.
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Proposiciéon 72 Sea ¢ : G — R" una solucidn lineal y simétrica. Entonces ¢ es eficiente si y
p ¥ Y 2

solo st
1. ¢;(uk) =0, para todo \ € IL(n)\{[n]} y para todo k € \°, y
2. %‘(an]) = %

I
Demostracién. Primeramente, (U[Z]) es exactamente el subespacio de juegos w donde
w(N,{N}) = 0. Asi, aquellos en Vg @& W trivialmente satisfacen > ¢;(w) = 0, ya que (por
1eEN
Lema de Schur) (Vi) C V 'y o(Wg) = 0.

Por lo que, eficiencia sélo se necesita revisar en Ug. Como u’f\ es invariante, tenemos que

Z%’(U’;) = n%’(“’i)
1EN
y entonces, ¢ es eficiente si y sélo si np;(u) = u§(N,{N}) =1 (si A\ =[n]). m
Dada la proposicién anterior, una aplicaciéon inmediata es el dar una expresién para todas las
soluciones que son lineales, simétricas y eficientes. Denotemos por LS(G) al espacio de soluciones
lineales y simétricas sobre G y por LSE(G), al espacio de soluciones lineales, simétricas y

eficientes sobre G.

Teorema 73 Las soluciones lineales, simétricas y eficientes son precisamente aquellas ¢ €

LS(G) de la forma

pi(w) = w(Nn{N}) + YD Bk

AETI()\{[n]}7 €N k
kel°

donde, ﬂg\k € R son arbitrarias. Mds aun, dim LSE(G) = > > |Iak|-
’ AETI(n)kEX®
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Demostracién. Sea ¢ : G — R" una solucién lineal, simétrica y eficiente. Entonces,

pi(w) = Zam%wH oY wila,) o)

Aell(n MeIl(n)\{[n]}i€Ix &
kEAO keX®

= a[n],n(Pz(uﬁL]) Z Z /8)\ kRN K,j

AeIl(n)\{[n]}F €N k
ke®

_ wiVANY S Y Bl

n .
AEIl(n)\{[n]}7 €N K
keX°

Aunque el Teorema anterior nos proporciona una férmula para toda solucién lineal, simétrica
y eficiente; es un tanto complicada en sus expresiones algebraicas. Por esta razén, buscamos el
simplificar tal expresién general, asi como dar una posible interpretacion.

Primero, necesitamos definir ciertos conjuntos que serdn de utilidad en an4lisis posteriores.

Definicién 74 Sea A,, un conjunto de parejas, asociadas con todas las particiones \ € II(n) y
con sus elementos, i.e.,

An=1{(\s) | s €\° €TI(n)}

y de forma similar, definimos el conjunto de ternas
B ={(As,t) | A€ l(n)\{[n]},s € A°,t € (A —[s])°}
Ejemplo 75 Sin =4, entonces

Ay = {([1111], 1), ([211], 1), ([211], 2), ([22], 2), ([31], 1), ([31], 3), ([4], 4) }

By = {([1111],1,1), ([211],1, 1), ([211], 1, 2), ([211], 2, 1), ([22], 2, 2), ([31], 1, 3), ([31],3,1)}

Asi, damos la siguiente caracterizacién de todas las soluciones lineales y simétricas en el

siguiente
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Lema 76 Si la solucion ¢ : G — R" satisface los axiomas de linealidad y simetria, entonces

existen nimeros reales unicos {ay ) | (A, 8) € An} U{Br s | (A 8,t) € B} tales que

Z Z Oé()\7s)w(57 Q) + Z Z /B(A,s,t)w(sv Q) (4.1)

(A\,5)EAL(S,Q)EECL (A\,s,t)€Bn (S,Q)EECL
S531,|S|=s S#i,|S|=s
AQ=A Ao=\,|Qi|=t

Por otro lado, para cualesquiera mimeros reales {axs) | (A, 8) € An} U{Bsp | (Ar8,t) €

B}, la solucion dada por (4.1) es lineal y simétrica.

Demostracién. Sea ¢ : G — R" una solucién lineal y simétrica. Recordemos que {u(g @) |

(S,Q) € ECL} es una base para G, donde

1 si(T,P)=(S,Q)

u(s,o) (T, P) =
0 de otra forma

Entonces para cualquier juego w € G, w = >, w(S, Qusg)-
(S,Q)€ECL

Por lo que, podemos escribir

piw) = > w(SQ)e(usg)

(S,Q)eECL

= ) wSQwilusg)+ D, w(SQ)wi(usg)
(S,Q)€ECL (S,Q)€ECL
CEY SHi

para cada i € N.
Ahora, observemos lo siguiente:

= Sean 1,Q2 dos particiones tales que Ag, = Ag,. Sean 51, R1 € Q1, S2, R2 € @2, tales
que S1 # Ry, S2 # Ra, |S1| = |S2] y |R1| = |R2|- Sean i € S1 y j € Sa. Entonces, existe
una permutacion 6 tal que 0(Q1) = Q2, 0(S1) = S2, 0(R1) = Ry y 0(3) = j

= Si 6 es una permutacién tal que 6(i) = j, entonces la simetria de ¢ implica que

vi(uo(s),0Q) = Po) (0 - wis,q)) = vi(us,g)
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De esta observacién concluimos que si (5, @), (T, P) € ECL son tales que |S| = |T|, A\g = Ap
e S2iyT > i, entonces ¢,;(u(s,g)) = ©i(wr,p)) = (s donde A = Ao = Ap y s = |S] = [T].

Por lo que, el primer sumando de arriba se puede escribir como

> wSQeiluse)= Y. Y. apsw(SQ)

(5,Q)eECL (N,8)€EAR(S,Q)EECL
S3i S34,|S|=s
Ag=\

De igual modo, recordemos que Q' € Q es el conjunto de @ que contiene a i, entonces el segundo

sumando es igual a

Z (S Q)SOZ( SQ)) Z Z ﬁ()\,s,t)w(57 Q)

(S,Q)EECL (\5,t)€Bn (S,Q)EECL
S#i S#i,|S|=s
AQ=A,1Qt=t

Unicidad: para revisar la unicidad, es suficiente mostrar que si

S Y apuS @+ > > Busnw(S.Q)

(A,8)€AR(S,Q)EECL (A\,8,t)€Bn (S,Q)EECL
S31i,|S|=s S#i,|S|=s

por cada juego w y por cada jugador i, entonces cada a(ys) ¥ By s SOR cero.
Asi, para (A, s) € A, dado, sean S = {1,...,s} y @ cualquier particién tal que S € Q y

AQ = A Sea w = ug,g) e i = 1. Entonces la suma anterior se reduce a
0=ap)

De manera similar, dado (A, s,t) € By, se escoge Sy @ como antes. También, sea T' € @) tal

que |T'| =t. Sea w = u(g,g) y tomemos cualquier 7 € T'. En este caso la suma es sélo

0= ﬁ()\,s,t)
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Finalmente, es facil ver que la férmula (4.1) define una solucién lineal y simétrica para

cualquier eleccién de coeficientes. m

Teorema 77 La solucidn ¢ : G — R satisface los axiomas de linealidad, simetria y eficiencia,

si y solo si es de la forma

w(N,{N
aw) =" ] Y wms - Y (s
(\,s,t)€By, (S,Q)eECLTeQ\{S} (S,Q)€ECL
5$3i,|S|=s |T|=t S%i,|S|=s
AQ=A Ag=X|QiI=t

(4.2)
para cualesquiera nimeros reales {B(y 54 | (A;8,t) € By}

Mds atn, tal representacion es unica.

Demostraciéon. Por el Lema anterior,

Saz(w) = Z Z a()\,s)w(sv Q) + Z Z ’Y()\,s,t)w(‘g’ Q)

(\,8)EAL(S,Q)EECL (\,8,t)€By, (S,Q)€eECL
S5314,|S|=s S#i,|S|=s
AQ=A AQ=\,|Qi|=t

para cualesquiera nimeros reales {a 5} U{v\ s}

Eficiencia implica:

0= Z ‘Pi(u(S,Q)) =SQg.s) T Z Y (Aq.s,0)
ieN TeQ\{S}

para cada (S,Q) # (N, {N}).

1= ;(un,(vy) = n(]n)

1EN
Por ende,

1
a()‘Q’S) = _g Z t’yo‘stvt)
TeQ\{s}
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para cada par (5,Q) # (N, {N}), y

—_

Ufn)m) =,

Por lo tanto

N,{N})
ow) = YT s s (s@)
(\,8)EAL(S,Q)EECL TeQ\{S}
S531,|S|=s
Ao=A

+ Z Z ’Y()\,s,t)QU(‘S’a Q)

(A\,s,t)EBy (S,Q)EECL
S#i,|S|=s
AQ=A,|Q =t

= U)(]V;L{]V}) - Z Y\ s,t) Z Z Z w(Sa Q)

(A\,s,t)€By, (S,Q) eECLTeQ\{S} (S,Q)eECL
S§3i,|S|=s |T|=t S#i,|S|=s
Ao=X Ao=\,|Qi|=t
Hacemos B(A,s,t) = _%fy()\,s,t)ﬂ entonces

so@-<w>=w(N;fN})+ Y. Boso | 2 D wSQ- > sw(SQ)

(A\,5,t)EBR, (S,Q)EECLTcQ\{S} (S,Q)€EECL
S3i,|S|=s |T|=t S5%i,|S|=s

La parte restante es un célculo sencillo, y la unicidad se sigue de la parte de unicidad en el lema

anterior. m

Denotaremos por ¢P la solucién ¢ con pardmetros {f3 (Asit) | (As8,t) € By} cuando necesite-

mos referirnos a sus pardmetros.

Observacién 78 La formula anterior puede escribirse como

pyfw) = LANY > Yo B, w(SQ) = Y s w(S.Q)

n

(S,Q)eECL TeQ\{S} (S,Q)€ECL
(S, Q)#(N,{N}) SFi
S3i
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La cual puede interpretarse como sigue. Comenzamos dando w a cada jugador.

Seguimos con una transferencia de T a S para cada T € Q\{S} y cada (S,Q) € ECL: ca-
da jugador en T' paga sBx, snw(S, Q) y cada jugador en S recibe ¢Sy, s yw(S, Q). Al final, el

Jugador i tiene la cantidad @;(w) dada por la férmula anterior.

Corolario 79 El espacio de todas las soluciones lineales y simétricas en n jugadores tiene
dimension |Ay,| + |By|. De igual forma, el espacio de todas las soluciones lineales, simétricas y

eficientes en n jugadores tiene dimension |By,|. Es decir,

dim LS(G™) = |A,| + | By

dim LSE(G™) = |B,,|

Proposicién 80 La relacion
dim LS(G™) = dim LSE(G™+Y)

se cumple para cada n?.

Demostracién. Se mostrard que, para n > 1
’An| + |Bn‘ = |Bn+1‘

Definimos

f:A,UB, — Bpi1

como sigue. Dado A = [A1, A2, ..., \p] € II(n), denotamos A U [1] := [A1, A2, ..., Ap, 1] € II(n + 1).
Para (), s) € A, definimos
fs) = (AU[l];s,1)

Para (A, s,t) € B, escojemos j tal que \; =ty que j sea el minimo k tal que A\, = t. Sea

2Se agradece al Dr. Ernesto Vallejo por dar una prueba simple de este hecho.
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Xi=[AL A2 Ao, A+ 1 A1, ., A € TI(n 4 1) y definimos
FO\ s, t) = (X, s,t+1)

Afirmamos que f es una biyeccién. En efecto,

» Para ver que f es inyectiva. Tomamos a,b € A,, U B, tales que f(a) = f(b) = (i, x,y).
i) Siy=1.a,b€ A, y claramente a = b.
ii) Siy > 1. a,b € B, y es facil verificar que a = b.

Por lo tanto, f es inyectiva.

» Para ver que f es suprayectiva. Tomamos (i, z,y) € By.

i) Siy = 1. Se tiene al menos una parte igual a 1. Sea A obtenida de p quitando el ultimo cero

de p. Entonces A € II(n), (\,z) € A,y f(A\2) = (p,z,y) .

ii) Siy > 1. Sea j el maximo de las k’s tales que py, = y. Definimos A\ = [py, pg, ooy p1j_1, ptj —

L, ity -] y ast A € II(n). Facilmente puede verse que f(A,z,y — 1) = (1,7, y).

Por lo tanto, f es suprayectiva.

Asi entonces, concluimos que |A,| + |Bn| = |Bnti1| vy
dim LS(G™) = dim LSE(G"Y)

Ejemplo 81 Si N = {1,2,3}, entonces cualquier solucion lineal, simétrica y eficiente es de la
forma (para el jugador 1):
w(N,{N})

n

+B([111],1,1) [2w({1}7 (17 2, 3)) - UJ({Q}, (17 2, 3)) - w({3}, (17 2, 3))]
+B(21),1,2) [2w({1}, (1,23)) —w({2}, (2,13)) — w({3}, (3,12))]
+B([21],2,1) [w({la 2}’ (3a 12)) + w({1> S}a (23 13)) - Qw({27 3}7 (17 23))]

pr(w) =
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con Bi)1,) Bei)1,2) Beiy2,n) € R arbitrarios.

Ejemplo 82 Algunos casos,

n | dimG™ || dim LS(G™) || dim LSE(G™)
2 3 3 1
3 10 7 3
4 37 14 7
5 151 26 14
6 674 45 26

Bolger (1987) demuestra que hay muchas soluciones LSE para juegos en forma de funcién

de particién. Este autor da la siguiente clase de soluciones LSE:

S
(I)Z(w) = Z a(s,n, Q)'UJ(S, Q) - Z ma(sana Q)U)(S, Q)
(S,Q)eECL (S,Q)eECL
EY SZFi

con a(n,n,1) = 1.

Tal clase se recupera de la férmula general que se obtuvo, con los pardmetros 5(,\,3,@ =

asmld) on (4.2).

De hecho, también es posible dar una expresién para todas las soluciones lineales, simétricas

y eficientes para juegos tradicionales. Recordemos que
J={v:2V SR |v(@)=0}

es el espacio de juegos tradicionales con conjunto de jugadores N.

Corolario 83 La solucion ¢ : J — R”™ satisface los axiomas de linealidad, simetria y eficiencia

st y solo si es de la forma

n—s
SCN SCN
S3i SFi

pi(v) = U(nN) + Zpsvf) -3 A8
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para cualesquiera nimeros reales {p, ?:_11

Demostracién. Tomemos w € G tal que w(S, Q) = v(S) para todo (S,Q) € ECL en la
féormula (4.2). m

Una expresién equivalente de todas las soluciones lineales, simétricas y eficientes para juegos
tradicionales se puede encontrar en el articulo de Ruiz et al. (1998).

Para finalizar este capitulo, daremos los pardmetros correspondientes a cada una de las

soluciones para juegos dadas en la Seccién 3.2.
Ejemplo 84 Determinacion de pardmetros para los valores de la seccion 2.2.

» El valor de Myerson se recupera de la expresion general (4.2) con los pardmetros

_ EDNgA = [ =
Boret) = P DI (e ey

S

te(A—[r,s])°

» El valor de Albizuri et al. es también de la forma (4.2). Los pardmetros correspondientes

o (n—s—1!(s—1)!
n!-p(n —s)

B(A,s,t) =

= El valor de Shapley para juegos en forma de funcion de particion se obtiene a partir de la

formula (4.2) con

%'—5_1)' SZ')\E{[m,l,...,l]}zl;ll,s:m yr=1

/3 As,t) —
(st 0 de otra forma

» La solucion “expected stand-alone value” se recupera de la expresion (4.2), tomando

W sixe{lm,1,., 1} s=1yr=m

B As,t) —
(ot de otra forma
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» Asi, los pardmetros correspondientes para el valor de Consenso son

1

ST siA=[11,.,1]]ys=r=1
B w sixe{m 1, A s=1yr=m
PO T ey 1, A s = m g = 1
0 de otra forma

» Finalmente, el valor de Macho-Stadler et al. también es de la forma (4.2) con parametros

s—1)! 1II t—1)!
( )tE(HS])O( )

(n —s)n!

/B()\,s,t)
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Capitulo 5

Caracterizacion de soluciones

En este capitulo se aborda el problema de caracterizar soluciones de forma univoca. Para
ello, se proponen dos variantes del concepto de jugador nulo, y de esta forma dar un axioma
de nulidad en términos de cierta contribucién marginal (un trabajo ya hecho para juegos tradi-
cionales) para juegos en forma de funcién de particién. Se obtienen dos valores distintos, uno
de ellos lo podemos ver como una extensién del valor de Shapley a este tipo de juegos y el otro

como una extensiéon del valor de Solidaridad.

5.1. Extensiéon del valor de Shapley para G

Definicién 85 Sean i € N y w € G, decimos que el jugador i es Il-nulo en el juego w si para

todo (S,Q) € ECL tal que S > i:

donde S—; = S\{i} y Qs = {S—i, {i}} UQ\{S}.

Axioma 86 (II-Nulidad) Sean i € N y w € G. Si el jugador i es Il-nulo en el juego w,

entonces p;(w) = 0.
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Para introducir el valor que se quiere caracterizar, necesitamos algo méas de notacién. Para

0 €S,y j€ N dados, definimos la coalicién SJQ y la particién Q?, asociados con 6 y j, como

ST ={0(1),0(2),...00)} v QF={SI}U[N\S!]

Para un juego w, podemos definir contribuciones marginales como sigue. El vector de con-
tribuciones marginales C? (w) corresponde a la situacién donde los jugadores entran a un cuar-
to, uno por uno en el orden 6(1),60(2),...,0(n). El primer jugador de acuerdo a 6, i.e., (1),
recibe C’g(l)(w) = w({0(1)},[N]) = w(S?,QF). Si el segundo jugador #(2) se une, entonces los
dos jugadores juntos pueden obtener w(Sg , Qg) y la contribucién marginal del jugador 0(2) es
Ol () = w(S5, Q) — w(ST. Q).

De forma similar, la contribucién marginal de el k—ésimo jugador 6(k), a la coalicién Sg es

Cg(k)(w) = w(Sg, Qi) - w(sg—l, Qg—l)

Basados en estos vectores de contribuciones marginales {C?(w)}ges,, podemos definir un

valor ¢ del juego w, como el promedio de los n! vectores de contribuciones marginales,

o Z (5.1)

Sy

Ejemplo 87 Para el juego de companias w, los vectores de contribuciones marginales son

Particion Valia 0 € S; C?(w)
(1},{2},{3} | 50 50 50 (1,2,3) | (50,70,80)
{1,2},{3} | 120 40 (1,3,2) | (50,75,75)
{1,3},{2} |125 45 (2,1,3) | (70,50,80)
{2,3},{1} |130 10 (2,3,1) | (70,50,80)
{1,2,3} 200 (3,1,2) | (75,75,50)

(3,2,1) | (70,80,50)

Lema 88 {wgp) | (R, P) € ECL} constituye una base para el espacio de juegos G. Donde,
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por cada (R, P) € ECL, definimos

Wi (5,Q) — 1 siSDORy(VI"'eQ\{S}H)(3T' eP):T'CT (5.2)

0 de otra forma

Teorema 89 FExiste una tnica solucion sobre G que satisface los axiomas de linealidad, simetria,

eficiencia y II-nulidad. Mds ain, ésta es

plw) = 3" C(w)

‘0esS,

para todo w € G.

Demostracién. Sea ¢ una solucién que satisface tales axiomas. Recordemos que para

cualquier juego dado w € G, existen d(p p)y € R tnicos tales que w = Y. O(RP)YW(R,P)
(R,P)EECL
Luego, por linealidad,

p(w) = Z S(r,P)P(W(R,P))
(R,P)CECL

Se mostrara que p(w) estd determinada para todo w € G y por lo anterior, es suficiente mostrar
que p(w(g,p)) estd determinada para todo (R, P) € ECL. Asf, la solucién ¢ para cada w(g,p)
es tnico y el de w también lo seré.

Notemos que,

a) wr,p)(N,{N})=1

b) Sii € N\R, las siguientes expresiones son equivalentes:

1. SODRy(VI"e Q\{S}) 3T e P):T"CT
2. S, DRy (VI" e {{i}}uQ\{S}H(3T e P):T'CT
Por lo que, wig p)(S, Q) = 1 sii w(Rp)(S_i,Qfg}) =1, i.e., i es nulo en wg py.

c) Sii,j€ Ry 0 €S, estal que § = (ij), entonces las siguientes expresiones son equivalentes:

1. SODRy(VI"e Q\{S})3reP):T'CT

2. 07HS) DRy (VI" c 071 (Q\{S}))BT c 0~ Y(P)): T' C T
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Por lo que, w(g p)(S,Q) = 1 sii w(R7p)(9_1(S, Q)) = 1, ie., vpgp) = 0 wegp). Ademds por
simetria,

SDi(w(R,P)) = ;(0- w(R,P)) = Po(s) (w(R,P)) = %Oj(w(R,P))

Tomando en cuenta lo anterior sefialado, junto con axioma de eficiencia, tenemos que

% sit e R
ei(wr p)) =
0 sii¢R
Y finalmente obtenemos,
;(w) = Z @ Vie N
(3 r Y
(R,P)eECL
R>t

Por otra parte, ficilmente se puede verificar que ¢ satisface los axiomas que se pide en el

teorema. W

Ejemplo 90 Consideremos el caso en el que tenemos un espacio de 3 jugadores (N = {1,2,3}).
Tomemos el juego wg py, con R = {1} y P = {{1},{2,3}}, que es un elemento de la base para
GG,

Particion Valia
{1},{2},{3} |1 0 O
{1,2},{3} 1 0
{1,3},{2} 10
{2,3},{1} 0 1
{1,2,3} 1

De acuerdo al Teorema anterior, los jugadores 2 y 3 son Il-nulos en wg py. Por lo que,

p(w(g,py) = (1,0,0).

Observacién 91 La solucion que se ha caracterizado en el Teorema anterior es una extension
para el valor de Shapley. Primero, notemos que el subespacio de G formado por los juegos
w tales que w(S,Q) = w(S) ¥(S,Q) € ECL, pueden ser identificados con el espacio de juegos

tradicionales J. Asi, tomando en cuenta la expresion (5.1), ésta coincide con el valor de Shapley
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para estos jueqos.

Por otra parte, es posible también dar una caracterizacién alterna para la solucién dada
por (5.1) empleando los axiomas de simetria, eficiencia y otro que llamaremos “marginalidad”.
Como su nombre lo pudiera indicar, este 1iltimo axioma se refiere a contribuciones marginales;
y bésicamente trata de que si coinciden las contribuciones marginales de un jugador en juegos
distintos, entonces serfa natural pedir que éste jugador obtenga el mismo pago en ambos juegos.
En definiciones posteriores se precisard en los conceptos de contribucién marginal y axioma de

marginalidad.

Definicién 92 Sean i € N y (S,Q) € ECL tal que S > i. Entonces la contribucion marginal
de i a (S,Q) estd dada por

CéS,Q) (w) = w(S, Q) — w(S—i, Q%)

por cada juego w € G. El vector de contribuciones marginales para el jugador i se obtiene al
variar (S, Q):

C'(w) = (C(SQ) (w)>(5,Q)eECL,Sai

Observemos que de acuerdo a esta definicién, un jugador ¢ € N serd II-nulo en w € G si

C'(w) = 0.

Axioma 93 (Marginalidad) Sean i € N y w1, ws € G. Si C*(w1) = C%(ws), entonces

pi(w1) = pi(w2)
Asi entonces, se puede demostrar que hay una unica solucién que satisface los axiomas de
simetria, eficiencia y marginalidad.

Teorema 94 La solucién ¢ : G — R"™ dada por (5.1) es la unica solucion que satisface los

azriomas de simetria, eficiencia y marginalidad.

Demostraciéon. Tal como en el Teorema anterior, aqui también se mostrard que go(w( R, p))
estd determinada para todo (R, P) € ECL, donde w(r,p) € G estd dado por (5.2) . Por lo que,

la solucién ¢ para cada w(g py es tinico y el de w también lo serd.
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Dado que, para i € N\R, wg p)(S, Q) = 1 sii w(g, p)(S—i, Qfg) = 1, entonces
C'(w(g,p)) = C*(w°)

donde w® es el juego nulo (i.e., w°(S,Q) = 0 ¥(S,Q) € ECL). El axioma de marginalidad
implica que

‘Pi(w(R,P)) = %’(wo)

Por otra parte, usando el axioma de simetrfa, resulta que @;(w(g p)) = ¢,(w(r, p)) para todo
J # k; y por el axioma de eficiencia, Y ¢;(wg py) = 0. Por lo que, ©;(w®) = 0. Por lo tanto,
1eEN

<Pz‘(w(R,P)) =0

y asi,
sit e R

‘Pi(w(R,P)) =
sii¢ R

O 3=

5.2. Extensiéon del valor de Solidaridad para G.

Aqui, generalizaremos el valor de Solidaridad a la clase de juegos en forma de funcién de
particién. Para lograrlo, primero definimos para cada (S,Q) € ECL tal que S # @ y cada

w e G:
CY(5.Q) = 3 [w(5,@) - w(S;,Q4)

jes
O de forma equivalente,

0"(5,Q) = - 3" Cls g (w)

JES
De donde, podemos interpretar U“’(S, Q) como una contribucién marginal promedio® de
un miembro de S, dada la estructura coalicional Q). Por convencién, w(&, Q) = 0 para todo

Qe PT.

! Justo como su contraparte para juegos tradicionales (c.f. Nowak y Radzik, 1994).
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Ahora, damos la siguiente versién del axioma de nulidad para esta clase de juegos:

Axioma 95 (III-Nulidad) Sii € N es un jugador III-nulo en w € G, i.e., 6w(5, Q) =0
para todo (S,Q) € ECL tal que S > i, entonces p;(w) = 0.

Por lo cual, ya podemos dar la caracterizacién de esta extension.

Teorema 96 La solucion ¢ : G — R" dada por

)= Y g g (5.3)
(S,Qs)EECL )
S>1i

para todo 1 € N y para todo w € G; es la dinica solucidn que satisface los axiomas de linealidad,

simetria, eficiecia y IlI-nulidad.

Demostracién. La coleccion de juegos {e(r p) | (R, P) € ECL} definidos como

()" siSDORy(VI'e Q\{S})@ET eP):T' CT
er.p) (S, Q) =
0 de otra forma
constituye una base para G.
Notemos que la solucién dada por (5.3) es de la forma (4.2), por lo que satisface los axiomas
de linealidad, simetria y eficiencia; y es fdcil ver que también satisface el axioma de nulidad.

Demostramos la unicidad. Sea ¢ una solucién que satisface los cuatro axiomas. Para cualquier

w € G, existen d(p p) € R tales que w = Y. O(r,P)e(Rr,p)- Entonces, por linealidad,
(R,P)€ECL

po(w) = Z d(r,p)P(e(R,P))
(R,P)EECL

Mostraremos que ¢(w) estd determinada para todo w € G y por la discusién anterior, es
suficiente mostrar que ¢(e(g p)) estd determinada para todo (R, P) € ECL. De esta forma, ¢
es unica para cada e(g p) y por lo tanto también para w.

Notemos que,

i) e (NAND = ()7
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ii) Si i € N\R, entonces C°™"(S,Q) = 0 para todo (S,Q) € ECL tal que S 3 i, i.e., i es

II-nulo en e(g p)-

En efecto, es obvio si S 2 R o (para algiin T € Q\{S})(3T € P) : T" C T. Sélo nos ocupamos
del caso donde S D Ry (VI" e Q\{S}H)(FT € P): T' C T

e 1 '
CUS.Q) = empy = 3D enp) (-5 Q)

JES
s -1 1 .
= () == > ewp)(S;, Q%)
T S
jES\R

()l

iii) Sid,j € Ry 0 € Sy es tal que 0(i) = j y 0(R) = R, entonces ¢ - e(g p)y = € p) Y POr
simetria:

SDi(e(R,P)) = (0 - e(R,P)) = Po(i) (e(R,P)) = Soj(e(R,P))
Por lo tanto, por el axioma de eficiencia:
SOi(e(R,P)) =

Finalmente,

Srpy (m\ .
@;(w) = Z (7:)<7“> , Vie N

(R,P)EECL
R>i

Ejemplo 97 Consideremos el caso en el que tenemos un espacio de 3 jugadores (N = {1,2,3}).

Tomemos el juego e(p p), con R = {2,3} y P = {{1},{2,3}}, que es un juego elemento de la
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base para G®.

Particion Valia
{1}, {2},{3} |0 0 O
{1,2},{3} 0 0
{1,3},{2} 0 0
{2,3},{1} 1 0
{1,2,3} :

De acuerdo al Teorema anterior, el jugador 1 es IlI-nulo en eg py. Por lo que, @(e(RJs)) =

(0,5:5)-
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Capitulo 6

Conclusiones

El uso de técnicas de la teoria de representaciones aplicado a la teorfa de juegos cooperativos
es prometedor, interesante y versatil. En particular, tal teorfa la podemos ver como una he-
rramienta natural para la investigacion en soluciones para juegos cooperativos. En la presente
tesis, se puede constatar la utilidad del uso de este tipo de técnicas, ya que se presenta la
informacién en una forma més clara y concisa.

De forma breve, la idea clave en el trabajo fue la siguiente. Se deriva una descomposicién
para el espacio de juegos en forma de funcién de particién y para el espacio de vectores pago, en
suma directa de piezas “elementales”. Mds atin, cualquier solucién lineal y simétrica restringida a
cualquier subespacio elemental, es cero o una multiplicacién por un escalar; independientemente
de la dimensién del subespacio elemental -esto se sigue del llamado lema de Schur; por lo que
toda solucién lineal y simétrica, se puede escribir (simultaneamente) como suma de mapeos
triviales.

Como simple ejemplo del alcance de la teoria de representaciones, Bolger (1987) deriva una
clase de soluciones lineales, simétricas y eficientes; y comenta sobre la gran complejidad de
poder caracterizar la clase de todas estas soluciones. Sin embargo, usando la descomposicién
para G y R" (asi como también el lema de Schur), en la seccién 4 se caracterizan todas las

soluciones lineales y simétricas, y se logra demostrar que cualquier solucién lineal, simétrica y
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eficiente, es de la forma

w(N,{N .
i(w) = (,f})+ oo Y Q- Y sBY w(S Q)
(S,Q)eECL TeQ\{S} (S,Q)€ECL
(S;Q)#ANA{N}) S
NEY

Una vez ya caracterizadas todas las soluciones lineales, simétricas y eficientes, se pueden
imponer mds restricciones o axiomas a las soluciones. Por ejemplo, en la seccién 5 se demuestra
que incorporando dos nuevos axiomas de nulidad (de forma independiente), se obtiene la axio-
matizacién de dos valores: extensiones del valor de Shapley y del valor de Solidaridad a juegos
en forma de funcién de particién.

También importante, se reemplazan los axiomas de linealidad y nulidad por uno llamado
“marginalidad” y se axiomatiza en forma tradicional esta extensién del valor de Shapley.

Dadas las aportaciones que brinda este trabajo, podemos concluir que la teorfa de re-
presentaciones es una herramienta poderosa y natural al aplicarla al estudio de soluciones en

juegos en forma de funcién de particién.
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