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de álgebras de Lie reductivas.

Integrantes del Jurado:

Dr. Fausto Antonio Ongay Larios.

Dr. Luis Hernández Lamoneda.
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Introducción

El objetivo de esta tesis es clasificar las superálgebras de Lie para las cuales
su álgebra de Lie es reductiva del tipo m⊕C, con m simple. El ejemplo más
sencillo de este tipo es gl(V ).

Una superálgebra de Lie consiste en un álgebra de Lie g0, una repre-
sentación ρ de ésta en un espacio vectorial g1 y una función bilineal simétrica
Γ : g1 × g1 → g0 que satisface las identidades:

(J1) [Γ(u, v), x] + Γ(ρ(x)(u), v) + Γ(u, ρ(x)(v)) = 0,

(J2) ρ(Γ(u, v))(w) + ρ(Γ(v, w))(u) + ρ(Γ(w, u))(v) = 0,

con x ∈ g0 y u, v, w ∈ g1. Aśı, para estudiar y clasificar superálgebras de Lie
es necesario conocer la teoŕıa de álgebras de Lie, sus representaciones y sus
respectivos esquemas de clasificación. Dado que la clasificación de álgebras
de Lie en general es aún un problema abierto, y por ende, la clasificación
de las representaciones de un gran número álgebras de Lie también lo es,
no podemos aspirar a realizar una clasificación general de superálgebras de
Lie. Sin embargo, podemos emplear resultados conocidos en los que śı se
dispone de clasificaciones parciales útiles para abordar algunos problemas
particulares. De ah́ı que nos veamos conducidos a fijar condiciones sobre el
álgebra de Lie, sobre la representación o sobre la superálgebra misma. A
continuación damos algunos ejemplos.

V. Kac [7] en 1977 consiguió la clasificación de las superálgebras de Lie
simples, entre las cuales quedan inclúıdas aquellas superálgebras simples cuya
álgebra de Lie subyacente es simple o semisimple. Es importante notar que,
a diferencia del caso clásico, con este resultado no se obtiene la clasificación
de las superálgebras semisimples ya que no necesariamente una semisimple
es suma de simples.

A. Elduque [2] en 1994 clasificó las superálgebras de Lie tales que la re-
presentación de g0 en g1 es completamente reducible. En particular, las que
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su álgebra de Lie es semisimple. Siguiendo la técnica usada en este trabajo
hemos clasificado las superálgebras de Lie para las que su álgebra de Lie
es simple. Los resultados se encuentran en el Teorema 44 y hemos descrito
las clases de isomorf́ıa en los Corolarios 47 y 49. Como caso particular,
clasificamos aquellas que tienen por álgebra de Lie subyacente a sl(V ) siendo
V un espacio vectorial complejo de dimensión al menos tres. Los resultados
se encuentran en el Terorema 53 y en los Corolarios 54 y 55.

Un problema que originalmente planteamos como objetivo de esta tesis fue
clasificar las superálgebras de Lie estructuradas sobre gl(V ). En el camino,
sin embargo, aprendimos que la peculiaridad de tener por álgebra de Lie
subyacente a un álgebra reductiva de la forma m⊕C con m simple es suficiente
para conseguir una clasificación completa. Ésta es precisamente la aportación
más importante que hacemos en el presente trabajo.

En trabajos como [10] se hace patente el tipo de problemas técnicos al
clasificar superálgebras de Lie sobre gl(V ) con dim(V ) = 2. Otro ejemplo
de ello es [9] en el cual se clasifican las superálgebras de Lie que tienen
g0 = gl(V ) y ρ = ad, la representación adjunta. En dicho trabajo se da
una lista expĺıcita de las posibles estructuras que admite una superálgebra
g = gl(V )⊕ gl(V ). A diferencia del problema resuelto en [9] aqúı no fijamos
la representación ρ por lo que obtenemos resultados mucho más generales.
El precio que pagamos, sin embargo, es perder detalle al contar las clases de
isomorf́ıa.

Los resultados obtenidos en este trabajo están divididos en dos partes. En
la primera, se clasifican las superálgebras g = m⊕ C⊕ g1 cuyo radical tiene
un álgebra de Lie subyacente trivial y en la segunda aquellas cuyo radical
tienen por álgebra de Lie subyacente a C. Esta división se debe a que la
parte par del radical debe ser un ideal soluble de m⊕ C.

En la Proposición 65 se da la estructura de las superálgebras de Lie
g = m⊕C⊕g1 con Rad(g)0 = 0 y también se hace patente que para cualquier
álgebra de Lie simple m es posible encontrar dos tipos de superálgebras
g = m ⊕ C ⊕ g1 no isomorfas con Rad(g)0 = 0. En las Proposiciones 66
y 72 se dan condiciones necesarias y suficientes para que dos superágebras
con las hipótesis mencionadas sean isomorfas. Como caso especial clasifi-
camos aquellas para las cuales m = sl(V ); es decir, aquellas estructuradas
sobre gl(V ) con V un espacio vectorial complejo de dimensión al menos
3 y Rad(g)0 = 0. Al contar las clases de isomorf́ıa para la superálgebra
sl(V )⊗Λ(V )⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(f, g) –misma que se describe con detalle
a lo largo del trabajo– nos hemos encontrado el siguiente problema de álgebra
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lineal, que hemos abordado y resuelto en los Apéndices A y B:
Problema. Sea g una forma canónica de Jordan en Cm y u, v ∈ Cm\{0}.

Escribimos, (u, g) ∼ (v, g) si, y sólo si, existen un elemento S del grupo de
isotroṕıa de g, un escalar distinto de cero β y un vector no nulo γ ∈ Cm

tales que v = β−1(S(u) − (g + id)(γ)). Las clases de equivalencia, bajo ∼,
corresponden exactamente a las clases de isomorf́ıa de dicha superálgebra.
El resultado se encuentra en el Teorema 74.

Finalmente, en la Sección 3.4 describimos la estructura de las superágebras
de Lie g = m ⊕ C ⊕ g1 tales que Rad(g)0 = C. Esta estructura está dada
en términos de una forma bilineal simétrica y ρ-invariante. Básicamente ten-
emos dos tipos disjuntos de superálgebras: aquellas para las cuales existe un
m⊕ C-módulo complementario a Rad(g)1 y aquellas para las que no. En la
Proposición 75 se dan concidiones para que las superálgebras aśı descritas
sean isomorfas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En el presente trabajo trataremos con espacios vectoriales de dimensión finita
sobre campos algebraicamente cerrados y de caracteŕıstica cero; básicamente
sobre los números complejos. También se supondrá conocida la teoŕıa básica
de álgebras asociativas y de Lie, aśı como sus versiones Z2-graduadas, aunque
para fijar notación, en el caso Z2-graduado daremos las definiciones de los
objetos que necesitemos. En este contexto, recordemos que una función de
paridad | · | en un espacio vectorial Z2-graduado V = V0 ⊕ V1 es una función
donde los elementos del dominio son llamados homogéneos y está dada como
sigue:

| · | : V0\{0} ∪ V1\{0} → Z2 y |u| =

{
0 si u ∈ V0\{0},
1 si u ∈ V1\{0}.

Convenimos que cuando aparece una fórmula en una estructura graduada,
ésta se define para elementos homogéneos y se extiende por linealidad, bilin-
ealidad, etc. Finalmente, como es tradicional, usaremos el prefijo super para
las estructuras Z2-graduadas. Ver [11].

1.1 Definiciones básicas

1 Definición. Una superálgebra de Lie es un superespacio vectorial g con
una función bilineal [[·, ·]] : g × g → g tal que [[gα, gβ]] ⊂ gα+β, α, β ∈ Z2 y
para elementos homogéneos se satisfacen las siguientes condiciones:

1. [[x, y]] = −(−1)|x||y|[[y, x]],
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2. (−1)|x||z|[[[[x, y]], z]] + (−1)|x||y|[[[[y, z]], x]] + (−1)|y||z|[[[[z, x]], y]] = 0.

2 Observación. Estructura general de las superálgebras de Lie. Sea
g = g0 ⊕ g1 una superálgebra de Lie. De la definición anterior se sigue que:

(a) El subespacio g0 es un álgebra de Lie con [·, ·] = [[·, ·]]|g0×g0 .

(b) El subespacio g1 es un espacio de representación para g0 definiendo
ρ(x)u = [[x, u]]. En otras palabras, g1 es un g0-módulo.

(c) El corchete [[·, ·]] restringido a g1×g1 define una función bilineal, simétrica
Γ con valores en el álgebra de Lie g0 y de tal forma que se satisfacen
las siguientes dos ecuaciones:

(J1) [x,Γ(u, v)] = Γ(ρ(x)u, v) + Γ(u, ρ(x)v),

(J2) ρ(Γ(u, v))(w) + ρ(Γ(v, w))(u) + ρ(Γ(w, u))(v) = 0,

para todos x ∈ g0 u, v, w ∈ g1. Aśı, una estructura de superálgebra de Lie
en un superespacio vectorial g = g0 ⊕ g1 consiste en una triada ([·, ·], ρ,Γ)
donde [·, ·] es una estructura de álgebra de Lie en g0, ρ es una representación
de g0 en g1 y Γ es una función bilineal simétrica en g1 que toma valores en
g0 y que satisface (J1) y (J2).

3 Ejemplo. La superálgebra gl(V0|V1). Sea V = V0 ⊕ V1 un superespacio
vectorial, entonces

End(V0 ⊕ V1) = End(V0 ⊕ V1)0 ⊕ End(V0 ⊕ V1)1,

siendo

End(V0 ⊕ V1)i = {T ∈ End(V0 ⊕ V1)|T (Vj) ⊂ Vi+j, j = 0, 1}, i = 0, 1.

Luego, End(V0⊕V1) admite una estructura de superálgebra de Lie definiendo
el supercorchete o superconmutador, en elementos homogéneos, de la siguien-
te manera:

[[T, S]] = T ◦ S − (−1)|T ||S|S ◦ T.

A esta superálgebra la denotamos por gl(V0|V1).
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4 Definición. Un morfismo entre las superálgebras de Lie g y g′ es una
transformación lineal Φ ∈ Hom(g, g′)0 tal que

Φ([[x, y]]) = [[Φ(x),Φ(y)]].

Decimos que las superálgebras son isomorfas si existe un morfismo biyectivo
entre ellas.

5 Observación. Sean g y g′ superálgebras de Lie con estructuras ([·, ·], ρ,Γ) y
([·, ·]′, ρ′,Γ′) respectivamente y Φ : g→ g′ un morfismo. Entonces, Φ = T ⊕S
donde T : g0 → g′0 y S : g1 → g′1 tales que

T ([x, y]) = [T (x), T (y)]′, x, y ∈ g0; (1.1)

S(ρ(x)(u)) = ρ′(T (x))(S(u)), x ∈ g0, u ∈ g1; (1.2)

T (Γ(u, v)) = Γ′(S(u), S(v)), u, v ∈ g1. (1.3)

De (1.1) tenemos que T es un morfismo de álgebras de Lie y de (1.2), S es
una transformación equivariante para las representaciones ρ y ρ′◦T . En otras
palabras, S es un morfismo de g0-módulos. Si g y g′ son isomorfas, entonces
T y S son invertibles. Luego, T es un isomorfismo de álgebras de Lie y S es
una transformación invertible equivariante. O de manera equivalente, S es
un isomorfismo entre los g0-módulos g1 y g′1

6 Lema. Dos superálgebras de Lie g y g′ son isomorfas si, y sólo si, existe un
isomorfismo de álgebras de Lie T : g0 → g′0 y un isomorfismo de g0-módulos
S : g1 → g′1 tal que

Γ′(·, ·) = T (Γ(S−1(·), S−1(·))).

Sea g = g0 ⊕ g1 una superálgebra de Lie. Las definiciones de subsu-
perálgebra, superideal, superideal soluble, superideal nilpotente, etc., son
enteramente análogas al caso clásico, sólo hay que tener en cuenta que su
Z2-graduación sea consistente con la dada en g y cuando mencionemos una
subálgebra, ideal, etc., de una superálgebra de Lie nos referiremos a una sub-
superálgebra, superideal, etc. Es importante notar de la definición, que si
I = I0 ⊕ I1 es un ideal de la superágebra de Lie g = g0 ⊕ g1, entonces I0 es
un ideal de g0 e I1 es un g0-submódulo de g1.
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7 Definición. Decimos que una superálgebra de Lie g es simple si [[g, g]] 6= 0
y sus únicos ideales son {0} y g.

8 Lema. Sea g una superálgebra de Lie simple, entonces [[g, g]] = g. Más
aún,

1. [[g0, g1]] = g1.

2. Si g1 6= 0, entonces [[g1, g1]] = g0 y ρ : g0 → gl(g1) es fiel.

Demostración. Notemos que [[g, g]] 6= 0 es un ideal de g, entonces [[g, g]] = g.
De la identidad de Jacobi tenemos que g0⊕ [[g0, g1]] y [[g1, g1]]⊕g1 son ideales
de g. De aqúı se sigue que [[g0, g1]] = g1 y [[g1, g1]] = g0. Sea h = {g ∈
g|[[g, g1]] = 0}. Entonces, de la identidad de Jacobi tenemos que h es un ideal
de g y ya que g1 6= 0 tenemos que h = 0. Aśı, dado x ∈ g0 tal que ρ(x) = 0,
entonces x ∈ h = 0, lo que muestra que ρ es fiel.

9 Definición. Decimos que g es semisimple si todos sus ideales solubles son
{0}.

De manera similar al caso clásico, la definición anterior es equivalente a
que su radical Rad(g) –el cual existe y es único– sea cero.

1.2 La supertraza en gl(V0|V1)

Análogo al funcional traza, en la categoŕıa Z2-graduada tenemos que la su-
pertraza es el único funcional str : gl(V0|V1) → F que se caracteriza, hasta
múltiplos escalares, por que se anula en los superconmutadores.

10 Lema. Sea {ei}ni=1 una base de elementos homogéneos de V0 ⊕ V1 con
|ei| = 0, si 1 ≤ i ≤ r y |ei| = 1, si r + 1 ≤ i ≤ n. Sea f ∈ gl(V0|V1) tal
que su representación matricial en dicha base es ( A B

C D ). Entonces, hasta una
constante, tenemos que

str(f) = tr(A)− tr(D).

Demostración. Sean Eij : V0 ⊕ V1 → V0 ⊕ V1 transformaciones lineales tales
que Eij(ek) = δjkei, i, j, k = 1, . . . , n. Entonces, Eij◦Ekl = δjkEil y {Eij}ni,j=1

forman una base de gl(V0|V1).
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En lo que sigue usaremos la siguiente notación:

Aij = Eij, i, j = 1, . . . , r.
Biµ = Eiµ, i = 1, . . . , r, µ = r + 1, . . . , n.
Cνj = Eνj, ν = r + 1, . . . , n, j = 1, . . . , r.
Dνµ = Eνµ, ν, µ = r + 1, . . . , n.

Aśı, sin temor a confusión escribiremos(
A B
C D

)
=
∑

aijAij +
∑

biµBiµ +
∑

cνjCνj +
∑

dνµDνµ.

Por otra parte, tenemos que:

1. [[Aij, Akl]] = δjkAil − δliAkj,

2. [[Dµν , Dλη]] = δνλDµη − δηµDλν ,

3. [[Aij, Bkµ]] = δjkBiµ,

4. [[Aij, Cνl]] = −δliCνj,

5. [[Biµ, Cλl]] = δµλAil + δliDλµ.

Luego, de la definición de supertraza tenemos las siguientes consecuencias:

(i). De (1) tenemos que str(Aii) = str(Ajj), ∀ i, j y str(Aij) = 0, i 6= j.

(ii). De (2) tenemos que str(Dνν) = str(Dµµ), ∀ν, µ y str(Dνµ) = 0, ν 6= µ.

(iii). De (3) tenemos que str(Biµ) = 0, ∀ i, µ.

(iv). De (4) tenemos que str(Cνj) = 0, ∀ ν, j.

(v). De (5) tenemos que str(Aii) = − str(Dνν), ∀ i, ν.

Aśı,

str(f) = str(

(
A B
C D

)
) = (tr(A)− tr(D))α

donde α = str(A11).
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Es importante notar que la supertraza, al igual que la traza, está bien
definida; es decir, no depende de la base homogénea elegida, ya que los
cambios de base se hacen mediante isomorfismos de espacios vectoriales Z2-
graduados.

11 Ejemplo. La superálgebra sl(V0|V1). Sea V = V0 ⊕ V1 un superespacio
vectorial con V0 6= 0 y V1 6= 0. Consideremos el siguiente conjunto:

sl(V0|V1) = {T ∈ gl(V0|V1)| str(T ) = 0}.

Entonces, si restringimos el supercorchete dado en gl(V0|V1) a sl(V0|V1) te-
nemos que sl(V0|V1) es una subálgebra con las siguientes propiedades:

1. sl(V0|V1) tiene codimensión 1.

2. Si dim(V0) 6= dim(V1), entonces sl(V0|V1) es simple.

3. Si dim(V0) = dim(V1) ≥ 2, entonces sl(V0|V1)/〈II〉 es simple,

siendo II : V0 ⊕ V1 → V0 ⊕ V1 la transformación identidad. Como caso par-
ticular consideremos V1 = C. Entonces la superálgebra sl(V0|C) es simple y
sl(V0|C)0 ' gl(V0) como álgebras de Lie. En adelante usaremos simplemente
la notación sl(V |C) donde V es un espacio vectorial arbitrario.

1.2.1 Un ejemplo interesante

Sea V0 ⊕ V1 un superespacio vectorial tal que V0 = V1 = V con dim(V ) ≥ 2.
Consideremos el siguiente conjunto:

Q̃(V ) =

{(
A B
B A

)
∈ gl(V |V )

}
.

Entonces, Q̃(V ) es una subálgebra de gl(V |V ) tal que Q̃(V )0 ' Q̃(V )1 '
End(V ).

12 Lema. Sea f ∈ Q̃(V ) y ( A B
B A ) su representación matricial en una base

formada por elementos homogéneos. Entonces, hasta múltiplos escalares,
tenemos que

str(f) = str

(
A B
B A

)
= tr(B).
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Demostración. Sea {ei}2ri=1 una base para V ⊕V y definamos las transforma-
ciones lineales Eij : V → V y Fij : V → V como Eij(ek) = δjkei, i, j, k =
1, . . . , r, y Fij(ek) = δ(j+r)kei+r, i, j, k = 1, . . . , r. Sean,

Aij =

(
Eij 0
0 Eij

)
y Bij =

(
0 Fij
Fij 0

)
, i, j = 1, . . . , r.

Entonces, {Aij, Bij} forman una base para Q̃(V ) y

1. [[Aij, Akl]] = δjkAil − δliAkj.

2. [[Aij, Bkl]] = δjkBil − δliBkj.

3. [[Bij, Bkl]] = δjkAil + δliAkj.

Luego, de la definición de supertraza tenemos que:

(i). De (1) y (3) se sigue que str(Aij) = 0, ∀ i, j.

(ii). De (2) tenemos que str(Bii) = str(Bjj), ∀ i, j y str(Bij) = 0, i 6= j.

Aśı,

str(f) = str(

(
A B
B A

)
) = (tr(B))α.

donde α = str(Bii).

Observemos que la supertraza en Q̃(V ) definida como un funcional lineal

str : Q̃(V )→ C que se anula en todos los elementos homogéneos de la forma
[[x, y]], no coincide con la restricción de la supertraza definida de la misma
forma en gl(V |V ). Esto significa que hay que hacer una elección cuando
g ⊂ h; o se toma la supertraza de la definición intŕınseca str : g→ C que se
anula en [[g, g]], o se toma la restricción de str : h→ C a g. Escoger lo primero
es más consistente con las peculiaridades de la categoŕıa Z2-graduada y es la
posición que adoptamos en este trabajo. Esto resulta patente en el siguiente
ejemplo.
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13 Ejemplo. La superálgebra Q(V ). Sea

Q(V ) = {T ∈ Q̃(V )| str(T ) = 0}/〈II〉

=

{(
A B
B A

) ∣∣∣∣∣ tr(A) = tr(B) = 0

}
. (1.4)

Entonces, Q(V ) es simple y Q(V )0 ' Q(V )1 ' sl(V ). Aśı Q(V ) ' sl(V ) ⊕
sl(V ); supondremos que el primer sumando consiste en elementos homogéneos
de grado par y el segundo de elementos homogéneos de grado impar. Si nece-
sitamos distinguir entre ellos escribiremos Q(V ) = (sl(V ))0 ⊕ (sl(V ))1. La
estructura en esta superálgebra está dada por ([·, ·]sl(V ), ad, Γ) donde

Γ(B,B′) = BB′ +B′B − 2

dim(V )
tr(BB′), B,B′ ∈ sl(V ).

1.3 Formas bilineales

Sea V = V0 ⊕ V1 un superespacio vectorial sobre F, entonces V × V , V ⊗ V
y F admiten una Z2 graduación definiendo

1. (V × V )γ =
⊕

α+β=γ Vα × Vβ.

2. (V ⊗ V )γ =
⊕

α+β=γ Vα ⊗ Vβ.

3. F0 = F y F1 = 0.

14 Observación. Dado que V×V admite una Z2-graduación, entonces Bil(V0⊕
V1) (el conjunto de formas bilineales en V0 ⊕ V1) admite una Z2-graduación
también. Aśı, tenemos que B es par (respectivamente impar) si, y sólo si,

B(u, v) = 0, u ∈ Vi, v ∈ Vi+1 (respectivamente u, v ∈ Vi) i = 0, 1.

15 Definición. Una forma bilineal B en V0⊕V1 es supersimétrica (respectiva-
mente superantisimétrica ) si se satisface la siguiente condición en elementos
homogéneos

B(u, v) = (−1)|u||v|B(v, u) (respectivamente B(u, v) = −(−1)|u||v|B(v, u)).
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16 Definición. Sea B una forma bilineal homogénea y no degenerada en V .
Definamos

(gB)i = {T ∈ gl(V0|V1)i| B(Tu, v) + (−1)i|u|B(u, Tv) = 0}, i = 0, 1.

Entonces, el conjunto de elementos antiautoadjuntos respecto a B dado por
gB = (gB)0 + (gB)1 es una subálgebra de gl(V0|V1).

1.3.1 Formas bilineales pares

Sea B una forma bilineal par supersimétrica y no degenerada en V = V0⊕V1.
Entonces,

B
((u0

u1

)
,

(
v0

v1

))
= g(u0, v0) + ω(u1, v1),

donde g : V0×V0 → F es una forma bilineal simétrica y ω : V1×V1 → F es una
forma bilineal antisimétrica, ambas no degeneradas. En este caso decimos
que B es una forma ortosimpléctica. Notemos que si B es superantisimétrica
entonces g es antisimétrica y ω es simétrica.

Dado que g y ω son no degeneradas podemos definir

g[ : V0 → V ∗0
v 7→ g(v, ·)

y
g] : V ∗0 → V0

α 7→ g](α)

donde g(g](α), v) = α(v), ∀ v ∈ V0. Análogamente definimos ω[ y ω]. Es
fácil ver que

(g[)−1 = g] y (ω[)−1 = ω].

17 Ejemplo. La superálgebra C(V ). Sea V = V0 ⊕ V1 un superespacio
vectorial y sean g : V0 × V0 → F y ω : V1 × V1 → F formas bilineales
no degeneradas simétrica y antisimétrica respectivamente. Sea B la forma
bilineal, par, supersimétrica no degenerada definida por g y ω. Entonces

gB = osp(V0|V1) =


(
A B
∗B D

) ∣∣∣∣∣
g[ ◦ A+ A∗ ◦ g[ = 0,
ω[ ◦D +D∗ ◦ ω[ = 0,
∗B = −ω] ◦B ◦ g[.

 .
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A esta superálgebra la llamamos ortosimpléctica. Consideremos el caso par-
ticular en que dim(V0) = 2, entonces osp(V0|V1)0 ' F⊕ sp(V1) es un álgebra
de Lie reductiva. A esta superálgebra la denotamos por C(V1). Aśı, cuando
nos refiramos a la superálgebra C(V ) estamos pesando en la superálgebra
osp(C2|V ).

1.3.2 Formas bilineales impares

Sea B una forma bilineal impar y no degenerada en V = V0 ⊕ V1. Entonces,

B
((u0

u1

)
,

(
v0

v1

))
= Φ(u0, v1) + Ω(u1, v0),

donde Φ : V0×V1 → F y Ω : V1×V0 → F son formas bilneales no degeneradas,
Entonces, podemos definir los isomorfismos Φ[ : V0 → V ∗1 y Φ] : V ∗1 → V0

como sigue:
Φ[ : V0 → V ∗1

v 7→ Φ(v, ·)
y

Φ] : V ∗1 → V0

α 7→ Φ](α)

donde Φ(Φ](α, v)) = α(v), ∀ v ∈ V1. Análogamente definimos Ω[ y Ω]. Es
fácil ver que

(Φ[)−1 = Φ] y (Φ[)∗ = Ω[.

Aśı, tenemos que B es supersimétrica (respectivamente superantisimétrica) si,
y sólo si, Φ(u0, v1) = Ω(v1, u0), (respectivamente Φ(u0, v1) = −Ω(v1, u0))
para todos u0 ∈ V0 y v1 ∈ V1. Notemos que en estos casos B queda determi-
nada por la forma bilineal Φ (ú Ω) sin comprometer su estructura.

18 Ejemplo. La superálgebra P (V ). Sea V0 = V1 = V un espacio vectorial
y g : V × V → F una estructura ortogonal; es decir, g es una forma bilineal
simétrica y no degenerada. Sea B la forma bilineal impar, supersimétrica y
no degenerada definida en V ⊕ V para la que Φ = g. Entonces,

gB(V, g) =


(
A B
C ∗A

) ∣∣∣∣∣ ∗A = −(g[)−1 ◦ A∗ ◦ g[,
g(Bu, v) = g(u,Bv),
g(Cu, v) = −g(u,Cv), u, v ∈ V

 .

Notemos que (gB(V, g))0 ' gl(V ) y (gB(V, g))1 ' Symg(V )⊕ Skwg(V ) donde
Symg(V ) son los elementos de End(V ) autoadjuntos respecto a g y Symg(V )
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los antiautoadjuntos. Luego, la estructura de superálgebra de Lie en gB(V, g)
está dada como sigue:

[·, ·] = [·, ·]gl(V ),

ρ(A)(B) = A ◦B −B ◦ ∗A,
ρ(A)(C) = ∗A ◦ C − C ◦ A,

Γ(B + C,B′ + C ′) = B ◦ C ′ +B′ ◦ C.
para todos A ∈ gl(V ), B,B′ ∈ Symg(V ) y C,C ′ ∈ Skwg(V ). Si escogemos
una base para V en la que g tenga por matriz asociada a la matriz identidad,
entonces la representación matricial de los elementos en gB(V, g) es como
sigue: (

A B
C ∗A

)
con

B = Bt,
C = −Ct,
∗A = −At.

En este contexto, definimos

Pg(V ) = {T ∈ gB(V, g)| str(T ) = 0}.
Entonces, Pg(V ) es una superálgebra de Lie simple tal que Pg(V )0 ' sl(V )
y Pg(V )1 ' Symg(V )⊕ Skwg(V ). Si en esta construcción consideramos a B
como superantisimétrica, entonces

gB =


(
A B
C ∗A

) ∣∣∣∣∣ ∗A = −(g[)−1 ◦ A∗ ◦ g[,
g(Bu, v) = −g(u,Bv),
g(Cu, v) = g(u,Cv), u, v ∈ V

 .

Observemos que la simetŕıa de B no es relevante en el sentido de que ob-
tenemos superálgebras isomorfas al considerar B supersimétrica o superan-
tisimétrica. Sobre el campo C, toda forma bilineal, simétrica y no degenerada
g : V × V → C es equivalente al producto escalar usual 〈·, ·〉 de Cn ' V y en
consecuencia escribiremos

P (V ) =


(
A B
C −A∗

) ∣∣∣∣∣
tr(A) = 0,
〈Bu, v〉 = 〈u,Bv〉,
〈Cu, v〉 = −〈u,Cv〉, u, v ∈ V


= sl(V )⊕ Sym(V )⊕ Skw(V ).

En lo sucesivo, ya no haremos referencia a la representación matricial de
los elementos de P (V ) y escribiremos solamente P (V ) = sl(V )⊕ Sym(V )⊕
Skw(V ).
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1.4 Derivaciones de una superálgebra de Lie

19 Definición. Sean g = g0 ⊕ g1 una superálgebra de Lie y X ∈ gl(g0|g1).
Decimos que X es una derivación de grado i, i = 0, 1 si X ∈ gl(g0|g1)i y
para elementos homogéneos x, y ∈ g se satisface la siguiente condición:

X[[x, y]] = [[Xx, y]] + (−1)i|x|[[x,Xy]].

Denotamos por Der(g)i al conjunto de derivaciones de grado i, i = 0, 1. Si
restringimos el supercorchete de gl(g0|g1) a Der(g) = Der(g)0 ⊕ Der(g)1 se
demuestra fácilmente que Der(g) es una subálgebra llamada la superálgebra
de derivaciones de g. Decimos que X es una derivación interior de grado
i, i = 0, 1 si existe x ∈ gi tal que X = ad(x) y denotamos por Int(g)i al
conjunto de derivaciones interiores homogéneas de g de grado i, i = 0, 1
donde Int(g) = Int(g)0 ⊕ Int(g)1.

20 Ejemplo. Sea P (V ) la superálgebra definida anteriormente y sea ε : P (V )→
P (V ) una transformación lineal definida como sigue:

ε(A) = 0, A ∈ sl(V );
ε(B) = B, B ∈ Sym(V );

ε(C) = −C, C ∈ Skw(V ).

Entonces, ε es una derivación de grado par. En efecto, ya que Sym(V ) y
Skw(V ) son sl(V )-submódulos, y de la definición de ε, basta notar lo si-
guiente:

1. ε[A,B] = [A,B] = [A, ε(B)], A ∈ sl(V ) y B ∈ Sym(V ).

2. ε[A,C] = −[A,C] = [A, ε(C)], A ∈ sl(V ) y C ∈ Skw(V ).

3. ε[B,C] = 0 = [ε(B), C] + [B, ε(C)], B ∈ Sym(V ) y C ∈ Skw(V ).

21 Ejemplo. Sea Q(V ) la superálgebra definida anteriormente y D : Q(V )→
Q(V ) una transformación lineal impar tal que D|Q(v)0 = 0 y D|Q(V )1 :
Q(V )1 → Q(V )0 es tal que D(B) = B, para todo B ∈ Q(V )1. Notemos
que D cambia la paridad de los elementos impares actuando como la identi-
dad en el espacio vectorial subyacente. Más aún, D es una derivación impar.
En efecto, basta notar lo siguiente:

1. D[[A,B]] = [A,B]sln = [[A,D(B)]], A ∈ Q(V )0 y B ∈ Q(V )1.
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2. D[[B,B′]] = 0 = [B,B′]sln + [B′, B]sln = [[D(B), B′]] − [[B,D(B′)]],
B,B′ ∈ Q(V )1 = sl(V ).

Observemos que ε y D no son derivaciones interiores de las superálgebras
simples P (V ) y Q(V ) respectivamente. Ésta es una diferencia importante
entre la categoŕıa de álgebras de Lie y la de superálgebras de Lie, ya que
todas las derivaciones de un álgebra de Lie simple son interiores.

1.4.1 Extensión de superálgebras de Lie mediante de-
rivaciones

La demostración de la siguiente Proposición es directa.

22 Proposición. Sea g una superálgebra de Lie y h ⊂ Der(g) una subálgebra.
Consideremos ahora el superespacio vectorial g⊕ h. Entonces, g⊕ h admite
una estructura de superálgebra de Lie definiendo el supercorchete como sigue:

1. [[·, ·]]|g×g = [[·, ·]]g .

2. [[·, ·]]|h×h = [[·, ·]]h.

3. [[D, x]] = D(x), x ∈ g, D ∈ h.

En tal caso decimos que extendemos a g mediante la subálgebra de deriva-
ciones h.

23 Observación. Notemos, en la construcción anterior, que si h esta generada
por una derivación impar, entonces ésta debe ser nilpotente de grado dos.

Los ejemplos que veremos a continuación son relevantes y los usaremos a
lo largo del trabajo, por lo que hacemos expĺıcita su estructura.

24 Ejemplo. La superálgebra P (V )⊕〈ε〉. Si extendemos a la superálgebra
P (V ) mediante la derivación ε, definida en el Ejemplo 20, la estructura en
P (V )⊕ 〈ε〉 está definida expĺıcitamente como sigue:

[·, ·] = [·, ·]gl(V ),

ρ(A)(B) = A ◦B +B ◦ A∗,
ρ(A)(C) = −A∗ ◦ C − C ◦ A,
ρ(ε)(B) = B,
ρ(ε)(C) = −C,

Γ(B + C,B′ + C ′) = B ◦ C ′ +B′ ◦ C,
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para todos A ∈ sl(V ), B,B′ ∈ Sym(V ) y C,C ′ ∈ Skw(V ).

25 Ejemplo. La superálgebra Q(V )⊕ 〈D〉. Sean Q(V ) y D ∈ Der(Q(V ))1

definidas como antes, entonces la estructura en la extensión de Q(V ) me-
diante D está dada como sigue:

[·, ·] = [·, ·]sl(V ),

ρ(A)(B) = ad(A)(B),
ρ(A)(D) = 0,

Γ(B,B′) = B ◦B′ +B′ ◦B − 2
dim(V )

tr(BB′),

Γ(B,D) = D(B) = B.

1.5 Superálgebras asociativas superconmuta-

tivas

26 Observación. Sea V un espacio vectorial. El álgebra de Grassmann o
álgebra exterior asociada a V , Λ(V ) =

⊕
k∈Z Λ(V )k, admite una Z2 gradua-

ción. La manera de hacerlo es escribiendo Λ(V ) = Λ(V )0 ⊕ Λ(V )1 donde

Λ(V )0 =
⊕
k∈Z

Λ2kV y Λ(V )1 =
⊕
k∈Z

Λ2k+1V.

Esta Z2-graduación permite considerarla como una superálgebra asociativa
superconmutativa en el sentido de la siguiente definición.

27 Definición. Una superálgebra asociativa A es superconmutativa si

ab = (−1)|a||b|ba,

para todos a, b ∈ A elementos homogéneos.
Una derivación de grado µ, µ = 0, 1, de una superálgebra asociativa

superconmutativa A, es una transformación lineal X : A → A tal que
X(Aγ) ⊂ Aγ+µ, γ = 0, 1 y

X(ab) = X(a)b+ (−1)µ|a|aX(b),

para todos a, b ∈ A elementos homogéneos. Es fácil ver que si restringimos
el superconmutador de End(A0|A1) a Der(A) = Der(A)0 ⊕ Der(A)1 donde
Der(A)µ denota el conjunto de derivaciones de grado µ, µ = 0, 1, resulta que
Der(A) es una superálgebra de Lie.
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Notemos que al ser Λ(V ) una superálgebra asociativa superconmutativa,
entonces admite derivaciones Z2-graduadas donde

Der(Λ(V ))i = {X ∈ End(Λ(V ))|X(α ∧ β) = X(α) ∧ β + (−1)i|α|α ∧X(β)},

i = 0, 1 y para todo α homogéneo.

1.6 Producto tensorial de una superálgebra

de Lie y una asociativa

28 Definición. Sean g una superálgebra de Lie y A una superálgebra asocia-
tiva superconmutativa. Entonces, g⊗A tiene estructura de superálgebra de
Lie definiendo el corchete en elementos homogéneos de la siguiente manera:

[[x⊗ a, y ⊗ b]] = (−1)|a||y|[[x, y]]⊗ ab, x, y ∈ g, a, b ∈ A.

29 Ejemplo. La superálgebra sl(V )⊗Λ(C). Notemos que el espacio vecto-
rial subyacente a Λ(C) es C⊕C, entonces para distinguir entre la primera y
segunda copia de C, usaremos la siguiente notación. En la primera usaremos
como generador a 1 y en la segunda a e, donde e2 = 0. Aśı, el producto en
Λ(C) está definido como sigue:

(a+ be)(c+ de) = ac+ (ad+ bc)e.

Ahora sea V un espacio vectorial y consideremos el álgebra de Lie sl(V )
como una superálgebra de Lie con la Z2 graduación trivial. De la Definición
28 tenemos que sl(V )⊗ Λ(C) es una superálgebra de Lie tal que

sl(V )⊗ (C⊕ Ce) ' sl(V )⊕ sl(V )

y su estructura está dada mediante ([·, ·]sl(V ), ad, Γ = 0). En lo sucesivo
vamos a escribir a los elementos de sl(V ) ⊗ Λ(C) en la forma A + Be de
manera que

[[A+Be,A′ +B′e]] = [A,A′]sl(V ) + ([A,B′]sl(V ) + [B,A′]sl(V ))e.
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30 Lema. Sea g un álgebra o superálgebra de Lie y δ ∈ Der(∧(V )) una
derivación Z2-homogénea de grado |δ|. Entonces, ∂ = id⊗δ : g ⊗ ∧(V ) →
g⊗∧(V ) es una derivación de la superálgebra de Lie g⊗∧(V ) Z2-homogénea
de grado |δ|.

Demostración. La demostración es directa y sólo hace falta tener en cuenta
que bajo las hipótesis expresadas

∂[x⊗ α, y ⊗ β] = (−1)(|x|+|y|)|δ|+|α||y|([x, y]⊗ δ(α)β

+ (−1)|α||δ|[x, y]⊗ αδ(β)),

[∂(x⊗ α), y ⊗ β] = (−1)|x||δ|[x⊗ δ(α), y ⊗ β]

= (−1)|x||δ|+(|δ|+|α|)|y|[x, y]⊗ δ(α)β,

(−1)(|x|+|α|)|δ|[x⊗ α, ∂(y ⊗ β)] = (−1)(|x|+|α|)|δ|+|y||δ|+|α||y|[x, y]⊗ αδ(β).

Aśı,

∂[x⊗ α, y ⊗ β] = [∂(x⊗ α), y ⊗ β] + (−1)(|x|+|α|)|δ|[x⊗ α, ∂(y ⊗ β)].

31 Ejemplo. La superálgebra de derivaciones de Λ(C). Sean d0, d1 ∈
End(Λ(C)) tales que

d0(1) = 0, d0(e) = e.
d1(1) = 0, d1(e) = 1.

Entonces, Der(Λ(C)) = Span{d0, d1} donde |d0| = 0 y |d1| = 1 y el corchete
en Der(Λ(1)) satisface lo siguiente:

[[d0, d0]] = 0, [[d0, d1]] = −d1 y [[d1, d1]] = 0. (1.5)

Sea id : sl(V )→ sl(V ) la trasformación identidad. Entonces, por el Lema 30
tenemos que id⊗dj ∈ Der(sl(V )⊗ Λ(1))j, j = 0, 1 donde

id⊗dj(A+Be) = Adj(1) +Bdj(e), A+Be ∈ sl(V )⊗ Λ(V ).
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32 Ejemplo. La superálgebra sl(V )⊗Λ(C)⊕〈id⊗d0, id⊗d1〉. Consideremos
ahora la extensión de la superálgebra sl(V ) ⊗ Λ(C) mediente la subálgebra
de derivaciones 〈id⊗d0, id⊗d1〉 cuya estructura está definida como sigue:

[·, ·] = [·, ·]sl(V ),

ρ(A)Be = ad(A)(B)e,
ρ(id⊗d0)Be = Be,

ρ(id⊗d0) id⊗d1 = − id⊗d1,

Γ(B ⊗ e, id⊗d1) = B,

para todo A ∈ sl(V ) y Be ∈ sl(V ) ⊗ Ce. Notemos que el espacio vectorial
subyacente a sl(V ) ⊗ Λ(C) ⊕ 〈id⊗d0, id⊗ d1〉 es gl(V ) ⊕ gl(V ), haciendo la
identificación id⊗di ' II ∈ gl(V ), i = 0, 1.

33 Ejemplo. La superálgebra sl(V )⊗Λ(C)⊕〈id⊗d1〉. Análogo al caso ante-
rior, el espacio vectorial subyacente a la superálgebra sl(V )⊗Λ(C)⊕〈id⊗d1〉
es sl(V ) ⊕ gl(V ) y la estructura de superálgebra de Lie es ([·, ·]sl(V ), ãd, Γ)
donde:

ãd(A)|sl(V )⊗C = ad(A) y ãd(A)|〈id⊗d1〉 = 0, A ∈ sl(V ),

Γ(Be, id⊗d1) = B, Be ∈ sl(V )⊗ Ce

y
Γ|sl(V )⊗Ce×sl(V )⊗Ce = Γ|〈id⊗d1〉×〈id⊗d1〉 = 0.

34 Observación. Las superálgebras sl(V ) ⊗ Λ(C) ⊕ 〈id⊗d1〉 y sl(V ) ⊗
Λ(C) ⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 no son simples ya que ambas tienen como ideal a
sl(V )⊗ Λ(C). Más adelante veremos que ambas son semisimples.
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Caṕıtulo 2

Superálgebras de Lie g = g0 ⊕ g1
tales que g0 es un álgebra de
Lie simple

En este caṕıtulo clasificaremos, hasta isomorfismo, las superálgebras de Lie
g = g0 ⊕ g1 tales que g0 es un álgebra de Lie simple y g1 es un g0-módulo
de dimensión finita. Como caso particular, clasificaremos aquellas para las
cuales g0 = sl(V ), siendo V un espacio vectorial complejo de dimensión al
menos 3. El problema de clasificar superálgebras de Lie consiste en encontrar
las clases de isomorf́ıa. Para analizar la estructura de dichas superálgebras
seguiremos la técnica usada en [2] y los resultados dados en [7] acerca de las
superálgebras de Lie clásicas.

2.1 Ideales minimales de una superálgebra de

Lie semisimple

35 Definición. Un ideal 0 6= I ⊂ g es minimal si para todo ideal J de g tal
que 0 ⊂ J ⊂ I tenemos que J = 0 ó J = I.

36 Observación. Sean I, J ⊂ g ideales minimales tales que I∩J 6= 0, entonces
I = J . En efecto, I ∩ J es un ideal de g tal que I ∩ J ⊂ I e I ∩ J ⊂ J . De
aqúı se sigue que I = J .
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37 Lema. Sea g = g0 ⊕ g1 una superálgebra de Lie semisimple tal que g0

es un álgebra de Lie simple, entonces g tiene un único ideal minimal I e
I0 = g0.

Demostración. La existencia de ideales minimales se sigue de que g es de
dimensión finita. Sea I = I0 ⊕ I1 un ideal minimal de g, entonces I0 es ideal
de g0. Notemos que I0 6= 0, de lo contrario tendŕıamos que [I, I] = 0 e I seŕıa
un ideal soluble de g. Aśı, ya que g0 es simple tenemos que I0 = g0. Sean
I, J ideales minimales de g, entonces I0 = J0 = g0. Luego, de la Observación
36 se sigue que I = J .

A continuación veremos una serie de resultados que nos llevan a dar una
caracterización de los ideales minimales de una superálgebra de Lie semisim-
ple. Estos resultados están dados en términos de la siguiente definición.

38 Definición. Sea g una superálgebra de Lie y L ⊂ Der(g). Entonces, g

es L-simple si no contiene ideales no triviales invariantes por L. Decimos
también que g es diferenciablemente simple si es Der(g)-simple y [g, g] 6= 0.

39 Observación. Notemos que un ideal I no abeliano de una superálgebra
de Lie g semisimple es minimal si, y sólo si, I es ad(g)−simple. En efecto,
supongamos que I es minimal. Sea J ideal de I tal que ad(g)(J) ⊂ J ,
entonces J es un ideal de g. Luego, ya que I es minimal tenemos que J = 0
ó J = I. Lo que muestra que I es ad(g)−simple.

Supongamos ahora que I es ad(g)−simple. Sea J ideal de g tal que
J ⊂ I, entonces J es un ideal ad(g)−simple de I. Aśı, J = 0 ó J = I. Lo
que muestra que I es minimal. Más aún, I es diferenciablemente simple, ya
que si J es un ideal de I tal que d(J) ⊂ J, d ∈ Der(g), tenemos que en
particular ad(g)(J) ⊂ J y al ser I ad(g)−simple J = 0 ó J = I.

40 Proposición. [1] Sea g una superálgebra de Lie diferenciablemente sim-
ple de dimensión finita sobre un campo algebraicamente cerrado y de carac-
teristica 0, entonces g ' a⊗Λ(U) donde a es una superálgebra de Lie simple
y U es un espacio vectorial de dimensión finita. Ver

Como consecuencia inmediata de éstos resultados se obtiene el siguiente
Corolario.

41 Corolario. Sean g = g0⊕g1 una superálgebra de Lie semisimple sobre C
y tal que g0 es simple e I su ideal minimal. Entonces I ' a⊗Λ(U) donde a

es un superálgebra de Lie simple tal que a0 ' g0 y U = 0 ó a = g0 y U = C.
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Demostración. Sea I el ideal minimal de g, entonces por la Proposición 40
tenemos que I ' a ⊗ Λ(U) con a una superálgebra de Lie simple y U un
espacio vectorial de dimensión finita. Notemos que Λ(U) = Λ(U)0 ⊕ Λ(U)1

lo podemos descomponer como

C⊕N ⊕ Λ(U)1 donde N =
⊕
k∈N

Λ2kU.

Entonces, N ⊕ Λ(U)1 es un ideal nilpotente de Λ(U). Luego, a0 ⊗N ⊕ a1 ⊗
Λ(U)1 es un ideal nilpotente de a0 ⊗ C ⊕ a0 ⊗ N ⊕ a1 ⊗ Λ(U)1 ' g0. Aśı,
a0 ⊗ N ⊕ a1 ⊗ Λ(U)1 = 0. De aqúı que a0 ' g0 y U = 0 ó U = C. Para el
caso U = C se cumple además, a1 = 0.

42 Observación. Sea g = g0 ⊕ g1 una superálgebra de Lie semisimple tal
que g0 es simple, e I su ideal minimal. Entonces g ↪→ Der(I) mediante el
monomorfismo

φ : g→ Der(I)
x 7→ ad(x)|I

En efecto, de la identidad de Jacobi tenemos que φ es un morfismo y basta
verificar que es inyectivo. Notemos que ker(φ)0 ⊂ Z(I0) = 0. Entonces,
ker(φ) es un ideal soluble de g. Por lo tanto ker(φ) = 0. Lo que muestra que
φ es inyectivo.

Nuestro interes de estudiar los ideales minimales de una superálgebra de
Lie semisimple radica en el siguiente resultado.

43 Teorema. [7] Sean m1, . . . ,mr superálgebras de Lie simples de dimensión
finita y sean U1, . . . , Ur espacios vectoriales de dimensión finita. Considere-
mos m =

⊕r
i=1 mi ⊗ ∧(Ui). Entonces,

m = Int(m) =
r⊕
i=1

Int(mi)⊗ ∧(Ui)

⊂ Der(m) =
r⊕
i=1

(Der(mi)⊗ ∧(Ui)⊕ id⊗Der∧(Ui)).

Sea g una subálgebra de Der(m) tal que m ⊂ g y gi la componente de los
elememtos de g en id⊗Der(Λ(Ui)), i = 1, . . . , n. Entonces, g es semisimple
si, y sólo si, ∧(Ui) es gi−simple. Además, cualquier superálgebra de Lie
semisimple se puede obtener de esta manera.

26



2.2 Clasificación de las superálgebras g tales

que g0 es un álgebra de Lie simple

44 Teorema. Sea g = g0 ⊕ g1 una superálgebra de Lie tal que g0 es un
álgebra de Lie simple y g1 es un g0-módulo de dimensión finita. Entonces,
se cumple una de las siguientes afirmaciones.

1. g = g0 ⊕ g1 es un producto semidirecto del álgebra de Lie simple g0 y
del g0-módulo g1 el cual tiene producto trivial. Es decir, Γ = 0.

2. g ' s⊕h es una suma directa de los ideales s 6= g0 y h, donde s es una
superálgebra de Lie semisimple tal que s0 ' g0 y h es un g0-módulo
trivial con producto trivial.

Demostración. Sea g = g0⊕ g1 una superálgebra de Lie como en la hipótesis
y Rad(g) su radical. Entonces, Rad(g)0 = 0 ya que Rad(g)0 ⊂ g0 es un
ideal soluble. Aśı, Rad(g) ⊂ g1 es un g0-submódulo. Dado que g0 es simple
tenemos que existe un g0-submódulo W tal que g1 ' W ⊕ Rad(g). Luego,
g/Rad(g) ' g0 ⊕W es una superálgebra de Lie semisimple.

Afirmación: Si W 6= 0, entonces g0⊕W es un ideal de g y Rad(g) = Z(g)
siendo Z(g) el centro de g. En efecto, observemos que [[W,W ]] 6= 0 porque
de lo contrario [[W,W ]]⊕W seŕıa un ideal soluble de g0⊕W . Aśı, ya que g0

es simple y [[W,W ]] 6= 0 tenemos que [[W,W ]] = g0. Luego, basta notar que

[[g0, Rad(g)]] = [[ [[W,W ]], Rad(g)]] ⊂ [[ [[W, Rad(g)]], W ]] = 0.

Aśı, g0 ⊕W es un ideal de g y Rad(g) ⊂ Z(g). Por lo tanto Rad(g) = Z(g).
De aqúı tenemos que g = g0 ⊕W ⊕ Rad(g) es la suma directa de los ideales
g0 ⊕W y Rad(g) donde g0 ⊕W es una superálgebra de Lie semisimple cuya
parte par es un álgebra de Lie simple y Rad(g) es un g0-módulo trivial que
tiene producto trivial.

Por otro lado, si W = 0, entonces g = g0 ⊕ Rad(g) es un producto
semidirecto de la subálgebra g0 y el g0-módulo Rad(g) el cual tiene producto
trivial.

45 Observación. Es importante notar que una superálgebra de Lie g = g0⊕g1

como en el primer caso del Teorema 44 y una del segundo caso g ' s⊕ h no
pueden ser isomorfas. En la primera, Γ = 0 y en la segunda Γ 6= 0. Ésta es
una diferencia determinante.
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46 Proposición. Sean g = g0 ⊕ g1 y g′ = g′0 ⊕ g′1 superálgebras de Lie tales
que Γ = Γ′ = 0. Entonces, las superálgebras de Lie g y g′ son isomorfas si,
y sólo si, g0 y g′0 son álgebras de Lie isomorfas y g1 y g′1 son g0-módulos
isomorfos.

Demostración. Sean T : g0 → g′0 un isomorfismo de álgebras de Lie y S :
g1 → g′1 un isomorfismo de g0-módulos. Entonces, ya que Γ = Γ′ = 0 tenemos
que

Γ′(u, v) = T−1Γ(S−1u, S−1v), u, v ∈ g′!.

Luego, del Lema 6 se sigue lo deseado.

47 Corolario. Dada una clase de isomorf́ıa de álgebras de Lie simples g0

y dada una clase de isomorf́ıa g1 de g0-módulos, existe, hasta isomorfismo,
una única estructura de superálgebra de Lie en g = g0⊕g1 y es tal que Γ = 0.

48 Proposición. Sean g = s⊕h y g′ = s′⊕h′ dos superálgebras de Lie tales
que Γ 6= 0 y Γ′ 6= 0 como en (2) del Teorema 44. Entonces, g ' g′ si, y sólo
si, s ' s′ y dim(h) = dim(h′).

Demostración. Sea Φ = T ⊕ S : g → g′ un isomorfismo de superálgebras de
Lie. Entonces, S(s1) y S(h) son submódulos de g′1. Luego, ya que h es un
módulo trivial, S(h) también lo es. Asi, S(h) = h′ y S(s1) = s′1. De aqúı
tenemos que Φ′ = T ⊕ S|s1 : s → s′ es un isomorfismo de superálgebras de
Lie y claramente dim(h) = dim(h′).

Por otra parte, sean Φ = T ⊕S ′ : s→ s′ un isomorfismo de superálgebras
de Lie y R : h → h′ una transformación lineal invertible. Dado que h y h′

son g0-módulos triviales tenemos que S = S ′ ⊕ R : s ⊕ h → s′ ⊕ h′ es un
isomorfismo de módulos y ya que Γ|h×s1 = 0, tenemos que

Γ′(u, v) = T (Γ(S−1u, S−1v)), u, v ∈ s′ ⊕ h′.

Luego, del Lema 6 se sigue el resultado.

49 Corolario. Dada una clase de isomorf́ıa de superálgebras de Lie semisim-
ples s siendo s0 6= s un álgebra de Lie simple, se tiene que, para cada
k ∈ N ∪ {0}, existe hasta isomorfismo una superálgebra de Lie g = s ⊕ h

donde h es un s0-módulo trivial con producto trivial y dim(h) = k.

28



2.3 Ejemplo: las superálgebras de Lie tales

que g0 = sl(V ) con dim(V ) ≥ 3

En esta sección V denota un espacio vectorial complejo de dimensión mayor o
igual a 3. Procediendo como en la sección anterior daremos la clasificación de
las superálgebras de Lie g = g0 ⊕ g1 con g0 = sl(V ) y haremos expĺıcitas las
clases de isomorf́ıa antes mencionadas en la sección anterior. Para clasificar
las superálgebras de Lie en las que g0 es un álgebra de Lie simple básicamente
seguimos el siguiente método:

1. Determinamos la estructura de los ideales minimales de g.

2. Usamos el Teorema 43 para encontrar las superálgebras de Lie semi-
simples g.

3. Usamos el hecho de que g0 es un álgebra de Lie simple para encontrar
un g0-módulo complementario a Rad(g) (De este paso obtuvimos el
Teorema 44).

4. Determinamos cuándo dos superálgebras de Lie aśı obtenidas, son iso-
morfas.

5. Contamos las clases de isomorf́ıa.

Seguiremos este método para encontrar expĺıcitamente las clases de isomorf́ıa
de las superálgebras de Lie g = sl(V )⊕ g1.

50 Lema. Sea g = sl(V ) ⊕ g1 una superálgebra de Lie semisimple e I su
ideal minimal. Entonces, I es isomorfo a una de las siguientes superálgebras
de Lie

I '


sl(V ),
P (V ),
Q(V ),

sl(V )⊗ ∧(C).

Demostración. Sea g = sl(V ) ⊕ g1 una superálgebra de Lie como en la
hipótesis. Entonces, si g es simple, de los resultados dados en [7] tenemos
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que g es isomorfa a una de las siguientes superálgebras de Lie:

sl(V ), si g1 = 0,
P (V ), si dim(g1) = dim(V )2,
Q(V ), si dim(g1) = dim(V )2 − 1.

Luego, del Corolario 41 se sigue inmediatamente el resultado.

Sea g = sl(V )⊕ g1 una superálgebra de Lie semisimple e I su ideal mini-
mal, entonces de la Observación 42 tenemos que I ⊂ g ⊂ Der(I) por lo que
usaremos el Teorema 43 para encontrar las superálgebras de Lie semisimples.
Antes hacemos referencia a un resultado acerca de las derivaciones de dichos
ideales minimales, ver [7].

51 Lema. Usando la notación de los Ejemplos 20, 21 y 31 se tiene que:

1. Der(P (V )) = Int(P (V ))⊕ 〈ε〉,

2. Der(Q(V )) = Int(Q(V ))⊕ 〈D〉,

3. Der(sl(V ) ⊗ Λ(C)) = Int(sl(V ) ⊗ Λ(C)) ⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉. Más aún,
Der(m ⊗ Λ(C)) = Int(m ⊗ Λ(C)) ⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉, para cualquier
álgebra de Lie simple m.

52 Proposición. Sea g = sl(V ) ⊕ g1 una superálgebra de Lie semisimple,
entonces g es isomorfa a una de las siguientes superálgebras de Lie.

g '


sl(V ),
P (V ),
Q(V ),

Q(V )⊕ 〈D〉,
sl(V )⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d1〉.

Demostración. Sea g = sl(V ) ⊕ g1 una superálgebra de Lie semisimple e I
su ideal minimal. Procedemos a analizar cada una de las posibilidades para
los ideales minimales dados en el Lema 50.

1. Caso I = sl(V ). Notemos que Der(sl(V )) = sl(V ). Entonces tenemos
que sl(V ) ⊂ g ⊂ Der(sl(V )) = sl(V ). Por lo tanto g = sl(V ).
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2. Caso I = P (V ). Del Lema 51 tenemos que

P (V ) ⊂ g ⊂ Der(P (V )) = P (V )⊕ 〈ε〉.

Luego, ya que ε es una derivación par, tenemos que g = P (V ).

3. Caso I = Q(V ). Del Lema 51 tenemos que

Q(V ) ⊂ g ⊂ Der(Q(V )) = Q(V )⊕ 〈D〉.

Dado que D es una derivación impar, g = Q(V ) ó g = Q(V )⊕ 〈D〉.

4. Caso I = sl(V )⊗ Λ(C). Del Lema 51 tenemos que

sl(V )⊗ Λ(C) ⊂ g ⊂ sl(V )⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉.

Notemos que Λ(C) es id⊗d1−simple. Luego, por el Teorema 43 tene-
mos que g = sl(V )⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d1〉.

Luego, como Corolario del Teorema 44 y de la Proposición 52 tenemos el
siguiente resultado.

53 Teorema. Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión al menos
tres y sea g = g0 ⊕ g1 una superálgebra de Lie con g0 = sl(V ) y g1 un
sl(V )-módulo de dimensión finita. Entonces, se cumple una de las siguientes
afirmaciones.

1. g = sl(V )⊕ g1 es un producto semidirecto de sl(V ) y del sl(V )-módulo
g1 el cual tiene producto trivial.

2. g ' s ⊕ h es suma directa de dos ideales, h es un sl(V )-módulo tri-
vial con producto trivial y s una de los siguientes superálgebras de Lie
semisimples:

s =


P (V ),
Q(V ),

Q(V )⊕ 〈D〉,
sl(V )⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d1〉.
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Finalmente, de las Proposiciones 46 y 48 obtenemos los siguientes resul-
tados.

54 Corolario. Para cada clase de isomorfia g1 de sl(V )-módulos existe,
hasta isomorfismo, una única estructura de superálgebra de Lie en sl(V )⊕g1

y es tal que Γ = 0.

55 Corolario. Para cada k ∈ N ∪ {0} existe, hasta isomorfismo, una su-
perálgebra de Lie s⊕h donde h es un sl(V )-módulo trivial con producto trivial
y dim(h) = k y s una de las siguientes superálgebras de Lie:

s =


P (V ),
Q(V ),

Q(V )⊕ 〈D〉,
sl(V )⊗ ∧(1)⊕ 〈id⊗d1〉.
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Caṕıtulo 3

Superálgebras de Lie
g = m⊕ C⊕ g1 tales que m es un
álgebra de Lie simple

En este caṕıtulo estudiaremos las superálgebras de Lie g = g0⊕g1 donde g0 =
m⊕C es un álgebra de Lie reductiva con m simple y g1 un m⊕C-módulo de
dimensión finita. Dado que m⊕C no es un álgebra de Lie simple, no es posible
aplicar directamente el método usado en el caṕıtulo anterior. Sin embargo,
el hecho de que los únicos ideales no triviales de m⊕C sean m y C hace que
podamos proceder de manera semejante. Observemos también que Rad(g)0

es un ideal soluble de m⊕ C. Entonces, Rad(g)0 = 0 ó Rad(g)0 = C. Por lo
que estudiamos de forma independiente cada una de estas posibilidades.

3.1 Superálgebras de Lie semisimples

De los resultados dados en [7] tenemos que si g = m ⊕ C ⊕ g1 es simple,
entonces es clásica; es decir, la acción de m ⊕ C en g1 es completamente
reducible y además se tiene el siguiente resultado.

56 Proposición. Sea g = m⊕ C⊕ g1 una superálgebra de Lie simple. En-
tonces,

1. g1 = U ⊕ U∗ es suma de dos módulos contragredientes, irreducibles y
tales que [[U,U∗]] = m⊕ C.

2. Der(m⊕ C⊕ g1) = Int(m⊕ C⊕ g1).
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Más aún, g ' sl(V |C) ó g ' C(V ) con dim(V ) ≥ 2.

57 Observación. En g1 = U ⊕ U∗ el hecho relevante para nosotros será que
U –y por lo tanto U∗– es irreducible.

58 Lema. Sea g = m ⊕ C ⊕ g1 una superálgebra de Lie semisimple y sea
I ⊂ g un ideal minimal. Entonces, I es único e I ' a ⊗ Λ(U) con a una
superálgebra de Lie simple tal que a0 ' m y U = 0, ó a ' m y U = C, ó bien
a0 ' m⊕ C y U = 0.

Demostración. Sea I ⊂ g un ideal minimal. Entonces, ya que I0 es un ideal
de m⊕C, I0 = C ó I0 = m, ó bien I0 = m⊕C. De la Proposición 40 tenemos
que I ' a ⊗ Λ(U) donde a es una superálgebra de Lie simple y U es un
espacio vectorial de dimensión finita.

1. Si I0 = C, entonces C ' a0⊗Λ(U)0⊕a1⊗Λ(U)1. De aqúı se sigue que
U = 0 y a0 ' C, lo cual no es posible pues no hay superálgebras de Lie
simples cuya parte par tenga dimensión uno.

2. Si I0 = m, entonces procedemos como en el Lema 41 para concluir que
a0 ' m y U = 0 ó a = m y U = C.

3. Si I0 = m⊕C, entonces m⊕C ' a0⊗C⊕ a0⊗N ⊕ a1⊗Λ(U)1 siendo
Λ(U) = C ⊕ N ⊕ Λ(U)1 como en el Corolario 41. Si U = 0, entonces
a ' I. De aqúı, a0 ' m ⊕ C. Finalmente, para U 6= 0 se sigue que
a0 ⊗ N ⊕ a1 ⊗ Λ(U)1 es un ideal nilpotente de m ⊕ C. Por lo tanto,
a0⊗N⊕a1⊗Λ(U)1 ' C. Aśı, dim(U) = 1 ó dim(U) = 2 y dim(a1) = 1
ó dim(a0) = 1 respectivamente, lo cual no es posible en ambos casos.

Sean I y J ideales minimales de g, entonces de lo anterior tenemos que
I ∩ J 6= 0. Luego, por la Observación 36 tenemos que I = J , lo que muestra
lo deseado,

59 Observación. Análogo a la Observación 42 tenemos que si g = m⊕C⊕g1

es una superálgebra de Lie semisimple e I es su ideal minimal, entonces
I ⊂ g ⊂ Der(I). En efecto, basta verificar que el morfismo φ : g → Der(I)
es inyectivo para el caso I0 ' m ⊕ C. En tal caso, notemos que ker(φ)0 ⊂
Z(m ⊕ C) = C. Por lo tanto, ker(φ) es un ideal soluble de g. De aqúı se
sigue que ker(φ) = 0.
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60 Proposición. Sea g = m ⊕ C ⊕ g1 una superálgebra de Lie semisimple.
Entonces, g es isomorfa a una de las siguientes superálgebras

g '


P (V )⊕ 〈ε〉,

m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉,
sl(V |C),
C(V ).

Demostración. Sea I el ideal minimal de g. Usemos el Teorema 43 para cada
uno de los casos dados en el Lema 58.

1. Caso I = a con a simple y a0 = m. Notemos que si g ⊂ Der(a),
entonces Der(a)0 6= m. Aśı, de los resultados dados en [7] tenemos que
la única posilidad es a = P (V ). Luego, P (V ) ⊂ g ⊂ Der(P (V )) =
P (V )⊕ 〈ε〉. De aqúı, g ' P (V )⊕ 〈ε〉.

2. Caso I = m⊗ Λ(C). Del Lema 51 tenemos que

m⊗ Λ(C) ⊂ g ⊂ Der(m⊗ Λ(C)) = m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉.

Observemos que id⊗d0(〈e〉) = 〈e〉, por lo que Λ(C) no es 〈id⊗d0〉-
simple. Luego, por el Teorema 43, g ' m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊕d0, id⊕d1〉.

3. Caso I = sl(V |C) ó I = C(V ). De la Proposición 56 tenemos que
Der(sl(V |C)) = Int(sl(V |C)). Luego, g ' sl(V |C). Análogamente
para I = C(V ), g ' C(V ).

3.2 Superálgebras de Lie g = m ⊕ C ⊕ g1 con

Rad(g)0 = 0

Sea g = m ⊕ C ⊕ g1 una superálgebra de Lie con estructura ([·, ·]m⊕C, ρ,Γ)
y tal que Rad(g)0 = 0, entonces Rad(g) ⊂ g1 es un m ⊕ C-módulo. Sea
g̃ = g/Rad(g), entonces g̃ es una superálgebra de Lie semisimple con g̃0 '
m ⊕ C y denotamos por ([·, ·]m⊕C, ρ̃, Γ̃) su estructura inducida. Sea W un
m-módulo complementario a Rad(g), entonces g1 = W ⊕ Rad(g) como m-
módulos y g̃ ' m⊕C⊕W pero sólo como espacios vectoriales ya que W no
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necesariamente es invariante bajo la acción de C. Luego, podemos escribir
la estructura en g mediante la estructura de g̃ y la de Rad(g) como sigue:

[·, ·] = [·, ·]m⊕C,

ρ(A) = ρ̃(A)⊕ ρR(A), donde ρR(A) = ρ(A)|Rad(g), A ∈ m.
ρ(1) = ρ̃(1) + f + ρR(1), con f : W → Rad(g) una transforma-

ción lineal y ρR(1) = ρ(1)|Rad(g).

Γ|W×W = Γ̃,
Γ|W×Rad(g) = 0,

Γ|Rad(g)×Rad(g) = 0.

61 Observación. Notemos que el m-módulo W es un m⊕C-módulo si, y sólo
si, f = 0.

Aśı, estudiemos cada una de las posibilidades para g̃ dadas en la Pro-
posición 60, para determinar las propiedades de la transformación lineal f .
Para ello, veamos una propiedad importante que satisface el radical de las
superálgebras g = m⊕ C⊕ g1.

62 Lema. Sea g = m⊕C⊕ g1 una superálgebra de Lie tal que Rad(g)0 = 0,
entonces Rad(g) es un m-módulo trivial.

Demostración. Consideremos la descomposición g = m ⊕ C ⊕W ⊕ Rad(g)
dada anteriormente. Notemos que [[W,W ]] es un ideal de m⊕h y [[W,W ]] 6= 0,
de lo contrario [[W,W ]]⊕W seŕıa un ideal soluble de g̃. Luego, [[W,W ]] = m

ó [[W,W ]] = m⊕ C y de la identidad de Jacobi tenemos que:

[[m,Rad(g)]] ⊂ [[[[W,W ]],Rad(g)]] ⊂ [[[[Rad(g),W, ]],W ]] = 0.

Esto muestra que Rad(g) es un m-módulo trivial. Más aún, si [[W,W ]] =
m⊕ C, entonces Rad(g) es un m⊕ C-módulo trivial.

63 Observación. En el caso particular en que g̃ sea simple, entonces Rad(g)
es un m⊕ C-módulo trivial.

64 Lema. Sean g y f : W → Rad(g) como antes.

Si g̃ '


sl(V |C),
C(V ),

P (V )⊕ 〈ε〉,
entonces f = 0.

Si g̃ ' m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉, entonces f |m⊗Ce = 0 y
f |〈id⊗d1〉 es arbitraria.
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Demostración. De la identidad de Jacobi evaluada en 1 ∈ C, un elemento de
m y uno de W , tenemos las siguientes consecuencias según la superálgebra
g̃.

1. Si g̃ = m⊕C⊕W es simple, entonces de la Proposición 56 tenemos que
m⊕C⊕W = m⊕C⊕U⊕U∗, donde U y U∗ son m⊕C-módulos contra-
grediantes, irreducibles y [[U,U∗]] = m ⊕ C. Observemos que ρ̃(m)U y
ρ̃(m)U∗ son m⊕C-invariantes. En efecto, ya que C = Z(m⊕C) basta
notar que (ρ̃(1) ◦ ρ̃(m))u = (ρ̃(m) ◦ ρ̃(1))u ∈ ρ̃(m)U , m ∈ m. Luego,
ya que U es irreducible tenemos que ρ̃(m)U = U . Análogamente,
ρ̃(m)U∗ = U∗. Aśı, de la identidad de Jacobi tenemos que f(ρ̃(A)u) = 0
y f(ρ̃(A)φ) = 0, A ∈ m, u ∈ U y φ ∈ U∗. De aqúı se sigue que f = 0
para g = sl(V |C) y g = C(V ).

2. Si g̃ = P (V )⊕〈ε〉, entonces f(ρ̃(A)B) = 0 y f(ρ̃(A)C) = 0, A ∈ sl(V ),
B ∈ Sym(V ) y C ∈ Skw(V ). Luego, ya que P (V ) es simple tenemos
que ρ̃(sl(V )) Sym(V ) = Sym(V ) y ρ̃(sl(V )) Skw(V ) = Skw(V ). De
aqúı se sigue que f = 0.

3. Si g̃ = m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉, entonces f(ρ̃(A)Be) = 0, A ∈ m y
Be ∈ m⊗Ce. De aqúı se sigue que f |m⊗Ce = 0, y ya que la identidad de
Jacobi no impone condiciones para f |〈id⊗d1〉, tenemos que ésta es una
función lineal arbitraria.

Los resultados dados en los Lemas 62 y 64 los concentramos en la siguiente
proposición.

65 Proposición. Sea g = m ⊕ C ⊕ g1 una superálgebra de Lie tal que
Rad(g)0 = 0, entonces g es isomorfa a una de las siguientes superálgebras:

g '


sl(V |C)⊕ a,
C(V )⊕ a,

P (V )⊕ 〈ε〉 ⊕ a(g),
m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(g),

m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(f, g),

donde
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1. sl(V |C) ⊕ a es una suma directa de ideales; sl(V |C) es simple y a es
un gl(V )-módulo trivial con producto trivial.

2. C(V ) ⊕ a es una suma directa de ideales; C(V ) es simple y a es un
sp(V )⊕ C-módulo trivial con producto trivial.

3. P (V )⊕ 〈ε〉 ⊕ a(g) es un producto semidirecto de la superálgebra de Lie
semisimple P (V )⊕ 〈ε〉 y del ideal a(g) que es un sl(V )-módulo trivial.
La acción de ε en a(g) está dada mediante la transformación lineal
g : a(g)→ a(g).

4. m ⊗ Λ(C) ⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(g) es un producto semidirecto de la
superálgebra de Lie semisimple m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 y del ideal
a(g) que es un m-módulo trivial. La acción de id⊗d0 en a(g) está dada
mediante la transformación lineal g : a(g)→ a(g).

5. m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(f, g) tiene las siguientes propiedades:

(a) m ⊗ Λ(C) ⊕ 〈id⊗d0〉 es una subálgebra no semisimple con ideal
soluble 0⊕m⊗ Ce.

(b) 〈id⊗d1〉 ⊕ a(g) es un m-módulo trivial con producto trivial. La
acción de id⊗d0 en 〈id⊗d1〉 ⊕ a(g) está dada mediante las trans-
formaciones lineales 0 6= f : 〈id⊗d1〉 → a(f, g) y g : a(f, g) →
a(f, g) como sigue:

ρ(id⊗d0)(id⊗d1 + r) = − id⊗d1 + f(id⊗d1) + g(r),

con r ∈ a(f, g).

(c) a(f, g) es un ideal con producto trivial.

66 Proposición. Sean g = s⊕ a(g) y g′ = s′⊕ a′(g′) productos semidirectos
de las superálgebras semisimples s y s′ con s0 ' s′0 ' m ⊕ C y los m ⊕ C-
módulos a(g) y a′(g′) los cuales son m-módulos triviales y actuar con 1 ∈ C
en a(g) y a′(g′) está dado por las transformaciones lineales g : a(g) → a(g)
y g′ : a′(g′) → a′(g′) respectivamente. Entonces, g y g′ son isomorfas si, y
sólo si, las superálgebras de Lie s y s′ lo son y si existe una transformación
lineal S : a(g)→ a′(g′) tal que g′ = S−1 ◦ g ◦ S.
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Demostración. Sea Φ = T ⊕ S̃ : g → g′ un isomorfsmo de superálgebras de
Lie. La prueba es enteramente análoga a la Proposición 48, basta notar que
S̃|a(g) : a(g)→ a′(g′) es un isomorfismo de módulos. Aśı, para todo r ∈ a(g)

S̃|a(g)(ρ(1)(r)) = S̃|a(g)(g(r)) = ρ′(T (1))(S̃|a(g)(r)) = αg′(S̃|a(g)(r))

siendo α ∈ C\{0}. De aqúı se sigue lo deseado.

67 Observación. Notemos que en particular si g̃ es simple, entonces g = 0.

68 Corolario. Para cada k ∈ N ∪ {0} existe, hasta isomorfismo, una única
superálgebra de Lie sl(V |C)⊕ a tal que dim(a) = k.

69 Corolario. Para cada k ∈ N ∪ {0} existe, hasta isomorfismo, una su-
perálgebra de Lie C(V )⊕ a tal que dim(a) = k.

70 Corolario. Sea [a] una clase de equivalencia de gl(V )-módulos con re-
presentante a y tal que a es un sl(V )-módulo trivial. Para cada clase de
conjugación g ∈ End(a) existe, hasta isomorfismo, una superálgebra de Lie
P (V )⊕ 〈ε〉 ⊕ a(g).

71 Corolario. Sea [a] una clase de equivalencia de m⊕C-módulos con repre-
sentante a y tal que a es un m-módulo trivial. Para cada clase de conjugación
g ∈ End(a) existe, hasta isomorfismo, una superálgebra de Lie m ⊗ Λ(C) ⊕
〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(g).

72 Proposición. Las superálgebras m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(f, g) y
m⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a′(f ′, g′) son isomorfas si, y sólo si, existen:

1. Una transformación lineal invertible S : a(f, g)→ a′(f ′, g′),

2. β ∈ C\{0},

3. γ ∈ a′(f ′, g′)\{0},

tales que
g′ = S ◦ g ◦ S−1,

f ′(id⊗d1) = β−1(S ◦ f(id⊗d1)− (g′ + id)γ).
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Demostración. La prueba es análoga a las anteriores, sólo hay que observar
que 〈id⊗d1〉 no es un m⊕ C-submódulo pero 〈id⊗d0〉 ⊕ a(f, g) śı lo es:

Sea S̃ : 〈id⊗d0〉⊕ a(f, g)→ 〈id⊗d0〉⊕ a′(f ′, g′) un isomofismo de m⊕C-
módulos. Dado que a(f, g) es un submódulo de 〈id⊗d0〉 ⊕ a(f, g) tenemos

que S̃(a(f, g)) también lo es. Entonces, S̃|a(f,g) : a(f, g) → a′(f ′, g′) es un
isomorfismo de m ⊕ C-módulos. Análogo al caso anterior, ya que a(f, g)
es un m-módulo trivia, esta condición es equivalente a la existencia de una
transformación lineal invertible S : a(f, g) → a′(f ′, g′) tal que g′ = S ◦ g ◦
S−1. Por otro lado, ya que 〈id⊗d1〉 no es un m⊕ h-submódulo tenemos que

S̃(id⊗d1) = β id⊗d1 + γ con β ∈ C\{0} y γ ∈ a′(f ′, g′)\{0}. Luego de la
condición

S̃[[id⊗d0, id⊗d1]] = [[id⊕d0, S̃(id⊗d1)]],

tenemos que f ′(id⊗d1) = β−1(S ◦ f(id⊗d1)− (g′ + id)γ).

3.3 Ejemplo: las superálgebras gl(V )⊕ g1 con

Rad(g)0 = 0

En esta sección, al igual que en la Sección 2.3, V denota un espacio vectorial
complejo de dimensión mayor o igual a tres y haremos expĺıcitos los resultados
dados en la sección anterior sobre las superálgebras g = m ⊕ C + g1 con
Rad(g)0 = 0. En este caso, m = sl(V ) y encontraremos las clases de isomorf́ıa
de dichas superálgebras.

73 Proposición. Sea g = gl(V )⊕g1 una superálgebra de Lie tal que Rad(g)0 =
0, entonces g es isomorfa a una de las siguientes superálgebras:

g '


sl(V |C)⊕ a,

P (V )⊕ 〈ε〉 ⊕ a(g),
sl(V )⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(g),

sl(V )⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(f, g).

donde

1. sl(V |C) ⊕ a es una suma directa de ideales; sl(V |C) es simple y a es
un gl(V )-módulo trivial con producto trivial.

2. P (V )⊕ 〈ε〉 ⊕ a(g) es un producto semidirecto de la superálgebra de Lie
semisimple P (V ) ⊕ 〈ε〉 y el ideal a(g) que es un sl(V )-módulo trivial.
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La acción de ε en a(g) está dada mediante la transformación lineal
g : a(g)→ a(g).

3. sl(V ) ⊗ Λ(C) ⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(g) es un producto semidirecto de
la superálgebra de Lie semisimple sl(V )⊗ Λ(C)⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 y el
ideal a(g) el cual es un sl(V ))-módulo trivial y operar con id⊗d0 en
a(g) está dado mediante la transformación lineal g : a(g)→ a(g).

4. sl(V )⊗Λ(C)⊕〈id⊗d0, id⊗d1〉⊕a(f, g) tiene las siguientes propiedades:

(a) sl(V )⊗Λ(C)⊕〈id⊗d0〉 es una subálgebra no semisimple con ideal
soluble 0⊕ sl(V )⊗ Ce.

(b) 〈id⊗d1〉⊕a(g) es un sl(V )-submódulo trivial con producto trivial y
operar con id⊗d0 en 〈id⊗d1〉⊕a(g) está dado mediante las trans-
formaciones lineales 0 6= f : 〈id⊗d1〉 → a(f, g) y g : a(f, g) →
a(f, g) como sigue:

ρ(id⊗d0)(id⊗d1 + r) = − id⊗d1 + f(id⊗d1) + g(r),

con r ∈ a(f, g).

(c) a(f, g) es un ideal con producto trivial.

Resta encontrar expĺıcitamente las clases de isomorf́ıa de las superálgebras
sl(V ) ⊗ Λ(C) ⊕ 〈id⊗d0, id⊗d1〉 ⊕ a(f, g). De la Proposición 72 vemos que
el problema a resolver es el siguiente: sean u = f(id⊗d1) y v = f ′(id⊗d1).
Fijemos un representante g de la clase de conjugación de g′, digamos g es una
forma canónica de Jordan. Escribimos, (u, g) ∼ (v, g) si, y sólo si, existen
un elemento S del grupo de isotroṕıa de g, β ∈ C\{0} y γ ∈ Cm\{0} tal que
v = β−1(S(u)− (g + id)(γ)).

Notemos que ∼ es una relación de equivalencia. De hecho, las clases de
equivalencia corresponden exactamente a las clases de isomorf́ıa de dichas
superálgebras. Aśı, el problema queda reducido a encontrar las clases de
equivalencia.

74 Teorema. Sea [a] una clase de equivalencia de gl(V )-módulos y g un
representante canónico de una clase de conjugación en End(a) tal que g tiene
k bloques de Jordan de tamaños m1, · · · ,mk y valores propios λ1, · · · , λk. Sea
p = mı́n{j |λp = −1} y B = {mp+i | mp+i = mp+i+1, i = 0, . . . , k − p− 1}.
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1. Si todos los valores propios de g son diferentes de −1, entonces existe,
hasta isomorfismo, una estructura de superálgebra de Lie en sln⊗Λ(1)⊕
id⊗〈d0, id1⊗d1〉 ⊕ a(f, g).

2. Si g tiene algún valor propio igual a −1, entonces existen, hasta iso-
morfismo, k − p+ 2−#B estructuras de superálgebra de Lie distintas
en sln ⊗ Λ(1)⊕ 〈id⊗d0, id1⊗d1〉 ⊕ a(f, g).

La demostraćıon ha sido incluida en las Apéndices A y B.

3.4 Superálgebras de Lie g = m ⊕ C ⊕ g1 con

Rad(g)0 = C
Sea g = m ⊕ C ⊕ g1 una superálgebra de Lie como antes con estructura
dada por ([·, ·]m⊕C, ρ,Γ). Supongamos también que Rad(g)0 = C, entonces
Rad(g) = C⊕ U donde U ⊂ g1 es un m⊕ C-módulo y sea ([·, ·]C, ρR,ΓR) su
estructura inducida.

Sea g̃ = g/Rad(g), entonces g̃ es una superálgebra de Lie semisimple

con g̃0 ' m y denotamos por ([·, ·]m, ρ̃, Γ̃) su estructura inducida. Sea W un
m-módulo complementario a U , entonces g1 = W ⊕ U y g̃ ' m ⊕W como
espacios vectoriales. Notemos que f = ρ(1)|W : W → U . Entonces, W es un
m⊕ C-módulo si, y sólo si, f = 0. Luego, podemos escribir la estructura en
g en términos de las estructuras de g̃ y Rad(g) como sigue:

[·, ·] = [·, ·]m⊕C,

ρ(A) = ρ̃(A)⊕ ρR(A), con ρR(A) = ρ(A)|U , A ∈ m;
ρ(1)(w + u) = f(w) + ρR(1)(u), w ∈ W,u ∈ U ;

Γ|W×W = Γ̃ + B|W×W
Γ|W×U = B|W×U ,
Γ|U×U = B|U×U , .

siendo B : W ⊕ U × W ⊕ U → C una forma bilineal simétrica y Γ|R =
B|U×U . Aśı, en adelante usaremos ([·, ·], ρ,Γ, f,B) para denotar la estructura
de una superálgebra de Lie g con transformación lineal f y forma bilineal B
asociadas.
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75 Proposición. Sea g = m ⊕ C ⊕ g1 una superálgebra de Lie como antes
y consideremos la descomposición g ' g̃ ⊕ C ⊕ U ' m ⊕ C ⊕W ⊕ U con
estructura ([·, ·], ρ,Γ, f,B). Entonces,

1. B es ρ-invariante.

2. Si f 6= 0, entonces B|W×W = 0.

3. Si ρR(1) 6= 0, entonces U ⊂ Rad(B) = {u ∈ g1|B(u, v) = 0, v ∈ g1}.

4. Si ρR(1) 6= 0 o bien ρR(1) = 0 y f = 0, entonces para todo A ∈ m,
ρR(A) = λAρR(1) con λA ∈ C.

5. Rad(g) tiene grado de solubilidad a lo más dos.

Demostración. Sea g como en la hipótesis.

1. Como consecuencia inmediata de la identidad de Jacobi tenemos que
B es ρ-invariante; es decir,

B(ρ(A)u, v) + B(u, ρ(A)v) = 0, A ∈ m⊕ C, u, v ∈ W ⊕ U.

2. De la identidad de Jacobi tenemos que B(w,w)f(w) = 0, w ∈ W .
Luego, si w /∈ ker(f), entonces B(w,w) = 0 y de la identidad de Jacobi
se sigue que

B(w,w)f(v) + 2B(v, w)f(w) = 0, v, w ∈ W.

Aśı, B(v, w) = 0 para todo w /∈ ker(f) y v ∈ W . Más aún, observemos
que existe una base {wi} de W tal que {wi} ⊂ W \ker(f). Por lo tanto,
B|W×W = 0.

3. Sea u ∈ U . Procediendo como en el caso anterior tenemos que si
u /∈ ker(ρR(1)), entonces B(u, u) = 0. Luego, B(u, v) = 0 para todos
u ∈ U \ ker(ρR(1)) y v ∈ W ⊕ U . Luego, si ρR(1) 6= 0 existe una base
{ui} de U tal que {ui} ⊂ U \ ker(ρR(1)). Aśı, U ∈ Rad(B).

4. Ya que g̃ es semisimple y g̃0 ' m tenemos que Γ̃(W,W ) = m (ver
demostración del Teorema 44). Luego, usando la identidad de Jacobi
para v, w ∈ W y u ∈ U obtenemos lo siguiente:

ρR(Γ̃(v, w))u+ B(v, w)ρR(1)u+ B(w, u)f(v) + B(v, u)f(w) = 0.
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Si ρR(1) 6= 0, entonces usando la propieded (3) tenemos que

ρR(Γ̃(v, w)) = −B(v, w)ρR(1),

para todos v, w ∈ W . Aśı, ya que m = Γ̃(W,W ), dado A ∈ m, A =∑
ij αijΓ̃(vi, wj) tenemos que

ρR(A) =
∑
ij

αijB(vi, wj)ρR(1) = λAρR(1).

Análogamente, si ρR(1) = 0 y f = 0, tenemos que ρR(A) = 0, A ∈ m.
Por lo tanto, U es un m⊕ C-módulo trivial.

5. Notemos que

[[Rad(g),Rad(g)]]0 := Rad(g)
(1)
0 = Span{ΓR(u, v)|u, v ∈ U},

[[Rad(g),Rad(g)]]1 := Rad(g)
(1)
1 = Im(ρR(1)).

Aśı, basta probar que [[Rad(g)
(1)
0 ,Rad(g)

(1)
1 ]] = 0. Si ρR(1) = 0 in-

mediatamente tenemos que Rad(g)(2) = 0. En caso contrario sean
u, v, w ∈ U tales que ρR(1)(u) 6= 0. Luego, usando la identidad de
Jacobi y notando que U ⊂ Rad(B), tenemos que

]]ΓR(v, w), ρR(1)(u)]] = −[[[[w, ρR(1)(u)]], v]]− [[[[ρR(1)(u), v]], w]] = 0.

Lo que muestra que [[Rad(g)
(1)
0 ,Rad(g)

(1)
1 ]] = 0.

76 Observación. Sea g ' g̃⊕C⊕U ' m⊕C⊕W ⊕U . Notemos que g̃ es una
subálgebra de g si, y sólo si, W es un m ⊕ C-módulo y B|W×W = 0, siendo
B su forma bilineal asociada.

77 Proposición. Sean g = g̃⊕C⊕U ' m⊕C⊕W ⊕U y g′ = g̃′⊕C⊕U ′ '
m′⊕C⊕W ′⊕U ′ superálgebras de Lie con estructuras ([[·, ·]]m⊕C, ρ,Γ, f,B) y
([[·, ·]]m′⊕C, ρ

′,Γ′, f ′,B′), respectivamente. Entonces g y g′ son isomorfas si, y
sólo si, existen

1. Un isomorfismo de superálgebras de Lie T̃ ⊕ S11 : g̃→ g̃′.
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2. Un isomorfismo de superálgebras de Lie t⊕ S22 : C⊕ U → C⊕ U ′.

3. Una transformación lineal S21 : W → U ′,

tales que

(a) f ′ = t−1(S22 ◦ f + tρ′R(1) ◦ S21) ◦ S−1
11 .

(b) B′(S11(w1), S11(w2)) + B′(S11(w1), S21(w2)) + B′(S11(w2), S21(w1)) +
B′(S21(w1), S21(w2)) = tB(w1, w2), para todos w1, w2 ∈ W .

(c) B′(S11(w), S22(u)) + B′(S21(w), S22(u)) = tB(w, u), para todos w ∈ W
y u ∈ U .

Demostración. Sea Φ = T ⊕ S : g → g′ un isomorfismo de superálgebras de
Lie. Entonces. T = T̃ ⊕ t donde T̃ : m → m′ es un isomorfismo de álgebras
de Lie con t ∈ C\{0} y S : W ⊕U → W ′⊕U ′ es un isomorfismo de módulos.
Dado que Φ(Rad(g)) = Rad(g′) tenemos que S22 = S|U : U → U ′ es un
isomorfismo de módulos. Aśı, t⊕S22 : C⊕U → C⊕U ′ es un isomorfismo de
superálgebras de Lie. Por otro lado, S|W : W → W ′⊕U ′, entonces podemos
escribir S|W = S11 + S21 donde S11 : W → W ′ y S21 : W → U ′. Notemos

que S11 es invertible y T̃ ⊕ S11 : g̃ → g̃′ es un isomorfismo de superálgebras
de Lie. Además, para que W ⊕ U y W ′ ⊕ U ′ sean m⊕ C-módulos isomorfos
debe cumplirse que

S([[1, w]]) = [[T (1), S(w)]], w ∈ W.

De aqúı se sigue que f ′ = t−1(S22 ◦ f + tρ′R(1) ◦ S21) ◦ S−1
11 . Finalmente, de

las condiciones
Γ′(S(w1), S(w2)) = T (Γ(w1, w2)),

y
Γ′(S(w1), S(u)) = T (Γ(w1, u)),

para todos w1, w2 ∈ W y u ∈ U se obtienen (b) y (c) respectivamente.
Por otro lado, si suponemos ciertas las hipótesis las superálgebras son

isomorfas por construcción.

Dado que los submódulos una superálgebra de Lie se preservan bajo iso-
morfismos, usando la Proposición 75 y la Proposición 77 tenemos el siguiente
Corolario.
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78 Corolario. Sean g y g′ como en la Proposición 77. Si W es un m⊕ C-
módulo, entonces g y g′ son isomorfas si, y sólo si, existen

1. Un isomorfismo de superálgebras de Lie T̃ ⊕ S11 : g̃→ g̃′.

2. Un isomorfismo de superálgebras de Lie t⊕ S22 : C⊕ U → C⊕ U ′,

tales que

B′(·, ·) = tB(S−1
11 (·), S−1

11 (·)),

y
B′(·, ·) = tB(S−1

11 (·), S−1
22 (·)).

79 Corolario. Sean g y g′ como en la Proposición 77. Si W no es un
m⊕ C-módulo, entonces g y g′ son isomorfas si, y sólo si, existen

1. Un isomorfismo de superálgebras de Lie T̃ ⊕ S11 : g̃→ g̃′.

2. Un isomorfismo de superálgebras de Lie t⊕ S22 : C⊕ U → C⊕ U ′.

3. Una transformación lineal 0 6= S21 : W → U ′,

tales que
f ′ = t−1(S22 ◦ f + ρ′R(1) ◦ S21) ◦ S−1

11 ,

y
B′(·, ·) = tB(S−1

11 (·), S−1
22 (·)).
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Apéndice A

El grupo de isotroṕıa de una
forma canónica

Sea g : Cm → Cm una transformación lineal. Entonces, por el Teorema de
Jordan, existe una base de Cm en la cual la forma canónica de g consiste en
bloques de Jordan ordenados de la siguiente manera:

(a) Los primeros bloques, ordenados por tamaños de mayor a menor, co-
rresponden a bloques de Jordan con valores propios distintos de −1.

(b) Los bloques correspondientes al valor propio −1 están ordenados por
tamaños de mayor a menor.

Aśı, en adelante supondremos que g está descrita de esta manera.

80 Notación. Fijemos la siguiente notación:

1. {ei}mi=1 denota la base canónica de Cm,

2. Gg = {S ∈ GLm(C)| gS = Sg}, el grupo de isotroṕıa de g,

3. Ag = {S ∈ Matm(C)| gS = Sg}, el álgebra de matrices que conmutan
con g.

81 Lema. Sea g : Cm → Cm una transformación lineal cuya forma canónica
es un bloque de Jordan con valor propio λ, entonces

Gg = {S ∈ GLm(C)|S =


S11 S12 . . . S1m

0 S11
. . .

...
...

. . . . . . S12

0 . . . 0 S11

 , S1 1 6= 0}.
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Demostración. Sea S ∈ GLm(C). Notemos que

(Sg)ij =
m∑
k=1

Sikgkj = λSij + Sij−1

y

(gS)ij =
m∑
k=1

gikSkj = λSij + Si+1j.

Entonces, Sg = gS si, y sólo si,

Sij = Si+1j+1 y Si+11 = Smj = 0,

i, j = 1, . . . ,m−1. Luego, de estas condiciones se sigue que Sij = 0, j < i =
2, . . . ,m. Notemos también que la diagonal de profundidad k, {S1k, S2k+1, . . . ,
Sm−k+1m}, cumple que S1k = S2k+1 = · · · = Sm−k+1m, k = 1, . . . ,m; obte-
niendo lo deseado. De esta manera, la condición de que S sea invertible se
reduce a tener S11 6= 0.

82 Lema. Sea g : Cm → Cm una transformación lineal cuya forma canónica
está formada por k bloques de Jordan J1, . . . , Jk de tamaños m1, . . . ,mk y
con valores propios λ1, . . . , λk respectivamente. Sea S ∈ Gg, entonces S está
formada por bloques Spq ∈ Matmp×mq(C) como

S =

S
11 . . . S1k

...
...

Sk1 . . . Skk


y tales que:

1. Spp ∈ AJp , p = 1, . . . , k.

2. Si λp 6= λq, entonces Spq = 0 y Sqp = 0, p < q = 1, . . . , k.

3. Si λp = λq, entonces

(a) Spq =

(
Xpq

0

)
con Xpq ∈ AJq y 0 ∈ Mat(m1−m2)×m2(C).

(b) Sqp =
(
0 Y qp

)
con Y qp ∈ AJq y 0 ∈ Matm2×(m1−m2)(C).
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Demostración. Sea S ∈ GLm(C). Notemos que

Sg =

S
11J1 . . . S1kJk
...

...
Sk1J1 . . . SkkJk

 y gS =

J1S
11 . . . J1S

1k

...
...

JkS
k1 . . . JkS

kk

 .

Entonces, Sg = gS si, y sólo si,

SpqJq = JpS
pq, p, q = 1, . . . , k. (A.1)

Sean p, q ∈ {1, . . . , k}. Si p = q, entonces de la ecuación anterior tenemos
que Spp ∈ AJp , p = 1, . . . , k. Supongamos que p < q, entonces mp ≥ mq. Si
λp = λq de (A.1) tenemos que:

1. Spqij = Spqi+1j+1, i = 1, . . . ,mp − 1, j = 1, . . . ,mq − 1;

2. Spqmpj
= Spqi+11 = 0, i = 1, . . . ,mp − 1, j = 1, . . . ,mq − 1.

Luego, de estas dos condiciones tenemos que:

0 = Spq21 = Spq32 = . . . = Spqmq+1q ,

0 = Spq31 = Spq42 = . . . = Spqmq+2q ,

...

0 = Spqmp−11 = Spqmp2,

0 = Spqmp1.

Por lo tanto, Spq =

(
Xpq

0

)
donde Xpq ∈ AJq y 0 ∈ Mat(mp−mq)×mq(C). De

(A.1) también se sigue que:

1. Sqpij = Sqpi+1j+1, i = 1, . . . ,mq − 1, j = 1, . . . ,mp − 1.

2. Sqpmqj
= Sqpi+11 = 0, i = 1, . . . ,mq − 1, j = 1, . . . ,mp − 1.

Luego, de estas dos ecuaciones tenemos que:

0 = Sqpmqmp−1 = Sqpmq−1mp−2 = . . . = Sqp1mp−mq
,

0 = Sqpmqmp−2 = Sqpmq−1mp−3 = . . . = Sqp1mp−mq−1 ,

...

0 = Sqpmq2 = Sqpmq−11,

0 = Sqpmq1.
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Por lo tanto, Sqp =
(
0t Y qp

)
donde Y qp ∈ AJq . Por otra parte, si λp 6= λq

de (A.1) tenemos que:

1. λqS
pq
ij + Spqij−1 = λpS

pq
ij + Spqi+1j, i = 1, . . . ,mp − 1, j = 2, . . . ,mq .

2. λqS
pq
mpj

+ Spqmpj−1 = λpS
pq
mpj

, j = 2, . . . ,mq .

3. λqS
pq
i1 = λpS

pq
i1 + Spqi+11 , i = 1, . . . ,mp − 1.

4. λqS
pq
mp1 = λpS

pq
mp1 = 0.

Luego, un proceso recursivo muestra que Spq = 0. Análogamente, Sqp =
0.
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Apéndice B

Clases de equivalencia

Sean u, v ∈ Cn\{0} y g : Cn → Cn una transformación lineal. Escribimos,
(u, g) ∼ (v, g) si, y sólo si, existen un elemento S del grupo de isotroṕıa de g,
β ∈ C\{0} y γ ∈ Cm\{0} tales que v = β−1(S(u)− (g + id)(γ)). Un cálculo
directo muestra que ∼ es una relación de equivalencia.

83 Lema. Sea g : Cm → Cm una transformación lineal cuya forma canónica
es un bloque de Jordan con valor propio λ. Sean u, v ∈ Cm\{0}. Entonces
(u, g) ∼ (v, g) si, y sólo si, alguna de las siguientes condiciones se cumple.

1. λ 6= −1.

2. λ = −1 y u, v ∈ {w ∈ Cm|wm = 0} ó u, v ∈ {w ∈ Cm|wm 6= 0}.

Demostración. Sean S ∈ Gg, β ∈ C\{0} y γ ∈ Cm\{0}. Entonces,

β−1(S(e1)− (g + id)(γ)) = β−1


S11 − (λ+ 1)γ1 − γ2

−(λ+ 1)γ2 − γ3
...

−(λ+ 1)γn−1 − γm
−(λ+ 1)γm

 .

Notemos que si λ 6= −1 y v ∈ Cm\{0}, entonces podemos resolver la ecuación

v = β−1(S(e1)− (g + id)(γ)) (B.1)

Aśı, (e1, g) ∼ (v, g). Luego, (u, g) ∼ (v, g) para u, v ∈ Cm\{0}.
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Si λ = −1 y v ∈ {w ∈ Cm|wm = 0}, entonces también podemos re-
solver (B.1). Análogamente, (u, g) ∼ (v, g), u, v ∈ {w ∈ Cm|wm = 0}\{0}.
Observemos que si v ∈ {w ∈ Cm|wm 6= 0} no es posible resolver (B.1). En-
tonces, (e1, g) 6∼ (v, g). Más aún, (u, g) 6∼ (v, g), u ∈ {v ∈ Cm|vm = 0}\{0}
y v ∈ {v ∈ Cm|vm 6= 0}. Por otra parte,

β−1(S(em)− (g + id)(γ)) = β−1


S1m − γ2

S1m−1 − γ3
...

S12 − γm
S11

 .

Entonces, si v ∈ {w ∈ Cm|wm 6= 0}, y dado que S11 6= 0, es posible resolver
la ecuación v = β−1(S(em)− (g+ id)(γ)). Aśı, (em, g) ∼ (v, g). Por lo tanto,
(u, g) ∼ (v, g) para u, v ∈ {w ∈ Cm|wm 6= 0}.

84 Lema. Sea g : Cm → Cm una transformación lineal cuya forma canónica
está dada por dos bloques de Jordan J1 y J2 de tamaños m1 y m2 con valores
propios λ1 y λ2 respectivamente. Sean u, v ∈ Cm\{0}. Entonces (u, g) ∼
(v, g) si, y sólo si, alguna de las siguientes condiciones se cumple.

1. λ1 6= −1 y λ2 6= −1.

2. λ1 6= −1, λ2 = −1 y u, v ∈ {w ∈ Cm|wm = 0}.

3. λ1 = λ2 = −1 y u, v ∈ {w ∈ Cm|wm1 = wm = 0} o si m1 = m2 y
u, v ∈ {w ∈ Cm|wm1 6= 0 ó wm 6= 0}.

Demostración. Sea S ∈ Gg, β ∈ C\{0} y γ ∈ Cm\{0}. Entonces,

β−1(S(e1)− (g + id)(γ)) = β−1



S11 − (λ1 + 1)γ1 − γ2

−(λ1 + 1)γ2 − γ3
...

−(λ1 + 1)γm−1 − γm
−(λ1 + 1)γm

Sm1+11 − (λ2 + 1)γm1+1 − γm1+2

−(λ2 + 1)γm1+2 − γm1+3
...

−(λ2 + 1)γm−1 − γm
−(λ2 + 1)γm
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Para los casos 1 y 2 anteriores, procedemos como en el Lema 83. Si λ1 =
λ2 = −1 y v ∈ {w ∈ Cm|wm1 = wm = 0}, entonces es posible resolver la
ecuación

v = β−1(S(e1)− (g + id)(γ)) (B.2)

De aqúı se sigue que (u, g) ∼ (v, g) siempre que u, v ∈ {w ∈ Cm|wm1 = wm =
0}. Observemos que si v ∈ {w ∈ Cm|wm1 6= 0 ó wm 6= 0}, entonces no es
posible resolver (B.2). Luego (e1, g) 6∼ (v, g). Más aún, (u, g) 6∼ (v, g), u ∈
{w ∈ Cm|wm1 = wm = 0} y {w ∈ Cm|wm1 6= 0 ó wm 6= 0}. Por otra parte
tenemos que

β−1(S(em1)− (g + id)(γ)) = β−1



S1m1 − γ2

S1m1−1 − γ3
...

S12 − γm1

S11

Sm1+1m1 − γm1+2
...

Sm1+12 − γm
Sm1+11


.

Entonces, si m1 = m2 tenemos que S11 6= 0 ó Sm1+11 6= 0. Luego si v ∈ {w ∈
Cm|wm1 6= 0 ó wm 6= 0} podemos resolver la ecuación

v = β−1(S(em1)− (g + id)(γ)) (B.3)

Aśı, (em1 , g) ∼ (v, g). Por lo tanto, (u, g) ∼ (v, g), u, v ∈ {w ∈ Cm|wm1 6=
0 ó wm 6= 0}. Notemos que si m1 > m2, entonces Sm1+11 = 0. Luego, si v ∈
{w ∈ Cm|wm 6= 0} no es posible resolver (B.3). Aśı, (em1 , g) 6∼ (v, g). Más
aún, (u, g) 6∼ (v, g), u ∈ {w ∈ Cm|wm1 6= 0} y v ∈ {w ∈ Cm|wm 6= 0}.

85 Proposición. Sea g : Cm → Cm una transformación lineal cuya forma
canónica esta formada por k bloques de Jordan J1, . . . , Jk de tamaños m1, . . . ,
mk y con valores propios λ1, . . . , λk respectivamente. Sean α(p) =

∑p
i=1mi,

p ∈ {1, . . . , k} y p ≤ q ∈ {0, . . . k − 1} y u, v ∈ Cm\{0}. Entonces, (u, g) ∼
(v, g) si, y sólo si, alguna de las siguientes condiciones se cumple.

1. λp+1 6= −1, λq+1 6= −1 y u, v ∈ {w ∈ Cm|wi = 0, i ∈ {1, . . . , n}\{
α(p) + 1, . . . , α(p+ 1), α(q) + 1, . . . , α(q + 1) } }.
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2. λp+1 6= −1, λq+1 = −1 y u, v ∈ {w ∈ Cm|wi = 0, i ∈ {1, . . . ,m}\{
α(p) + 1, . . . , α(p+ 1), α(q) + 1, . . . , α(q + 1)− 1 } }.

3. Si λp+1 = λq+1 = −1 y u, v ∈ {w ∈ Cm|wi = 0, i ∈ {1, . . . ,m}\{α(p)+
1, . . . , α(p + 1) − 1, α(q) + 1, . . . , α(q + 1) − 1 } } ó si mp = mq y
u, v ∈ {w ∈ Cm|wα(p+1) 6= 0 ó wα(q+1) 6= 0}.

86 Teorema. Sea g como en la Proposición anterior. Si λi 6= −1, i =
1, . . . , k, entonces existe una, y sólo una, clase de equivalencia. De otra
forma, sea p = min{j | λp = −1} y B = {mp+i | mp+i = mp+i+1, i =
0, . . . , k − p− 1}. Entonces, existen k − p+ 2−#B clases de equivalencia.

Demostración. Si λi 6= −1, i = 1, . . . , k de la Proposición anterior tenemos
que (u, g) ∼ (v, g), u, v ∈ Cm\{0}. Por lo tanto, hay sólo una clase de
equivalencia. En otro caso, sea p = min{j | λp = −1}, entonces λp+i =
−1, i = 0, . . . , k − p. Sean u, v ∈ Cm\{0}, por el Lema anterior tenemos
que (u, g) ∼ (v, g), u, v ∈ {w ∈ Cm|wα(p+i) = 0, i = 0, . . . , k − p}. Aśı,
resta analizar el caso en que u, v ∈ {w ∈ Cm|wα(p+i) 6= 0, para algún i ∈
0, . . . , k − p}. De la Proposición anterior tenemos también que si mp+i =
mp+j, entonces

(u, g) ∼ (v, g), u, v ∈ {w ∈ Cm |wα(p+i) 6= 0 ó vα(q+j) 6= 0},

i ≤ j = 0, . . . , k − p. Sea B = {mp+i|mp+i = mp+i+1, i = 0, . . . , k − p −
1}. Notemos que A = {mp,mp+1, . . . ,mk}\B está formado por elementos
distintos dos a dos. Luego, por el Lema anterior tenemos que

(u, g) 6∼ (v, g), u ∈ {w ∈ Cm |wx 6= 0} y u ∈ {w ∈ Cm |wy 6= 0}

x, y ∈ A, x 6= y. Aśı, existen 1 + #A = k−p+ 2−#B clases de equivalencia
distintas.
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