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Resumen

El intéres por realizar estimaciones de funciones lineales del vector o de la matriz de pardmetros
0, surge de forma natural en modelos de curvas de crecimiento y en modelos de disenos de ex-
perimentos. Por tal razén, identificar observaciones influyentes en funciones lineales estimables

de parametros es importante para obtener mejores estimaciones.

En este trabajo se proponen algunas modificaciones a la distancia de Cook, mediante una gene-
ralizacién de la distancia de Mahalanobis, para detectar observaciones influyentes en funciones
lineales estimables de los parametros (3, de la forma NSBM, en el contexto del modelo de
regresion lineal multivariado. Ademas, se establecen las distribuciones exactas de estadisticos
pivotales basados en estas nuevas distancias, las cuales proporcionan puntos criticos para la
identificacion de observaciones influyentes en funciones lineales de los parametros; todo esto,
bajo el supuesto de que los errores siguen una distribucién normal y se extienden para el
caso en que los errores siguen una distribucién de contornos elipticos. Se ilustra el uso de
las pruebas exactas bajo dos escenarios: regresién lineal multivariada multiple y analisis de

varianza multivariada (MANOVA).

vi



Simbolos y Notacion

IRP

A € IrRP*4
AB.C,....X,Y,Z

vec(A)

Var(X)
Cov(X)
COI‘(XZ‘, Xj)

~—

: espacio real p-dimensional.

: matriz real de dimension p X q.

: matrices.

: el ij-ésimo elemento de la matriz A.
: la transpuesta de A.

: matriz identidad de orden m.

: vector unitario de orden n.

. matriz elemental.

: j-ésima columna de A.

: i-ésima fila de la matriz A.

: determinante de A.

: inversa de A.

: inversa de Moor-Penrose.

: rango de A.

: traza de A.

: vectorizacién de A.

: producto Kronecker de las matrices A y B.
: varianza de X.

: covarianza de X.

: correlacion entre X; y Xj.

: distribucion beta.

vii



SIMBOLOS Y NOTACION viii

t(-,-) : distribucion t.

F() : distribucién F.

gl. : grados de libertad.

Noxp(s,+)  : distribucién Normal Multivariada.

Wp(-,+) : distribucién Wishart.

T2(-,-) : distribucién T? de Hotelling.

B () : distribucién beta multivariada.

%48 : estadistico Pillai.

vt : estadistico Lawley-Hotelling.

P(y-y-) : distribucion centrada para el estadistico Pillai.

LH(-,-,-) : distribucién centrada para el estadisico Lawley-Hotelling.

Ekxp(-,+,-)  distribucién de contornos elipticos.



Capitulo 1

Introduccion

Algunos de los objetivos de la ciencia son encontrar, describir y predecir relaciones entre
variables de un conjunto de individuos. Una forma de que esto se cumpla es encontrar una
formula o ecuacion que relacione estas cantidades. Un modelo ampliamente usado, debido a su
simplicidad, es el modelo de regresién lineal. Este modelo se forma para investigar la relacion
lineal entre dos conjuntos de variables, las variables respuesta Y y las variables independientes

X. La ecuacion del modelo de regresiéon lineal general es

Y = XB+e, (1.1)

donde S es el vector o la matriz de parametros desconocidos y € es el vector o la matriz de

errores.

En términos de la cantidad de variables que tienen los dos conjuntos, el modelo de regresion
lineal se clasifica en univariado y multivariado. Asi, la regresién lineal univariada investiga
la relacion lineal entre una variable respuesta y una o maés variables independientes. Si se
investiga la relacién lineal entre un conjunto de caracteristicas, medidas en un mismo individuo,
(variables respuesta) y un conjunto de variables independientes, entonces tal procedimiento es

llamado regresion lineal multivariada.

Los elementos que determinan el modelo (1.1) son las observaciones, las variables y los supuestos
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del modelo. Asi, los resultados del ajuste del modelo pueden ser afectados por alguno de estos
elementos. El estudio de las formas en las cuales los resultados del ajuste del modelo (1.1)
son determinados por las observaciones, las variables y los supuestos del modelo es llamado

andlisis de sensibilidad.

Es comin que, en ciertos conjuntos de datos, una observacién o conjunto de observaciones
determinan casi completamente los resultados del ajuste del modelo (1.1). Tales observaciones
son llamadas observaciones influyentes. Las fuentes que originan observaciones influyentes son
diversas. Algunas fuentes son: errores de captura en las bases de datos, errores de medicion

en las variables y que se tenga observaciones aberrantes (outliers) genuinas.

Con la finalidad de mejorar los resultados del ajuste del modelo de regresién, es importante
contar con pruebas estadisticas que identifiquen a las observaciones influyentes. Autores como
Cook (1977), Besley et al (1980), Cook y Weisberg(1982), Atkinson (1981) y Chatterjee y Hadi
(1988), sélo por mencionar algunos, han estudiado el problema de identificar outliers u observa-
ciones influyentes en la estimacion del vector de parametros 3, en el caso de la regresion lineal
univariada o multivariada y bajo el supuesto de que los errores tienen distribuciéon normal.
La idea original, en todos estos trabajos, es la distancia obtenida por Cook (1977) y llamada
distancia de Cook. Es importante sefialar que la distancia de Cook no es una prueba exacta,
para detectar outliers, si no que se basa en una aproximacién a la distribucion F centrada.
Recientemente Diaz-Garcia y Gonzdlez-Farias (2004) propusieron una modificacién a esta dis-
tancia bajo el contexto de distribuciones elipticas, encontrando la distribucién exacta de las

nuevas distancias.

En algunos casos, es de interés hacer inferencia en funciones lineales del vector o de la matriz
de pardmetros 3, de la forma NGM. Este problema surge de manera natural en modelos de

curvas de crecimiento donde el modelo es de la forma
Y =ABB+ E,

donde A, B son matrices constantes y F es una matriz aleatoria. También, en el modelo de

disenos de experimentos interesa hacer inferencia sobre tales combinaciones lineales, ya que 3
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no es estimable para este modelo. Por tal razén, también es de interés identificar observaciones
influyentes en las combinaciones lineales N 3M. Este problema fue propuesto por Caroni (1987)

y trabajado parcialmente por Diaz-Garcia y Gonzélez-Farias (2004).

El propédsito de este trabajo es proponer algunas modificaciones a la distancia de Cook, me-
diante una generalizacion de la distancia de Mahalanobis, para detectar observaciones in-
fluyentes en funciones lineales de los parametros 3, de la forma NGM. Ademads, derivar las
distribuciones exactas para las nuevas distancias proponiendo un punto critico para decidir si
una observacién en particular (o un conjunto de observaciones) se comporta como un outlier

(o como un conjunto de outliers).

El Capitulo 2 es dedicado al andlisis de sensibilidad en regresién. En él se considera el modelo
de regresion lineal univariado y se destaca la importancia que tiene la matriz de prediccion en
el andlisis de regresién y en particular, en el andlisis de sensibilidad. También se presenta el en-
foque de eliminacion de observaciones como un medio para detectar observaciones influyentes.
En este capitulo se definen las principales medidas para deteccion de outliers, tales como, la

distancia de Cook, la distancia modificada de Cook, la distancia de Welsh-Kuh, etc.

En el Capitulo 3 se deducen las modificaciones a la distancia de Cook, las cuales ayudarian
a determinar si una observacién o un conjunto de observaciones es influyente en funciones
lineales estimables de los parametros 3, de la forma NGM. Todo esto en el contexto del
modelo de regresiéon lineal multivariado y bajo el supuesto de errores normales con matriz
de varianzas y covarianzas definida positiva. Ademads, se derivan las distribuciones exactas
para las nuevas distancias proponiendo pruebas exactas para determinar si una observacién o
conjunto de observaciones es influyente. Finalmente, las distribuciones de las nuevas distancias

se generalizan para el caso en que los errores siguen una distribuciéon de contornos elipticos.

En el Capitulo 4 se presentan tres ejemplos, en ellos se ilustra el procedimiento a seguir, para
poder concluir si una observaciéon o un conjunto de observaciones es influyente en funciones

lineales estimables de los pardmetros (3, de la forma NGM. También se intenta dar una
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interpretacion de las funciones lineales estimables de los parametros, en las cuales se estd

interesado en medir la influencia de una observacién o un conjunto de observaciones.

Las conclusiones que se obtuvieron, en este trabajo, son presentadas en el Capitulo 5. Los
Apéndices A y B, muestran los resultados y aspectos sobre algebra lineal y estadistica mul-
tivariada importantes para comprender lo que se presenta y realiza en los Capitulos 2 y 3.
El programa, realizado en S-plus, para hacer los andlisis correspondientes a los ejemplos del

Capitulo 4 es presentado en el Apéndice C.



Capitulo 2

Analisis de Sensibilidad

2.1 Introduccién

Los elementos que determinan una ecuacién de regresion son las observaciones, las variables,
y los supuestos del modelo. El analisis de sensibilidad, en regresion lineal, es el estudio de las
formas en las cuales los resultados del ajuste del modelo son determinados por estos elementos.
Este capitulo se centra en el estudio del efecto que produce una observacién, o un conjunto de
observaciones, en la estimacién de los parametros del modelo, y particularmente en los métodos

para detectar observaciones influyentes en estas estimaciones.

En este capitulo nos referiremos al modelo lineal general

Y = XB+e, (2.1)

donde Y € IR" es el vector de variables respuesta o dependientes; X € IR"*? con r(X) = ¢,
B € IRY, son la matriz de regresion y el vector de pardmetros, respectivamente; y € € IR" es el

vector de errores. Se asumira que & ~ N, (0,021,).
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2.2 La Matriz de Prediccion

Considerando el modelo (2.1), con las suposiciones usuales, se puede ver que la matriz P =
X(X'X)"1X’  juega un papel importante en el andlisis de regresién lineal. Esta matriz es
llamada matriz de prediccion, porque es la matriz de transformacion que, aplicada a Y, produce

los valores de prediccion. Algunos autores la llaman matriz hat, porque mapea a Y en Y.

Las interpretaciones de los elementos de P y las relaciones que tienen con los residuales son
de suma importancia en la deteccién de observaciones influyentes. En las siguientes secciones
se deducen la interpretacién que tienen los elementos de P y algunas de sus propiedades. Se
incluyen estos resultados y sus demostraciones, debido a la importancia de los mismos al derivar

las distancias para detectar observaciones influyentes en funciones lineales de los pardmetros

3.

2.2.1 Roles de Py (I — P) en la Regresién Lineal

Sea IR™ un espacio euclidiano de dimensién n y IR? el subespacio de dimencién ¢ generado
por las columnas de X. La matriz de prediccién P es simétrica e idempotente, i.e. P = P’y
P = PP. Asi, P proyecta ortogonalmente a Y (o a cualquier v € IR") en IR?. Por esta razén
es algunas veces llamada la matriz de proyeccion o el proyector ortogonal en IR? (la imagen de
P). La matriz de residuales (I — P) también es simétrica e idempotente. Esta es la proyeccién

ortogonal en la imagen de (I — P), el subespacio de dimensién (n — ¢) ortogonal a IRY.

Sea p;; el ij-ésimo elemento de P. Entonces el 4i-ésimo elemento de P es

bii = X;(X/X)_lXHZ = 17 27 ceey T (22)

ComoY = PY y & = (I — P)Y, los vectores de valores predichos y residuales, entonces
Var(7;) = o?pi; y Var(g;) = 02(1 — py;); Asi, aparte de un factor constante o2, p;; determina a

Var(y;) y Var(g;). El ij-ésimo elemento de P es

Pij = X;(X/X)_lXja 27] = ]-527 sy 10 (23)
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De Var(g;) = 0%(1 — p;;) se sigue que la covarianza entre &; y £ es
COV(é\Z’, gj) = _U2pija

y el coeficiente de correlacion entre &; y €; es

Cor(&i.8) = L

VI=pi/1—pj;

Asf, la correlacién entre &; y €; estd completamente determinada por los elementos de P.

Dado que P proyecta cualquier v € IR" en el subespacio IR?, entonces P proyecta a X en si
misma, esto es PX = X. De esto se sigue que (I — P)X = 0. Asi, el vector de residuales es

expresado como

E=(I-P)Y =(I-P)(XB+e)=(I - P)e, (2.4)

de donde se observa que la relacién entre € y € depende tinicamente de P. Ademads, como

Y = X3 =X(X'X)"lY = PY, entonces

n
i = > Dijy; = Diati + Y Pijlj, i=1,2,...,n, (2.5)
i=1 70

de donde se sigue que

0Yi
yi

:p'L'L7 Z: 1727"'7n' (2'6)

Por tanto, p;; puede ser interpretado como la cantidad de influencia que tiene cada y; en
determinar ;. Similarmente, p;; puede ser considerado como la cantidad de influencia que

tiene cada y; en determinar g;.

De otra forma, p;; puede ser considerado como el efecto de las observaciones que determinan ;.
Esto es, si p;; = 1, y; estd determinada tinicamente por y; (una observacién); asi un grado de
libertad se ha utilizado para ajustar y;. Por otro lado, si p;; = 0, y; no tiene ninguna influencia

sobre J;, mientras que si p;; = 0.5, §; es determinado por efecto de dos observaciones.
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2.2.2 Propiedades de la Matriz de Prediccion

En esta seccién se presenta una discusion detallada de algunas de las propiedades de la matriz

de prediccién junto con sus demostraciones.

Propiedad 2.1. P es invariante bajo transformaciones lineales no singulares, de la forma

X — XE, con E € IR™? no singular.

Demostracion. Sea E € IR?*? no singular, y sean Py y Pxpg las matrices de prediccién de

X yv XF, respectivamente. Entonces
Pxp =XE[XE)XE|"Y(XE) =XEEYX'X)"'E'E'X
= X(X'X)"'X' = Py.

De la Propiedad 2.1, se tiene que Pxg = Px, y asi
fvxe= U —Pxg)Y = — Px)Y =éy.x,

donde £y.x denota al vector de residuales de la regresién de Y y X. Asi, si el modelo (2.1)
contiene un término constante, los residuales y sus varianzas estimadas son invariantes bajo
transformaciones de escala y localizaciéon de X, mientras que si el modelo (2.1) no tiene una
constante, éstos son invariantes tinicamente bajo transformaciones de escala de X. Ademaés, la
propiedad 2.1 se sigue para cualquier reparametrizaciéon no singular del modelo (2.1). Esto es,
si a = E’'3, entonces los modelos Y = X3+ ¢y Y = XFa + € son equivalentes en el sentido

de producir el mismo Y.

Propiedad 2.2. P y (I — P) son matrices simétricas e idempotentes.

Demostracién. La demostracion se sigue de la definicion de P. [

Propiedad 2.3. Sea X € IR"*9. Entonces

a. tr(P)=r(P)=gq,
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b. tr(I — P)=n—gq,
c. ZZP?jZQ-

i=1j=1

Demostracién. De la Propiedad 2.2 se tiene que P = PP, por lo que tr (P) = r(P). Ademas
P=X(X'X)"'X"= XX, de donde r(P) = r(X) = q. Esto verifica (a).

Por otro lado, tr(I — P) = tr(I) — tr (P). Asi de (a) se sigue que tr(I —P) = n — g,

verificindose (b).

Finalmente se verifica (c). De la Propiedad 2.2 se sigue que P = PP = PP’ de donde

n n n n
pi = 30 p3y Ast, 30 30 = Y pa = tr(P) =q. .
7j=1 i=1j5=1 =1

Propiedad 2.4. Sea X = (X1X3) donde Xy € IR™" de rango r y X9 € IR™*97" de rango
q—r. Sea P, = X1(X|X1)"'X] la matriz de prediccion de X1, y W = (I — P1)Xs es la
proyeccion de Xo en el complemento ortogonal de X1. Finalmente, sea Py = W(W'W)~ W’

es la matriz de prediccion de W. Entonces P puede expresarse como

P=XX'X)"'=X1(X{ X)X + (I — P)Xo[X5(I — P)Xo] L XN — Py),

P=P +PB.

Demostraciéon. Note que

F -1 3 Xi X
P:X(XX)X:<X1 Xz) <X1 Xz)
X X5
1
X|X, XX, X
= <X1 X2) . (2.7)
XX, XX, X}

De la inversa de una matriz particionada (ver Apéndice A.4) se tiene que
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1 - “1 “1
(X'X)"" = (X1X1) 7+ (X1 X)X Xo M XS X (X X)) —(X1X1) 7 X1 X M 2.8)
—~M X5 X1 (X X)) M

donde M = (XéXQ —XéXl(X{Xl)_lX{XQ)_l = [Xé([— Pl)XQ]_l.

Sustituyendo (2.8) en (2.7), se tiene
P =P+ (- P)XsMXL(I - Py)
=P+ (I = P)X2[X5(1 = P1)Xo] ' X5(1 — Pr) =
— P + P,

Propiedad 2.5. Parai=1,2,..., yj=1,2,...,n, se tiene
a. 0<p; <1 para todo 1,
b. —0.5 <p;; <05 para todo j # 1,
c. Si X tiene una columna constante, entonces
1. pi; >nt para todo i,

2. P1 =1, donde 1 es un vector de unos de dimension n.

Demostracién. De la Propiedad 2.2, se tiene que
pi = p?j :pzzi + Zpizjv
j J#i
Asf 0 < p% < pis, de donde se sigue que 0 < p;; < 1 para todo i. Esto prueba (a).
También p;; = p?; + p?j + > p?j,
k#i,j
por lo que pfj < pii(1 —p11). Como 0 < p;; < 1, entonces se sigue que pfj < (0.5)2, lo cual verifica la

parte (b).

Ahora, si X tiene una columna constante, defina X = (1 X ) donde 1 es un vector de unos de
dimensiéon n. De la Propiedad 2.4 se tiene

P =11"1)"'1 =n"117

W=(I-P)Xo=(I—-n"111)X, =X

Py =X(X'X)1X".
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Asi la matriz P es

P=P +P=n"111+X(X'X)1X".
Cada elemento diagonal de P; es n~! y dado que P, es una matriz de prediccién, sus elementos
diagonales son no negativos, esto se sigue de (a). Por tanto p; > n~! para todo i. Dado que X1 =0,

entonces P,1 =0y asi P1 = P11 =1, y la parte (c) queda demostrada. [ ]

Propiedad 2.6. Parai=1,2,...nyj=1,2,...n

a. Sipy; =100, entonces p;; = 0.
b. (1= pis)(1 = pj;) —pi; > 0.

c. pupm p” > 0.

d. pi + P g 1.

Demostracién. Recuerde que pgj < pii(1 = pis), de donde |p;;| < \/pii(1 — pi;). Ahora, si p;; =160,
entonces p;; = 0. Esto verifica (a).

P?j
(1 —pii)(1 = pjj)

Recuerde que | Cor(£;,£;)| < 1, entonces 0 < | Cor(g;,;)|> < 1. Por lo que 0 < <1,
de donde se sigue que (1 — p;;)(1 — pj;) — pi; > 0, verificandose (b).

P2
Para verificar (c), note que | Cor(g;, ;)| < 1. Entonces 0 < | Cor(¥;,7;)|> < 1, por loque 0 < —2— < 1.

DiiPjj
De esto se sigue que pypj; — p” > 0.

Finalmente se verifica (d). Defina Z = ( X Y ), Px = X(X'X)7'X' vy Py = Z(Z'Z)"'Z'. De la

Propiedad 2.4 se tiene

(I — Px)YY'(I — Px) ge’
P;=P =P — 2.
Z X + V(- P)Y X-Fg,g (2.9)
g2 g2
Asi, (Pz)i = pis + 5= Como Pz es una matriz de prediccién, entonces p;; + == < 1. n
g'g ge

Propiedad 2.7. Los eigenvalores de P y (I — P) son 0 ¢ 1.

Demostracién. El resultado sigue del hecho de que los eigenvalores de matrices idempotentes son 0 6

1. [
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Propiedad 2.8. Hay n — q eigenvalores de P iguales a 0, y los q restantes son 1. Similarmente, q

eigenvalores de (I — P) son 0 y n — q son iguales a 1.

Demostracién. Sean \;, i = 1,2, ..., n, los eigenvalores de P. Entonces, de la Propiedad 2.3(a) se tiene

pero por la Propiedad 2.7, A; = {0,1}. Por tanto ¢ eigenvalores son iguales a 1 y n — ¢ eigenvalores son

iguales a 0. Argumentos similares se utilizan para (I — P). n

2.3 Eliminacion de Observaciones

Los resultados del ajuste del modelo (2.1) dado un conjunto de datos, puede ser substancialmente
alterado (influenciado) al eliminar o afiadir una o varias observaciones. Usualmente, no todas las ob-
servaciones tienen igual influencia en el ajuste y en las conclusiones de los resultados de tal andlisis.
Observaciones, que individual o colectivamente, tienen una excesiva influencia en el ajuste de la ecuacién
de regresion, comparadas con otras observaciones, son llamadas observaciones influyentes. Es impor-
tante, para el andlisis de los datos, identificar las observaciones influyentes y evaluar su efecto sobre

varios aspectos del andlisis.

Una gran cantidad de medidas estadisticas se han propuesto para el diagndstico de observaciones in-
fluyentes. Aqui se describirdn algunas de estas medidas y se examinardn sus interrelaciones. Los

siguientes son tres enfoques para detectar observaciones influyentes:

(a) eliminacién de observaciones,
(b) diferenciacién, y

(c) geométrico.

El enfoque de eliminacion de observaciones examina el cambio de los resultados del anélisis de regresién
(estimacion de los coeficientes, valores predichos, residuales, estructura de la covarianza estimada de los
coeficientes estimados, etc.) al eliminar una o varias observaciones. El enfoque de diferenciacién examina

las derivadas (razén de cambio) de varios resultados de regresién con respecto a ciertos pardmetros del
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modelo. El énfasis del tercer enfoque, geométrico, es detectar observaciones influyentes en un sentido

geométrico.

Este estudio fue realizado bajo el enfoque de eliminacién de observaciones. En las siguientes secciones se
expondran los conceptos y resultados importantes para abordar este enfoque. Las referencias sugeridas

para los otros dos enfoques son Besley et al (1981) y Chatterjee y Hadi (1988).

2.3.1 Tipos de Residuales

Los residuales juegan un papel importante en el diagndstico de regresién; el andlisis no estd completo
sin una examinacion de los residuales. El andlisis estandar de los resultados de regresién estd basado
en ciertas suposiciones. Para que el andlisis sea valido, es necesario asegurarse que estas suposiciones

se cumplan.

El problema que se presenta es que los €; no pueden ser observados ni pueden ser estimados. Sin
embargo, el i-ésimo residual £; mide, en cierta forma, el error aleatorio ¢;. Como € = (I — P)e, entonces
para que € pueda ser una sustitucién razonable para e, los elementos fuera de la diagonal de P deben
ser suficientemente pequenios. Ademads, si los elementos de ¢ son independientes y tienen la misma
varianza, € = (I — P)e indica que los residuales no son independientes (a menos que P sea diagonal) y
no tienen la misma varianza (a menos que los elementos diagonales de P sean iguales). Por lo cual, los
residuales pueden ser considerados como una sustitucién razonable de los ¢; si los renglones de X son
homogéneos (asi los elementos de la diagonal de P son aproximadamente iguales) y los elementos fuera

de la diagonal de P son suficientemente pequenos.

Por estas razones es preferible usar transformaciones de los residuales ordinarios para propositos de

diagndéstico. Asi, en lugar de &;, se puede usar

G = =, (2.10)

donde o; es la desviacién estdndar del i-ésimo residual. Cuatro casos de (2.10) son: los residuales
normalizados, los residuales estandarizados, los residuales estudentizados internos y los residuales estu-

dentizados externos.

El i-ésimo residual normalizado se obtiene al reemplazar o; en (2.10) por (€€)!/2, por lo que se obtiene

&

a; = f(6,V7E) = i=1,2,...n. (2.11)

>
g'e
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~ ge
El i-ésimo residual estandarizado, b;, se obtiene al sustituir o = por o; en (2.10), de donde
~ o~ G )
b = f(&;,0) = é, i1=1,2,...,n. (2.12)

Si tomamos o; = o+/1 — p;;, se obtiene el i-ésimo residual estudentizado interno

~

&g

r; = f(&,01 = pu)_a\/ﬁa

i=1,2,..,n. (2.13)

El 4-ésimo residual estudentizado externo se obtiene al tomar o; = 6(;)v/1 — pi;, donde

Y (I — Py,
~ (i) 1))+ (4) .
0 e — i=12,..,n,

es el estimador del error cuadratico medio cuando la i-ésima observacion es omitida y

Py = X (X{i)Xu)f Xy i=1,2,...n,
es la matriz de prediccion para X(;). Asi, el i-ésimo residual estudentizado externo es definido como

g.

()V pu

r

T = fEL, 00V —pi) = 1=1,2,...,n. (2.14)

Como se mencioné anteriormente, los residuales ordinarios no son apropiados para propositos de di-
agnoéstico y una transformacién de ellos es preferible. Pero, ;jcudl de las cuatro formas, descritas
anteriormente, es preferible?. Para responder a esta pregunta, se investigardn las propiedades de las

transformaciones de los residuales y las relaciones entre ellos.

Las cuatro versiones de los residuales definidos en (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) estdn muy relacionadas.
Estas son funciones de cuatro cantidades, a saber, (n—14q), €€, &,y (1 —py). Para encontrar las
relaciones entre los cuatro tipos de residuales, necesitamos escribir &(; en términos de . Esto se hace
notando que al eliminar la i-ésima observacion es equivalente a ajustar el modelo mean-shift outlier,
esto es,

E(Y)=XB+ e, (2.15)

donde 6 es el coeficiente de regresién del i-ésimo vector unitario e'. Asi se tiene que

SSEu = Y = Pu)Ye)

iy p U=Perea-P)
- (e )Y

=2
gi

— Pii

— SSE- (2.16)
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Donde SSE es la suma de cuadrados del error y SSE(;) es la suma de cuadrados del error cuando la

i-ésima observacion es eliminada. Dividiendo ambos lados de (2.16) por (n — ¢ — 1), tenemos

=2
n—q o &

n—q—1"  (n—q-1)(1—pn)

= & (”_q_rg> . (2.17)

~2 _
96 =

Asi

b; n—gq
— P . 2.18
ey V1 —pii “N T pa (2.18)

Ahora si en (2.14) se remplaza 8(21‘) por (SSE;/(n—q— 1))/ y usando (2.16), 7} se puede escribir

como

1—pi Eg; i &
(1 = pii) SSE() \/ — P SSE E; )

n—q—1 n—q—l 1 —pii (2.19)
_aip/n—q—1
(]' - pw) —a;
También, al sustituir (2.16) en (2.14), se tiene
N n—q-—1
S Rl k) 2.20
R (2:20)

e (2.18), (2.19) v (2.20), se observa que r} es una transformacién mondtona de r;, y 7; es una trans-
formacién monétona de a;. Ademéds, como a? < (1 — p;;) (Propiedad 2.6(d)), entonces r? — (n —q) y
772 — oo cuando a? — (1 — p;;). Las propiedades distribucionales de r; y r; son dadas en el siguiente

resultado.

Teorema 2.9. Considerando el modelo (2.1), modelo lineal general, y bajo el supuesto e ~ N, (0,0%1,),
tenemos que:
a.

ri ~tn—q—1), (2.21)

donde t(n — g — 1) denota una distribucién t central con (n —q — 1) grados de libertad (gl).

T
n—gq
donde B(1/2,(n — q —1)/2) denota una distribucion beta central con pardmetros 1/2 y (n —q —1)/2.

~ B(1/2,(n—q—1)/2), (2.22)
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Demostracién. Para probar (a) se usard una propiedad interesante de 77, normalmente, r es equiva-
lente al estadistico F' para probar la significancia del coeficiente 6 en el modelo mean-shift outlier. Sea
Hy:E(Y)=Xpy Hy: X3+ el'd. Bajo la suposicién de normalidad, el estadistico F' para probar Hy
contra Hy es

[SSE(Hy) — SSE(Hy)]/1

B = TSSEH [ —a - ) 22

Pero dado que

(I — P)elre? (I —P) g2
_ v/ _ _ i Y1 _ o i
SSE(H,) =Y (I P TP ) Y =SS —
asi, (2.23) se reduce a
22
o S—— (2.24)

a(21) (1 - pii)

Como F; ~ F1n—q—1), 1 = (Fi)1/2 es distribuido ¢(,_4_1), por lo que la parte (a) queda demostrada.

2 o _ *2
Para demostrar (b) se utiliza la igualdad r}* = L(JQ), por lo que 7? = 5 (n = q)r; .
n—q-—r; it +(n—q—1)
- U hZ
Usando la relacién entre las distribuciones F' y Beta, donde G = W7+ con Z ~ Fpq), por lo que
[
*2
r

t , entonces de (a) se sigue que

2
T
G~ B(h/2,g/2). Asi, dado que —— =

2

L (/2. (0= 0 1)2). (2.95)

Para propésitos de diagndstico, los residuales normalizados y los residuales estandarizados son basicamente
equivalentes y proporcionales a &;, siendo simples de calcular, pero no reflejan la varianza de ;. Varios
autores (entre ellos Belsley et al.(1980) y Atkinson (1981)), prefieren usar r} en lugar de r; por las
siguientes razones: 1) 7 es interpretado como el estadistico ¢ para probar la significancia del i-ésimo
vector unitario el en el modelo mean-shift outlier (2.15); 2) r} es una trasformacién monétona de r; y,
dado que r;‘2 — oo cuando r? — (n —q), r} refleja desviaciones grandes més dramdticas que 7;; y 3) el

estimador 0(;) es robusto para problemas de errores grandes en la i-ésima observacién.
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2.3.2 Outliers, High-Leverages y Observaciones Influyentes

Violaciones en las suposiciones del modelo de regresién pueden ocurrir en una gran cantidad de formas.
Frecuentemente, los datos pueden contener outliers, i.e. observaciones anémalas que no son razonable-
mente ajustadas por el modelo asumido. En general, una observacién, o un conjunto de observaciones,
puede ser influyente en el ajuste del modelo porque es una observacién aberrante (outlier), o un punto
palanca (al cual lo llamaremos high-leverage), o ambos. En el contexto de regresién lineal se dan las

siguientes definiciones:

Definicién 2.10. [Outlier] Un outlier puede ser una observacion para la cual su residual estudentizado

(ri or}) es grande en magnitud comparado con los de las otras observaciones.

Definicién 2.11. [High-leverage] Los puntos high-leverage son puntos para los cuales su vector de
entrada X; estd, en algun sentido, lejos del resto de los datos. Fquivalentemente, un punto high-leverage

es una observacion con un pi; grande en comparacion con los de las otras observaciones.

Definicién 2.12. [Observaciones influyentes| Las observaciones influyentes son aquellas observaciones
que, individual o colectivamente, influyen excesivamente en los resultados del ajuste de la ecuacion de

regresion comparado con las otras observaciones.

Una observacién, sin embargo, no puede tener la misma influencia en todos los resultados de la regresion.
La pregunta ;Influencia sobre qué? es, por tanto, de primera importancia. Por ejemplo, una observacién
puede tener influencia sobre (3, la varianza estimada de B, los valores predichos, etc. Asi, el primer
objetivo del andlisis es dar respuesta a la pregunta para saber cual influencia considerar. Por ejemplo, si
la estimacion de (3 es lo méas importante, entonces lo apropiado es medir la influencia de las observaciones
sobre B, mientras que si la prediccién es el objetivo principal, entonces medir la influencia sobre los

valores predichos puede ser més apropiado que medir la influencia sobre (.

Si bien es cierto que ni los outliers, ni los high-leverages, son necesariamente observaciones influyentes,
potencialmente estas observaciones pueden ser influyentes. Asi una forma de detectar observaciones
influyentes es detectar outliers o high-leverages. Una discusién sobre algunas medidas, para detectar

outliers y high-leverages, de influencia es presentada en la siguiente seccién.
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2.3.3 Medidas de Influencia

La influencia de una observacién, o un conjunto de observaciones, es medida por el efecto que produce
en los resultados del ajuste del modelo cuando es eliminada del proceso de ajuste. Por ejemplo, sea
B(i) el estimador de [ calculado de la muestra sin la i-ésima observacién. Entonces la diferencia entre
B y 3@ da el punto hasta el cual la i-ésima observacién afecta a la estimacién de los coeficientes de
regresion. Hay un gran nimero de medidas de influencia en la literatura, y el lector es referido a uno de
los siguientes libros para mayores detalles: Belsley et al.(1980), Cook y Weisberg (1982) y Chatterjee y
Hadi (1988).

Detectando una Observacién Influyente

Bajo normalidad, la regién de confianza conjunta 100(1 — @)% para (3 es obtenida de

< F(a:q,n q) (226)

donde Fi,:q,n—q) ©s el a percentil superior de la distribucién F centrada con ¢ y n—q gl. Esta desigualdad
define una region elipsoidal centrada en B Esto sugiere una forma de medir la influencia de la i-ésima

observacion eliminada, que da lugar a la llama distancia de Cook.

Definicién 2.13. [Distancia de Cook, Cook(1977)] La distancia de Cook mide la diferencia entre los
coeficientes de regresion obtenidos del conjunto de datos completo y los coeficientes de regresion obtenidos

eliminando la i-ésima observacion. Se denota por C; y esta definida por

- (B - ﬂ(i))'(XA'f)(ﬁ - ﬁ(i)), (2.27)
qo

no2

donde 52 = . C; puede ser interpretada como la distancia escalada entre B y B(i), o alternativa-

mente, como la distancia escalada entre \% Y 3/}(1-).

Notemos que (X’X) no es la matriz de varianzas y covarianzas de (B - B(Z-)) razén por la cual, no fue

posible establecer la distribucién exacta del estadistico C;.



CAPITULO 2. ANALISIS DE SENSIBILIDAD 19

De lo anterior se puede pensar que para calcular C;, i = 1,2, ...n, se requieren (n + 1) regresiones, una

regresion usando los datos completos y n regresiones usando los datos reducidos. Sin embargo

YV =YV -Ye)  X(X'X)"'x;, &
qo? q(1 —pii) %21 —pi)

1 pu

- g (2.28)

C =

donde r; es el i-ésimo residual estudentizado dado en (2.13). Asi, C; es una funcién de dos cantidades
relacionadas con el conjunto de datos completos: p;;, la cual proporciona informacién acerca de los

high-leverages, y r;, la cual da informacién sobre outliers.

Claramente, C; sera grande si p;; es grande, 7; es grande, o ambos. Como respuesta a la pregunta ;Qué
tan grande es grande? Cook (1977) sugiere, por analogia con (2.26), que cada C; sea comparado con los
percentiles de la distribucién F centrada con g y n — ¢ gl. Estrictamente C; no tiene una distribucién

F, por lo cual la regla anterior no debe usarse como una prueba estricta de significancia.

2

La distancia Cj, al utilizar a 32 como estimador de o2, s6lo mide la influencia de la i-ésima observacién

2

en 3. Es posible que se esté interesado en medir la influencia de la i-ésima observacién en ¢°, en tal

2

)

caso es preferible utilizar como estimador de o2 a E(Qi), el cual es obtenido de la misma forma que &
pero con la muestra reducida en (n — 1), i.e. eliminando la i-ésima observacién. Asi, reemplazando
52 por 3(21.) en (2.27), tomando la raiz cuadrada de C; y ajustando C; para el tamafio de muestra, se

obtiene la distancia modificada de Cook.

Definicién 2.14. [Distancia modificada de Cook, Atkinson (1981)] La distancia modificada de Cook

es definida por

MC; = |rt] 1?;.”;(]’ (2.29)
17

donde r} es el residual estudentizado externo definido en (2.14).

Otras dos medidas relacionadas a la regién de confianza elipsoidal para (3 son definidas a continuacién.

Definicién 2.15. [Distancia de Welsch-Kuh] La distancia de Welsch-Kuh o DFFITS,; mide la in-

fluencia de la i-ésima observacidn, sobre Y; por el cambio en la prediccion en X; cuando la i-ésima
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observacion es eliminada, relativo al error estandar de Y;, como
’ -

1—pi

DFFITS; = WK, =

X;(X’X)”Xi
a(i)\/pii
Iri |
_ i 2.30
Pii ( )
1 —pi

Definicién 2.16. [Distancia de Welsch] La distancia de Welsch es definida por

Dii
W, = — 1)
\/<n i
Dii
= WK;,|— 2.31
AT (2.31)

y claramente da mds enfdsis a los high-leverages que W K.

Note que la relacién entre MC; y WK; es

MC; =WK;i\/(n—q)/q.

De nuevo, para dar respuesta a la pregunta ;Qué tan grande es grande? se sugiere, basados en la
distribucién de los 7}, que cada W K; sea comparado con tq/9.n—q—11/q/n — ¢, donde t/2.p_q—1 es el

a/2 percentil de la distribucién ¢ centrada con n — ¢ — 1 gl.

Detectando Multiples Observaciones Influyentes

En la seccién 2.3.3 se discutieron métodos para detectar observaciones que individualmente pueden
ser consideradas outliers, high-leverages, u observaciones influyentes. En esta secciéon, se generalizan
algunos de estos métodos para el caso més general de multiples observaciones. Una discusion detallada

es presentada en Chatterjee y Hadi (1988).

El problema de detectar multiples observaciones influyentes es importante, porque pueden existir situa-
ciones en las cuales las observaciones son conjuntamente pero no individualmente influyentes, o vice-
versa. Esta situacién es referida como un efecto de ocultamiento, porque la influencia de una observacién

es ocultada por la presencia de otra observacion.
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Si I = {i1,ia,...,1x} es un conjunto de tamano k de {1,2,..n}, tal que (n—k) > ¢, entonces dos medidas
para observar si las correspondientes observaciones de acuerdo a los subindices I son conjuntamente

influyentes son:

Definicién 2.17. [Distancia generalizada de Cook] La distancia generalizada de Cook es definida por

c = _
I s
2(I—P)-LP/(I — P))-'2
_ ad-r) JQ( 1) o (2.32)
qU

donde By es el estimador de 3 eliminando el conjunto de observaciones correspondientes a los subindices
I, &r y X son el vector de residuales y la matriz de regresion considerando inicamente las observaciones

con subindices en I, y Pr = X}(X'X)"1X .

Un valor grande de C7 en (2.32) indica que las observaciones indexadas por I son conjuntamente

influyentes sobre ﬁ .

Definicién 2.18. [Distancia generalizada de Welsch] La distancia generaliza de Welsch se define como

=2

n—=k ~
wi = (U) eI — P)?P(I - Pp)~ ey, (2.33)
(I

donde 8(21) es el estimador minimo cuadrado de o? eliminando las observaciones indezadas por I.

En el siguiente capitulo se generalizard una de las métricas, la distancia de Cook, para detectar ob-
servaciones influentes en funciones lineales de los pardametros 3, considerando el modelo lineal general

multivariado.



Capitulo 3

Una Generalizacion a la Distancia

de Cook

3.1 Introduccion
Considere el modelo de regresion lineal multivariado
Y =XB+¢, (3.1)

donde Y € IR™™? es la matriz respuesta; X € IR"™? con r(X) = ¢, 3 € IR”*P, son la matriz de
regresién y la matriz de pardmetros, respectivamente; y € € IR™*P es la matriz de errores, tal que

g~ Nuxp(0,2® I,) con ¥ definida positiva.

Equivalentemente, el modelo (3.1), puede expresarse como
vec(Y) = (I @ X)vec(B) + vec(e), (3.2)
con E(vec(e)) =0y Cov(vec(e)) =X ® 1.

Los estimadores de verosimilitud méaxima de 3y ¥ son

-~ -~

B=(X'X)"'X'Y=X"Y y 5= %(Y — XB)(Y — XP)

donde P = X(X'X) !X’ = XX~ es la matriz de prediccién y X~ es la inversa de Moore-Penrose. El

ij-ésimo elemento de P es p;; = X/(X'X) 71 X;.

22
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En este capitulo se proponen algunas modificaciones a la distancia de Cook, mediante una generalizacién
de la distancia de Mahalanobis, para detectar observaciones influyentes en funciones lineales de los
parametros (3, de la forma NGM. Las ideas principales son retomadas de Diaz-Garcia y Gonzalez-
Farfas (2004). Ademds, se derivaran las distribuciones exactas para las nuevas distancias proponiendo
un punto critico para decidir si una observacién en particular (o un conjunto de observaciones) se

comporta como un outlier (o como un conjunto de outliers).

3.2 Detectando una Observacién Influyente
Considere el modelo de regresiéon lineal multivariado

Yy = Xo)Bu) tewy, €6 ~Nacixp (0,836 ® 1), (3.3)

este modelo se obtiene de (3.1) eliminando el i-ésimo renglén de Y, X, y e. Asi, Y(;) € IR" %P,

Xy € R" By € RV y ey € IR"4P,
Para el modelo modificado se sabe que:

By = (X(y X)Xy Yy = XYy v S = %(Yu‘) - X)) (Yo — XoPw).
donde B(i) y f](i) son los estimadores de verosimilitud maxima de (3;) y 3(;), respectivamente.

Observe que

Y/ X] el
Yy X5 )
Y = ) ;e lRP X = ) ,X; €IRT e= ) ,&; € IRP.
Y! X! e
Por tanto
Xi
li Xé < i I = i A A
X'X = ( X, Xy - X, ) =3 X Xp = XX+ S XX, = XoX] 4 X{ X,
k=1 ki
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Y/
/ }/2/ - ! ! - ! ! !
Xy = ( X, Xy - X, ) P =YXy = XY Y XY = XY+ X Y.
: k=1 ki
Y/

Note que si e} es el i-ésimo vector de la base candnica en IR", esto es, el vector unitario, e} =

/
(0 o 010 ... ())7ent0ncese?’Y:Yi’,e?’X:X{ye?’azgi.

Ahora, utilizando el Teorema de Sherman-Morrison-Woodbury (vea Apéndice A, Teorema A.1) se tiene

que
(X'X)1X XX/ X)?

(X'X = X X)) 7! = (X X(;) ™' = (X'X)7! + e , (3.4)
con p; = X[(X'X)71X;.
De (3.4), se tiene,
B— ﬂ(z‘) = (X/X)_lX/Y - (Xfi)X(i))_lXéi)Y(i)
_ (X' X)X, X/(X' X))t _
= ((X(z>X<i)) = 1— pu XY = (X X)) ™ Xy Vo)
. (X' X)X XN(X' X)L XY
= (Xfi)X(i)) (XY — X{i)Y(i)) - 1 — pi
X' X)X XI(X' X)Xy
= (X(nX@) ' XY - ( ) . _Z;H ) . (3.5)
17
Por otro lado
X' X)) XXX X)L
Xf X)Xy, = (o)t ) 07 Xy
(1)“>(4) % 1 — py v
= () g 0T
o L —pii
X' X)) ' xy!
— ()—M (3.6)

1 — pis
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Sustituyendo (3.6) en (3.5) se obtiene que

B—Bu = (X'X) XY — (X'X) XX (X' X)X
@ = 1—pii
X' X)X,
= (17)()7 - X/(X'X)7'X'Y). (3.7)
— Pii

Ahora, dado que £= (Y — X3) = (I — P)Y, entonces g =e(Y — XpB) = Y/ — X/(X'X)71X'Y, asf

~ o~ X'X *1Xi§;
B— B = %
— Dii

(3.8)
Dado que estamos interesados en distinguir observaciones influyentes, en funciones lineales de los
parametros 3, i.e. en funciones lineales de la forma NGM, entonces se propone la siguiente modifi-

cacién a la distancia de Cook, denotada por DN M,,, y definida como

~ ~ ~

DNM,,, = vec'(N(B — Bs))M)Cov (vec(N(ﬁ - 6(2-))M))7 vec(N(f — By) M), (3.9)

~

donde N € IRy M € IRP** conr(N) =lyr(M) = s. Para determinar DN M,y,. note que vec(N (5—
Biy) M) = (M'@N) vee(3—Fy) y auela Cov (vee(N (5 = By)M) ) = (M'@N)Cov (vee(B - By) ) (Me
N’). Por tanto, sélo hay que calcular la VQC(B* B(i)) vy la @(VGC(B\ — B(i)))

Dado que &, = e’ (Y — X3) = ¢™'(I — P)Y, es claro que vec(g}) = (I, @ e (I — P)) vec Y, por tanto

7

~ _ (I, ® (X' X)71X;)

vec( — B()) T pu vec(g})

l —1y.
_ (Ip & (1)(;);;)1 Xz) (Ip ® G?I(I o P)) VGC(Y)

_ (e (X’Xi‘_lX-i'e?'(I “P) oot
Pii

(I, ® (X'X)"'X;P))
1 —pii

vec(Y'), (3.10)

donde P! = € (I — P) es el i-ésimo renglén de la matriz (I — P). Entonces



CAPITULO 3. UNA GENERALIZACION A LA DISTANCIA DE COOK 26

Cov (vee( - o)) = L E I o (e U XD

_ LX) o e PX(XX)Y)

(1 —pi)?
17]* (3 @ (X'X) ' X X[(X'X) ™)
= . . (3.11)
(1 —pii)
Note que, ||P;||? = e?'(I — P)(I — P)e? =1 — p;;, asi sustituyendo en (3.11) se tiene
~ s Yo (X' X)X X(X' X))
Cov (vec(B — Bs))) = (XX) XX~ (3.12)
(1 —pis)
Sea S = nfl/(n —q) y observando que E(S) = X, entonces
— S® (X'X)"1X,X/(X' X)L
Cov(vec(B — B(4))) = ( ) ( ) . (3.13)
(1 — pis)
Por lo tanto
s 5 1 X'X) X, P
R e )
— Dii
M @ N(X'X)"'X, P/
_ WaNXX)TTXP) vy, (3.14)
L = pii
y
—— ~ S ((X'X) 1 X; X/(X'X)!
Cov (vec(N(ﬁ - ﬁ(i))M)) _ e N )1 - (X7 eV
 M'SM@N(X'X)' X, X/(X'X)"'N' (3.15)

1 — pis
Sea v; = N(X'X)71X;, v; € IR'. Basado en los siguientes resultados:

1. Paraa € IR", a~ = d'/|a|?,
2. Dada A € IRP*9, (AA’")~ = A’" A~ con A~! = A~ si A es no singular.
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3. Dadas las matrices Ay B, (A® B)" = A~ ® B~,

se tiene que

(Gov (et (3= Gn)) - = (FE)
1—pii

= ot (QISM)TT @ viv)).

Por tanto la distancia modificada de Cook, DN M,,,, puede ser reescrita como,

DNM,,, = vec' (N(5 — B))M) (6& (VGC(N(B— B(i))M)))7 vec(N(B — By M)

_ (Meup) N Q- p)(MSM) @) (M@l
- ( T—pn (Y)) Bk ( i m)

(M(M'SM)~*M’' ® Pvivviv;P)

[|vi

= (1 —piy) tved(Y)

vec(Y')

= (1 —py) tved (Y)Y M(M'SM)™*M' @ P;P/) vec(Y). (3.16)

Alternativamente, dado que tr(BX'CX D) = vec'(X)(B'D’' @ C) vec(X), para matrices de dimensiones

adecuadas, se puede escribir DN M,,, como

DNM,,, = (1 —py) " te(M(M'SM)"*M'Y'P,P]Y).

Por otro lado, como &, = e’ (Y — XpB) = P!Y, entonces

DN M,,,

i

(1= pii)~tr(M(M'SM) ' M'g&})
(1= pis) L tr(EM(M'SM)~ ' M'E;)

= (1= pii) "N (M'&) (M'SM)~H(M'E;)

De esta forma se tiene que DN M, puede expresarse de cualquiera de las formas dadas en el siguiente

resultado.
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Teorema 3.1. Considere el modelo de regresion lineal multivariado dado en (3.1). Bagjo el supuesto de
normalidad de la matriz de errores y considerando las matrices N € IR y M € IRP*®, con r(N) =1
y r(M) = s. Entonces la distancia de Cook modificada, DN M,,,, para detectar un dato outlier en

funciones lineales de los parametros 3, NBM , puede ser escrita como:

ved (N(B = Bay) M) (Cov (vee(N (5 = By)M)) ) vee(N (5 — Fop) M),
DNM,, - (1 —pi;) " tved (Y)(M(M'SM)™*M’' ® P;P/) vec(Y), (3.17)
(1 —pi) Yr(M(M'SM)~*M'Y'P,PY),

(1= pi) (M8 (M'SM) "L (M',).

La distancia DNM,,,, al utilizar a S como estimador de X, s6lo mide la influencia de la i-ésima
observacién en funciones lineales de los parametros 3, NGM. Es posible que se esté interesado en medir
la influencia en NGM, tomando en cuenta la influencia al eliminar la i-ésima observacion del estimador
de matriz de pardmetros ¥. En tal caso es preferible utilizar como estimador de ¥ a S(;), el cual es
obtenido de la misma forma que S, pero con la muestra reducida en (n — 1), i.e. eliminando la i-ésima
observacion. Asi, reemplazando S por S(;) en (3.17) se obtiene una nueva modificacién de la distancia
de Cook, la cual mide la influencia de la i-ésima observacién en NGM y 3. Tal medida se denotara por

DN M;,. v se define en el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Bajo las mismas condiciones del Teorema 3.1 y utilizando como estimador de ¥ a S;), la
distancia de Cook modificada, DN My, , para medir la influencia de la i-ésima observacion en funciones

lineales de los pardmetros 3, NBM , puede ser escrita como:

ved (N(B = Bay) M) (Cov (vee(N (5 = By)M)) ) vee(N (5 — Bap) M),
DN, — (1 — pis) = ved (Y)(M(M' Sy M)~ M’ @ P,P!) vec(Y), (318)
(1—pi)~?t tr(M(M’S(i)M)_IM’Y’PZ-PZ»’Y),

(1 = pi) " HM'E) (M'S; M)~ (M'E).

En la seccién 3.4 se obtendran las distribuciones exactas de DNM,,, y DN M, . Se verd, como para
obtener la distribucién exacta de DN M, se requiere de un procedimiento mas complejo que para
obtener la distribucién exacta de DN M, . Esto se debe a que DN M,,, utiliza a &; y a S, los cuales no
son estocasticamente independientes. En cambio, DN My, = utiliza a & y a S(;), los cuales obviamente

son estocasticamente independientes, esto facilita la deduccién de su distribucién exacta.
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3.3 Detectando un Conjunto de Observaciones Influyentes

Sea I = {i1,12,...,1r } un conjunto de tamano k de {1,2,..n}, tal que (n—k) > ¢. Ahora, para el modelo
(3.1) denote X (), Y1) v €(r) las matrices de regresién, de datos y de errores, respectivamente, obtenidas
después de borrar las correspondientes observaciones de acuerdo a los subindices I. Sean B( ny fl( 1) los

correspondientes estimadores de verosimilitud maxima en el modelo

Yin=XwnBm +em,  em ~Nu-ryxp(0, 51 @ In) -

Analogamente al caso de una observacién, observe que:

X1
X/ n n
XX=(X) X o X, )| | =X =Y XX+ Y XX = Xy X + Xi X,
j=1 jere jerl
X/

donde Xy € IR"F*4 X, € IRT** con r(Xr) = k. X es la matriz formada por las filas de X en I.

Ahora, usando Teorema de Sherman-Morrison-Woodbury (vea Apéndice A, Teorema A.1) se tiene
(X'X = X X)) ™ = (X(n X)) ™ = (X' X) 7+ (X'X) 7 X (I — Pr) 7 Xp(XX) 7, (3.19)

donde P; = X} (X'X)"1X;.

Como 5(1) = (XéI)X(I))*lXEI)Y(I) yX'Y = X(’I)Y(I) + X1Y7, entonces aplicando (3.19) se obtiene que

By = ((XX)7) 4 (X7X) 71X (I — Pp) " X5 (X7X) ™) (XY — XY))
=B+ (X' X)X (I — P) ' X105 — (X' X)X, Y7
—(X'X)' X (I, — Pr) "' PrY;.

Ahora, sumando y restando (X'X)~1(Iy — Pr)~'X[Y7 se tiene

By
(X X)_lX[ (I — (Ik: — PI>_1 —+ (Ik — P[)_lpI) YI

B+ (X'X)'X (I, — P)"' X3 — (X'X)"'(Ix — P))"' X[V}
B—

(X' X)X (I — Pr) (Y1 — X4)
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Por tanto

B~ By = (X'X)" X, (I — Pr)~'Er (3.20)

Dado que estamos interesados en distinguir multiples observaciones influyentes, en funciones lineales de
los parametros 3, N3M , entonces se propone la siguiente modificacién a la distancia de Cook, denotada

por DN M,,, vy definida como

-~ ~

DNM,,, = vec (N (5 — 1)) M)Cov (VeC(N(ﬁ - ﬁ(r))M)) ~vee(N(B — By M), (3.21)

donde N € IR™9 y M € IRP**, con r(N) =l y r(M) = s. Para determinar DN M,,, s6lo hay que
calcular Vec(ﬁ - B(i)) y (To\v(vec(ﬁ - B(i))).

-~

Dado que & = Up(Y — XB) = U;(I — P)Y, donde Uy = (ef',el,...,el' ), es claro que vec(éy) =

117 Vig? Tt Vig

(I, @ Ur(I — P)) vec(Y). Asi,

vec(B—Bn) = L, ® (X' X)"'X;(I, — P)"'U(I — P))vec(Y)

= (I, ® (X'X)"'X;(Ix — Pr)""Hy) vec(Y), (3.22)

donde Hy = Uj(I — P). Por lo que

vee(N (3 — Biry) M) (M' @ N)(I, ® (X'X)"'X; (I — P;)~ Hp) vec(Y)

= (M'@ N(X'X)"'X;(I — P) ' Hy) vec(Y). (3.23)
Por otro lado,
Cov (vee(B - Bpy)) = L@ (X' X)) X;(I — Pr) "HiH} (I — Pr) ' X}(X'X) 7}
= Y X'X)'X;(I, - P) 7 X (X' X)L (3.24)
Sustituyendo X por S, se tiene
Cov(vee(B — Bipy)) = S @ (X' X) " X (I — Pr) ' X5(X'X) 7Y, (3.25)

De donde

Cov(vec(N(B — By)M)) = M'SM @ N(X'X) "' X (I — Pr) ' X (X'X) "'V, (3.26)
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luego

(@(N(vec(ﬁ - 3(1)))M)>7 = (M'SM)~' @ (NRN')"~, (3.27)
donde R = (X'X) ' X (I — Pr) ' X}(X'X)~!, por tanto R~ = (X'X) X} (I — Pr)X; (X'X). Note

que si 7(N) < r(R), entonces NRN' es no singular.

Asi, la distancia modificada de Cook propuesta para detectar multiples observaciones influyentes,

DN M,,,, puede ser reescrita como:

DNM,,, =vec'(N(3 — B(r))M)Cov (vec(N(B - B(I))M)) veo(N (B — Biry)M)
=ved (3 — Bny)(M @ N') (M'SM)~' © (NRN')~) (M' @ N) vec(B — 1)
= vec'(B — Biry) (M(M'SM)~'M’ @ N'(NRN")~N) vec(3 — 1)

Alternativamente, aplicando tr(BX'CX D) = vec'(X)(B'D’' ® C') vec(X), para matrices de dimensiones

adecuadas, se puede escribir DN M,,, como

DNM,,, = te(B— b)) N'(NRN")"N (B — Biry) M(M'SM)~ M’

tr(M’SM) ™! (N(B - 3(1))M)/ (NRN')~ (N(ﬁ - B(I))M) . (3.28)

Pero N (3 — Bry)M = N(X'X) "' X;(Iy — Pr)~ &M, por lo que
~ ~ / ~ ~
(N(B = Buy)M) (NRN')™ (N(B = Biny)M)
= M'E(Iy — P) ' X}(X'X)"'N'(NRN") " N(X'X)" ' X;(I, — Pr)"'erM
= ME(I, — P) ' XH(X'X)"'N'N'~ (X' X)X} (I, — Pr)
X, (X'X)N"N(X'X)' X (I, — P) " 'erM

= M, — P ' X[ X, (I, — P)X; X1(I, — Pr) &M,
note que para N € IR™9 con r(N) = [, se tiene
(X'X)"IN'N'~(X'X) = (N"(X’X))i (N"(X’X)) ~ 1.

Por tanto,
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(NG - Buyar) (VRN (N (B~ Boy)M)
= M0, —Pr)" Y X; X1) (I — Pr)X; X;(I, — Pr) " 'erM
= M'E(Iy — P;) e/ M.
Asi
DNM,,, = tr(M'SM)~*M'&, (I, — P;)"'e; M. (3.29)
De esta forma se tiene que DN M,,, puede expresarse de cualquiera de las formas dadas en el siguiente

resultado.

Teorema 3.3. Considere el modelo de regresidn lineal multivariado dado en (3.1). Bajo el supuesto de
normalidad de la matriz de errores y considerando las matrices N € IR™? y M € IRP*®, con r(N) =1
yr(M) =s. Entonces la distancia de Cook modificada, DN M,,,, para detectar k outliers en funciones
lineales de los pardmetros 3, NBM, puede ser escrita como:

ved (N(B = Bn)M) (Cov (vee(N(B — Bn)M)) ) vee(N(B = By M),
ved' (B — Bipy) (M(M'SM)~'M’ ® N'(NRN')~N) vec(3 — B(r)),
r(M'SM)~ (NG~ Bin)M) (NRN')~ (N(B ~ By )
tr(M'SM)=*M'g, (I, — Pr) &1 M.

DNM,,, = (3.30)

Andlogamente al caso de una observacién, en distancia DN M,,,, se puede estar interesado en medir
la influencia de un conjunto de k observaciones, I, en funciones lineales de los parametros 8, NGM,
considerando el estimador de ¥, S(1), el cual es obtenido de la misma forma que S, pero eliminando las
correspondientes k observaciones de acuerdo a los subindices I. Asi, reemplazando S por S(r) en (3.30)
se obtiene una nueva modificacién de la distancia de Cook, la cual mide la influencia de un conjunto de

k observaciones en NGM y ¥. Tal medida se denota por DN M, v se define en el siguiente resultado.

mryr

Teorema 3.4. Bajo las mismas condiciones del Teorema 3.3 y utilizando como estimador de ¥ a S(r),
la distancia de Cook modificada, DN My, , para medir la influencia de un conjunto de k observaciones,
I, en funciones lineales de los pardametros 3, NGM, y en la matriz de pardmetros X, puede ser escrita

como:

ved (N(8 = Bny) M) (Cov (vee(N(B = Buy)M) ) ) vee(N(B = By M),
DNM;, — vee' (B — Bin) (M(MLSULM)*M/’ ® N’(NRN’)‘AN) :’GC(B— Bin), (331)
tr(M' Sy M)~ (N(ﬁ - ﬂ(z))M> (NRN')~ (N(ﬂ - ﬂ(r))M) ;

tI‘(M/S(])M)ilM/g/I(Ik — P[)flng.
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3.4 Distribuciones Asociadas con las Distancias Modificadas

La principal razén para explorar las modificaciones, dadas en las secciones 3.2 y 3.3, de la distancia
de Cook es la de establecer una regla de decision, para concluir si una observacién, o un conjunto de
observaciones, es influyente en funciones lineales de los pardametros #, NGM. En lugar de usar una
aproximacién a una distribucién, se busca cuantificar la incertidumbre, de tal conclusién, derivando la

distribucion exacta de las distintas modificaciones de la distancia de Cook.

Las distribuciones exactas de DNM,,, y DN My, ., utilizando estadisticos pivotales, se muestran en el

siguiente resultado.

Teorema 3.5. Considerando el modelo de regresion lineal multivariado (3.1) y las definiciones de
DNM,,, y DNMy, , dadas en los Teoremas 3.1y 3.2, respectivamente. Suponiendo que & ~ Nosxp(0, 2@

I.,), se tiene,

DNM,,,
n—gq

~ B(s/2,(n—q—5)/2), (3.32)

donde B3(s/2,(n — q—8)/2) denota una distribucién beta centrada con pardmetros s/2 y (n—q—s)/2.

(n—q—s)DNM,,.
s(n—q—1)
donde F(s,n — q — s) denota una distribucion F centrada con s y (n —q — s) grados de libertad (gl).

~ F(s,n—q—s), (3.33)

Demostracion.
1. Dado que
S =y - Py
=1/(I - P)e,

entonces, si € ~ Nnxp((), Y ®I,) se tiene
nS =¢&'(I — P)e ~ Wy(2,n — q).

Asi,
(n—q)S ~W,(X,n—q),

donde S =
n—gq
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Por tanto

(n—q)M'SM ~ Ws(M'SM,n — q), (3.34)

donde M € IRP*® con r(M) = s.

Por otro lado, & ~ N, (0, (1—p;;)Y), entonces (1—p;;) /28, ~ N,(0,%), por lo que (1 —p;;) "2 M'E; ~
N (0, M'SM). Asi,

M'Ei(1 = pis) 'EIM ~ Ws(M'SM, 1). (3.35)
Pero Sy &; no son independientes. Sin embargo, basados en el Lema 1 de Ellenberg(1973) (vea Apéndice

B.7),

(n—q)S=(n—-q—1)Su +&(1 —pu) &,

por lo que

(n—q)M'SM = (n—q—1)M'SpyM + M'g;(1 — p;;) " 'g; M, (3.36)

2

mostrando que S(;) y &; son independientes. Ademds, como (n—q—1)S;) ~ W,(X,n—q— 1), entonces

(n—q—1)M'SiM ~ W,(M'SM,n — q - 1).

Ahora, note que

DNM,,, ~ ~
Tt = (=) ME) (0 - MISM) T (M)
=tr M'g;(1 — p;) 'EM((n — q)M'SM)~!
=tr M’a(l — pii)_lé\;M ((n —q— 1)M’S(1)M + M’a(l — pii)_lé\gM)_l .
) . DN My, 1 1 - _ ,
Asi, se tiene que —— = V() donde V(1) es el estadistico de Pillai el cual, segiin Seber (p. 38,

1984), tiene distribucién S((|]1 — s|+1)/2,(n —q¢—1—s+1)/2). Por tanto

DN M,,
n—q

~ B(s/2,(n—q—5)/2).

2. Para demostrar 2, note que

DNM;, =(n—q—1)(1—py) 2(M'E) (n—q- 1)M/S(z‘)M)71 (M'E)(1 —pis) Y2,
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entonces

* 2
D'Z\/Y'Z\4m1 ~ 7’(s,n7q71)7

donde T(i n—q1) Tepresenta la distribucién 7 2 de Hotelling con pardmetros s, y n —q — 1. Us-

ando relaciones entre la distribucién 72 de Hotelling y la distribucién F, se tiene que ’T(
s(n—q—1)

2 —
s,n—q—1)

n—q—s Flsn—q—s)-
Asi
n—q—s
——————DNM} ~ Flsn_g—s)-
s(n —q— 1) m; (s,m—q—s)
[
Del Teorema 3.5, dado un nivel de significancia «, podemos escribir la siguiente regla de decisién:
Y, i=1,2,...,n, es una observacion influyente en NGM si
DN M,,,
T;nl > /Ba:s/Q,(n—q—s)/Zu (337)

donde B:5/2,(n—q—s)/2 €s el correspondiente e —percentil superior de una distribucién 3 con parametros

s/2y (n—q—s)/2. O alternativamente

Y;, i =1,2,...,n, es una observacién influyente en NGM si

(n—q—s)DNM},
s(n—qg—1)

> Fa:&(n—q—s)a (338)

donde Fy.4 (n—q—s) €s el correspondiente o — percentil superior de una distribuciéon F con s y (n—q—s)

gl. Debido al problema que se tiene al realizar pruebas multiples, punto por punto, Draper y Smith

n—q—s)DNM},
(1981) proponen utilizar un nivel de significancia corregido. Asi, el estadistico ( EJ ) 0 T se
s(n—q—

llevarfa a la forma del estadistico F' de Draper y Smith [p. 174, 1981] y posteriormente se compararia

con el a/n — percentil superior de una distribucion Fs ,—q—s)-

Para el caso de miiltiples observaciones influyentes, las distribuciones exactas de DN M,,, y DNM, ,

utilizando estadisticos pivotales, se muestran en el siguiente resultado.
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Teorema 3.6. Considerando el modelo de regresion lineal multivariado (3.1) y las definiciones de

DNM,,, y DNM}

m;» dadas en los Teoremas 3.3 y 3.4, respectivamente. Suponiendo que € ~ Noxp(0, 2@

I.,), se tiene,

DNM,,,
n—q

~ P(w,m,h), (3.39)

donde P(w,m,h) denota la distribucidn centrada para el estadistico Pillai con pardmetros w, m, y h.

DNM* S
— p— LH(w,m,h), (3.40)

donde LH(w, m, h) denota la distribucidn centrada para el estadistico Lawley-Hotelling con pardmetros

w, m, y h.
En ambos casos los pardmetros son definidos como w = min(s, k), m=(|s—k|—=1)/2 yh=(n—q—

s—1)/2.

Demostracién.

1. Sea gy = Uj(I — P)Y = Uj(I — P)e. Sie ~ Npyp(0,X ® I,), entonces 1 ~ Nixp(0, @ (I — Pr)),
por lo que (I — P1)Y28; ~ Nixp(0,Z @ I};), de donde (I — Pr)'/26/M ~ Nixp(0, M'SM @ Ii,) y
EN(I — Pr)7Er ~ Wy(Z, k).

Note que hay dos casos, k < py k > p. Ademds, (n — q)S ~ W,(X,n — ¢), pero S y &5 no son

independientes. Sin embargo, basados en el Lema 1 de Ellenberg(1973),

(n—¢q)S=(n—q—k)S +&(I - PI)_lgl,

por lo que

(n—q)M'SM = (n—q—k)M'S )M + Mg} (I — Pr)"'g1 M, (3.41)

mostrando que S(y y £r son independientes. Ademas, como (n—q—k)S(;) ~ Wy(X,n—q—k), entonces

(n—q—k)M'SyM ~Ws(M'SM,n — q— k).

Ahora, la matriz B € IR***_ definida como



CAPITULO 3. UNA GENERALIZACION A LA DISTANCIA DE COOK 37

B = (I—P) Y28 M ((n—q)M'SM)"" M'&,(I — P;)~1/2
= (I - P)~Y28 M ((n — g — k)M'SryM + M'(I — P;) ‘& M)~ M'g}(I — P)~1/2,

tiene una distribucién multivariada tipo beta y su densidad es dada en Srivastava (1968) y Srivastava y
Khatri (1979), para el caso k < p. Por otro lado cuando k > p, es posible definir una matriz By € IR***

como sigue

(M'&(I — P)~'8M)? ((n — g — k)M'SyM + M'E,(I — Pr)~'&rM) ™"

x (M'&y(I — P)~tg M),
donde su densidad puede ser encontrada en Dfaz-Garcfa y Gutiérrez-Jdimes (2001). G/? es la raiz
cuadrada definida no-negativa de G tal que G = GY2GY2. Una propiedad muy atractiva es que
podemos obtener la densidad de la matriz B a partir de la densidad de B1, considerando las sustituciones

dadas en Muirhead(1982). En este caso las sustituciones son:

s—k, k—s n—qg—k—on-—q-—s. (3.42)

Ahora, note que tr B = tr By, por lo que

tr(I — Pr)~Y28; M ((n — g — k)M'SyM + M'8)(I — P)~'&; M)~ M'gy(I — Pr)~%/2 =
DNM,,,

tr ((n—q — k)M'S(yM + M'E,(I — Pr)~'&; M)~ M'&y(I — Pr)~ &M =
n—q

= V) ~ P(w,m, h),

el cual es exactamente el estadistico V() de Pillai (notacién de Rencher(1995)) bajo la hipétesis nula,
y su densidad es dada en Khatri y Pillai (1968) para k > p. Si k < p la correspondiente densidad
es obtenida usando la sustitucién dada en (3.42). Observe que si k = 1 entonces w = 1, y por tanto

DNM,,,/(n—q)=V® = DNM,,,/(n — q).

2. De forma similar, M'€7(I—P;)~*&; M ~ W,(M'SM, k) independientemente de (n—q—k)M'S M ~
Ws(M'SM,n —q—k). Y de nuevo, se tienen dos casos; k < p y k > p. Entonces la matriz F € IRF**

definida como

F = (I—P) Y28 M ((n—q—k)M'S;yM)” M'g,(I — P)~1/2
(I = Pr)=Y28,M (M'S ;) M) ™" M'E)(I — Py)~/>2

)

n—q—=~k
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tiene una distribucién Wishart Studentised, y su densidad puede ser encontrada en el Teorema 10.4.4
de Muirhead (1982), para k < p. Si k > p, podriamos definir Fy € IR**® como,
oy P /2 /00y —1 /0y PN 1/2
(M&‘I(I—P]) &‘]M) (M S([)M) (M&‘I(I—PI) EIM>

F =
1 n_q_k ’

donde su funcién de densidad es dada en el Teorema 10.4.1 de Muirhead (1982). Para encontrar la
densidad de F a partir de la densidad de F se usardn las sustituciones de la ecuacién (3.42). Note que

trF =trFq, asi

(I—P)~'2e M (]‘/-"/5(1)]‘/-")71 Mg (I —Pp)~*/?

tr -
n—q-—=k
tr (M'S(yM) ™ M'&/(I — P;)"'&,M  DNM;
r (M'S()M) (= Pr)7 &M = U~ LH(w,m, h),
(n—q—k) n—q-—k

coincidiendo con el estadistico U(*) de Lawley-Hotelling (notacién de Rencher(1995)) bajo la hipétesis
nula. Su funcién de densidad es dada en el Corolario 10.6.3 de Muirhead (1982) para k > p. Sik < pla
correspondiente densidad es encontrada usando (3.42). Note que si k = 1 entonces w = 1, y por tanto

DNM;}, /(n—q—1)=U™ = DNM;, /(n—q—1). "

Las distribuciones LH(w, m,h) y P(w,m,h) son llamadas distribucién de Lawley-Hotelling y dis-
tribucion de Pillai, respectivamente, y han sido tabuladas por diferentes autores como una funcién
de sus pardmetros w, m, y h. Tomando las definiciones en Rencher[p. 183, 1995], las equivalencias
de las notaciones aqui son, w = min(s, k) (Rencher utiliza s en lugar de w), m = (|s — k| —1)/2 y
h=(n—q—s—1)/2. Note que esas tablas fueron preparadas para k > p, asi que para el caso k < p
se tiene que usar las sustituciones dadas en (3.42). Si los valores que se necesitan no estdn disponibles
en tablas, Rencher[p. 185-186, 1995] sugiere excelentes aproximaciones atrdves de una distribucién F,

ver también Seber[p. 38-39, 1984].
Del Teorema 3.6, dado un nivel de significancia a, podemos escribir la siguiente regla de decisién:

Y, Y; , Y;, , es un conjunto de observaciones influyentes en NSM si

1 29 +-

DN M,
= > Pa:w,m7h7 (343)
n—q

donde Py..y,m,n €s el correspondiente oo — percentil superior de una distribucién Pillai con pardmetros

w=min(s,k), m=(]s—k|—1)/2y h=(n—q—s—1)/2. O alternativamente
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Y, Yi,, ..., Y., es un conjunto de observaciones influyentes en NGM si

DNM}
——L > LHppmohs 3.44
n—q—k — w.msh (3.44)

donde LH y.y,m,n s el correspondiente o — percentil superior de una distribucién Lawley-Hotelling con

pardmetros w = min(s, k), m=(]s—k|—-1)/2yh=(n—q—s—1)/2.

Observe que como consecuencia del Teorema B.4 (vea Apéndice B), los resultados en el Teorema 3.6 se
pueden extender al caso en que los errores siguen una distribucién de contornos elipticos, con lo cual

€1 ~ Ekxp(0,2® (I — Pr)), esto es:

Teorema 3.7. Considerando el modelo de regresion lineal multivariado (3.1) y las definiciones de
DNM,,, y DNMy, , dadas en los Teoremas 3.3 y 3.4, respectivamente. Suponiendo ahora que e ~
Exp(0,2 1), se tiene,

DNM,, te(M'SM)~*M'e, (I, — Pr)~ ‘et M
niql — I‘( ) ngl(qk: I) €1 NP(w,m,h), (345)

donde P(w,m,h) denota la distribucidn centrada para el estadistico Pillai con pardmetros w, m, y h.

DNM* tr(M'S M) *M'E, (I, — P;)"'erM
mi _ r(M'S) M) eIy — Pr)~ er ~ CH(w,m. h), (3.46)
n—q—=k n—q—=~k

donde LH(w,m,h) denota la distribucion centrada para el estadistico Lawley-Hotelling con pardmetros

w, m, y h.

Andlogamente, los resultados del Teorema 3.5 se pueden extender al caso en que los errores siguen una

distribucién de contornos elipticos.

Observaciones:

1. Este trabajo fué motivado en el estudio de los modelos de disenos y de medidas repetidas, en
general para estos modelos, la matriz X es de rango incompleto, esto es, 7(X) = k < p. Sin
embargo, hasta el momento todos los resultados han sido propuestos para el caso de un modelo
de rango completo, r(X) = p. A pesar de ello observe que cuando 7(X) = k < p, las conclusiones
en todos los resultados obtenidos en el presente capitulo son validos, simplemente observando lo

siguiente:
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(a)

(b)

Sustituya la frase funciones lineales de los pardmetros 3, por funciones lineales es-

timables de los parametros (3 en los enunciados de los teoremas.

Observe que, ahora el sistema de ecuaciones normales X' X3 = X'Y, sigue siendo consis-

tente, pero no tiene solucién tinica, pudiéndose escribir todas sus soluciones como:

5 (X' X)Xy sobre todo c-inverso de (X'X) o
(X'X)*X'Y+(I—-(X'X)(X'X))h para h:px1 arbitrario

donde todo c-inverso de A se denota por A€ y es tal que AA°A = A.
Sin embargo, la matriz de predicciones es invariante bajo todo inverso generalizado de X' X,
més ain, P = X(X'X)°X’' = X~ X, como en el caso de rango completo.

Andlogamente, observe que el estimador de las funciones lineales estimables de los pardmetros
B, NBM, también es invariante bajo toda solucién 3 del sistema de ecuaciones normales,
pues, NGM = N BM = NX"YM. Con lo cual los resultados son inmediatos para el caso

de rango incompleto.

2. En la definicién de la distancia DN M,,, se estd empleando la matriz de covarianzas de VQC(B -

Bay)-

Bajo un modelo eliptico, hay que tomar en consideracion que algunas distribuciones no

tienen momentos. Sin embargo DN M,,,, puede seguir siendo definida de la misma manera, pues

en el caso eliptico la matriz definida por la ecuacién (3.13), estima a la matriz de escala ¥ y no

a la matriz de covarianzas cgX. Observando ademads que en el caso de una distribucién normal

¢op = 1, vea Diaz-Garcia y Gonzélez-Farias (2004).



Capitulo 4
Ejemplos y Aplicaciones

4.1 Introduccién

En este capitulo se ilustra el uso de las pruebas exactas, para detectar observaciones influyentes,
obtenidas en el Capitulo 3. Se presentan tres ejemplos, en ellos se ilustra el procedimiento a seguir,
para poder concluir si una observacién o un conjunto de observaciones es influyente en funciones lin-
eales estimables de los pardmetros 3, de la forma NGM. También se intenta dar una interpretacién
de las funciones lineales de los parametros, en las cuales se estd interesado en medir la influencia de
una observacién o un conjunto de observaciones. El programa, desarrollado en S-plus, para realizar los

analisis correspondientes es presentado en el Apéndice C.

4.2 Ejemplo uno: mortalidad de truchas

Los datos de la Tabla 4.1 fueron analizados por Srivastava y Carter(1983). Veinticinco depdsitos de
truchas se sometieron a diferentes dosis de cobre en miligramos por litro. El peso promedio de los peces
fue registrado. Las proporciones (pi;, i = 1,...,25, j = 1,2,3,4,5) de peces muertos después de 8, 14,

24, 36 y 48 horas fueron registradas.

El modelo a considerar es

Y =X0+e.

41
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donde Y € IR**%,

Yyin - Y15
Y21 - Y25

Y = ,
Yni e Ynb

es la matriz respuesta, con n = 25y y;; = arcseno,/p;; (las variables respuesta p;; fueron transformadas
con arcseno para estabilizar la varianza), donde p;;=proporcién de peces muertos en el depdsito i al
tiempo t;, con tiempos t = (t1,t2,t3,ta,t5) = (8,14, 24,36,48); X € IR™*3 es la matriz de covariables,
su primera columna estd formada por unos correspondientes al intercepto, la segunda columna tiene
logaritmos de dosis de cada depdsito y la tercer columna es el peso promedio de los peces en los depésitos;

finalmente, 3 € IR3*5,

Bor Boz Bos BLos Bos
B=1 B Bz Bz Bia Bis |
Ba1 Pa2 P2z Poa Pas

es la matriz de parametros, siendo sus renglones los vectores de pardmetros correspondientes al inter-

cepto, a log(Dosis) y a peso promedio, respectivamente.

El estimador de verosimilitud méxima de 3 es

—04.60 —228.67 —258.80 —246.05 —232.96
B=(X'X)"'X'Y=X"Y = 19.27  43.65  48.99  47.33  45.10
24.68  —20.59 3.32 5.22 8.24

Supongamos, por ejemplo, que estamos interesados en comparar las mortalidades de peces a 14 y 36
horas despiies de inducir la contaminacion con cobre; esta comparacion se puede efectuar estimando las

funciones paramétricas

Bo2 — Boa
B2 — Bia »
Baz — Poa

/
o equivalentemente SM, donde M = ( 01 0 —-1 0 ) .
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Table 4.1: Proporcién de peces muertos después de 8, 14, 24, 36 y 48 horas de que se les

suministro diferentes dosis de cobre.

log(Dosis) Peso Promedio

Yy Y, Ys Yy Y5 X1 Xo
0.00 0.00 30.00 30.00 30.00 5.60 0.67
0.00 18.44 33.21 33.21 33.21 6.02 0.64
0.00 45.00 60.00 71.57 71.57 6.41 0.73
22.79 53.73 90.00 90.00 90.00 6.85 0.77
42.13 90.00 90.00 90.00 90.00 7.28 0.57
0.00 1292 26.57 26.57 26.57 5.60 0.78
12.92 18.44 33.21 33.21 33.21 6.02 0.81
12.92 42,13 77.08 90.00 90.00 6.41 0.82
18.44 56.79 90.00 90.00 90.00 6.85 0.87
26.57 67.21 90.00 90.00 90.00 7.28 0.84
0.00 0.00 0.00 0.00 1292 5.60 0.86
0.00 1292 22.79 30.00 33.21 6.02 0.91
0.00 22,79 77.08 77.08 77.08 6.41 1.03
0.00 46.79 77.08 90.00 90.00 6.85 1.05
18.44 67.21 90.00 90.00 90.00 7.28 1.05
0.00 0.00 0.00 12.92 18.44 5.60 0.62
0.00 1292 22.79 26.57 30.00 6.02 0.53
18.44 4213 77.08 77.08 77.08 6.41 0.60
18.44 56.79 90.00 90.00 90.00 6.85 0.64
36.27 77.08 90.00 90.00 90.00 7.28 0.67
0.00 1292 26.57 26.57 26.57 5.60 0.57
0.00 0.00 22.79 30.00 30.00 6.02 0.60
0.00 39.23 71.57 90.00 90.00 6.41 0.63
12,92 53.73 90.00 90.00 90.00 6.85 0.69
33.21 67.21 90.00 90.00 90.00 7.28 0.72
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En este caso también es de interés ver si existen observaciones influyentes en la combinacién lineal

Bo2 — Boa
B2 — Bia -
B2z — Poa

Cantidades 6 matrices importantes para el célculo de las métricas, DNM,,, y DN M, , presentadas
en los Teoremas 3.1 y 3.2 son: los elementos diagonales de la matriz de prediccién P, la matriz de
residuales € y la estimacién de la matriz de varianzas y covarianzas (S 6 S(;)). Para este ejemplo en

particular, los resultados obtenidos son:

525 203 —122 -356 —316

203 59.6 37.1 348 333
S=%q(Y—X5)’(Y—XB)= —~12.2 37.1 1831 1823 162.5
—35.6 34.8 1823 2164 196.1

—-31.6 33.3 162.5 196.1 182.7

Para obtener S(;), se elimina la i-ésima observacién del conjunto de observaciones. Asi, al eliminar la

observacién 1 se tiene que

Yo — X@Bu)' Vi) — Xw)Bu))
(n—1)—q

Sy =

945 216 —-149 -38.6 —33.9
21.6 623  40.2 37.2 35.4
=] —-149 40.2 183.6 186.0 166.9
—-38.6 37.2 186.0 223.6 2034

—-33.9 354 166.9 2034 190.0

Ademis,
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0.12 322  —-1.90 1231  7.60  4.97
0.07 555 —230 —484 —881 —10.42
0.04 ~11.02 875 219 1028  9.29
0.06 444 —055 10.86  8.03  7.88
0.22 10.38 1259 —9.69 —11.41 —9.98
0.13 6.00 1334 851 357  0.61
0.08 1161  1.24 —-541 —9.71 —11.83
0.05 418 778 1896  28.23  26.96
0.08 253 455 1054 751 7.06
0.13 1.58 —4.55 —10.60 —12.84 —12.24
0.17 796  2.05 —18.32 —23.41 —13.69
0.12 097 —237 —16.14 —13.40 —12.60
diag(P) = 019 | .y &= ~3.64 —7.31 1827 1423 1233 | ,
0.20 ~11.57 —1.84 —297  6.60 5.2
0.24 ~1.46 —0.31 —11.28 —13.92 —13.94
0.13 199 —293 —1752 —9.22 —6.19
0.13 ~8.26 —10.07 —14.90 —14.88 —12.73
0.08 415 316 1970 1648  15.88
0.09 —-316 —020 1130 872  8.96
0.15 6.97 171 —10.02 —11.93 —10.80
0.15 073 894 921 469  2.36
0.09 —6.45 —21.49 —15.15 —11.84 —13.34
0.06 ~1341 099 1407 2921 2851
0.07 753 —231 1115 848 858
0.13 535 —6.95 —10.21 —12.24 —11.28

donde el vector diag(P) representa los elementos diagonales de la matriz de prediccién P = X (X'X) "1 X’

y € = (I — P)Y, es la matriz de residuales.

Las distancias de Cook modificadas, DN M,,,, y DN My, , para medir la influencia de la i-ésima obser-

vacién en la combinacion lineal BM son calculadas y presentadas en la Figura 4.1.
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a) Distancia Outlier: Distancia DNMm

0.20

Valor Critico = 0.171 de una Beta(0.50,0.5,10.5)

Distancia
010 015

0.05

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 i8 19 20 21 22 23 24 25

00

Numero de Observacion

b) Distancia Outlier: Distancia DNM*m

Valor Critico = 4.325 de una F(0.95,1,21)

Distancia

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o 11 12 13 14 15 16 17 is8 19 20 21 22 23 24 25

Numero de Observacion

Figura 4.1: Identificacién de observaciones influyentes basada en a) la distancia DNM,,, v b) la
distancia DN My, .
La Figura 4.1 muestra la identificacion y deteccion de la observacién 23 como influyente en la combi-

nacién lineal BM , dado que de las pruebas obtenidas en la seccion 3.4 del capitulo 3 se tiene

DNM,,. 4121
2 = 553 = 0.187 > Ba:s/2,(n—q—s)/2 = Bo.95:1/2,(25-3—1)/2 = 0.171,

n—q

(n—q—s)DNMy, . (25— 3—1)(4.840)
= =4840 > F s (n—a—s) = Fp 95 _3_1) = 4.325.
S(TL - 1) 1(25 —3_ 1) = LPa:s,(n—q—s) 0.95:1,(25—3—1)

Asi se puede concluir que la observacion 23 es influyente en la en la combinacion lineal BM . Note
que el valor critico en la Figura 4.1(a) es obtenido de una distribucién Beta mientras que en la Figura
4.1(b) es obtenido de una distribucién F. La principal diferencia entre las Figuras 4.1(a) y 4.1(b) es el
estimador de la varianza que se utilizo. Para (a) se calculé el M SE (error cuadratico medio) de todas

las observaciones y para (b) fue eliminada la i-ésima observacién.
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4.3 Ejemplo dos: consumo de fésforo en ratas

Considere la cantidad de alimento que ingirieron 32 ratas, asignadas aleatoriamente a 4 grupos, al
rededor de 12 dias. El alimento es de una dieta en tratamiento, la cual contiene diferentes proporciones
de fésforo. La Tabla 4.2 muestra los datos; en ella se tiene que G= grupo al que se aplico una pro-
porcién de fésforo (siendo las proporciones 0.25%, 0.65%, 1.3% y 1.71%, para los grupos I, I, IIT y IV,

respectivamente), R= rata sometida a la dieta y PI= peso inicial.

El modelo a considerar es

yi = Bio + Bi1® + Bizx? + Bizx® + Biaw + & i=1,..,12,

donde x representa la cantidad de fésforo dada y w es la covariable peso inicial.

En notacién matricial el modelo es

Y =X0+¢,

donde Y € IR3**12

Yir 0 Yis
Y21 - Y2s

Y = . . ?
Yni °  Yn5

es la matriz respuesta, con n = 32 y y;; = cantidad de comida consumida por la rata i en el dia j;

X € IR™*5 es la matriz de covariables, su primera columna estd formada por unos correspondientes
i 2 3 . 1ps

al intercepto, las columnas 2, 3 y 4 corresponden x, x° y x°, respectivamente y la ultima columna

corresponde a w; por ultimo, 8 € IRP*12,

Boi Boz -+ PBog

Bar Baz -+ Bag

es la matriz de parametros, siendo sus renglones los vectores de parametros correspondientes al inter-

2

cepto, z, x4, 23 y w, respectivamente.
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Table 4.2: Dieta de fésforo para un grupo de 32 ratas.
Dias
G | R | PI 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
| 1254|127 104 5.1 8.6 7.1 9.7 3.0 4.9 3.8 5.5 6.3 5.3
| 2 1262 | 7.2 8.4 8.5 6.8 6.3 4.5 7.9 7.0 7.7 8.7 7.1 114
I 3 1301|148 139 84 7.3 8.0 104 6.0 7.4 7.2 105 127 8.9
I 4 1311 | 56 102 7.8 6.1 6.4 165 16.7 12.8 11.6 159 10.6 4.5
I 51290 | 139 121 88 8.8 8.1 7.8 4.8 6.5 4.1 7.1 7.0 7.6
I 6 | 300 | 10.4 11.2 125 7.0 6.9 6.9 6.0 7.3 1.2 9.0 10.8 &.1
I 71306 | 16.6 17.8 14.0 6.8 5.9 5.3 3.7 2.7 1.0 7.7 7.4 115
1 8 | 286 | 139 14.3 5.9 7.7 9.2 5.7 7.3 6.1 9.2 9.7 7.3 9.0
Ir |1 |27 |11.9 70 5.9 6.1 0.8 5.1 4.2 9.7 10.1 7.7 153 10.9
I |2 (2821107 11.3 44 3.9 4.7 5.3 6.6 8.1 9.9 8.8 114 10.1
II | 3 | 256 | 10.1 6.9 7.8 6.4 9.5 7.9 5.7 9.8 4.7 5.9 4.5 7.6
II | 4 |276 | 10.8 5.2 1.3 1.3 2.1 6.3 6.6 89 129 15.0 13.0 8.6
I | 5 | 337 | 14.7 144 116 7.4 7.8 14.8 9.7 9.9 89 155 11.0 5.0
II | 6 | 296 | 9.7 121 5.2 9.1 9.7 5.2 8.8 6.5 7.3 5.7 6.0 12.2
I | 7 {309 | 5.5 7.1 7.8 3.1 1.5 84 126 139 42 11.1 16.0 8.9
I | 8 296 | 13.1 6.5 1.3 0.9 0.8 0.5 09 10.7 134 79 9.8 12.9
IIm | 1 | 275 | 88 17.7 11.5 6.6 54 12.0 2.3 0.6 1.0 7.0 9.8 4.8
IIT | 2 | 292 | 8.3 3.2 5.2 8.9 4.3 4.4 8.1 11.8 7.3 7.0 103 9.5
I | 3 1338|162 11.9 10.2 156 153 139 5.6 2.0 0.0 0.8 3.6 8.9
IIT | 4 | 248 | 7.7 49 117 127 13.2 10.7 9.0 7.5 0.7 1.4 0.4 0.3
I | 5 | 315 | 145 14.0 169 84 13.1 9.8 6.6 6.0 9.7 9.8 5.1 6.0
I | 6 |29 | 11.6 2.5 5.9 4.5 5.8 8.6 6.0 164 9.9 8.8 9.4 8.4
IImm | 7 | 312 | 5.3 6.1 1.5 4.1 6.2 2.1 11.7 147 134 7.0 4.2 133
IIm | 8 | 286 | 11.2 11.0 5.7 8.1 10.0 8.1 11.2 121 9.2 6.6 89 104
IV |1 |27 135 97 123 134 140 6.1 3.3 1.2 1.9 1.3 2.8 5.8
IV |2 ]270 | 11.6 24 9.7 14.0 108 103 5.7 155 3.8 1.8 6.3 1.5
IV | 31290 | 10.0 148 9.1 9.6 8.2 9.3 7.2 4.1 7.0 3.4 6.5 1.3
IV | 4 1260 | 12.3 16.2 6.6 9.2 8.3 12,6 8.1 4.8 7.9 8.2 9.9 5.2
IV |5 1302|136 149 93 10.2 11.5 158 2.7 5.6 2.7 4.3 3.0 1.3
IV |6 |284 | 128 132 11.6 11.5 11.1 105 6.2 6.4 2.5 4.1 4.9 4.0
IV | 7 1280|109 14.3 10.8 9.6 13.2 10.0 6.0 2.2 2.0 7.0 4.1 4.2
IV |8 1329 83 105 75 10.6 8.5 6.2 13.1 4.1 5.1 6.2 8.3 6.0

48
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El estimador de verosimilitud méxima ( es

5.23 —2.40 0.43 7.52 0.09 —-1.70 -—-1.54 8.56 3.31 2.44 877  5.39
—-1.564 =538 —-2.05 -1.17 —-0.66 —1.26 1.03 5.16 3.44 —0.66 0.67 3.00
-1.73 -3.08 —-126 -1.54 -0.16 —-0.43 0.87 2.00 1.60 —-1.06 -1.04 0.90

1.43 3.44 1.74 2.18 1.28 1.13 -0.80 -3.03 —-244 -0.25 -0.44 -2.35

0.02 0.05 0.03 0.00 0.02 0.03 0.03 -0.01 0.01 0.03 0.00 0.01

Supongamos que estamos interésados en contrastar la cantidad de comida consumida en el dia 1 y la
comida total consumida en los dias 3 y 4. Tal contraste se puede efectuar estimando las funciones

paramétricas

Bio — (B2 + Bis)
Bao — (B2 + B23)
B30 — (P32 + (33)
Bao — (Baz + Bas)
Bso — (Bs2 + Bs3)

!/
oequivalentementeﬂM,dondeM:(1 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 O 0).

Entonces, seria de interés ver si alguna observaciéon o conjunto de observaciones es influyente en la
combinacion lineal

/?5\10 - (512 + 513)

320 (322 + 323)
B0 (332 +Bg3) :
23\40 - (542 + 543)
Bso — (552 + 553)

Andlogamente al ejemplo uno, se calculan las distancias DN M,,, y DN My, utilizando los elementos
diagonales de la matriz de prediccién P, la matriz de residuales €'y el estimador de la matriz de varianzas

y covarianzas (S 6 S(;).

La Figura 4.2 muestra las distancias DN M,,,; y DN My, ., las cuales son ttiles para detectar la influencia
de la i-ésima observacién en la combinacion lineal BM . Las pruebas estdn en favor de declarar a las

observaciones 12, 16 y 20 como observaciones, que individualmente, tienen una fuerte influencia en M.
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a) Distancia Outlier: Distancia DNMm

2
S
S
S Valor Critico = 0.14 de una Beta(0.50,0.5,13)
et =3
2
Y e P
k]
a8 o
=
=3
(=] | ' | | ' | | | ] |
S
o 1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 14 15 16 i8 22 24 25 26 28 30 32
Numero de Observacion
b) Distancia Outlier: Distancia DNM*m
=)
=
o
- © Valor Critico = 4.225 de una F(0.95,1,26)
e
s
Boo ]
~
o . | . | | 1 | | | | |
o 1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 14 15 16 is8 22 24 25 26 28 30 32

Numero de Observacion

50

Figura 4.2: Identificacién de observaciones influyentes basada en a) la distancia DNM,,, v b) la

distancia DN M*

mg*

Es posible que exista un efecto de ocultamiento, i.e. que conjuntamente las observaciones 12, 16 y 20

no tengan una fuerte influencia en la combinacién lineal FM. Por ello, las métricas obtenidas en el

Teorema 6 del capitulo 4, fueron usadas para probar si las observaciones 12, 16 y 20 son conjuntamente

influyentes en la combinacién lineal @\M . La Tabla 4.3 resume los resultados obtenidos. Para este

ejemplo se tiene

P =
0.2
g1 = 2.0

—-1.8

-3.6
—-3.4
—-1.6

0.065 0.055 0.065
0.055 0.060 0.037
0.065 0.037 0.144

—95.9
—6.1
5.3

)

—4.9
—5.2
5.0

-39
—5.6
6.0

-0.8
-7.2
3.8

-0.3
—6.5
2.7

-0.4
1.6
—-2.1

5.3
5.6
—6.3

6.4
—1.2
—-4.3

3.7
0.5
—7.1

-0.6
3.5
-7.3

)
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9.5 4.2 2.9 2.8 3.3 1.0 -v8 —-47 -23 -24 -—-17 0.2
4.2 154 4.9 0.7 22 38 -36 -116 -3.7 07 —-04 -09
2.9 49 119 4.2 4.9 44 -26 —-56 -84 —-13 —-22 —46
2.8 0.7 4.2 7.3 6.3 31 -06 -35 —6.1 —-51 —-40 -22
3.3 2.2 4.9 6.3 9.7 35 =09 —-44 51 —-41 -—-75 -26
1.0 3.8 44 3.1 3.5 13.6 14 -07 -3.8 2.8 0.5 —-83

o= -78 =36 —-26 -—-06 -09 1.4 125 6.6 4.5 4.9 2.6 —-0.5 ’
—-4.7 -11.6 —-56 -35 —-44 -07 6.6 16.9 7.8 3.9 3.9 0.5
-23 37 -84 —-61 -—-51 -38 4.5 7.8 14.9 6.8 3.8 3.5
—24 0.7 -13 —-5.1 —-4.1 2.8 4.9 3.9 6.8 10.0 6.0 —-0.9
-1.7 -04 -22 —-40 -75 0.5 2.6 3.9 3.8 6.0 10.8 1.3
02 -09 —-46 -22 -26 -83 -0.5 0.5 3.5 —0.9 1.3 8.4
y
10.2 4.9 4.3 4.0 4.7 21 =79 =55 =37 -31 —-24 -038
4.9 16.3 4.7 0.1 2.1 3.7 47 -132 -34 1.0 -09 -14
4.3 4.7 10.6 2.2 3.0 27 —-50 —-58 —6.3 0.1 -1.1 -=3.0
4.0 0.1 2.2 5.9 4.9 1.5 =25 =35 —-40 —-43 -31 -05
4.7 2.1 3.0 4.9 8.6 1.8 -29 —-45 -30 -34 —-70 -0.6
s, — 2.1 3.7 2.7 1.5 1.8 128 -0.8 —-0.1 -1.9 3.3 1.3 —7.1

-79 —47 =50 -25 -29 -08 120 7.9 7.2 5.6 3.5 1.3
-55 —-132 —-58 —-35 —-45 -0.1 7.9 18.8 8.3 4.4 4.0 —-0.3
-3.7 -34 —-63 —-40 -3.0 -19 7.2 8.3 13.3 5.9 2.5 1.3
-3.1 1.0 0.1 —-43 -34 3.3 5.6 4.4 5.9 9.0 5.1 —=2.0
-24 -09 -11 -31 -70 1.3 3.5 4.0 2.5 5.1 101 -0.5

-08 -14 -30 —-05 —-06 -—-7.1 1.3 -0.3 1.3 =20 -0 6.4

Dado que el estadistico de prueba, en los dos casos, es mayor que el valor critico «, entonces ambas
pruebas estdn a favor de declarar que las observaciones 12, 16, y 20 son conjuntamente influyentes en

la combinacién lineal BM .
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Table 4.3: Dos métricas para detectar un conjunto de observaciones influyentes en la combi-

nacion lineal SM.

Estadistico | Valor Critico

Métrica de prueba | 1 —a =0.95
DNM,,, = tr(M'SM)=*M'g, (I}, — Pr)~'e;M = 0.663964 17.78285 2.960351
DNM;, = tr(M'Sn M)~ Mg} (I}, — Pr)~'e;M = 1.337669 | 12.03902 2.960351

4.4 Ejemplo tres: estudio dental realizado en ninos y ninas

Los datos de la Tabla 4.4 fueron obtenidos de un estudio dental y presentados en Potthoff y Roy (1964).
Los datos, consisten en cuatro mediciones de la distancia (en milimetros) del centro de la pituitaria a

la fisura maxilar realizadas en edades de 8, 10, 12 y 14 anos en 11 nifias y 16 nifos.

El modelo a considerar es

Y =X(+e,

donde Y € IR?™*4,

Y11ty T Y11ty
Yni1ty o Ynilty

Y = ,
Y12t s Y124
Yna2t:  *° Ynolty

es la matriz respuesta, donde n; = 11, ng = 16 y y;4¢= distancia de la pituitaria a la fisura maxilar del
i individuo, del grupo g (nifias=1 o nifios=2) al tiempo t, con tiempos t = (t1, ta,t3,t4) = (8,10, 12, 14).
X € IR*™? es la matriz de covariables, su primer columna est4 formada por unos correspondientes al
intercepto, las dos columnas restantes tienes unos y ceros los cuales indican a que grupo g pertenece el

individuo i. La matriz de pardmetros § € IR**® es
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Table 4.4: distancia (en milimetros) del centro de la pituitaria a la fisura maxilar realizadas
en 11 ninas y 16 ninos.

Ninas Ninos
Edad en anos Edad en anos
Obs. 8 10 12 14 | Obs. 8 10 12 14
1 21.0 20.0 21.5 23.0 1 26.0 25.0 29.0 31.0
2 21.0 21.5 24.0 255 2 21.5 225 23.0 26.5
3 20.5 24.0 24.5 26.0 3 23.0 225 24.0 275
4 23.5 245 25.0 26.5 4 25.5 275 26.5 27.0
5 21.5 23.0 22.5 235 5 20.0 23.5 22.5 26.0
6 20.0 21.0 21.0 225 6 24.5 255 27.0 28.5
7 21.5 225 23.0 25.0 7 22.0 220 24.5 26.5
8 23.0 23.0 23.5 24.0 8 24.0 21.5 24.5 255
9 20.0 21.0 22.0 21.5 9 23.0 20.5 31.0 26.0
10 16.5 19.0 19.0 19.5| 10 275 280 31.0 31.5
11 245 25.0 28.0 28.0| 11 23.0 23.0 235 25.0
12 215 235 24.0 28.0
13 17.0 245 26.0 29.5
14 225 255 255 26
15 23.0 245 26.0 30
16 22.0 215 235 25

Bor Boz Boz Poa
B = Bi1 Bz Bz Bua )
Ba1 Po2 PBaz Pos

siendo sus renglones los vectores de parametros correspondientes al intercepto, y a la contribucién de

nifias y ninos en la distancia de la pituitaria a la fisura maxilar.

El estimador de verosimilitud méxima de 3 es

14.69 1535 16.27 17.19
B=XY=| 650 6885 682 690
819 847 945 10.28

Un problema, que surge de manera natural, es ver si existe diferencia significativa en la distancia de la

pituitaria a la fisura maxilar en los diferentes tiempos; esto se puede investigar estimando las funciones
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paramétricas

Bo1 — Bo2 Boz — Bosz Bos — Bos
Bii—0Fi2 s Biz—Piz 5 Piz—Pia |
B21 — P22 Ba2 — Ba3 B2z — Boa

la primera columna contrastaria las distancia para las edades 8 y 10, la segunda contrastaria las edades

10 y 12, y la ultima las edades 12 y 14. Podemos expresar esta matriz como M donde

10 0
-1 1 0
M =
0 -1 1
0 0 -1

Con el fin de ejemplificar las herramientas desarrolladas en esta tesis, veamos si una observacién o

conjunto de observaciones es influyente en la combinacién lineal

Bo1 — Bo2 Bo2 — Bos Boz — Boa
Bii—052 s B2—0is 5 Biz—Pu |
Ba1 — B2z B2z — P23 B2z — B2

esto es muy importante para la estimacién de las funciones paramétricas M. Por tanto, se procedi6 a

detectar tales observaciones.

Los elementos diagonales de la matriz de prediccién P son 0.09 y 0.06 correspondientes a las ninas y
ninos, respectivamente. El estimador de la matriz de varianzas y covarianzas S, el estimador de la

matriz de varianzas y covarianza al eliminar la observacién 2, S(), y la matriz de residuales son

56 2.8 4.1 28 59 29 43 3.0
28 44 30 3.5 29 45 32 3.7

S = 5 S(Q) - y
41 3.0 6.7 4.3 43 32 7.0 44

28 35 43 52 3.0 3.7 44 53
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-0.18 —2.23 -1.59 -1.09
-0.18 —-0.73 0.91 1.41
—0.68 1.77 1.41 1.91
2.32 2.27 1.91 2.41
0.32 0.77 —-0.59 -0.59
-1.18 —-1.23 -2.09 -1.39
0.32 0.27 —-0.09 0.91
1.82 0.77 041 -0.09
-1.18 —-1.23 -1.09 -2.39
—4.68 —3.23 —-4.09 —-4.59
3.32 2.77 491 3.91
3.13 1.19 3.28 3.53
-1.37 -131 -2.72 -0.97

™)
Il

0.13 —-1.31 -1.72 0.03
2.63 3.69 0.78 —-0.47
—2.87 —-0.31 -=-3.22 —-1.47
1.63 1.69 1.28 1.03
-0.87 —-1.81 -1.22 —-0.97
1.13 -231 -1.22 -1.97
0.13 -3.31 5.28 —1.47
4.63 4.19 528  4.03
0.13 —-0.81 —-2.22 —-247
-1.37 —-031 -1.72 0.53
—5.87 0.69 0.28 2.03
—0.37 1.69 —-0.22 —-1.47
0.13 0.69 0.28 2.53

—-0.87 —2.31 -—-2.22 -—-247

La Figura 4.3 muestra las distancias modificadas, DN M,,, y DNMp, , para detectar observaciones
influyentes en la combinacién lineal EM . Se observa que las pruebas estan a favor de que las observa-
ciones 20 y 24, individualmente, tienen una fuerte influencia en la combinaciéon lineal. La observacién 15
influye en la combinacion lineal SM, pero las pruebas no declaran a esta observacién como influyente.

Es posible que se este presentando un efecto de ocultamiento, i.e que la observacién 15 individualmente
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no es influyente pero si lo es en presencia de las observaciones 20 y 24.

Distancia

Distancia

08

06

00

a) Distancia Outlier: Distancia DNMm

Valor Critico = 0.305 de una Beta(0.50,1.5,10.5)

1 2 3 a4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

Numero de Observacion

b) Distancia Outlier: Distancia DNM*m

Valor Critico = 3.072 de una F(0.95,3,21)

1 2 3 a4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Numero de Observacion

56

Figura 4.3: Identificacién de observaciones influyentes basada en a) la distancia DNM,,, y b) la

distancia DN M, .

Se utilizaron las métricas obtenidas en el Teorema 6 del capitulo 4 para probar si las observaciones 15,

20 y 24 son conjuntamente influyentes en la combinacién lineal BM . La Tabla 4.5 resume los resultados

obtenidos. Dado que el estadistico de prueba, en los dos casos, es mayor que el valor critico «, entonces

ambas pruebas estan a favor de declarar que las observaciones 15, 20 y 24 son conjuntamente influyentes

en la combinacién lineal BM . Esto verifica que, efectivamente, existe un efecto de ocultamiento de la

influencia de la observacién 15 en la combinacién lineal SM.



CAPITULO 4.

EJEMPLOS Y APLICACIONES

o7

Table 4.5: Dos métricas para detectar un conjunto de observaciones influyentes en la combi-

nacién lineal SM.

Estadistico | Valor Critico

Métrica de prueba | 1 —a =0.95
DNM,,, = tr(M'SM)~*M'g, (I}, — Pr)~"'e;M = 1.677703 10.15023 2.012705
DNM;, = tr(M'Sn M)~ M€} (I;, — Pr)"'e;M = 5.854709 | 13.44415 2.034774
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Conclusiones

De acuerdo a lo presentado en esta tesis se puede concluir que las distancias DN My,,, DN My, ., DN Mp,,
y DN M., nos permiten establecer reglas estadisticas exactas, para establecer si una observacién o un

conjunto de observaciones es influyente en funciones lineales de los parametros 3, de la forma NGM.

El punto critico para decidir si una observacién es influyente en la funcién lineal NGM, esta determinado
por los percentiles de una distribucién § o de una distribucién F, por lo que en la actualidad no hay
ningun problema para obtener este valor. En cambio, se tienen algunos problemas para obtener el punto
critico para determinar si un conjunto de observaciones es influyente, en la funcién lineal NGM. Este
valor esta determinado por los percentiles de una distribucién Lawley-Hotelling o de una distribucién
Pillai, los cuales estan tabulados para algunos valores de sus parametros. Cuando se requieren valores
que no estan tabulados, entonces el punto critico estard determinado por una aproximacién a una

distibucién F.

Por otro lado, las distribuciones exactas de las distancias modificadas, deducidas en este trabajo, son las
mismas bajo el supuesto que los errores sigan una distribucién de contornos elipticos. Esto suugiere que
las distancias definidas para medir la influencia de ciertos puntos son robustas ante una gran variedad

de familias simétricas de distribucién , incluyendo distribuciones de colas pesadas.

Con respecto a los ejemplos presentados podemos concluir que: frecuentemente una observacién o un

58
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conjunto de observaciones es influyente en las combinaciones lineales SM, y detectar estas observaciones

es muy importante para la estimacion de las funciones paramétricas SM.

Como continuidad de este trabajo, se podria estudiar la invarianza bajo combinaciones lineales de la
forma NG de la distancia propuesta por Diaz-Garcia y Gonzélez-Farfas (2004). Esto debido a que las

distancias obtenidas, en este trabajo, no dependen de la matriz N.



Apéndice A
Elementos del Algebra Lineal

A.1 Vectores Unitarios y Matrices Elementales

El vector unitario, de orden n se denota por el y se define como un vector de ceros y un uno en la

i-ésima, posicién. Asi,

er = (0 0 ... 1 ... 0)

La matriz elemental E;; € IR™*", se define como la matriz que tiene un uno en la 7j-ésima posicién y
todos sus demas elementos son ceros.

1. La matriz elemental puede ser expresada como

2. La matriz identidad I € IR™*" est4 dada por

n n
n _nl!
I = E E” = E €, €; -
i=1 i=1
3. Cualquier matriz A € IR™*"™, puede ser expresada como

m n m n
_ U . om n/
A= E g ai; B = E E a;je;'e;”.

i=1j=1 i=1 j=1

60
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A.2 Traza

La traza de una matriz A € IR™*™, se define como la suma de los elementos de la diagonal y se denota

por tr(A), es decir,

tI‘(A) = f: Q-
i=1

Sean A, B € IR™™™ y «, 3 € IR. Entonces,

1. tr(aA+ BB) = atr A+ Gtr B, para m = n.
2. trA' =trA, sim=n.

3. trA’B=trB’A=1trBA'.

4. Si A es cuadrada. Entonces,

tr(A) = Z ai; = Z e Aell.

A.3 Matriz Inversa

Sea A € IRP*P y det(A) # 0. Entonces, existe una dnica matriz B € IRP*? tal que AB = I, y B es

llamada la inversa de A y se denota por A~1.

Teorema A.1. [Teorema de Sherman-Morrison-Woodbury] Sean A € IRF*¥ y C' € IR™*™ matrices
no singulares. Ademds, B € IRF*™ yD e IR™ *. Entonces, verificando que la inversa existe,

(A+ BCD)~' =A=' — A"1B(C~' + DA"'B)"'DA-'.

Demostracién. Se verifica multiplicando (A+BC D) por el lado izquierdo de la igualdad, observéndose

que tal multiplicacién es igual a la matriz identidad. [ ]

A.4 Particion de Matrices

Una matriz no singular A € IRP*? se dice que esta particionada en submatrices si, para i,j = 1,2, A

puede escribirse de la forma

A A A 7
Agr Ag

donde A1 € IR™*Y, Ajg € IR™ P79, Agy € IR ™*9 y Agy € IR"™™*P7Y,
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Teorema A.2. Sea A particionada como

Ao A A .
Asr Ay

a) Si A y A11 son no singulares, entonces

Al ( AL+ A AL M A AL A A M

~MAg ALl
donde M = (Agy — Ag1 AT Ar2) L.

b) Si A y Ass son no singulares, entonces

P N ~NA ALY
— Ay AN AL 4 Ayt Ay  NA AL

donde N = (Ayy — Ay Az Agy) L.

Demostracién. La prueba se obtiene mostrando que AA™1 = A=1A =1.

A.5 Inversa Generalizada

Sea A € IR"*P. Entonces, existe una matriz B € IRP*" que cumple con
i)AB = (AB)’, 1#ii)ABA= A,
ii)BA = (BA)', w)BAB = B,

62

tal que B es llamada la matriz inversa generalizada (o de Moore-Penrose) de A, se denota por B = A~.

Sea A € IR™™P. Asi,

1. A~ es Unica.

2. Sir(A) =n, entonces A~ = A'(AA")7L.

3. Sir(A) =p, entonces A~ = (A’A)"1A.

4. Sir(A) =n =p, entonces A~ = A~L.

5. (A7) = A.

6. (A)” =(A-)".

7. (AA)” =A" (A7)

8. A= = (A'A)"A' = A/(AA")~.

9. Si A es una proyeccién ortogonal, entonces A~ = A.

10. AA~ y A~ A son proyecciones ortogonales.
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A.6 Producto Kronecker

Considere las matrices A = (a;5) € IR™*" y B € IRP*?. El producto Kronecker de dos matrices

denotado por A ® B, es la matriz de orden pm X ¢n, definida como

anB  a2B -+ ay,B
a1 B axpB -+ a,B
amlB amQB e amnB

Sean A, B, C'y D matrices de érdenes adecuados y sean «, 3 € IR. Entonces,

1. A BC=(A®B)(C=A® (Be().
(A+B)®@(C+D)=AC+BoC+A®D+B®D.

. (A®B)(C® D)= AC® BD.

La®@A=aA=Aac=AQR a.

2.

3

4

5. (A B) = A’ ® B'.
6. (A B)"'=A"'® B~! si Ay B son no singulares.

7. (A B)"=A"®B™.

8. Si A € IR"™", con raices caracteristicas Ay, ..., \,, y B € IRP*P, con raices caracteristicas d1, ..., dp,

entonces las raices caracteristicas de A ® B, estan dadas por

Teorema A.3. Sean A € IR™™" y B € IRP*P. Entonces,
9. tr(A® B) = tr(A) tr(B).
10. det(A ® B) = (det(A))P(det(B))™.

Demostraciéon. De A.6.8, se tiene que

9. tr(A®B) =), Zj Xidj = (>, )‘i)(Zj ;) = tr(A) tr(B).
10. det(A (9 B) = HiHj)\i(Sj = HZ)\Z‘ijéj = (det(A))p(det(B))" ]
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A.7 Vectorizacion

Sea A € IR™*", tal que A = (Ay, ..., A,). Entonces la vectorizacién de A es

Ay

Az
vec(A) = ) e IR™.

An
1. Si a y b son vectores, entonces
vec(ab') = vec(a @ b') = vec(V) ® a) = b® a.
Teorema A.4. Si A y B son matrices cuadradas de orden n, entonces

2. tr(A’B) = (vec A) vec B.

Demostracié. tr(A’'B) =Y. e (A'B)el =Y. A;B; = (vec A)' vec B. L]
Teorema A.5. Si A, B y C son de ordenes adecuados, entonces
3. vec(ABC) = (€' @ A) vec B.
Demostracion.
vec(ABC) = vec (A (Ej Bjeg”) C’) = vec (Z] ABje;”C)

=3 vec(AB))(C'el)  =Y.(C'er ® AB;)
=Y, (C"@A) (e} @ Bj) =(C'"®A)vecB.

Teorema A.6. Sean A, B, C' y D matrices, tales que, el producto ABCD estd definido y es cuadrado.

Entonces
4. tr ABCD = (vec D)'(C' @ A)vec B = (vec D) (A ® C") vec B'.
Demostracion.
tr ABCD = tr DABC = (vec D') vec(ABC) = (vec D')'(C" @ A) vec B.
Anélogamente,

tr ABCD = tr D'C'B'A’ = (vec D) vec(C'B’A’) = (vec D) (A ® C") vec B'.
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B.1 Distribucion Normal Multivariada

La matriz aleatoria X € IR™*? tiene una distribucién normal multivariada, con media M y matriz de

varianzas y covarianzas C' ® D, si la funcién de densidad de X es
1
(27)7"P/2(det C)~™/?(det D) P/ 2eap {—2 tr [(X — M)'C™(X — M)D™] } , (B.1)

donde M € IR"*?, C € IRP*P y D € IR™™" (ambas definidas positivas), tal que E(X) = M y
Cov(vec(X)) = C ® D. Se denotard X ~ N, x,(M,C ® D).

1. Sean A € IR"*" y B € IRP*® matrices constantes. Si X ~ N,x,(0, X ® )y AA’ = I, entonces

Y = AXB ~ N, (0, BSB® I,).

B.2 Distribucion Wishart

SiZ = X'X,donde X € IR™™P tal que X ~ N, x,(0,X®1), entonces Z se dice que tiene una distribucién
Wishart con n grados de libertad (gl) y pardmetros 3. Se denotard Z ~ W,(2,n). Cuando n < p, Z
es singular y la distribucién W, (X, n) no tiene una funcién de densidad en el hipércono en IR” (p+1)/2

definido por las matrices Z > 0 (matrices definidas positivas), pero tiene densidad en un subespacio de
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este hipércono . Cuando n > p la funcién de densidad de Z esta dada por

1
1
2v7/27, <2n) (det X3)n/2

1
(det Z)("_p_l)/Qexp{—2 trE_lZ} , (B.2)

donde I',(-) denota la funcién gamma multivariada.

1. Si Z ~W,(Z,n) y B € IRP*? es una matriz constante, entonces
B'ZB ~ W,(B'ZB,n).
2. 81 Z1 ~Wy(E,m) y Za ~W,p(2,n2), y si Z1 y Zs son independientes, entonces

Z1 + Zy ~ Wy(X,n1 + na).

B.3 Distribucién Wishart no Centrada

Si Z = X'X, donde X € IR"? tal que X ~ N,xp(u,X ® I), entonces Z se dice que tiene una
distribucién Wishart no centrada con n gl, pardmetros Y, y matriz de parametros de no centralidad

Q=3%"1p/p. Y se denotard como A ~ W, (X, n, ).

Note que cuando p = 0, se tiene que Q = 0, Z ~ W, (X, n). Cuando n < p, Z es singular y la distribucién
W, (E,n,Q) no tiene una funcién de densidad, més precisamente no tiene una funcién de densidad en el

p+1)/2

hipércono en IRP ( definido por las matrices Z > 0, pero tiene densidad en un subespacio de este

hipércono . Cuando n > p la funcién de densidad de Z esta dada por
1
1
20n/21,, <2n> (det X)n/2

1 1 1 1
(det Z)(=P=D/2¢p {—2 tr Z_lZ} exp {—29} oF1 (Qn; 4QE_IZ> ,

donde Z >0, 2 = X!/ y en general

(a1)y - (ap)y Cx (X)
(b1)y - (bg)y KU 7
define las funciones hipergeométricas con argumentos matriciales y > denota la suma sobre toda par-

By
ticion A = (k1, ..., km), k1 > ... >k > 0 de k, Cx\(X) es el polinomio zonal de X correspondiente a A

X=X
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y (a)x son los coeficientes hipergeométricos generalizados
(a)
a

(a)

M (a-56-1),
a(a

A
K +1).(a+k—1), (a)o = 1.

B.4 Distribucién 77 de Hotelling

Si « puede ser escrita como nX’Z~'X donde X y Z son independientemente distribuidas Np(0,1) y
W, (I,n), respectivamente, entonces se dice que « tiene una distribucién 72 de Hotelling con pardmetros

py n. Se denotard o ~ T2(p,n).

1. Si X y Z son independientemente distribuidas N, (p1, X) y W, (X, n), respectivamente, entonces

(X =)' Z7H X = p) ~ T2(p,n).

s(n—q—1)

T?(s,n—q—1)= p—

Fsm—q—s);

donde F(, ;,—q—s) s la distribucién F centrada con s, n —q — s gl.

3. Si X y Z son independientemente distribuidas N, (0,1) y W,(I,n), respectivamente, entonces

1 2
X'X (1 + X’ZlX> ~ Xnt1s

donde x2 41 es la distribucién ji-cuadrada centrada con n + 1 gl., y es distribuida independientemente

de X'Z71X.

B.5 Distribucion Beta Multivariada

La distribucion Beta Multivariada es una distribucién que esta cercanamente relacionada a la dis-
tribucién Wishart. El siguiente Teorema, cuya demostracién es dada en Muirhead (1982), pone en

manifiesto la relacién que guardan tales distribuciones.

Teorema B.1. Sean A y B matrices aleatorias independientes, donde A ~ Wy, (X,n1) y B ~ Wy, (2, n2),

conny >m—1,ny >m— 1. Asumiendo que A+ B =T'T donde T € IR™*™ tridngular superior con
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elementos diagonales positivos. Sea U € IR™*™ simétrica definida por A = T'UT. Entonces, A+ B y

U son independientes; A+ B tiene distribucion W,,(2,n1 +n2) y la funcion de densidad de U es

e[S )]

1 1

con 0 < U < Iy, lo cual indica que U > 0 (i.e., U es definida positiva) y I, — U > 0.

(det U) ™ =m=1/2(det(I,, — U))m2—m=1/2, (B.4)

Asi, una matriz U con funcién de densidad (B.4) se dice que tiene una distribucién beta multivariada con
pardmetros in; y 2ns y se denota escribiendo U ~ B, (3n1, 3no), es obvio que si U ~ B,,(3n1, 1no),

entonces (I — U) ~ By, (312, 3n1).

1. SiU ~ 5m( ny, ;ng) y U = T'T, donde T es triangular superior entonces ti1, ..., tmm son todas
independientes y % ~ beta[3(ny — i+ 1, 3no)]; i =1,...,m.

2. 51U ~ Bm(%nl, %ng) la funcién de densidad conjunta de las raices caracteristicas w1, ..., 4, de U es

Do (3 (1 + o)
ﬂ_mz/g m|y ny +—n2
1 1 1 ;

-H(ui—uj) (1>u1>--->um>0).
i<j

—s

[u(nrmq)/z(l . ui)(nz—m—l)/2

7

1

B.6 Estadisticos Traza

En términos de las raices caracteristicas Ag, ..., A\, de AB™!, con A y B independientes, tal que A ~

Win(3,7,Q) y B ~ Wy, (2,n —p > m), se tienen tres estadisticos importantes:

B.6.1 Estadistico Lawley-Hotelling

Si A~ Wn(E,rQ), B~W,y, (Z n—p>m), y Ay B son independientes (n — p > m,r > m) entonces
la funcién de densidad de U™ = tr AB™1 = Z A; puede ser expresada como
=1

exp{ trQ}F [ r+n— p)}xm7-/2_1
Fm[é(n p)]T (3mr)

-imz[%m p)} L} (;Q> (B.5)

K

foem (@)
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donde v = 3(r —m —1) y LZ(X) denota el polinomio Laguerre generalizado de la matriz simétrica X

correspondiente a la particién x de k.

B.6.2 Estadistico Pillai

El estadistico

3

Ai
4 11—|-/\¢

7

V) = tr A(A+ B)~!

fue sugerido por Pillai(1955, 1956). Su distribucién no-nula sobre el rango 0 < V() < 1 ha sido

encontrada por Khatri y Pillai (1968) como una complicada serie de polinomio zonal.

B.6.3 Estadistico de Roy

SiA~Wn(Z,r,Q), B~ Wy (X,n—p>m)con(n—p>m,r>m),y Ay B son independientes y si
t= %(n —p—m—1) es un entero, entonces la funcién de densidad de A, la raiz mas grande de AB~1,

puede ser expresada como

PMlgz)<1ix>md2mm{ﬂlix)mﬁ}§i2;?E;iﬁ:?>, (B.6)

(r—m —1) y > denota la suma sobre todas las particiones k = (ki, ..., kn) de k con la

donde v = %

parte mas grande k; < t.

B.7 Resultados de Ellenberg

Considere el modelo lineal general

Y = X8+, (B.7)

donde Y € IR™*! es el vector respuesta; X € IR"**. con r(X)=k g€ IR*, son la matriz de regresién
y el vector de pardmetros, respectivamente; y u € IR™ es el vector de errores, tal que u ~ Ny, (0,02%1,)

donde o2 es desconocido (notacién retomada de Ellenberg(1973)).

Asi, se tiene que los estimadores minimos cuadrados de los pardmetros en el modelo (B.7) son:

~

B = (X'X)"'X"Y,
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= (Y — XB) = Mu,
donde
M=1I,-X(X'X)"'X' y M es idempotente de rango n — k,

El estimador de la suma de cuadrados del error para el modelo esta dado por S? = %4 = v’ Mu.

Lema B.2. [Ellenberg(1973)] Asuma que hay n observaciones del modelo lineal general (B.7) y que
los estimadores minimos cuadrados han sido calculados. Considere un p-subconjunto de observaciones,

digamos las primeras p, con sus correspondiente vector de errores estimado U, y la particion de M

(M M
M M,_,
con M, € IRP*P, M, € IRP*"™P y M,_, € IR" " P*""P_ Entonces si M, ' existe, la forma cuadrdtica

Sy = 8% — M, ", (B.8)

se distribuird o®x*(n — k — p).

Lema B.3. [Ellenberg (1973)] Dadas las suposiciones del Lema 1, el p-subconjunto G, es independiente
de S2.

De forma natural estos resultados son generalizados para el modelo lineal multivariado.

B.8 Distribucion de Contornos Elipticos

Sea X € IRP*™ una matriz aleatoria. Entonces, se dice que tiene una distribucién de contornos elipticos
si su funcién caracteristica tiene la forma ¢x (1) = exp{triT' M }3(tr(T"ST®)), donde, T, M € IRP*",
YelRPP @RV, X >0,®>0y1:[0,00) = IR y se denotaré por

Teorema B.4. [Gupta y Varga (1993)] Sea X ~ E, ,(0,£® ®,9) con P(X = 0) = 0. Asuma que
Y ~ Npun (0,2 @ ®). Sea F un subconjunto de matrices reales p x n, tal que si Z € IRP*", Z € F, y
a>0 entoncesaZ € F y P(X ¢ F) = P(Y ¢ F) =0. Sea K(Z) una funcion definida en F, si Z € F
y a > 0, entonces K(Z) = K(aZ). Entonces, K(X) y K(Y) estdn definidas con probabilidad uno y
K(X) y K(Y) son idénticamente distribuidas.
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Programa

El siguiente programa fue desarrollado en S-plus. Se realizé para aplicar las pruebas exactas de de-
teccién de outliers, en funciones lineales de los parametros 3, de la forma NBM. Para llevarlo acabo

se utilizé el ejemplo de Potthoff y Roy (1964).

# Potthoff y Roy (1964). A generalized multivariate analysis of variance model
# useful especially for growth curve problems.

# Biometrika, num. 51, P.p 313-326.

# Los datos, consisten en cuatro mediciones de la distancia (en milimetros)

# del centro de la pituitaria a la fisura maxilar realizadas en edades de

# 8, 10, 12 y 14 afios en 11 nifias y 16 nifios.

girls < — matrix( c(

21.0, 20.0, 21.5, 23.0, 21.0, 21. , 26.5, 20.5, 24.0, 24.5, 26.0,

23.5, 24.5, 25.0, 26.5, 21.5, 23. 22.5, 23.5, 20.0, 21.0, 21.0, 22.5,

M

5 0

0 5

21.5, 22.5, 23.0, 25.0, 23.0, 23.0, 23.5, 24.0, 20.0, 21.0, 22.0, 21.5,
16.5, 19.0, 19.0, 19.5, 24.5, 25.0 0, 28.0), ncol=4, byrow=T)

boys < — matrix( c(

26.0, 25.0, 29.0, 31.0, 21.5, 22.5, 23.0, 26.5, 23.0, 22.5, 24.0, 27.5,

26.5, 27.5, 26.5, 27.0, 20.0, 23.5, 22.5, 26.0, 24.5, 25.5, 27.0, 28.5,
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22.0, 22.0, 24.5, 26.5, 24.0, 21.5, 24.5, 256.5, 23.0, 20.5, 31.0, 26.0,
2r.5, 28.0, 31.0, 31.5, 23.0, 23.0, 23.5, 25.0, 21.5, 23.5, 24.0, 28.0,
17.0, 24.5, 26.0, 29.5, 22.5, 25.5, 25.5, 26.0, 23.0, 24.5, 26.0, 30.0,

22.0, 21.5, 23.5, 25.0), ncol=4, byrow=T)

p<— 4
Q< — 3
n< — 27
Y< — rbind(girls, boys) # Matriz respuesta

X< — matrix(0,n,3)
X[,1l< -1
X[1:11,2]< —1

X[12:27,3]1< -1 # Matriz de regresién

# Matriz de combinaciones lineales por columnas

M< — matrix(c( 1, 0, 0, -1, 1, 0, 0,-1, 1, 0, 0,-1), ncol=3, byrow=TRUE)

n < — dim(Y) [1] # Numero de renglones de X y Y

k<—1 # Nimero de observaciones a quitar

p < — dim(Y) [2] # Numero de columnas de Y

q < — dim(X) [2] # Numero de columnas de X

s < — dim(M) [2] # Nimero de columnas de M

bg< — ginverse (t (X)%*%X) %*%t (X) %*%Y # Estimador de beta
yg< — Xhx¥%bg # Estimador de Y

s2< — (£ (V) %*%(diag(n)- X%+khginverse(X))%*%Y)/(n-q) # Estimador de o?

itMs2M< — solve (t (M) %*%s2%*%M) # Inversa de la matriz tMs2M
hii< — diag(XV*ginverse(X)) # Diagonal del Proyector Ortogonal
eg< — Y - yg # Estimador de los errores

# Calculos de la distancia que tiene distribucion T? cF

72



APENDICE C. PROGRAMA

# Se hara una verificacion de las observaciones i=1,2,...,n

DNMm < — DNMme < — rep(O,n)

ni < — n-1

for(i in 1:n)

{

yi <— Y[-i, ]

xi < — X[-1i, ]

§22 < — (t(yi)%*%(diag(ni)- xi%*%ginverse(xi))¥%*%yi)/(ni-q)
itMs22M < — solve(t (M) %*%s22%*%M)

ei < — as.matrix(egli,])

DNMm[i]l < —(1/(1-hiil[i]))=*(t(t (M) %*%ei) %x%itMs2MY*% (t (M) %*lhei))
DNMme [i] < —(1/(1-hiil[il))*(t(t(M)%*hei) hx%hitMs22M¥x% (t (M) %*ei))

}

DNMm < — DNMm/(n-q)
DNMme < — (n-g-s)*DNMme/(s*(n-q-1))

par (mfrow=c(2,1))

# Grafica de la distancia DNMm
Dist < — DNMm
alpha < — (1-0.05)

vp < — gbeta(alpha,s/2, (n-q-s)/2)

ym < — max(c(Dist,vp))*1.05

plot(l:n,Dist, main="a) Distancia Outlier: Distancia DNMm",

xlab="Nimero de Observacién", ylab="Distancia", type="h",ylim=c(0,ym))

axis(1,1:n,ticks=F,line=0)

leg < — paste("Valor Critico = ",round(vp,3)," de una Beta(0.50,",s/2,"
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" s (n_q_s) /2, n) n s Sep=|| n)
legend(0,vp,leg,bty="n")

lines(1l:n,rep(vp,n),lty=2,1lwd=2)

# Grafica de la distancia DNMm modificada
Dist < — DNMme

vp < — qf(alpha,s,n-g-s)

ym < — max(c(Dist,vp))*1.05

plot(l:n,Dist, main="b) Distancia Outlier: Distancia DNM*m",

xlab="Nimero de Observacién", ylab="Distancia", type="h",ylim=c(0,ym))
axis(1,1:n,ticks=F,1line=0)

leg < — paste("Valor Critico = ",round(vp,3)," de una F(",round(alpha,3),"
",s,",",n-q-s,")",sep="")
legend(0,vp,leg,bty="n")

lines(1l:n,rep(vp,n),lty=2,1lwd=2)

#HH SR S
## Quitando Varias Observaciones ##

HERFHHBHHHBRSHHBRHHBR SRR B HHBR SRR

#Datos Outliers

cuales < — c(15, 20, 24)

k < — length(cuales)

XII < — as.matrix(X[cuales,])

HI < — XIIY%*%ginverse (t(X)%*%X)%*%t (XII)

el < — as.matrix(eg[cuales,])

NDMmI < — sum(diag(itMs2M¥%*)ht (eI%*%M)%*%solve (diag(k)-HI)%*% (eI%*%M)))

NDMmI < — NDMmI/(n-q)

NDMmI
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### Calculando ahora s? sin las ij-ésimas observaciones
cuales < — c(15, 20, 24)

ni < — n-3

XX < — X[-cuales,]

YY < — Y[-cuales,]

s2 < — (t(YV)¥x%(diag(ni)- XXV*%ginverse (XX))%*%YY)/(ni-q)

is22 < — solve(t (M) %*%s2%*%M)

XII < — as.matrix(X[cuales,])

HI < — XII%*Yginverse (t(X)%*%X) %)t (XII)

el < — as.matrix(eglcuales,])

NDMmIe < — sum(diag(is22%*%t(eI%*%M)%*%solve(diag(k)-HI)%*%(eI%*%M)))

NDMmIe < — NDMmIe/(n-q-k)

NDMmIe

### Regla de decisién de Pillai
me < — n-g mh <-— k

nl < — 0.5%(abs(s-mh)-1) n2 < — 0.5%(me-s-1) w < — min(s,mh)

EstF < — (2*n2+w+1)*NDMmI/ ((2*n1+w+1)* (w-NDMmI))
EstF
tabF < — qf(0.95,w*(2*xnl+w+1) ,wk (2*n2+w+1))

tabF
### Regla de decisién de Lawley-Hotelling
f1 <— wk(2*nl + w + 1)

f2 < — 2%(w*n2 + 1)

EstF < — f2*NDMmIe/(f1*w)
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EstF

tabF < — qf(0.95,f1,£2)

tabF
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