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Introduccion ‘ B

Sea M, la variedad de mdéduli de curvas algebraicas lisas proyectivas e ir-
reducibles de género g, g > 3, sobre un campo & algebraicamente cerrado.
Se sabe que el lugar singular SingM, de esta variedad parametriza a las
curvas que tienen simetrias i.e. curvas X tales que Aut(X) # {Id} (ver por

" ejemplo [16],[13]); un problema importante es describir dicho lugar singular,
obsérvese que cada componente de dicho-lugar tiene a su vez singularidades,
éstas corresponden a curvas con accién de un grupo més grande y asi suce-
sivamente. Un problema abierto es describir dichas singularidades. Otros
‘problemas intimamente relacionados con éste son:

A) Dada Y una curva, G un grupo finito y g un entero positivo, cuando
existe 77 : X — Y un cubriente Galois, con grupo de Galois G y género(X) =
g. - |

B) Qué datos de construccién del cubriente nos dan informacion de M,.

El problema A) para el caso de gripos ciclicos es bastante sencillo, ya que
sim: X — Y un cubriente Galois de curvas sobre un campo algebraicamente
cerrado k, con grupo de Galois G = Z/pZ, con char(k ) /p entonces es bien
sabido que

W*Ox=Oy@fM€B @‘FX

donde F,, es una gavﬂla invertible y el grupo G actia fibra por ﬁbra por la
representa.mon Xi ademas existen morfismos 1nyect1vos

FX‘L ® FX] — FYz@YJ

los cuales determman la estructura de Oy-éalgebra de m, C’) X4 ‘
Inversamente; si se tiene una gavilla £ = Oy @ Fyy ® ... ® Fy, , con-las
propiedades anteriores se tiene un cubriente de Y con accién de Z / pZ. Sin
embargo el caso general, donde G es un grupo finito arbitrario el problema
dé ‘determinar la construccién de un cubriente Galois es mucho més dificil.




El problema B) para el caso de grupos cicilicos ha sido estudiado en [3],
7],[10],[11] y para grupos arbitrarios en caracteristica cero en [17].

El objetivo de este trabajo es obtener teoremas de estructura para la im-
agen directa de la gavilla estructural andlogos al caso ciclico, En un trabajo
posterior se demuestra que estas relaciones son suficientes para obtener cubri-
entes con accién de grupo. Cabe mencionar que la teoria aqui desarrollada
es valida en cualquier caracteristica con la condicién de que char(k) [|G|.

Para ésto, en el capitulo 1 se generaliza la teoria de representaciones de
grupos finitos sobre un campo a representaciones en una gavilla coherente
sobre un esquema integro. Obteniendose teoremas de clasificacién de gav-
illas con accién de un grupo finito. Vale la pena observar que esta teorfa
se puede generalizar atin més; en lugar de considerar dlgebras de grupo’se
pueden considerar A-algebras semisimples, donde A es un lgebra de’ Artin,
sin embargo en esta exposicién nos limitaremos al estudio del primer caso.

En. este primer capitulo se define la categoria de Ox(G)-médulos, siendo
~ ésta el lugar natural de las representaciones de G, y se prueba que ‘

Teorema 1.2.3. Sea X un esquema integro sobre un campo k, K su campo
de funciones meromorfas y € el punto genérico de X. Sea & un Ox{G)-
médulo localmente libre, si E.~ (V@ ... @ V") @ K es la representacion
de G en el punto genérico de X, entonces la descomposicion natural '

E=el ..l

satisface que

i) rango(e;£) = n; x dim(V;)

i) La inclusion natural (e;€) — &€ induce un isomorfismo de representa-
ciones (e;€)e — V™ @ K.

Mostrandose con esto que la teoria de representaciones sobre gavillas co-
herentes no es muy diferente de la teoria sobre espacios vectoriales. Ademds
se obtiene una clasificacién de Ox(G)-mddulos, descrita en el

Corolario 1.3.4.(Teorema de clasificacién) Sea X un esquema integro
sobre un campo algebraicamente cerrado k y sea G un grupo finito con char (k) |
/|G|. Si F es una gavilla coherente y p : G — Aut(F) es una representacion
de G, entonces se tiene una descomposicion G-invariante

F=0Vy)@Fo..00V,)QF

i

12822020000002001

: doﬁde

donde Vq, ..., Vi~ son las representaciones irreducibles de G sobre k y O(V;) =
Oy @ Vi. ' ‘

En el segundo capitulo se estudia el caso de cubrientes Galois de curvas,

.y se prueba que la descomposicién isotipica de la imagen directa de la gavilla

estructural corresponde a la representacién regular del grupo, en forma més
precisa se demuestra el siguiente

Teorema 2.1.1. Sea X una variedad sobre un campo k algebraicamente ce-
rrado con accién de un grupo finito G (char(k) | | G |) y sea Y el cociente,
entonces | ' :

1.0x =0y & (OV))®&w) @ ... 6 (O(V;) ® &)

donde V; son las representaciones irreducibles G sobre k y rango &y, =
dimV;. ‘ o :

Ademds, se tiene teoremas de estructura

Teorema 2.2.13. Sea X — Y un cubriente de Galois con grupo de Galois
G, entonces en la descomposicion

m.0x = Oy ® [O(V1) &y & .. € [O(V;) ® &v]

se tienen morfismos inyectivos naturales -

Ey @&y, — PEY
‘ =0

ev=@W.

=0

~ Teorema 2.2.20. Sea X ZsY un cubriente de Galois no ramificado, con
grupo de Galois G, entonces en la descomposicion ’

m.0x =0y ©0(h) @& 6. 8 O(V) 8 &,

i

. e o e
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Se tiene que cada Ey, es estable y se cumplen las siguientes identidades ..

T
ad 7
& ® &, ~ (DE

=0

donde

VeV =
1=0-

ademds (EVI)V ~ Eyy y si ViV entonces Ev; ¢ Ev;.
generalizando los conocidos para el caso ciclico.

En el dltimo capitulo se calculan ciertas representaciones del grupo G
en grupos de cohomologia obteniendo informacién relevante de la curva: con
accién de grupo, en particular se prueba el :

Teorema 3.1.1. Sea z € X un punto cerrado con grupo de isotropia
< g >C G, entonces la representacion en (T.8dx/y)r@) = k(G) —U ng>“
donde k(G) es la representacion regular.-de G y U T§g> la representacion
inducida por la trivial de < g >. |

apartir del cual se obtiene la representacién de G en el tangente a la jacobiana
de X en términos de los puntos fijos de G en X y sus grupos de isotropia.
Como una aplicacién se tiene la descomposicién de la jacobiana de una curva
con accién de As, y por dltimo se calcula la dimensién de H'(X, Tx)< en el

Teorema 3.3.3. Seanw: X — Y un cubriente Galois de curvas, con grupo
de Galois G, entonces dimH*(X,Tx)% = 3gy — 3+ ¢ard(5upp T 8xv).

Donde dicha dimensién estd relacionada con las deformaciones infinitesimales
de primer orden de X que tienen accién de G.

Ademsés se incluyen dos apéndices el primero de ellos es una breve in-
troduccién de teorfa de representaciones de anillos semisimiples probdndose
algunos teoremas importantes utilizados en el capitulo primero y el Gltimo
estd dedicado a demostrar que la sucesién '

0 — m.0x —> (m@,\f)v — W*QX/Y — 0

es exacta.

v
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Cavpitulo' ‘1
Gavillas con Accién de Grupo.

El propésito de este capl'tulo, .es construir una teorfa de representaciones de
grupos finitos en gavillas coherentes sobre un esquema integro. A lo largo
de este trabajo k es un campo algebraicamente cerrado fijo y G un grupo

- finito tal que la caracteristica de k no divide al orden del grupo. Aqui se
. definen los Ox(G)-médulos y los morfismos G-invariantes mostradndose que
forman una categoria abeliana, se introduce el tipo de una representacién y

se dan teoremas de clasificacién de Ox(G)-médulos inescindibles, por dltimo

se definen funtores derivados de esta categorfa y se describen en términos de .

funtores derivados de la categoria de Ox-mddulos.

1.1 Teor-emas Genérales.

Sea A una k-dlgebra semisimple (no necesariamente conmutativa) de di--

mensién finita.sobre k£ entonces se cumple que A = 1A © ... e, 4 con
A simples y e; proyectores, sea n; = dimge; A.

Definicién 1. Sea (X, Ox) un espacio anillado, consideremos Ox(A) = .
Ox®i A, ésta es una gavilla de dlgebras no conmutativas sobre-X y como Ox- -

" médulo es libre de rango la dimensidn de A sobre k. Definimos un Ox(A)-
" mddulo como un- Ox-mddulo & junto con un morfismo de anillos p: A —
- End(€) y definimos un morfismo de Ox(A)-mddulos come una morfismo

¢ £ = F de Ox-mddulos tales que el siguiente diagrama conmuta para

oA, S opAry, A1 M QNS WSS uwme o m e o g o
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toda a € A
e % F
pla) 4 )
e %5 F

En este caso, también diremos que ¢ es A-invariante

p(a)

Observacién Apartir de esta definicidn, es inmediéto que el kernel de
un Ox(A)-morfismo es nuevamente un Ox(A)-médulo ademds se tiene que
‘para z € X, £, tiene estructura natural de Ox ,(A)-médulo.

El siguiente paso es demostrar que la imagen de un Ox (A)-morfismo es
un Ox(A)-médulo, para esto probemos el siguiente

Lema 1.1.1 Sea F una Ox-pregavilla de Ox(A)-mddulos, entonces la ga-
villa asociada F* tiene una estructura natural de Ox (A)-mddulos con la cual
el morfismo de ‘inclusion es de Ox(A)-mddulos, ademds si € es un Ox(A)-

“mddulo y f : F — € un morfismo de Ox(A)-médulos, éntonces el morfismo

natural f : F+ — & es también de Ox(A)-mddulos.

Demostracién: Recordemos la construccién de la gavﬂia asociada FT (ver [8]
2.1). Sea U un conjunto abierto de X y definamos F*(U) como el conjunto

de funciones s de U en la unién Uyep Fp de los gérmenes de F en cada punto

de U, tales que: , _ _
1) Para cada punto p € U, s(p) € 75y ‘ ' T
2) Para cada p € U, existe una vecindad V' de p, contenida en U, v u
elemento ¢t € F(V), tal que para todo g € V, el germen ¢, de ¢ en g es igual

as(q).

Ahora definamos la accién de°A en F*(U) mediante la accién natural

‘de A en cada germen, i.e (as)(p) = a(s(p)), es claro que esta accidn es una

estructura de Ox(A4)-mdédulo en la gavilla Fty que ademés la inclusién es

. un morfismo de Ox(A)-médulos, con lo cual se termina la demostracién.

VDespués de esto, tenemos que si F — G es un morfismo de Ox(A)-

médulos entonces se tiene que la pregavilla imagen es de Ox(A)-médulos.

por lo tanto la gavilla asociada también es un Ox (A)-médulo y la existencia
de cokérneles es inmediata de la propiedad universal de la gavilla asociada a
la irnagen al restringirnos a considerar sélo morfismos de Ox(A)-mddulos.

Prm B 7 o b Al P v iy =it IR it dr -2 . T i U ar - s




CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 3

También se tiene que. la suma directa, producto directo, limite i 1nversQ y
lfmite directo de Ox (A)-médulos es nuevamente un Ox (A)-médulo.

Sean £ y F dos Ox(A)-médulos, definimos por Hom (£, F) al grupo for-
‘mado por los morfismos de Ox (A)-médulos, obséivese que éste no tiene por

que ser un A-médulo. Sea U C X un-conjunto abiérto de X y £ un Ox (A)-
mdédulo entonces &y es en forma natural un Oxy- modulo y definamos por
Hom4(E, F) la gavilla

U = HomA(£|U, ~7:|U)

la cual es una gavilla de Ox-médulos, pero no necesariamente de Ox(A)-

- médulos.

El siguiente paso es mostrar que nuestra categoria no es trivial, es decir
que ex1sten Ox-médulos con una estructura no trivial de Ox(A)- médulos.

Proposicién 1.1. 2 SeaV un A-mdédulo y M un OX mdédulo, entonces M®k.

V es un OX(A) médulo. &

Recordando que por ser A un dlgebra semisimple se tiene sélo un nimero
finito de mdédulos simples, sean Vi, ...V, estos médulos, por la proposicién
A.0.8 [Apen 1] se tiene que todo A-médulo M finitamente generado se des-
compone en suma directa M; & ... ® M, donde cada M; es isomorfo a V™ y

‘que existen {ey,...e,} C A tales que e;e; = €;0;5, €1+ .. 4o =1yeM = M
*Con esto se tiene un teorema de clasificacién de A-mddulos, el resto de este

pérrafo serd demostrar un teorema similar en la categoria de Ox (A)-médulos.
Empezaremos con el siguiente teorema de descomposicién. ‘

Teorema 1.1.3 Si M es un Ox(A)- mddulo, no necesariamente finitamente
generado, entonces M = My ®..... d M, donde M = e, M, ademds si M
es un localmente libre entonces cada M; lo es. : -

Demostracidn: Sea e; un proyector de A, entonces tenemos definida la apli-

cacién ¢; : M — e, M C M la cual escinde por la inclusién, de aqui que
e;M sea un sumando directo de M, ademds como e;e; = e;0;; se tiene que

eeMNeM=0sii#jydela propledad e1+..+e =1se tlene que la. -

inclusién M; @ .... & M, — M es un isomorfismo.<$

escerosm;éjyesgbsm—j &

1.2 Ox(G)-Médulos.

CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 4
Definicién 2 Sea & un Ox(A)-mddulo, definamos la descomposicidn isotipica
de €, como la descomposicidén ‘

&= 51 EB B¢,
obtenida en el teorema amﬁemor
Proposicién 1.1.4 Sean & y F dos Ox(A)-mddulos-y ¢ : € = F un
Ox(A)-morfismo, si e1€®...0 e ye1 FD...&e,F son las descomposiciones
isotipicas de £ y F respectivamente, entonces ¢ se descompone en morfismos

¢7; : eZ-E — 61'.7:
Demostracion: Como ¢ es un Ox(A)-morfismo, entonces
e;p(eir) = pleesz) = d(eidi z)

es decir
¢|ez£ 625 —-F = 63.7:

Corolarlo 1.1.5 Toda
—> &-1 — & — 5i+'1‘—%
sucesidn eracta de Ox(A)-mddulos se deséompone en las sucesiones ezactas
| = ejSi__l — ejé'i — ejSi_H — ..

conj€{l,..,r} <

Como nuestro interés se centrard en gavillas con accién de grupo a par-
tir de este momento supondremos que A es el dlgebra de grupo k(G), donde
char(k)/|G| y X un k-esquema integro. Denotaremos por Ox(G) := Ox (k(G))
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y por Vy, ..., V; las representaciones irreducibles de G sobre k, lo cual es equiv-
alente a los k(G)-médulos simples, y por O(V) al Ox(G)-médulo definido
por Ox ®; V, donde V' es una representacién de G sobre k. Por convenéién,
Vo denotaréd la representacion trivial de G.

Observacién: Si k = C entonces los proyectores ‘e;, son bien conocidos

y estan definidos por

- dwm(V;
o = ZiV) > xu(9)g
R (€ e

donde xv;(g) es la traza de la aplicacién definida por g en V;.

Con las hip6tesis anteriores tenemos que si & y F son Ox(G)-médulos
entonces los Ox-médulos £Q F y Hom(E, F) tienen una estructura natural
de Ox(G)-médulos. :

Lema 1.2.1 Si £ y F son Ox(G)-mddulos, entonces existe una Unica es- .

tructura en € Qp,, F de Ox(G)-mddulo tal que
gz ®y) = (92) @ (9y), (Vg€ G,z €€,y € F)

Demostracion: Ya que la aplicacién (z,y) — gz ® gy es bilineal, se tiene una

" transformacion lineal

LG): EQF-EQF

tal que
Lig)(z®y) = gr® gy

Lo anterior define una funcién

L:G— End(EQF)

dada por g — L(g) que es evidentemente un morfismo de G en el grupo de
unidades de End(€ ® F), pero L se extiende de manera tnica a un morfismo
de K(G)-algebras (ver [2] pags.75-78 ) ‘

L:K(G) = End(€ ® F).

Esto determina una estructura de Oy (G)~1ﬁ6du10\en EQRF,enlacual g(z®

y) = (92).® (gy). Por tdltimo, si se tiene otra estructura de Ox (G)-médulo
en E®F R
S L(G) EQF = EQF

,‘ \,‘
i [ g 0
] . &

4

L u '5_“
dd

1

4

4
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tal que :
- Lglzey)=gregy
entorices L'y L coinciden en G y por la unicidad L' = L O

Observacién: Cabe mencionar que la férmula

u(z®y)=uwr®uy  (ue K(G))
no es la estructura de Ox(G)-médulo arriba definida.

Ahora procedamos a definir la estructura de Ox (G)-médulo en Hom (€, F)
mediante la aplicacién | .
(99)(e) = g(o)(g7"e)

y extendiendo ésta por linealidad.

Estas ultimas definiciones nos proporcionan nueva riqueza en nuestra
categoria, y como veremos a continuacién podemos demostrar propiedades
anélogas a las propiedades de Ox-mddulos. :

Nota: Por convencién, un Ox(G)-médulo € es localmente libre si lo es
como Ox-médulo. _

Lema 1.2.2 Sea € un Ox (G)-mddulo localmente libre, démosle a £ la es-

- tructura natural de Ox(G)-mddulo entonces se tienen los siguientes 1SOmMor-

fismos naturales de Ox(G)-mddulos:

ey e -
b)Para cualquier Ox (G)-mddulo F, se tiene que Hom(E, F) 2 EY @ F
¢)Para cualguier Ox(G)-mdédulos F,G, se tiene Home, (£ ® F,G) &

Home, (F, Hom(£, G)).

Demostracion: a) Coﬁsidérése el isomorfismo & — (£V)" dado por
S a€ 5(U) — 4, = 54(0 &y — Oxpy) = ofa)

entonces -
' 5ga(a : 5|U‘ - OXlU) :‘O—(ga') ' *

pero ‘ .
(95a)(0' : glU — OX|U) = g(5a([g_la] )

= 8a(lg7o]) = [g70](a) = g7 [o(ga)] = o(ga)

-

B MA PN g et Sl & Y B N B il




CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. | 7

de aqui que sea G-invariante.
b) Sea el isomorfismo £¥ ® F — Hom(E, ]—') dado por

c®be (EYQF)(U) ¢ :=(ar o(a)b)

entonces
g(c®0b) = go® gb— (a> (go)(a)gb
= g(o(g7"a)gb = g(a(g ™ a)b) = g(¢(97"a)) = (9¢)(a)

por lo tanto el isomorfismo es G-invariante. . o
¢) Sea el isomorfismo Homoy (F, Hom(E,G)) — Homo, (E®F,G) dado

por ,
| ’ [0:F — Hom(E,G)]— ¢ =(a Q@b [a(a)](b))
entonces
g9(o) = (a @b [(go)(a)](b))
pero ‘

[(9)(a)](8)) = [g(o(g™"a))](b) = g[(a(g‘la))]g(’g‘lb) = g[(o(g7"a)](g™"D)
= g(¢((97 ) ® (97'1))) = g(dg  (a @ b) = (9¢)(a ® D)

por lo tanto el isomorfismo es G-invariante.<$

Ahora procederemos a demostrar el teorema principal de esta seccién, el
cual consiste en describir la descomposicién de un Ox (G)-médulo mediante la
accién del grupo en el punto genérico. Asi que estudiemos la estructura local
de estos Ox(G)-médulos. Para esto supondremos X un esquema integro
sobre un campo k, y sea £ un Ox(G)-médulo coherente libre de:torsién,

sea .U = Spec(R), un abierto afin de X donde & sea trivial, i.e 5Iu &~ Rn o

consideremos la descomposicién 1sot1p1ca

entonces &, = e;&|y, por otro lado, como X es un esquema integro, tenemos

que A es dominio entero, por tanto K(X) = K(R), entonces localizando en
el punto genérico €, tenemos que & = R* @ K (X) = K(X)", y el-siguiente
diagrama conmutativo -

CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 8

G — Aut(K(X)®")

!

Aut(R®™)

~ nos dice que la-descomposicién (1) estd detefminada en el punto genérico por
la representacién de G en K (X)®", de aqui que la descomposicién de & queda

determinada por la descomposicién en el punto genérico como representacién

- del grupo G. Y més atn, que la accién de G en R" viene dada por la

restriccién de la accién de G en K (X)". Ademds por le teorema A.0.17 [Apen
1] se tiene que la representacién de G en K(X)" es de la forma V @ K (X)),
donde V es una representacién de G sobre k.

Con lo cual hemos probado el siguiente

Teorema 1.2.3 Sea X un esquema integro sobre un campo k, K su campo

"de funciones meromorfas y € el punto genérico de X. Sea & un Ox(G)-

médulo coherente libre de torsion, si £, ~ (Vi* & ... @ V") @, K es la

" representacion de G en el punto genérico de X, entonces Za descomposicion

natural
= 605 D ... @ e &

' satisface que {

i) rango(e:£) = n; x dim(V;)

i) La inclusion natural (e,€) < & induce un isomorfismo de representa-

ciones (e;€)e — Vi @, K

‘Définicién 3 Sea £ un Ox(G)-mddulo localmente libre sobre un esquema

integro sobre un campo k , K su campo de funciones meromorfas y sea £ =~
V@K la representacion de G en el punto genérico, entonces definiremos a
la rep%esentacio’n V como el tz’po del OX(G)—mo’dulo £

- Corolario 1.2.4 Sean X y 5 como en el teorema anterior, y sea V el tipo

de la representacion en &, entonces la representaczon de G en la fibra a un
punto de X es genéricamente V. ' *

A partir del teorema 1.2.3 podemos conocer el comportamiento de la

estructura de Ox(G)-médulo bajo las operaciones basicas entre (9 x-mddulos,
algunas de las cuales se describen a continuacién.
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CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 9

Teorema 1.2.5 Sea X un esquema integro sobre un campo k, si £ y F son
Ox(G)-mddulos de tipo V y W respectivamente, entonces '

i) £ Qoy F es de tipo VR W. :

1) ATE es de tipo AV, y

ii1) SE es de tipo S™V

Demostracién: Simplemente debemos observar que si € es punto genérico de
X entonces (£ ®oy F)e = E®r(x) Fe, (AN E)e =A(E) ¥ (S7E)e = S™(E), 1a
conclusién se sigue de la teorfa general de representaciones sobre un campo.<$

Corolario 1.2.6 Sean &;,&; dos Ox(G)-mddulos localmente libres de tipo
V;, Vi, respectivamente y ambas representaciones de G irreducibles distintas.
Entonces Homeg(&;,&;) =0 :

Demostracién: Obsérvese que el rango de Homg(&;, ;) estd determinado
por la dimensién sobre K (X) de la parte de tipo 0 del localizado en el punto
genérico de la gavilla' & ®o, &;, pero estd es cero por teorfa general de
representaciones, y como Homg(&;, E;) es una gavilla localmente libre, se
concluye lo deseado. & : ” ‘

Lema 1.2.7 Sean k = C y'.é”j, &y dos Ox(G)-mddulos local?neﬂie libres ‘del
tipo V;, entonces - ' ' a

rangoHomg(E1, &) = rango & X rango Ey/dimV?

Demostracidn: Como k = C tenemos una teoria de caracteres y la igualdad
es un resultado directo de ésta. '

1.3 Ox(G)-Médulos Inescindibles.

Sea F una gavilla coherente libre de torsién sobre un esquema integro, una
pregunta natural es cuando F admite una estructura de Ox(G)-médulo,
como veremos posteriormente, esto serd sélo si la’ descomposicién en ine-
scindibles de F tiene cierta estructura.

CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 10

Lema 1.3.1 SeaV una representacién irreducible sobre k de G, supongamos
que dimgV > 2, entonces existe un subgrupo H < G tal que V 1% tiene al
menos dos componentes isotipicas

Demostracién: Supongamos que es falso, entonces paratodo g € G, V l<p>

tiene sélo una componente isotipica, es decir, el elemento g actda en V por
multiplicacién de una constante, en este casoe cualquier subespacio de V' de di-
-mensién 1 es G invariante, contradiciendo la hipétesis de que V' es irreducible

de dimensién mayor o igual a dos.<

Lema 1.3.2 Sea F un Ox-médulo coherente libre de torsidn e inescindible,

si F. es un Ox(G)-médulo para. algin grupo G, entonces el tipo de la repre-
sentacion es V. = W™ para algin W irreducible de dimensidn 1, mds ain, se
tiene, que todo elemento g € G actia por multiplicacién de una constante.

- Demostracién: Por ser F irreducible el tipo de la representacién es V =W"

para algin W irreducible, ademds debe tener ésta misma estructura al res-
tringirla a cualquier subgrupo de G, pero por el lema anterior se tiene que W

" debe tener dimensién 1, en particular, si g € G, éste actlia por multiplicacién

de una constante en cada fibra, de aqui que actia por multiplicacién de una

‘constante globalmente. ¢

- Ahora estamos en posicién de clasificar a los Ox (G)-médulos inescindibles

Teorema 1.3.3 Sea X un esquema proyectivo integro y sea & un‘ Ox(G)-
" ~médulo coherente libre de torsidn e inescindible de tipo W, entonces & ~

O(V) ® F con F inescindible como Ox-mddulo y W o~ VrangoF con V una
representacion irreducible. ‘ o

Demostracidn: Sea £ = F{* @ ... ® F" la descomposicion de £ en Ox-
médulos inescindibles con F; # F;,¢ # j. Esta descomposicién es unica

" salvo permutaciones de los sumandos, de aqui que si g € G entonces g€ =
L g @ ... ® gF por lo tanto gF; = F; para algin j, entonces F; >~ F;

asi que i = 7, por 16 tanto cada sumando F;* es G-invariante, y como &
es .inescindible, entonces 7 = 1, es decir £ = F™ con .F un Ox-mddulo
inescindible. Por lo tanto el tipo de la representacién es V* con V irreducible.

El siguiente .paso serd demostrar que s = rangoF y dimV = n. Sea ¢
el punto genérico de X, entonces & = V* ® K(X). Ahora, sea g € G, y

- consideremos la representacién de < g > obtenida por restriccién, entonces

R woEs s
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CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 11

£ tiene una descomposicién isotipica de la forma & = F7F & ... @ F* con
x; correspondiendo a representaciones irreducibles de < g >, y por el lema
anterior tenemos que en cada sumando los elementos de < g > actiian como
un multiplo escalar de la identidad, entonces £ = [O(V,, )" @...00(V,,)™]®
F y en el punto génerico se tiene que & = [V"1 .0 V7] ® F, por otro
lado, en el punto genérico se tiene que & = (V J,<g>) ® K(X) y por la
unicidad de la descomposicién en representaciones irreducibles sobre espacios

vectoriales y del hecho de que sobre un campo algebraicamente cerrado los

caracteres forman una base de K(G) (ver [5] pags. 207-217)se tiene que
(Viss)@F =V . @V |®F ypor tanto s = rangoF y dimV = n.

Ahora, conslderese la parte de tipo Vp de O(VV) ® &, donde VY es la
representamon dual de V, entonces ésta es un sumando dlrecto de O(VV) ®
& ~ F™ de rango el rango de F, por lo tanto es F. Con51derese la inclusién

natural .
oOV)®@ F — O(V) OVY)®E

y como O(VVY) es naturalmente G-isomorfo a O(V)" se tiene el morfismo
oV)® O(Vv) ® £ —s £

dado por- .

v®0®e— §(a)e

- entonces se tiene un morfismo natural
oV)®F —¢&

y por teoria general de representaciones sobre un campo, se tiene que este

morfismo es isomorfismo en el punto genérico, por lo tanto es genéricamente

inyectivo, pero por ser gavillas libres de torsién sobre un esquema integro se

tiene que es inyectivo, nuevamente por ser un esquema proyectivo se tiene

que debe ser'sobreyectivo y por tanto un isomorfismo, con lo cual se concluye

el teorema. & | B
De este tltimo se obtiene como corolario el siguiente

Teorema 1.3.4 (de clasificacion) Sea & un Ox(G)-mddulo coherente li-
bre de trosion de tipo Vi & ... & V“T, entonces la descomposicidn isotipica
de £ estd dada por

ExOV)QF®..00V,)®F

donde F; es un Ox-mddulo de rango n;
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Proposicién 1.3.5 Sea

E=0V)®@Fp;® .0 O0(V,)®@F,,;, i=1,2

entonces . -, .
»%Om(; (51, 52) ;> @ /HO’I’)’L@X (fj,l, Fj)g)

Jj=0

Demostracion: Por el coroiario 1.2.6,
Homg £1,62) = @ Home(O(V;) ® Fj1, O(V) @ Fjz)

asi que supongamos & = O(V) ® F; con V una representacion irreducible.
Definamos la aplicacidén natural

o F—=F=Ideo: OV)9F — OV)Q F

y definamos la aplicacién inversa de la siguiente manera, sea V'V la repre-

sentacién dual de V, entonces V@VY ~ U@ W donde U es la representacion
trivial de G, de aqui que O(V) Q@ O(VY) ~ Ox @ O(W), asi, si p: O(V) ®

F1 — O(V)®F; es un morfismo G-invariante, tenemos un morfismo natural

Id@p: oV ®OV) & F — O(VV) QO(V)® F

definamos o como la restriccién a la parte corresponchente ala representacmn

trivial, claramente estos morfismo son' inversos.{

Propos101on 1.3.6 Séan &, Foy - T gawllas coherentes sobre X, W Vo @
. B V rppresentaczon de G sobre k y supongamos

$: OW )®5 ,—+ (O(V) ®7:o) o..e0V:)eF)
un ‘.morﬁsmo G-invariante, entonces eziste un morfismo natyral
P E—F .. F

y ademds cumple que ¢. es inyectiva si y s6lo si b lo es.

o
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Demostracién: Por la proposicién anterior se tiene qﬁe Homg(O(W) ®
£,(0O(Vo)®Fo)@...(0(V;)®F,)) es naturalmente isomorfa a i Hom(E,F),

sea ¢ la imagen de ¢ bajo dicho isomorfismo.
Ahora, ¢ es inyectiva si y sélo si

¢ O(Vi) ®@E — O(Vi) ® F;
lo es parat=0,...,7, si‘y s6lo si | o
Id®¢;: OV,) @ OV) ® € — O(V,) ® O(Vi) @
loes parai=0,...,7, siy sélosi |
¢ & — F;

lo es para i = 0,...,7 &

Para finalizar .esta seccidén se demostrard ‘le‘x existencia de resoluciones
localmente libres, G-invariantes, para Ox(G)-mddulos

Sea X un esquema proyectivo sobre una anillo noetheriano B, démoéle a

la gavilla estructural torcida Ox (1) la estructura de Ox (G)-médulo mediante
la accién trivial, entonces tenemos el siguiente lema.

Lema 1.3.7 Sea X un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano B y
sea F un Ox(G)-mddulo, entonces F(n) es un Ox(G)-mddulo.

Recordemos ahora un teorema de Serre.

Teorema 1.3.8 (Serre) Sea X un esquema proyectivo sobre un anillo noethe-
riano B, sea Ox (1) una gavilla invertible muy amplia en X, sea F un Ox-
mddulo coherente. Entonces existe un entero ng tal que para todo n > ng la
gavilla F(n) estd generada por un nimero finito de secciones globales.

Demostracidn:Ver [8] pagina 121 ¢

De aqui se sigue el siguiente

Corolario 1.3.9 Sea X un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano
B. Entonces cualquier Ox(G)-mddulo F que sea Ox-coherente en X puede
ser escrita como un cociente de un Ox(G)-mddulo €, donde € es una suma
finita de gavilla estructurales torcidas Ox(n) para -algun entero n.
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Demostracidn: Sea F = O(V5) ® Fo @ ... ® O(V;) ® F; la descomposicién
isotipica de F, entonces tomado resoluciones localmente libres para los suman-
dos F; se obtiene lo deseado.

1.4 Funtores Derivados..

En esta seccién estudiremos la teorfa basica de los funtores derivados de la
categorfa de Ox (G)-médulos. Obsérvese que los funtores I'(X, .), Hom(.,.) v
Hom(.,.) de la teorfa clésica, tiene una nueva estructura, los dos primeros va-
loran en la categoria de k(G)-médulos y el dltimo en la categorfa de Ox(G)-
médulos y es con esta estructura que estudiaremos sus funtores derivados, por
abuso de notacién y esperando no causar confusién emplearemos la misma

notacién para los funtores arriba mencionados. Por otro lado en ésta cate-

goria aparecen en forma natural dos nuevos funtores, Homg(.,.) y Home(.,.)
los cuales serén estudiados también. El presente parrafo pretende mostrar
relaciones entre estos funtores y los funtores tradicionales de la teorfa de

Ox-médulos, v en algunos casos especificos calcularlos en términos de estos

. Ultimos.

Por teorfa general de médulos sabemos que para un anillo arbitrario A
la categoria de A-mddulos tiene suficientes inyectivos. Asi que repitiendo las
mismas demostraciones que para Ox-médulos se tiene que la categorfa de
Ox (G)-médulos tiene suficientes inyectivos, por lo tanto los funtores (X, .),
Hom(.,.), Hom(.,.) y Homg(.,.), Home(.,.), tienen funtores derivados.

Teorema 1.4.1 Los funtores derivados de I'(X,.) son naturalmente isomor-
 fos como k-espacio vectorial con los funtores derivados cldsicos

" Demostracidn: Sea € un Ox(G)-médulo, obsérvese.que la hacificacién de

la resolucién de Céch es de Ox(G)-médulos por lo que la cohomologfa de

"~ Céch estd bien definida en la categoria de K(G)—médulos,pér 16 tanto el
funtor de cohomologia cldsico estd en la categorfa de K (G)-mddulos y es un
~funtor universal de aqui que la identidad induce un morfismo natural de los

funtores derivados de I'(X, .) en la categoria de Ox(G)-médulos con el funtor

" de cohomologfa clasico, este morfismo es de k-espacios vectoriales; pero como
todo funtor derivado es universal también se tiene que’la identidad define un
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morfismo natural entre el funtor definido por la cohomologia de Céch y los
funtores derivados de I'(X, .) , este tltimo es de K (G)-médulos, de aqui que
sean funtores isomorfos.<$ ‘ '

Corolario 1.4.2 Sea
0O=+&—=+F—=G—0

una sucesion ezacta de O,\;(G)—modulos, entonces-lg sucesion ezacta larga de

cohomologia es de A-mddulos.$

Corolario 1.4.3 Sea & un Ox(G)-médulo y sea eg€ & ... & e.€ su descom-
posicion isotipica, entonces se tienen isomorfismos naturales

HY (X, &) ~ H(X,el) @ ... & H'(X, e,€)
de k(G)—mb’dulos.Q | |

Observacién: En los resultados anteriores se puede reemplazar K(G)
por una k-dlgebra de Artin semisimple.

Estudiemos ahora los funtores derivados de Hom(.,.), Homg(.,.), Hom(.,.

y Homeg(.,.).

Teorema 1.4.4 Sea X un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano
B, entonces los funtores derivados de Hom(E,.) y Hom(E,.) con & coherente,
coinciden con los funtores derivados cldsicos. : :

- Demostracidn: Obsérvese que por el corolario 1.3.9 se tiene que todo médulo ‘

coherente tiene una resolucién por médulos localmente libres de aqui que

el funtor Ext*(F,G) de la teoria clésica se puede obtener mediante una re- -

solucién por médulos localmente libres, pero el mismo corolario 1.3.9 nos dice

que dicha resolucién es de Ox (G)-mddulos por lo que dicho funtor valora en

la categoria de Ox(G)-mddulos, y nuevamente por propiedades de funtores
universales se tiene el isomorfismo deseado. Como los funtores derivados

son universales (Ver [8] seccién 3.1) y como se tiene que los elementos de-

K (G) definen una familia de morfismos en Hom(.,.) entonces los funtores
derivados Fzti(.,.) tiene una estructura natural de G moédulos de aqui.se
sigue lo deseado.d - :

’ . kB . 10 i
1 g 1 i
4 A= 4

)
’!

h B B @
- 4 4 4
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Corolario 1.4.5 Sea & un Ox(G)-médulo, entonces se tienen isomorfismos

_naturales Exth(.,.) 2 ey But'(,,.) y Eati(, ) Zerfat’(,, ).

Demostracién: Es inmediato de los teoremas de funtores universales (ver [8]
seccién 3.1). &

Proposicién 1.4.6 Para cualquier Ox(G)-mdédulo G se tiene Ox(G)-isomorfis-
mos naturales

a) ExtO(OX,Q) =g

b) Ext(Ox,G) =0 para i> 0
y G-isomorfismos naturales

¢) Exti(Ox,G) = H{(X,G).

Demostracidn: El funtor Hom(Ox, .) es el funtor identidad el cual es un
Ox (G)-morfismo de aqui que sus funtores derivados sean 0 para ¢ > 0, esto
prueba a) y b). Nuevamente el funtor Hom(Ox,.) y I'(X, .) son iguales, asf
que sus funtores derivados son los mismos.$ :

"Lema 1.4.7 Si L es un Ox(G)-mddulo localmente libre de rango finito , e

T es un Ox(G)-mddulo inyectivo, entonces L &L es inyectivo.

Demostracién: Para esto debemos probar que el funtor H omG(.,L’ ®I)es
exacto, pero éste es el mismo que Homg(. ® LY, Z) el cual es exacto por ser
.® LY un funtor exacto e T inyectivo. $ i

Proposicién 1.4.8 Sea £ un Ox(G)-médulo localmente libre de rango finito,

y sea LV = Hom(L,Ox) su dual. Entonces para cualquier F,G, C’)X(G) -
médulos se tiene un 1somorfismo natural de k(G)-mddulos :
Ext(F®L,G) 2 Ext(F, LV ® Q) : ,

y para la gavilla Ext se tiene un isomorfismo natuml de (DX(G)‘-mo’dulos

 Eati(F® L) Eati(F L @ 0) = Eat'(F,0) & L.

- Démostracidn: Bl caso 1 = 0 se sigue del lema 1.2.2 Para el caso general

nétese que todos los funtores son §-funtores en la varlable G, como tensorizar
por £V es un funtor exacto, parai >0y G inyectivo todos sen cero,.y de la
teorfa general de §-funtores 56 sigue lo deseado (ver [8] seccién 3 1): ¢
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- Capitulo 2

Cubrientes Galois.

En este capitulo aplicaremos la teorfa desarrollada en el capitulo anterior

al estudio de cubrientes Galois de curvas. Para nosotros curva significa un
esquema completo no singular de dimensién 1 sobre un campo algebraica-
mente cerrado, por cubriente de curvas entenderemos un morfismo finito y
_ separable. '

2.1 "Teoremas de Descomposicion.

Sea X una variedad algebraica proyectiva, y sea G un grupo finito actuando
en X efectivamente por automorfismos, entonces el cociente ¥ = X/G es
variedad algebraica, ademds en Y tenemos un Oy (G) médulo muy especial,
a saber 1,0x, la imagen directa de la gavilla estructural de X. Estudiemos
- la descomposicién de esta gavilla. '

Teorema 2.1.1 Sea X una variedad sobre un campo k algebraicamente ce- -

rrado con accion de un grupo finito G (char(k) | | G |)y sea Y el cociente,
- entonces - »

B 70y = Oy & (OV)®E)® ... D (O(Wj ® Ey,)

donde V; son las representaciones irreducibles G sobre k y rango Ey, = dimV;

Demost%acio’n: Como el cubriente 7 : X = X/G =Y es de Galois,htenel'nos
que Ta extensién de campos K(X) : K(Y) es de Galois con grupo de Galois

G, por el teorema de la base normal existe un elemento ¢ € K (X) tal que.

17
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{9¢}yec es una base de K (X) como espacio vectorial sobre K (Y'), de aqui que
K(X) sea la representacién regular de G sobre K (Y), por otro lado ésta es
" la accién de G en (7, Ox)¢v), asi que la representacién en el punto genérico
es la regular. Usando el teorema 1.2.3 hemos concluido la demostracién.

.Corolario 2.1.2 Con las hipdtesis del teorema anterior, sea H < G y ¢ :
X/H — Y el morfismo natural inducido, entonces

$.0x/p = (mO0x)¥ = Oy @ (O(Vf) ® &) @ .. © (O(VF) ® &)

Demolszf‘rd‘cio’n: Ver [14] pags. 65-69

2.2 Teoremas de Estructura.

" Teorema 2.2.1 Sea X — Y un cubriente Galois, entonces se tiene la st-
guiente sucesion exacta

0 — ma'm.0x — @m(g*(’)x) — D —0
‘ geG

de Oy (G)-mddulos, donde suupD € suppm. T Tdx )y

Demostracion: Seay € ¥ — sdpp(w*QX/y) un punto cerrado de Y, entonces
- la sucesién anterior localizada en y es evidentemente exacta, y por lo tanto
la sucesién es exacta y D tiene soporte en supp(m.x/y).<¢ ‘

Corolario 2.2.2 Sea }" una gavilla localmente libre en X, entbnces se tiene _

" la siguiente sucesidn ezacta

0 — T T F — @w*(g*}") — D —0

9€G
4+

de Oy (G)-mddulos, donde supp D estd contenido en sup_p('rr*QX/y) '
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Demostracion: Obsérvese que la sucesién exacta del teorema anterior se

puede escribir como

0 — W*OX ®OY W*OX —) 7T+O;\ ®7r*(9x @71‘* X —> D —0
’ geG

mientras que la sucesién que nos interesa se obtiene tensorisando esta ultima
por m.JF Qr. 05 — '

0— 7T*~7: ®7r*(9x W*OX ®Oy 71'>¢<(/)X — mF ®7r*(9x W*OX ®7r*(9x @W*OX
9eCG '

y como 7, Ox es Oy-plano y F es m,Ox-plano, entonces la sucesién es eicacta
y supp D estd contenido en supp(m.Slx/v).<¢

El hecho de que este morfismo sea G-invariante nos permitird comparar
las descomposiciones isotipicas m,m*mF ~ mF @ m,Ox y de @gegmg*}' El
siguente paso serd describir dichas descomposmlones

Sea Spec(A) C Y un abierto afin y Spec(B) = 7' (Spec(A4)). Sea M =

F(Spec(B)), entonces se tiene que Fspec(B) =M. Observese que Spec( )

es G-invariente. Apartlr de esto tenemos que 7 T Fspec(By = M @4 B y la
accién de G en M ®4 B esté determinada por g(m ® b) = m ® gb. Es dec1r
que la descomposicién isotipica de m,m*m,F es simplemente

- mF Qo 1.0x =1.F & O0(V) ® (m.F Qo, Ev;)®
e OV, ® (mF ®oy Ev,)

por otro lado tenemos que g*F|spec(B) = g *M = M ®p g*B donde la es-
tructura de B-médulo en g*M estéd determinada por bx m = g~*(b)m, en
particular si a € A se tiene que a *m = g~'(a)m = am, ademds la accién de

Gen @D 9" M por (m®b)y +— N (m ® b)ry es decir que el grupo acta per-’

mutando las entradas, de aqui que la descomposmlon isotipica de la i 1magen
dlrecta de P e 9" F sea ‘

PrgF=rFoOW) "™ @rFe. . O(V)dm” ® m F
geG .
Ahora, como el morfismo natural

T mF =T F Qo, mOx —>@ TG
o - geG ‘
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es G-invariante, tenemos que O(V;) ® (7. F ®o, Ev;) se inyecta naturalmente

en O(V,)¥™: @ n, F = O(V;) ® m. F%™ y por la proposicién 1.3.6 se tiene
"un morfismo natural, inyectivo m.F Qo &y, — mFE™Yi lo cual queda
- resumido en el siguiente

Teorema 2.2.3 Sea X — Y un cubriente Galois con grupo de Galois G, y
F una gavilla localmente libre en X, entonces se tienen morfismos inyectivos
naturales . A

0 — 7 Boy Ev; o mFHH.

Ahora estudiemos el caso en que F es G-estable, es decir, que la imagen
directa tiene estructura de Oy (G)-médulo (ver [14] pags. 65-69) para esto
estudiaremos la relacién de esta estructura con los morfismos ¢;, nuevamente,
siguiendo la notacién anterior, tenemos que el morfismo ¢ esté determinado
localmente por m Qp, b — @gec(g™ (b)m),, definamos en BgeemOx la
siguiente accién de G, :

(*) S Doec (ag)g Lt @QEG(h%)gh 1

(nos referlremos a esta nueva estructura por G') de aqui se tiene que la accién
de G’ en el primer factor también se preserva, es decir ¢ es G'-invariante

. para esta segunda estructura de G-médulo v ademés conmuta con la estruc-

tura anterior, por ultimo, obsérvese que el morfismo ¢; del teorema ante-
rior también es G'-invariante. Ahora -estudiemos cual es la descomposicién
isotipica, bajo esta nueva.accién, de @yeem.F. Para estc considere la accién

de G en C’)?ﬁ]ql ® 7. F definida por

v®a B @ hla)
donde h*v es la accién definida por

, N
Bgec(Vg)g — Byec(vg)gn

" Obsérvese que ésta es la representacién dual a la definida por .

: A
DBgec(vg)g = @geG(%)hQ e

'y que el isomorfismo natural

Og?iG' R mT.0x — @W*F
‘ ’  g€G
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es G'-invariante, de aqui que la descomposicién isotipica de 5 e mOx sea
la obtenida del producto tensorial :

Oy(Q)®FeOV)®FAe...00V,) e Fl.

~ El siguiente paso es comparar esta descomposicién con la descomposicién
obtenida por la primera accién de G. Sea Oy (V;)®¥™(¥) @, F la componente
isotipica bajo la primera accidén de G, entonces la segunda accién restrmge a
esta gavilla y su descomposicién isotipica queda determinada por

Oy (V)24 @ [y  O(V3) @ 7 &.o0V,) e F]

donde VV es la representacmn dual de V.
Ahora podemos enunciar el siguiente teorema de estructura

Teorema 2.2.4 Sea X — Y un cubriente de Galozs con grupo de Galozs

G, y F una gavilla localmente libre en X, G-estable, entonces si

mF=Fo®0W)@F16..00(, VR F

es la descomposicion z'sotz’pz'ca de . F entonces se tiene un morfismo inyectivo

7
=0

donde’ A -
viaV; =P
=0

Demostracién: Del teorema 2.2.3 tenemos los siguientés morfismos naturales

0 — O(V}) ® (m.F ®oy &) 2+ O(V;)" ™ @m.F =

O(V;) ® m, Fom¥s

y por las observaciones anteriores tenemos que es G-invariante bajo la accién
definida por (*), por lo tanto descompone en morfismos inyectivos

OV;) @ (0Vi) @ &) ® Ey; — (@(Vj\/) ® m, FUmYi)

~O(VY)®[Fo® O(V) ® 1 & ...0(V;) ® F ]

t
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= 00) 8 R O(1) 8 OVi) & 7 & ..0(V}) ® O;) ® £,
~[0(V) @ e OV @ V1) @ 718 ..0(V;' ® ;) @ F]#™"

cada uno factorizando por la-parte respectiva de tipo V;; para esto introduz-
camos un poco de notacién: Sea W un representacién de G'y V una repre-
sentacién irreducible; definamos < W, V' >:=dimensién con la que aparece V
en W. t

Sea st =< Vjv.® i, V; 'é%_ventonces la parte de tipo 'V;, estéd determinada

por
T‘ .
® [@ j_—;f]dimvj
) } =1
de aqui que se tengan los morfismos inyectivos
O(V)) ® (Fs 8 &)™ — O(Vi) @ [P 7)™
y por la proposicién 1.3.6 se tienen los morfismos inyectivos

Fi®t, — PF

=0~

pero por teoria de representamones < VV ® V}, Vi S=< V; ® Vi, Vi > nl

’ donde .

vevi= D
_ =1
con lo cual se concluye el teorema. &

Ahora resumlendo estos teoremas tenemos el resultado principal de esta

‘seccién

Teorema 2.2.5 Sea X -5 Y un cubriente de Galois con grupo de Gdloz’s

-G, entonces en Za descomposzczon

7.0x =0y 8 O(Vi) ® svl ®...0 O(V.).® Ev,

Se tzenen morﬁsmos myectivos natumles

Ev; ® Ev;, — @ £
=0

R dE e KR B NS WA EE .
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Demostracidn: Recordando que Hom(m.Ox,wy) = mwx y del lema ante—
I‘lOI‘ tenemos que

donde . ,
vie V=MW

1=0 (m *OX) = wyt @ Tuwyx :W*(W*(wy)“i®w,\r) =7.0x

con lo cual se concluye.

- Proposicién 2.2.9 Sea X - Y un cubriente de Galois no ramificado, con
grupo de Galois G, entonces en la descomposicion

2.2.1 Caso no Ramificado.

Lema 2.2.6 Sea F una gawilla localmente libre en X, entonces se cumple
que:. : :

z)Pam todo cardcter x € G, Lenemos un zsomorﬁsmo candnico Fy, ®.
e F — mF. . .

) F = D yeq 9°F y dicho 7somorf5mo es G-invariante. .

itt) St F y F' son zrreduczbles en X con mJF X m}"’ entonces F ~.g *
para algun g € G. :

w) grado(m,F) = grado(F) y rango(m,F) = n x rango(F).

v)mF es semiestable sty sélo si F es semiestable.” -

vi)m.F es estable sty sélo si F es estable y F # g*F para toda gE G

m.0x =0y ®[OV) Q&) @ ... & [O(V;) ® &y,
Se tiene que cada Ev, es estable, ademds (Ev,)Y ~ Eyyv y Evi%é"vj SsiiFE ]

Demostracion: Como 7.Ox es suma directa de poliestables entonces cada
sumando &y; también lo es, veamos que cada Ey; es simple, i.e. End(Ey;) = k,
y por lo tanto inescindible. '

" Tenemos que

100000000000000

/)

Hom(m,.Ox,m,0 @ Hom(OV,) ® &, O(V)) ® &y:)
Demostracion:Ver [15] & |

‘ﬂ
/] .

Observaciones: Las aﬁrmamones v)y vi) se Cumplen siempre para cubier-

tas no Galois. = @Hom(&@, 5w)(dim vi)?

i . N ) ) 7,:0

-A-f-
g8
=l

AiA
A

y como h(Hom(Ev;, Ev;)) > 1 tenemos que -
Lema 2.2.7 Sim : X — Y es un morfismo de curvas no ramificado, en- '
tonces mwy es naturalmente isomorfo a wx. ’

| h(%om(m()x,w* x) >Zd2mV —|G|

1=0

001l

Demostracion: Por ser un cubriente no ramificado tenemos que wyx/y =0y

del la sucesion exacta por otro lado, por el lema 2.2.6 tenemos que

/]

* G
0— ’/T*wy — Wx — Wx/)y — 0 ho(ﬂ-*cx ®W*QX) :‘h’o(ﬂ- W*OX> = hO(O?EJ |) =I G |

Q

§ y»como’(‘ﬂ*Ojg)V ~ m.Ox entonces

g

/!

se sigue el resultado. A
| o |G =R (r.0x @ T.0x) —ho(’i{om(m(’)x,w* Ox)) =[G |

de aqui que se tenga la 1gua1d_ad, pero esto implica que R (Hom(Ey;, Ev,)) =1

Lema 2.2.8 Sin: X — Y es un morfismo de curvas no mmzﬁcado en-
' y por tanto que cada &y, es simple y de aqui que sea estable. Ahora obsérvese

tonces (1.Ox)" es naturalmente isomorfo a 7*Ox.




CAPITULO 2. CUBRIENTES GALOIS. . 25

que R (Hom(Evy;, Ev;)) = 0 parai # j, esto implica que Ey; # Ev; sii # j. Por
ltimo veamos que (&y;)¥ ~ Eyv, pero eso es consecuencia inmediata de que

Tr R . ., . .
7 Ox — (m.Ox)" es un isomorfismo y la aplicacién traza es G-invariante.{

A continuacién transcribiremos los teoremas 2.2.3,2.2.4,2.2.5 al caso es-
pecial de cubrientes no ramificados, obsérvese que las demostraciones son
inmediatas en todos los casos. : ‘

Teorema 2.2.10 Sea X —+ Y un cubriente de:Galois no ramificado, con’

grupo de Galois G, y F una gavilla localmente libre en X, entonces se tienen
isomorfismos naturales o

' b4 imV; .
T.F @0y Sy — , FhmYi

Teorema 2.2.11 Sea X —= Y un cubriente de Galois no ramificado, con
grupo de Galois G, y F una gavilla localmente libre en X G-estable, entonces

81 .
TnF=FeO0WV)F&..0V,)®F

es la descomposicion 1sotipica de w.JF entonces se cumple que

r

Fi ® Ev; ~ DI

=0
donde

vieV; ="
=0

Teorema 2.2.12 Sea X — Y un cubriente de Galois no ramificado, con
grupo de Galois G, entonces en la descomposicion ’

m.0x =0y 8 O(V1) ® ng ®...00()Q &y,
Se tiene que cada &y, es estable y se cumplen las siguientes tdentidades

fsey~ e

=0
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donde .
Vi@V, =

=0

“ademds (Ey;)Y ~ Eyv y si Vi ' V; entonces Ey, & Ev,.

Corolario 2.2.13 Sea X = Y cubriente de Galois no ramificado, entonces
m.Ox es poliestable.

Demostracion: Inmediata del lema 2.2.6 y de la proposicién 2.2.9
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Capitulo 3

Aplicaciones

En este ultimo capitulo aplicaremos la teorfa anterior para el célculo de

la representacién de G en el grupo de cohomologia H*(X, Ox), obteniendo
informacién de la accién natural de G en la jacobiana JX de X, posterior-
mente usando técnicas elementales de teoria de representaciones sobre C se

. describird la descomposicién de JX en términos de variedades de Prym de
cocientes intermedios cuando el grupo a considerar es As y por ultimo se

calcula la dimensién de H*(X, 7x)% .

3.1 Acciohes en el Tangente.a' JX.

Sea X una curva proyectiva lisa sobre un campo algebraicamente cerrado, y
sea G un subgrupo finito del grupo de automorfismos de X, sea ¥ = X/G,
en este caso, aplicando la teoria anterior tenemos que

1O0x 20y ®O(V) ®Ey, © ... 0 O(V,) ® &y,

El presente parrafo pretende estudiar més profundamente este caso.
La primera observacién es que por ser 7 : X — Y una aplicacién afin,

. s¢ tienen isomorfismos naturales H*(X, F) ~ H(Y,n,F) para toda gavilla

coherente, de aquf que se tengan los siguientes isomorfismos H°(Y, m.Ox) = k

Y TJX = HNX,0x) = H\(Y,m.0x) = H\(Y, Oy) @ H\(Y,0(3) ® &) &
. ® HY(Y, O(V,) ® &y,.), adem4s dichos isomorfismos son de k(G)-médulos,.

por lo tanto conocer la representacién de G en 7, J X es equivalente a conocer
los grupos de cohomologia de O(V;)®E&y;, pero por Riemann-Roch y del hecho
que H°(Y, O(V;) ® Ey;) = 0 sélo necesitamos conocer sus grados. Para esto

27
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consideremos la siguiente sucesién exacta
Tr \V
0—>7T*Ox——>(71'*@x) —->7T*Qx/y—>0

donde T'r es la aplicacién definida por la métrica de la traza (ver [Apen 2]),
. dicha aplicacién es G-invariante, de aqui que dicha sucesién se descompone
en suma directa de sucesiones

0— O(V) ® &y, — (O(VY) ® Eyv)Y — (mlyv)ys — 0

asi que, conociendo A%([m.Qx/v]v;) conoceremos el grado de det(O(Vi) ®
Ev,) 7t @ det(O(V)Y) ® Eyv)Y, pero (m.Qxyv)v; es una gavilla con soporte
en puntos, asi que podemos calcular punto a punto, esto Ultimo también es
‘posible conociendo la representacién de 7.{0x/y punto a punto y tomando la
parte correspondiente a V;, serd esto tltimo lo que haremos.

Teorema 3.1.1 Seaz € X un punto cerrado con grupo de isotropia < g >C
G, entonces la representacidn en (’ﬂ’*QX/y)“ ~ k(G) —U 1S, donde k(G)
" es la representacion regular de GyU T<J> Za representacion inducida por la

" trivial de < g >.

Demostmczon Como el problema es local en 7, {2y consideremos la sucesion

exacta - '
L

. 0— (T*Ox)y — (W*Ox>y — (’/T*Qx/y>y —+0

donde y = 7(z); sean (A, m,) el anillo local Oyy y B = (m,Ox )y, entonces

la sucesién exacta anterior se reescribe como

0B =B =00

donde C = (m.Qx/v )y, ¥ tomando completacmnes para la topologia del ideal
maxnnal my de A se obtiene

0—>B—>BV—>C—>0

pues son A-médulos finitos'y C es completo por tener soporte en el punto
cerrado de Spec(A). :
Porla estabilidad de la traza bajo cambio de base, si K esel campo de
cocientes del completado A de A, la aphcamon 0 — B — BY es la inducida
por la traza de la K-algebra K(X) O K.

LA VRS YR x—e—ep g
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- Sea mB = pf...p¢ la descomposicién de mB en B, entonces se sigue que
B = T B donde Bp es el completado de By, para la topologia de su

ideal méximo. Asf, si Z; es el campo de comentes de Bp se tendré que-

K(X) ®xw) K = [T Sy sip: K(X) ®rr K = % son la proyecc1ones
entonces T7x xyg, ) R/R = = i I,k © Pi- S

Con esto se prueba que cada X; es finito y separable sobre K y que la

sucesién
: 0—+B—=B—=C—=0

rompe en sucesiones exactas

0— B,, = B} = Ci—0

inducidas por las trazas respectivas. De aqui que se tengan las siguientes

igualdades

(r.0xyv)y = 037 = Oia = Ogy 7 = 69% i

Obsérvese que la topologia en B, del ideal maximo es la misma que la in-
ducida por m,B, = p®, entonces las completamones son las mismas, i.e. si
completamos la sucesién exacta -

0— B, — BY = Qg4 =0

tenemos , L '

0— B, = B = Qp,a—0 |

entonces tenemos que Qgp/g = (p,/4 y por lo tanto QB/A" :,EB;:l QBpi/A.
"Sea p € {p1...ps} un punto en la fibra con isotropfa < g > entonces B,

es el anillo local asociado al punto p, por tanto es < g >-invariante, sea

(C,n) la A-subélgebra local de B, donde el grupo actia en forma trivial,,

geométricamente es el anillo local del punto z € X/ < g > imagen de z,
obsérvese también que la aphcamon X/ <g>— X/ G no tiene ramificacién
en el punto z, de donde Q¢4 = 0 y usando la sucesién exacta

Qeo/a ®c B — Qp/a — Qcya — 0

tenemos que Qp/q o QC/A como C’ médulos, y usando que tenemos un iso-

morfismo natural C'/n ~ A/m teniemos que lon(Qc/A) = dzch/A ®c C’/n =

RARRRARRRRRS
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dimQB/A ®a A/m = lon(Qp/a), asi que podemos reducir nuestro problema,
al caso en que G =< g >.

Como B, es un anillo con accién de < g > y ademds K (B,)/K(A) es
una extensién Galois con grupo-de Galois < g >, tenemos que B, = A&
Az1 & ... ® Az, con z; € B, , también tenemos que By corresponde a un

-punto liso, asf que p = (¢) v este ideal es < g >-estable, entonces g%t = ¢

por lo tanto gt = wt con w una p-ésima rafz primitiva de unidad, de donde
At' C Az;, sea v, la valuacién de B,, entonces vy(z;) =4 por lo que

"B, = A Att @ ... @ A>T

Por otro lado tenemos que la métrica de la traza nos permite identificar
a B con un subgrupo de K (B,), asi que debemos encontrar elementos c;
de K (Bp) tales que Tr(tic;) = &; ;, para esto recordemos que la definicién de
traza esta dada por b — > o, ¢%b, lo cual es un proyector en le sentido de la
teorfa de representaciones, y dicho proyector corresponde a la representacion
trivial del grupo, asi que, sib € K(B,) = K(A)@ K(A)t* & ... @ K(A)t* " se
expresa como b = by + ... + by con b; € K(A)¢’, tenemos que T7(b) = aby,

" después de estas consideraciones PrOpONemos a ¢; = 1/(at"). Probémoslo:

1, e oy
t = ——tr(®
at@) T( ata) ot r{ )

Ng esto es dlstmto de cero si y s6losi @ —i+j = 0mod(e), como 0 < 4,5 <&

(.

‘Aentonces()goz—zga—ﬁ—j§9a—z<9a’a31que

ca—i+j=0mod(a) < a—i+j=ai=],
por ﬁltim_on, si i = j tenemos que |
| | 1 1
tr(t*t. —) =tr(—)=1
2y =l =1

con lo cual hemos probado que

Ahora debemos de analizar la accién de < g>en cada sumando para :

esto observemos que

a 1 , - . aw

9(5) = ag9(55) = ag(t™) = a(9(1)) " = a(wt) ™ =
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ya que la accién de < g > en K(B,) es por automorfismos de campos, ademads
como la traza es < g >-invariante tenemos que la sucesién exacta

Ty : '
0—B,—=BY=3Qp/4—0
p P ./ .
rompe en sucesiones exactas

0— Att 1% A——1~ — (QBP/A) — 0.

La imagen de dicha aplicacién esta determinada por la imagen de ' vy ésta
Gltima es de la forma £A;(1/t7) donde
X =tr(tt') = ot 0-j
sit#0ytr(l)=a Asique
A 1
A at"‘ -

fal

(QBP/A) A/(taA) ~ k

sit#0y0sie=0.

De aqui que conocemos la representacién de < g > en {ip,/4. Ahora -

regresemos al caso general donde el grupo < g > es un subgrupo ciclico de

Gy Qpa = &g, /4, aqui tenemos que {p;..ps} =~ G/ < g > como G-

conjuntos, as{ tenemos que la representaciéon de G en {2p/4 es la inducida
por la representacién de < g > en {1, /4 es decir

Qpja = (k(< g>) = Ucgys) ng>

como k(G)-espacios vectoriales, con lo cual se termina la demostracién.{-

Sean y € supp(mQx/v), £ € 77 (y;) ¥ < gy > su estabilizador, obsérvese
que la clase de conjugacién de este subgrupo no depende del elemento que se
escogié en la fibra, entonces

Corolario 3.1.2 Con las hipdtesis anteriores, se tiene que

grado(O(V;) ® &) + grado(O(V;') ® Evy) =

ST dim(k(G) - U 1S, 00w

yEsupp(meQx /v )

="
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Corolario 3.1.3 Con las mismas hipdtesis se tiene

grado(Ev;) + grado(Eyy) =

1 . .
T 2 GmEE) =T
- yEsupp(mfix;y)

Corolario 8.1.4 Con las hipdtesis anteriores

dim HY(X,[0O(Vi) ® &v] @ [O(V}) ® Evv]) =

2dim Vi (género(Y) —1) + Z dim(k(G ) U T<gy v,

yEsupp(m«Qx/v)

: Corolario 3.1.5 Siguiendo con las mismas hipdtesis, sea H <G y 9y =
genero(X/H) entonces :

=N+t Y dmEE) U1,

. yEsupp(/ *Qy/y)

Corolarlo 3.1.6 Supongamos que k = C, y m = = card(supp(m.Qx/v)) en-
tonces se mene que :

. grado(O(V;) ® &) +grado(O(V}") @ Evyv) =

m(dimV;)? — Z < Xutg, s XV 2

yEsupp(mQx/y)

" donde xw es el caracter de la representacion W.
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3.2 Acciones del Grupo As.

Sea k = C, séa C una superficie de Riemann compacta y G un grupo ac-
tuando en C por automorfismos holomorfos, entonces tenemos una accién en
JC' la cual nos induce en forma natural una representacién de Gen T,JC,
esta representacién tiene una latiz A de. 1ango maximo que es también G-

mvarlante 3ea,
T.JC = V" .. B V,.”f

la descomposicién isotipica de T,JC), sila latiz AN V™ es de rango méximo
en V™, entonces la imagen de V™ bajo la aplicacién exponencial es una
subvariedad abeliana de JC que es G-invariante, sin embargo es falso que
para todo 7, AN V™ sea una latiz de rango mdximo, pero siempre existen
i1, ..., is tales que AN V¥ @ V. & ... ® V"] sea latiz de rango méximo, es

~ decir, existe una descomposicién T,JC = W1 @...&W, tal que W, sea tangente

a una subvariedad abeliana de JC que es G-invariante y < xw;, Xw; >= 0

sii # j, sea W; = le S ...8 V”’s la, descomposmlon isotipica de W, si

-~ ademaés se cumple que A N W ML B Vk " no es latiz de rango maximo con
{k1, ..., ki} G{é1,...15} entonces dnemos que la I 1sogen1a natural definida por

las inclusiones
' Awl@,,.@AWl — JC

es la descomposicién isofipica de JC, donde Ay, es la subvariedad abeliana
definida por la imagen de W; en JC bajo la aplicacién exponencial. ‘

3.2.1 Representaciones.

Sea V un espacio vectorial sobre Cy p: G — Aut(V) una representacién de-

un grupo finito en V, denotaremos por y, el caracter de la representacidn el
cual estd definido por x,(¢g) = Traza(p(g)) , obsérvese que por ser la traza
invariante bajo cambios de basc, esta aplicacién sélo depende de la clase
de conjugacién de g. Por abuso de notacién denotaremos por V' a la repre-
sentacion si no hay peligro de confusién. Si H es un subgrupo de G, C(G/H)
denotard la reprensentacién inducida a G por la representacién trivial de H
ypor VE ={v €V |hv=v,Yh € H}. Si V es una representacién de G, la

- su descomposicidén isotipica, entonces
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descomposicién G-invariante
Vv=V"e.8V"¥

con V; irreducible y V; # V; si ¢ £ 5 se llamaré la descomposicién isotipica
de V y a V™ una componente isotipica de V.

A continuacién enunciaremos sin demostracién algunos teoremas basicos
de teorfa de representacion‘es, estos resultados se pueden encantrar en [6]
capitulos 1, 2 y 3. ' : ‘

Proposicién 3.2.1 Sea G un grupo finito y sea p : G — Aut(V) una re-

presentacion irreducible de G, entonces eviste un Unico producto hermitiano
(salvo escalares) definido en V' que es G invariante y no degenerado. <

Proposicién 3:2.2 SiW es una componente isotipica de una representacion

V de G, entonces eriste un subespacio complementario G-invariante, W' de
V, tal que V. = W & W', ademds. dicha descomposicién es ortogonal en
cualquier métrica hermitiana G-invariante.$

Corolario 3.2.3 Sea G un grupo finito, H un subgrupo de G y sea p: G —
Aut(V) una representacién de G, sean Hi, Ho dos productos hermitianos -

en V, G-invariante y H-invariante respectivamente, si W es un subespacio
H-isotipico de V, entonces WA = W2 { ~

- Sean' V' y W dos représentacion_es de G definamos el siguiente producto
entre las funciones de caracteres de representaciones de G

<XviXw >= ZXV w(g)
. gEC

| ~donde )‘(pv(jg’_)' es el conjugado complejo de xw(g)

_Proposicién '3.2'.4 Sea V una representa,cz'o’ﬁ de Gy

‘V=V1”169...@W*

R
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Teorema 3.2.5 (Reciprocidad de Frobenius). St W es una representacidn
de H y V una representacion de G, entonces

< Xwt&, XV >e=<Xws Xvig >

¢

Corolarib 3.2.6 Sea V una representacion de Gy H < G, entonces dimVH

=< xv: Xe@e/m) >

Después de estos resultados bésicos de la teorfa de representaciones, em-
pecemos- por plantearnos el siguiente problema: Si V' es una representacion

de G, dar una descomposicién en espacios fijos por subgrupos de G y tal que

sea ortogonal en cualquier métrica hermitiana G-invariante. Este problema

asi planteado no lo resolveremos, en cambio daremos condiciones suficientes.

para que exista una descomposicion de V es espacios fijos por subgrupos y
ciertos sumandos de dicha descomposicién sean ortogonales entre si.

Empecemos mostrando condiciones suficientes para que exista una
descomposicién en subespacios fijos por subgrupos de G.

Lema 3.2.7 Sea W una representacion irreducible de G tal-que eziste un
subgrupo H de G con < xw, Xc/r) >= 1, entonces existen gi,-. s, S =
dim(W), elementos de G tales que W = Wl @ | @WeEs | ademds sé
puede escoger g1 € H. ‘ o o

Demostracion: Sea v € WH v # 0 .entonces < gv >g€¢= W por ser W
irreducible, de aqui que podamos extraer una base ¢1v, ..., §sU, ademas es
claro que g;v € oo .‘ ‘. ' ‘

~* Falta probar que la descomposicién es en suma directa, pero por el teo-
rema de Frobenius la condicién < xw, Xge/a) >=1 implica que dimW =1
por lo tanto dimWeH =1, de aquf que si GEL AW HS " = 0 entonces
ngHgi—l = W9 HS" es decir g;v = Agjv, contradiciendo que {g;v} son base
de W & ‘ .

Y por tanto podemos enunciar el siguiente

Teorema 3.2.8 Sea V un espacio vectorial sobre C y p: G — Aut(V) una

representacién de un grupo finito en V', y sea

V=Vre.eV"

"1
'y
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Zg descomposicion isotipica de V', es decir, cada V; es irreducible y'V; # V; si
P F# 7, st ademds se tiene que para cada V; existe H; tal que < xv;, Xco/m:) >=
1,entonces se tendrd que ezisten gt, ..., gii,tales que 8; = dimV; y

i

174 _ (%no>g°Ho(9?)‘1 O .. B <%no>ggoHo(920)_ o

1

@(V;nr)ﬂHr(QI)_l 3.8 (Wm)g;fb(gg)_‘

ademds podemos escoger ¢t € H;

Demostracion: Es inmediata del lema anterior. &

Observacién: la descomposicién del teorema anterior no es una descom-

- posicién ortogonal en cualquier métrica hermitiana G-invariante sin embargo

en los siguientés lemas corregiremos ese problema.

Teorema 3.2.9 SiV es una representacién de G y Wi, ..., Wk son com-
ponentes isotipicas distintas de V tales que existen N < G y H < N satisfa-

- ciendo:

i) < Xwi, Xoe/E) >=1parai=1,..5y
. «WX_Wl + o+ Xw, = XC(G/H) — XTUG/N)
entonces se tiene que o

VE =V e (WrE 6 .. @ (W*)7

y esta descomposicion es ortogonal en cualquier producto hermitiano G-

invariante.en V.

" Demostracion: Sea

V=V"a. .oV eWre. e W

. Ia descomposicién isotipica-de V, entonces

VE= (VMg e (Ve (Wi e . e (WrH)H

Y

V=) e e V)N e (W) e . e (W)Y
Probemos que (V™) = (V™) y-que W)V =0. |

%

e e _wm
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Por ser H < N se tiene que para toda representacién irreducible T
TN C.TH | por otra parte, aplicando la proposicién 3.2.4, el teorema de
reciprocidad de Frobenius y las condiciones i) y 41) se tiene

\dimV%N =< Xv; XQG/N) >=< XV XC(G/H) — XWy — -~ Xw, >=

<X XoeE) > — Y, < Xve Xwy >=< Xvi Xe(G/H) > dimV
g |

. dimWiN =< Xw;, XC(G/N) >=< XWi» XC(G/H) — XWy — - — XWs o=

. ‘
< Xw;s XS(G/H) = —"Z < Xwi Xw, >=0
’ =1 '

y de aqui se concluye que

vE=vNewrme.. o (wr)H

'y aplicando el corolario 3.2.3 se tiene que dicha descomposicion es ortogonal

en cualquier métrica hermitiana N-invariante, en particular G-invariante.. &

Serdn de nuestro interés las representaciones V' de G que admiten una
latiz de rango maximo que sea G-invariante, asi que veamos el siguiente

Lema 3.2.10 Una condicidn necesaria para que una representacion V deG

tenga una latiz A de rango mdzimo G-invariante es que 2Re(xv) € Z.

Demostracion: Sea g € G y considerémoslo como operador en A entonces la
traza de este operador es necesariamente un ndimero entero, por otro lado,
por ser A de rango méximo, se tendré que un conjunto de generadores es una
base para el espacio real subyacente en V' y como la traza es invariante bajo
cambio de base, obtenemos lo deseado.$ ' '

Obsérvese que la representacién C(G/H) tiene siempre caracteres raciona-

les (ver [6], pag. 34) de aqui que si Hy < H» son subgrupos de G se tenga
que Xxoe/H)(9) — XcG/H,)(g) sea racional para toda g € G,

~ Ejemplo Consideremos el caso en que G = A, entonces tenemos cinco
representaciones irreducibles U, V, W, Y y Z cuyos caracteres presentamos en
la siguiente tabla:

PTTETIIT

1000000000000

~ (24)(35), (343) > entonces
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o 20 15 12 12
As | x(1) x((123)) x((12)(34)) x((12345)) x((21345))
U1 1 1 1 1
V| 4 1 0 1 -1
W 5 -1 1 0 0
v | 3 0 1 L5 1=/
zZ| 3 0 1 1=y8 15/

Sean Zs ~< (12345) >, Ds ~< (12345), (25)(34) > y As ~< (23)(45),

< xv, XC(As/Aq) >= 1

< Xw, XC(4s/Ds) >=1 : o
< Xy, XC4s/z5) >=1 R . : |

<Xz XC(AS/Zs) >=1

de aqui ‘que se tenga una descomposicién del tipo del teorema 3.2.8 para
cualquier representacién T de As, pero.como hemos observado antes, esta
descomposicién no es ortogonal en cualquier métrica G-invariante, sin em-
bargo se cumplen las siguientes identidades- -

XV = XC(As/Ag) — XC(As5/As)

XW = XC(As/Ds) ~ XC(As /4s5)
Xy +_Xz = XC(As/Zs) — XC(As/Ds) : - | -

Ast que, si - ‘
s T=UMeVmReWReYH eI .

es la descomposicién isotipica de 7', entonces se tiene que

quf‘ = T4s & (Vnz)A4 — Unl o (Vnz)A4
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TDs — TAs o (M/na)Ds =™ & (Wﬁs)Ds
TZs — TA5 @ (Yn4)Zs @ (Zns)Zs = U?’Ll @ ‘(an})Ds @ (Y?’L4)Z5 @s(Zns)Zs

donde todas son descomposiciones ortogonales en cualquier métrica hermi-

tiana G-invariante.
Por otro lado si dicha representacién admite una latiz G-mvamante de-
beremos tener que '

ng =< XT, Xy >=<XT,Xz >= N5

para que se satisfaga que 2Reb(XX (9)) €EZ, en este caso podemos gerantizar

que en la descomposicién de T del teorema 28 se tiene que
YreZl=Y"e Zn)912591 D (yn @ Zn)gzngz oI e Zsﬁ)ggz'5gs‘"1‘ )

para ciertos gi, gz, gs-

3.2.2 Variedédes Jacobianas.

Para nosotros una superficie de Riemann C serd una variedad proyectiva
lisa e irreducible de dimensién 1 sobre el campo de los complejos. Dado un
morfismo f : C — C’ entre superficies de Riemann, P(C/C") C JC denotars

la variedad de Prym i.e. la componente conexa, conteniendo al origen, del .

kernel de la aplicacién inducida Nmf : JC — JC' entre las correspondientes
variedades jacobianas. AutC denotard el grupo de automorfismos de C,
el cual es un grupo finito si el género de C es mayor que 1 y por iltimo
gc =género-de C.

Sea G un grupo finito, si ¢ € G, < g > denotard el subgrupo c1chco de

G generado por g. Si H, K C G son subgrupos de G, K\G/H denotar el
conjunto de representantes de las (H, K) clases dobles de G. Sea {g;};, un

conjunto de representantes de las clases de conjugacién de subgrupos ciclicos
de G. .51 G C AutC donde C es una superficie de Riemann, denotaremos
por C¢ a la superfiecie de Riemann cociente C/G. Sea & el ndmero de

puntos fijos en C bajo la accién de G que tienen a < g > como estabilizador.

- Entonces tenemos el siguiente

10000000000000000000000000001

Y
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Lema 3.2.11 Sea C una superficie de Riemann G C AutC, Entonces

[N(< g >) i< gi >] | &

[N(< gi > 3 < gi >]

es el numero de puntos de mmzﬁcacwn de CC de tipo < g; >, N(< g; >) el
normalizador de < g; > en G.

O =

Demostracidn: Simplemente debemos calcular cuantos puntos fijos por <
g > hay en una érbita, asi que si p € C es punto fijo entonces hp es fijo por

h<g > Rt de aqui que haya tantos puntos fijos por < g; >, en la drbita
de p, como elementos en [N(< g; >) :< g; >] de aquf que se tenga que

&; = OAZ[N(< s >> < g; >}

Dado HC G’ un subgrupo de G, deﬁnamos el conjunto
SE={secH\G/<g>s<g>s"N H—‘@}

Lema 3.2.12 Sea o una superficie dé Riemann y asumamos que el grupo G

actda en C , H un subgrupo de G y oy, S como antes, entonces:

|G 1o, . H | o
9o =t | gox ~ 1) +1+ —zz-:ﬂozd@z) gy |57

Demostracidn: Sea p € C un punto fijo bajo < g; >, es suficiente ver cuantos
elementos en orbg(p) al restringir la accién a H tiene estabilizador no trivial,
para esto observemos que orbg(p) = G/ < g;'> como G-conjuntos, y que

orbH(g <g ) ={Hg < g >} € H\G/ < g; >, por otro lado tenemos que

hg<gi>=g<gi>g “hg < gi >=<g; >

sgthge<g>o gt <G> gnHAD:

es decir, el conjunto buscado es

={seH\G/<gi>|s<g>sTNH#0}
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por ultimo, para obtener la ecuacién buscada basta aplicar la férmula de
Hurwitz. &

Observacién:Nuevamente sea C superficie de Riemann con accién de G
y H un subgrupo de G, sea C la superficie de Riemann cociente por la accién
de H y sea my : C — C*#,'la proyeccién entonces tenemos una aplicacién

natural - d(ﬂ}) . T.J(C¥) — T,JC donde la imagen d(r})(T.J(CH)) =

(T.JC)H, de aqui que, si V4, ..., V, son representacires irreducibles de G tales
que ex1sten subgrupos H; C H2 de G satisfaciendo las h1pot<381s del teorema
3.2.9 entonces

(T.JC)® = (T,JC)Y @ (VE™M R g .. @ (Vo)

y dicha descomposicién es ortogonal en la polarizacién de JC y en la forma
hermitiana en (T,JC)#* inducida por la polarizacién de J(CF) | pero esto
implica que (V)1 @ .. @ (Vo )F1 e el tangente a la inclusién de la
variedad de Prym P(C’Hl/C’Hz) en JC. '
Después de esta tltima observacién estamos listos para atacar el caso G =
As. Como hemos visto antes, tenemos cinco representacmnes irreducibles,
siguiendo las notaciones del ejemplo, sea :

TJC=U"g VoW aeY™ o 2"
la descomposicién isotipica de T,JC , entonces se tiene que
(T.JOYM = (T.JC)* @ (V™)™ = U™ @ (V)™

(T.IC)P = (TICY* & (W™)™ = U™ & (W™)
(T.JC)E = (T.JC) @ (Y ) P50 (27) " = UM @ (Wa,) @ (Y ™) e (27"

donde todas son descomposiciones ortogonales en cualquier métrica hermi-

tiana G-invariante. Asi.que tenemos las siguientes igualdades
dn, (T(JC4)) = (U™)% = U™
s, (T(P(CHC%)) = (Vm2)hs
drp, (T.(P(CPs [CHe)) = (WT)Ps
dng (T(P(C%/CP)) = (Y™)Ps @ (277

00000000000000000
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ademés, como la accién en T,JC proviene de la accién en la jacobiana
tenemos que existe una latiz G-invariante asi que ny = ns y del teorema
3.2.8 tenemos que

VR = e TR %)

W = @?_115 p(cgizDs(g?)'l/OAs)
(Y © 2)™ = @}, T.P(C¥ZD™ /OPs)

para ciertos {g! }. |
Nuestro siguiente objetivo es calculal los valores n; para esto empleando

el lema 3.2.12 podemos calcular los géneros de las curvas C%s, CPs y C4¢ en

" términos de los puntos de ramificacién y de los grupos de isotropia de dichos

puntos

gozs = 129@.45 — 11+ 3as + 4o + 4as
geps = 6gpas — 5+ o + 203 + 205
Joar = Sgcas — 4+ o + as + 205

y de aqui podemos calcular los n; en términos de n: = Jc4s
ne = 4gcas — 4+ g+ a3 + 205

N3 :5gcA5 — 5+ o9 + 2a3 + 205

n4:ﬁ5 — 6gCA5 — 6+20&2+20{3 +20£5

-y podemos enunciar el siguiente

Teorema 3.2.13 Sea C superficie de Riemann con accion de As, entonces la
descomposicion isotipica de la accidn de A5 en JC estd dada por la 1sogenia
natuml As invariente : :

JC#s x P(C%/CPs)* x P(OA.“ /cA5)4 x P(CPs/C4)° — JC.

Demostracion: Hemos probado que la isogenia

C oA @ P(091A4 ) /OQ}As(gl) 1)

@z -, (OgiDs 9%) l/céfAs(g?)“l)
3 PO j0ois e
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definida por las mclusmnes naturales es una descomposmlon 1sot1p1ca de J C.

para c1ertos {¢7}. Falta probar que |
P(G44/0%) = P(CRAE™ A
(C’DS/CA ) ~ P(CQ2D5 1/Og?As(gi)‘f)
P(C%s/CPs) ~ P(CHES 927 J 0ot sl

© son na,turalmente isomorfos.
Ahora si H < N se tiene morfismos § y g tales que el siguiente diagrama
es conmutativo

c 5 C

L +
ci L cgoHe”

i +

N L cove™

Por tdltimo, basta aplicar el funtor J+ para obtener los isomorfismos
- deseados.$

3.3 | ‘Céleulo de la dimensién de Hl(Xafx)G
3.3. 1‘ Motivacion.

Por teorfa gener al de deformaciones sabemos que el espacio de deformaciones
infinitesimales de primer orden de la curva X es naturalmente isomorfo a
HY(X,Tx), y usando el cdlculo de M. Artin para este espacio es facil verificar
que las deformaciones infinitesimales de primer orden que extienden la accién
de G son exactamente H(X, 7x)%, por lo cual nos proponemos calcular la-
dimensién de este espacio.

Precaucién: Con esto no se afirma que el ’espacio de deformaciones
infinitesimales de curvas con accién de G esté definido’, sin embargo la con-
jetura es que la dimensién esperada del tangente a un punto- liso [X] de
la, componente del locus singular de M, corlespondlente a la accién de un
grupo G es exactamente la dimensién de HY(X,Tx)¢, como podremos ver
maés adelante este cdlculo estd en confmmldad con lo conocido para grupos
ciclicos.

3.3.2 El Calculo
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En general, una deformacién de una variedad suave X sobre un esquema
jteado (Y, o) es un morfismo ¢ : X — Y propio y plano junto con un
rfismo 1 : X — ¢~ {yo) de X, siendo ¢~ (yo) := Spec(yo) Xy X, y una
ormacién infinitesimal de X es una deformacién sobre el espac1o punteado
D) siendo I = Spec(kle]/(€?)) |
Nuevamente, sea X una curva suave de género g > 1, empezaremos recor-
do la construccién del espacio de deformaciones infinitesimales de primer
en de X. |

Sea {U,} una cubierta abierta por afines de X, entonces para obtener
. deformacién infinitesimal de primer orden, debemos dar una coleccién de
Asmos ¢as © Ovuxilv, s — Ouvgxilu, , setisfaciendo cierta condiciones.
condicién de que ¥ : X — ¢~ *(yo) sea un isomorfismo, nos dice que
aplicaciones @, s son la aplicacién identidad médulo ¢, por lo tanto, los
fismos son de la forma

£ 4 Dag(fle

"5 de la condicién de que sea morfismo de anillos se obtiene que Dy s(f) s una
" derivacién de Oy, ;, por dltimo, de la condicién de cociclo ¢q, = B8 © OB~

se obtiene una condicién de cociclo aditivo Dy = Dapg+ Dy es decir, dada
una deformacién infinitesimal de primer orden se le asocia un elemento de
HY(X,Tx). Ahora, supongamos que X admite una accién del grupo G, e
impongamos la’condicién de que dicha accién se extienda a la deformacién
infinitesinial de primer orden, entonces debemos tener el 81gu1ente dlagrama

conmutatlvo s
¥
Ovuxilu,, —+ Ou, xﬂUa,B
g+ 1y
] ba,8
Ovaxtlvas —= Ougxilva

de aqui se sigue qué Doslgf) = 9Dap(f), ésto es equivalente a que Dyp- .

sea G-invariente bajo la accién natural de G en T, por lo tanto, las defor-

", maciones infinitesimales de prirer orden que extienden la accién del grupo

G, es exactamente -el subespacio vectorial de H*(X,Tx) formado por los
G-invarientes bajo la accién natural de G.

Obsérvese que dimH* (X, Tx)€ = dzmHo (X,w%)® = dimH°(Y, mw%)® pero

~ calcular esto ultimo es equivalente a calcular los grupos de cohomologia de
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la componente isotipica de m.w% correspondiente a la representacién trivial,
ademds como dimH (Y, mw%) = 0, sélo debemos calcular cual es el grado
de dicha componente, para esto consideremos la sucesién exacta

(1) - | 0 — Ox — Ox(R) — Qx/y — 0

tensorizando ésta por m*wy y aplicando el teorema de Riemann-Hurwitz
obtenemos la sucesién exacta ' '

(2) | O—)W*wy——)wX.—>Qx/y®7waYf—>O

obsérvese que Qx/y @ T'wy =~ {ly/y como mddulo, sin embargo debemos
tener cuidado con la accién de G en 7, (Qx/y @ T*wy) = mQx/v, pues ésta
puede diferir, pero en el caso de que se tensorize por la imagen inversa de una
gavilla de Y entonces la accién de grupo no se altera, esto es consecuencia
del siguiente | ' '

Lema 3.3.1 Sea7: X — Y un morfismo Galois de curvas, F una -gcwilla ‘

localmente libre de rango 1 de'Y , entonces m(Q0x/y @ m*F) =~ m.Qx/v son
isomorfos como Oy (G)-médulos.

Demostracion: m.(Qx/y @ ™F) = m.(Qx/v) ® F, pero F es un Oy (G)-

médulo trivial, es decir la representacién de G en cada fibra es la trivial. Por
lo tanto se tiene lo deseado.

Ahora, tensorizando (2) por wy obtenemos la sucesién exacta

(3 _ O——)TF*LUy®wx———>w2‘—>Qxy®‘7r*wX——>0
_ X /

pero por el teorema de Riemann-Hurwitz se tiene que mwy @ wy =~ Twi @
Ox(R) donde R es el divisor de ramificacién de , asi que, tomando la imagen

directa de esta ultima se tiene

(4) 0 — w2 ® (M0x)" — mwy — T(Qx/v ®-7r*wx) — 0

obsérvese que en esta tltima sucesién los morfismos son G-invariantes, por lo’

tanto para calcular el grado de la parte de tipo Vo de W%k ‘debemos_calcular
la parte de tipo V de wi @ (m.Ox)Y y de m.(Qx/y ® m*wx), la primera es
facil, por la descomposicién obtenida en el teorema 2.1:1 y la sucesién exacta

\%

0 —)' (ﬂ'*O}{>y — (W*Ox)y

— (W*Qx/y)y — 0

!
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se tiene que la parte de tipo Vj de w? ® (m.Ox)Y es w}. Por dltimo, debe-
mos calcular cual es la parte correspondiente para 7.(Qx/y ® Twx), esto lo
podemos hacer fibra por fibra, ya que es un médulo con soporte en puntos.

Proposicion 3.3.‘2 La parte de tipo V5 de W*(QX/Y ® Trwx) tiene grado la
cardinalidad de supp(m.Qx/v) : .

Demostracién: Sea z € X con grupo de isotropia.< g > no trivial, por el
teorema 26 sabemos que la representacién de < g > en Qx/v)a estsd dada
por la representacién regular de este grupo menos la representacién trivial del
mismo, ahora < g > también actia en w X 2, VEAImos que esta representacién

nunca es la trivial, por teorfa general se tiene que wx ® k(z) =~ my/m2 y

como X es liso m, estd generado por un solo elemento ¢, sin embargo en la

- demostracién del teorema 26 vimos que < g > actla en este elemento por
‘multiplicacién de una raiz n-ésima primitiva de unidad, donde n es el orden

de < g >, por lo tanto la representacién en mg/m2 no es la trivial y en
consecuencia tampoco lo es en wy ;.

De esta manera la representacién de < g > en (Qx/y Qwx)z = (Qx/v)z ®
wx, contiene a la representacién trivial de < g > exactamente una vez, por
lo tanto al inducirla a G se obtiene la représentacién de G en 7 (Qx/y ®
W*wx)w(x) y por teorfa general de representaciones de grupos finitos se tiene
que la representacion trivial de G aparece exactamente una vez en T (Qx/y ®

T wx )x(z) de esta manera se tiene que el grado de'la parte G invariante de

T (Qx/y ® W*wx)_ es exactamente la cardinalidad del soporte de mT.{x/y con
lo cual se obtiene lo deseado.$> -

Ahora podemos enunciar el teorema principal de esta seccién
Teorema 3.3.3 Sea m: X — Y un cubriente Galois de curvas, con grupo

de Galois G, entonces dimH* (X, Tx)® = 3gy — 3 + card(Suppm.Qx/v)

Observacién: En el articulo [3] se ‘calcu_la la dimensién de las compo-

~ nentes del locus singular de M, correspondientes a curvas con accién de un

‘grupo ciclico, obteniendo que la dimensién es 3gy — 3.+ carc’i(S'uppﬂ*Q;\»/'y).' ‘
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Apéndice A

Representaciones

En este primer apéndice se pretende demostrar algunos de los teoremas
bésicos de la teorfa de representaciones que son usados a lo largo de la tesis,

~ sin embargo este modesto resumen estd muy lejos de ser completo, para una

exposicién més extensa recomendamos ver [2], [4], [5]. y [6]. Por dltimo debo

~ decir que parte de estas notas han sido tomadas del capitulo 3 de [2].

Médulos semisimples. |

" Definicién 4 Un A-médulo se llama semisimple st M es suma directa de

sumandos simples de M. Diremos que un anillo con 1 es semisimple st como
mdédulo izquierdo lo es. '

Proposicién A.0.4 Los anillos semisimples son suma directa de un numero
finito de ideales minimos izquierdos. En particular son artinianos y noethe-

_ rianos.

Proposicién A.0.5 Un anillo A es semisimple si y sélo si todo A-médulo
. es semisimple. ‘ ‘

'Demostraqi5n: Si todo A-médulo es semisimple A en particular lo es. Supon-

gamos ahora que A es un anillo semisimple. Ya que la suma directa y el -
cociente de médulos semisimple es semisimple, basta observar que cualquier

" médulo M-es cociente de un A-médulo libre.$ - -
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-Proposic'i‘én_A.O.Q Todo anillo simple es semz’simpZe.

TLema A.0.10 Si

© entonces
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Proposicién A.0.6 57 A es un anillo semisimple, todo A-mddulo simple M
es isomorfo a un ideal izquierdo minimo de A.

Corolario A.0.7 Todo mddulo M sobre un anillo semisimple A es isomorfo
o una -suma directa de ideales izquierdos de A.- En particular, st M es fini-

.tamente generado, es suma directa de un nimero finito de tales ideales.

Proposicién A.0.8 Si A es un anillo semisimple y M un A-médulo de tipo
finito tal que:

con A; ideal izquierdo minimo de A y si N es un A-submddulo simple de M,
entonces N es isomorfo a alguno de los A;

Anillos simples.

. Definicién 5 Un anillo artiniano se llama simple st no tiene ideales bila-

terales propios.

-

Para los propdsitos de nuestra teoria la siguiente proposicién es funda-
mental " '

" es una descomposicion del anillo A en suma directa de ideales izquierdos y '

l=e;+ .. + €, ei‘EAib‘

:2? =e;, ee; =0, (i # J)y A = Ae;
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Demostracion: Veremos primero que eje; = 0. En efecto
61(62 -+ -+ 67-) = 61(1 - 61) - (1 - 61)61 c Al M (Ag +n + An) - O,

de donde ‘ '
€i€; = —ei(ei—t—....—}-ei) S (A2+ ..... +An> =0

v de ahi se obtiene lo deseado. Entonces se tiene que
1=(e;+ e’ = e .—|— ..... er,

de donde e; = ¢2. Finalmente si a € A;,
| a=al =' ael—l—....{—-aei—i—.ﬁ..aer

_y por la unicidad de la descomposicién se tiene que a = ae;: &

Corolarlo A.0.11 En un anillo semzszmple todo zdeal zzquzerdo es. prmczpal

Y posee un genemdor idempotente.

Demostracion: Como todo ideal de A es sumando directo, el resultado se
sigue del lema anterior. <>

~Sean ahora I, I’ dos ideales izquierdos de un anillo semisimple A. l-De'-

acuerdo con el corolario anterior podemos escribir
I=Ae e’ =e
Consideremos la aplicacién | ‘
G:el —» HomA(I,f’) |
definida .por la multiphcacién a la derecha con elementos de el’, es decir
G(ed)(a) = aed', ' € I';a€ I.

G(ed’) es un homomorfismo de A-mddulos. Con esta notacién tenemos el
siguiente resultado '

1000000000 000000000000000000000

tal que . -
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Proposicién A.0.12 La aplicacion G es biyectiva y el diagrama

Ixel — I

1xG ~J/ /(
IxHom (I, I’)

.es conmutativo.

Demostracion: Que el diagrama sea conmutativo se sigue de las definiciones.
Sean ed’,ea” € el (a’, a’ € I’) y supongamos que G(ea’) = G(ea”). Entonces
para toda a € I, aea’ = aed”; en particular, si e = a se tiene que ea’ = ea”
Por tanto, G es inyectiva. Sea ahora f: I — I' un A-homomorfismo y
fley=2a,d € I'. Entonces ~

. flae) = af(e) = aa’ = aed’,

y por tanto, G es suprayectiva.<$

De la proposicién anterior se tiene que [I' es un ideal generado por f(I).
g

+ cuando f recorre Homu(I,I').

Corolario A.0.13 5 los ideales I e I' son, ademds, minimos, entonces 11’
s1 4y s6lo si I es isomorfo a I' como A-mddulos.

Sea A un anlllo semlslmple y
A= .[11@ EBI151€B @Itl@ @ItSt

una descomposmlon de A como suma directa de ideales 1zqu1erdos minimos

Iy =~ Iz'k} Lig #Ing (8 # J)
(1somorﬁsmo como A-médulo). Sean

A=0:18. GBflsl

At = It,l @ @ It,St

Teorema A.0.1'4 S1 A es un anillo semisimple y Ay, ..., At son los ideales
izquierdos de A, arriba definidos se tiene: '

i) Cada A; es-un ideal bilateral de A.

i) Cada A; es un anillo simple.

i) A = Ajx..xA; (producto directo de anillos).
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Demostracidn: i) Para probar que A; es bilateral basta ver que Al;x C A4;
para todo I;; de la descomposicién. Pero segin el corolario anterior se tiene

entonces ‘
' Al CA;, Ay =00 #7).

71) Observemos primero que cada A; es un anillo con elemento unitario.
En efecto, sea 1 = e; + ...e; e; € A;. De acuerdo con en el lema 18, 4; = Ae;,
v también, por ser ideal derecho A; = ¢; A, de donde A; = e;Ae; y ¢; es pues,
el elemento unitario de A;.

Ahora, ya que 4;A; C A; N A; = 0 por ser ideales bilaterales se tiene
~que A;A; =0si¢ 7& j. Por lo tanto si I es un ideal izquierdo del anlllo A;
entonces .

Al = (A1 & .. @At)f VAT C

es decir, I es un ideal izquierdo de A. Por tanto, el conjunto de ideales
izquierdos del anillo A; coincide con el conjunto de ideales izquiefdos de A
contenidos en A;. Esto implica, en particular, que los anillos'A; son artinia-
nos. : ’ o

Sea ahora I un ideal izquierdo propio de A;. Ya que A; es semisimple
como A-mdédulo e I es un A-submédulo de A;, por lo antes dicho,

con I’ un ideal izquierdo propio de A;. Sean [0,: I} i'deales‘izquierdos‘_propiQs )

de A contenidos en I e I’ respectivamente. Ya que todos los ideales izquierdos
de A; son isomorfos, segun el corolario 22 Iyl = I} ¢I, por lo cual.] no es
un ideal -bilateral de A4; y por lo tanto A; resulta un anillo simple..

 iii) Por construccién, A = A; & ... & A, suma directa de A-modulos.
Basta probar que esta descomposicién es un producto directo de anillos,:A =
Aqx..xA: basta ver que sia = a; +... +as, b = by + ... + by a;, b; € A; entonces
ab = a;by + ... + a:bs, pero esto es c01lsecilef1cia dequesii#j, Ai4;=0. O

Corolario A.0.15 Un anillo es simple st y sdlo st A tiene uno descom—
posicion en suma directa de ideales izquierdos minimos en la cual todos ellos
son isomorfos entre si (como A-mddulos).

Definicién 6 Un dlgebra es central simple sobre un campo k si A es un
dlgebra simple y k es su centro. :

00000000000002000008
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Teorema A.0.16 Sea A una k-dlgebra central simple y sea K una extension
arbitraria de k. Entonces A ® K es una K-dlgebra central simple.

Demostmczon Ver [4] pagina 68 ¢
Ahora, cuando G es un grupo finito en la descomposicién regular

se tiene por el teorema A0.14 que cada 4; es un anillo simple y como k es
algebraicamente cerrado el centro de A; es k, ademds si K es una extension
de k entonces

K(G)=k(G)®r K =4 ®kK@...‘®A; R K

" obteniendo el siguiente

Teorema A.0.17 Sea k un campo algebraicamente cermdo G un grupo
finito tal que caracteristica de k no divida ol orden de G y K una extension

. de k, entonces toda representacidn irreducible de G sobre K es de la forma

V ®; K donde V es un representacidn irreducible de G siobre k.
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Apéndice B

La Aplicacién Traza

En este apéndice se demuestra que la sucesién de la métrica de la traza es

~ exacta. Estas notas fueron tomadas de un curso teorfa de curvas y singular-

idades impartido en la Universidad de Salamanca Espana.

Supongdmos que A — B-es un morfismo finito y B es libre sobre A.

" Todo elemento b € B define un endomorfismo de B como A-médulo, por

la multiplicacién = — bz y por tanto, podemos asignar a b el polinomio
caracteristico de dicho endomorfismo, Ta;z* donde a; € A.

©* Si hacemos un cambio de la base A, segun el diagrama:

T )
4 5 C

_Los coeficientes del polinomio caracteristico de b®1, operando en B®4C,
son p(a;), ya que, si ¢ es'una base de B,.¢; @ 1 loes de B®4 C. -
Por lo tanto, si definimos una métrica en T4 en B mediante la férmula
< b, ¥ >=Tr(bb'), tendremos , por lo anterior, un diagrama

Bo.C o B @.C
T T '

B &  p :

donde B* = Homu(B, A). Por las observaciones anteriores tenemos que es »
estable por cambio de base. '

53
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Si A — B es finito y plano, sabemos que existe una cubierta {U; =
Spec(A;)} de Spec(A) por abiertos afines donde By, es libre. Y por las ob-
servaciones anteriores, tenemos definida una métrica T} para cada A;, y dicha
métrica es invariante bajo cambio de base, asi que en Bjy,nu; las métricas
T;,T; coinciden. De aqui que se tenga una métrica definida en B, a la cual
llamaremos la métrica de la traza . Obsérvese que esto implica que la métrica
de la traza estd bien definida en la categorfa de esquemasie. si7: X — Y es
un morfismo finito tal que m.Ox es localmente libre entonces-se tiene definido
la aplicacién T : m,Ox — (1,Ox)* donde (m.Ox)* = Hom(r.Ox, Oy).

Definicién 7 Si A =+ B es un morfismo finito y plano, llamaremos dife-
rente de w al mddulo dif(m) definido por la siguiente sucesion ezacta

O—,+B—1:i>B*—>dz'f(7'r)—>O

Definicién 8 51 A s B es un morfismo ﬁm'to y plano, llamaremos dis-
criminate de 7 .al mdédulo Dic(m) definido por la siguiente sucesion ezacta

0 —A B %A B* —+ Dic(r) — 0

Teorema B.0.18 El diferente y el discriminante son cero en un punto T €
Spec(A) sty sdlo si las diferenciales relativas se anulan en dicho punto.

Demostracidn: Podemos suponer que A es local. por el lema de Nakayama
y por estabilidad por el cambio de base A — K (donde K es el campo de
cocientes de A), podemos suponer que A es un campo. Pero en este caso el

resultado es bien conocido.$

" Sea A un anillo de‘De,dekin, Y una extensién finita y separable del campo

. de cocientes K de A y B la cerradura entera de A en ¥. Notese que B

es un A-médulo finitamente generado. El B-médulo B* = Homa(B, A) se
identifica, via la métrica de la traza de la K-algebra ¥ con el B-médulo

~ Tormado-por la funciones f. € ¥ tales que Tr{fB) C A.

Teorema B.0;19 C’onﬂ la hipdtesis antériores, si B es de la forma B =
Al¢] = Alz]/(p(z)) donde p(x) es primo y mdnico, entonces B* es un A-

mdédulo libre de base
. : 1 £ . ¢l
P& P& )

‘donde p'(z) es la derivada de p(x) (respecto de x) y n el grado de p(z).
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Demostracion: Claramente los elementos 1% estdn en B*. Para ver que

forman base es suficiente encontrar elementos bg, b1, ..., bp—1 de B tales que

Esto equivale a probar que la matriz (a;;) = Tr(p (5)) es invertible en el

grupo lineal en n? variables sobre 4, es decir, que.su determinante es unidad
en A. .
Sean ay, ..., a,, todos los conjugados de £ en una extensién conveniente de

. i
K. Entonces debemos calcular las sumas 3 {_; > ?a
.9

* Identificando los coeficientes de los desarrollos en serie de pote11c1as de =

de los dos miembros de la igualdad

1- 1 1
:z/

7@ ) Goa)

se obtiene:

ol _{0 s0<i<n—1 s
— p’(ogs) sit=n—1.

En particular

fi')_ 0 si0<i<n-—1
T 11 sii=n-1

luego | (a;;) |= =1, con lo cual se concluye. -

Teorema B.0.20 Con la hipdtesis iniciales, st A y B son locales y A es una

k-dlgebra de tipo finito sobre un campo algebmzcam@nte cerrado k, B es de .

“la forma B = Al¢].

Demostracidn: Sea € un pardmetro de uniformizacién de B y & su imagen
en B ®uk, (k se entiende como A-mdédulo por ser isomorfo al campo de
residuos de A). Como, para algin n, mj = mu B, se tendrd B®ak = k[{] =
- k[z]/(p(z)) para algin cierto polinomio p(z) € klz]. - " '

Sea p(z) € Alz] un polinomio ménico, nulo sobre £, y cuya reduccién
médulo el ideal méximal de A sea 7(z). Sin es su grado, 1,¢, ..., " forman
una base de B sobre A por Nakayama. En consecuencia B = A[£].{

2002000000000208
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Consideremos ahora la sucesién exacta-deducida de la métrica de la traza
0—BA B 0 —0
Como /K es separable; localizando en el punto genérico se obtiene:

00— B — B* —(C~-—20

! F

~

o— X =HomK(E,K)

luego C es un A-médulo de torsién y como es finito (por ser lo B*) estd

soportado en un nidmero finito de puntos de Spec(A4). Por otra parte el
médulo (25,4 de diferenciales relativas estéd también soportado en un nimero

finito de puntos, pues es finito y su fibra en el punto genérico vale s/, = 0

por separabilidad.

Teorema B.0.21 Supdngase, ademds, que A es local y una k-dlgebra de
tipo finito sobre un campo algebraicamente cerrado entonces el diferente C' =

. B*/B es un B-mddulo isomorfo a p/4.

: Demostmczon

Caso 1) B es de la forma B = A[¢] = A[x]/(p(:c))
En este caso, 25,4 = B/p'(§)B como B-médulos. Por otra parte, segin
el primer teorema, B* es un A-médulo libre de base -

1 § é-n;l
FGIGINT0

(n = grado p(a:)), luego se tiene un diagrama conmutativo de filas exactas:

0 — B — B*‘ — - C — 0
PE) |~ ~ |0

0 PEB — B — B/y()B — 0

- de donde se concliye.

Caso general) Completando la sucesién

0—B-—B"—C—0
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para la topologia del ideal maximal m de A'se obtiene
0— B—B*—C—0

pues son A-médulos finitos y C' es completo por. tener soporte en el punto
cerrado de Spec(A).

Por la estabilidad de la traza bajo cambios de base, si K es el campo
de cocientes del completado A de A, la 1nmer51on B < B esla 1ndu61da,
por la métrica de la traza de la K- dlgebra & R X Sea mB = pl 2]a
descomposicién de mB en B. Es claro que B = 1L B donde B es el

completado de By, para la topologla de su ideal maxnnal Asi; si E es el:

campo de cocientes de Bp serd X Q. K= 1L, Y, ysip L ®x K — K;
son las proyecciones, TTgg 2/2 = 2im1 L T5, /R © Pic v
Ello prueba que cada T; es finito y separable sobre K v que la sucesién

0—B—B"—C—0
rompe en.sucesiones exactas
O—fﬁpi—%ﬁ;—%GiHO
inducidas por las trazas respectivas.

Por otro lado Qp/4 es completo (por la misma razén que. C) y por la
estabilidad de la toma de dlferencmles frente a los.cambios de base, serd:

Qpa =084 =857~ @Qﬁpi/z
i=1 '

Ahora bien, como Bp es entero sobre A pues ambos son anillos de serles
formales sobre & y el parametro & de Bp puede ser elegido en B y por tanto

entero sobre A , By, es el cierre entero de A en T;, ya que es integramente -

cerrado. Por el teorema anterior Bm = A{&] para cada iy basta aplicar
ahora el caso 1.
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