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Resumen.

Consideremos una superficie de Riemann hiperbdlica S. de 4rea finita y

una representacién p : m1(S, z0) = PGL(n,C). Mediante la suspensién,
obtenemos una variedad M, que es un haz fibrado sobre S con fibra CP"—1

y obtenemos una foliacidn F, , de M, transversal a las fibras. Cuando res- |

trlnglmos la proyeccién de haces a las hojas de la foliacién F,, estas son
espacios cubrientes de S. La foliacién F, se llama foliacion de Riccati.

El objetivo de este trabajo es estudiar una familia de medidas de pro-
babilidad {u, : z € S} asociada a una desm’cegraaon de una medida u,

esta se induce mediante la proyeccién canénica 7 : TF, — M, del haz
tangente unitario a una foliacién de Riccati F, de la tnica medlda SRB
pt con soporte en el conjunto atractor para el flujo geodésico en las ho-
jas hiperbdlicas de la foliacién F,. Consideramos una clase importante de
foliaciones de Riccati construidas mediante suspencién de representacio-
nes p : m1(S,20)-~ PGL(2,C), primero aquellas foliaciones cuya repre-
sentacién de momodromia es la que proviene del cubriente universal de
la superficie en la base S y deformaciones casi-conformes de estas, des-
pués consideramos foliaciones construidas por representaciones en grupos

- Schottky. De la teoria de medidas de Patterson-Sullivan derivamos una,
técnica geométrica para aproximar en la convergencia débil a las medidas

de la familia {u, : z € S}. De manera muy similar también aproximamos
a las medidas de la familia {u} : z € S} que corresponden a una desin-
tegracmn de uT v que se proyectan a la familia {z : ¢ € S} mediante
qg:T*F, — M,. Estas técnicas exhiben la dependencia de estas medidas

‘sobre la metrlca hiperbdlica de la superficie en la base S.
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Introduccion.

La teorfa de medidas sobre el conjunto limite de grupos discretos a sido
fundamental, para establecer la relacién entre el exponente critico de la
serie de Poincaré asociada a un grupo discreto geométricamente finitos

~I' de isometrias hiperbdlicas y la dimensién de Hausdorff del conjunto

limite, para estimaciones de la funcién orbital contante, y en otros temas
relacionados con grupos discretos de isometrias del espacio hiperbélico

‘n—dimensional (Ref. [15]). Asi, la nocién de medida sobre el conjunto
~limite ha sido una herramienta muy poderosa en los sistemas dindmicos y
la teoria de grupos discretos. Gran parte de esta teoria ha sido aportada _

por el matem4tico norteamericano Dennis Sullivan (Ref. [17] y [18]) quien
ha generalizado las ideas de S. J. Patterson.

Los matemé&ticos Christian Bonatti, Xavier Gémez-Mont, Marcelo Viana

| y Ricardo Vila han hecho avances en el estudio de las ecuaciones de Ri-

ccati. Esta ecuacién es muy importante porque se relaciona con las ecua-

_ciones diferenciales lineales con coeficientes variables que modelan un gran

numero de situaciones de la fisica y.la ingenierfa. Los resultados que han

obtenido se centran en el tema de propiedades de crecimiento exponen-
..cial de valores propios de los productos deterministas de matrices. En la

situacién general hay un' valor propio- dominante (Ref. [2], Teoremas 4
y 5). Este hecho implica la existencia de una condicién inicial favorita,
que apunta en la direccién de esta valor propio dominante. Esto permite
encontrar “un atractor” en estas ecuaciones, que estdn atrayendo a todas
las soluciones (Ref.. [3], Teorema 1). Este atractor no es un atractor en el
sentido ingenuo de la palabra, sino es un atractor muy sutil en la dindmica

de la ecuacién.

Mi trabajo consiste en el anélisis detallado de este atractor para una clase
importante de ecuaciones de Ricatti. Primero estudiando aquellas ecua-
ciones cuya representacién de monodromia es la que proviene del cubriente
universal de la superficie de Riemann (hiperbdlica de drea finita) en la
base de la ecuacién. Posteriormente estudio las deformaciones de esta re-
presentacién, dando origen a las representaciones casi-Fuchsianas, después
estudio aquellas ecuaciones cuya representacién de monodromia esta dada
por un grupo Schottky. Los puntos importantes de este trabajo son:

(1) “Desintegrar” la medida soportada en el atractor y variar la es-
tructura holomorfa en la base de la ecuacién para ver como varfan
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estas medidas. v ‘

(2) Comparar la familia de medidas que sé obtienen al desintegrar con
laS'medida,s- de Patterson-Sullivan. :

La medida soportada en el atractor se proyecta a una medida que describe
efectivamente el comportamiento estadistico de las hojas” hiperbélicas de
una foliacién de Riccati (Ref. [1], Teoremas 1y 2).

Cuando la representacién de monodromfa es la que proviene del cubriente

universal de la superficie de Riemann (hiperbdlica compacta) en la base de

la ecuacién, la proyeccién a la foliacién de Riccati, de la medida soportada
en el atractor es una medida arménica y la desintegracién que consideramos
de esta medida, coincide con una familia de medidas que construyé Lucy

Garnett (Ref. [8], pdg. 298) y probé que proviene de esta medida armdnica. .

Las ecuaciones de Riccati son la proyectivizacién de ecuaciones diferen-
ciales lineales ordinarias sobre una superficie de Riemann hiperbdlica S
de tipo finito (es decir, compacta menos un niimero finito de puntos cuyo
cubriente universal es el plano de Poincaré). Estas localmente tienen la
forma '

dw o .
E;‘"A(Z)u“ wEC, : ZGC,

con A funcién holomorfa. Estas ecuaciones se pueden definir de manera
equivalente dando las representaciones, -

71(8, 20) —2— GL(n,C)

PGL(n,.C)

mediante la suspensién obtenemos haces fibrados planos con fibra C* y

CP™~! respectivamente sobre S

E;—S, vy M, %t 5§

y foliaciones (transversales a las fibraciones respectivas) Fsen'Ezy F,en

M, (Ref. [11], p4dg. 10) cuyas holonomias coinciden con p ¥ p respectiva-

mente. Cuando restringimos las proyecciones de estos haces a las hojas de
4 ‘

las foliaciones F5 y F,, estas son espacios cubrientes de S. La foliacién F,
se llama foliacion de Riccats.

Mediante la aplicacién cubriente 7 : HIT — S introducimos a la superfi-
cie de Riemann hiperbdlica S de &rea finita la métrica de Poincaré &, y
al :haz tangente unitario T1S a la superficie S la medida de Liouville A
normalizadas para tener drea y volumen 1 respectivamente. Introducimos

sobre las hojas £ de la foliacién F, la métrica de Poincaré de S mediante
la aplicacién cubriente p: £ — S.

. Deﬁotamos'por g.: T*S — S al haz tangente unitario a la superficie-S. B

Sean T1F5 y T F, las variedades formadas por aquellos vectores tangentes

a E5y M, los cuales son tangentes a 75y F, y tienen longitud unitaria con
" respecto a las métricas de Poincaré de las foliaciones. El espacio tangente

unitario T1F5 a la foliacién F5 en E; se identifica de manera candnica con
¢*E5. Con esta identificacién definimos un haz vectorial T'F5 — TS que
denotamos por E, este es isomorfo al haz vectorial ¢*E5 — T*S. De la
misma forma el haz tangente unitario g : T F, — E, a la foliacién F,
en' E, define un haz proyectivo p : T*F, — TS el cual es isomorfo de

" manera canénica con la proyectivizacién Proy(E) — TS del haz vectorial

E-sobre T'S. Las derivadas de las proyecciones E5; M, — S inducen los
diagramas conmutativos

T'Fp—=E; - T, M,
S R
TS ——8, Ti§ ——§.

. 7l ‘g1 P :
Para cada-z € D, sea o, : T;D — §° la funcién que asigna a vector

unitario v el punto extremo positivo de la geodésica que pasa por v. Esto

nos permite definir una funcién o : 7D — D x S que asigna al vector .

v € T2D el punto (x, o, (v)). Consideramos la medida de dngulo Euclidiano
8, sobre TiD (normalizada para obtener una medida de probabilidad), es
decir, en el sistema de coordenadas dado por la funciéi o, la medida 6,

es la medida gw sobre S! generada por la métric;fm

gz (v, w) = |arccos(v - w),
5 |
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Consideremos también la medida de volumen sobre 71D cuyo elerhe‘nto de .
volumen es dV' = dHdf, donde dH es el elemento de 4rea hiperbdlica

4dx1dzs
(1= Ja]?)?
sobre I, esto es, en el sistema de coordenadas-dado por ¢ : T°D — D x S1

tenemos que dV se ve como dV = dH dgx. La medida V sobre TD es
invariante bajo PSL(2,R), esto nos permite tener una medida A en el

dH :=

cociente 7S = T'D T donde I' C PSL(2,R) es el grupo de transforma- -
ciones de cubierta asociado a 7 : D — S, entonces la medida A se induce

por 7y : T'D — TS de la medida V sobre T1D. La medida A sobre 719
se llama medida de Liouville.

Consideremos una métrica Hermitiana continua | - |, con respecto a z,

definida sobre la fibra F5, para cada z € S, inducimos la métrica Hermi-

tiana de Fubini-Study <, >, sobre la fibra M, . = Proy(E5,) para cada
z € S. Los haces ¢*Ey = T'F5 y ¢*E, = T'F, sobre T'S se equipan

‘de una manera natural con las métricas Hermitiana y de Fubini-Study,
- respectivamente. Damos al haz tangente unitario ¢ : TS — S la métrica

producto, de'la-métrica hiperbélica en la base por la métrica de dngulo

‘en las fibras. A la variedad M, le asignamos la métrica producto, de la
- métrica hiperbélica en la base por la métrica de Fubini-Study en las fibras.
‘Para cada = € 5, equipamos a la fibra (po §)~'{z} C T'F, con la métrica

producto de la métrica de angulo por la metrlca de Fublm-Study

Introducimos sobre el haz tangente unitario ¢ : 705 — S el ﬂugo geodeszco
¢+ T1S xR — TS, con el cual cada vector v € T1S determina una
geodésica

7o = {6(v, 1) : £ € R).

Introducimos sobre T1F5 y sobre T F, los flujos geodeszcos foliados & y :

&, obteniendo el flijjo a lo largo de las geodesmas
{®(20,t) : t € R} vy {®(wo, ) :te R} n
determinadas por zg € E, y wo € Proy(E),, en las hojas Ly v Ly, de las

- foliaciones F5y F, respectivamente, dando lugar a los siguientes diagramas

.5;T1}“5?<R — T'F5 :T'Fy xR —— T'F,
L l

$: TS xR —— TLS $:T'SxR —— TIS

que conmutan. La funcién -

t > | (20, )| p(w.e)

describe el tipo de crecimiento de la solucién de (1) sobre la geodésica 7,
con condicién inicial wg € Ev y la funcién

l@(zl, )l¢(v £)
|<I>(Zza )l g(v,2)

describe el crecimiento relativo de la solucién de (1) sobre v, con condicién
inicial zy € E, con respecto a la solucién de (1) sobre 7, con condicién
inicial 23 € E ‘ '

Decimos que las ecuaciones de Riccati tienen una seccidn de mayor ez-

pansién ot si para casi todo punto v en TS respecto a la medida de

L10uv1lle A podemos definir una descomposicién medible E, = F, ®.G, en

, espa<:1os lineales, la cual es invariante por el flujo geodésico foliado & con
'F, de diemensién 1 y con la propiedad de que la aplicacién t @(zl, t)

con condicién inicial 27 € F, crece mas rdpidamente que la aplicacién

ft > &(2y,t) para cada wy € G,. Esto es, para casi todo v € TS respecto
. )\, para cada conjunto compacto K C TIS y para cada sucesién {t, }nen

de tiempos tales que (v, tn ) € K y imp—yo0 tn = 400, tenemos:

lim 1B (21, )’gz‘)(v D _
nee lq’(% t)l¢>(v £)

para todo vector distinto de cero z;1 € F, y 22 € G,. Asi, la seccién de
mayor expansién se define como o := Proy(F) : T*'S — T1F,. De ma-
nera similar, definimos una seccidn o~ de mayor contraccién requiriendo

im !@(217 )lq&(v t)
n—reo lé(z27 )’gb(v t)

para todo vector distinto de cero z1 €EF, vy 29 € G,y. .

Supomendo que existen secciones de mayor expansién y de mayor con-

traccién o : A C T1S — T1F;, sean u¥ las medidas sobre T1.7-" induci-

das por ai de la medida de L10uv111e A sobre T1S, en férmula u® = o\
7




y sea p la medida sobre M), inducida por q : T1.7-' — M,, en férmula
u = gpuT. La medida p7 es una medida ergddica invariante por el flujo
geodésico foliado @ sobre T'F, la cual es una medida SRB para el flujo
geodésico foliado @ de las ecuaciones de Riccati, cuya cuenca tiene medida
de Lebesgue total en T F,, de manera similar u~ (Ref. [3], Teorema 1).

Sean :
‘ f:B — B, A:B — GL{(n,C)

aplicaciones medibles. Para cada n € N y para.cada z € B denotamos
ANa) = AP @) Af@)AR) y ATM(@) = (AN (@)

Decimos que la familia {A™} forma un cociclo multiplicativo sobre f.

~Para cada v € T'S y ¢t € R, el flujo 3, = 5(-,7&) induce un isomorfismo

lineal _ _
Av,t) == 2(v,t)B-, 5o = Epg(u)

entre las C*~1 fibras. Bajo una trivializacién medible de los haces, es-

‘cogiendo de manera medible bases ortonormales de las fibras, el flujo
. geodésico foliado puede verse como un cociclo multiplicativo sobre los flujos

geodesmos en T15:

A:T'SXR = GL(n,C), A(v,t1+ts) = A(¢(v,t1), ) A(v, 1), t1,ts € R

En [3] se usa el Teorema Ergédico de Oseledec (Ref. [9], p4g. 665) para
flujos cuando la variedad base es no-compacta. Sea ¢ un flujo completo
sobre la variedad B, 7 : E — B un haz vectorial sobre B y 3 el flujo sobre
E que induce un cociclo multiplicativo sobre ¢.

~

-Decimos que los e:r:ponéntes de Liapunov de & estin bién definidos en -

un punto v € B si hay una métrica Hermitiana o Euclidiana continua
sobre el haz vectorial £, una secesién A; - - - A\; y una divisién ® —invariante

E(v) = F1(v)®- - -@F(v) tal que, para cada vector no-cero w € Fj(v), cada

conjunto compacto K C B y cada sucesién de {t,}nez con lim,_ 1. =
+ooy ¢(v,t,) € K tenemos

lim —log([@(w tn)]) = £\

n—too {,

8

~.

La existencia y los valores de los exponentes de Liapunov no dependen de
la métrica Hermitiana continua sobre el haz vectorial E.

Si S es una superficie de Riemann hiperbélica de 4rea finita y 5 : m1(S, 29) —

GL(n,C) es una representacién tal que el cociclo multiplicativo medible
sobre el flujo geodésico en TS satisface la condicién de integrabilidad

f e TRed PR .
’ / log™ || Ax1]|dA < o0,
TS .

que establece que la cantidad de expansmn de Ail es Liouville 1ntegrable

donde || || es el operador norma'y A; := A(-,t), entonces las siguientes
equivalencias se cumplen: existe una seccién de mayor expansién ot : A C
TS — Tlf- donde A tiene medida le Liouville total si y sélo si el mayor
exponente de 'Liapunov es positivo y simple si y sélo si el menor exponente
de Liapunov es negatlvo y simple si y sélo existe una seccién de mayor
contraccién ¢~ : A C T1S — T1F, donde A tiene medida le Liouville

~ total (Ref. [3], Teorema 3).

;_.\Si la superficie S es compacta (g 2 2) y la imagen de la representacién
:p:m1(S,20) = PSL(n,C) no deja una medida de probabilidad, entonces

el cociclo multiplicativo definido por el flujo geodésico foliado posee ex-

~ ponenetes de- Liapunov no-nulos para la medida de Liouville. Cuando

n = 2 esta condicién se satisface para un conjunto abierto denso en el es-

- pacio de representaciones, esto implica que para un conjunto abierto denso

en el espacio de representaciones p : 71(S5,29) — PSL(2,C) existen sec-
ciones de mayor expansién y de mayor contraccién (Ref. [2]., Teoremas 4
y 5). |

Para las representaciones de monodromia Ping-pong o Schottky en SL(2, C)
y la representacién canénica obtenida de la representacién

pean : T1(S, 20) = SL(2,R) C SL(2,C)

sobre el cubriente universal de la superficie, existen secmones de mayor
expansién y de mayor contraccién continuas, aunque en “el caso en que
la imagen de la representacién (inyectiva) sea un grupo Schottky no se
satisface la condicién de integrabilidad, ya que consideran una superficie
no-compacta (Ref. [3]).
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i ' Con&deramos las desmtegracmnes - ' § | es la familia de medidas de Patterson-Sullivan asociada a p(m1(S, 20)).

(1) dela medida p sobre M,; en la medlda de &rea hiperbdlica £ en la : : | \u

Usamos la notacién M, o0 M, (.S) para el haz sobre la superficie de Riemann

‘de Patterson-Sullivan (Ref. [15]) y como depende esta de la estructura
S construida medlante la suspensién de la representacién p : m1(S7op) —

g holomorfa h en S en los casos en los que la representacion sea: I
¥ @ pean, denota a la representacién de monodromfa que proviene del cub- PSL(Z ©), usaremos una notacién andloga para las foliaciones, sub-haces, ‘
i ‘ riente universal de la superﬁ01e S en la base y la llamamos representacwn : medidas y proyecciones candnicas de los haces cuando sea necesario, tamblen | !\
i , denotamos por fean ¥ Hw @ las medidas (Gean)x0dyn ¥ (Guw)spg; sobre ’r

il canénica,

!
i ® W.Pcan, deformaciones casi-conformes de la representacién candnica _Mcan(S) y Mw(S) I‘eSpeCtlva,mente

ki Pean ¥ las llamamos representacidnes casi-canonicas y ) . o _ ,
| : e p(m1(S,z)) C PSL(2,C) es un grupo Schottky y S no-compacta. : Dos medidas A, pu sobre un espacio de medida E se dicen singulares y se
i : , - , denota ALy si existen dos conjuntos medibles El, E5 disjuntos cuya unién ' .-

es E tales que A(E1) = A(E) v u(Ey) = u(E). N . ‘

; base S y para cada z € S una medida Lz €n la fibra CPl del haz . Dadas una aplicacién casi-conforme w : CP* — CP! y una representacién ¥
} p:M,—S. " p : T1(S, 20) — PSL(2,C) del grupo fundamental de una superficie de -
; (2) y de la medida p sobre T1F,; en la medida de drea h1perbohca £ : Riemann S en un grupo Kleiniano p(m1(S, zp)) C PSL(2,C), diremos que ll
) . enlabase S 'y para cada z € S una medida u, en la fibra (pog)~*(z) _ it w'es compatlble con p si w, p(m (S, Zo)) es también un grupo Kleiniano ' H‘
‘ del haz po ¢: Proy(E) =+ S. en PSL(2,C) (Ref. [14], Capitulo 1), es este caso diremos que la rep- : |
¥ : . | o v resentacién w.p es una deformacidn casi-conforme de la representacidn ”
J ;3: De esta manera obtenemos la familia de medidas {u, : z € S} asociada p- St w es compatible con peap : m1(8, 20) = PSL(2,R) diremos que la -
e a p y la familia de medidas {7 : = € S} asociada a u*. Queremos en- FEPIESENtacion py = WePean €5 Una representacion casi-candnica. S
‘ tender la relacién de la familia de medidas {u, : z € S} con las medidas . S : S : R ‘

{ _ Para cada z € D Patterson (Ref.[16]) construye una familia de medidas con
soporte en el conjunto limite de un grupo Fuchsiano finitamente generado
del segundo tipo. Sullivan (Ref. [17]) sigue el trabajo de Patterson y define
estas familias de medidas sobre el conjunto limite para subgrupos discretos
de transformaciones de Moebius preservando la bola unitaria con centro

~en cero B C R™.

En la demostracién del siguiente teorema utilizamos el Teorema 1.21: Si
el homeomorfismo frontera (aplicacién Casi-Simétrica w|gp1) asociado a
una aplicacién casi-conforme w : CP! — CP?! compatible con algin grupo
Fuchsiano co-compacto y con w(CP!) = CP! es absolutamente continuo
en RPl entonces w es una transformacién de Moebius. Probamos:

En el Teorema 1 damos la relacién de la familia de medidas {u, : z € S}
(en €l caso de p = peqan) obtenidas al hacer la desintegracién de g.u™ con

. |
Teorema 2. Sea S una superficie de Riemann hiperbélica de drea finita M
i las medidas de Patterson-Sullivan. |

Yy sea puw : 71(8,20) = PSL(2,C) una representacidn casi-candnica. En-
tonces la medida py, en M, (S) se desintegra de la siguiente manera:

Teorema 1. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica de drea finita ' (1) ps(pw) =&, la medida de dGrea hiperbélica sobre S. ' : ‘H‘,
y p: m(S,20) = PSL(2,R) la representacién candnica peqyn. Ld medida (2) La desintegracion de fu, sobre & € Sean es la medida Pz = - \1
¥ = gut en M, se desintegra de la siguiente manera: \ | Wslhcan,z CON s0poTte en el conjunto limite w(RPY) C My, . que : _M
(1) p«(9) =&, la medida de drea hiperbdlica sobre S. es un casi-circulo.. . “

(2) La desintegracion de ¢ sobfr’e x € S es una medida fiy con soporte. : |

en RP}. ‘ | - transformacion de Moebius y p,,(71(S,20)) C PSL(2,R), entonces i

(3) La famzlza - : : las medidas pi,, a:IRPl Y la medida de Lebesgue son smgulares sobre 11
{ie 12 5) | RP}. | 1

|

10 | . 11 | | | 1

1
(3) SiS es compacta, w es una aplicacidn casi-conforme que no es una
f
t
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También peon,z ¥ fiw,z denotan las désinfegracione"s de pican’V Ly TESpec- -

tivamente en la fibra CP} para z € S.

Diremos que el grupo Fuchsiano I' C PSL(2,R) es de tipo finito (6 de
drea finita) si alguna regién de Dirichlet tiene 4rea finita con respecto a la
métrica hiperbdlica en Ht.

Corolario 3. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica compacta y
sea p: m(S) — PSL(Z R) una representacion con S ~rop HY /p(71(S)),
entonces existe una unica estructura holomorfa en Stop que hace de STop

~una superﬁcze de Riemann S, tal que q*,u+ en MR(S*) es absolutamente

continua con respecto a la medida de Lebesgue de MR(S ).

De la teorfa de medidas sobre el conjunto limite y de los resultados obtenidos
al hacer la desintegracién de giu7,,, probamos que medidas con soporte en
la interseccién de {¢¢(T;S) : t > 0} y TS con pesos en cada punto que

dependen de la métrica hlperbohca sobre S, aprox1man a la medida de

dngulo sobre T, 1S,

Denotamos por G al grupo de transformaciones de cubierta asociada a

7:D — S, por lo tanto G es un grupo Fuchsiano. Seanz € S, u € 7~ 1{z} .

y Q : ]D)\{xo} — T'D el encaje definido por la funcién que asigna a

-z € DN\{zo} el vector unitario que dirige a la geodésica en ID) que va de zg

a z. Definimos 9 : D\{zg} — TS por ¢ := 7, o Q como en el siguiente

diagrama, -
e
TT s

D\ {zo} > T15.

Para s > 1, sea 7, s la medida en ]D con soporte en la érbita Gu = 7~ 1{z}
de u bajo G definida por

Nu,s

Z 6—S(u’gu)5gu,

donde (u, gu) denota a la distancia hiperbéliéa de u a gu 'y

gs(u u)

)

geG
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Sea Ay s la medida en TS con soporte en ¢(Gu) C TpS deﬁnida por

‘/\x,s = ¢*77u,3-

Sea \; la medida de dngulo sobre TS normalizada para ser una medida
de probabilidad, es decir, dA\(z,0) = dé(z)dA\,(8) donde A es la medida
de Liouville sobre T1S. En el siguiente teorema veremos que el conjunto
de direcciones (77 (z)) C TS con pesos e~*(%9%) en los puntos ¥(gu)
respectivos, se van distribuyendo bien cuando s — 17 con respecto a
la medida de dngulo en la fibra sobre z € S del haz tangente unitario
T1S — S. Esto nos da una manera de inducir la medida de adngulo en
T1S, la cual nos servird para dar la desintegracién de g.u™ en términos de
la métrica hiperbdlica de la superficie base 5.

Teorema 4. Sean S una superficie de Riemann hiperbdlica de drea finita,
z €S y{sn} una sucesion de nimeros reales positivos s, — 17, entonces
la sucesion de medidas {Ag s, } sobre TES converge a la medida de dngulo

)\x’sn _> Ax

ccuando n — 00.

Para cada a € 71(S, z) sea Hy : M,y z — M, » la holonomia de la foliacién

Fy asociada a . Sea T € M, , y para cada s > 1, definimos la medida

Bz s ‘ 1
HE,s = ~ ~ Z
gs(x7x) Ot€7r1(57$)

=S (E,ai)v 5Ho¢ @)

en donde (z, aZ) denota la distancia hiperbdlica en la hoja Lz del punto
al punto vz, aZ denota a la imagen de z de la aplicacién de monodromia
asociada a o en la hoja Lz y

nEH= 3 .

a€mi(S,z)

Para las representaciones p : 71 (S z) = PGL(2,C) S1gu1entes

(1) la representacién canénica pegn,
(2) la representacién casi-canénica Wipean,
(3) ¥ p tal que p(m1(S, z)) es grupo Schottky, en este caso la superficie
S es no compacta,
13




existen secciones de mayor expansién y de mayor contraccidén continuas
*: A — T1F, donde A C TS tiene medida de Liouville total (Ref. [3],

pag. 4).

En el siguiente teorema presentamos los resultados principales de este tra-
bajo. '

Teorema 5. Sea S una superficie de Riemann hiperbélica de drea finita y
sea p: w1(S,z) = PGL(2,C) una representacion inyectiva. En los casos:

(1) pean, la representacidn candnica
(2)  Wupcan, la representacidén casi-candnica, y
(3)  p(m1(S,z)) es un grupo Schottky y S no-compacta

existe un conjunto abierto P C M, de medida de Lebesgue positiva cuya

“interseccion con cada fibra M, . es un conjunto abierto de medida de
" Lebesgue positiva en M, y para cada punto T € P N M, , y para toda

sucesion {s,} de niumeros. reales s, — 1T tenemos que la sucesion de
medidas con soporte en Lz N M, , converge

Kz s, —* Hz-
Ademds, si pam cualquier puntb y € Lz tomamos la hoja de flujo positivo
H:={8(zt):2€ (@) (y) y t>0}

y levantamos la sucesion de medidas {uz s, } que converge a pg mediante
qlz : H — Lz a una sucesion de medidas {,ux s } sobre la hoga de flujo H,

_entonces la sucesién de medidas {,ujs } converge

+ +
Bz s, — My

Esta afirmacion es vdlida para cada z € S.

Interpretando el Teorema 5, estos nos dicen que en los casos:

(1) p = pean la representacién canénica,
(2) p= wWipean la representacién casi-candnica y-
(3) p es la representacién en un grupo Schottky

' ‘ ‘ 14 -

~.

las medidas {ug : z € S} obtemdas al hacer la desintegracién de p = g, u™

‘se pueden aproximar mediante medldas de probabilidad con soporte en los
puntos contenidos en la interseccién de una hoja isométrica al plano de
Poincaré £ € F, y las fibras CP}. M4s precisamente, existe un conjunto
abierto no-vacio P C M, cuya interseccién con cada fibra M, , es un

conjunto abierto no-vacio en la fibra M, ., y tal que para cualquier hoja -

L de la foliacién F, con LNP N M, , # 0 y para cualquier sucesién {Sn}
de numeros reales s, — 17, la familia de medidas

Z e—sn(a:w )5 }

HE,sn =
{ z,8 gsn (x =
(donde 2 € LNPNCP;, K = LNCP; y (%4') denota la distancia
hiperbdlica en la hoja £ = LZ ) converge débilmente a la desintegracién p,
de p = Gupu™ sobre la fibra M, ,. Asi, el Teorema 5 nos da una técnica
goemétrica para aproximar las medidas {g : cz e St

* Ademds para cualquier punto y € £; tomamos la hoja de flujo positivo

H:={®(z,1): zE @ *y) y t>0}

_ entonces los puntos de mterseccmn de la hoja H y la fibra (pog)~'{z} del

haz poq : Proy(E) — S estin muy cerca del conjunto atractor transversal
ot (T3S N A). Esto nos permite levantar la sucesién de medidas {usz .}

‘que converge a u, mediante gly : H — L; a una secesién de medidas

{7, } sobre T*F, con soporte en los puntos de interseccién de la hoja
de flujo H y la fibra (po g)~1{z} y esta sucesién converge

+ T
:u’:fssn_>:u:c'

Por lo tanto el Teorema 5 tamblen nos da una técnica geométrica para
aproximar las medidas {uF : z € S}.
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1. Preliminares.

En este capftulo presentamos la teorfa que nos permite introducirnos a
este trabajo.

1.1 EL ESPACIO HIPERBOLICO Y SUS SUBGRUPOS DISCRETOS.

1.1.1 El espacio hiperbélico.

" El disco' unitario centrado en cero D del plano cofnplejo C es un modelo
. para‘el espacio hlperbohco 2-dimensional, admlte la métrica h determmada

por el diferencial-
2|dx|

dh:m.

" Las geodesma,s para la métrica h son arcos de circulos ortogonales a la
circulo unitario S' = 8D. Los 4ngulos son dngulos Euclidianos. El disco
D equipado con la métrica hiperbdlica A se llama plano de Pomcare

Denotamos por dH al elemento de 4rea hiperbélica

4d$1d5€2

= T e

sobre D,

Un modelo alternativo de espacio hiperbélico 2- dlmensmnal esel semlplano
superior Ht de C

H := {z = (z1,29) : 22 > 0} :
16 :

E *’1“'{@“‘

con la métrica h determinada por el diferencial
|dz|

T2

dh =

Las geodésicas para la métrica h son arcos de circulos ortogonales al circulo
real en C. :

1.1.2 Superficies de Riemann y grupos discretos.

Una superficie de Riemann es una variedad compleja conexa de dimensién
compleja 1. El espacio proyectivo complejo CP! se define como la var-

iedad compleja C? — {0} /C*, por lo tanto CP* tiene dimensién compleja -

1 (andlogamente el espacio proyectivo complejo CP™ se define como la

~ variedad compleja C**1 — {0} /C*).

A travéz de este trabajo nos referimos: a la esfera de Riemann C U {oo}
como C, al semiplano superior {z € C:Imz > 0} como H', al semiplano

sinferior {z € C: Imz < 0} como H™, al disco unitario {zeC: 2] <1}
como A, al eje real como R y al eje real eztendido como R.

El espacio proyectivo CP! es biholomorfo a la esfera de Riemann @ ‘esto

justifica que en este trabajo con31deremos indistintas a estas dos superficies
de Riemann. Al eje real extendido R en CP! lo llamaremos también el
espacio proyectivo real y lo denotaremos también por RP?.

Si sobre una superficie de Riemann X existe un conjunto abierto V el cual
es equivalente de manera conforme a A — {0}, decimos que X tiene un
pinchadura en V. Diremos que una superficie de Riemann S es de tipo
conforme finito (g,n) si S es biholomorfo a 5’\—'{331, T2, ,ZTn}, donde S
es una superficie de Riemann compacta de género g y los puntos z; son
n_puntos distintos sobre esta. Asi S es una superficie de género g con n
pinchaduras.

Para K = R, seak = 1y para K = C, sea k = 2. Denotamos por PSL(2,K)
al grupo de Lie de dimensién 3k SL(2,K),/ + I, es decir, PSL(2,K) es el
grupo de transformaciones de Moebius con coeﬁc1entes en K

az+b a b
cz+d’ d

Z

> € SL(2,K)
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| (esto es, ad — bec = 1). El grupo PSL(2 R) ¢ PSL(2,C) preserva los
semiplanos superior H* e inferior H— y el eje real extendido. R ademads
PSL(2,R) es el grupo de 1sometr1as de espacio hiperbélico H*.

Un grupo de homeomorfismos de un espacio topolégico X actia propia vy
dzscontmuamente en x € X si existe una vecindad U, de z que contiene a
lo mds un ndmero finito de puntos de la orblta de z.

Un grupo discreto I' C PSL(2,C) es un subgrupo de PSL(2,C) y que
ademas es un subespacio topolégico discreto con la topoldgia inducida de
PSL(2,C). Para un subgrupo discreto T' C PSL(2, C) el conjunto

Qr ) = {z € CP! : T acttia propia y dlscontmuamente en z}
se llama regidn de discontinuidad de T'. Al complemento
AT) =CP! — (T
sé le llama el conjunto limite de T.

Si Q(T) # 0 diremos que T es un grupo Kleiniano. Un grupo Kleiniano I’

se llama grupo Fuchsiano si su conjunto limite esta sobre un circulo C de

la linea proyectiva CP! y I" preserva.cada uno de los discos separados por

C'. Denotamos por M (D) al subgrupo de PSL(2 ,C) que preserva a . El

grupo M (D) es el grupo de isometrias del plano de Poincaré, entonces para

cada grupo discreto I' C M (D) el conjunto limite A(I") C (9]D> por lo tanto

I' es Fuchsiano. Andlogamente cada subgrupo discreto T° C PSL(2,R) es
un grupo Fuchsiano.

SiaeDyTI C M(D) es un grupo Fuchsiano tomamos
D, = interior{z € D : h(z,a) < h(z,7(a)),y € T'}.

La regién D, es convexa en el sentido hiperbélico (pues es la interseccién
de semiplanos hiperbélicos). Si a es un elemento el cual se queda fijo
unicamente bajo la identidad-de I" entonces D, se llama, region de Dirichlet
- centrada en a. La frontera de D, es una coleccién contable de segmen-

tos geodésicos los cuales ocurren en pares I'— —equivalentes. Ademds las

transformaciones que identifican estos segmentos forman un conjunto de
generadores para I'.
18
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Diremos que I' es geométricamente finito si alguna regién de Dirichlet tiene
. un nidmero finito de lados. Diremos que el grupo discreto I' C M (D) es

de tipo finito & (de drea finita) si una regién de Dirichlet D tiene &rea
finita con respecto al elemento de 4rea hiperbdlica dH. Por ejemplo, los
grupos Fuchsianos I' C M (0D) del primer tipo (A(I') = dD). Un grupo

. Fuchsiano I' se llama elemental si T' tiene una érbita finita en uno de los

discos cerrados invariantes por este grupo. Un grupo Schottky de rango
n es un grupo finitamente generade I' C PSL(2,C) teniendo 2n circulos

; disjuntos C1,CY,...,Cy, C!, acotando un dominio D C CP!, y un sistema
- de generadores f1, f2, ..., fn tales g;(C;) = C] y ¢:(D)ND = 0 (Ref. [3]
pag. 20). El conjunto limite de este grupo es un conjunto de Cantor (si

n > 2). El conjunto limite A(I') esta dado por

A(T) = CP* — uA,em(D).

Sea S una superficie de Riemann y p : S — S un cubriente universal

topoldgica, entonces hay una tnica manera de hacer de S una superficie
de Riemanntal que p sea holomorfa, esta estructura holomorfa se induce

‘localmente mediante p y se llama estructura inducida.

Teorema 1.1. (Poincaré-Klein-Koebe). Cada superficie de Riemann sim- |
plemente coneza es biholomorfa a ezactamente una de las siguientes tres:

(1) C,
(2) Cs
- (3) A.

Prueba. Una prueba se encuentra en 6], péginas 188-191. O

Por el Teorema de uniformizacién de superficies (Teorema 1.1) podemos .

suponer que el cubriente universal 7 : S — S de una superficie de Riemann
S es C C 6 H* y que la proyeccién cubriente 7 es holomorfa. El caso que
a nosotros nos interesa es cuando S es de tipo hiperbdlico finito, es decir,
nos interesan superficies cuyo cubriente universal holomorfo sea el plano
de Poincaré y estas sean de tipo conforme finito (g, n), es decir, de género
g con n pinchaduras. Tales superficies se llaman superficies tipo conforme

hiperbélico y son todas las superficies de tipo conforme finito excepto los ‘

casos: (g,n) = (0,0), en este caso S se dice que tiene tipo conforme esférico,
y (g,n) = (0,1), o (9,n) = (1,0), en estos casos S se dice es tipo conforme
Euclidiano.
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Para cada superficie de tipo conforme hiperbélico tenemos que cada trans-

formacién de cubierta v es un homeomorfismo holomorfo ~ : Ht — Ht,
por lo tanto v € PSL(2,R) y como las transformaciones de cubierta actdan
propia y discontinuamente tenemos que este grupo es discreto y por lo

- tanto Fuchsiano, este grupo Fuchsiano se llama grupo uniformizante de S.

1.2 MEDIDAS Y ESPACIOS DE MEDIDAS.

1.2.1 Espaéio de medidas.

Sea M una variedad diferenciable. Diremos que un conjunto £ C M tiene

~.medida de Lebesgue cero si sobre cada carta coordenada ¢ : V C M —

U C R” el conjunto (V N E) tiene medida cero con respecto a la medida
definida por dz; A dzy A - -+ Adz, donde (z1,z2,-- ,zy) son coordenadas
sobre U. Todas las medidas de este trabajo son medidas definidas en la

o—dlgebra de Borel completa B(M), que es la o—4lgebra generada por la

o—algebra de Borel de M B(M) y los conjuntos E C M de medida de
" Lebesgue cero. La clase de medidas de Lebesgue es el conjunto de medidas

cuya restriccién a cada carta U tiene derivada de Radom-Nikodym C* y
estrictamente positiva con respecto a dz; Adza A--- A dz,.

Equipamos al espacio de todas las medidas con signo sobre M con la
topologia de la convergencia débil; diremos que una sucesién {u, } converge
débilemnte a p y escribimos p, — u si para toda funcién continua con
soporte compacto f : M — R se tiene

/M fdtin — /M fdu.

Sean f : E; — FE5 una funcién continua. Para cada medida 9 sobre -

E; definimos una nueva medida f.9 por f.9(H) = 9(f~1(H)). Si f es
un homeomorfismo, para cada medida p sobre E> definimos una nueva
medida f*u por f*u(H) = p(f(H)). El siguiente lema serd ttil para
inducir medidas mediante funciones continuas.
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Lema 1.2. Sea ¢ : By — E5 una funcidn continua del espacio métrico
compacto Ey en el espacio métrico Ey y {un}n una sucesion de medidas
de probabilidad en Ey con u, — u débilmente, entonces Gslin — Oup

débilmente en E,.

Prueba. La prueba consiste en verificar para toda funcién continua f :

. EQ —+ R que
[ fdben = / f © ¢dun,
JTy T
- también ,
foodu, — f o ¢pdu(x)
T ' T
v _

o ddy = ddy 1.
Tlf qﬁu. /Tzf Ot

Por 1o tanto ¢.fin — s . d

1.3 MEDIDAS DE PATTERSON-SULLIVAN. -

En este seccién presentamos un resumen de la teoria de medidas de Pa-

- tterson-Sullivan, seguimos los capftulos 3 y 4. de Peter J. Nicholls [15], en

donde se siguen los trabajos de Patterson [16] y Sullivan [17], [18]. En
[15] se presenta la construccién de estas medidas para subgrupos discretos

de isomertrias hiperbdlicas en el espacio hiperbélico n—dimensional. A

nosotros nos interesan los resultados para grupos Fuchsianos del primer
tipo y por brevedad presentamos esta teoria solo para este tipo de grupos.

1.3.1 Construccién de una medida Orbital.

. . ., - . k)
Una densidad conforme de dimension § sobre una variedad V es una
funcién la cual asigna medida positiva finita u(p) a cada elemento p en una
coleccién no vacfa de métricas Riemannianas sobre V. Se supone que si 0

; i .,
¥ p’ son conformemente la misma, esto es, p = ¢p’ donde ¢ es una funcién
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posii.:iva, entonces u = u(p) v 4’ = u(p’) pertenecen a la misma clase de
medidas (absolutamente continuas) y la derivada de Radon-Nikodym #
es ¢° (Ref. [17], pag. 421).

Para cada z en la bola unitaria centrada en cero B C R™ Patterson [16] y
Sullivan [17] construyeron una medida p, considerando desde z la érbita

“bajo I' de algtin punto y € B, donde I es un subgrupo discreto de las trans-. -

A L y 3 3
tormaciones de Moebius M (B) que preserva la bola unitaria con centro en
cero B C R™.

Sullivan estaba interesado en ver desde z la érbita.de y cerca de infinito. La
interpretacién de Sullivan fue Ia siguiente: un objeto unitario en el punto
vy aparece visto desde x de tamafio e~ (*7%) donde (xz,vy) denota a la
distancia hiperbélica. Asi en dimensién § Sullivan queria asociar €l factor
escalar e~%(%7v) 4] punto vy. Para hacer la construccién de la densidad

en o (S! = 8D) para grupos Fuchsianos del primer tipo I' C M (D),
procedemos de la sigulente manera:

~ Paraz,y€Dyr>0,Ila funcidn drbital contante N(r,z, y) se define por

N(r,aj,y) = card{y € I'": (z,7y) < 7”}
La cantidad
1
Ozy = hmsup —logN(r T y)

r—00

es ﬁmta de hecho, por el Teorema 1.5.1 de [15] tenemos que 02,y ’1.

» Cons1deremos la serie de Poincaré

93(93 y Ze s(xﬁy

yer

de la suma parcial

: | ' R
Z e—s(:c,’yy‘) — N(R, z, y)e—-sR < 8/ N(t, z, y)e—stdt .
YET:(z,7y)<R : 0

(la cual se verifica viendo que la funcién N(t,z,y), como funcién de t, es

una funcién escalén), vemos que la serie converge si 8§ > 0,y d1verge si
s < 0gz,y- La demgualdad del tridngulo nos da -

(2,79) < (2, 9) + (v,79),  (2,7y) < (v,79) - (2,)
: 22

de donde obtenemos

e~V g (y,y) < gs(v,y) < Vg, (y,9)

y se sigue que ¢, depende sélo deT y no de z o y. Denotamos a 533 .y por
§(T") o por §. : :

Diremos que [' es de tipo convergente si la serie de Poincaré converge en

el valor critico 6(I') v de tipo divergente en el otro caso. El ndimero ¢ ()
se llama ea:ponente de convergencia de la serie de Poincaré.

Si la serie de Poincaré asociada a un grupo discreto I' de transformaciones

~ de Moebius es de tipo convergente, por un Lema debido a Patterson (Ref.

[15], Lema 3.1.1) podemos modificar un poco la serie para obtener una
serie divergente; esto es, existe una funcién h : RT — RT continua, no

decrec1ente y la serie
E :e—S(wﬂy)h(e”’”)

~vel

cohverge para s.> §(I') y diverge para s < 6(I') . Los grupos Fuchsianos
I' C M (D) del primer tipo son grupos de tipo divergente con exponente de
convergencia 1 (Ref. [15]) por lo que no utilizaremos el Lema de Patterson
y estaremos suponiendo que 6(I') = 1.

Construimos la medida

1 —s(z,vy)
Hzy,s = E :3 04y
gs‘(y{y) ~er

para z,y €D, s > 1y .,y denota el punto masa de Dirac con peso uno en
vy. Asi, para un conjunto de Borel £’ en D tomamos

Y e EW1g(yy)

~yel’

s(B) =
He, ( ) gs(yay)

donde 1r denota la funcién caracteristica del conjunto' E. Con la depen-
dencia implicita de y denotamos a la medida pz,y s POT Uz, s, €s decir, la
medida p s depende de la érbita de y y esta Orbita serd la,misma en esta
construccion.

Veamos el comportamiento de p, s cuando s se aproxima a 1*.
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- D existe una sucesién {y,} C I sobre la cual la sucesién

Lema 1.3. Para z € D la familia de medidas {pz,s : 1 < s < 2} esta
débilmente acotada. En efecto pz(D) esta acotada independientemente de
s en este rango. '

Asi, para z € D podemos aplicar el Teorema de Helly para deducir que
si una sucesién de valores de s se aproxima a 17, entonces las medidas
pz,s convergen débilmente a una medida p, sobre D. Para z € D, sea M,
la familia de todas las medidas s, sobre D con la propiedad de ‘que para

alguna sucesién mondtona {s,} decreciente a 1%, uy, 5 — u, débilmente: .

Proposicién 1.4. La medida e esta concentrada sobre el conjunto limite
de IT'.

El punto £ € A(T) se dice punto limite cdnico para T' si para cada a €

[€=n(a)]
e 1 cua ja su I=Ty ()] 5%
acotada. Denotaremos por C al conjunto limite cénico asociado a I'. El

. Teorema 2.4.1 de [15] nos da una caracterizacién del conjunto limite cénico
C: el punto £ € ID es un punto. limite cénico para I' si, y sélo si hay una

geodésica o con extremo en ¢ tal que para cada punto a € D hay una

infinidad de I'—imagenes de o con una distancia hiperbdlica acotada de a.

Sea do la métrica definida sobre S = 8]D> por la formula

do(&,m) = [arccos & - 7|

\

y para z € D tomamos una transformacién de Moebius V' € M (D) con
V(z) = 0 y definimos la métrica d, sobre S* por

da(6,m) = do(V(E), V().

Sea @; la medida de dngulo sobre S! normalizada para que sea una medida
de probabilidad, esto es, 8, es la medida generada por la métrica d.

Utilizaremos la siguientevproposicién para ver que la medida de angulo gm
sobre JD le asigna medida positiva al conjunto limite cénico para-grupos
que uniformizan superficies de Riemann hiperbdlicas de tipo finito.
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Proposicion 1.5. EZ conjunto limite cénico de un grupo uniformizante
de una superficie de Riemann hiperbdlica de drea ﬁmta tiene medida de
Lebesgue positiva. ‘ - '

* Prueba. Por el Teorema de Hopf-Birkhoff (Ref [ 1, pa',g_. 217 y 136) ten-

emos que la geodésica genérica de S estd estadisticamente distribuida en
TS de acuerdo a la medida de Liouville. Proyectando estas geodésicas
genéricas a S vemos que dado un punto @ € S y una vecindad V, de a en

'_ S, entonces la geodésica pasa por esta vecindad V, una infinidad de veces.

Esto implica que un levantamiento de esta geodésica al cubriente universal
tiene extremo en un punto limite cénico. Por lo tanto, casi todo punto en
0D con respecto a la media de Lebesgue es un punto limite cénico. [

La métrica d, (definida sobre D para cada z € D) se deriva del tensor de
métrica Riemanniana G (€) = P(z,£)*I definido sobre S! = 0D, donde

P(x £) es el kernel de Poisson P(z,§) = 1—1115 e I es la matriz identidad

en que nos define un producto interior en T¢S* por uT Iv para u,v € TeSL.
Para cada z, z’ € D se tiene :

P(z,6)]

646 = [d)] . 6)

y por lo tanto las métricas d; y dy son conformemente equivalentes.

" Una densidad conforme I'-invariante de dimensién o (donde T' C M(D) es

un subgrupo discreto) es una aplicacién o de la coleccién de métricas {G, :
z € D} asociadas al tensor de métrica Riemanniana G,(£) = P(z,£)2T
definida sobre JD, en la coleccidén de medldas posmvas finitas sobre 8D tal
que, si 0 = 0(Gy), ,
(1) o tiene soporte sobre el conjunto limite de I
(2) para z,2’ € D, 04,0, son absolutamente continuas una respecto
de la otra y las derivadas de Radom-Nikhodym satisfacen

(&) o= (555)

(3) "oy = 0y-1(z) paray €T\

LY

La familia de medidas de Patterson-Sullivan define una densidad conforme

I'—invariante de dimensién 6(I') (Ver [15]). Sea I' un grupo discreto ac-

tuando en D y supongamos que para algin o > 0 existe una densidad
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conforme I'— invariante de dlmensmn . Denotamos a esta por o. Deci-
mos que I es ergédico sobre 8D con respecto a la clase de medidas definida
por o si para cada conjunto conjunto de Borel A € 8D invariante bajo T’
entonces para un € ) se cumple uno de los siguientes: o,(A4) = 0 ¢
05(0D — A) = 0. Presentamos el Teorema 4.2.1 de [3].

Teorema 1.6. Sea T' un grupo discreto actuando en D Yy, para o > 0
supongamos que o es una densidad conforme I'—invariante de dimensidn

- a. La coleccion de todas las densidades conformes T'—invariantes de di-

mension o es iqual al conjunto de miiltiplos constantes distintos de cero

de o si;y sélo si T es ergodico sobre O con respecto a la clase de medidas

definida por o.

El siguiente teorema (Ver el Teorema 4.4.4 de [15]) se usa junto con el
Teorema 1.6 para determinar la unicidad de densidades conformes.

Teorema 1.7. Sea I' un grupo discreto no-elemental actuando en D yo
una densidad conforme I'—invariante de dimension o. Si A es un subcon-
Junto I'—invariante del conjunto szzie contco C' entonces

(1) o2(4)=006 .
(2) ox(A) = o5(OD).

1.4 DEFORMACIONES DE GRUPOS FUCHSIANOS.

1.4.1 Aplicaciones casi-conformes.

Sea w : G — G’ un homeomorfismo (que preserva orientacibin) entre
dominios G, G’ contenidos en CP!. Suponemos que w es diferenciable en
un punto interior z, es decir, que la parte real y la parte Imaginaria de w
son diferenciables en z.

El punto z € G se llama regular si w es diferenciable en z y el Jacobiano
J(z) # 0. Supongamos que w es regular en todo punto de G y que las
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derivadas parciales w; y wy son continuas en G. Entonces las derlvadas
direccionales 8, w de w en las direcciones o € S*

) T\
fow = lim w(z +re*®) —w(z)

tim HEETE I omie (uy () cosar+ wy(z) sena)

existen en cada punto z € G.

Se dice que f es absolutamente continuo el lineas de GG si se satisface la
siguiente condicién: en cada rectdngulo R ={z+iy|a<z <b c<
y < d}, R C G, f es absolutamente continuo como funcién de = para casi
todo segmento I, = {z + iy | a < £ < b}, y como funcién de y sobre casi
todo segmento L={z+iy|c<y<d} '

Sea w un homeomorﬁsmo de un dominio G en G’ que satlsface las siguientes

' cond1c1ones

(1) wes absolutamente continuo en lineas de G
- (2) La condicién de dilatacién -

matq|0aw(z)| < k(ming|O,w(z)])

se satisfacen pafa casi todo punto de G.

"El homeomorfismo w se Hama aplicacion k— casi-conforme de G (definicién

analitica). Observemos que en la definicién anterior necesariamente k& > 1.
Para ver la difinicién geométrica de casi-conformidad consultar [12], pag.

16.

Diremos que un homeomorfismo w : § — S’ entre las superficies de Rie-
mann hiperbdlicas de area finita S y S’ es casi-conforme si este, en sistemas
de coordenadas dados por los cubrientes universales, es un homeomorfismo
casi-conforme entre poligonos fundamentales asociados a los respectivos
grupos de transformaciones de cubierta.

Para S y S’ superficies de Riemann compactas de género 2 y 3 respecti-
vamente, no existe una aplicacién casi-conforme entre ellas, ya que no son
homeomorfas. Si .S y S’ son superficies de Riemann compactas de género
2, entonces estas son casi-conformemente equivalentes, mds adelante, en el

Teorema 1.9 probaremos esto.
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La ecuacién

~ Sean G y G’ dominios de CP! 'y usando las derivadas complejas w,, ws

we(2) = (a(2) = i, (), wile) = 3 (wa(2) + iy ()

tenemos que (Ref. [12], pdg. 49) la derivada de w en la direccién o puede
escribirse en la forma

Oaw(z0) = w,(20) + wz(2)e™%,
el Jacobiano puede escribirse como

T(20) = |w2(20)* — |wz(20)

y

 masalBaw(z0)] = s (o) sz, minalBat(z0)] = (20 —lus )

M e|0aw(2)] < k(mina|daw(z)])
puede escribirse en la forma o

.
o) < K o,

Si z es un punto regular, entonces w,(z) # 0. El cociente

x(z) =

existe en cada punto regular z # oo donde w,(z) # oo; por el Teorema 1.4
[12], pag. 182, esta funcién esta bién definida en casi todo punto de'G. La
funcién x se llama dilatacidn compleja w. La ecuacién diferencial

wa(2) = x()ws(2)

se llama ecuacién de Beltrami.
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1.4.2 Deformacién casi-conforme de grupos Fuchsianos.

Dada una aplicacién casi-conforme w : CP! — CP! y dado un grupo
Kleiniano G C PSL(Z, C), nos gustarfa saber cuando el grupo .de homeo-
morfismos wGw™! esta contenido en PSL(2,C). Si esto pasa diremos que
w es compatible con G. En [14], pdg. 48 se da la siguiente caractenzacmn '

de esta compatibilidad:

Lema 1.8. Una aplicacidn caéi—conforme w: CPt — Cfl con dilatacidn
compleja p es compatible con G(C PSL(2,C) si y sélo s

=X

Q |‘Q\|

(xo9)%

‘pam casi todo punto en CP! con respecto o la-medida de Lebesgue y para

- cada g in G.

Prueba. La prueba se encuentra en [14], pag. 48. O

Ahora veremos que dos superficies de Riemann hiperbdlicas de 4rea finita

S, 58" y del mismo tipo topoldgico son casi-conformemente equivalentes, es
I

decir, existe una aplicacién casi-conforme w : § — S’. Primero veamos

esto en el caso compacto (género g > 2).

o e » ' 7 c . . . 7. A -
Proposicién 1.9. Sean S,S’ superficies de Rzemqnn .lfzperbo.lzc‘as com
pactas de género g > 2, entonces eziste una aplicacion casi-conforme

w:S— 9.

Prueba. SeanT;, Ty € PSL(2,R) grupos Fuchsianos tales que S = Ht /Ty

'y §’ = HY /T5. Tomamos poligonos fundamentales Ry, Ry para las ac-

ciones de I';, T en D respectivamente, estas regiones fundamentales son
poligonos hiperbélicos convexos con 4g lados. Dados dos se-gme.ntos geo-
désicos l1,ls en HT de longitud finita, escogemos parametrizaciones por
longitud de arco, digamos «; : [o, az] — I; para ¢ = 1,2, luego definimos
¢o : 1y — la por ¢g = azoho o7t i1y — Ip, donde h : [O a1] — [0, as]
es la aplicacién lineal h(t) = &2t. De esta forma definimos un homeo-
morfismo ¢ : OR; — OR2 que 1dent1ﬁque lados y vértices del pohgono Ry
con lados y vértices respectivamente del poligono Rz. El homeomorfismo
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- férmula

¢ : OR; — OR, determina un isomorfismo « : I't = IT's que satisface la

w(r2) = aly)u(z)

para cada z € OR;. Seanp; € Ry y pe € Ry puntos interiores, identificando
estos puntos interiores con los vértices de los poligonos respectivos obtene-
mos 4g tridngulos en cada poligono. Sea T un tridngulo del poligono Ry y
sea T5 un tridngulo del poligono R, tal que ¢(T3 NIORy) C T NOR,. Para
1 =1, 2, sean [; los segmentos geodésicos I; = T;NIR;. Utilizando el homeo-

morfismo ¢ definiremos un homeomorfismo ¢, 2 entre los tridngulos 77 y T3 .

el cual es casi-conforme en los interiores de los tridngulos.. Para cada s € [y,

~ sean 7 el segmento geodésico de p1 a s, t4(s) €l segmento geodésico de po
ap(s)y ¢s:rs — t4(s) una aplicacién entre segmentos geodésicos definida,

de la misma forma que ¢g. Esto define un homeomorfismo ¢; 2 : T3 — 1%

‘como querfamos, por construccién. este homeomorfismo es C* en los in-

teriores de los tridngulos, por lo tanto es casi-conforme. De esta manera
podemos definir un homeomorfismo casi-conforme wqg : Ry — Ry. Sea
w: S — 5 un homeomorfismo casi-conforme tal que el siguiente diagrama
es un diagrama conmutativo: '

Rl __w0_> R2‘

[+ -l

s s,

. donde m; : H™ — H* /T; denota la proyeccién, para i = 1,2.

Esta prueba esta basada en Ref. [10] pdg. 33-3¢ O
En el caso en que las superficies S, S’ no sean compactas tenemos:
Proposicién 1.10. Sean S, S5’ superficies de Riemann hiperbdlicas no-

compactas de drea finita y del mismo tipo topologzco, entonces e:mste una
aplicacién casi-conforme w: S — S'.

Prueba. La prueba es muy similar a la prueba de la Proposicién 1.9, solo
hay que definir ¢ entre poligonos de Dirichlet de tal forma que se cumpla

la férmula ; L
w(vz) = a(y)w(z)

para cada z € OR;, para algin isomorfismo o : I'y — I'y asociado a.¢ O
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Si w : CP* — CP? es una aplicacién casi-conforme compatible con un

- grupo Kleiniano. G € PSL(2,C), el grupo Kleiniano Gy = w o G o w™!
se llama deformacion casi-conforme de G. Una deformacién casi-conforme,

de un grupo Fuchsiano G se llama grupo casi-Fuchsiano.

1.4.3 Homleomorﬁsmo Frontera.

;..Dadas'dos superficies de Riemann 5,5’ de género g y del mismo tipo
~topolégico que admiten una métrica hiperbdlica de area finita, por las

Proposiciones 1.9 y 1.10 existe una aplicacién casi-conforme w : S — S’.
Sean I';,I'y C PSL(2,R) grupos Fuchsianos tales que S =D,/T; y §' =
D/ Ts y a:I'1 — I's un isomorfismo de grupos. Sean R; un regién de

Dirichlet para I't v {71,...,vx} C I'1 un conjunto de generadores para I'; -

que identifiquen caras del poligono fundamental R;. Sean {8i,...,8:} C
I'; el conjunto de generadores donde 8; = a(y;) para: € {1,...,

ca51~conforme w: S — S’ se puede levantar a una aplicacién ca51—conforme
-+ Ry — Ry. Luego mediante la ecuacién

w(vz) = a(y)w(2)
la extendemos a H"’ Mediante reflexiones extendemos W a una aplicacién
CP! — CP!. '

Sea h: RPl — RP? la restriccién de w a RP!. entonces h es un homeo— o
)

morfismo llamado homeomorﬁsmo frontera.

El homeomorfismo frontera A : RP? — RP! no depende de la extencién
w : Ry — Ry dada de ¢ : 8R1 — BRQZ

Proposicién 1.11. EI homeomorfismo frontera h : RP! — RP! sélo
depende de 1somorfismo o : 'y — I's.

Prueba. Sea z € CP! y w : CP! — CP! una aplicacién casi-conforme
compatible con I'; y que satisfaga la ecuacién (1.5). Sea & € RP! y sea
{Vn}nen una sucesién de elementos de I'y tal que v,(z) — &, entonces
(Yn(2') — & para cualquier 2z’ € CP'), a(vy,)(wz) — 1 ho depende del
valor w(z) € CP!, por lo tanto h(¢§) =n. O |

Cuando las superficies de Riemann .S y S’ son compactas tenémo_s:
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k’} Sea Rz .

.una regién de Dirichlet para este conjunto de generadores. La aplicacién



"~ Teorema 1.12. EI homeomorﬁsmo fmntem h es una transformacion de

Moebius s1 este es absolutamente continuo.

| Prueba. Una prueba dada por Bowen se encuentra en 11]. O

1.5 REPRESENTACIONES Y HACES PLANOS.

1.5.1 Suspensién de una representacién.

Sean F y B variedades diferenciables de dimensién ¢ y p respectivamente

y sea B — B el espacio cubriente universal de B. Supongamos dada
una representacién P 71(B) = Dif f(F) y que cada elemento v € T :=
71(B) actiia sobre B X F as (7, p(7)), esta accién es libre y proplamente,
discontinua. El cociente M = B ><7T1 B F donde

§ X (8) F = B X F/P,

es una variedad de dimensién p+qy M es un haz ﬁbrado sobre S con ﬁbra
F. Mas atin, la foliacién horizontal B x {punto} sobre B x F' desciende

‘a una fohacmn horizontal F de codimensién g sobre M y para cada hoja

L € F, la proyeccién de haces 7 : M — B cuando la restringimos a L es

- un espacio cubriente de B.

La construccién anterior se llama suspensién de la representacion p y los

haces fibrados construidos por suspensién se llaman haces con grupo de

estructura discreto.

1.5.2 Haces planos.

Haces con grupos discretos de estructura estdn intimamente relacionados
con la nocién de conexién plana. Supongamos ™ : M — B es un haz
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fibrado diferenciable con fibra F. Por una conerién generalizada sobre
M entendemos un campo C™ de planos tangentes 7 sobre M tal que
Te + Ty — Tn(z)B es un isomorfismo para toda z € M ’.[.‘al conexién
generalizada se dice que es plana si T es integrable, es decir, si 7 es el haz
tangente 7(F) a una foliacién F que es transversal a las fibra de M (y de’

dimensién= dimB).

Haces con conexiones planas se llaman haces planos. Obviamente el haz
M — B construido mediante la suspensién es un haz plano.

1.6 ECUACIONES DE RiccaTI.

“1.6.1 Ecuaciones diferenciales lineales ordinarias.
"La éc}uacién diferencial lineal ordinaria clési%:a es .
(‘1.1) S M A(zyw,  z€C, welCr
' dz

" donde A(z) es una matriz de funciones racionales (Ref. [5]). Una propiedad

fundamental de esta ecuacién es que podemos encontrar localmente en z
una base de soluciones linealmente independientes de (1.1) la cual acepta
continuacién analitica al espacio cubriente universal de S := C — Polos(A)

como funcién vectorial holomorfa w satisfaciendo la relacién de monodromia:

w(Ty(2) = Bm)(w(=), 7€ m(S, =)

donde T, es la transformacién de cubierta correspondiente a cada lazo
cerrado v y ‘ '

(1.2) p: 71(S,20) = GL(n,C)

es la representacién de monodromia de la ecuacién. El automorfismo lineal
5(7) : C* — C" contiene la informacién de como las condiciones iniciales
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se transforman en condiciones finales resolv1endo (1.1) a lo largo del lazo
cerrado v basado en zg.

Otra construccién clésica de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias es
la suspensién. Suponemos dada una superficie de Riemann hiperbélica S
(de drea finito) y una representacién (1.2) construimos de esté dato un haz
vectorial E5 sobre S y una ecuacién de tipo (1.1). Sea 7 : Ht — § el
cubriente unlvelsal de S, las transformaciones de cubierta dal’l lugar a la
representacién candnica ’

(1.3) pean : m1(S, 20) = SL(2,R) C PSL(2,C)

del grupo fundamental de S. Consideremos el haz trivial £ = H* x C»
sobre el semiplano superior HY y la accién de 7y (S o) sobre E,

(Z7w) (pcan(7>z IO('Y) )7 S 771(5’ ZO)'

El cociente de E por.esta accién da lugar a un haz vectorlal b5 sobre S.
- Sobre E' podemos. considerar la ecuacién dada por A = 0 (ie. 22 = - 0).

Sus soluciones son las funciones constantes. Como en esta ecuacién A es

invariante bajo la accién en (1.3) esta desciende a una ecuacién diferencial
lineal ordinaria sobre E3 la cual es holomorfa sobre S. La construccién
da- directamente que la transformacmn de monodromia de esta ecuacién
es la representacién dada 7. Las graficas de las soluciones locales de (1.1)
forman una foliacién holomorfa .7—"~ en Fy.

1.6.2 Las ecuaciones de Riccati.

Pueden obtenerse por definicién ecuaciones de Riccati de ecuaciones dife-
renciales lineales ordinarias como (1.1) o (1.2) proyectivizando las variables
lineales del haz vectorial E75 sobre la superficie de Riemann S. Denotando
Gy o= -Zj—i con j = 2,3,...,n, la ecuacién de Riccati asociada a (1.1) en
coordenadas afines toma la forma de polinomio cuadratlco en (2,(s, -, (n

coeficientes racionales en z:

dz

ddsz a2y G22—011 Q23 G2 ~ C2
— + a3z ass—ais —(0112€2+"’+041ngn)
dn an1 “ Gpp—a11 ln "\
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donde A = ‘(dij (2)) es la matriz de funciones racionales.en (1.1). De

manera similar dando una representacion
p-: m1(S, 20) = PGL(n,C),

su suspensién nos da una variedad M, = Proy(E3) la cual'es un haz sobre
S con fibra CP™ ! con'una conexién plana. El conjunto de secciones planas

f iacié | ivizacié foliacién
- forman una foliacién F, de M, la cual es la proyectivizacién de la foliac

F5 en Ej. Las foliaciones asi construidas, serdn llamadas- folzqczo‘nes de

Riccatr.

1.7 EL FLUJO GEODESICO EN LAS ECUACIONES DE RICCATI.

En esta seccién introducimos el lujo geodésico foliado; seguimos el trabajo

[3].

'1.7.1 Introduccién.

Sean. p y p represe'ﬁtdéiones del grupo fundamental de la superficie de
Riemann hiperbélica S de &rea finita tales que el siguiente diagrama

71(S, 20) ——> GL(n,C)

PGL(n,C)

conmuta.

Me&iante la aplicacién cubriente 7 : HT — S introducimos a‘la su,perﬁ-
cie de Riemann hiperbédlica S de 4rea finita la métrica de iPom.care‘ £,y
al haz tangente unitario T1S a la superficie S la medida de Liouville A

normalizadas para tener drea y volumen 1 respectivamente. Introducimos
sobre las hojas £ de la foliacién F, la métrica de Poincaré de 5 media te

la, aplicacién cubriente p : £L — S.
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Denotamos por ¢ : T1S — S al haz tangente unitario a la superficie S.
Sean T* F5 y T F, las variedades formadas por aquellos vectores tangentes
a Bsy M, los cuales son tangentes a F5 y F, y tienen longitud unitaria con
respecto a las métricas de Poincaré de las foliaciones. El espacio tangente
unitario T1F~ a la foliacién F5 en E5 se identifica de manera canénica con

q*E5. Con esta identificacién deﬁmmos un haz vectorial T'F5 — TS que
denotamos por E, este es isomorfo al haz vectorial ¢*Ey — TlS. De la
misma forma el haz tangente unitario § : T'F, — E, a la foliacién F,
en B, define un haz proyectivo p : T*F, — TS el cual es isomorfo de

manera candnica con la proyectivizacién Proy(E) — TS del haz vectorial

E sobre T'S. Las derivadas de las proyecciones Ez, M, — S inducen los
diagramas conmutatlvos

T F5 —> E5 T'F, <> M,
S R A
1§ —4> 3, . mpg—tes
- Consideremos una métrlca Hermitiana, confinua, | e definida sobre la

fibra. Ep ¢ para cada z € 9, inducimos la metrlca Hermitiana de Fubini-

Study <, >z, sobre la fibra M, .= Proy(Ep ») para cada z € S. Los haces

q" By = T1.7-"~ YOE, =Tt .75 sobre TS se equipan de una manera natural

“con las metrlcas .Hermltlana o de Fubini-Study, respectivamente. Damos

al haz tangente unitario g : TS — S la métrica producto, de la métrica
hiperbdlica en la base por la métrica de d4ngulo en las fibras. A la variedad

M, le asignamos la métrica producto, de la métrica hiperbélica en la base
~ por la métrica de Fubini-Study en las fibras. Para cada z € 5, equipamos

a la fibra (p o )" {z} C T'F, con la métrica producto de la métrica de
angulo por la métrica de Fublm—Study

1.7.2 El flujo geodésico foliado.

Introducimos sobre el haz tangente unitario q:T*S — S el flujo geodésico
¢ : T'S x R — TS, con el cual cada vector v € T1S determina una

geodésica

o = {B(v,2) : ¢ € RY.
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: Infroducimos sobre E y sobre Proy( ) los flujos geodeszcos folzados ] v

@, obteniendo el flujo a lo largo de las geodésicas
{@(zo,t) :t € R} y o {®(wp,t) :t € R}

determinadas por 20 € E, v wg € Proy(E)y, en las hojas L, y Ly, de las
foliaciones F5 y F, respectivamente, dando lugar a los siguientes diagramas
conmutativos

ST FyxR —— T'F;  &:T'F, xR —— T'F,
¢: TS xR —— TS = ¢:T*'SxR —— T'S
1.7.3 Medidas SRB para las Ecuaciones de Riccati.

Sea X un campo vectorial cbrripleto en la variedad M, y denotamos por ¢;
a su-flujo. Una medida de probabilidad p sobre M. es invariante por X si

- para cada t € R se tiene que ¢ (1) = p. La cuenca B(u) de una medida

de probabilidad X —invariante, y, es el conjunto de puntos z € M tal que
el promedio de tiempo positivo a lo largo de su érbita de cada funcién

" continua h : M — R con soporte compacto coincide con la integral de la

funcién por p. En férmula

1 T
lim / h(s(z))dt = /M hdy.

Una medida de probabilidad X —invariante en M es una medida SRB si
su cuenca tiene medida de Lebesgue distinta de cero en M.

Los Teoremas 1.13 y 1.14 nos dan ejemplos de medidas SRB con cuencas
de atraccién que tienen medida de Lebesgue total.

A continuacién construiremos medidas SRB para el flujo geodesmo fohado

" cuya cuenca de atraccién tiene medida de Lebesgue total:

La funcién . _
) t— |<I>(zo,t)]¢('v,t)
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describe el tlpo de crecimiento de la solucién de (1) sobre la geodésica vy
con condicién inicial wo € E, y la funcién -

-
' o

|2(22,8)l6(0,9)
describe el crecimiento relativo de la solucién de (1) sobre , con condicién

inicial z; € E, con respécto a Ia solumon de (1) sobre v, con condicién
inicial 2o € E). :

Suponemos -que el haz vectorial E := T1F5 — T'S admite una descom-
posicién medible E, = F,, & G,, definida para v en un subconjunto ‘A de

T1S, v que se verifican las siguientes hipétesis:

(1) A tiene medida de Lebesgue total en T*S;

(2) A es invariante por el flujo geodésico ¢;

(3) la descomposicién es invariante por el ﬂuJo geodésico ®: para cada
teRycadav € A

Fytoz) = B(Fy,t) y G o) = B(Go, 1);

(4) dim(F,)=1,; ' ‘

(5) para cada v € A, para cada comunto compacto K C TlS y
para cada sucesién {t,},en de tiempos tales que qb(v tn) € Ky
lim,, o t, = 400, tenemos: ‘

|$(21, tn)l;zb(v,tn)

Clim =%
n—00 I@(Zzptn),¢(v’tn)

para todo vector distinto de cero z1 € F,, y 22 € G,,.

Denotamos por ot := A C T*S — T'F, a la seccién medible definida -

por tomar a oT(v) como el punto de Proy(E ) que corresponde a la linea
F,. Una seccién que satisface las hipdtesis anteriores se llama seccidn de

mayor erpansion.

De manera similar, definimos una seccion o~ de mayor contraccion re-
quiriendo N o : - :
d z1 3
lim 'N( ) n>|¢(’0:tn) :O,
oo |®.(zz7tn)l¢(vytn)
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- para todo vector distinto de cero z; € Fy, y 22 € Gy,

El inciso 3 del Teorema 3.4 nos da un ejemplo haces F = Tlfg — TS el
‘cual admite una descomposicién medible la cual es C°, paro no es C?, por
lo tanto esta descomposicién medible no es C*°. Este hecho se deriva de

que la funcién .
gooT|ms : T8 — RP} C CP}

no es absolutamente continua.

Suponlendo que existen secciones de mayor expansion y de mayor con-
traccion o : A C TS — TF,, sean p* las medidas sobre Tlf induci-
das por o* de la medida de Liouville A sobre T'S, en férmula p* = oA
v sea ,u la medida sobre M, 1nduc1da por q : Tlf — M,, en férmula
p = GupuT. En [3] se prueba que ut es una medida ergédica invariante por
el flujo g‘eodésico foliado ® sobre T'F, la cual es una medida SRB para,
el flujo geodésico foliado @ de las ecuaciones de Riccati, cuya cuenca tiene
medida de Lebesgue total en 7' F, (de manera similar x™).

f:B—>B, A:B - GL(n,C)

' aplicaciones medibles. Para cadan € Ny para cada z € B denotamos

AP(@) = AT @) Alf@)AR) y AT) = (AN (@)]
Decimos que la familia {A™} forma un cociclo multiﬁlicativo sobre f.

Un punto x E B tiene exponentes de Liapunov para el cociclo multiplicativo
{A"} sobre f siexiste 0 <k <nyparatodoi€{l,---,k}hay \;, eRy
un espacio F; de R™ tal que

(1) R* =& F; |

(2) Para cada ¢ y cada vector no-cero v € F; uno tiene

— n — .
nli)r%onlogdA (v)]) = £ )

Teorema ergédico multiplicativo de Oseledec ([9], pag. 665): Sea
f : B — B una transformacién medible invertible, 1 una medida de

_probabilidad f—invariante y A un cociclo multiplicativo medible sobre f.
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Supongaimos que las funciones log™||A|| y log™||A™Y] pertenecen a LY (w).
El conjunto de punto para los cuales los exponentes de Liapunov de A

_estdn bién definidos y tiene p—medida 1. Si p es ergddica los exponentes

de Liapunov son independientes del punto en un-conjunto de p—medida
total. :

Los exponentes de Liapunov y los eyspacios de Liapunov dados en el Teo-
+tn de

rema de Oseledec dependen de manera medible de x € B en un conjunto de

p—medida total (ver [9] pdginas 665). Cuando la medida i en el Teorema
de Oseledec es ergédica, podemos hablar de los ezponentes de Liapunov de
la medida . ' -

Para cada v € TlS y t € R, el flujo o, := <I>( ) induce un isomorfismo

meal _
A(’U, t) = @(’U,t)IEEU : Eg’v ——) Eﬁ,¢(v,t)

entre las C*~! fibras. Bajo una trivializacién medible de los haces, es-
cogiendo de manera-medible bases ortonormales de las fibras, el flujo
geodésico foliado puede verse como un cociclo multlphcatlvo sobre los ﬂUJOS

geode51cos en T1S:

—_~

A:T'SXR = GL(n,C),  A(v,tytts) = A(g(v,t1), t2)A(v,11), tr,t2 €R

"En [3] se usa el Teorema Ergédico_ de Oseledec (ver [9], pdg. 665) para

flujos cuando la'variedad base es no-compacta. Sea ¢ un flujo completo

- sobre la variedad B, 7 : E — B un haz vectorial sobre B y ® el flujo sobre

E que induce un cociclo multiplicativo sobre 0.

Decimos que los ezponentes de Liapunov de ® estdn bién definidos en
un punto v € B si hay una métrica Hermitiana o Euclidiana continua

_ sobre el haz vectorial F, una secesién A1 - - - A\x y una divisién ®—invariante
- E(v) = F1(v)®- - -®Fy(v) tal que, para cada vector no-cero w € F;(v), cada

conjunto compacto K C B y cada sucesién de {tn}tnez con lim, 100 =

400y é(v,t,) € K tenemos

lim i—log(|¢'(w tn)]) = £

n—+oo ¢ n

Con la notacién anterior los exponentes de Liapunov de v € B para el flujo
® estdn bién definidos si y sélo si estos estdn bién definidos para el ciciclo
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multiplicativo {A?} s.obre'gol definido por los difeomorfismos &;. Més aun,

los exponentes de Liapunov y los espacios de Liapunov son iguales para .

los flujos y los difeomorfismos (ver Lema 4.3 pag. 11 de [3]).

La existencia y los valores de los exponentes de Liapuriov no dependen de

la métrica Hermitiana continua sobre el haz vectorial F.

~Sea p una probabilidad p—invariante sobre B. Decimos que el flujo B es
-pu—integrable si-hay una norma continua |- | sobre el haz vectorial E tal

:que las funciones log™ || 41| v log™||A_1|| pertenecen a £1(x), donde || - ||
es el operador norma sobre los espacios vectoriales normados.

Usando el Teorema Ergédico de Oseledec, en [3] se prueba que si S es
una superficie de Riemann hiperbélica finita'y p : m1(S, 2z0) — GL(n,C) es

- una representacién tal que el cociclo multiplicativo medible sobre el flujo

geodésico en TS satisface la condicién de integrabilidad

/ ZOQ+HAV:{:1‘:HCZA. < 0,
T3 E

que establece que la cantidad de expansmn de Ail es Liouville mtegrable |

#donde || - || es el operador norma y A, := A(-,t), entonces las siguientes

~ equivalencias se cumplen: existe una seccién de mayor expansién ot : A C
TS — T1F, (donde A tiene medida le Liouville total) si‘y sélo si el mayor -

exponente de Liapunov es positivo y simple si y sélo si el menor exponente
de Liapunov es negativo y simple si y sélo existe una seccién de mayor
contraccién o~ : A C TS — T*F, (donde A tiene medida le Liouville

total).

Si la superficie S es compacta (g > 2) y la imagen de la representacién
p: 71(S,z0) = PSL(n,C) no deja una medida de probabilidad, entonces
el cociclo multiplicativo definido por el flujo geodésico foliado posee expo-
nentes de Liapunov no-nulos para la medida de Liouville. Cuando n = 2
esta condicién se satisface para un conjunto abierto denso en el espacio de

‘representaciones, esto implica que para un conjunto denso en el espacio
- de representaciones p : m1(S, 29) — PSL(n,C) existen secciones de mayor
. expansién y de mayor contraccién.

En [3] se desarrollan dos tipos de ejemplos: Las rei)resentaciones de mo-
nodromia ping-pong o Schottky en SL(2,C) y la representacién canénica
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obtenida de la representacién
Pean : T1(S, z0) — S'L(Q,R) C SL(2,C)

sobre el cubriente universal de la superficie.

Teorema 1.13. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica no-compacta
y p: m1(S,20) = GL(2,C) una representacion inyectiva sobre un grupo

Schottky, entonces hay secciones sT y s~ de mayor expansién y contraccién
definidas y continuas sobre un subconjunto de TS de medida de Liouville
total y con valores en TYF,.

Prueba. Presentamos la prueba en la seccidén 3 del capitulo 5. O

En el caso de la representacién candnica pcqy tenemos:

‘Teofema 1.14. Para cada superficie de Riemann hiperbélica finita S el

flujo geodésico foliado asociado a la representacion candnica admite sec-
ciones o™ y o~ de mayor expansidn y contraccion respectivamente definidas

.y C® sobre todo T*S. Mds atn, para casi.todo punto de Proy(E) con res-
~ pecto a la medida de Lebesgue, el flujo geodésico que empieza en este punto

tiene a p* como su estadistica positiva y p~ como su estadistica negativa

(esto es, uT es la inica medida SRB y su cuenca de atraccidn tiene medida |

de Lebesgue total; y de manera similar p~ para su estadistica negativa,).
Si S es ademds compacta entonces o (T1S) es un atractor hiperbdlico y
~(T'S) es un repulsor hiperbdlico con cuencas de atraccion T'F,,,  —

pcan

oF(T1S).

Prueba. Teorema 6 de [3]. O
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2. Medidas de Patterson—Sulllvan en las Ecua—
ciones de Riccati. , o

En este capitulo desintegramos la medida g,ut en una medida £ en la
superficie base S y para cada z € S una medida y, en la fibra CP!
del haz M, en el caso en el que la representacion de Monodromia es la
que proviene del cubriente universal de la superficie en la base (esto es,

P = Pean), compararemos la familia de medidas {p; : © € S} obtenidas

al hacer la desintegracién, con las medidas de. Patterson-Sullivan. Todo

el andlisis de este capitulo, salvo la seccidn 2.1, es solo para el caso de la

representacién candnica.
|

2.1 Si1sTEMAS DE COORDENADAS.

Sea.i'S’ una superﬁéie' de Riemann hiperbéliéa de &rea finita y p:my (S)

PSL( , C) una representacién. Trabajaremos con las proyecciones candnicas.
p: Tl}" — TS, p: M, — S, q: Tl}' — M,, ¢: TS — S, quehacen.

que el siguiente dlagrama

(2.1) 75, s M,

S

TS —g 5

conmute, donde o* : T1S — T1.7-"p son las secciones de mayor expansion
y de mayor contraccién definidas en el capitulo 1, también pueden encon-
trarse en (Ref. [3]).

Introduciremos cartas locales en el haz tangente unitario T*S — S , en el
haz M, — S y en el haz tangente unitario a la foliacién F,. Estaremos
trabajando en estas cartas locales en este capitulo y los siguientes.

Sea pc;n : m1(S,20) — PSL(2,R) la representacién candnica y sea I' el
grupo Fuchsiano I' := pean(m1(S, 20)) C PSL(2,R), por lo tanto I' actda
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en CP!. Sean'n® : g% — §] . o
- : 0s cubrientes de S cuyos
maciones de cubierta ambos son I y * grupos de tra,nsfor..

. Tkabajjaremos con el cubriente 77 : HT — § dado arriba aunque podem
trabaJaJ.r,de manera analoga con el cubriente 7~ : H™ — S. Sea Ry Ha‘s
una regién fundamental para la accién de I en HY. . -
Mediante inversas locales de las proyecciénes de espacios cubrientes
'H:H"‘XCPl——)MpV y mr T - T8

obtenemos las cartas ’

{¢y:W =R, xCP'|yeT}
donde | ‘

W = p~(7(Ro),

{hy:U— R, xS'|yel}

U=q'n(Ro)) 'y R,=n(Ro).

Sea. T ecl1 conjunto T' = T'H* x CP!. Consideremos el cociente de T' por la
]a;(;cmn' el grupo fundamental asociada a.p (v, z) ~ (Pean V]« (v), p[Y](2))
Ll coclente de T por esta accién es un fha_zv_ proyectivb-Tp — ,TlS cdn.

fibra CP* con la cual es isomorfo de manera canénica al haz Proy(E,) —
/ 0 :

TIS, sean ¢ : T, = Proy(E,) el isomorfismo canénico yr,:T —T,1

-,p‘royt?cclén cociente. Denotamos'por.ﬁp- : T — Proy(E,) ap la aplica,cfiéz
deﬁ‘.nllda por P, := ¢ o 7m,, entonces ﬁp T — Proy(fg ) es un io
cubriente. Las inversas locales de esta, proyeccidén . nos din la,s. etonton.
cartas coordenadas asociadas a la regién fundamental RbL 0 SgEes

{®,:Z TR, xCP' CT|y€eT}

?

donde
7 = (p o ®_1(7T+(Ro)).

En los sistemas de coordenada ; :
s definid
siguiente manera: ’ nidos, el diagrama (2.1) se ve de la

(2.2) - T'R, xCP* s R, xCP!
a.':i: Tlﬂ'g . J/ng
1
TRy —— Ry,

., 3
donde las 7;’s son las proyecciones canénicas.
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2.2 LA MEDIDA DE ANGULO SOBRE T3 S.

Para cada z € D, sea o T%]D — S la funcién que asigna a vector
unitario v el punto extremo positivo de la geodésica que pasa por v. Sea
do la métrica definida sobre St = 9D por la formula

- do(é,m) = |arccos{ |

v para z € D tomamos una transformacién de Moebius V € M(D) con

V(z) = 0 y definimos la métrica d; sobre St por
ds(€,m) = do(V(£), V (m))-

Para cada z € D, sea.gx la. métrica de dngulo Euclidiano sobre la fibra
T2D del haz tangente unitario 7'D — D, esto es,

O'x*gx(v,w) = dx(ax(v),ax(w)),

4 esta métrica es invariante bajo PSL(2,R), es decir, para caday € PSL(2,R)
- L ge tiéne Y4gy = gyz- Las medidas de area hiperbdlica H en D y de dngulo
.0y en TAD asociada a gz ¥ normalizada para dar una medida de proba-
.bilidad son invariantes por el grupo de transformaciones de Moebius que

preservan orientacién M (D), por lo tanto el elemento de volumen sobre

T1D dado por el diferencial
dV = dHdb,

también es invariante por PSL(2,R). Dado un grupo Fuchsiano I' C M (D)
tal que DT sea una superficie S, mediante las proyecciones w : D — §
y 7y : T'D — T1S podemos inducir las medidas: ¢ sobre S de la medida

de srea hiperbélica H sobre D y llamaremos a esta medida medida de drea

hiperbélica sobre S, de dngulo A, sobre T1S de la medida 6, sobre T, Dy

llamaremos a esta medida medida de dngulo sobre TS, y A sobre TS de

la medida de volumen V asociada al elemento de volumen dV sobre T1D
y llamaremos a esta medida medida de Liouville sobre TS,

Para cada z € S denotamos por u: a las medidas de.probabilidad en T F,

definidas por
' :U’f = O-f)‘ﬂh
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respectivamente y u, denotard a la medida de probabilidad en M, definida

por
pz = (o o))z

En la siguiente seccién probaremos utilizando el Teorema de Fubini que la

medida j, corresponde a la desintegracién de la medida g,u™ en la fibra

M, .. En las secciénes 2.4 y 2.5 identificaremos esta familia de medidas
-y veremos que corresponden a las medidas de Patterson-Sullivan, esto no
. permitird aproximar estas medidas mediante medidas soportadas en los

puntos de interseccién de una hoja isomorfa al plano de Poincaré y una
fibra; como lo veremos en el capltulo 4 y después lo generalizaremos en
el capitulo 5 a representaciones casi-candnicas y representacmnes en un
grupo Schottky cuando la base S sea no-compacta.

2.3 DESINTEGRACION DE g, u™.

‘ Desmtegraremos las med1das uE sobre Proy(E) utilizando el Teorema de

Fubini.

Proposicion 2.1. Sea S una superficie de Riemann de tipo ﬁm'to y sea

p: m1(S,z0) —> PSL(2,R) la representacion candnica p = pean. Entonces

- las medidas p* en Proy(E) se desintegran.

(1) gops(pF) =¢&, que.es la medida de drea hiperbdlica sobre S.

(2) La desintegracion de u* sobre z € S es la medida uE con soporte.

en (p)"H(TLS) respectivamente o*(TpS) C (B) " H{TLS} respecti-
vamente.

Prueba. Queremos probar para toda funcién continua con soporte com-
pacto f : Proy(E) — R, que la asignacién z — [.g, cp fdur es inte-
grable con respecto a £ y que se verifica la ecuacién '

/Tl]—'p fau : /s </:r;5xcpl fd%t) “

donde d¢ reﬁresenta al elemento de area hiperbdlica en S.
Sea H C T 1]—}; el soporte de f, entonces existe un conjunto compacto
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'K C Stal que H C (gop)~'K, identificamos (go5) 1K con K x F donde

F =8 x CP', por lo tanto tenemos que probar la siguiente igualdad

[orot= (] )

/ fd,ui:/ FfooTdi
KxF K xSt '

/ fduE = / footd),
J{z}xF {z}xst -

~Pero

- Por lo tanto, sélo necesitamos verificar que la asignacién

T ‘ footd
{as}xS1

sea integrable con respecto a df y

/‘ foaidAz/ (/ ‘foo-id/\'x>d§,
K xSt K \J{z}xs* -

pero eéto es cbnsecuencia inmediata del Teorema de Fubini (Ref. 7). O

Recordemos que para cada z € S, la medida p, sobre M es la medlda

Pr0p081c1on’2.2. Sea S una superficie de Riemann de tipo finito y sea
Pean : T1(S,20) — PSL(2,R) la representacion candnica p = pean- En-
tonces la medida p = @ pu* en M, se desintegra.
(1) pu(p) = d€, donde d€ es la medida de drea sobre S.
(2) La desintegracién de p sobre x € S es la medida i, con soporte en
goot(TLS).

Prueba. Sea f : M, — R, una funcién continua de soporte compacto.
Queremos probar que la asignacién z — | . fdug es integrable con res-
P,

pecto a d¢ y se verifique la ecuacién *

/ pa= [ ( / fdux> &,

ki uT
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donde d¢ es el elemento de _éréa‘hiperbélica en S.
Existe un compacto K C S tal que sop(f) C K x CP! G M,, por lo tanto
necesitamos verificar que se cumple la ecuacién

[ ()

- Sea C el compacto o7 ((q op)"(K)). Entonces

/ | fdu=,/ a-ofdu+,=/-_ ot ogo fdi
KxCP? C . T8

y por el Teorema de Fubini (Ref. [7]) tenemos la asignacién z — [,,  fdu,
. P,z
. es integrable con respecto a d¢ y se verifica la ecuacién

/ U+O§’o.fd,\:_-—/ (/ 0'+o§'ofd/\x> d¢.
K xSt ‘ JEN\ITZS .

Y tenemos

[ fdwe= [ qejaut=[ a*ogosar.
M, . @1 (M,) Tis o

[ saum [ ([ )

Esto implica lo que querl'amos demostrar. :
Con esto probamos que la medida dy en M, se desintegra y que p.dy = d§,
también hemos probado que la desintegracién de u sobre z € S es . O

“entonces

2.4 IDENTIFICACION DE LAS MEDIDAS {u, : z € S}.

Sea o : T'D — S = 8D la funcién que asigna a v € T'D en punto extremo
" positivo en D de la geodésica en D dirigida por v. Sea d, la métrica en
S = 9D definida por d; = 0.g,. La métrica d, proviene del tensor de
métrica Riemanniana G (£¢) = P(z,&)?I definida sobre St. '
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Para cada vector unitario u € T;]D), sea 7, la geodésica en (D) que paéa
por el punto p, con vector tangente u y que tiene su extremo positivo

5t (u) y negativo 5 (u) en i(8D) donde 7 : D — CP* es la inclusén. Esto

define dos secciénes C°, 6% : T1D — TD x CP! respectivamente (Ref.
[3]). Mediante una transformacién de Moebius  : D — H™ definimos dos

~secciones O * : T'HT — T*HT x CP? tal que el diagrama .

- .-A:i: b 4 T
- (2:3). TD — T'D x CP* —— D x CP* — CP!

l% : l(v*d) i(v,v) lv
~+

s

TiEY —% TIHY x CP! —— Ht x CP! — CP!

conmute, donde las m’s y las 7’s son proyecciones candnicas. Para cada
z € D definimos las medidas: [, sobre D x CP! por Liy := (w0 07).0,

'y my sobre St C CP! por mg := Tufly. Para cada y € H' definimos la

medida fi, sobre H x CP! por fiy := (7 07 0 %i)«0z.
Observemos que:
o= (mod% )0y v fy=(m00" 0ys)sbs.

Por el Lema 7.3 de [3] tenemos que 5% : TH' — T'H* x CP? descienden
a secciones oF : T'S — T1F, respectivamente para p = pcan ¥ en [3]

prueban que o es una-seccién de mayor expansién y o~ es una seccién

de mayor contraccidn.

Denotamos por S al conjunto {z} xS ¢ Dx CP!. Las medidas {i; : €
D} tienen soporte en S, Zig es la medida de dngulo y para cada v € M (D)
se tiene Y1 = y-1(z)- o

SizeD, yeMD)y¢c 8D definimos

/()] = T 22006, 7(0)
I’r-gc(&f)l—}z_}€ LEn i

Las medidas m., y m, sobre S se derivan de las métricas d4 y dj sobre S?

respectivamente, tomando una sucesién de intervalos abiertos {I, C St

n € N} con diam(I,) = 0 con respecto a la métrica do y que contengan a
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¢ vemos que las derivadas de Radon—Nikodyrﬁ de My, vy m, estdn dadas

- por la siguiente férmula:

AMyg
dmg

GEIAG]

para £ € St

Proposicién 2.3. Sean z,z’ € D, entonces

_P(e,¢)
= Fee)

dmxl
dmyg

Prueba. La prueba de este resultado se sigue del Lema 3.4. 2 , pag. 55 de
[15]. O

Los siguientes dos teoremas junto con el Teorema 1.7 nos permitiran rela-
cionar las medidas de Patterson-Sullivan con las medidas {pg : z € S}
Recordemos que un Grupo Fuch31ano del primer tipo I' C M (D) es un

- grupo Fuchsiano con A(T") = 8D, recordemos también que estos son gru-
- pos de tipo divergente y que el exponente de convergencia asociado a la

serie de Poincaré 6(I") es 1 (Ref. [15]). Ahora veremos que las medidas
de angulo m; definen una densidad conforme I'-invariante de dimensién 1
para un grupo Fuchsiano I' C M (D) del prlmer tipo.

Fl siguiente teorema es muy importante en este trabajo ya que lo utlllzamos
para introducir las medidas de Patterson- Sullivan en las foliaciones de Ri-
ccati. Veremos en este que la familia de medidas de dngulo es la tnica den-
sidad conforme I'—invariante de dimensién 1 para grupos uniformizantes
de superficies de Riemann de tipo finito.

Teorema 2.4. Sean S una superficie de Riemann hiperbélica de drea

finita y T' un grupo uniformizante de S, entonces la familia de medidas

{mz : z € D}

es la unica densidad conforme T'—invariante de dimensién 1.

Prueba. El grupo uniformizante de una superﬁc1e de Riemann de area

finita es un grupo discreto geométricamente finito, del Teorema 9.3.6 de

[15] tenemos que la dimensién de HausdorfF del conjunto limite es igual al
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exponente critico de la serie de Poincaré, esto es, 6(I') = 1. Esta familia

‘de medidas tiene soporte en el conjunto limite. Por la Proposicién 2.3

estas medidas son absolutamente continuas una de la otra y la derivada de
Radon-Nikodym esta dada por

mg .. P(z,£)
mm/( )= P(w’_, £)

y la I'—invarianza se cumple. Por lo tanto esta familia define una densidad
conforme I'—invariante de dimensién 1. Por la Proposicién 1.5 tenemos que
el conjunto limite cénico tiene medida de dngulo positiva v por el Teorema
1.7 tenemos que esta accién es ergddica sobre el conjunto limite cénico,
por lo tanto este conjunto tiene medida total con respecto a la medida de
dngulo. Luego por el Teorema 1.6 tenemos que la familia de medidas

{my : z € D}

< es la Unica densidad conforme I'—invariante de dimensién 1. U

' Mediante el 31gu1ente teorema 1dent1ﬁcamos completamente la familia de
medidas {u; : z € S } cuando p = pPcan-

Teorema 2.5. Sea S una superﬁcie de Riemann hiperbdlica de drea finita
y p: (m1(S, 20)) — PSL(2,R) la representacion candnica. Las medidas

{pz 1z € S}
son las medidas

{Pz :z € Ry}
en el sistema de coordenadas Rqo x CPL. |

Prueba. Inmediata de la definiciénes de o : T'S — Proy(E) y de las
medidas g,. O

£y

El haz M, sobre S tiene un sub-haz M R con fibra RP!. Paracadaz € S

denotamos por RP} c CP! 1a fibra del haz M, R sobre z € S.
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Corolario 2.6. Sea S una.superficie de Riemann hiperbdlica de drea finita
y p:(m1(S,20)) = PSL(2,R) la representacién candnica. Las medidas

{pe 1z € S}

restringidas a su soporte RP} son absolutamente continuas con respecto a
la medida de Lebesgue. '

En el capitulo 3 veremos que el Corolario 2.6 esta muy lejos de cumplirse
para deformaciones casi-conformes no triviales de la representacién canénica.

2.5 MEDIDAS DE PATTERSON-SULLIVAN
EN LAS ECUACIONES DE RICCATI.

~ En esta seccién daremos las relaciones entre las medidas {u; : z € S} v

las medidas de Patterson-Sullivan en el caso p = pcan-

‘Téorema 2.7. Sea S una superficie de Riémann hiperbélica de tipo finito
Y sea pean : T1(S, z0) = PSL(2,R) la representacién candnica. Entonces
la familia de medidas -

{ps 2 € S}
es la familia de medidas de Patterson-Sullivan.

Prueba. Sea 7 : D — S un cubri‘ente universal y I' C M (D) el grupo de
transformaciones de cubierta. Por lo tanto I' es un grupo Fuchsiano del

primer tipo. El exponente de convergencia asociado a la serie de Poincaré

de un grupo Fuchsiano del primer tipo es 1 (Ref. [15]). Por los Teoremas
2.4 v 2.5 la familia de medidas {m, : z € D} define una densidad con-

- forme I'—invariante de dimensién 1 y esta es tnica, donde I' es un grupo

Fuchsiano que uniformiza a la superficie S. Las medidas de Patterson-
Sullivan asociadas a I' definen una densidad conforme (Ref. [15]). Por el
Teorema 2.5 la familia de medidas {u; : € S} en el sistema de coorde-
nadas Ry x CP* se ve como {Ji; : © € Ro} ¥ {7«liz : T € Ro} coincide con
las medidas {v.mg : * € Ro}, por lo tanto las medidas {u; : € S} se
construyen de la misma manera que las medidas de Patterson-Sullivan. O
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3 Defdrmacién de la estructura .hOIOmOffa de la

superficie en la base s.

En este capitulo probamos que dada una representacién inyectiva p :
71(S, 20) = PSL(2,R) con S compacta y S ~rop H* /p(my (S, 2z0)) existe
una 'Emica estructura holomorfa A sobre la superficie en la base Stop tal que
la familia de medidas {u, » : € S} obtenidas al hacer la desintegracién de
[, SObre Mf(Sh) es una familia de medidas que es absolutamente continua,
con respecto a la medida de Lebesgue. '

3.1 LA REPRESENTACION CASI-CANONICA.

Sea w : CP* — CP' una aplicacién casi-conforme y sea p : 7, (S,20) =
PSL(2,C) una representacién del grupo fundamental de una superficie de.

‘Riemann- hiperbélica de 4rea finita S. Diremos que w es compatible con

p si;}b*(p‘(m(s, z0))) C PSL(2,C) (Ref. [14]) donde w.y : CP! — Cp?
esta*dada por w.y(2) = w oy o w™'(z) para cada v € PSL(2, C). Sea
wsp = m1(S,20) — PSL(2,C) la representacién que hace que el siguiente

- diagrama

1(8, z0) —> PSL(2,C)

~_ |-
PSL(2,C)

“conmute. Siw es compatible con p,, diremos que la representacién Py 1=

Wy Pean €5 UNA Tepresentacion casi-candnica.

Sea, T el conjunto T := TIH' x CP! y. sean w : CP! — CP1 una apli- .

cacién casi-conforme compatible con pean ¥ pw = WipPean. Considere-

" mos el cociente de T' por la accién del grupo fundamental asociada a Ow

(v,2) = (pean[7]+(v), pw[7](2)). El cociente de T por esta accién es un haz

proyectivo Ty — T*S con fibra CP! con la cual es isomorfo de maners,

canénica al haz Proy(E,) — TS, sean ¢ : T,, — Proy(E,) el isomor-

fismo canénico y m, : T — T, la proyeccién cociente. Denotamos por
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| P,:T— Proy(E,) a la aplicacién definida por P, :=dom,. El homeo- ,

morfismo ¥,, : T — T definido por (v,2) — (v, w(z))-e identifica clases

de equivalencia definidas por las acciones del grupo fundamental asocia-

das pean Vv puw respectivamente y desciende a los homeomorfismos H y
W absolutamente continuos, como lo indicamos en el siguiente diagrama
conmutativo: '

l

[

can -

Pcan
T "——>vPr0Y(Ecan) —> Mean

. |

w

T - Proy(E.) LN M,,.

!

Luego, mediante los isomorfismos canénicos entre los haces T'F,, — TS

y Proy(Ey,) — T'S obtenemos el diagrama diagrama conmutativo:

| Peon Jean
(30) T Tlfpcan s Mean
T Py Fu

Tlfpw — M,,,

donde W es un homeomorfismo que és absolutamente continuo.

Al homeomorfismo W : Mo, — M, le llamaremos homeomorfismo. cast-
conforme foliado asociado.a wy al homeomorfismo W : T*F,  — T F,
lo llamaremos el levantamiento del homeomorfismo casi-conforme foliado

W : Meon — M.

Lema 3.1. El homeomorfismo c_as%'i:onforme foliado W : M.pn — My,
asociado a w y su levantamiento W : Tlfpcan — Tlfpw identifican.
isométricamente hojas de las foliacidnes Fean y T Fean con hojas de las
foliaciénes F,, y T*F,, respectivamente.

Prueba. Se sigue inmediatamente de la definicién de ¥, W y W. O

Sean @con ¥ &, los flujos geodésicos en las hojas de las foliaciones T F,,
y T1F, respectivamente.
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De la d,eﬁnicién de W y W tenemos que el diagrama

31y . TF,, e Mean
. ) 'ﬁ
W 715 ——=§ w
Dw 4
_ Jw
TF,, B M,

conmuta.

Proposicién 3.2. EI levantdmie’nto W del homeomorfismo casi-conforme
foliado W' asociado a w conjuga los flujos geodésicos foliados en Tlfpcan
y T F,,, es decir, |

' By =W oBpy, o WL,

Prueba. Inmediata del Lema 3.1. O

Por la Proposicién 3.2 tenemos que‘el diagrama

Sl Pean , 1 :
_T ‘Fp,can xR T chan

' .WxIdl ' ‘ JW
T'F, xR —22, TIF,
' Pw Pw
conmuta. Como consecuencia inmediata de esto, tenemos que para la

representacion casi-canénica p,, existen secciones de mayor expansién y de
mayor contraccién continuas o : 715 — T1F, .

- Utilizaremos el siguiente lema para demostrar que [, = W*ﬁgan donde W

es el homeomorfismo casi-conforme foliado asociado a w.

Lema 3.3. El levantamiento W del homeombrﬁsmo casi-conforme foliado

W envia o2, = es decir, 0T =W o oL _ s

can a a’w) can*

Prueba. El homeomorfismo W envia puntos limite en puntos limite, por
lo tanto envia el atractor para el flujo ®qn en el atractor para el flujo
®,. O o
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Por el lema 3.3 tenemos que el diagrama

T'F, - T'F,

Pecan w

TS

conmuta.

" Dos medidas A, g sobre un espacio de medida F se dicen singulares y se
~ denota ALy si existen dos conjuntos medibles E;, Es dlsJuntos cuya unién- -
" es E tales que A\(Ey) = AMNE) y u(Es) = i(E). '

Usaremos las notaciénes tigqn ¥ 1y para las medidas (chan)*acim ¥ (Gw)« Mﬂf
sobre My (S) y M., (S) respectivamente. ‘

Teorema 3.4.. Sea S una superficie de Riemann hiperbélica de drea finita
y sea py : m1(S,20) = PSL(2,C) una representacidn casi-candnica. En-

- tonces:la medida u,, en M, (S) se desintegra de la siguiente manera:

(1) pulpiw) =&, la medida de drea hiperbdlica sobre S. :
(2) La desmtegmcwn de py sobre & € Sean es la medida Pz =
Wy fhean,z con soporte en el congunto limite w(RP,) C My ;.

(3) SiS es compacta, w es una aplicacion casi-conforme qué no es una’

transformacion de Moebius y py(m1(S, 20)) C PSL(2,R), entonces
- las medidas prean,z|RP1 Y flw,zlRP1- 50N singulares sobre RP. Por lo
tanto, las medidas [, ,3|Rp1 y lo medida de Lebesgue son singulares

sobre RP}.
Prueba. El diagrama (3.1) co’hmuta,; entonces W o Guw = Gean © W. Luego
(W © Qw)*:u;':m = (QCan o W)%/«L;'—am ,

de los Lemas 3.3 y 1.2 tenemos W*,Ltcan = Ly, asi (qw)*,uw = Willean.
Esto es,

Mw = Wilican-

Sea f : M, — R una funcién continua de soporte compacto, entonces
W=lof: M, — R es una funcién continua de soporte compacto y de la
Proposicién 2.2 tenemos ' '

/ Wt o fdpcan = / (/ Wto fdﬂw,x) dg,
My, S5 \V My o
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entonces

| / ‘ de*,ucan=/S (/Mw’mde*ucan,x> dg.:

can

Esto es i,z = Witican.z-

Para probar la singularidad de las medidas sélo es necesario probar que si w
1o es una transformacién de Moebius y h = wlgpr : RP* — RP! entonces
h.6L16. Por el Teorema 1.12 tenemos que A no es absolutamente continua,

. entonces existe un conjunto B C RP! con §(B) > 0y §(w(B)) = 0. Sea
2. I" el grupo uniformizante de .S, por las Corolario 2.6 tenemos que fican, o

es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Por la
Teorema 2.4 tenemos que existe una tnica densidad conforme I'—invariante

‘de dimensién 1 y por los Teoremas 2.5 y 2.7 tenemos que las medidas

{pz + x € S} en sistemas de coordenadas definen una densidad conforme
I'—invariante de dimensién 1. Por el Teorema 1.7 tenemos que la accién

~de I es ergddica con respecto a la medida peqn z, por lo tanto las medidas

{pg : z € S} corresponden a esta densidad. Sea A = U,cpy(B), entonces

“ A esun COIlJU.IltO I'—invariante y como fican,z(A) > 0 por ergodicidad
¥ tenemos que Léan x(A) = 1. La medida k.0 tiene soporte en el conjunto
 w(A), pero este conjunto tienen medida de Lebesgue 8(w(A)) = 0 ya que

Cw(A) = Uyerws (7)(w(B)) donde wi(y) C PSL(2,R) para cada v € T.
" Tomamos F1 = Ay Ey = RPl\A entonces tenemos que h.0L6. O

También ,ucan,g; Y U,z denotan las desintegraciones de fiy, ¥ fican respec-
tivamente en la fibra CP} para z € S, llamaremos a peanz ¥ Lwe 1as
medidas asociadas a pcan ¥ pw respectivamente.

3.2 DEFORMACION DE LA ESTRUCTURA HOLOMORFA DE S.

En esta seccién fijaremos una representacién p : m1(S) — SL(2,R) C
SL(2,C) y estudiaremos la desintegracién de las medidas g.u, al tener
diferentes estructuras holomorfas en la superficie topoldgica base Srqp,

veremos que existe una dnica estructura holomorfa en St,, tal que la me--

dida Po,z €S absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue

en M']R
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Enfatizamos que dada una representacién p : m1(S) — PSL(2,R) C
PSL(2,C) con S ~rop D/ p(m1(:S)) las medidas obtenidas al hacer la
desintegracién dependen de la estructura holomorfa de la superficie base
S7op. Cuando sea necesario denotaremos por M,(S) al haz sobre S cons-
truido mediante la suspensién de la representacién p, andlogamente para
las foliaciones y los sub-haces asociados.

Dada una superficie de Riemann .S denotamos por Stqp a la clase de equiv-
alencia topolégica de S.

Teorema 3.5. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica compacta y
sea p : m1(S) — PSL(2,R) C PSL(2,C) una representacidén con S ~pyp
H* /p(71(S)), entonces existe una unica estructura holomorfa en Srop
que hace de Stop una superficie de Riemann S, tal que q*uj en MR(S )
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

Prueba. Sean I' = p(m1(S)) y Sy la superficie de Riemann DT. Sea S’
una superficie de Riemann con grupo uniformizante IV y .S ~7,p S.. Por

la Proposicién 1.9 existe una aplicacién casi-conforme

w:S =8
y ésta aplicacién la podemos levantar a los cubrientes mediante la férmula,
w(vz) = a(y)w(z)

para v € I', donde o : I' — I" es el isomorfismo que envia a los gene-
radores de I' asociados a una regién fundamental R en los generadores
de I" asociados a la regién fundamental imagen R’ = w(R). Luego me-
diante la inclusién y reflexiones la podemos extender a una aplicacién

‘w: CP! — CP.

La representacién wyp es la representacién candnica de S’. El homeomor-

fismo casi-conforme foliado
W i Mean(S") = M,(S")

asociado a la aplicacién casi-conforme w™?! satisface, por el Lema 3.5 que

Wittcan = Hos
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por el Corolario 2.6 tenemos que la medida picen sobre M, a'n,‘(S ) es abso-
lutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue Por lo tanto,
la medida p, sobre M3(S,,) es absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesgue cuando el homeomorfismo

W!MR (SN ¢ Em(S’) — M},{(S,)

. sea absolutamente continuo. Es ficil probar utilizando el Teorems 1.12 que

w es una transformacién de Moebius si W| MR _(s/) €S absolutamente con-

tinuo. Entonces si la medida g, sobre Mf(S’ ) es absolutamente continua,
con respecto a la medida de Lebesgue tenemos que w es una transforacién
de Moebius, en este caso S, y S’ son biholomorfas, con lo que probamos
el teorema. O ‘

Corolar‘io 3.6. Sean S,5’ dos superﬁcz’es de Riemann hiperbslicas com;

pactas, del mismo género g > 2, las cuales no son biholomorfas y seq
. p (S, z0) = PSL(2,R) la representacidn candnica en S, entonces las
. medidas /'Lp,'z"o( )"RP;O Y Bow(zo) (S )’RP;(%) no son absolutamente conti--

‘nuas cuando w : CP' — CP! es una aplicacidn casi-conforme compatible

con p, la cual no es una tmnsformaczon de Moebius y w, (p(wl(g o)) C
PSL(2,R), mds aun, .

/'Lp,xo (S) IRP;;O _l_l'l'p7w(m0 ( )IRP

w(zg)
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4 Aproximacién de la medida de dngulo en 725.

En este capitulo veremos que para una superficie de Riemann hiperbélica
S de érea finita, la medida de 4ngulo sobre la fibra TS del haz tangente
unitario 71S. — S se aproxima bien por distribuciones geométricas de
direcciones. Para esto utilizaremos resultados de la teoria de medidas de
Patterson-Sullivan y los resultados obtenidos al hacer la desintegracién de

la medida q,u7,,,. Porlo tanto, en este capitulo suponemos que p = pean.-

4.1 INTRODUCCION.

Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica de drea finitaysean : D — S
un cubriente universal de .S. Denotamos por G al grupo de transforma-
ciones de cubierta asociadas a 7, entonces G es un subgrupo discreto de
isometrias hiperbélicas, més atin, G es un grupo Fuchsiano.

Sean 7 € S, u cr Yz} y 2o €D fijo. Sea Q : D\{zo} — T'D el encaje
definido por la funcién que asigna a« € D\{zo} el vector unitario en T}
que dirige a la geodésica en D que va de zo a x, definimos ¢ : D\{xo} —

, TlS por v := 7, o ) como se indica en el 81gu1ente diagrama

.'(4.1) : | TD

Sk

DN\{zo} w—>‘TIS.

Como G es un grupo geométricamente finito tenemos que el exponente de
convergencia §(G) asociado a la serie de Poincaré de G es 1 y G es un
grupo de tipo divergente (Ref. [15]). Para s > 1, sea 7y, s la medida en D
con soporte en la érbita Gu = 7~ {z} de u bajo G deﬁmda por

1 .
o - (U,gu)
T,s = § e ? 5gu
, gs(u,u) e
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donde (u, gu) denota a la distancia hiperbdlica en D y es la serie de Poincaré

Z o= s(.gu).

geG
Sea Az s la medida en TlS con soporte en 'gb(Gu) C TlS definida por
/\:v 5 = w*riu s-

Sea A la medida de dngulo en Ti1S normalizada para ser una medida de
. probabilidad. El objetivo de este capitulo es probar para cada z € S que

Ag,s = Az cuando . s — 1.

4.2 HOJAS DE FLUJO GEODESICO Y ATRACTOR TRANSVERSAL.

. Trabajaremos con las proyecciones, sistemas coordenados y medidas defi- .
,‘;f_nid.as en la seccién 2.1 del capitulo 2. Supondremos que 8 : Ht — D es
 una transformacién de Moebius tal que 77 =7 o f donde 7 : D — S es el
“cubriente de S dado en la seccién anterior y 7T : HT — S es el cubrlente
_universal de S dado en el capitulo 2.

Sean Yo =B H=zo) y w = 7 (u) en IHI"', podemos _suponer que la regién

'fundamental Ry (del capitulo 2) contiene a w. Sea it : HT — CP! la

inclusién de H* en la linea proyectiva CP! y tomamos 7 := II(w, it (w))
donde II : H" x CP' — M, es la proyeccién. Sea Lz la hoja de la foliacién
F, de M, que contiene a z, entonces Lz es isomorfa a HT. Denotamos
por e : H" — Lz al iso,morﬁsmo definido por e(z) = II(z,:" (w)), entonces
e(w) = 7. Sea L la hoja (§)~!(Lz) de la foliacién en T*F, obtenida de
F, al hacer imagenes inversas bajo g.

Sea R : H*\{yo} — T'F, el encaje radial en la hoja £, que asigna al
punto y € H\ {yo} el vector unitario en £, (= T Lz) sobre e(y) que dirige
a la geodésica en Lz de e(yo) a e(y). Por lo tanto el siguiente diagrama

T1F, .
p

o
H\{yo} — 1185
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conmuta.

Para cada vector unitario v € Tle*’, sea 7y, la geodésica en Ht C CP?

(con la métrica hiperbdlica) que pasa por el punto p, con vector tangente -

u y que tiene sus extremo en o5 (u) en RP!. Esto define dos secciénes
C® % : T'HT — T'H'T x CP! las cuales descienden a dos seccién de
mayor contraccién y expansidn respectivamente o : TS — T*F, cuando

o = pean (Ref. [3]).

Denotamos por ¢+ : H" \{y} — T*F, a las funciones definidas por
¢E = oF o1 o B respectivamente (¢ definido en la seccién 4.1). Para
ilustrar lo anterior presentamos el diagrama conmutativo:

(4.2) TiF, S A
I H+\{yo}——>IHI+ | P
TIS : i 2 : g

donde 4 : H\ Ay} — HF es la 1nclus1on y I es la funcién e segu1da de la
inclusién de Lz en M,

A continuacién probamos una proposicién fundamental en este trabajo, ya
que esta nos permite dar interpretaciénes geométricas de las medidas Tny

Y B

-PrbposiCién 4.1. Sea S una superficie de Riemann hiperbélica de drea
finita y p : m1(S,20) — PSL(2,R) la representacion candnica. Entonces

dado € > 0 tenemos que
R W

dri 7, (R(yw), ot (yw)) < e

excepto a lo mds para un numero finito v € I.

Prueba. Para cada v € T'H' sea i, : HT — CP; el encaje de H' en la
recta proyectiva CP} = {v} x CP*. ‘ :
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Sea r : H*\{yo} — T H™ el encaje radial desde yo, es decir, r = S.0Qof3
donde Q : DN\{zo} — T'D es el encaje radial desde zg definido en la
seccién 4.1. Sea R : H\{yo} — T (T = T*H* x CP! como en el
capitulo 2) la funcién definida por R(z) = (r(2),w), entonces para cada
z € HH\{yo} tenemos que P o R(z) = R(z ) donde P : T — T'F, es
la* proyeccién definida en el capltulo 2. Sea e T(Ro)N\{yo} — T 'Ry 1a
funcién ¥ 1= koot o B v sean % : D(Ro)\{wo} — T Ry x CP! las
funciénes definidas por §F := ®g o p*, entonces T = P o *.

El diagrama (4.2) en sistemas de coordenadas nos queda de la siguiente

. manera:
(4.3) T'HE* x CP? - — Ht x CP?
| ' p* $ool o
R
7 | |72 - D(Ro)N\{yo} —T'(Ro) 3
/ Wm /
T HY ———— - H*,

donde I'(Rg) = UyerR, C HY y las 7’s son las proyecciones canénicas.

Sea o : HF\{yo} — RP' la extensién continua de la funcién que envia a

z al punto en RP*, extremo de la geodésica hiperbélica en H™ que pasa -

por yo ¥ z. Sea o : HF\{w} — RP? definida de la misma manera que o
pero con w en lugar de yp.

Queremos probar que en el sistema de coordenadas T1Rq x CP? el punto
R(vyo) es un punto en el segmento geodésico en Hff C CP} de iy(w) a
51 (v) donde v = (v~ 1), or(yw), y utilizando esto veremos que los puntos

 R(vyo) v @7 (yw) estdn cercanos para casi todo v € T', es decir,

drs 7 (R(vwo), o+ ()

_ - . :
es pequeno salvo a lo més para un ntmero finito de elementos v € I'. Luego

veremos que los puntos R(yw) y R(vyo) también estén cercanos para casi
todo fy e T, es decir,

drix, (R(yw), R(7y0))
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también es pequefio sa,lvo a lo més para un nimero finito de elementos
v €T, con esto concluiremos la prueba.

Sea E la fibra (poq)~'{z} C T*F, y sea F,, = ®y(E,) C T. Considerado
a Z como subespacio métrico de T F, tenemos que si mducnnos sobre F
la métrica de Z mediante

- ®y:Z — Ry x CP! x §?

entonces F), tiene la métrica producto de la métrica de Fubini—Stud’y <', >,

sobre CP; y la métrica de dngulo 6, sobre S C TTH*.

De la métrica de Fubini-Study <, >, sobre CP}, mediante la inclusién
: H+ — CP?! inducimos una métrica m en IHI+ con las cual HT es un
espac1o métrico compacto. Sea s : Rt — R la funcién

"s(r) = ma:c{m('y, q(y‘)) ry € HFN\ D, (y0)},

-entonces s es continua, positiva con lim,_, s(r) = 0.

~ Sea € > 0, escogemos r > 0 tal que s(r) < vy mlvyyo, yw) < < para todo

v €T tal que yyo € HF\Dr(0).

Sean v1 = r(yw) y vz = (7 D,v1. El punto yw esta en el segmento

- geodésico de yo a 7(yw) en HT, entonces (24, )«v1 es el vector en T(CP1 que

es el vector unitario en T'H, que dirige a la geodésica en H, de 4, (yo)
a o1 (v1), por lo tanto el punto i,, (yw) esta en el segmento geodésico de
iv, (Y0) @ 5T (v1) en TH, . Por el Lema 7.3 de [3] tenemos que las secciones

5% son invariantes bajo PSL(2,R), entonces el punto z'vz (v *yo) esta en
‘el segmento geodésico en H, de i,,(w) a 0" (v2) = 5T (yw). Entonces

tenemos que en F), se verifican las igualdades:

g-l'—( 5 (

i (o7 y0)) = v2).= & (yw)

Ty (7—1“)) = (U277_1w) =®po0 P(('Y—l)*vlyf)’_lw) =®g0 P(vl7 'w)
= &g o P(r(yw),w) = & o P o R(yw)

= ®g o R(yw).
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Entonces si v lw € .H‘*\Dr(yo) tenemos que

dr, (®o © R(yw), & T(yw)) < dr,, (bo, (Y7 W), %0, (v 0))
+ dp, (1o, (7 00), T (v w))
Lw, v o) + m(y  yo, o (v o)

S—;—+8(r)§6,

< m(y

ya que m = clp Como P|p, : F, — F; es una isometria (donde

P:.T — Tlf' es la proyeccién) y P o &t (yw) = ¢*(yw) para todo

y € F{RQ}\{yo} tenemos

dr 7, (R(yw), ¢T (yw)) = dr, (B0 0 R(yw), & (yw)) < e

‘para todo {y € I': v~ lw € H"\D-(y0)}, v €l complemento en I' de este

conjunto claramente es finito. [

Observerﬁos que la Propdsicién 4.1 dice que en el caso p = pegrn dado € > 0

. existe a lo mas un nimero finito de elementos v € I' tales que

dri 7, (R(’Yw) (’Yw))

y como el levantamiento de un homeomorfismo ca51—conforme foliado aso-
ciado a una-aplicacién w : CP* — CP! conjuga los flujos (capftulo 3)
tenemos que esta proposicién también es véalida para deformaaones de
la representacién candnica. El caso de una representacion en un grupo

Schottky lo damos en el capitulo 5.

4.3 MEDIDAS ASOCIADAS A LA INTERSECCION DE HOJAS Y FIBRAS. °

~ Sea Hy : M, —>'Mp,x el grupo de holonomfa de F,. Como

&

[ := pean(m1(S,z)) C PSL.(Z,R)

es un grupo de tipo finito tenemos que el exponente de convergencia 6(I')
asociado a la serie de Poincaré de I' es 1 y I' es un grupo de tipo divergente.
65




Denotamos por Z al punto ¢o(Z) en CP&, = {w} x CP'. Para s > 1
definimos las medidas - : o

e PO

aEH,
y
Hzs *= —7= = 2 e —@ ax)500¢ (ax).
| gs(:c x oy
en donde

9s(F,7) = Y _ e @),

aceH,

(%, o) denota a la distancia hiperbdlica en la hoja Lz del punto z al punto

ax.

- Notemos que 63 ¢ ‘es una medida con soporte en la érbita de Z ba,Jo el
grupo (¢o)«Hy (= T actuando en {w} x CP'), y que las medidas L.z s,
I pz s en M, no depende de la regién fundamental Ry escogida. ’

Definimos las medidas:

(1) My.s = B*nu,s enHF con soporte en la érbita de k£ bajo I', donde
Nu,s €s.la medida de la teorfa de medidas de Patterson-Sullivan
definida en la seccién 4.1, -

(2) Az,s i= Yunu,s en T1S: con soporte TlS

(3) uzs = @unu, s en T1F, con soporte o ( 1),

)

(4) pf s = Pulu,s en Tlf con soporte o (TLS),

?

(5) Vg5 1= Rumy s €n Tlfp con soporte R(H*\{yo}) N (p)~H(T1S) €

b

L,
(6) wa,s = Gup ; en M, cuyo soporte es el conjunto RP; y
(7) Oz,5 == Gu¥¢,s en M, cuyo soporte es Lz N M,

?

Notemos que:

= (O'i o ¢)*77u,‘s = Uf"p*rlu,s

- =
=0, Ax,s;

como mencionamos en el capitulo 2

Hz,s = &*N;,s
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y también notemos que 8, s = I1.0z ¢, tiz,s = itz s.

Probaremos un Lema con el cual podemos aproximar la medida y, me-
diante medidas (de Patterson—Sulhvan modificadas) con soporte en la ﬁbra

RP! del sub-haz MRP

Lema 4.2. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica de drea finita
y p i m1(S,20) = PSL(2,R) la representacion candnica. Sea {s,} una
sucesién de niumeros reales s, — 17, entonces

im pg, = lim 6z,
n—oo n—>00

en la convergencia débil.

Prueba. Utilizaremos notacién usada en la prueba de la Proposicién 4.1..
Simy : D x CP! — CP?! denota la proyeccién. candnica entonces tenemos

(72)402,5, = @xMu,s, T (T2)xlizs, = 160w, Sy donde ¢ :HT — CP! esla
~ “inclusién. Entonces es suﬁmente probar que - a

- lim nus = hm OxTu, s, -
n—>00

Sea f : H* — R una funcién continua con soporte compactoy sean e,d > 0

tales que.si z,y € HT y m(z,y) < 4, entonces [f(z) — f(y)] <e.
Sea r > 0 tal que si s(r) < 0 y sea s > 1 un niimero real tal que

/ Midny . < ¢
Dr(yO)

donde My = maz, zr|f(z)|. Entonces
/ | fldnu,s < e
Dr(yO) -
y si Ay := 0(D,(yo) NT'w) también tenemos

/ Fld(0ums) < ¢
A, :
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Asi

/ - [ 1fldo.ns)

<

%L I/A fd(;—*nu,s)

/ fanu,s
Dr(yO)

/ de/u,s - / fd(o'*nU,s)
D (yo) » : Ar

pero este ultimo sumando es menor que ¢, ya que para yw € HY\ D, (yo)
te tiene m(yw,o(yw)) < ¢ (pues s(r) < J), esto implica por continuidad
uniforme de f que |f(yw) — f(o(yw))| < e. Por lo tanto tenemos- |

_l_

Y

< €.

[ 1811~ [ 1f1d(0n

4.4 APROXIMACION DE A, MEDIANTE )y ;.

A continuacién presentamos un resultado que nos permite hacer la desin-

- tegracién de g, ut en términos de la métrica de la superficie base S y es el

objetivo principal de este capitulo.

. Teorema 4.3. Sea S.una superficie de Riemann hiperbdlica de drea finita

Y {sn} una sucesidn de mimeros reales s, — 17, entonces Ay, — Ay
débilmente cuando n — oo. ' '

Prueba. Por las Proposicién 2.2 y 2.3, y por el Teorema 2.4 tenemos que
8z, — uz débilmente cuando n — o0 y uz = @o. s donde ug es la
desintegracién de g,u™ sobre z € S. También probaremos en el Lema 4.2

que
HE s, — eﬁ,sn — 0

débilmente cuando n — oco. Entonces pgg,sn — gz débilmente cuando
n— ooy iuzs, — lg, €StO es Ly s, — lg-

Sea §: 07 (I;5) — RP; el homeomorfismo definido por § = Glo+(r1s),
entonces por el Lema 3.4 tenemos que

@2 asn = @) s
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débilmente cuando n — oo, esto es,
M, M-
Luego, también por el Lema 3.4 tenemos que
Puligs, — Duliz

esto es, :

cuando n — oo. Que es lo que queriamos probar. O

Observemos que las medidas )\x7; dependen de zy € I, ya que la funcién
¥ : DN{zo} — T1S depende de zo.
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5 Interpretacion geométrica de n}, y u,..

En este capitulo daremos una interpretacién geométrica de la familia de

medidas {g. uj’m : ¢ € S}. Hacemos esto para las representaciénes canénica,

casi-canénica y para la representacién en un grupo Schottky. Obtenemos

. la desintegracién g, enla fibra M, ; como limite de medidas con soporte
~ en los puntos del conjunto M, . N Lz que es interseccién de la fibra M, P,
- y-una hoja Lz de la foliacién F, homeomorfa al plano de Pcincaré, cada

punto tiene un peso que depende de la métrica hiperbélica de la superficie
base S. Las medidas sobre M, que aproximan a la medida u, se levantan
a medidas sobre el espacio TMF, que aproximan a la medida pi, estas

" medidas tienen soporte en los puntos de interseccién de una hoja de flujo

H y el conjunto (p)~{T1S}.

5.1 HOJAS DE FLUJO GEODESICO Y ATRACTOR TRAN‘SVERSAL.

- Continuamos suponiendo que S es una superficie de Riemann hiperbélica

de érea finita y supomemos que.p : m1(S,z) — PSL(2,C) una repre-
sentacién tal que la foliacién M, tiene una hoja homeomorfa al plano de
Poincaré D, es decir, p es inyectiva. Como ejemplos de este tipo de repre-

sentaciones tenemos a la representacién canénica p.q, v a las representa-

ciones casi-canénicas definidas en el capitulo 3. Supondremos ademds que
el flujo geodésico foliado asociado a la representacién p admite secciones
de mayor expansién y contraccién oF : A — T*F, donde A C TS es un
conjunto medible con medida de Liouville total.

Sea z € .S y sea I el grupo Fuchsiano ' := pean(71(S,z)) C PSL(2,R).
Sea 7+ : Ht — S un cubriente universal con grupo de transformaciones
de cubierta igual a I'. Trabajaremos con las proyecciones, sistemas coorde-
nados y medidas definidas en la seccién 2.1 del capitulo 2. Aqui también
supondremos que 8 : HY — I es una transformacién de Moebius tal que
7t =m0 donde 7 : D —-S es el cubriente de S dado en la seccién 4.1.

Sean yo = 7 (zo) y k = 87 (u) en H*, podemos suponer que la regién
fundamental Ry contiene a k. Sea d un punto en el dominio D C CP!
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exterior a los discos acotados por los circulos que definen al grupo Schottky
T'. Sean s* : HE¥ — CP? las inclusiones de HF en la linea proyectiva CP? -

- Sea [ € CP! el punto

iT(k), para la representacién canénica p = pean,
=< woit(k), para la representacidn casi-candnica p = WspPcan

d, para la representacién en un grupo Schottky.

Tomamos a Z € M, como el punto Z := II(k,[), donde II : HF x CP! —
- M, es la proyeccién candnica asociada a la representacién respectiva p :

m(8,z) = PSL(2,C).

Sea Lz la hoja de la foliacién F, de M, que contiene a Z, entonces Lz

es isomorfa a H*. Sea £, C Proy(F) la hoja de la foliacién T'F, con
g(L,) = Lz. Denotamos por e : HF — Lz al isomorfismo definido por
e(z) = II(z,1). ‘ : :

. Sea R :H™\{yo} — T'F, el encaje radial en la hoja £, que asigna al

punto y € HT\ {yo} el vector unitario en £,(= T1Lz) sobre e(y) que dirige
a la geodésica en Lz de e(yo) a e(y). Por lo tanto el siguiente diagrama

/ l~
‘ iz
' Pof
H*\{yo} —— 1S
conmuta Denotamos por oF : HF\{yo} — T F, alas funciones definidas

por ¢ = o% 01 o B respectivamente (¢ deﬁmdo en la seccién 4.1).
Podemos ver el diagrama (4.2) para mayor claridad.

‘Observemos que el encaje R definido arriba depende de yo € HT y del

punto I € CP!, por lo tanto podemos definir R de la misma manera
para cualquier par de puntos y; € H* y I; en la regién de discontinuidad

Q(p(m1(S))) C CP?! del grupo p(m1(S)), en este caso llamamos al conjunto h

RH*N\{y1}) C T F, hoja de flujo positivo.

Sea r : HP\{yo} — TTHT el encaje radial desde yjo, es decir, r = By 0Qo 8
donde @ : D\{zo} — T'D es el encaje radial desde zy definido en la
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seccién 4.1. Sea R : H\{y} — T la funcién definida por R( ) =
(r(2),1), entonces para cada z € H*\{yo} tenemos que P o-R(z) = R(z)
donde P : T — TF, es la proyeccién definida en el capftulo 2. Sea w :
T(Ro)\{%0} = TRy la funcién ¢ := hg owOﬁ y sean §5i I‘(Ro)\{yo} —
T'Ry x CP! las funciones definidas por 3% := &g o p*, entonces o=
Po@=*. Para las funciones definidas en este capltulo el diagrama (4. 2) en
sistemas de coordenadas nos queda como el d1agrama (4.3).

Sea Hy : M, — M, . el grupo de holonomia de F,. Como
I' = pean(m1(S,z)) C PSL(_2,R)

es un grupo de tipo finito tenemos que el exponente de convergencia &(I")
asociado a la serie de Poincaré deI' es 1 y I es un grupo de tipo divergente.
Sea & € M, , y para cada s > 1, definimos la medida 65 ,

. 1 ‘ : ) ] ] »
'(953’8 = — Z €_S<x’ax)5aj

gs(jﬁi)

‘en donde (Z, oza:) denota la dlstanc1a hlperbohca en la hOJa Ly del punto

& al punto aty

0.(8,8) = 3 e
Definimos las medidas:

(1) nx,s = B*Nu,s en HT con soporte en la érbita de k bajo I', donde
Tu,s €8 la medida de la teorfa de medidas de Patterson-Sullivan
definida en la seccién 4.1, ‘

(2) Ass := Yunu,s en T1S con soporte TS,

(3) ug 4= 90;77;.3 s en T1F, con soporte o~ (T} 9),

(4) pzs = ¢inn,s en TTF, con soporte ot (T1S),

(5) ¥, :== Rumi,s en T*F, con soporte R(H™\ {yo}) N (7)~1(TLS)
Ly,

(6) te,s = Gupg s en M, cuyo soporte es el conjunto limite (circulo

cuando p = pean O casi-circulo cuando p = Wy pcqn O conjunto de
Cantor cuando p es Schottky) de Lz N M, y
(7) Oz,s :== q.Vg,s en M, cuyo soporte es Lz N M, .
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Notemos que:

. +
:U’is = (O-:t © @0)*%,3 =0y ¢*nu,s
= O'*i/\x,Sa

y como mencionamos en el capitulo 2 tenemos que

— ry
IL‘"SC,S - Q’*I"’m,s'

El objetivo de este capitulo es demostrar que existe un conjunto abierto P
en M, cuya interseccién P N M, . es un subconjunto abierto no-vacio de
M o tal qae para cada & € P N M, , se tiene

S (5.0) _' - Os.s = Ui

cuando s — 1T. Primero, en la seccién 5.2 consideraremos la repre-

sentacién canémica peqn : 71(S,2) — PSL(2,R) y sus deformaciones
pw i T1(S,2) = PSL(2,C), y después, en la seccién 2.3 consideraremos la
representacién p: 71(S,z) — SL(2, (C) en un grupo Schottky p(71(S, z))
para S no-compacta.

Procederemos de-_la siguiente manera: probaremos para estas representa-

‘ciones que

(5'1) : 1955,3 - y’:::,s —0

cuando s — 17, y para ello probaremos Ciue dado € > 0 existe a lo més un
nimero finito de elementos v € I tales que

(5.2) drx, (R(7E), ¢+(yk))'v> ¢

Esto nos dice para la representacién casi-canénica que los puntos de in-

terseccién de R(HT\{vo}) v (B) " (T+S) estdn muy cercanos (salvo un
namero ﬁnito) a los puntos correspondientes en el conjunto atractor o™ o

H(Tk) = (I‘k) Y para le representacién en un grupo Schottky te-

nemos que para casi todo punto r de la interseccién de R(H+\{yo})
(p) " (TLS) existe un punto z muy cercano el cual tiene atractor transver-
sal (i.e. b(p(z)) es una palabra estirada) y este a su vez esta muy cercano

a su atractor transversal o (p(z)).
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Ma3s atn, si la representaaon
p:m(S, :c) — PSL(2, C)

es una representacién casi-candnica, entonces para cada conjunto compacto
Co C Ry y para cada € > 0, tenemos para todo z € C que

driz,(R(v2), " (v2)) <€

excepto a lo méas para un ntmero finito de elementos v € I'.

5.2 APROXIMACION DE LA MEDIDA Ly EN M, ..

Para las representacién casi-candnica py, : 71(S,2) — PGL(2,C) existen

~ secciones de mayor expansién y mayor contraccién continuas ¢+ : T1S —

T1F,. (Proposicién 3.2).

-En la Proposicién 4.1 hemos probado para la representacién candnica que

dado € > 0 existe a lo mé&s un nimero finito de elementos v € I' tales
que (5.2) se cumple. Por la Proposicién 3.2 tenemos que el levantamiento
W del homeomorﬁsmd casi-conforme foliado W asociado a una aplicacién
ca31 conforme w conjuga los flujos ®.qy y ®,, vy por el Lema 3.3 tenemos que

=W, o=.. Entonces para las representaciones casi-candnicas también
se tlene que dade ¢ > 0 existe a lo mds un ndmero finito de elementos
v €T tales que (5.2) se cumple.

Teorema 5.1. Sea p : m(S,z) — PGL(2,C) la representacién casi-
Canonica p = WxpPcan asociada a la aplicacidn casi-conforme w : CP! —
CP' compatible con pean y sea P el conjunto

P=MN\GooT(TS).

Entonces para cada punto & € Py N M, . y para toda sucesion {s,} de

numeros reales s, — 11 tenemos
eis,sn — Mz

Esta afirmacién es vdlida para cada x € S.

Prueba. Sea € > 0, entonces existe a lo mds un nimero finito de elementos

v € T tales que se cumple la desigualdad (5.2) y por lo tanto se cumple
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(5.1). Por el Teorema 4.4 tenemos que Ag s ‘—> Az ¥ luego por el Lema 1.2

tenemos que uf , — uf y 9o — p, — 0 cuando s — 17, asi |
V'L9:c,s — /'L:j
cuando s — 1. Utilizando nuevamente el Lema 1.2 tenemos que

9?5,3 "'> 22"

- cuando s —-17.

Probaremos para la representacién candnica que la afirmacién del teorema,

se cumple para cada punto & € P N M, , y la prueba para W Pean €5
consecuencia directa de esto y el Lema 1.2.

Sea & € P N M, ., sin perdida de generalidad podemos suponer que
&€ Hf iC M, . ya que en otro caso hacemos una construcc1on andloga.

Queremos ver que
91: S - 93’: S _* 0

cuando s — 1+ -Como Z,% € IH[+ Cc M, o,z tenemos que dado € > 0 existe

* alo més un ndmero ﬁmto de elementos a € Hy tales que dy, (o, aZ) >

€ ademds, los puntos las distancias hiperbélicas (Z, pcan('y) z) en Lz y
. (:c » Pean(7)Z) en Lz coinciden para cada v € m1(S, z). Esto prueba que

9355—9:03—%0

~cuando's — 17T y pesla representacmn candnica. [

5.3 REPRESENTACIONES DE MONODROMIA PING-PONG Y SCHOTTKY.

Presentamos una parte de la seccién 6 de [3].

El ping-pong es una técnica cldsica usada para verificar que un grupo fini-
tamente generado de transformaciones de algin espacio es un grupo libre.
Cuando el espacio es un espacio métrico informacién geométrica adicional
sobre el ping-pong nos.permite describir casi completamente la dindmica

topoldgica de esta grupo de transformaciones. Usaremos egta técnica, para -

describir el flujo geodésico foliado asociado a una representacmn inyectiva
p de m1(S) a un grupo Schottky ' c PSL(2,0C).
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5.3._1‘ El ping-pong.

Sean &£ un conjunto, k > 1 y para cada i € {1,...,k} sea f; : £ — £ una

biyeccién. Diremos que el grupo I' C Biy(€) generado por f1, ..., fk es un

ping-pong (para este sistema de generadores) si para cada i € {1,...,k}
existen subconjuntos A;, B; de 8 tal que las propledades siguientes se ver-

ifican:
e La familia {4;,B;,7 € {1,.. k}} es-una familia de subconjuntos
mutuamente disjuntos de &,.

e para cada i € {1,...,k} tenemos fz(E\A ) C B;.

Denotamos por Fx al grupo libre generado con k genera,dores {e1,...,k}.
El primer resultado sobre el ping-pong es:

Proposicién 5.2. 57 un grupo I' C Bz’y(é’) es un grupo ping-pong para
los generadores f1,..., fr entonces el morfismo @ F, - T deﬁmdo por
wle)) = fi, 1€ {1,.. k} es un isomorfismo.

- Prueba. Se encuentra en [3] pég. 19. 0

Suponemos. ahora que (€, d) es un espacio métrico compacto, las f; son
homeomorfismos de &, cada A;, B; es compacto, y que para cada i €
{1,...,k} las restricciones de f; y f,i"l a ENA; v E\ B, respectivamente,
son contracciones para la distancia d: diremos que (£,d,{f;}) es un ping-
pong de contraccion compacta.

Para cada g € {fi,f;",i € {1,.. n}} denotamos por C(g9) = B;, v

C'(g) = A31g—fzy0() AZyC”() 381g—f1as1paracada‘

g tenemos que g(S\C’ (9)) C C(g)- Notemos que si g3 # g5t entonces
92(C(g1)).C Clg2) asi que g2 © 9:1(ENC"(91)) C Clg2)-

Lema 5.3. Sea (£,d,{fi}) un ping-pong de contraccién compacta. Para

cada € > 0 existe | € N tal que para cada palabra reducida gio---0g1,9; €
{fz‘,ffl,i e {1,...,n}} tenemos

diam(gyo---o 91(5_\0,(91))) <e€

Prueba. La prueba se encuentra en [3] pdg. 20." O
. . o

Sea Yo = {fi, f7 '3 € {1,...,n}}% el conjunto de palabras infinitas con
letras iguales a fz.il, equipada con la topologia producto. Una palabra
infinita (g;)scz se llama reducida si para cada n la palabra finita (g;) —n<icn
es reducida. Denotamos por ¥ = {(g;) € X0, (g;) es reducida} el subes-
pacio de palabras reducidas, A = ¥ x £ y Il : A — ¥ la proyeccién
natural. Denotamos por. o al desplazamiento sobre X, esto es o(g;) = (h;)

“ donde h; = gi+1, ¥y por o a la aplicacién sobre A definida por ((g;),z) =

(a(gz), go(z)). Es facil verificar que o y G son homeomorfismos. Notemos

* que o es un cociclo multiplicativo sobre o..

l_ El cuadro topolédgico del ping-pong puede entenderse completamente:

Proposicién 5.4. Con la notacidn anterior, existen dos secciones con-
tinuas sT : X — A y s~ 1 2 — A las cuales son G—invariantes. Mds

aun, sT(XZ) es un. atractor topoldgico para & cuya. cuenca de atraccion es

A—s7(X) ys™(Z) es un repulsor topoldgio para & con cuenca A — s"'(E)
y estas dos secciones son disjuntas.

Prueba. Sea (g;) € ¥ una palabra reducida. Para cada n € N, consider-
- amos los conJuntos compactos

K:= g-10g-2.0---0 g_ﬁ(S\C’(g_n)) C Clg-1)
Y 1 1 1 o ’ '
o Ky =90 091" 009,21 (ENC(gn-1)) C C'(g0)-
Usando el hecho de que la palabra (g;) es reducida, uno muestra ficilmente
que estas sucesiones de conjuntos compactos estdn decreciendo con n:
K:_,_lCK y K1 C K. Més aun, como go # g_; uno tiene C(g_1) N
C’(go) = 0, asi que K} N K,; = (. Finalmente, el Lema 5.3 asegura que
los didmetros de K y K, van uniformemente a cero. Definimos entonces

s7((9:)) = MnenKy vy s7((9:)) éﬂneNKJ-

- 5.3.2 Grupos Schottky. ‘ o «

Un grupo Schottky de rango n es un grupo finitamente generado I' C
PSL(2,C) teniendo 2n circulos disjuntos Cy,CY,...,Cy,C} acotando un
' 77




dominio D CP?, y un sistema de generadores g1, go, . . ., gn tales g;(C]) =
Ciy gi(D) N D = §. Usando los disces 4;, B; acotados por los circulos
C;, C; respectivamente y disjuntos de D, vemos que I’ es un grupo Ping-

- pong de Aut(CP'), més aun, este es un grupo ping-pong de contraccién

compacta.

De aqui en adelante el grupo ping-pong es un grupo Schottky, por lo tanto
€S un grupo pll’lg—-pOug de comtraccién compaCua

'5.3.3 Geodésicas y palabraé reducidas.

Lema 5.5. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica no compacta
finita, equipada con su métrica hiperbdlica natural. Hay vi,7v2, -+ vk
geodésicas completas mutuamente- disjuntas cuyos extremos van a pin-
chaduras de S, tal que el complemento S\ US+; es conezo y stmplemente
conezo, las y; acotan un dominio fundamental de S’ es su cubriente univer-

“sal D y el dominio fundamental es un poligono de 2k lados cuyos vertzces

estdn sobre el circulo al infinito OD.

Prueba. La prueba se encuentra en [3] paginas 20 y2l. O

Ahora fijamos un origen zg € S\U1 ;. Para cada ¢ hay un tnico segmento .
geodésico a; uniendo a zp y zg y cortando 7; en exactamente un punto,

con la orientacién positiva, y no cortando a vj, Para j # 1.

Lema 5.6. Los arcos geodésicos o; forman un sistema de generadores del
grupo fundamental 71(S,z0). Mds precisamente el grupo fundamental es
el grupo libre generado por los «;.

Prueba. La prueba se encuentra en [3] padg. 21. O

Ahora fijamos una orientacién sobre cada v; y llamamos a v; la geodesma
orientada. ‘Dado cada vector u € T1 S en un punto zp € \ Uk, la

. geodésica v, tiene dos posibilidades:

(1) uno de sus extremos va a una pinchadura de S,

(2) 0 7. corta transversalmente una infinidad de veces (en el futuro y
en el pasado) a las geodésicas ;.
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El itinerario de la geodeszca Yu s la sucesién b(u) = (b;)iez definida como
sigue: b; es oz2 , 1 €4{1,...,k} sila (i—1)—ésima intersecci6én de =y, con
U~; pertenece a «y; v el coeﬁc1ente es +1 o —1 de acuerdo a la orientacién
de v, seguida por la orientacién de -; es una base directa o inversa del
espacio tangente. ‘

Lema 5.7. Para cadau € T, S el itinerario b(u) es una palabra reducida
'{(ﬁnita o infinita) en las letras af, donde by corresponde al primer punto

de interseccion.

Prueba. La prueba se encuentra en [3] pdg. 21. O

Dando la geodésica vy, y un tiempo to € R tal que v,([0,%0]) ¢ U’ffﬁ,
obtenemos un camino cerrado 7, (¢) uniendo respectivamente v, (0) v v, (%)

“por un ségmento geodésico en el dominio fundamental. Mas aun, si ¢t > 0

y si el segmento 7, ([0, t]) corta I4-1 veces a las geodésicas v;’s, entonces el
camino cerrado 7y (t) es homotépico a By - 81 -+ - B donde B; es el camino-

:_,_,cerrado o de acuerdo a las letras b; = of .

‘Corolarlo 5.8. La geodésica , deﬁne una palabm reducida (ﬁmta 0 m—
finita) en 71(S,xo) para la base oy, 1 € {1,. k}

‘ ‘?Prucba. La prueba se encuentra en [3] pag. 21 ‘D

5.3.3 Graficas de Cayley y palabras estiradasg‘

Sean G, y G gruposlibres generados pore = {e1,...,ex}y fF ={f1,-.-, fi}

respectivamente. Denotamos por I'. y I'y a sus graficas de Cayley para

las bases dadas. Ambas grificas de Cayley son arboles. Sea p.: Ge = Gy

un isomorfismo de grupos. Cada palabra (b;)jez, b; € {ef,1 <i <k}

define un camino infinito o(b) en la gréfica de Cayley T.. Esta camino
o(b) es una geodésica si y solo si la palabra b es reducida.

Decimos que un camino infinito o € T', es estirada si este esta propiamente
encajado (digamos, solo una parte acotada de esta camino pertenece a un

~ conjunto compacto de la gréfica de Cayley). Este es estrictamente estirada .

si sus dos extremos corresponden a dos extremos distintos o_ y o4 en su
grafica de Cayley.  La tnica geodésica uniendo o_ a o4 es'la reduccién o”
de o.
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Lema 5.9. Sea b una palabra infinita en las letras'e;. Sea c := p(b) la
palabra correspondiente en las letras f;. Entonces b es estirada st y sdlo
.81 ¢ es estirada. p induce un homeomorfismo de la frontera de I'. o la
frontera de I'y asociando a el punto frontera b el punto frontera p(b).

Prueba. La prueba se encuentra-en [3] pdg. 22. O

- Una palabra estirada ¢ en un grupo libre define dos puntos a_ y ay en
la frontera del grupo. Asi hay una tnica geodésica c" en la gréfica de
Cayley del grupo, la cual corresponde a una palabra reducida en el grupo,
uniendo a4 con a_. Usando la misma notacién como en la Proposmlon 5.4,
definimos s~ (a) = s7(c") y s7(a) = sT(c"). Denotamos por & al conjunto

- de palabras infinitas estiradas cuyas letras son los generadores del grupo

Schottky G. La palabra reducida que corresponde a ¢” pertenece a .

Como el grupo Schottky define un grupo ping-pong de contraccién com-
- pacta, la Proposicién. 5.4 implica inmediatamente lo siguiente:

Lema 5.10. Sea a una palabra estirada en un grupo Schottky T’ C SL(2, C)
 y b la imagen de a por un desplazamiento. Entonces s* = ag(s*(a)). Las
‘aplicaciones a = (@, s=(a)) definen secciones o— medibles de la fibracidn

trivial S x CP! — E

~ Prueba. La prueba se encuentra.en 3] pag: 22. O

~ Prueba del Teorema 18 del cdpz'tulb 1. Sea p : m1(S,z0) = SL(2,C) una
representacién inyectiva con G = p(m1 (S, zo)) un grupo Schottky. Notemos

que el conjunto de vectores u € TS tales que la geodésica correspondiente

 Y» va a una pinchadura de S tiene medida de Lebesgue cero.

Para cada vector unitario u en un punto del dominio fundamental tal que
la geodésica I', no tiene un extremo en una pinchadura de S, la palabra
p(b(u)) es una palabra estirada del grupo de Schottky. Para cada punto
z del dominio fundamental de S denotamos por H, a la holonomia de
la foliacién F, de la fibra sobre z a la fibra sobre zg por un camino en
el interior del dominio fundamental. Esta holonomia esta bién definida
porque el dominio fundamental es s1mp1emente conexo. Asi, definimos

s¥ :T1S — T1F, como s¥(u) = H;*(s*(pb(v4))). Por construccién las
secciones s+ estén definidas para casi todo punto con respecto a la medida
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de Liouville )\, son medibles, y son las secciones de mayor expansién y
contraccién. La continuidad de s* se sigue de la forma topolégica de

 construir las secciones en la Proposicién 5.4 y del hecho de que la aplicacién

la cual asocia el punto en infinito de la gréafica de Cayley de la presentacién
de 71(5) al punto en infinito de la gréfica de Cayley del grupo Schottky es
continua, por el Lema 5.9. Esto prueba el Teorema 13 del capitulo 1. O

5.4 APROXIMACION DE LA MEDIDA
pz EN M, CUANDO p ES SCHOTTKY.

Para las representaciones p : 71 (S, zo) — PGL(2, C) tales que p(m1(S, o))
es grupo Schottky'y S es no-compacta existe una seccién de mayor ex-

~ pansién continua o : A — T*F, donde A C T'S tiene medida de Liou-

ville total, més atin, para cada z € S se tiene que ANTLS tiene )\ —medida’
total (Ref 13]). :

Prlmero‘hacemos la desintegracién de ,u::

Prop051c10n 5.11. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica no- com-
pacta de tipo finito, y sea p : m(S, 20) — SL(2,C) una representacion
inyectiva con p(r1(S, 20)) un grupo Schottky. Entonces la medida pf en

Tl.Tlfpvcan se desintegra de la siguiente manera: ,
(1) gopu(ut) =&, que es la medida de drea hiperbdlica sobre S.
(2) La desintegracidn de u} sobre z € S es la medida p, con soporte

en (p)7H(T5S)-
Prueba. Analoga a la prueba del Teorema 2.1. O

Ahora haremos la desintegracién de la medida cj*,uj en M, cuando p :
71(S, 2z0) = SL(2,C) una representacién con p(m1(S, zg)) un grupo Schott-

ky.

Proposicién 5.12. Sea S una superficie de Riemann therbolzca no-com-
pacta de tipo finito, y sea p : w1 (S, 20) — SL(2,C) una representacion
inyectiva con p(m1(S,20)) un grupo Schottky. Entonces la medida p, en
M pean se desintegra de la siguiente manera: |
(1) qu =&, que es la medida de drea hiperbdlica sobre S.
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(2) La desintegracidn de p, sobre x € S es la medida 1, z Com soporte

en M, ;.
Prueba. _Analoga a la prueba del Teorema 2.1. [

Ahora describiremos la versién de la Proposicién 4.1 para cuando p :
71(S, zo) — SL(2,C) sea la representacién en un grupo Schottky de una
superficie no-compacta.

Proposicién 5.13. Sean S una superficie de Riemann hiperbdlica no

compacta de tipo finito y p : m1(S,20) — SL(2,C) una representacidn

inyectiva en un grupo Schottky. Para cualquier punto y en una hoja L de

la foliacién F, isomorfa al plano de Poincaré tomamos la hoja de flujo
positivo

H = {®(2,8):2€ (@) y) y t>0}

En la fibra (g o p)'“lb(:co)' las hojas de Alujo se acercan al conj’unto atractor
(5)1(T7,S), i.e., dado € > 0 existe a lo.mas un nimero finito de puntos

z’s en el conjunto H N (g o p)~1(x) tales que

d(z,07(T2,8)) > e

Prueba. Sea G el grupo de transformaciones de cubierta asociado al cub- -

riente 7 : D — S. Sea w € m !{z}, entonces la orbita Gw de w bajo

G coincide con 7 {z}. Sean g € G y u € T, S una direccién tal que
la geodésica v, pasa a travéz de gzo en tiempo positivo ¢,. El segmento

geodésico [7,(0), vy (tg)] define una palabra reducida finita bg = Dby ... b
en 71(S,z0) para la base {os; 14 € {1,2,...,n}. Definimos la longitud !
de de esta palabra por I(b,) = k + 1. También definimos la longitud de la

palabra g por {(g) = k + 1. Damos una enumeracién {g1,92, "+ , gm," "
de G. Notemos que dado k& € N existe N € N tal que si n > N, entonces

la palabra (g ) > k.

Para cada g € G tomamos una direccién uy € T ") tal que:

(1) los extremos de Yu, 1O correspondan a pmchaduras de S, es decir,
T esta definida en uy, -
(2) si_ la palabra gx = p(bg - - bpm) donde by - - - by, es una palabra re-
ducida, entonces la palabra

p(yu) = p(---bo - bmbmir---)
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donde {---bg---bmbmr1 -} €s una 'palabra estirada, 4
(3) el dngulo entre v, v ¥(gzu) es menos que k, donde- zb D— TS
es la funcién definida en el capitulo 4.

Existe un dnico punto en ry, € R(H™\{yo}) tal que 5(7%) = ¥(gxu), y el

vector uy se puede levantar a un vector ux € £, = T L5 tal que

driz, (T, Ux) = drs(Y(gru), u)-

| Més precisamente, sea y = g(rx) entonces la restriccién

r = ﬂT1£~ : T1£~ — Tl S

es un homeomorfismo, tomamos % como la prelmagen de uz bajo esta
identificacién.

Sean € > 0 y N € N tales que si m > N entonces el Lema 5.3 se cumple.
Pero existe a lo mds nimero finito de enteros positivos k tales que I(gx) <

N y también existe a lo mas un ndmero finito de naturales %k tales que

€ > 1 % . Por lo tanto existe a lo més un numero finito de naturales k tales

que
draz (o7 (uk),r2) < 26

* Hemos visto que casi. todo punto en el conjunto R(H+\{yo})ﬂ(ﬁ') 1( )
' tiene un punto muy cercano en el conjunto atractor W : :

La medida nz,s definida en este capitulo por
Vg z,8 — = R, Nk,s .-

tiene soporte en los puntos de interseccién de la hoja de ﬂuJo R(H+\{y0})

y el conjunto (p)~ (T1 S) que son los puntos {r1,r2,-- -}, y cada punto ry

. esta muy cercano a un punto U v este punto a su vez esta muy cercano a
‘su atractor transversal ot (uz). Sea

Fidrams, ) = ot (ur), 0% (us), )

- definida por f(rz) = ot (uz) para todo i € N, definimos Vs Y )\m s sobre

TYF, y T*S respectivamente por

Vg,s = f*"?x,s

—~

_/\:v,s = PxVUz,s- .

Utilizaremos el siguiente lema para probar que mediante las medidas {¥, s :
s> 1} podemos aproximar a la medida .
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Lema 5.14. Sea S una éuperﬁcie de Riemann hiperbdlica de tipo finito
no-compacta y sea p : m1(S,z9) = SL(2,C) una representacion inyectiva
con p(m1(S, z0)) un grupo Schottky. Para toda sucesion de niimeros reales

- positivos {s sn — 17 se tiene que la sucesién de medidas {vy s —
p nyfr . q N »8n

V.5, fn converge a la medida cero, esto es,
(Vz,5, — Vg,5,) = 0 cuando - m — 0O

y la sucesion de medidas {)‘370 Sn} converge a la medzda de dngulo sobre
TS '

Azo,sn — Aug cuando  n — co.

Prueba. Sea f : T'F, — R una funcién continua con soporte cdmpacto,
entonces f es uniformemente continua, esto es, dado € > o existe § >
0 tal que si y,z € T'F, son dos puntos con drir, (y,2) < 6, entonces

flz)-fly) <e

‘Sea {s,} una sucesién de ndmeros reales positivos tales que s, — 17.

Escogemos N1 € N tal que si m > Ny entonces dri, (o™ (um), rm) < dy

Ns tal que sin> Ny entonces

‘—‘E:|1T0+@w0-f0mﬂ{€*“Wﬂm“><e.

gsn (u’ u) m=1 '
Entonces para n > Ng”tenemos

/ fdv'z’o’sn; _/ wOaSTb
T1F, , TiF, .

e Sn (u,gmu)

e Sn (w3 gmu)

- Z m)) = f(?"m)l

m=N;+1
< 2e.

Por lo tanto la sucesién de medidas {vyz, s, — V5, s, }n tiende a la medida
cero cuando n — co. Entonces {Dsvz,,s, — PxUso,s, }n también tiende a la
medida cero cuando n — co. Esto implica por el Lema 1.2 que la sucesién

de medidas {)g s, } converge

Az,sn = A,
ya que Az s, = DuVzs,s Az,sn = Px¥c,s, ¥ Az,s, CONVErge a Ay ;. cuando
n—oo. [J '

Usaremos el Lema 5.14 para probar el teorema:
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gsn (U’7 u)

Teorema 5.15. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica no-compacta
de drea finito y sea p : m1(S,20) = SL(2,C) una representacidn inyectiva
con p(m1(S, z0)) un grupo Schottky. Para toda sucesién de nimeros reales
positivos {sn}, sp — 17 se tiene que la sucesidn de medidas Vg5, CONVETgE

lim 95, — uo-

n—oo

Prueba. Sea f : T'F, — R una funcién continua con soporte compacto,

entonces f es uniformemente continua, esto es dado € > o existe § >
0 tal que si y,z € T*F, son dos puntos con dr:x, (y,z) < 4, entonces

fl@) - fly) <e

Sea ~j la relacién de equivalencia sobre > donde a ~ b si, y solo si

ap = bo;a1 = bi,ar = bp. Sea Az, C T, S el conjunto A, = {u €
T,,S : b(u): es estirada}. Cada relacién ~j determina un nimero finito
de puntos {g, 01, - Onr)} C TjOS cuyas geodésicas g, terminan en un

punto cispide para tiempo positivo, y hay una biyeccién entre los conjuntos

{(0i21,0;) i € {00,601, .0y }} ¥ i/ ~k -

‘Eligiendo k suficientemente grande, por el Lema 5.3 tenemos que los puntos
del conjunto cr+ (I; N .Axo) estan d-cercanos, entonces '

n (k) | n(k)

ZU%%Mﬂw/'m@<Zm%HMﬂ>

T1 =0

donde I; = (6;-1,6;), I;“ = ot (I;NAg,) v aj € I]T*. Con esto aproximamos
a la integral de f respecto de la medida /,Ljo

o n(k)
d + Nyt I+ <e.
/Tl}-p-f ,qu jg;f(aj)/_‘(’xo( ] ) € |

Ahora aproximamos a la integral de f respecto de la mfzdidd Vo, sm -

n(k) n(k)

/ fdvmo,s,; Z f(aj Uxo Sm (I+ < Z
T1F,

/ fdvag,s, — F(a7)Vz,s,, (I;_) )




pero

[, Pt = £(@5)0mg )] S € g, (1)
3 T T

ya que para todo par de puntos z1, 22 € I]'." tenemos que dri 7, (21,22) < 6,

asi

/' fdv:vo,sn Zf aj Uxo,sn(jj) <e
[/T e j=0

- Para relacionar las integrales de f respecto a las medidas ,ujo Y Vzo,sn,
elegimos n suficientemente grande tal que

|£(a5)| oo (1) — mo<IJ>><5§k—> para j =1, ,n(k).

~ Entonces ,

S Fle)ud, () = 30 F(8)vaeen TN < D0 ()] |1y () = vag.s, (IF))]
S =0 . .

Jj=0 j=0

T |
EDCHIIPWGAR mo,snf)l
=
< €.
Luego L :
| : n(k)y = ‘ : n.(k; ' :
duy avx0$I+</ duz I+
L, o, - > Hasaan I < | [ s, =3 flaud >
(k) | n(k) '
+ 1D fla)ud, () = > f(a5)vegs, (1)
5=0 : =0 S

< 2e.

Usando las desigualdades anteriores vemos que se verifica lo siguiente:

, e . )
dut — <
/Tl]-“p 4 _umo /Tlf,, fd0z0,on < /Tl].'"p fdumo Z o aJ Vzo,55 (I )

|2 T 1) [

- < 3e.
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Con esto concluimos la prueba. O

Sea Ps =II(Ro x D) donde D C CP? es la regién dada en la definicién de

grupo Schottky y IT : Ht x CP' — .M, es la proyeccién. Recordemos que
para la representacién en un grupo Schottky tomamos 7 = II(k, d) para

- algln punto d € D.

Corolario 5.16. Sean S una superficie de Riemann hiperbélica no com-
pacta de drea finita y p : m(S,z) = PGL(2,C) una representacion tal
que p(71(S,z)) es un grupo Schottky. Entonces existe un conjunto abierto
P C M,; de medida de Lebesgue positiva cuya wnterseccidn con cada fibra
M, » es un conjunto.abierto de medida de Lebesgue positiva en My, y
para cada punto & € PN M, . y para toda sucesién {s,} de nimeros reales
Sp = 1+ tenemos
ei,sn — K-

- Esta afirmacién es vdlida para cada x € S.

Prueba. Para cualquier punto y en una hoja £ de la foliacidén F, isomorfa
al plano de Poincaré tomamos la hoja de flujo positivo - :

H:={8(zt):ze@ *y) vy t>0

Mediante la aplicacién qlg : H — ﬁ' levantamos la sucesién de medidas
{0z,s,, } a una sucesién de medidas pf , sobre T*F, y por el Teorema 5.14
esta sucesién converge a pi. Luego, usando el Lema 1.2 obtenemos

_ Hi,sn — MUz,

que es lo que querfamos probar. O

5.5 INTERPRETACION GEOMETRICA DE pg.

Int_erpretando.los Teoremas 5.1 y 5.15, estos nos dicen due en los casos:

(1) p = pean la representacion canénica,
" (2) p=wipcan la representacién casi-canénica y
(3) p esla representacién en un grupo Schottky -
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Para cualquier punto y en una hoja £ de la foliacién F, isomorfa al plano

Hl’as.medidas'{/,bx“ . € S} obtenidas al hacer la desintegracién de o=
de Poincaré tomamos la hoja de flujo positivo

\ | Gult” = q.pT se pueden aproximar mediante medidas de probabilidad con -
soporte en los puntos contenidos en la interseccién de una hoja isométrica

i . al plano de Poincaré £ € F, y las fibras CP}. Més precisamente, existe un _ H:={%(2t):2€(q) " (y) y t>0}

| conjunto abierto no-vacio P C M, cuya interseccién con cada fibra M, .
es un conjunto abierto no-vacio en la fibra M, ;, y tal que para cualquier _ ,
hoja L de la foliacién F, con LNP N M, , # 0 v para cualquier sucesién (@_1(T::cl S).

l {s,} de numeros reales s, — 1%, la familia dé medidas , "

|

En la fibra (3o p)~1(z) las hojas de flujo se acercan al conjunto atractor

- Esto nos da una descripcién més completa del flujo ge.odésico foliado.
- También esto nos da una interpretacién geométrica de las medidas {u :

{pz,s, = gs E, Z e sn(&2 )5 '} : xz € S}: cada sucesién py s, convergiendo a u, dada en el Teorema 5.1 6
3 " z'eK : | . o Corolario 5.16 se puede levantar mediante la aplicacién qlg : H — Lz a
| 4 | ' una sucesién de medidas u , sobre T'F, convergiendo a p7 con soporte
| ~(donde 2 € LNPNCP;, K = LNCP, s ¥ (%,2') denota la distancia - en el conjunto (5.3). De esta manera, la medida u} se puede aproximar
\ﬁ;:; ‘ hiperbéEca enlai hoja £ = L3) converge débi}mente a la desintegracion f. ' ‘ con una, sucesmn geométrica de medldas con soporte en cualquier hoja de
W | dep=qup = G.u™T sobre la fibra Mp,x. Asi, los Teoremas 5.1 y 5.14 nos flujo.
o ~ dan una técnica goemétrica para aproximar las medidas {u; : z € S}.

‘ {‘fj : o , 5.6 INTERPRETACION GEOMETRICA DE u}.

j13 o . Ahora probaremos que la medida u; se puede aproximar de manera similar -
ll" a la medida y.

Como ya mencionamos la Proposicién 4.1 también es valida para las re-
presentaciones casi-candnicas. La versién de esta proposicién para el caso
~ de un grupo Schottky es un poco diferente y la damos en la Proposicién
I 5.13. Estos resultados implican que para-el caso de la representacién casi-
b canénica, si consideramos los puntos de iterseccién del conjunto (p)~* (T2 S)
| li\ : y una hoja de flujo positivo (definida en la seccién 5.1), estos estan muy
| _ “cercanos salvo un nimero finito a los puntos correspondientes en su con- | | . ' : .
| junto atractor. Esto es, dado e > 0 ex1ste a lo més un ndmero finito de |
puntos z’s en el conjunto ' -
|
i
|
|
|
I

i (5.3) (p)"YTLS)N H donde H es una hoja de flujo positivo

_ tales que

i dpiz, (x,0% 0 B(x))) > €
i n 88 ' : 89
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