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Prefacio

El estudio de las transformaciones polinomiales definidas en espacios de dime-
sién infinita aparece ya en los afios treinta. En [42], por ejemplo, J.E. Littlewo-
od estudia ciertas transformaciones bilineales en un nimero infinito de variables.
Diferentes autores establecen entonces, la relacién entre las formas multilineales
simétricas y los polinomios homogéneos en tales espacios. Posteriormente, en los
afios sesenta, L. Nachbin desarrolla de modo sisteméatico el estudio de las trans-
formaciones holomorfas definidas en espacios localmente convexos con lo que se
vuelve al estudio de los polinomios y su relacién con las propiedades geométricas
y topoldgicas de los espacios. ’

En los tltimos afios se ha desarrollado la teorfa de forma continuada (en {36]
pueden encontrarse muchas de las referencias), desde los diversos puntos de vista:
la holomorfia (p.e. [49] [4] o [21]), las &lgebras de funciones (p.e. [14] 0 [2]) ¥ la
geometria de los espacios de Banach a través, propiamente, de las transformaciones
polinomiales (p.e. [26] o [28]).. ‘

Uno de los objetivos principales de este trabajo es el proponer y desarrollar
un enfoque (serfan de hecho dos, aunque relacionados: el llamado homoldgico, en
el que las propiedades surgen por comparacién de distintas familias de transfor-
maciones, en este caso polinomios homogéneos, entre dos espacios de Banach, y
el conjuntista, en el que las propiedades surgen por comparacién, ahora, de cier-
tas familias de subconjuntos del espacio) que permite llevar a cabo un estudio
sistemdtico de las propiedades polincmiales de los espacios de Banach.

Es habitual encontrar en la literatura la idea de generalizacién de la teoria
lineal, pues los operadores lineales son los polinomios homogéneos de grado uno.
La teorfa desarollada debiera, entonces, contener y ser compatible con el estudio
cldsico de los operadores y las clases lineales de conjuntos.

hil
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" Prefacio
Com’.(l;alntc; Ia; generalizacién de los ideales de operadores a médulos de po]
a de las clases de conjuntos que se dan en este trabajo permiteljlo

)

b

inomios,

~la caracterizacié
zacion de los espaci i :
10s sin copias de ¢p). E
0)- Esta es una de las
razones

Creti: ;l c_a,plljtulo II se desarrolla el método homolégico para, algunas famili#s con
e polinomios. Este enfoque, asf como al unas de | i .
estudian en los capitulos IV ’ fedad de Disaoney o pocs dle se
¥ V (como la propiedad de Dieudonné {
] : \ . o la reciproca
Ei;:r, ]Dugioii i;Z’e.’c’fl’s) f:erlon introducidos y estudiados, para operadores linea.lei en
. nicion de los médulos de Dieudonné, de D is e incor

; _ , unford-Pettis e incondi-
cionalmente convergentes que aqui se introducen, estin basadas en una de lals

:;a(rl‘eal.xé:hy. Estas definiciones no coinciden con las generalizaciones respectivas
cidas, por ejemplo en [28]; al final del capit

ulo se- i
cntre ambas pemeomiPlo en [ ; p ‘ se -establecen las relaciones

Prefacio v .

En el capitulo III se desarrolla el método de comparacién de las clases de
conjuntos. De nuevo surge la pregunta de cémo llevar a cabo la generalizacién. En
este caso se sigue la definicién dada en (9], pues resulta una definicién natural y que
permite probar importantes resultados, como el criterio de reflexividad polinomial
[11.13, de forma muy sencilla. Se Incluyen en este capitulo algunos de los resultados
aparecidos en [9] y se establecen las relaciones vilidas para todo espacio de Banach,
entre las clases lineales y las polinomiales de un grado fijo, probando con ejemplos
que para cada relacién no establecida, existe un espacio que no la verifica. En
la ditima seccién del capitulo se introducen los médulos de polinomios que estas
clases de conjuntos determinan y se estudian algunas de sus propiedades.

En el capitulo IV se estudian las propiedades que resultan del método ho-
molégico en relacién a los polinomios que definidos como polinomios de Dunford-
Pettis. Entre los resultados que se obtienen estan distintas caracterizaciones para
la contencién de £; en el espacio tensor (T. IV.5), para la propiedad de Dunford-
Pettis de grado m (T. IV.16) o para la propiedad Ap,-Schur (Prop. 1V.24). Al
igual que en el caso lineal, estas propiedades pueden ser caracterizadas tanto desde
el punto de vista homoldgico, como desde el conjuntista. Se define ademds, una

clase de conjuntos en el espacio de polinomios escalares, estrechamente relacionada

con los polinomios de Dunford-Pettis.

En el capitulo V se estudian los polinomios incondicionalmente convergentes
definidos en el capitulo II, introduciendo también una clase de subconjuntos del
espacio de polinomios, que los caracteriza y mediante Ia cual se prueban algunas
de las propiedades més relevantes. Esta clase de subconjuntos generaliza una cla-
se lineal contenida en el espacio dual, introducida en [44]. Este enfoque permite
generalizar el estudio de las propiedades que involucran a los operadores incondi-
cionalemente convergentes, llevado a cabo en {44}, al caso polinomial.
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Capitulo 1
Introduccidon

I.1 Preliminares

Como mencionamos en la introduccién, este trabajo centra su interés en el estudio
de propiedades definidas en los espacios de Banach a través de ciertas aplicaciones
definidas en ellos: los polinomios. Empezaremos por tanto, estableciendo las
definiciones, notacién y resultados mds importantes al respecto, que utilizaremos
a lo largo del trabajo. No incluimos las demostraciones puesto que se trata de
resultados bien conocidos que pueden verse, por ejemplo en [34], [43], [49] o [20].

Notacidon

‘E, E;,1 € N,y F serdn espacios de Banach, es decir, espacios vectoriales normados

y completos para la topologia de la norma; m denotar4 siempre un nimero natural.
Supondremos también que el campo de escalares es C.
Para cada espacio de Banach F, Bg sera su bola unitaria:

Bg={z € E; |zl <1}
y E* su dual topolégico, donde la norma se define como
Mz™|| = sup{|z"(2)}; = € Bg}.

L(Ey X -+ X Ep; F) serd el espacio de Banach formado por las aplicaciones
m-lineales y continuas de F; X --- X E,, en F con la norma '

TN =sup{lIT(z1, ..., om)ll; 25 € Ej, ||zl < 1,5 =1,...,m}.

Cuando los espacios coincidan (E = E; para cada ¢ = 1,...,m) escribiremos
L(™E; F). En el caso en que F sea el campo de escalares C, denotaremos a estos
espacios L(Ey X - -+ X Fy) y L(™FE) respectivamente.

1
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Aplicaciones multilineales y definicién de polinomio

Proposicién 1.1 Para cada 1 < k < m se cumple que lg transformacién lineal

V:L(EyX . X Ep; F) — L(Ey % ... X E; L(Er41 X oo X Ep; F))

d?ﬁnic?a como U(T)(zy,...,2)(Thse, .. Zm) =T(z1,...,2,,) es una isometria
biyectiva entre los dos espacios de Banach.

Para cada T € L(™F; F) definimos su simetrizado como:

s 1
r (?31, ’zm) = ml § : T(ma(l)aj-°7za(m)):
TESm

donde S, es el grupo de permutaciones de orden m. Diremos que una aplicacién
T € L(Ey X+ X Ep,F) es simétricasi T* = T. Si denotamos por L*(™E; F) al
subespacio de L(™F; F) formado por las transformaciones simétricas, se cumple:

Proposicién 1.2 El operador lineal

L(ME;F) — L(™E; F)
T — T3

€s una proyeccidn continua y ||T°|| < ||T)|.

Desde luego, la nocién de transformacién multilineal simétrica tiene sentido
s6lo si los espacios E; (i = 1,...,m) coinciden, pero éste serj el caso que con mayor
frecuencia trataremos. :

La siguiente proposicién permite determinar una aplicacién multilineal simé-
trica conociendo los valores de la misma en la llamada diagonal, es decir, en los

‘elementos de la forma (z,...,z) con ¢ € E. Usaremos la notacién 2™ — (z,.m.

,2), z€ E:

Proposicién 1.3 (Férmula de Polarizacién) Dado el operador simétrico T €
LA(™E;F) y zo,...,2m € E, se cumple:
: ‘ 1
T(zy,.cZm) = —om €1...€nT{(zo+ 121 + ... + EmTm)™).
ej=%1 ’

Definicién 1.4 Una aplicacidn entre dos espacios de Banach P : E — F, es un
polinomio homogéneo de grado m si eziste T € L(™E; F) de modo que para cada
z€FE P(z)=T(z,™,z).
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Proposicién 1.5 El conjunto

P(ME;F):={P: E — F; polinomio m-homogéneo}

dotado con la norma ||P|| = sup{||P(z)||;z € E, ||z|| < 1} es un espacio de Bana-
ch.

Cuando el espacio de Banach F sea el campo de escalares C, denotaremos por
P(™E) al espacio P(™E,C). P(S™E) (resp. P(E)) ser4 el espacio de Banach
generado por los polinomios homogéneos de grado menor o igual que m (resp. por
todos los polinomios homogéneos).

Proposicién 1.6 Para cada T € L(™E;F), sea Pr € P(™E;F) definido por
Pr(z) = T{z,.™. z) para cada z € E. La aplicacién T — Pr induce un isomor-
fismo de espacios de Banach entre L*(™E;F) y P(™E; F), con ||Pr|| < ||T)| <
2l Pl

™.

Observacién 1.7 Un mismo polinomio es la restriccién a la diagonal de distintas
transformaciones multilineales; la férmula de polarizacién permite probar sin em-
bargo, que es la restriccién a la diagonal de una tnica transformacién multilineal
simétrica.

Proposicién 1.8 Si P: E — F es una transformacion definida para cada z € FE

como P(z) =T(z,.™,z), donde T es una transformacién m-lineal (no necesaria-
mente continua) de Ex ™. XFE en F, son equivalentes:

1. P es continuo.

2. P es acotado en todd bola de radio finito de E.

3. P es acotado .chn dlguna béla abierta de radio ﬁnito de E.

Si P cumple cuialquz"era de estas condiciones, P es un elemento de P(™E, F).

- Producto tensorial de espacios de Banach

' La definicién de polihomid se puede dar equivalentemente desde el contexto del

producto tensorial de espacios de Banach; como antes, incluimos los resultados

bien conocidos que necesitaremos.
Si E;, i=1,...,m, son espacios vectoriales, denotamos por F; ® ... ® E,, a su

producto tensorial y por ® a la aplicacién m-lineal canénica

Eix--XxEpn 2 E®..9FE,
(Z1,: -y Tm) = 10 -QTn,
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i | Capitulo I. Introduccigp
Se cumple que para cada espacio vectorial F y cada aplicacis 1 L& mayor de las normas razonables |
? . F da aplicacién m-lineal 7 : g ’ |
X . T . .y .
| o e ffg) :> F, ex1:<,te ull unica aplicacién lineal f : F1®.QF, 5 F c{e médf) Hemos introducido la definicién de la norma inductiva en los productos tensoriales
b o reSiT t. ReCIprocamentel para cada aplicacidn linea] f E\®..QFE, - F pues serd necesario utilizar alguna de sus propiedades (como es el caso de la
‘ J:‘_ m-linzal donEf(x1, ) = f(r® @ m) define una dnjcy transforr;tnaciéx; proposicién 1.47); sin embargo las propiedades de la norma que a continuacién
‘ “‘ & Cuande : 1 X +-- x Er.n en F. | introducimos hacen que sea ésta la que definiremos siempre en el espacio tensorial.
| i | o los espac1_os tienen ademds una estructura de espacio de B Cada elemento u € F1 ® -- - ® E,,, es una suma finita de la forma u = 2T, ®
| B preguntarse por la existenc P anach, cabe ‘ =
! ‘ 0 sentido Qe ’ s fanc13 en 1 ® ...Q E,; de alguna norma, compatible (en el " ® Zi, donde z;; € E;, 7 =1,...,m (esta expresién no es tnica). Se define
TR a continuacién detala,
“ : define entonces: mos) con las normas de cada uno de los E;. Se entonces, |
I . . : !
| :M‘ Definicién 1.9 Se dice que una E a v(u) = sup{] Z‘I’(zil’ o Tipn)|; W L(EY X -+ X Ep), [P < 1} i
% i . . : norma o en £1Q...Q E,, es razonable si sqt; i
! E‘H | las .. N m napie s Satzsface [ .
| ‘\:H“ ‘ stgutentes condiciones: . , | Proposicién 1.13 Siy, z;; y E; son como antes, se cumple: ' : “
i | L o(e1® - Q@zpm) < |loy| - ||z | | : o
| ‘f\u““ ‘ ( ®2Zm) < ||z, Zzm|| para todo n1€E, ...z, € E,. 1. v es una norma razonable en E1Q- - -®En yv(21Q: - -®zm) = ||z1]| - - - ||zmll-
iy 2. Sizi € E},... 2}, € X .. ‘ : .
\‘\‘J‘ norma (col;no fun?ionag;:tztzzz:sjl ® (Xi‘”:n € (§1'® Q@ En,a)* ysu 2. Si o es cualquier otra norma razonable en E; Q-+ ® Ep, para cada u €
"‘5‘\}“\“ . N ada por |[z3]] - - - ||lzz, . : E1®---® E,, se tiene que a(u) < v(u). _ )
il a condicién 1 en la definicién de norma, razo T : ‘ ;
15 W . la aplicacién ®. Del mis g ' nable establece la continuidad de 3. Para cada w € E1 ® -+ @ Ep, : ‘ ) :
wr ( tors : Mo modo, es posible deducir de las dos condiciones an- ‘ S L ' N
\U“H‘\“ Sz’lores éllgunaj Q]’cra,j1 propiedades de la norma vilidas siempre, que expondremos ' : v(u) = inf{z |z || H"’ I uw= Zz. Q- --Qxi ) o
g 0 €1 el caso de las dos normas razonables con las ue trab - e " e :
{}[ | y la proyectiva). ) q rabajaremos (la inductiva o , ‘ : . ' . L
il ' : ' Producto tensorial proyectivo y producto tensorial simétrico de espacios f
"‘H\‘ | ' La menor de las normas razonables - ’ de Banach b
| i ‘ | - : . 3
i “j:‘\{; Paracadau e B, ® - - - ® Epn, se define : Definicién 1.14 El producto tensorial proyectivo de los espacios de Banach E; ﬁ“
‘ \:H[‘; ‘ ‘ : .t =1,...,m, es la completacion del espacio normado (E1 ® -+ ® En,7v) y se |
il AMu) = sup{|(z]® -+ ® 2 ) (w)]; 5 € Bg:,...,z} € Bg. }. ‘ - denota por ExQ...®FE,,. Si E; = E para todo i, denotamos al producto tensorial

proyectivo de orden m por @y E.

Proposicién I 10 St A, z; y E; a de las proposiciones 1.10 y I.13, se obtiene
. » Ti Y Ly son como antes, se cumple: ‘ | ‘
; ’ Como conseécuenci las proposici 110y 113, tiene:

i |
0 ‘ 1. A es una norma razonable en Er1Q - ®Fn, y A(2,Q- - ®Tpm) = ||y - - Nem]-
;““‘“‘“ 2. Z’i o es cualguier ?tm norma razonable en E; @ -.. ® Em, para cada u € ' .Czrolario‘l.lﬁ S?‘fn lm elN y E un espacio de Banach. La identidad en @™ E
ﬁ“““r 1Q - F,, se tiene que A(u) < a(u). » induce una aplicacion lineal y continua | |
= - J:®rE — @&TE i

i < .,

;‘;jffﬁﬂ » Diﬁnlcmn I.11 El producto .tenson'al inyectivo de los espacios de Banach E; m m

L :1— tl,.. M, es la completacién del espacio normado (E, ® --- ® En,)) y se _ . TR M Qr — IR ™ ®‘a‘:

i enota por E\Q...QF,,. Si E;= E ; . : ' - ' ‘ .

v‘\“w‘” . inyectivo de orden m p:;r ®:"E’1. para todo i, denotamos‘al‘ producto tensorial Teorema 1.16 Sean m,i € N, conti < m y E;, F espacios de/ Bfanach.. Pgt'a

1 : cada aplicacion multilineal T € L(Ey X ... X En; F) eziste una dnica aplicacion’

1 Proposicién I. X3 V. i lineal T € L(E1® ... @FEm; F) tal que T =T 0 ®. Reciprocamente, para cada S €

8 Wi ey W 8 un subespacio cerrado de Bz, enton- Z?gj@) ; ®(E 1'(X)F) y%adz,(zz qa: ) € E1x-?-xE pla ezpresio’ng(a:l Tm)
A MR my Ly m m) 1rrtym

[ - . . .
i ‘ ces F1®.. . QWiR...QF,, es un subespacio cerrado de Fi®...QF,,.
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=S5z ® - ‘®Tm) determina un tnico elemento de L(Ey,...,En; F). La corres-
pondencia T ++ T establece un isomorfismo entre espactos de Banach.

E(E1 X e X Em;F) 2£(E1®®Em,F)

Proposicién 1.17 Sean E;, F; espacios de Banach para i = =1...,m 9y S; €
L(Ei, F)). La aplicacién definida en los elementos de Ey®---® Em como

S19...88, E®...QE, — F®...QF,
2%, ® @i, = 3 51(zi,) ®® Sp(zi,)

es lineal y continua.

Enelcasoenque E = E;, F = F; y S = S, para cada 7, el operador S&.. ®S
que denotaremos S(™), resulta ser simétrico.

Proposicién I.18 Sean i € {1,...,m} y ¥ una aplzcaczon cociente (i.e. un
operador supmyectwo) del espacio de Banach F; en el espacio de Banach W;.
La aplicacién Id® ...Q¥® ...Q1d es una aplicacién cociente de E®.. ®Em en
Ei®...0W;®...QFn.

La proyeccién descrita en la proposicién 1.2

S :L(E;F) — L*(™E;F)
T > T

induce una proyeccién continua en el espacio de Banach &, E. Al subespacio
imagen de esta proyeccién se le denomina producto tensorial simétrico y lo deno-
A m
taremos ®, . F.
La aplicacién

Om: E — QiE
zT = @ ™Rr

es un polinomio homogéneo de grado m, que denominaremos polinomio candnico
¥ a su imagen, 6, (E) := {z® ™ ®z; z € E}, conjunto diagonal.

El espacio ®:,,E admite una norma equivalente que resulta m4s adecuada para
el estudio de las transformaciones polinomiales, y que serd la que entendamos
definida en ®:’:WE: cada elemento u € Q7'E se puede expresar (no de manera
dnica) como una combinacién lineal finita de elementos diagonales [49]. Se define
su norma:

|un—mf{Z|A|uz4|m, u—ZAz@ ®z,}

=1 i=1

Seccién I.1. Preliminares 7

Proposicién 1.19 Fl espacio ®T,,E es la cerradura de la envolvente lineal del
conjunto b (E'). Se cumple también que |0 (z)|| = ||z||™ para cada z € E y

B®:,,E = CO€(9m (BE))

'Prbposicién 1.20 [7] Sea E un espacio de Banach y m € N. Para cada k €

{1,...,m}, el espacio ®I:,,E es un subespacio complementado de ® E.

Proposicién 1.21 Sea E un espacio de Banach y m € N. Se cumple:

1. Para cada subespacio F éomplementado en F, ®Zf,rF es un subespacio com-
plementado de &7 E.

2. §i E es separable, entonces ®:WE es separable.

De modo andlogo a lo que se tenfa en el tensor proyectivo, el tensor simétrico
cumple la siguiente propiedad universal:

Proposicién 1.22 Sean F y F espacios de Banach y m € N. Para cada T €
L(™E; F) eziste una inica aplicacién T € £(®Z,,E; F) tal que T = T o ®.
Reciprocamente, para cada S € ﬁ(@:?,,E; F) ycadaz € E, la ezpresion S(z, ..., z)
=5 (zﬁ@ ™ ®z) determina un dnico elemento de L5(™E; F). La correspondencia
T ++ T establece un isomorfismo entre espacios de Banach.

L*(™E; F) ~ L(&7.E; F).

Proposicién 1.23 Dado Pe ’P(""E, F, eziste uqa‘{inica aplicacién lineal P €
L(&®7.E; F) tal que P = P o 8,,, ademds ||P|| = || P||. Reciprocamente, para cada
T e £(®:n,,E F) y cada z € E, la ezpresién P(z) = T(0 (z)) define un elemento

de P(mE’ F) tal que P=T. La correspondencza P & P establece una isometria.

P(”‘E,F) = (®”‘ E, F).
Observacion 1.24 La proposicién anterior aﬁrma. en particular, que el espacio
dual (®;,FE)* es isométrico a P(™E). :

Para referirnos a la imagen bajo los dos isomorfismos vistos anteriormente,
utilizaremos siempre la siguiente notacién:

L(™E;F) ~ P(™E,F)
Tp “ P

L(&;E; F)
P

T
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Proposicién 1.25 Sean P ¢ P(™E,F), T € L(F,, E)y S e L(F F). Se cum-

plen las siguientes relaciones:

mzﬁ’oT(m)

R T T N i o e

S/O\Pz.SOP T(m)09m=9moT.
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I.2 Topologias polinomiales

Los espacios de polinomios introducidos anteriormente determinan de forma na-
tural ciertas topologfas en el espacio de Banach: las topologfas iniciales respecto

a las familias de polinomios escalares. Empezaremos estudiando las propiedades
b

generales que serdn de utilidad a lo largo de todo el trabajo.

Definicién 1.26 Dado E un espacio de Banach y m € N, denotaremos por E,
(resp. E;..., E. ) al espacio E con la topologia inicial inducida por los polinomios

P(™E) (resp. P(S™E), P(E)).
La coleccién de conjuntos de la forma, _
Uzy = {z € E; |pi(z) - pi(z0)| < €,0< €, p; € P("E),i=1,.. .y 7}

es una base de entornos de un punto z¢ € F,,, donde () corresponde a cada una
de las topologias 7, T<m ¥ Tpol- :

Diremos que la sucesién {z,} C E es 7, de Cauchy si para cada sucesién

creciente de nimeros naturales {n;} y cada p € P(™E), se cumple
l;ril lp(zﬂj) - p(wnk)’ =0.

Observacién 1.27 De la definicién anterior y de la propdsicién 1.25 se tiene que
la sucesién {z,} en el espacio de Banach E es 7, convergente a z € E si y sélo si
para cada p € P(™E), lim, p(z,) = (:1;) y esto, si y s6lo si la sucesién {6, (z,)}x

~ es débilmente convergente a 8, (z) en Q, . F.

Se cumple también, que la sucesién {:cn} es Ty, de Cauchy si y sélo si la sucesién
{0n(zn)} es debll de Cauchy en &, F.

‘El caso m = 1 corresponde a la topologfa débil del espacio E; veremos més
adelante que los demds casos describen topologias no vectoriales, aunque estre-

chamente relacionadas con la topologia débil del espacio tensor.
En el siguiente resultado se generaliza un conoc1do teorema para operadores

lmeales

Teorema 1.28 Sean E y F espacios de Banach , m €¢ Ny P : E = F una

transformacién de modo que eziste una aplicacion multilineal T definida en el

espacio producto ExX ™. XE, con valores en F cumpliendo P(z) = T(z,...,z)
para cadaz € E. Entonces

1. P es continuo (i.e. P € P(™E, F)) si y sélo si P es (tm-w) continuo (i.e.
continuo de la topologia T, de E en la topologia débil de F).
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2. Todo operador lineal y continuo T € L(E, F) es Tp,-1, continuo.

Demostraczon 1. El polinomio P es continuo si y sélo si lo es el operador lineal
asociado P € £(® E, F) (Prop. 1.23); se cumple entonces que P es w-w continuo.
Como la topologfa 7, en E es precisamente la inducida por la familia {f*obn,; fr e
(&) ~E)"}, resulta que 8, es 7,,-w continuo y por tanto P es T,-w continuo.

E

L .F
eml /
P
QernE

Reciprocamente, como la norma define una topologia mas fina que 7, si la apli-
cacién homogénea de grado m, P : E — F es 7,-w continua, es también || - ||-w
continua. Comprobemos entonces que el conjunto P(Bg) es acotado en F,: sea
U un entorno débil de 0 en F. Como P es || -|| — wcontinuo, existe § > 0 de modo
que P(6Bg) =C U y por tanto P(Bg) = P(}6Bg) = 5= P(6Bg) C 7=U. Por ser
P(Bg) un conjunto acotado de F,, es acotado en Fjj. De la proposicién 1.8 se

“ deduce entonces que P es un polinomio continuo.
2. Consideremos un punto g € E y los entornos de T'(2o) ¥ 0,,(T(z0)) en Fr, v

(®s ,,F)w respectlvamente

V= {y € F; |p1(y) p,‘(T(zo))| <e&,1=1,.. -777'}{

V ={z € &T.F; 1pi(2) — p:(0m(T(20)))| < &, =1,...,n}

donde p1 es el 'opera.dor lineal asociado a cada polinomio p;. Como el operador

T(m) Ry E— ®, mF, que en los elementos de la diagonal cumple T(™) (8, (z)) =
( ( )) es continuo, el conjunto

{we ®:,,E; T("‘)(w) € 17'}

es un abierto débil de ® - E que contiene a 0, (zo) y por lo tanto existe un entorno

bésico 5
U ={w e Qs.E; |§j(w) = G;(0m(z0))| < §;,5 = 1,..., k}

tal que T (U) c V. El conjunto
U={z € E;lgj(z) - gj(z)| < &, =1,...,k}

es un entorno de zg en T, tal que T(U) C V. . ‘ a
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Corolario 1.29 Todo polinomio P € P(™E, F) tmnsforma‘ las sucesiones T, de
Cauchy de E en sucesiones débiles de Cauchy en F.

El resultado anterior, en el caso lineal, resultaba clave para el estudio de ciertas
propiedades de los espacios de Banach; del mismo modo sucede con las propiedades
descritas a través de las familias de polinomios y permite, por ejemplo, escoger
adecuadamente la generalizacién de los llamados ideales de operadores. Como
veremos en el capitulo II, éstas serdn clases definidas a partir de la topologfa 7,
en el espacio de partida y de la topologfa débil en el espacio de llegada. -

Propiedades topoldgicas

Las topologfas descritas anteriormente tienen propiedades muy distintas en los
casosm=1ym>1.

Propiedad I 30 Sea m > 1. Los puntos T,y € E se pueden separar en T, si y
solomy;éema:para,k-—o - 1.

Demostracién. Si y = ey para algun k € {0,...,m— 1}, se cumple que p(y) =
p(z) para cada p € P(™E) y por tanto y pertenece a todos los entornos bésicos de

- z. Reciprocamente: sean z e y € E tales que para cadap € P(™E), p(z) = p(y). Si

son linealmente independientes, existe un funcional z* € F* para el cual z*(z) # 0
y =*(y) = 0; (z*)™ define un elemento de P(™E) que permite separar los puntos.
Consideremos ahora el caso en que z = Ay, A € C. Por hipétesis se cumple que

para cada f* € '(®m E)*, f*(Hm(z )) = f*(6m(y)) por lo que
zQ® ™ ®1: =y ™ QY = /\z® ®/\z = /\mz® . Rz

y esto es solo posible si A™ = : : a
Las topologias 7<m ¥ Tpoz si son separadas, dado que contienen a todos los
entornos débiles.

Propiedad 1.31 En E,, (resp. T<m ¥ Tpol) coinciden la compacidad con la com-
pacidad secuencial. . :
Demostraciéon. Sea A C E un conjunto relativamente 7,,- compacto. Por el
teorema .28, 6, es una aplicacién (7,-w)-continua y por lo tanto 8,,(A) coincide
con el conjunto débilmente compacto 6,,(A), por lo que para cualquier sucesién
{Zn}n € A existe {0 (2n,)}r débilmente convergente a z € 6,,(A4) = §,.(4), es
decir, z = 0, (z) y {zn, }x converge a z en F, .

Reciprocamente, sea A es un conjunto relativamente 7,,-secuencialmente com-
pacto ¥ {Z4}o una red contenida en A. Como los conjuntos compactos y los




¢ LA

12 , Capitulo L In troduccién

secuencxalmente compactos en la topologfa débil coinciden, existe una subred
{#m(za,s)}s débilmente convergente a z € 8,,(A) y una sucesién contenida en
la red, {0, (yn)}n débilmente convergente a z. Por hipétesis existe una subsuce-
sién {ynJ }; Tm-convergente a z € E, por lo que {f,, (¥n,)}; converge débilmente a
O (z). Como la topologfa débil es separada, debe ocurrir que z = §,,, (z), de donde
se deduce la existencia de una subred {%as}p Tm-convergente a z y por tanto que
A es relativamente compacto en E.

Las otras topologias verifican claramente esta misma propiedad y por tanto
son angélicas (es decir, coincide la compacidad con la compacidad secuencial y
son separadas). a

Propiedad 1.32 Dados m, k y I € N, cualquiera de las aplicaciones definidas del

siguiente modo:

‘Ifk,m : E-,-km — Erm
T = Z
~ iz .
donde Z = e * z, es continua en 0.
Demostracién. Dado un entorno bésico cualquiera de 0 en E,_,

U ={z € E;|pi(z)| < €,0 < €&,p; € P("E),i=1,..,n},
escogemos & = ¢¥ de modo que el conjunto
U={z€E; lpi(z)*| < &,0 < &,i=1, ey B},

est4 contenido en U y es claro que (p;)* define un polinomio homogéneo de grado
km. d

De la continuidad en 0 y tomando m = 1, se obtiene en particular, que los
entornos débiles de cero son siempre entornos polinomiales. La propiedad 1.30
muestra, en cambio, que cualquier punto z¢ € E distinto de cero tiene siempre un
entorno-abierto débil que no es entorno en 7,,. Se cumple entonces:

Propiedad 1.33 El espacio topolégico E, , para cada m > 1, no es vectorial.

Este resultado se ha podido probar de forma sencilla observando las distintas
propiedades de separacién que satisfacen los puntos de E,_, sin embargo hay que
tener presente que esto iltimo es a su vez una consecuencia del caracter no lineal de
la familia de aplicaciones P(™E) que induce la topologia 7,. Las topologias 7<m
Y Tpoi SI son separadas y mds finas que la topologfa débil, pero no necesariamente
vectoriales: en [2] los autores prueban que en ningin espacio de Hilbert complejo
la topologfa T, es vectorial. En [6] se estudian las propiedades topoldgicas de
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Eren ¥y Ef<po, y se prueba que tampoco en {. son topologfas vectoriales. Una
condicién mas débil que la anterior es la de tener una topologia polinomial de
modo que la suma resulte una funcién secuencialmente continua; en [6] se estudia
esta propiedad y se comprueba que tampoco es satisfecha por todos los espacios
de Banach. En [3] se trata esta propiedad en relacién con algunas otras y se
introducen, por ejemplo, las propiedades (P) y (RP) (ver 111.44 y V.8).

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad 1.32 no es vélida en general,
para cualquier par de indices n y m con n # mk:

Ejemplo " (R.Aron, M.Gonzélez)

Existe en ¢; una red formada por elementos de norma uno convergente a cero en
la topologfa (£3)-, pero no en (£2),,:

La construccién de la red se hace en el caso real y determina igualmente un
ejemplo para el caso complejo:

Sea A el conjunto formado por los subconjuntos finitos de P(3£2) ordenado por
inclusién. Para cada elemento \ = {Pr;,---Pr,} € A se construye una aplicacién
continua fy : £ — R™, definida como f,(z) = (p),(z), ..., P2, (2)). Por ser cada
una de estas funciones impar (fi(—z) = —fi(z)) y gracias al teorema de Borsuk
[23], existe un ) € £ de norma 1 tal que fy(z)) = 0.. De esta forma queda
determinada una red {z,}, convergente a cero en (¢3),, de elementos de norma
uno. Por otra parte, ¢(z) = ||z||* define un polinomio homogéneo de grado dos en
£2; como ¢(z)) = 1, la red no es convergente a cero en (£3),. a

Es preciso observar que no se puede construir un ejemplo anilogo con su-
cesiones en. vez de redes, pues en ¢; cualquier relativamente compacto de 5 es
relativamente compacto en norma (Prop. 3.8 [8]) y por tanto también relativa-
mente compacto en 7. Este ejemplo prueba también que en general las topologfas
correspondientes a grados de homogeneidad distintos no son comparables.

Propiedades de continuidad secuencial

En el teorema 1.28 probamos que cada polinomio P(™E, F) es Tp,-w continuo, por
lo que la topologia débil en el espacio de partida no es natural en este contexto;
sin embargo muchas de las propiedades conocidas de los espacios de Banach vie-
nen caracterizadas a través de ella y conviene, por tanto, tener presente cuiles
son las relaciones entre ambas, asi.como con las topologxas correspondientes a dis-

- tintos grados de homogeneldad Ya vimos que no son comparables, pero si hay

establecidas relaciones entre los respectivos conjuntos compactos, como muestra
el siguiente resultado bien conocido (ver por ejemplo, el lema 20 en [29] o [26])
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Lema 1.34 Sea E un espacio de Banach ym € N. Dada una sucesién {z,}n con-
vergente a T en 53" (resp. de Cauchy en E.,.), etiste una subsucesién de’gil:nente
convergev.'zte ae m T para algin k € N (resp. débilmente de Cauchy); siz £ 0, la
subsucesion se puede escoger convergente en E.__ (resp de Cauchy en E. < ).}

Dem'ostracién. Sea {z,}, una sucesién de Cauchy en E,._. Cada funcional lineal
continuo z* € E* determina un polinomio (™)™ € P(™E) por lo que (z*(z,))™ —
(0z+)™ (cuando la sucesién sea Tm-cOnvergente a z, se tendri axb: = :z*?:c)’ un
argumento andlogo probard el resultado en este caso). Si az+ = 0 para tc;dos
los funcionales lineales, la sucesién es débilmente convergente a cero. En caso
contrario se escoge un z* € E* de modo que azs # 0. De la condicién anterior se
deduce que existe una subsucesién {z*(2n;)}; convergente a e%az- para algin
k €{0,1,..,m - 1}. Fijamos ahora i € {1,..,m =1} y definimos la aplicécién
lineal y continua
ore Ly &L E
21Q .0 Ty T (Zi41) 02" (2m) 21 Q@ ... ® z;

~m . Am 2
Como ®, . E es complementado en ®r E, la sucesién {z,,® ™ ®zn, }; es débil de
2 m ., . .
Cauchy en @, E y por tanto también lo son su imagen por ¥; y {a:nj® 1 ®Tn, };
U 3 - . L ]
(pues estas dltimas coinciden salvo una sucesién escalar convergente a un valor no

nulo). : v a

La demostracién de la dltima parte del lema anterior no puede’ ser usada en el
caso en que la sucesién {z,}, sea de Cauchy en E., y débilmente convergente a
cero; de hecho no se sabe si el resultado es cierto en cualquier espacio de Banaéh,
aunque se pueden probar resultados positivos en algunos casos. Esto motiva la
siguiente definicién: ' '

Deﬁnicién 1.35 El espacio de Banach E satisface la propiedad m-B si cada su-
cesion {z,}, de Cauchy en E... admite una subsucesién de Cauchy en E;..

Lema 1.36 Dada una sucesidn {z,}, de Cauchy (resp. convergente a zo) en

Er.., para cada z € E, {2n + 2}n es de Cauchy (resp. convergente a zo + z)en
E

T<m*

Demostracion. Dado p € P(™E), existen p; € P(*E) de modo que

p(zn+2) =p(z) + Y _ pi(za);

=2

~
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g =3 ",pi € P(S™E) por hipStesis, {g(zn)}n es convergente (resp. a g(z0)) v
en consecuencia {p(z, + )} es convergente (resp. a p(z) + ¢(zo) = p(z + zo)).
o . :

No se sabe si las topologfas 7., satisfacen también esta propiedad de invariancia -

por traslaciones, pues de hecho se cumple:

Proposicién 1.37 Dado un espacio de Banach E, son equivalentes:
1. E satisface la propiedad m-B.

2. Para cada sucesidn {zn}n de C’auchy' en E,  eziste una subsucesion {z,, }x
de modo que para cada = € E, {z,, + =} es de Cauchy en E,_.
| /

Demostracién. Si suponemos la condicién 1 toda sucesién {z,}, de Cauchy en
E.,. admite una subsucesién {z,, }r de Cauchy en E....; el lema 1.36 asegura
entonces que {Zn, + z}x es de Cauchy en E, . Reciprocamente: sea {z,}, una
sucesién de Cauchy en E. ; por el lema 1.34, existe una subsucesién {z,, }; débil
de Cauchy, que si no es débilmente convergente a cero, es también T<m de Cauchy.
Si es una subsucesién débilmente convergente a cero, la condicién 2 permite tomar
un ¢ € E'y una subsucesién (denotada igual) tal que {z,, + z}x sea de Cauchy
en T,, y no débilmente convergente a cero y por tanto de Cauchy en E..,.. Con

el lema 1.36 se prueba de nuevo, que {z,, }+ es de Cauchy en E.,.. a

Observacién 1.38 Tanto la propiedad m-B como la proposicién [.37 admiten una
formulacién andloga reemplazando “sucesién de Cauchy en E,.” por “sucesién
convergente a = en FE. " que, por la no linealidad de la topologia 7,, pueden
no ser equivalentes a las expuestas anteriormente.

Si {egk)} es la base canénica del espacio £, k'€ N, el polinomio @ € P(™4y,, ¢1)
definido como Q(3_; aieg’é)) = i_a_,}"ef-l) muestra que los polinomios no nece-

. . ’1 e . m
sariamente son secuencialmente débilmente continuos (para m > 1, {eg )} es

débilmente convergente a cero, mientras que {61(1)} no es débil de Cauchy). Intro-
duciremos, por tanto, la siguiente definicién:

Definicién 1.39 [9] El espacio de Banach E tiene la propiedad de continuidad
secuencial de orden m (m-SCP) si para cualquier sucesién {z,}n débilmente con-
vergente a = en E, cada polinomio p € P(™E) cumple que lim, p(z,) = p(z).

Denotamos por Py,.(™FE) al subespacio de P(™FE) formado por los polinomios
débilmente secuencialmente continuos. Asi, la propiedad de continuidad secuencial
de orden m es precisamente P(™E) = Py (™F).

S e -
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Observacién 1.40 Dados Ey F espacios de Banach, el polinomio P € P(™E, F)
es secuencialmente continuo de la topologia débil de E en 1a topologia débil d:e F
si y slo si el operador P* : > — P(™E) definido como P* (") = z* o P para
cada 2” € F* verifica P*(Bg.) C Pusc(™E).

Proposicién 1.41 [9] Sea E un espacio de Banach y m € N. Son equivalentes:
1. E tiene la propiedad m-SCP (P(™E) = Pyuse(™E)).

2. El polinomio canénico 8, es secuencialmente continuo de lg topologia débil
de E en la topologia débil de o .

3. Para cada sucesién débil de Cauchy {zp}n C E, {0, (Tn)}n es débil de Cau-
chy en &, E. '

4. Cada polinomio P ¢ P(™E, F) transforma las sucesiones débiles de Cauchy
de E en sucesiones débiles de Cauchy en F.

Demostracién. Por la observacién 1.40, 1 y 2 son claramente equivalentes, pues
(6:2)" es el isomorfismo P ¢ P entre (®5E)*y P(™E). La equivalencia con 3 es
consecuencia del teorema 2.3 [5]. La afirmacién 3 es un caso particular de 4. Por
iltimo, la observacién 1.40 prueba la implicacién de 1 en 4. a

A los elementos del espacio vectorial generado por la familia de polinomios
{(z*)™; «* € E*}, se les denomina polinomios de tipo finito (en este caso, ho-

mogéneos de grado m) y se denotan Ps(ME).

Proposicién 1.42 Si P¢(™E) es denso en P(™E), E tiene la propiedad de con-
tinuidad secuencial de orden m (; m-SCP). ‘ :

Demostracién. Dada una sucesién {2n}n C Bg débilmente convergente a z en
E'y un polinomio p € P(™E), para cada ¢ > 0 existe pr=3%, a;(z})™ donde
z; € E*, de modo que ||p — p/|| < 5- Existe entonces N tal que si n > N
lps(zn) — pf(z)| < §, por lo que para todo n > N,

IP(20) = P(2)] < Ip(2n) = s (2n)| + Ips(2n) ~ p1(2)| + Ips(z) - p(2)| < € O

1.43 En [46] se prueba que en el espacio cg los polinomios de cualquier grado son
aproximables por polinomios de tipo finito. '

Aunque la propiedad de continuidad secuencial no sea vilida en todo espacio
de Banach, sf lo es restringida a ciértas clases de sucesiones (como las convergentes
en norma o las que forman un conjunto de Dunford-Pettis: Prop. II1.30). Proba-
remos ahora que se cumple sobre las sucesiones que son sumas parciales de series
débilmente incondicionalmente de Cauchy:

" Demostracién. Sea S, z; una serie d.i.Cy T : ¢ — E el operador lineal y
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Una serie formal en espacio de Banach > ;o z; es una serie débilmente incon-
dicionalmente de Cauchy (d.i.C) si 3%, |z*(z:)| < oo para todo z* € E* (Cap.V
[17]). En términos de convergencia débil, es equivalente a que la sucesién de su-
mas parciales {} 7, Tk; }n asociada a cada subserie 33 &, sea débil de Cauchy.
Para la topologfa 7, en F introducimos entonces, la siguiente definicién:

Definicién 1.44 Una serie 3 2, z; en el espacio de Banach E es 7, -Cauchy si
para todo p € P(™E), ‘

n k

linlrcx p(y z:) - P(Zzi)l =0
n, T ¢

1= =1

., . . . no_
(es decir, si la sucesién de sumas parciales asociada a la serie, {d o Titn es
una sucesion de Cauchy en E,_ ). La serie es Tp-incondicionalmente de Cauchy
(tm-i.C) si todas sus subseries son T, de Cauchy.

Lema 1.45 Una serie 3 2, z; en el espacio de Bananch E es Tp,-incondicional-
mente de Cauchy si y solo si es débilmente incondicionalmente de Cauchy.

continuo definido por 7T (e;) = z; para cada i € N, donde {e,-},i denota la base
canénica de cg.- La serie Y o, ¢ei es di.C en ¢o por lo que la sucesién de sumas
parciales {3°F_, e, }x asociada a cada una de las subseries Y21 €n; €S ,défbil de
Cauchy y por lo tanto Cauchy en co,,, (en co coinciden las sucesiones debllgs‘ (:le
Cauchy con las sucesiones Tpol de Cauchy, como consecuencia de lakpropos1c1on
.42 y del ejemplo 1.43). El teorema I1.28 implica entonces, que {T(3";; en;) }x es
Tm de Cauchy. = - , o

Veamos la implicacién contraria: si suponemos que Y 2, z; no es una se-
rie d.i.C, existe un funcional z* € F* tal que Y 32, |z*(2;)] = oo. La sucesién
{z*(z:)}; C C admite una subsucesién {z*(z;,)}% contenida en uno de los cua-
drantes determinados por las rectas {Re(z) = 0} y {Zm(z) = 0}, de modo que

oy l2* (23, )| = 00. Si z*(z;,) = re+igx es la descomposicién de cada elemento de |
la subsucesién en parte real y parte imaginaria, tenemqs quelsgn{rk, k € N} = cte.
y sgn{gr, k € N} = cte. 3 52, |2*(zi )| = Doy (r + ¢2)2 = o y por lo tanto
> key (I} + 1gk]) = oo. Podemos elegir m; € N para cada j € N de modo que
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ZiZilrsl > 4,0 T2, |98l > 5, ¥ por tanto
1227 @)l =13 e+ i) = | +i) gl =
k=1 k=1 k=1 k=1
Qo+ (Ot = Q) + O lah?E > 5.
k=1 k=1 k=1 k=1
Hemos construido una subserie para la cual
sup{| ) _"(24,)]} = oo.
n k=1
Como (z*)™ define un elemento de P(ME)y
sup{le” (3 2:,)|"} = o0,
k=1 .

., . n .
la 'sucesmneode sumas parciales {3 7_; z;, }, no es de Cauchy en E,_ y por consi-
guiente }°72. z; no es 7,,-incondicionalmente de Cauchy. : d

El siguiente resultado se prueba ahora de forma sencilla; utilizaremos el te-

- orema de Orlicz-Pettis (Cap.IV, [17]), cuya formulacién est descrita en el caso

m = 1 del corolario:

Corolario 1.46 Una serie 3 z; en un espacio de Banach E es 1,,-subserie con-
vergente st y sélo si es incondicionalemente convergente.

Demostracién. Por un lado, si la serie es incondicionalmente convergente, cada
sucesién de sumas parciales asociada a una subserie, s, = 2 k=1 Ti, €s convergente
€0 norma y por tanto convergente en E. .

Para probar el reciproco, consideremos una serie > z; tal que para cada sub-
serie ) z;, existe z € E de modo que '

lim|p(} " 2:) —p(z)| =0 V peP("E). (L)

i=1

Comprobemos que Y z; es entonces, débilmente subserie convergente. En efecto:
por el lema anterior sabemos que la serie es d.i.C. Para cada subserie 2 k=1 Tixs
la sucesién s, = 1]::1 Zi, es Tm-convergente a cierto z € E. Por el lema 1.34,
existe una subsucesién Sn; que converge débilmente a z’. Comprobemos que toda
la sucesién s, es débilmente convergente a z': por tratarse de una serie d.i.C, la
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sucesién s, es débil de Cauchy y por tanto, fijado 2* € E*, para cada ¢ > 0 existe
N de modo que

/ |27 (s1) = 2™ (Z)] < |27(s1) — @™ (sn; ) + 2% (sn;) — 2" () < €
para todo [, n; > N. La serie es, en consecuencia, subserie débilmente convergente
y por tanto es convergente en norma (T. Orlicz-Pettis). a

Veamos ahora una propiedad importante de ciertas sucesiones definidas en el
espacio dual E*, que utilizaremos en el capitulo II:

Proposiicién 1.47 Para todo m € N y toda sucesién {z}}, débilmente conver-
gente a cero (resp. débil* convergente a 0) en el espacio de Banach dual E*, la
sucesion {(z5,)™}n es débilmente (resp. débil*) convergente a cero en (®:WE)*

Demostracién. Consideremos primero el caso en el que {22}, converge débilmente*
a cero. Como todo elemento de ®:,E es aproximable en norma por combinacio-
nes absolutamente convexas finitas de elementos diagonales (Prop. 1.19), basta
comprobar la convergencia puntual de {(z%)™}, sobre los elementos de la diago-
nal; pero resulta claro que si {z*(z)}, converge a cero para cada z € E entonces
limy, (2})™(z) = lim,(z%(z))™ = 0. ‘

Veamos ahora el caso de la convergencia débil: como ®.°E* es un subespacio
cerrado de (®;,E)* (en [51] y [37] se prueba para E* ®, F*; por induccién se
deduce el caso m € N dado que el producto tensorial inyectivo es estable por
subespacios) para probar que {(z})™}, converge débilmente a cero, basta probar
que lim, ¥((z;)™) = 0 para cada 9 € (®] E*)*; ¥ es entonces, de tipo integral
([20], p.231), es decir, existe una medida u de Borel, o-aditiva y de. variacién
acotada en el espacio compacto B** = Bges X ... X Bge+, de modo que P((z*)™) =

Spes a3 (&) - - 2r(2")dp(z}™, - -, £2F) para cada z* € E*. Como < -,z%®@ ™
®z;, > es convergente a cero y uniformemente acotada, lim, ¥((zX)™) = 0. a

Observacién 1.48 Con una demostracién aniloga a la del lema anterior se prue-
ba que si la sucesién {z,}, es débilmente convergente a cero en el espacio de
Banach E, entonces {z,® ™ ®z,}» es débilmente convergente a cero en " E.
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' Capitulo I Introduccigy

Capitulo II
Método homoldgico

El método homoldgico para el estudio de un espacio de Banach, consiste funda-
mentalmente en la caracterizacién de algunas de sus propiedades en términos del
comportamiento de ciertas familias de transformaciones definidas en él. Cuan-
do tales transformaciones son operadores lineales entre espacios de Banach, las
familias consideradas son las que A. Pietsch define en [47] como ideales de opera-
dores, a efecto de que las propiedades obtenidas sean invariantes por isomorfismos.
Por esta misma razén, al aplicar el método homoldgico al caso de los polinomios
homogéneos, deberemos restringirnos a lo que llamaremos médulos de polinomios.

I1.1 Modédulos de polinomios

Definicién I1.1 Un conjunto @ de polinomios hbmogeneos de grado m € N, de

modo que para cada pareja de espacios de Banach E y F, ®(™E, F) CP(™E, F),
es un médulo de polinomios si verifica las siguientes condiczones
(mK, K) C q’(mK K).
- SiPyQe <I>("‘E F) entonces P+@Q € @(mE' F)

3. DadosG H espaczos de Banach, T € L(G,E),Se L(F,H) yP € ‘I>(mE F),
se cumple que So PoT ¢ (™G, H). : ,

Observacién I1.2 Si @ es un médulo de polinomios, para cada pareja de espacios
de Banach E'y F y cada m.€ N, ®(™F, F) es un subespacio vectorial del espacio
P(™E, F). Cuando este subespacio Vectorlal sea cerrado diremos que ® es un
médulo cerrado.

Como primeros ejemplos de médulos podemos considerar los siguientes:
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(el médulo

pohnormos. homogéneos de up grado fijo que trans-
€0 un conjunto relativamente compacto (polinomios

esquema a seguir es e} siguiente:

Dados @ y ¥ dos mddulos de polj i 5
polinomios h )
de Banach, diremos que ' omogeneos y £ una clase de eéspacios

Definicién I1.3 E tiene la ; .
propiedad P(®, ¥, .
cumple que (™E, F) CU(mE, g,) ( ™€) si para cualquier F € & se

. Escr?biremgs P(P, ‘I.I, m) cuando la clase de espacios de Banach & sea e] total
a pl:opledad. ser de dimensién finita” Se caracterizarfa, de acuerdo aj ejemplo
anterior, mediante lg propiedad P(P, Peoym), para cada m € N.

Demostracion. Sea E up espacio con la propiedad P(®, ¥, m,€), T un iso-
morfismo entre los espacios de Banach E YyGyQ e ®(™G, F) c’on F e ¢
Qo T € ®(™E,F) C ¥(™E,F) y en consecuencia @Q=QoToT-1¢ ("G F)’
Consideremos ahora el caso en que H sea un subespacio complementado de E,’ Si
d'e’notamos pox;i T:E—5Hala Proyeccién continua y por J : H — E a la inclu-
Slon correspondiente, se cumplird que para cualesquiera F ¢ £
YyQ € ®(™H,F

QoTe ®(™E,F) C ¥(mE, F)y por ta.ntoQoToJe‘Il(mH,F). ( l)],

Se puec'ie probar que la,. propiedad P(®, ¥, 1, £) (es el caso lineal) es también
estable baJo. productos finitos, pero la demostracién utiliza la linealidad de las
t.ransforr;la.cmnes. En algunos casos particulares serd posible probarlo también
St m > 1, como por ejemplo para la propiedad P(R,.. [* P

‘ , rop. IV.1
propiedad m-DP (Prop. IV.20). (R £7) (Prop Bot

Los m(?dulos y p.ropiedades polinomiales que trataremos aqui y en general, los
que han sido estudiados por diferentes autores, son generalizaciones de ideales
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y propiedades de operadores bien conocidos. Veremos que tales generalizaciones
no son unicas, es decir, nociones que en el caso lineal son equivalentes, en el
polinomial no lo son. En la medida de lo posible expondremos las diferentes
alternativas y estudiaremos las que a nuestro juicio dan lugar a la extensién m4s
adecuada, preservando la nocién intrinseca que, como hemos dicho, en el caso lineal
puede ser descrita por definiciones equivalentes que dejan de serlo en el contexto
de los polinomios. Es posible estudiar las propiedades respecto a las diferentes
topologias polinomiales: Tm, T<m Para cada m € N o 7,4. La formulacién tanto
de las definiciones como de las propiedades es similar en cada caso, de modo que

- lo haremos siempre con la topologia 7.

Antes de abordar en profundidad los médulos que seran objeto de estudio
en este trabajo, empezaremos por exponer los que con mayor frecuencia han ido
apareciendo en la literatura. Estos no necesariamente han sido definidos como
tales o bien, han aparecido con el nombre de ideales de polinomios.

Ejemplos de médulos estudiados por diferentes autores

I1.5 Polinomios compéctos.
P € P(™E, F) es compacto si transforma la bola unidad de F en un conjunto

relativamente compacto de F (I1.30).

I1.6 Polinomios débil-débil secuencialmente continuos. _

Es el médulo formado por los polinomios que transforman las sucesiones débil-
mente convergentes en sucesiones débilmente convergentes. Los introdujimos en
la observacién 1.40, en relacién con los polinomios P,,s.(™E). Si denotamos a este
médulo por Pyuyse, el espacio E verifica la propiedad P (P, Pywse, m) si y sélo si
E tiene la propiedad m — SCP (Obs. 1.40). ' » ’

I1.7 Polinomios completamente continuos.
P € P..(™E, F) si transforma las sucesiones débilmente convergentes de F en
“sucesiones convergentes de F. En [5] (Th.2.4) son llamados “débilmente secuen-
- cialmente continuos” y se prueba que Pec(™E, F) coincide con el médulo de los

" polinomios que transforman las sucesiones débiles de Cauchy de F en sucesiones

de Cauchy en F. En (28], [6], [27], [45], [33], [12] et al. se estudia este médulo en

~ relacién con otras clases de polinomios.

I1.8 Polinomios completamente continuos en 0. _

Se definen en [28] como aquellos polinomios que transforman las sucesiones
débilmente convergentes a cero en sucesiones convergentes a cero en norma; se
denotan P.o(™E, F). Si m = 1 coinciden, desde luego, con los completamente
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c'ontinuos, Pero no es necesariamente cierto cuando m > 1. De las definiciones se
tiene Poo(™E, F) C Peo(™E, F). En (28] (Prop.19) se prueba que si E no es de
Schur, la contencién es estricta para todo m > 1.

I1.9 En [26] y [6] se trata con una clase de polinomios distinta a los completa-
mente continuos, pero que es también una generalizacién de Ia nocién de ideal de
operadores completamente continuos: la formada por los polinomios que transfor-

man sucesiones convergentes en la topologia T<m, €N sucesiones convergentes en
norma.

I1.10 Polinomios débilmente completamente continuos.

Se definen en [28] come los polinomios que transforman las sucesiones débiles
de Cauchy en sucesiones débilmente convergentes: Py..(™E, F); corresponde a
una generalizacién del ideal de los operadores de Dieudonns,

I1.11 Polinomios incondicionalmente convergentes. ‘

En [28] y [29] se definen del siguiente modo: P ¢ P(™E, F) es incondicio-
nalmente convergente si la serie > 2, P(z;) es incondicionalmente convergente
para cada serie d.i.C ) 2, z;. Los autores demuestran que esta clase contiene
a los completamente continuos, a los completamente continuos en el cero, a los
débilmente compactos y establecen distintas relaciones entre ellos.

I1.12 Todo ideal de operadores  determina un médulo de poiinor‘nios Py del
siguiente modo: diremos que P € Py (™E, F) si su operador lineal asociado P est4,
en el ideal H(@;’;E’, F). Las dos primeras condiciones de médulo son claras yla
tercera es consecuencia de las relaciones que cumplen los generadores simétricos
frente a la composicién (Prop. 1.25): para T € L(E,,E)y S € L(FF), PoT =
PoT(m)yﬁ=SoP. < :

I1.13 Los polinomios tales que su operador adjunto es incondicionalmente con-
vergente, introducidos en [28]. ;

I1.14 En [6] se define la clase de los polinomios que transforman la bola uni-
dad de E en un conjunto relativamente compacto en la topologia T<m ¥ Tpor de
F. En principio esta clase no determina un médulo, pues la suma de conjuntos
compactos en estas topologias no necesariamente es compacto (Th.5.5 [15]). El
caso particular que aparecera con frecuencia, es el de los polinomios débilmente
compactos (corresponden a m = 1), que si determina un médulo.

Seccién I1.2. Definiciones y primeras propiedades ’ 25

Cada uno de estos ejemplos es una generalizacién de los respectivos ideales de
operadores, aunque no necesariamente responden a un criterio de generalizacién
comin. En este trabajo abordaremos sélo algunas clases de polinomios y algunas
propiedades, pero siguiendo un criterio general aplicable a otros casos no conside-
rados aqui. La idea a grandes rasgos es muy sencilla: tener en cuenta la relacién
que se establece, como consecuencia del teorema [.28, entre un espacio dotado de la
topologia 7, y las transformaciones polinomiales de grado m definidas en él. Este
enfoque permite ademas, establecer la dualidad existente en el caso lineal, entre
propiedades definidas por el método homolégico y propiedades definidas a través
de ciertos subconjuntos que introduciremos en el siguiente capitulo. Los médulos
de los ejemplos anteriores estardn, desde luego, estrechamente relacionados y en
la medida de lo posible expondremos estas relaciones.

I1.2 Definiciones y primeras propiedades

Después de la definicién de mddulo de polinomios, introducimos los médulos de
polinomios que serian objeto de estudio en este trabajo.

En el corolario [.29 se afirma que cada elemento de P(™E, F) transforma las '

sucesiones de Cauchy en E,  en sucesiones débiles de Cauchy de F’; los médulos
que estudiaremos son los que, en cierta medida, mejoran la convergencia en F, asi

- como el mdédulo de los polinomios compactos y débilmente compactos. Veremos

que ésta es una generalizacién de los respectivos ideales de operadores que propor-
ciona un método eficaz de estudio de propiedades invariantes bajo isomorfismos,
como ocurria en el caso lineal (del que puede verse una clara exposicién en [8]).

Definicién I1.15 Diremos que el polinomio P € P(™E,F) es:

COMPACTO s1 transforma la bola unidad de E en un conjunto relativamente com-
pacto de F. Denotamos por P.,(™E, F) al subespacio de polinomios com-
pactos. : '

DEBILMENTE C:JOM‘PA_CTO,.éi transforma la bola unidad de E en un conjunio rela-
tivamente débilmente compacto. Denotamos por P,.("E, F) al subespacio
de polinomios débilmente compactos. :

DIEUDONNE si transforma las sucesiones 1, de Cauchy en sucesiones débilmen-
te convergentes. Denotamos por Pp(™E, F) al subespacio de polinomios de
Dieudonné. - .

DUNFORD-PETTIS si transforma las sucesiones 7, de Cauchy de E en sucesiones
convergentes de F. Denotamos por Ppp(™E, F) al subespacio de polinomios
de Dunford-Pettis. '
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INCONDICIONALMENTE CONVERGENTE i para toda serie d.i.C YizienE, la

sucesion {P(3_7_; i) }n converge en norma. Denotamos por P:("E, F) al
subespacio de polinomios incondicionalmente convergentes.

La nomenclatura es similar a la que utilizan otros autores (como en los ejemplos
de la seccién anterior) pues hace referencia a una misma nocién lineal. A Io largo
del trabajo utilizaremos, siempre que no se indique lo contrario, estas definiciones.

Observacién II.16 Es equivalente definir los médulos de polinomios de Dunford-
Pettis y Dieudonné del siguiente modo:

Ppp(™E,F)= {P: para cada subconjunto A C Etal que toda sucesién
(zn) C Acontiene una subsucesién 7,,, de Cauchy, P(4A)
es relativamente compacto en F'}

Pp(™E,F)= {P: para cada subconjunto A C E'tal que toda sucesién
(zn) C Acontiene una subsucesién 7, de Cauchy, P(A4) |
es relativamente débilmente compacto en F}

Veamos, por ejemplo, el caso de los polinomios de Dunford-Pettis (el otro caso se
prueba de manera andloga):

Si A es como antes y P es un polinomio de Dunford-Pettis, P(A) es relativa-
mente compacto, pues cada sucesién {z,} admite una subsucesién 7,, de Cauchy
que es transformada por P en una sucesién convergente; en consecuencia, cada
sucesién {P(z,)}, C P(A) admite una subsucesién convergente.

Veamos ahora la otra contencién: sea {2}, una sucesién de Cauchy en E,_
y P como antes. Existe entonces z € F y una subsucesién {z,, }; de modo
que limg || P(zn,) — 2| = 0. Debemos comprobar que toda la sucesién {P(z,)}n
-converge a z. Si no es asi, una construccién como la anterior da lugar a la existencia
de una subsucesién {z,;)}i y 2/ # z tales que lim; || P(zn(;)) — #/|| = 0, pero por
hipétesis {z,}, es de Cauchy en E, y por lo tanto, para cada f* € F* existe
lim, f*(P(z,)) (f*o P € P(™F)). Se deduce entonces que para todo f* € F*,
f*(2) = f*(#'), lo que resulta ser una contradiccién.

Observacién I1.17 En las definiciones de los polinomios Dunford-Pettis y Dieu-
donné hemos considerado sucesiones de Cauchy en E, . En el caso m = 1 es
equivalente definirlas partiendo de sucesiones 7, convergentes o incluso 7, con-
vergentes a cero por la linealidad de la topologia débil. En el caso general ambas
definiciones no tienen, en principio, por qué ser equivalentes. La eleccién que tie-
ne en cuenta las sucesiones de Cauchy es la que permite establecer la dualidad
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mencionada al finalizar la seccién anterior, pero obedece también a la idea intui-
tiva descrita antes, de determinar los médulos que mejoran la convergencia de las
sucesiones de E._

Observacién II.18 La definicién natural de la incondicionalidad de un polinomio
serfa, segiin lo dicho en la observacién anterior, partiendo de series Tm-1.C de E,
pero en el lema [.45 vimos que coincidfan con las series d.i.C.

‘Observacién 11.19 Los modulos de polinomios compactos y de polinomios dé-

bilmente compactos se incluyen en los descritos en el ejemplo (IL.12) ya que se
cumple (Lemma 4.1 [49]):

PEPo("E,F) & PeLo(®].EF)

PePu("E,F) & Pe¢L,(®.EF)

Los polinomios incondicionales sin embargo no son de este tipo: en [48] se cons-
truye un espacio de cotipo 2 (y por tanto sin copias de ¢p) X, tal que X Qs r X
contiene un subespacio isomorfo a ¢ (Cor.10.7 [48]). El polinomio canénico 6 es
incondicional (Prop. II. 34) y en cambio el operador 6 es un isomorfismo en un
espacio con copia de cp ¥ por lo tanto no es incondicional.

vP'roposic‘i6n' 11.20 Cada una de las clases definidas en I.15 detefmz'ha un mdédulo

cerrado de polinomios.

Demostracién. Haremos la prueba en el caso de los polinomios incondicionalmente
convergentes;.los otros casos se demuestran de forma anéloga. -
Las condiciones de médulo (Def. II.1) son claras. Veamos entonces que para
cada par de espacios £y F, Pi(™E, F) es un subespacio cerrado de P(™E, F )
Sea {P }n C Pie(™E, F) una sucesién convergente en norma a Py Y 72,
una serie d.i.C en E. Las sumas parciales {s; = Eml z;} forman una sucesién
débil de Cauchy y en consecuencia acotada por algiin M. Como lim,, ||P,—~P]|| =0,
para cada € > 0 existe ng tal que ||P,, — P|| < ¢. Dado que P, € Pi.("E, F),
existe kg € N de modo que para todo k,! > ko,

l
“Pﬂ-o th - Pno(zxi)“ < €.
=1

=1
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Se cumple entonces
k { . k k
1PY =) - P(Y @)l < 1P} 2i) = P (32| +
1=1 =1 =1 i=1 :

k l { l

| Prg (Z 2i) = Poo (Q_ )l + 11 Pa (3 2) - P(Y )l < e(1+2M™)

=1 1=1 =1 =1

para todo &, > kg, de donde se deduce que P es también un polinomio incondi-

cionalmente convergente. . : a

Teorema I1.21 Dados E y F espacios de Banach, y m ¢ N, se cumplen las
siguientes inclusiones:

Puwc(™E, F)
(O
Po(™E,F) Pp(TE,F) C Pi.(™E, F).C P(™E, F)

(\
Ppp(™E, F)

Demostracién. La tinica contencién de este esquema qie no es inmediata es la
que afirma que todo polinomio de Dieudonné es incondicionalmente convergente.
En el caso lineal es una consecuencia del teorema de Orlicz-Pettis [17] pero para
probar el caso m > 1 es necesario usar el siguiente lema, que probaremos en el

~capitulo V (Prop. V.5):

Lema I1.22 Un polinomio P € P(™E, F) is incondicionalmente convergente
st y solo si para toda serie d.i.C 322 z; en E, la sucesién {P(3 7, 2i)}n es
débilmente convergente en F.

La sucesién de sumas parciales de una serie 221 2; d.i.C en E es una suce-
sién 7r,-Cauchy (Lema 1.45) por lo que cualquier polinomio P & Pp(TE,F) la
transforma en una sucesién débilmente convergente; dando por vilida la proposi-
cién V.5 se concluye que la transforma, de hecho, en una sucesién convergente en
norma. |

Observacién I1.23 En ocasiones serd necesario conocer el comportamiento de
los polinomios homogéneos de grado & actuando sobre las sucesiones de Cauchy
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en la topologia 7, donde k¥ y m no son necesariamente iguales (por ejemplo, T.
IV.16 o Prop. IV.24). Se puede definir, de forma andloga a la vista en 11.15,
el subespacio de P(*E, F) formado por aquellos polinomios que transforman las
sucesiones 7, de Cauchy en sucesiones convergentes en norma y el subespacio
de los que transforman las sucesiones 7, de Cauchy en sucesiones débilmente
convergentes. Se puede demostrar igualmente que hay un esquema de contenciones
entre subespacios andlogo al dado en el caso k£ = m (T. I1.21). La demostracién es
similar: todas las contenciones son inmediatas, salvo la relativa a los Dieudonné
y los incondicionales, que utiliza del mismo modo el lema I1.22.

Los médulos son distintos

Mediante el método definido en la primera seccién (Def. I1.3) vamos a tratar
a continuacién algunas de las propiedades que se obtienen directamente con los
médulos antes descritos. Dejaremos otras propiedades para un estudio posterior,
en el que aparecerdn caracterizadas también en términos conjuntistas. Empeza-
remos probando con ejemplos que todas las inclusiones del teorema I1.21 son en
general estrictas, con lo que se garantiza que las propiedades obtenidas aplican-
do el método homolégico a esos médulos son no triviales. En cada uno de los
siguientes casos existe F tal que: ' ’

I1.24 Peo(™8y, F) C Puc(™y, F), p > m.

Es bien conocido que si p > m el espacio ®:’ﬂ,£p es reflexivo (ver por ejemplo, [49]
o [16]) lo que es equivalente, segiin la observacién I1.19 a

ch(mepy F) = P(mfpa F)1

sin embargo 0, : £, —>‘®:7er no es un polinomio compacto (si lo fuera, por la
proposicién [.19; la bola unitaria de ®::,rfp serfa un conjunto compacto).

1125 Ppp(™4, F) C Po(™ty, F), p > m..

Todo polinomio P € P(™E, F) es débilmente compacto, dado que ®:,r£p es refle-
xivo; en particular cada uno de esos polinomios es de Dieudonné. Por otro lado,
cada polinomio de Dunford-Pettis transforma la bola en un conjunto relativamen-
te compacto (de nuevo, por ser ®7:,,€p reflexivo, de cada sucesién acotada en 4, se

- puede extraer una subsucesién 7, de Cauchy) y por tanto son todos compactos;

la contencién debe ser entonces estricta.

11.26 P.,(™ty, F) C Ppp(™ey, F).




30 Capitulo II. Método homolégico

El polinomio 6,, : ¢; — ®:?,,Z1 N0 es un polinomio compacto ni débilmente com-
pacto (esto implicarfa que &

{1 es de dimensién finita, o reflexivo) pero sf es de
Dunford-Pettis; de hecho se cumple

Ppp(™y, F) = P(™4, F)
»
pues vimos anteriormente (Lema 1.34) que de toda sucesién 7, de Cauchy se
puede extraer una subsucesién débil de Cauchy, por lo que en el caso del espacio
de Banach F = ¢ (v de cualquier espacio de Schur), las sucesiones Tm de Cauchy

admiten subsucesiones convergentes en norma. Cualquier polinomio m-homogéneo
es entonces, de Dunford-Pettis. ‘

IL27 Py (™6, F) C Pop(™1, F) y Pue(™b1, F) G Pp(™ey, F) se prueban como
en el caso anterior.

I1.28 Pp (™ Tm+1, F) C Pie(™ Trnt1, F), donde Jm+1 es el espacio de James cons-
truido a partir de la norma de £m+1. El espacio J;,1; no contiene ningdn subes-
pacio isomorfo a cg, lo que nos permite afirmar que todos los polinomios definidos

sobre él son incondicionales (Prop. I1.34). Probaremos ahora que el polinomio
canémnico

s m
Om : Tmt1 — ®s,7r~7m+l

no es de Dieudonné. Para ello observemos primero que el espacio Jm+1 tiene
la propiedad k-SCP para k < m (Def. 1.39). En efecto: dada una sucesién
{zn}» débilmente convergente a  en Jp4.1, existe una subsucesién de modo que
{2zn;, — z}; es equivalente a la base canénica de £m4; y genera un subespacio
complementado, por lo que para cada P € P(E™Tmi1), lim; p(z,; — z) = 0; el
lema 1.36 asegura entonces que {2, }; converge a z en la topologia E._

La base sumante {én}n de 41 es una sucesién débil de Cauchy no débilmente
convergente; por la propiedad m-SCP la sucesién {0m (1) }n es también débil de
Cauchy, pero no es débilmente convergente (Lema I.34), con lo que queda probado
que el polinomio 6,, no es de Dieudonné.

11.29 Py (co, F) G P(™co, F)

El polinomio canénico 0m de co no es incondicionalmente convergente: la sucesién
{271 €i}n es d.i.C, no convergente en norma por lo que su imagen {8,,(3 7%, €;)}»
tampoco lo es (Prop. IIL6). .
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Primeras propiedades

En los ejemplos expuestos utilizamos el hecho fundamental de que el polinomio
Om + B — ®ZWE estuyiera, o no en el ideal. Con el mismo argumento se obtienen
las siguientes conclusiones:

I1.30 E € P(P, P, m), si y sblo si E es de dimensidn finita.

Considerando F = .. E, el polinomio ,, debiera ser compacto pero por ser la
‘bola unitaria de F la clausura de la envoltura absolutamente convexa de 0,, (B E)
(Prop. 1.19), sélo sucede si la dimensién es finita. De laAoTEservacmn I1.19se ob.tlene
que es equivalente también a que el espacio tensor ®; E cumpla la propiedad

P(P, P, 1)

I1.31 E € P(P,Puyc, m), si y solamente si el espacio ®:,,E es reflexivo.

Se prueba como el caso anterior ya que la clausura en norma y la clausura. débil <.ie '
" un convexo acotado coinciden (T.I11.13). Andlogamente se cumple la equivalencia

con la propiedad del espacio tensor ®::,,E, P(P, Py, 1).

'11.32 Un espacio E con la propiedad de aproximacién A.P (l.e [41]) tiene la
propiedad P (P, Pp,m), si y sblo si E,_ es secuencialmente completo.

Por un lado, dada una sucesién {z,}, € ET, de Cauchy, si el. polinomio &, es de
Dieudonné, debe transformar la sucesién en una sucesién.débllmente convergente
{Z,® ™ ®Tp}n, en ®Z:WE; como E cumple la A.P, el h’mltg debe’ser d% la forma
z® ™ ®z (Lemma 21[29]) y por lo tanto {z,}n converge en la topologfa 7, a z.
- La otra implicacién es clara y no requiere de la A.P.

1133 E ¢ P(P, Ppp,m) si y solamente si toda sucesion 7m d:e.vCauchy. en E
admite una subsucesién convergente en norma.

" Para ver esto usamos que €l polinomio #,, transforma por consiguiente, cada su-
cesién Tm-Cauchy {z,}n, en la sucesién {z,® T..®$n}h convergente en norma.
Como [|2,®@ ™ ®.|| = ||za||™, si la convergencia es a cero, se deduce qus la
sucesion original también converge a cero. En caso contrfmﬁo, existe una subsu-
cesién tal que {fm(s;)}; converge a'un elemento z € ®qrE. La proposicién
II1.6 afirma entonces que z = zo® ™ ®z¢ para a.lgun zg € E. Escogemos un
funcional lineal continuo f € (®:;1E)* de tal modo que f(zo® ™1 ®$0).—T"1
y definimos el operador lineal Ty : ®:?,,E = F determinad‘o por la condicién
Tf(z® ™ Qz) = f(z® ™=! ®z)z sobre los elementos de la diagonal. Se deduce
entonces que la subsucesién {z,;}; € E converge en norma a zo. Como antes,
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la otra implicacién resulta clara. Estudiaremos esta propiedad en la seccisp 4.4
(propiedad Am-Schur).

veces a lo largo del traba, jo:

Proposicién I1.34 E ¢ P(P, Pieym) siy sélo si E no contiene ningin subespacio
isomorfo al espacio de Banach o- :

Demostracién. Si E contiene una copia de ¢y, existe una sucesign bésica {z,};
equivalente a la base candnica de co. La serie 22z es diC Y existe € > 0 tal
que para cualesquiera n < k € N, Il Z,’-;n zi|| > € > 0. Si suponemos que E tiene
la propiedad P(P, P, m), en particular el polinomio 4, es incondicionalmente
convergente y por tanto {4,, (2ot %)} es convergente en norma; por la propo-
sicion 1116, existe {nz}z C N tal que {yx := 37 2} es convergente en E, pero
llyke1 — yel] = || E::::_H zil| > ¢, lo que resulta una contradiccién.

La otra implicacién es consecuencia de que en un espacio sin copias de ¢q
toda serie d.i.C es incondicionalmente convergente ([17], V. Th.8) y por tanto la
sucesién de sumas parciales asociada, es convergente en norma ¥ transformada a
Sl Vez en una sucesién convergente, por cualquier elemento de P(™E, F). ]

II.3 Relacién con otros médulos

A continuacién compararemos los médulos definidos en I1.15 con las respectivas
clases de polinomios expuestas en la primera seccién. Empecemos notando:

Observacién I1.35 Si el espacio F es de dimensién finita, pa.i‘a. cualquier m € N
¥y cualquier espacio de Banach E,

Pco (mE, F) = P(mE, F)

¥ por tanto todos los médulos del teorema I1.21 coinciden. Esto no necesariamente
ocurre con las generalizaciones expuestas como ejemplo (Seccién 2.1), pues est3
involucrada la propiedad de continuidad secuencial débil, que es una propiedad™
asociada al espacio de polinomios P(™E) (Obs. 1.40). Como ejemplo podemos
considerar el polinomio ’

Q:Zg — C
2 T 2o, T3
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que es compacto pero no completamente continuo, pues {Q((~1)"e,)} no es una

sticesién convergente en C.

I11.36 Polinomios de Dunford-Pettis.

Denotdbamos:

Ppp("E,F) = {PeP(™E,F); {P(z,)} es convergente para cada
: sucesién {z,,} de Cauchy en E,,} ( Def. I11.15 )

| P.("E,F) = {P € P(™E,F); {P(z,)} es convergente para cada
| sucesién {z,} débil de Cauchy en E} ( EJ I.7)

Proposicién I1.37 Dados E un espacio de Banach y m € N, se cumple:

1. P.("E,F) C Ppp(™E, F) para cada espacio de Banach F.

2. Son equivalentes:

i) E tiene la propiedad de continuidad secuencial m-SCP.
it) Pee(™E, F) = Ppp(™E, F) para cada espacio de Banach F.
i) P(ME) = Pe.(ME).

En este caso, todo polinomio m-homogéneo de Dunford-Pettis en E, transforma.
las sucesiones débiles de Cauchy en sucesiones convergentes en norma.

Demostracién. 1. Consideremos un polinomio P € Pcc(""E,F) Vv una suceS}?n
Tm de Cauchy, {z,}n. El lema 1.34 garantiza la existen.cm, de una subsucesmn
{2n, }x débil de Cauchy. Por ser P completamente continuo, {P(z,,)}k es uga
sucesién convergente en F. .Con la observacién I1.16 se concluye que P es de

-Pettis. . ) ‘
Duan.Ofgado P € Ppp(™E, F) y una sucesién débil de Cauc}.ly’f en E, {z,}n, si
E cumple la propiedad m-SCP (Prop. 1.41), {z,}. es también 7, de Qauchy,
por lo que {P(z,)}, es convergente en norma. P es, por tanto, un pol.anfmo
completamente continuo. Supongamos ahora que E no cumple la m-SCP; ex1s(£c:e
{zn}n débil de Cauchy y ¢ € P(™FE) tales que {¢(z,)}» no es convergez%te en C.
Claramente ¢ € Ppp(™E, C) pero no es completamen?e. <’:ont1nuo. La equivalencia
entre i) y iii) (ver [12]) es la ya vista en la proposicién [41, pues en F = [(]3
coinciden la convergencia débil y la convergencia en norma.
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Observacién I1.38 De las demostraciones anterjores se desprende que para m ¢
Ny E, F espacios de Banach, ‘

Pcc(mEa F) = pDP(mEv F) N pwwsc(mE; F):

donde Py (™E, F) denota el espacio de polinomios que son secuencialmente
continuos de la topologfa débil de E en |a topologia débil de (Obs. 1.40).

~En el ejemplo 1.8 (polinomios completamente continuos ep cero) se establecié
que siempre se cumple P..(™E, F) CPeco(™E, F) y que la otra igualdad es cierta
si y sélo si E es de Schur [28]. En ese mismo trabajo se proponen dos ejemplos
para mostrar que la clase Poo(™E, F), m > 1 no tiene o ‘comportamiento regular
que se tiene si m = 1. Estos ejemplos sirven para ilustrar que no hay una relacién

vélida en todo espacio de Banach entre ellos ¥ los polinomios de Dunford-Pettis:

P:t — EPDP(Zfz)\Pcco(zfz)’
(zn) — Ea:ﬁ ‘

En efecto, por tratarse de un polinomio escalar, es de Dunford-Pettis (Obs. I1.35)
sin embargo no transforma la sucesién débilmente convergente a cero {en} en una
sucesién convergente a cero. Para comprobarlo en €] caso reciproco, construimos el
siguiente polinomio: dada la base canénica de {3, sea e} € (£3)* el primer término
de la sucesién biortogonal y Q el polinomio:

Q:ls — & ¢ Peco(*3, €5) \ Ppp (s, £3)
T. = ef(z)z :

(n

Si {z, = 10 ) €;} es una sucesién débilmente convergente a cero, la sucesién
{Q(zn) = ag"):z:n} €s convergente en norma a cero, sin.embargo ninguna subsuce-
sion de {Q(e; +e,) = ey + en} converge en norma, lo que prueba que @ no es un
polinomio de Dunford-Pettis (cada subsucesién de {e; +e,} tiene una subsucesién
T2 convergente dado que ®f,,r£3 es reflexivo).

I1.39 Polinomios de Dieudonné . -

Veremos ahora que la relacidn entre las distintas clases, al igual que en el caso
anterior, es la propiedad de continuidad secuencial:
Denotidbamos:
Pp("E,F) = {PeP(™E,F); {P(zn)} es débilmente convergente para
cada sucesién {z,} de Cauchy en E..} (Def. 11.15)

Puwee("E,F) = {P€P(™E,F); {P(z.)} es débilmente convergente para
cada sucesién {z,,} débil de Cauchy en E} ( Ej. IL.10)
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Proposicién 11.40 Dados E y F espacios de Banach y m € N, se cumple:
1. P’wcc(mEa F) C PD(mE;F) :
2. Son equivalentes:

i) E tiene la propiedad de continuidad secuencial m-SCP,
i) Puee(™E, F) = Pp(™E, F).
i#i) P(™E) = Pyee(™E) = Pes(™E).

En este caso todo polinomio m-homogéneo definido en E transforma las sucesiones
débiles de Cauchy en sucesiones débilmente convergentes.

Las demostraciones son anilogas a las de la proposicién 11.37. Paracadam € N
y E, F espacios de Banach se cumple también:

chc(mE, F) = PD(mE, F) N wasc(mE, F).

I1.41 Polinomios incondicionalmente convergentes.

En este caso, a diferencia de los anteriores, la relacién entre las distintas defi-
niciones de incondicionalidad no es la continuidad débil secuencial, aunque ambas

generalicen el mismo ideal de operadores. Esto es debido por una parte, a que

todos los polinomios escalares son secuencialmente continuos restringidos a las su-
cesiones de sumas parciales de series d.i.C (Lema 1.45) y por otra, a que se definen
a partir de sumas infinitas de elementos del espacio y que por tanto, deben e{lten—
derse como limites de sumas finitas, en alguna topologia; el médulo P;. _co.n51dera.
el espacio topolégico E. , mientras que el médulo P,, se define a partir de la
topologia débil en ®;, E.

Denotdbamos:

Pi("E,F) = | {P € P(™E, F); {P(s,)} es convergente para,'cada,
- sucesién de sumas parciales s, = ) .__; z; asociada
a cada serie d.i.CY 2, z;} (Def. I1.15)

Puc("E,F)= {Pe€P(™E,F); 32, P(z:) es incondicionalmente
' convergente para cada serie » 2, z; d.i.C de E}
(Ej. 11.10)

Proposicidn I1.42 Dados E, F espacios de Banach y m € N,

Pic("E,F) C Pu.(™E, F).
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Demostracién. Si m = 1 es claro que las dos definiciones coinciden. Fijemos
entonces m > 1; las funciones de Rademacher generalizadas sn(t),n € N [4]
satisfacen la siguiente propiedad de ortogonalidad:

1 3 .
/ 3i1(t)-..s,-m(t)dt={ Iosifg=...=4,
0

0 en caso contrario

Consideremos un polinomio P ¢ Pie(™E,F), Tp la aplicacién m-lineal simétrica -

asociada y una serie d.i.C 2o, zien E.

n 1 n .
Zp(z,-)=/o D0 su(t) i (OTp(za .. 0s )t = ,
i=1 ’il...im-':l '
1 n n 1 n
/0 To( 50 (o, o, 3 sy (80, )dt = / P(> " sit)es)dt.
11=1 tm=1 0 i=1

Para cada t € [0,1] la serie 2 iz Si(t)z; es diC y por ser P incondicional,
{P(C7; si(t)2:) }n es una sucesidn convergente en norma. La serie >oioy P(z;)
es, entonces, incondicionalemente convergente. a

Proposicién 11.43 Dado E espacio de Banach y m > 1, son equivalentes:
1. E no contiene copias de o. ' |
2. Para todo espacio de Banach F, Pi("E,F) = P(™E, F).
3. Para todo espacio de Banach F, Pic(mE, F)=P,("E,F).

Demostracién. La equivalencia entre 1 y 2 corresponde a la proposicién I1.34 y
3 es consecuencia de 2, gracias a la proposicién anterior. Veamos ahora que 3
implica 1: utilizaremos para ello el polinomio construido en el lema 7 [28] como
ejemplo de polinomio en la clase Puc ¥ no débilmente compacto: si E contiene a ¢

* eXiste una sucesidn {zn} C E equivalente a su base candnica. Escogemos z* € E*

de modo que z*(z;) =1y z*(z,) =0 para todo n > 1 y definimos

P:E — E
z = zr(z)™lg

Para cualquier 332, y; serie d.i.C en E se tiene

i=1 J

2 PG S 510 Il (Yl (W)™ < sup (3o () )™ < o,
=1 ’ =1 :
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lo que prueba que P € P,.(™FE, E), sin embargo
n

P(Y 2= (e (e = 3
i=1 Cog=] =1

=1

* 'y por tanto P no perténece al médulo P;.(™E, F); en consecuencia 3 no puede ser

O

cierto.
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Capitulo III
Meétodo Conjuntista

I11.1 Definiciones generales

Asociadas a la topologfa de un espacio aparecen ciertas familias de subconjuntos,
como la familia de los acotados o la de los compactos, cuyas propiedades se reflejan
en propiedades del espacio. Estas serdn las que estudiaremos a continuacién,

respecto a las topologias definidas en el capitulo I. Veremos que con este permite

probar importantes resultados de forma muy simple (por ejemplo, los teoremas
II1.13 y IV.31). . ' '
Consideraremos clases de subconjuntos estrechamente relacionadas con los
médulos de la seccién anterior y que, por lo tanto, resultardn ser generalizaciones
de las clases definidas en el contexto lineal. La forma de llevar a cabo esta ge-
neralizacién es teniendo en cuenta de nuevo, que la topologfa natural (ademis de
la de la norma) en F al tratar con transformaciones del tipo P(™E, F) es 1, (T.

_ 1.28), como lo era la topologfa débil en cuanto a los operadores lineales.

Si F denota una clase de subconjuntos de espacios de Banach que se preserva
por operadores lineales, se cumple la siguiente caracterizacién trivial de F:
- Dado A un subconjunto acotado del espacio de Banach F, A € F(E)siy sélo
si para todo espacio de Banach F y todo T € L(FE, F), T(A) € F(F).
Para obtener una caracterizacién aniloga de las clases de subconjuntos poli-
nomiales, es necesario definirlas del siguiente modo:

Definicién III.1 [9] Dada una clase F de subconjuntos de espacios de Banach,
un-espacio de Banach E y m € N, diremos que un subconjunto A C F es un
conjunto de la clase Fr, si 0,,(A) € F(R;,F).

Esta definicién fue introducida en [9]; en ese trabajo se prueban también algu-
.nos de los resultados que citaremos en este capitulo.

39
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Proposicién II1.2 Sea F una clase de conjuntos acotados de espacios de Banach
que se preserva por operadores lineales, E un espacio de Banach y A un conjunto
acotado en E. Se cumple que A es un conjunto en la clase Fm(E) siy sdlo si para
cada espacio de Banach F y cada P ¢ P(™E,F), P(4) ¢ F(F).

Demostracién. Consideremos un polinomio P ¢ p(mE, F). Por definicién, si
A€ Fn(E), 0, ({1) € F(®;+E). Si P denota al operador linea] asociado a P, se
cumple P(4) = P(8,,(A)). Como F es una clase estable por operadores lineales,
P(0.(A)) € F(F). B '

Para la demostracién del reciproco, basta imponer la condicién para el polino-
mio canénico 6, € P(™E, ®Z,,E): en efecto, por hipétesis 4, (4) € F(®,E), es
decir, 4 € F,,(E). g

Al igual que en el caso de los médulos (Def. 11.3), definiremos las propiedades
por comparacién de las distintas clases:

Definicién II1.3 Dadas F ¥y G clases de subconjuntos de espacios de Banach,
diremos que E tiene la propiedad P(F,G) si se cumple que F(E) C G (E).

Proposicién II1.4 Dadom e N y una propiedad P(F,.,G) vdlida en todo espacio
de Banach, también lo es, para cada k € N la propiedad

3 P(Frk, Gr).

Demostracién. Sea F un espaciov de Banach. 4 € Fmk(E) si y sélo si Omi(A) =

O (0c(A) e F (®1:: E). Claramente se obtiene entonces que 6 (A4) € fm(®:,,E) -

g(®f,,rE), es decir: A € G(F). _ ]

Con el objeto de estudiar mediante subconjuntos, propiedades invariantes por
isomorfismos de espacios de Banach ¥ proyecciones continuas, se requieren condi-
ciones de estabilidad a este respecto sobre las familias consideradas:

Proposicién IIL.5 [9] Si F es una clase de subconjuntos que se preserva bajo

uniones finitas, paso a subconjuntos y aplicaciones lineales continuas, también se
preserva la clase F,,, ‘

Démostracién. La estabilidad bajo uniones finitas y paso a subconjuntos es muy
sencilla, basta con escribir las definiciones. La estabilidad bajo operadores se debe
a la relacién entre el operador T : E — F y su operador asociado 7'(™) :®:‘,,E’ —
®erF: siempre se verifica T(™ o Om = 0m o T (Prop. 1.25). Si A ¢ Fm(E),
9m(A) € F(&,+E) y por tanto el operador T(™) 1o transforma en un conjunto de

- la misma clase; como T(™) 6 4,, (4) = 6, (T(A)), resulta que T(A) e Fn(E). O
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Utilizaremos las siguientes notaciones:
- A € B(F) si A es un conjunto acotado de F.

- A€ K(E) si A es relativamente compacto en E.
- A€ W(FE) si A es relativamente débilmente compacto en E.
+ A € R(E) si cada sucesién contenida en A tiene una subsucesién débil de

Cauchy. Los llamaremos conjuntos Rosenthal.

Claramente en todo éspacio de Banach E se cumple:

K(E) C W(E) C R(E) C B(E)
Propoéicién II1.8 Para todo espacio de Banach E y todo m' € N, se cumple:
1. B(E) = B (E). |
2. K(E) = Kn(E).

Demostracién. Recordemos (Prop. 1.19) que la norma de un elemento diagonal
T® ™ @z € ., E, z € E, es precisamente .

<

le® ™ @z| = ||z]|™.

por lo que 1 es claramente cierto. ' = -
Veamos ahora que K (E) C K (E): como el polinomio canénico 8, es con.tmuo,
debe transformar los conjuntos compactos en conjuntos compactos, asi , si A €
K(E), 0m(4) € K(&®,E), y por tanto A E.ICm(E').. ‘ ' .
Para comprobar la contencién contraria consideremos un conjunto A en la
clase Km(E). Cada sucesidn {zn}n, C A tiene una subsucesién {z,;}; tal que
- {8m(zn;)}; es convergente en &), E. Si la convergencia es a cero, de la relacién
J ) 3 : 9 - —_ K -
anterior se obtiene que lim; ||z,,]|™ = lim; ||n, || = 0. - -
Supongamos ahora que el limite de la sucesién z € ®,’,,’1‘;' es no nulo. Si
{zn,}; no es débilmente convergente a cero, existe una subsucesién <.ie {Za;}; (que
denJotamos igual) y z* € E* tales que lim; :z:*(x,?j) =a#0. El s1lgu1ente operador
lineal y continuo :
U:Q B — E
@ MRz — (¢*(z))™ 'z

transformard entonces, la sucesién convergente {6,(z,;)}; en una sucesién con-

vergente de F.
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Falta por comprobar el caso en el que la sucesién {2n,}; es débilmente conver-
gente a cero. Si suponemos que la sucesién no forma, un conjunto relativamente
compacto en FE, existe una subsucesién (denotada igual) {Zn;}; 7 existe € > 0
tales que ||z, || > ¢ para todo j € N. La inclusin

J:QTE — Qr'E
QTR > TR ™R

‘es continua (Cor. I.15) y por tanto {J(6,, (zn;))}; es convergente en RcE. Por

ser {zn;}; débilmente convergente a cero en E, {J(0n(2n;))}; es débilmente con-

vergente a cero en ®;"E (Obs. 1.47) de modo que {J(6m(z;))}; es convergente a

cero en ®;"F, lo que resulta ser una contradiccién, pues
I (O (@n, Il = l|2n, ™ > €™ > 0 para todo j € N.
' a

Corolario II1.7 Para cada m € N Yy cade E espacio de Banach, el conjunto
diagonal 0,,(E) es cerrado en SorE. :

Observacién II1.8 El conjunto diagonal 4,, (E) 10 es convexo si m > 1, por lo

‘que no se puede afirmar a priori que sea un conjunto cerrado en la topologia débil

del espacio ®Z',E. En el lema 21 de [30] se prueba que si lo es bajo la hipétesis de
la propiedad de aproximacién en el espacio. Veremos mds adelante (Obs. 1V.18)
que sin embargo ésta no es una condicién necesaria. :

Algunas de las clases lineales de conjuntos F que consideraremos mis adelante
(los conjuntos limitados, I11.19, los de Dunford-Pettis, I11.25, o los V*, I11.34) ad-
miten una caracterizacién en términos de su comportamiento frente a opera,ddrés,
de la forma: ' '

F(E) = {A C E'tales que para todoT € H(E; F), T(A) €C(E)} (IIL.1)

donde # es el ideal de operadores total £ o el ideal £, de los operadores
débilmente compactos y C es la clase de subconjuntos K o la clase W.

En el siguiente resultado probaremos que las clases polinomiales definidas a
partir de ellas admiten también una caracterizacién analoga. Denotaremos res-
pectivamente Pz al médulo total P si H = £ y al médulo de los polinomios
débilmente compactos P, si X = Lyt

Proposicién II1.9 Sea F una clase de subconjuntos de espacios de Banach que
admite una caracterizacion del tipo (II1.1 ). Para cadam € N y cada E espacio
de Banach, son equivalentes: :
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1. A e Fp(E).
2. Para todo F y todo P € Py(™E, F), P(A) € C(F). v

Demostracién. A € Frn(E), por definicién, si y sélo si 8,,(4) € f(@:,,E), y dada
la caracterizacién (IIL.1), si y sdlo si para todo operador T del ideal H(®;,E, F),
T(8m(A)) € C(F), pero el operador T pertenece al ideal H si y sélo si el polinomio
asociado Pr = T o6, pertenece al médulo Py (pues H es el ideal total o el de los
débilmente compactos (Obs. I1.19)). O

Veamos ahora una sen‘cilla proposicién que sin embargo permitird probar como
corolarios algunas de las propiedades que veremos més adelante, como I11.13, I11.17
o I11.40.

Proposicién I11.10 S: la clase de subconjuntos F es estable bajo envolturas ab-
solutamente convezas y cerradas, se cumple:

Fm(E)=B(E) siy sélo si F(®,E)=B(Q,E).

Demostracién. Si Bg € Fp,(E) se cumple que B@',’T,E =“00€(9m(BE)) € }'(@:?,,E).

La otra implicacién es clara. : ' g
Mas adelante introduciremos otras clases polinomiales de subconjuntos para

las cuales la generalizacién natural no es de este tipo: seran las clases deﬁnldgs en
los espacios duales.

- III.2 Algunas clases polinomiales de conjuntos

Conjuntos W, y R,

‘Denotaremos Tm (F) a los subconjuntos de F relativa.mente compactos en la topo-
logfa 7. Segiin la definicién 111.1, A € W,,(E) si y s6lo si 8, (A) es relativamente
débilmente compacto en ®:,,E :

Observacion I111.11

1. Si el espacio de Banach F tiene la propiedad de aproximacién,
Wi (E) = m (E). ‘
En efecto: dado el conjunto A € W, (F), para cada sucesién {z,}, C A
existe {z,;}; de modo que {6 (zn;)}; es débilmente convergente a z €
®. E. La propiedad de aproximacién garantiza que z = z® ™ .®z para
aléﬁn z € F (Lemma 21 [29]) y por tanto A es un conjunto relat{vamente
compacto en E. . La otra contencién es clara aidn sin la propiedad de

aproximacion.
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2. Si E tiene la propiedad m-SCP, se cumple claramente
Wi (E) = mm(E).
Proposicién II1.12 Para cualesquiera m, k € N y E espacio de Banach
1. Wri(E) C Wi (E).

2. Rni(E) C R (E).

Demostracién. Es consecuencia directa del lema 1.34 y de la propiedad 111.4. O

Veremos en la siguiente proposicién un ejemplo de cémo el enfoque conjuntista
permite probar, en ocasiones de forma muy sencilla, resultados importantes. Se
trata en este caso, de un resultado esencialmente conocido (ver, por ejemplo: [49]
o en [16]) sobre la reflexividad polinomial:

Teorema II1.13 Dados m € N y E un espacio de Banach, son equivalentes:
1. &;.E es reflezivo.
- 2. P(™E) eé reflezivo.
3. B(E) =W, (E).
4. E es reﬂezibo y W(E) = Wn(E).
5. P(™E,F) = Py.(™E, F)‘ para todo espacio de Banach F.
Si E satisface la propiedad de aprorimacion, es también equivalente:
6. E es reflezivo y tiene la propiedad m-SCP (Def. 1.39).

Demostracién. P(™E) es isométrico a (®; ., E)*(Prop. 1.23) por lo que la equiva-
lencia entre 1 y 2 es clara. En el capitulo anterior (Propledad 11.31) ya probamos
1&5.

Como en todo espacxo de Banach se cumple W,, C W C B, 3 y 4 son claramente
equlvalentes B(E) = Wi, (E) si y sélo si B(E) = W(E) (1.e. E es reflexivo) y
W(E) = Wn(E).

La proposicién II1.10 en este caso particular, se lee como B(E) = W, (E) si
y sélo si B(®, <E)= W(®, ~F), que es precisamente la equivalencia entre 1 y 3.

Por iltimo, si E tiene la propledad de aproximacidn, de la observacién III.11 se

obtiene la equivalencia entre 4 y 6. a

Observacién III.14 La proposicién II1.56 que probaremos mds adelante, esta-
blece una nueva equivalencia para la reflexividad pohnomla.l valida sélo en el caso
m>1

®,’,‘,E es reflexivo & P(™E,cp) = Puc(™E, co).
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Ejemplos de espacios polinomialmente reflexivos

II1.15 El espacio ®; 4, es reflexivo si y sélo si m < p. En [46] se prueba que £,
tiene la propiedad m-SCP si m < p, por lo que se cumple la equivalencia 6. S1
p < m el polinomio

P:it, — 4
(a)i — (a™);

no es secuencialmente continuo y por tanto no se cumple 6.

I11.16 En [1] se prueba que los espacios P(™T*) son reflexivos para todo m € N,
donde T denota el espacio de Tsirelson.

De forma similar, la proposicién II1.10 da lugar a una sencilla caracterlzacmn
de los espacios tensores simétricos sin copias de 4;:

Proposicién II1.17 Dado E un espacio de Banach y'm € N, son equivalentes:
1. B(E) =Rn(E).
2. El espacio ®T,E' no contiene copias de ;.

Demostracién. Por el teorema de dicotomia de Rosenthal (C.XI [17]), 2 es equi-
valente a B(® E) = R(&,. sxE) ¥ esto & su vez, por la proposicién I11.10, es
equivalente a 1. : a

~ Corolario III.18 Sea E un espacio sin copias de ¢, y con la propiedad m-SCP.
 Entonces el espacio tensor ®:‘,‘.E no contiene copias de ;.

Demostracién. La propiedad m-SC P implica la relacién entre conjuntos R(E) =
Rom(E) (ver Prop. 1.41); si ademds E no contiene a {1, se cumple B(E) = R(E) y
por consiguiente B(E) = R, (E). La proposicién anterior concluye la demostra-
cién. ‘ a

- Ejemplos de espaéios con la propiedad m-SCP y sin copias de ¢; -

Los espacios ¢o, C(K) (K un compacto Hausdorff discreto) no contienen copias de
£y y tienen la propiedad de Dunford-Pettis (por tanto la m-SCP, Prop. I11.50),

~ por lo que su tensor simétrico de cualquier orden no contiene a 4;.

Los espacios £, y J, para p > m o T™ cumplen también las hipdtesis del
corolario anterior.
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“beonjuntos que a continua,

\ ' cién presentamos en esta
estudiadas. Veremos cy

la: al es el comportamiento
d/é,a{ la definicién I1I.1) polinomiales. Algunos de los
_~=d0S por otros autores; en tales casos se cita la referencia.
<dles pueden verse en el trabajo [8] (en donde se incluye la

untos limitados

Definicién II1.19 A ¢ L*(E) (conjunto limitado) si para cadq sucesion {z}}
convergente a cero en la topologia o(E* F) de E*, se cumple: "

nli*rrgo sup{|z;(z)|;z € 4} = 0. ' ’(III.2)

Proposicién I11.20 A4 es un conjunto limitado de E o; .
E - st 1 :
L(E, co), T(A)e K(co). Y solo si para todo T ¢

Demostracisn. (Puc‘ade verse en [8]). Cada sucesién {23}, débil* convergente
a iero en F Qetermlna un operador lineal T € L(E, co) definido como T(z) =
{z3(z)} y reciprocamente, cada uno de esos operadores determina una sucesién

z;, = T*(e,), donde {en}n denota la base canénica de (co)* = £3; el hecho de que

se verifique (II1.2) es justamente decir j (
. que el conjunto {(z*(z)).
conjunto relativamente compacto de ¢p. e Poiz € A e ué]l

La proposicién II1.9 afirma en este caso, que se cumple:

Proposicién II1.21 [9] Sea E un espacio de Banach. Son equivalentes:
1. Ae Ly (B). |

2. Dada {p,}, € P(™E) débit* convergente a cero,

n~—+00

~lim sup{|p.(z)|; z € A) = 0.
A 3. Para cada P € P(™E, co), P(A) € K(ep).

Teorema II1.22 [9] Para todo espacio de Banach E y todo m € N se curﬁple:

L*(E) = L5 (E).
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Demostracién. Comprobemos primero que Ly (E) C L*(E). Si A no es un con-
junto de la clase £*(E) existe una sucesién en E*, {27}, débil* convergente a cero
y existen € > 0y {2n}» C A tales que para todo n € N, [z%(z,)| > €. La sucesién
de polinomios {(z;;)™}, es débil* convergente a cero en (®:n,,E)* (Prop. 147) y
cumple que para todo n € N, |(z}(zn))™| > €™, por lo que A & L (E).

Veamos ahora por induccién que L*(E) C £, (E). Si m = 1 no hay nada que
probar. Supongamos que es cierto para m — 1: sea {Zx}% una sucesién contenida
en A € L*(E) y {pn}n una sucesién convergente a cero en la topologia débil* de
P(™E). Los correspondientes generadores simétricos {Tp, }n forman también una
sucesion débil* convergente a cero en £(™E). Cada z € E determina un operador
Ty : L(T'E) — L(™ 'E) definido como T(S)(z1, .., Tm—1) = Sz, 21, ey Tmmt),
por lo que {T;(T},)}n es una sucesién convergente a cero en la topologfa débil*

de L(™~1E). Por hipétesis de induccién lim Ty, (Z,Zn,...,2s) = 0. La sucesién
{T5,(+%ny- .., Tn) }n de funcionales lineales es entonces, débil* convergente a cero.
Como A es un conjunto limitado de E, debe cumplirse lim,, Pn(zn) = 0. a

Corolé'rio I11.23. Para todo espacio de Banach E y todo m € N,
LY(E) C R (E).

Demostracién. Siempre se cumple L£*(F) C R(E) y por tanto (Prop. III.4)
también L, (E) C Ry (E), pero L*(E) = L}, (E). o a

De los resultados anteriores se obtiene la siguiente caracterizacién de los con-
juntos limitados: :

Teorenﬁa I11.24 Dado un espacio de Banach E y m € N. Son equivalente;:
1. El conjunto A € E es limitado (A € L*(E)).
2. Dada {p.}n € P(™E) débit* conbergent’e a cero,
Jlim sup{|p.(z)|; z € A} =0.

3. Para cada P € P(™E, cp), el conjunto P(A) es relativamente corripacto en

Co.-
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Conjuntos de Dunford-Pettis

D ﬁ 3 ., ’ . )
«2 n1c1,01.1 II1.25 A € DP(E) (conjunto Dunford~Pett1's) st para cada sucesié
{z5}n débilmente convergente a cero en E* se cumple -

Jim sup{le} (2)]; 2 € 4} =0,
La demostracién del siguiente resultado puede verse en [g].
Proposicién I11.26 Seq E un espacio de Banach. Son equivalentes
1. A€ DP(E).
2. Para todo espacio de Banach F y todoT € Ly.(E, F), T(A) e IC(F)
3. Para todo T € L,,.(E, c0), T(A) € K(co).
De la caracterizacién anterior y de la proposicién II1.9 se 6btiene:
Proposicién II1.27 [9] Sea E un espacio de Banach. Son equivalentes:
1. A€ DP,(E).
2. Dada {p,}, € P(™E) débilmente convergente a cero,

lim sup{|p,(z)|; z € A} =0.

n—oc0
3. Para cada P € P, (™E, co);. P(A) € K(cp).
4. Para cada F y cada P € Pue("E, F); P(A) € K(F).
Teorema IIL.28 Para todo espacio de Banach E y todo m € N se cumple:
DP(E’) =DP,(E).

Demostracién. Veamos primero DPn(E) C DP(E): si A no es un conjunto de
la clase DP(E) existen una sucesién {z}}n C E* débilmente convergente a cero
€> 0y {zn}n C A tales que |z7(zn)| > € para todo » € N. En Ia propbsicién’
[.47 probamos que la sucesién {¢n = (22)™}, es también débilmente convergente

a cero en P(™E); como ademis cumple |g,(z,)] > €™, se deduc
\ n ) e ue n
tanto A) no pertenece a la clase DP,, (E). que {zn}n (v por

Comprobaremos por induccién, como en [9], la contencién contraria: sim=1
no hay nada que probar. Supongamos que es cierto para m — 1: sea {Zn}n una

vsucgs;on contenida en A € DP(F) y {P}n una sucesién débilmente convergente
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a cero en P(™E). Los correspondientes generadores simétricos {T;, }n forman
también una sucesién débilmente convergente a cero en L(™E) ~ L(™"1E, E*).
Cada z™™ € £™ determina un operador definido como:

Tyee : L("UE,EY) — L(™1E)
S —=» z*o§

{T++(Tp,) }n es entonces una sucesién débilmente convergente a cero en L(™1E).

Por hipdtesis de induccién, lim z**(T, (-, Zn,...,2,)) = 0. Como esto es vilido
para cada z** € E™*, la sucesién {Tp, (-, Zn,...,;Z»)} es débilmente convergente a
cero en E™; utilizando de nuevo que A es un conjunto de la clase DP(E) obtenemos:
limn Tp, (Zn, Tny oy Tn) = limy, pr(z,) = 0. O

Por la coincidencia de las clases lineales y polinomiales de los conjuntos Dunford-
Pettis, se obtiene una caracterizacién de ellos independiente del grado de homo-

geneidad: '
Teorema II1.29 Sea E un espacio de Banach. Son equivalentes:

1. AeDP(E).

2. Pavr‘a todo m € N, todo espacio de Banach F y todo P € P,.(™E,F), el
conjunto P(A) es relativamente compacto en F. - '

3. Paratodom € Ny todo P € Py.(™E, co), el conjunto P(A) es relativamente
compacto en cg. ' :

Proposicion II1.30 Dado un espacio de Banach E y m € N se cumplen las

siguientes inclusiones:
1. DP(EYNW(E) C T (E) C Wi(E).
; :
2. DP(E) C Rn(E).
Demostracién. 1. Supongdmoslo cierto para m — 1 y sea {z,}, una sucesién
en W(E), que podemos considerar débilmente convergente a cero. Para cada
p € P(ME) ~ £(®:;1E, E*) la sucesién {T,(-,zn® ™=! ®z,)} es débilmente
convergente a cero en E*, de modo que si {z,}, pertenece también a la clase

DP(E), lim, |p(2.)] = 0.
La afirmacién 2 se debe a la propiedad DP(FE) C R(F), vélida en todo espacio
de Banach, junto a la proposicién I11.4 y el teorema III.28. tl

El siguiente ejemplo muestra que las contenciones de la proposicién anterior
son en general estrictas. Como el espacio £,,4; es reflexivo, cada subconjunto de
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Dunford-Petis es relativamente compacto (Propiedad P(DP K), Sec. 3.3)
el teorema ‘III.13, cada acotado es un conjunto de Ja clase )4; (E’ . Como ny
€s un espacio de dimensién finita debe cumplirse: "

‘K(fm+1) = DPUlni1) "W (lnt1) C Win(lmyt) = R, (mt1) = B(lmsr)
Conjuntos de Grothendieck

Definicién II1.31 [40] A € Gr(E) (conj . _
Junto de Grot S,
todo T € L(E, cx), T() € W(ey). | | ¢ Grothendieck) si y sélo si para

Como la definicién de los conjuntos de Grothendieck es de] tipo (III;l) se

cumplird:

~ Teorema I11.32 Dado E espacio de Banach y m € N son equivalentes:

1. A€ Grn(E) (es decir, Om(4) € Gr(&,+E)).
2. Para todo P € P(™E, co), P(A) € W(co).

Teore¥na II1.33 Las siguientes inclusiones son vdlidas para todo m € N, en
cualquier espacio de Banach E: - ’ ’

1. L*(E) C Grn(E).

2. Wn(E) C Grn(E).

3. Grmk(E) C gre(E).

4 Sim> 1, Grim (E) C Ri(E).

Demostracicn. 1. Si A € L*(E), el teorema I11.24 afirma ent
: . onces que para cada
P eP(™E, ), P(A) € K(co) y por tanto P(A) € W(eo). '
Para ver 2 consideremos un conjunto A € W(E); todo operador T : E — ¢ lo
transforma en T'(A) 6‘ W(co); por la proposicién II1.4 se obtiene el resultado para

todom € N.

. P.ara. probar 3 veamos primero que Grm(co) = Gr(co): mediante el operador
identidad se comprueba que Gr(co) = W(ep) y por tanto igual a Wy, (co) C Gr,, (co)
(pues co cumple la m-SCP: Ej. 1.43). Para ver la otra contencién consideremos
un conjunto A ¢ W(co), una sucesién en &l sin subsucesiones débilmente con-
vergentes {Zn}n, un funcional z* y una subsucesién {z,;},de modo que exista
lim; [z*(2n,)| # 0. El polinomio P : co — ¢o definido como P(z) = (z*(z))™"1z

m+1)- Como no
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transforma la subsucesién en una sucesién sin subsucesiones débilmente conver-
gentes y por tanto A € Gr,,(cg). Para el caso general, utilizamos el hecho men-
cionado con anterioridad de que los operadores lineales preservan las clases poli-
nomiales (Prop. IIL.5), de donde obtenemos que si A € Gr,(E) y T € L(E, ¢p),
T(A) € Grm(co) = W(co) y por tanto A € Gr(E). La proposicién 111.4 establece,
de nuevo, el resultado para k € N. '

~ Como antes, el caso k¥ = 1 (del que puede verse una prueba en [27}) serd
suficiente para probar 4 para todo k. Consideremos una sucesién {Zn}n € E
acotada y sin subsucesiones débiles de Cauchy; la podemos suponer entonces,
equivalente a la base canénica de #;. En tal caso existe un operador T : E — £y,
de modo que T(z,) = e2 para cada n. Con 8l construimos el polinomio P &

P(™E, co):
T s 9 5 '
P:E — & — ln D Qudm 5 4 B g
Tn — €2 — €T — QM QT — el — ma(el)

donde las aplicaciones 7; y 73 son cocientes. P(z,) es la imagen bajo 7; de
{el}, que no puede ser un conjunto relativamente débilmente compacto puesto que
genera, por combinaciones absolutamente convexas y cerradas, toda la imagen de
Ty, pero es una aplicacidn cociente sobre un espacio no reflexivo y en consecuencia
no es débilmente compacta. De este modo queda probado {z,} ¢ Gr(E). O

Veamos con ejemplos, que las relaciones del teorema II1.33 son estrictas. Como
consecuencia de las siguientes propiedades del espacio £.:

1 propiedad de continuidad secuencial (m;SC'P) (I11.50).
2 propiedad de Grothendieck (I11.52).

3 propiedad de Dunford-Pettis (IV3) |

4sim>1 siempre se cumple L c Grm C 72 (T.I11.33).

- se obtienen las relaciones entre sus clases de subconjuntos:

WatwWe2pPERAR, 2Gr, Cor2B
Por consiguiente Wm (o) C Grm(£oo) Y Grm(loo) G G (€oo).
La.é clases de subconjuntos de ¢g cumplen
K=L*CGCrm=0r=W,=WCDP=R=28

y por lo tanto L*(co) C Grm(co) ¥ Grm(ca) G R(co)-
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Conjuntos V* de Pelczynski

Defﬁnlcfic"m III.3.4 A € V*(E) si para cada sucesidn en E* que determing 4
serie débilmente incondicionalmente de Cauchy 3" z* se cumple: "
- :
nl_l_}r{)lo sup{|z;,(2)]; = € A} = 0. _ (1IL.3)

Las demostraciones de los dos si

n 8] gulentes resultados pueden verse por ejemplo,

Proposicién I11.35 Dado un espacio de Banach E’, son equivalentes:

1. AeV(E)
2. Para todo T € L(E, &), T(A) € K(£y).

Proposicién I11.36 Sea E un espacio de Banach y {zn} € V*(E). Eziste una

subsucesion {2zs;} equivalente a la base candnica de ¢; que generg un subespacio
complementado de E. ‘

- De la caracterizacién anterior y dela pfoposicio’n II1.9 se obtiene:

Proposicién II1.37 [9] Sea E un espacio de Banach. Son equivalentes:
1. A€V, (E).

2. Dada la serie 3. _ p, d.i.C en P(™E) se cumple.

lim sup{|p,(z)|;z € 4} = 0.

n—+00
3. Para cada P(™E, £,); P(A) € K(4y).

Corolario II1.38 $i £, es un cociente del espacio de Banach FE, para cadam > p

. 2T . .
el espacio ®yx L contiene un subespacio complementado 1somorfo a ¢;.

Den}o.stracién. SeaT : E — £, una aplicacién cociente Sj e; denota a la base
canonica de £, y m > p se cumple que {ei} € Vi(%) (Cor. 3.9 [9]). Esta
clase de conjuntos es estable por operadores lineales (Prop. II1.5) y por tanto
B(E) ¢ V,(E). La proposicién 11136 asegura en este caso, que existe una sucesién

acotada en E {z,},, de modo que {0m(2n)} es equivalente a la base canénica de
{1 y genera un subespacio complementado. d

Est.e resultado prueba que bajo las hipétesis del corola‘rib, el espacio £, esté
contenido en P(™E), como fue establecido en [22].
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Proposicién II1.39 Sea E un espacio de Banach y m € N; se cumplen siempre
las siguientes contenciones:

1, Vi1 (E) CVL(E).
2..72,,,,(]:7) C Vi(E).
3. Grm(E) C V. (E).
4. sim>1ykeN,V:, (E)C Ri(E).

" Demostracién. 1 fue demostrado en [9]: silasucesién {z,}, formaun conjunto A ¢

Vz (E), existe una serie d.i.C. > me1dn en P(™E), un € > 0 y una subsucesién -
denotada igual- de modo que |g,(z,)| > € para todo n € N. Para cada n escogemos

“un funcional z, € Bg. de modo que |z%(2,)| = ||2,|| ¥ construimos el polinomio

Qn = z5gn € P(™E). La serie 320, Q, resulta ser d.i.C. y cumple que para
todo n € N, |@n(zn)| > € > 0, de donde se obtiene que A ¢ V7, ., (E).

2 es cierto para m = 1 y por consiguiente para todo m € N(Prop.II1.4). De
la misma forma, veamos 3 en el caso m = 1: consideremos un conjunto A que no
pertenezca a la clase V*(E); existe una sucesién en él que genera un subespacio
isomorfo a ¢; y complementado, de modo que es posible construir un operador
lineal T : E — ¢ sobreyectivo (la composicién de la proyeccién sobre £; con una
aplicacién cociente de /1 en el espacio separable ¢g) cumpliendo que T'(A) € W(cg)
y en consecuencia A ¢ Gr(E). »

Por 1ltimo comprobemos 4. Del mismo modo que antes, es suficiente probarlo
para k = 1. Si el conjunto acotado A no pertenece a la clase R(E), existe una
sucesién {zn}, C A equivalente a la base canénica de ¢,. Utilizamos ahora la
-construccién del polinomio vista en el teorema I11.33: '

P ) " v
P:ED & 5 ln B  Qinlm > 4
Tn, > €2 > el = ePQ M Q™ = e}

donde ef denota en cada caso, la base canénica de £, 7y es una aplicacién cociente

. (cuya existencia se puede ver, por ejemplo en [8] ¥ que ya hemos utilizado en otras
~ ocasiones) y 7, es una proyeccién continua. El polinomio P € P(™FE, ¢;) cumple .

entonces {P(zp)}n € K(£1). Por la proposicién II1.37 se obtiene que {z,}, y por
tanto A, no pertenecen a V (E). a

A diferencia de las clases £* y DP, los conjﬁhtos V* no coinciden en general,
con su equivalente polinomial, como muestra el ejemplo de la base candnica {e}

de £, que por ser débilmente convergente, determina un conjunto V*, pero no
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un conj x ié
conjunto V7, dado que la Sucesién {eT'® m ®er }n es equivalente la b
] n
canonica de 4; y genera un subespacio complementado ep T ¢ T bese

Probaremos a i i6 i ec
continuacion, dos lImporta i as
5 ntes propiedades est i
: a
cion de los conjuntos de la clase V* . Plecidas en fun-
m*

Proposicién IT1.40 Dado E’»un espacio de Banach, Y m €N, son equivalentes:

1. V3(E) = B(E)

2. Fl espacio ® E ) ; un sube
. no contiene ningy 3 ;
A S, g spacto complemen T,
o 2. tado somo fO al

. Demostracién, Por la proposicién III.10 sabemos que 1‘>es ‘equivalentev a,'que

(&M am
V' (®grE) = B(®,.F) y esto es precjsamente 2 (ver por ejemplo (8)). a

Proposicién III.41 Sea E un espacio de Banach, m ¢ N ¥ {2} una sucesion

?emostracz'én. Por hipétesis, {z,} ¢ Rm(E). La proposicién I11.39 afirma en-

p:;lces que pﬁ;a,3 godo k {z.} € Vi (E), es decir: {0km (2,)} g V(o E). Por la
posicion II1.36, existe una subsucesién ' io comp

bade Bt fl,. que genera un subespacio compleme;

Corolario I11.42 Seq E un espacio de Banaéh. Son equivalentes:
1. | Para todo m € N el espacio ®:,,E no contiene copias de ¢y,

2. qua todo m € N el espacio ®:‘,‘,E no contiene copias complementadas de

Dimostr.acio’n. 1=>2 es evidente. Si existe m de modo que Qe E contenga un
S - - ?
ubespacio isomorfo a ¢;, existe {z.} ¢ Rm(E). Por la Proposicién anterior

{z.} ¢ Vim (E) ¥ por lo tanto ®i’,’:E’ contiene un subespacio isomorfo a ¢; y
complementado, lo que estd en contradiccién con 2. a
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I11.3 Propiedades a través de clases de conjuntos

En esta seccién probamos algunas de las propiedades que resultan del método
conjuntista presentado al inicio del capitulo, para las clases de conjuntos introdu-
cidas. Dejaremos el estudio de otras propiedades para los siguientes capitulos. Las
clases lineales de conjuntos que hasta ahora hemos tratado, cumplen las siguientes
relaciones, ya establecidas en la seccidn anterior, en cualquier espacio de Banach

E:

K(E) C £L*(E) C DP(E) C R(E) C V*(E) C B(E)

K(E) C W(E) C Gr(E) C V*(E) C B(E)

Las propiedades de los espacios que presentamos a continuacién y que pueden
verse por ejemplo en [8], bastan para probar que las contenciones del esquema
son en general, estrictas. Para cada una de las contenciones no descrita, existe un

espacio de Banach que no la cumple:

Klfe) € Wlte) € L) = DP(t) = RiL) € Gr(t) = V*(t) = ()
K(6) = £7(6) = DP(§,) C W(ty) = Gr(8y) = R(&,) = V*(4) = B(L,), p> 1
K (e0) = £°(co) € Wieo) = Gr{eo) € DP(ca) = Rleq) = V*(eo) = Bleo)

k() = V*(&) € Bley)

Por la proposicién I11.4, el esquema anélogo al anterior, considerando las res-
pectivas clases F,, para cada m ¢ N, va a ser vilido en cualquier espacio de
Banach. Escribimos ahora las relaciones que también se cumplen en todo espa-
cio de Banach, entre las clases lineales y las correspondientes.a m > 1, que han
sido probadas en la seccién anterior y que utilizaremos con frecuencia para la

descripcién de algunas propiedades:
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K(B) C L(E) = £1,(E) c DP(E)

=DPn(E) C R (E) ¢ V(E) C B(E)

K(E) = Kn(E) c W, (B) C Grm(B) C Vi (B) c R(E) ¢ V*(E) c B(E)

Wn(B) CW(E) C Gr(E) ¢ Bn(E) = B(E)

Observacién II1.43 Si £, g 4 |
. . , enotan cualquiera de las ] i
€S un espacio de Banach, se cumple la equivalencia: = s conelderadas y 5

F(E) C Gpu(E) F(E) CGn(E) para todo m €N,

converge icié i
gentes, a una condicién sobre las Sucesiones polinomialmente de Cauchy:

Definicién I11.44 [3] El espacio de Banach E cu

dos sucesiones acotadas (%)
i) ¥ (v;) en E tales que para todo p € P(E ;) —
p(v;)] = 0, entonces la(u; — v;)| = 0 para todo g€ P(E) PEPE, IP(UJ’) »

.

Se puede del mismo modo, definir la propiedad para cada

. ‘ odo radom y se ¢
la equivalencia entre las siguiente dos afirmaciones: i s cumple

1. Propiedad (B,): para cada par de sucesiones acotadas en F, {z,}, y
nin

{yn}n tales que limy, |¢(z,) — —
n n a(ya)l =0 para todo ¢ € P(™E -
ple lim, |¢(z, - Yn)| = 0 para todo 7€ P("E). ‘Ii ' ( )7, se cum

2. La sucesjén acotada {z,} es de Cauchy en E,.
de sucesiones (n;) v (k;) estrictamente creciente;
nj < k; para todo j, la sucesién yi = (

si y sélo si para todo par
s de enteros positivos, con
o ' Tk, = Tn,) €8 Ty convergente a cero.
La implicacién de 1 en 2 es clara. Para establecer e] reciproco, se consideran (z.
(y;) comoen 1y se construye la sucesién (w;) de modo que w’zj =z;y w, '+1(?)y)~’
7+1 = Yj

para todo j € N. La sucesién (w;) resulta ser Tm de Cauchy: fijado gEP(™E) y

€ > 0, existe IV tal que para todo ( i indi i
stinta pain p n> N, |q(z,) - g(yn)| < 5- Si los ndices tienen

lg(w2;) - 9(waks1)| = l9(z;) - q(yr)] < g

- sucesiones débilmente convergentes que forman un conjunto limitado, convergen
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y si tienen la misma,

1g(w2;) = q(wak)| < |g(we;) — thzk+1)l + 1g(wak+1) — g(war)] < ¢,

siempre que j, K > N. Por hipétesis se cumple entonces, que la sucesién {wa; —
Wos+1}; = {€; — y;}; es T, convergente a 0.

Observacién I11.45 Una descripcién de la propiedad (P),, en términos de con-
juntos serfa: “ A € R, (E), si y sélo si para cada sucesién {z,} contenida en A
existe una subsucesién tal que para n; y k; como antes, {¢, — z;} € 7n(E)”. De
aqui se deduce ficilmente que el limite debe ser cero. Habrfa, sin embargo otras
formulaciones de la propiedad (que llamaremos propiedad de tipo (Py)), como
concluir que {zn; — z%;} € Wn(E), o bien que pertenece a la clase R,,(E), que
en principio son mds débiles que la anterior. :

Veremos en repetidas ocasiones que alguna de las distintas formulaciones de
las propiedades de tipo (F,,) que acabamos de ver, serd la condicién a exigir en
el espacio de Banach para que las propiedades definidas a través de las clases de
conjuntos R,, y Wy, que coincidian en el caso m = 1, lo hagan también para
m € N. ' ’ ' :

Propiedades con los conjuntos limitados

e Propiedad de Gelfand-Phillips P(£*,K). En todo espacio de Banach E,
se cumple K(E) C L*(E). La coincidencia de las clases da lugar a la propiedad
conocida como de Gelfand-Phillips. Esta propiedad la cumplen por ejemplo, los
espacios en los que la bola del dual es débil* secuencialmente compacta (como los
reflexivos y separables) o los espacios de Schur. Como consecuencia del teorema
[11.22 (£}, (E) = L*(E)) y de la proposicién I11.6 (K,,(E) = K(E)), la propiedad
de Gelfand-Phillips coincide con su generalizacién polinomial £2, (BY=Kn(E).
La sucesién unitaria de £, forma un conjunto limitado y no relativamente
compacto, por lo que: »

Lt £ (LK),

. Prop(iedad P(B, L*). Un espacio de Banach E es de dimensién finita si y sélo si
cumple la propiedad P (B, £*) (Th. Josefson-Nissenzweig, C.XII[17]). Del mismo
modo que antes, la propiedad coincide con su generalizacién polinomial.

El siguiente resultado, que aparece probado en [12] v [27], establece que las

también en las topologias polinomiales:
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Proposicién I11.46 En todo espacio de Banach E se cumple
LY(E)NW(E) = LYEYN Tpol(E) C L*(Eyn Woo(E).

Demostracién. La proposicién I11.30 afir ' '
. maba, D
todo m € N; con la expresién que DP(E)NW(E) C 7, (E) para

LYEYNW(E) DP(E)NW(E)
se concluyelfécilmente la demostracién. S O
Corolario I11.47 Dado E un espacio de Banach, son equivalentes:
1. E tiene la propiedad de Gelfand- Phillips P(L*K).
2. K(B)=L*(E)nW(E)
3. K(E)y=L*(E)n Tpol (E)

Der.nostra?ién. La equivalencia entre 1 y 2 es bien conocida (ver p.ej. [8]) y la
equivalencia con 3 es inmediata de la proposicién anterior. 0

¢ Propiedad BD: P(L*, W). El espacio tien la propiedad BD cuando

L*(E) C W(E)

En la siguiente proposicién se probard que también esta propiedad coincide con su’

generalizacién polinomial, a pesar de que no lo haga una de las clases involucradas
la de los relativamente débilmente compactos W. ’

Proposicién II1.48 Sea E un espacio de Banach y m € N. Son equivalentes:
1. E€ P(L*W). -
2. Ee P(LW,).
3. E € P(L" 1p,). |

Demostracién. Las incl:usiones Tpol(E) C Wi (E) C W(E) son siempre vilidas,
por lo que‘ ?on claras las implicaciones 3= 2 = 1. Enla proposicién I11.46 se probé
que también se cumple siempre L*(E) N W(E) C 1poi(E), que bajo la hipétesis de
1 establece que L*(E) C 1,0(E). ' o

Ejemplos de espacios en relacién a la propiedad BD
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1. Los espacios con la propiedad de Gelfand-Phillips P(L*, K) verifican la pro-
piedad BD pues siempre se cumple K(E) C W(E). En éstos se incluyen los
espacios reflexivos, los separables y los de Schur.

2. En [13] los autores prueban que si E es un espacio sin copias de ¢;, cumple
esta propiedad.

3. El espé.cio s no cumple la propiedad BD (ver [8]).
¢ Propiedad reciproca BD: P(W,ZI*). Diremos que el espacio de Banach F
tiene la propiedad R-BD (en [38] aparece como propiedad *Dunford-Pettis) si
| W(E) C L*(E)
Es facil probar que esta propiedad equivale a que el espacio satisfaga

L*(E) = R(E).

En la demostracién de esta equivalencia se utiliza el hecho de que el espacio E,,

es e.v.t.l.c, por lo que en principio no se puede asegurar que las respectivas gene-
ralizaciones polinomiales ‘ '

PWmLY) v  PRmLY)

sean también equivalentes; si el espacio verifica la primera condicién de tipo (Py,)

descrita en la observacién 111.45 si son equivalentes. .
En el capitulo IV probaremos diferentes caracterizaciones y consecuencias de

la propiedad £*(E) = R, (E). Las referentes a la propiedad Wy, (E) C L*(E)-

tienen una formulacién y una demostracién analogas.

. - ’
Proposicién IT1.49 Si E' es un espacio con la propiedad reciproca BD, entonces
E cumple la propiedad de continuidad secuencial para todo m € N: m-SCP.

Demostracién. Utilizando la proposicién I11.46; bajo estas hipétesis, el espacio

debe cumplir:
W(E) = W(E)NL"(E) C 7pa(E),

y por tanto, las sucesiones débilmente convergentes son polinomialmente conver-
gentes, cumpliéndose entonces la propiedad m-SCP (Def. 1.39). a

Ejemplos de espacios en relacién a la propiedad R-BD

1. £, £1 y cualquier otro espacio de Schur cumplen la propiedad. '
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2. Si F es un espacio de Banach de dimensién infinita sin copias de {1, como
sucede con los reflexivos, con ¢y o con €] espacio de James J, no tiene |a
propiedad R-BD, pues se cumplirfa B(E)=R(E) = L*(E) que, por lo visto
anteriormente, es posible sélo si E es de dimensién finita,

Propiedades con los conjuntos de Dunford-Pettis

Las dos primeras propiedades que exponemos a continuacién, coinciden con su
respectiva generalizacién polinomial:

* Propiedad DPrcP: P(DP,K). En [24] se define y estudia esta propiedad. Es
una propiedad estable por el paso a subespacios y la cumplen, por ejemplo, los
espacios tales que el dual no contiene a £, (entre los que se incluyen los reflexivos)
y los de Schur. Veremos en el capitulo IV que también la cumplen los espacios

con la propiedad A,-Schur, para algin m € N (Def. IV.21). Dado que cada

una de las clases invlolucradas coincide con su analogo polinomial, la propiedad
P(DPy,, Kp) coincide para todo m € N. '

¢ Propiedad P(DP,L*). Todo espacio de Banach cumple L*(E) C DP(E); la

-igualdad entre las clases da lugar a una propiedad (no siempre vilida, como ocurre

en cp) que también coincide con la respectiva propiedad polinomial. Los espacios
con la propiedad de Grothendieck (i.e, £(E, o) = Lye(E, co)) ¥ los espacios con
la propiedad K = DP, la verifican. '

. Propiedad de Dunford-Pettis: P(W,DP). Esta propiedad ha sido amplia-

mente estudiada (puede verse, por ejemplo [18]). Una de las equivalencias que
caracteriza a esta propiedad es P(R,DP). En el capitulo IV estudiaremos las

* respectivas propiedades polinomiales, que bajo una condicién del tipo (Pn) serdn

equivalentes (Obs. II1.45).

Proposicién II1.50 Si E € P(W, DP) entonces E cumple la propiedad de con-
tinuidad secuencial para todo m € N: m-SCP. ‘

Dezhostracién. Se prueba de forma similar a la vista en el caso de los conjuntos
limitados: utilizando la proposicién II1.30, bajo la propiedad de Dunford-Pettis,
el espacio debe cumplir:

W(E) = W(E)NDP(E) C rpoi(E),

¥y por tanto, las sucesiones débilmente convergentes son polinomialmente conver-
gentes. : O
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Ejemplos de espacios en relacién con la propiedad de Dunford-Pettis

1€y, co, C(K) y C(K; F) con K un compacto Hausdorff y F de Schur, tienen
la propiedad de Dunford-Pettis, asi como ¢ y cualquier otro espacio de
Schur.

2. Los espacios reflexivos cumplen la propiedad P(DP,K) y en consecuencia
ningiin espacio reflexivo de dimensién infinita puede ser de Dunford-Pettis.

3. Los espacios sin copias de #; y con la propiedad P(DP,L*), entre los que se
incluyen los anteriores, no satisfacen la propiedad.

* Propiedad P(DP,W). Se define en [39] con el nombre de propiedad reciproca
de Dunford-Pettis*; veremos a continuacién que coincide con cualquiera de sus
generalizaciones polinomiales: ‘

Proposicién I11.51 Seq E un espacio de Banach y m € N. Son equivalentes:
1. E€ P(DP,W). |
2. E€ P(DP,W,,).
3. E€ P(DP, o).

Demostracion. Las inclusiones 7,0/(E) C W, (E) C W(E) son siempre vilidas,
por lo que son claras las implicaciones 3 = 2 = 1. Por iltimo, en la proposicién
II11.30 se probé que también se cumple siempre

DP(EYNW(E) C rpoz(E)?
que bajo la hipétesis 1 establece la contencién DP(E) C pal(E). a
Claramente la propiedad reciproca de Dunford-Pettis* implica a la propiedad
BD, aunque no son equivalentes, pues por ejemplo, existen espacios sin copias de

¢1 (y por tanto con la propiedad BD) que no cumplen la propiedad R-DP*:

IC(Co) = [:*(Co) C W(Co) g DP(C()).
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Propiedades con los conjuntos de Grothendieck

El método introducido en la definicign I11.3 permite definir y estudiar distitas pro-
piedades en las que aparecen involucrados los conjuntos de Grothendieck .

* Propiedad de Grothendieck polinomial

Definicién II1.52 Se dice que E tiene la propiedad de Grothendieck si
Ee P(‘C:'Cwm co).

En [8] puede verse la demostracién 1 iguien
L < 2 del siguiente result uiva-
lencia con 3 es sencilla de probar: ; > @do Yl equiva

Proposicién I11.53 Dado un espacio de Banach E, son equz'vaientes:

1. E es un espacio de Grothendieck.

% . I3 - ’” - '
2. En E coinciden las sucesiones débilmente convergentes con las sucesiones
. _ nies
o(E*, E) convergentes. ’

3. Gr(E) = B(E).
Observaciéx.l I11.54 Como consecuencia de 2 se obtiene que en toda espacio
de Grothendieck, la clase de conjuntos limitados £* y la clase de conjuntos de

Dunf:ord-Pettis DP coinciden y por tanto los espacios con la propiedad de Grot-
hendieck cumplen también la propiedad P(DP, C*). ' ‘

Deﬁnicién IT1.55 [82] El espacio E tiene la propiedad de Grothendieck de grado
m si '

P(™E, co) = Pye(™E, co).

Las equivalencias entre 1, 3 y 4 del siguiente teorema fue establecida en [32],
aunque con una demostracién un poco distinta:

Proposicién II1.56 Sea E un espacio de Banach y m > 1. Son equivalentes:
1. E tiene la propiedad de Grothendieck de grado m.
2. Grm(E) = B(E).
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3. El espacio ®:?,,E tiene la propiedad de Grothendieck.

4. El espacio ®E es reflezivo.

Demostracién. La equivalencia entre 1 y 2 se debe a que el conjunto Bg estd
en la clase Gry,(E) si y sélo si para todo P € P(™E, cp), el conjunto P(BE) es
débilmente relativamente compacto (T.1I1.32), y esto es equivalente a que todo P
sea un polinomio débilmente compacto. ‘

La proposicién I11.10 en este caso, establece la equivalencia entre 2 y 3.

4=3 es claro. Por dltimo, veamos la otra implicacién. En el teorema I11.33
vimos que si m > 1, Gr,, C R; como consecuencia inmediata se obtiene que si
un espacio E satisface la propiedad de Grothendieck de grado m, debe ser refle-

~xivo (B(E) = W(E)), pues Gr(E) = Gr(E) = R(E) = B(E), es decir, debe

ser un espacio de Grothendieck sin copias de £;. Para ver que ®:WE es reflexi-
vo, restard probar que W(E) = W,,(E) (T. II1.13): consideremos una sucesién
{zn}n débilmente convergente en E. Existe un subespacio H reflexivo, separa-
ble y complementado en E que contiene a la sucesién {z,}, (C.V T.3 [19]). Por
ser H complementado, el espacio ®:,,H es a su vez complementado en ®:‘,‘.E y
separable (Prop. 1.21). Si suponemos que el espacio ®:‘,,E es de Grothendieck,
®:ﬂH debe ser reflexivo (pues es de Grothendieck separable) y por lo tanto existe
una subsucesién {zn,;}; tal que {6 (25;)}; es débilmente convergente en &, H y
en consecuencia débilmente convergente en ®:‘,,E. Queda probado entonces, que
{zn}n € Wn(E). o ‘ a
Corolario II1.57 Dado m > 1 y E un espacio de Banach tal que ®Z,,E no es
reflexivo, existe una sucesion {p,}, € P(™E) convergente en la topologia débil*
pero no débilmente convergente. ' '

Bl espacio £, tiene la propiedad de Grothendieck, pero no es un espacio refle-
xivo, por lo que no puede cumplir la propiedad de Grothendieck de grado m para

ningtin m > 1.

o Propiedad déBil de Gelfand-Phillips: P(Gr, W). Esta pfopiedad se intro-
duce y estudia en [40]. Definimos entonces: :

Definicién II1.58 E! espacio E tiene la propiedad To,-Gelfand-Phillips si
E € P(Grm, Wy,).

Por el teorema I11.33 esta propiedad equivale a que ambas clases coincidan, pues
la otra contencién es siempre cierta. ' '
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Ejemplos de espacios con la propiedad polinomial de Gelfand-Phillips
1. cg cumple la prbpiedad para todo m € N (ver demostracién T.IIL. 33).

2. Si FE cumple la propiedad débil de Gelfand-Phllhps P(Gr, W)y la propiedad
- m-SCP, entonces E € P(Gr,,, W,,) pues

grm(E) C Gr(E) CW(E) = Wm(E)

3. Los espacios F tales que ®3 T Ees reﬁexwo como T* y Ep, p > m tienen la
propiedad.

II1.4 Moddulos de polinomios definidos a través de cla—
ses de conjuntos ‘

Los médulos de polinomios de'Dunford—Pettis, de Dieudonné e incondicionalmen-

- te convergentes definidos en II.15 se caracterizan por su comportamiento frente

a ciertas familias de sucesiones del espacio. La definicién de los polinomios com-
pactos y débilmente compactos, en cambio, viene dada en términos de la clase de
conjuntos en la que el polinomio transforma a la bola unitaria. Veremos ahora
otras clases de mdédulos definidos de este modo.

Definicién II1.59 St H es una clase de conjuntos de espacios de Banach, deno-
tamos por Py a la familia de polinomios determinada, para cada m € N y cada
pareja de espacios de Banach F y F, por la relacion:

- PeP(TE,F) es un elemento de Py si y sélo si P(Bg) € H(F).-
‘H denotard siempré una de las siguientes clases de conjuntos:
L*, DP, Gr, o V* (%)

Cuando H = DP utilizaremos la notacién Pgp(™FE, F) para distiguir este médulo
del médulo de polinomios de Dunford-pettis deﬁmdo en II.15.

Proposicién II1.60 Sea H alguna de las clases de conjuntos en (x). La familia
de polinomios homogéneos de grado m, Py, determina un mddulo de polinomios

" cerrado.
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Demostracién. Cada una de estas clases de conjuntos es estable por aplicaciones
lineales y por el paso a subconjuntos, por lo que resulta inmediato verificar las
propiedades de médulo de polinomios. Comprobemos que también son cerrados:

Sea {P.}» € P(™E, F) una sucesién de polinomios contenida en el subespacio
Pu(™FE, F), que converge en norma a P € P(™E, F). Dado ¢ > 0 existe ng € N
de modo que ||P,, — P|| < ¢, por tanto

P(Bg) C By (Bg) + €Br. (%)

Esto implica entonces que. P(Bg) € H(F). La comprobacién puede verse en [8]
para las clases £*, DP y V*. La prueba para la clase Gr, utiliza, como en los otros
casos, el siguiente resultado, debido a A. Grothendick (C.XIII, Lemma 2. [17]):

Lema III.61 Sea A un subconjunto' de un espacio de Banach E. Si para cada
€ > 0 eziste un subconjunto compacto (resp. débilmente compacto) A, C E tal que
A C Ac + €Bg, entonces A es compacto (resp. débilmente compacto).

Sea A € B(F) tal que para cada ¢ > 0 existe un conjunto A, € Gr(F) de modo
que A C A, + eBr. Comprobemos que A es un conjunto de la clase Gr(F). Sean
T € L(F,cg) y € > 0. Como la suma es una funcién continua en la topologfa débil,
se cumple:

T(A") CT(A)" +¢€|T||Bs-

Por definicién de la clase Gr (Def. 1I1.31), T(A.) es un conjunto débilmente
relativamente compacto de cp. El lema afirma entonces, que 7(4) es un conjunto
relativamente débilmente compacto en €o- Esto es vélido para todo T € L(F, ¢p)
y por tanto A € Gr(F). .

Para cada € > 0 existe no de modo que se cumple (x), con P, (Bg) € Gr(F).
Segin lo visto, el conjunto P(Bg) debe pertenecer a la clase Gr(F) y en conse-
cuencia P € 'Pgr( E,F). - a

Proposmlon I11.62 Sea m € N, E'y F espacios de Banach y H una clase de

* conjuntos en (x) . El polinomio P € P(™E, F) pertenece al mddulo Py si y solo

si el operador lineal asociado a P, P, es tal que P(Béf',, g) € H(F), es decir,
PeLy(®,.E,F). '

Demostracion. Claramente, si P(Béf,'w g) € H(F), se cumple en particular que

. P(Bg) = P(8,.(Bg)) € H(F) y por tanto P es un elemento del médulo. Para

comprobar la implicacién contraria, usaremos la proposicién 1.19:

P(Bgm » 5) C coeP(8,,(Bg)) = coeP(Bg).
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Corflo la clase # es estable bajo envolturas absoly
conjunto P(B®§",,E) Pertenece a I3 clage H(E).

C;rola;i(o IT1.63 Sean E ¥ F dos espacios de Banach, m ¢ N yPe P(™E F)
y£L* e P(mpx P(™E)) el operador adjunto de p defini *(f* .
Se cumple entonces: ' ’ o definido wome £ (f ) B f .

1. Son equivalentes;

(a) Pe Pct(mE, F)

(b) pP* transforma las sucesiones de Cauchy en Ig topologia o(F* F) de F*
€T Sucesiones convergentes en, norma. '

2. Son equivalentes:
(a) Pe P5s("E, F).

(b) pP* transforma las sucesiones deébiles de Cauchy de F* en Sucesiones
convergentes en norma, es decir, es de Dunford- Pett;s,

3. Son equivalentes;

(a) P € Py(mE, F),

(b)) P* es un operador incondicionalmente convergente,

" 4. Son equivalentes:

(a) P € Ps.("E, F).

(b) P* es secuencialmente continuo de la topologia U(F* yF) enla topologia
débil de P(™E). ' :

Demostracién. E] adjunto del polinomio candnico 4, ¢ P(mE, QrrE) es el iso-
morfismo ' ' |

b (85 E)* — P(mE)
ﬁ — ;60 o =p
Dados P ¢ P("E,F)y P su operador linea] asociado, los respectivos operadores

a,djunto-s cumplen la relacién pP* = b 0 P*. Como 67, es un isomorfismo (de hecho
€S una isometria: Prop. 1.22), se cumple que P*(Bp) € H(P(™E)) si y sélo si

- P*(Br+) € (857E)*). Podemos Probar entonces cada una, de las equivalencias,

con la afirmacién (b) expresada sobre P+ en lugar de hacerlo sobre P*. Gracias
a la proposicign anterior, serd suficiente demostrar e] corolario para m = 1 (v
aplicarlo sobre ¢] espacio de Banach ®:n,rE). - ‘
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Asf por ejemplo, P(Bg) € L*(F) si y sélo si P(Béf‘,,E) € L*(F). Suponiendo

vélido el resultado Para m = 1, esto dltimo es equivalente a que el operador P*

transforme las sucesiones de Cauchy en Ia topologia débil* de F* ep sucesiones

convergentes en (®Z#E)* Y PO tanto equivalente a que P* = (87.) 1o P* transfor-

me las sucesiones debil* de Cauchy de F* en Sucesiones convergentes eq P(ME).

Los otros casos se demuestran de forma similar.

El resultado para el caso lineal es bien conocido, al menos en los tres primeros
casos: : .
Sea T € L(E,F) y {25} una sucesién débil* convergente a cero (resp. débil-
mente convergente a cero, resp. determina una serie d.i.C) en F*, se cumple

lww¢m=mwﬂ¢oTumzeBw:wwﬂﬁwmyeTwmk_

Por tanto la sucesién {T*(z3)} es convergente en norma para toda sucesién {z3}
débil* convergente a cero (resp. débilmente convergente a cero, resp. diC)siy
sélo si el conjunto T(Bg) es un conjunto de la clase L*(F) (resp. DP(F), resp.
V*(F)). . '
- Por dltimo veamos la equivalencia 4 en el caso lineal: '
Sean T' € Ly, (E, F) y {2};} una sucesién débil* convergente a cero en F*, Sj
la sucesién {T*(z2)} no converge débilmente a cero en E*, existen z** ¢ By y
€ > 0 tales que (pasando a una subsucesién, que denotamos igual),

e (T*(20)| > ¢ ()

para todo n. Consideremos una red {z,} € F que converge en la topologfa débil*
de E**, a 2**. La red forma, un conjunto acotado, por lo que su imagen bajo el
operador de’ Grothendieck T, es un conjunto de Grothendieck de F. La sucesién
débil* convergente a cero, {z;} determina un operador lineal y continuo § €
L(F, cp), definido como S5(z) = (z};(z)) para cada z € F, por lo que S(T({za})) €

. W(co); existe entonces una subred z; = S(T(z,,)) débilmente convergente a un
-~ 2= (z,) € co y por tanto z, = limg,; 23, (T(z4,)) con limp, z, = 0. El operador 7**

es o (B, E*)-o(F**, F™) continuo, por lo que se cumple
w* - ham T™(zq;) = w* -‘liar_n T(zo;) = T*(z™),

denotando por w*lim al limite en la topologfa débil*. Para cada n se cumple
entonces: z, = lim,, zh(T(zo)) = T**(z**)(z%). Por (*) esta expresién es mayor
que € para cada n, pero eso contradice a] hecho de que (2x) sea un elemento de c,.
Comprobemos ahora la otra implicacién: sea T ¢ L(E, F) un operador tal que

su adjunto T*, es débil*-débil secuencialmente continuo. Para ver que T(Bg) €

\ Gr(F), hay que verificar que para cada S € L(F,¢), la composicién So T ¢
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L(FE, cp) determina un operador débilmente compacto. El adjunto de este operador
es T" 0 5* € L(¢1, E*). Como #; es el dual de un espacio separable, la bola B,
es débil* secuencialmente compacta (ver, por ejemplo, C.XIII [17]). Por tanto, sli
{27.}n es una sucesién acotada en ¢;, existe una subsucesién {z}.} convergente a
clerto z* en la topologfa débil* de ¢;. Se cumple entonces que w* — lim; $*(z2 ) =
S5*(z"), y ahora, por la hipétesis sobre T*, w — lim; T*(S§*(zy,)) =T~ (S*(z*}) y
por lo tanto el operador S o T es débilmente compacto. Esto es vilido para cada
S € L(F, co), por lo que T(Bg) € Gr(F). ‘ Q.

Las propiedades lineales definidas a través de clases de conjuntos tienen en
ocasiones tna descripcién equivalente en términos del comportamiento de los ope-
radores adjuntos, como es el caso de la propiedad reciproca de Dunford-Pettis*
(Def. I11.3) o el de la propiedad V* de Pelczynski (Def. V.15). A la hora de definir
las correspondientes propiedades polinomiales, debe tenerse presente la siguiente
caracterizacién de ciertas clases de operadores adjuntos:

Dado el operador T € L(F, E) entre los espacios de Banach F yEymeN,
definimos el operador T(™)* € L(P(™E), P(™F)) como T{™*(q) = qoT para cada
q € P("E). - :

Proposicién II1.64 Sean E y F espacios de Banach, m € N yT e L(F,F).
1. Son equivalentes: '
(a) T(BF) € L*(E).

(b) TU™* transforma las sucesiones de Cauchy en la topologia débil* de
P(™E) en sucesiones convergentes en norma.

2. Son equivalentes:

(a) T(Br) € DP(E). o
() T(™* transforma las sucesiones débiles de Cauchy de P(™E) en suce-
_siones convergentes en norma. . -

3. Son equivalentes:

(a) T(Br) € V3 (E).
(b) T{™)* es incondicionalmente convergente.
4. Son equivalentes:
(a) T(BF) € Grm(E).

() T(™)* es secuencialmente continuo de la topologia débil* del espacio
P(™E) en la topologia débil de P(™F). :

Seccidn I11.4. Mddulos definidos por clases de conjuntos 69

5. Son equivalentes:

(¢) T(Br) € Wn(E).
(b) T'™)* es débilmente compacto.
Demostracion. Llamamos # a cada una de las clases anteriores. Se cumple

que el conjunto T(BF) pertenece a la clase H,,(F), por definicién, si y sélo si
8 (T(Br)) € H(®,-F). La aplicacién 6,, o T es un elemento en P(™F,Q,E),

- por lo que podemos utilizar las equivalencias de la proposicién anterior con el

polinomio 6, o T, (el caso de los conjuntos W no lo incluimos en la proposicién
anterior porque es el resultado ya visto, I1.19). Sea (6%)~! el operador inverso
del isomorfismo entre espacios de Banach Oy, € L&, E)*, P("E)). Para cada
g € P(™E) se satisface T(™*(q) = (6,, o T)*(6~)~1(q). La proposicién anterior
demuestra el resultado para (6, o T)*; como 5, y (8,)~" son isomorfismos (los
que establecen la correspondencia § <+ g entre un polinomio escalar y su funcional
lineal asociado), el resultado es también vélido para T(™)*, O

Corolario III.65 Sea E un espacio de Banach y m € N. Son equivalentes:
1 .. E tiene la propiedad reciproca de Dunford-Pettis*, P(DP, W).

2. Para cade espacio de Banach F, cada operador T(™)* de Dunford;Pettis,
donde T € L(F, E), es débilmente compacto.

3. Cada operador T(™* de Dunford- Pettis, donde T € L(¢y, E), es débilmente
compacto.

Demostracién. Supongamos 1, es decir, DP(E) C W(E). En la proposicién 111.51
vimos que entonces se cumple DP(E) C W, (F). Consideremos un operador

lineal T € L(F, E) de modo que T{™* es de Dunford-Pettis; por la proposicién
anterior, eso ocurre si y sdlo si T(Br) € DP(E). Bajo la hipétesis 1, se tiene que
T(Br) € Wn(E) y de nuevo, la proposicién anterior establece que el operador
T(™)* es débilmente compacto.

La implicacién de 2 en 3 es trivial, asi es que comprobemos, por iltimo, la
implicacién de 3 en 1. Sea A € DP(E). Para cada sucesién {a;} contenida en
A podemos construir un operador lineal y continuo T € L(¢;, E) definido en la
base de ¢; como T'(e;) = a;. La bola de #; es la envoltura absolutamente convexa
y cerrada de los elementos de la base por lo que T(By,) € coe{a;,z € N}. Los
conjuntos de Dunford-Pettis son estables por envolturas absolutamente convexas
y cerradas, y por tanto T'(By, ) C DP(E). Por la proposicién anterior, esto equivale
a decir que TU™* es un operador de Dunford-Pettis. La hipétesis establece que
el opefador T(™)* es débilmente compacto y por tanto T(By,) € Wy, (E); se tiene
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entonc‘es que {a;} C Wn(E). Como es posible hacer esto para cada sucesién
contenida en A, toda la sucesién determina un conjunto de la clase W (E). O
m(E).

Corolario I11.66 Sea E un espacio de Banach que satisface la propiedad ., d
G’elfand—Phillips, P(Grm, Wy,). Entonces, para cada espacio de Banach F J de
operador T™* secuencialmente continuo de la topologia débil* de 'P("‘E)’ ec: la
topologia débil de P(™F), donde T ¢ L(F,E), es débilmente compacto. ’

Derflostracién. La demostracién es similar a la primera parte del corolario anterior:
F{ tiene la propiedad 7, de Gelfand-Phillips si Gr,,(E) ¢ Wi (E) (Def. HI 58)’
Si T(™" es como en Ia hipétesis, la proposicién anterior afirma que ento.nces.
T(BF) € Gr(E). Dado que £ tiene la propiedad 7, de Gelfand-Phillips, también

- T(BFr) € Wy (E). Utilizando de nuevo la Proposicion anterior, se llega a que T°(m)*

es débilmente compacto. O

' Observacién II1.67 Se puede demostrar el recf » i
\ II1. proco en el corolario anterior para -
- la propiedad débil de Gelfand-Phillips. Cuando m > 1, no se sabe si la clasz de

los conjuntos Gr,, es estable bajo envolturas absolutamente convexas, por lo que

no se puede llevar a cabo una demostracién andloga de la implicacién 3 = 1 en

el corolario sobre la propiedad m-RDP*. Lo mismo sucederd .
m-V* (Prop. V.17). era con la propiedad

Capitulo IV

Propiedades con polinomios de

Dunford-Pettis

Al finalizar la seccién 3.1 mencionamos el hecho de que las clases de subconjun-
tos definidas en los espacios duales debian ser generalizadas de un modo distinto
al introducido en la definicién III.1. La clase de subconjuntos acotados del es-
pacio de polinomios P(™E) = (®:’:,,E)* que definimos ahora estd estrechamente
relacionada con los que hemos dado en llamar polinomios de Dunford-Pettis:

Definicién IV.1 Diremos que el subconjunto A C P(™E) pertenece a la clase
L (P(™E)) si y sélo si, para cada sucesion {z,}n de Cauchy en E._, se cumple

Jim sup{|g(zx) — g(za)l; g€ A} =0.
=+00 .

Proposicién IV.2 Dados E y F espacios de Banach y m € N, son equivalentes:

1. P € Ppp(™E,F) (i.e: transforma las sucesiones de Cauchy en E._ en
sucesiones convergentes de F)).

2. El operador lineal adjunto P* : F* — P(’”‘E) ‘deﬁnido como P*(f*) = f*oP
cumple P*(B%) € L (P(TE)). |
Demostracién. Consideremos una sucesién {z,}n de Cauchy en E..y P e
P(™E, F); de las igualdades _
lim ||P(zx) = P(za)ll = lim  sup {|f*(P(zx)) = f*(P(za))]}
k,n—00 kn—o0 f*EBps ) .
= lim = sup {|(P"(f7)(zx)) — (P*(f")(2x))}

ksn—oo fecp, '

= lim sup {IQ(zk) - q(zn)l}
k;n—00 qeP*(Bps)

¢




‘_{T(Gm (Zn))}n es convergente en norma. Para cada n, P(z,) = T(8m(zn)), por lo
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se obtiene ficilmente la equivalencia buscada, O

Olbsezvacm;l IV.3. De form.a andloga, se pueden definir los subconjuntos de |

Z ase m('Pk( E)), swrido Yahda también una caracterizacién como la, anterior:

€ Lm(P(*E)) si y sélo s1, para cada sucesién {zn}n de Cauchy en E. '
m?

im sup{lg(zx) ~ q(z,)|; g€ A} = 0.

k,n—co

IV.1 Caracterizacién de los espacios tensores sin co-
pias de /;

Lema IV.4 Sean E Y F espacios de Banach ym € N. 5iel operador l;'neal

T e L(®s,F,F) es de de Dunford-Pettis (i.e. transforma las sucesiones débiles

de Cauchy en sucesiones conve ] o . ’
Tgenies en norma), su polinomio asociad,
P(™E, F) es de Dunford-pettis. ' )y sup R e £ €

Demostraciéz'L Consideremos una sucesién {Zn}n C E de Cauchy en la topologia
Tm. La sucesién {0m (fcn)}nv es entonces débil de Cauchy en ®:",,E ¥ por lo tanto

que P € Ppp(™E, F). a

Teorema IV.5 Dado E un espacio de Banach y m € N , son equivalentes:
1. B(E) =R, (E).

2. Fl espacio &4 E no contiene copias de ¢;.

3. Para todo espacio de Banach F, cada polinomio en P(™E,F) .que trans-

: forma los conjuntos R, (E) en conjuntos relativamente compactos de F es
compacto. ('PDP("'E, F) =P,(™E, F)). '

4. ?’ada poh'no.mio en P(™FE, co) que transforma los conjuntos R, (E). en con-
Juntos relativamente compactos de cg es compacto.

 Ppp(™E, co) = Poo(™E, cy).

9. La clase de subconjuntos L, (P(™E)) coincide con los relativamente com-
pactos de P(™E). '

Demostracién. La equivalencia entre las afirmaciones 1 y 2 ya la hbfamos probado
en la proposicién I11.17: por el teorema de dicotomfa de Rosenthal (CXI[17)]), 2
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es equivalente a B(®,, E) = R(®;,E) y esto a su vez es equivalente a 1 por la

proposicién II1.10.
Sisuponemos.1 cierto, todo polinomio del médulo Ppp(™E, F) transformaréla

bola unitaria en un conjunto relativamente compacto y por tanto serd un polinomio

compacto, con lo que queda probado 3. ‘

4 es un caso particular de 3. Para ver 4=>1 supongamos que existe un conjunto
acotado A en E que no pertenece a la clase R, (E); esto equivale a decir que
existe una sucesién {z,}, C A de modo que {6,,(2,)}» es una sucesién en RorE
equivalente a la base candnica de £1; es bien sabido (ver p.ej. Obs IL5 [8]) que
se puede construir entonces un operador lineal T € E(@:,,E, co) completamente
continuo, no compacto y de modo que T'(0,(z,)) = en, para cada n € N (e,
denota la base canénica de co). La restriccién de T a la diagonal determina un
polinomio P € Ppp(™F, co) (Lema IV.4) no compacto puesto que P(z,) = e,
para cada 7, lo que contradice a 4. ‘

Por dltimo comprobemos la equivalencia entre 5 y 3: por la proposicién IV.2,
P € Ppp(™E, F) si y sélo si P*(Bp+) € Ln(P(™E)), por lo que suponiendo 5 se
obtiene que P* es compacto y por lo tanto P es compacto.

Probaremos la implicacién contraria construyendo adecuadamente un polino-
mio de Dunford-Pettis para cada conjunto en £, (P(™E)), como se hacia en [39]
para el caso de los operadores lineales:

Dado A € £L,,(P(™FE)) consideremos el espacio de Banach

B(A) ={f:A—C continua}, |f||=sup{|f(g)l}
: qEA

y el polinomio homogéneo de grado m
P:E — B(4)
t — P(z): A - C
¢ = q(2); |
I|P(z)]l < M||z||™, donde M es una cota para A. El polinomio es de Dunford-
Pettis puesto que para cada sucesién {z,}, de Cauchy en ET?"’

IP(@n) = P(zi)ll = supgea{l(Plen) - P(z)) (@)}

= sup,ca{lg(@a) — ()]} =ni 0

por ser A € L,,(P(™F)). La hip6tesis 3 implica entonces que P es un polinomio
compacto y por lo tanto el conjunto P*(Bpg(4)+) es relativamente compacto en
P(™FE). Si vemos que A estd en este conjunto imagen, habremos concluido: para

cada q € A definimos el funcional

z;: B(4) —C, o3(f)=f(a) feB4).

Y
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Gracias a la férmula de polarizacién (Prop. [.3), es suficiente verificar que las
evaluaciones en cada z € E coinciden para concluir que P*(z}) = q. Claramente

se cumple que para cada z € E, P*(zr (@) = 23(P(z)) = q(z). Por tanto A ests

en la imagen por P* de un conjunto acotado de B(A)*. a

Observacién IV.6 Este resultado recupera para el contexto polinomial, una ca-
racterizacion muy iitil de los espacios (en este caso tensores) sin copias de £;.
Hemos mencionado en diversas ocasiones que si m > 1, en principio, las clases de
polinomios de Dunford-Pettis definidos como en II.15 no tienen, en principio, por
qué coincidir con los que transforman a los conjuntos W,, (F) en relativamente
compactos. Para obtener la caracterizacién, haciendo uso del teorema de Rosent-
hal, en la demostracién de 2 = 3 debe escogerse como definicién la que involucra
a las sucesiones 7,, de Cauchy. De nuevo, si el espacio cumple la propiedad (P,,)
(o similares, Def. II1.45) es posible dar una descripcién en términos de sucesiones
convergentes en la topologia polinomial. ‘

Corolario IV.7 Sea E un espacio de Banach y m € N tales que ®, wrE no con-
tiene ningun subespacio isomorfo a £;. Para cada espacio de Banach F y cada
P.€ P(™E, F) son equivalentes:

1. Eloperador lineal asociado a P, P € ﬁ(@:‘,,E’ s ), es un operador de Dunford-

Pettis.
2. P Ppp(™E, F).

Demostracién. La implicacién de 1 en 2 es siempre vilida y es precisamente el
lema IV .4. La implicacién contraria es consecuencia de que los espacios sin copias
de £; son precisamente aquéllos en los que coinciden los operadores de Dunford-

‘Pettis con los compactos (éste es un resultado bien conocido, que corresponde a

m =1 en el teorema anterior), es decir:
EDP(®:1rE7'F) = ‘CCO(®:WE, F) (*)

Si el polinomio P pertenece al médulo Ppp(™E, F), por el inciso 3 del teorema
IV.5, es un polinomio compacto y por consiguiente su operador lineal asociado es
compacto. La igualdad () afirma que también es un operador de Dunford-Pettis.
Se tiene, entonces:

PePpp("E,F) & Pc ;CDP(®:L,E, F). 4

Proposicién IV.8 Sea E un espacio de Banach tal que ®:n,rE no contiene copias
de ¢y. Para cada espacio F cociente de E, ® <F no contiene copzas de {y.

-3
(o]

Seccién IV.2. Propiedad P(™E, ¢o) = Ppp(™E, co)

Demostracién. Sea w : E — F una aplicacién cociente'’y P € Ppp(™F, o). Como
los polinomios de Dunford-Pettis forman un médulo y ®3,rE no contiene a {j, se
cumple .
" Por € Ppp(T™E, o) = Peoo(TE, o),

es decir, el conjunto P(r(Bg)) es relativamente compacto en ¢g. Como 7 es una
aplicacién suprayectiva, el conjunto P(Bp) es también relativamente compacto
y por lo tanto P € Peo(™F, o). El teorema IV.5 asegura ahora que ®;.F no
contiene copias de ¢;. ‘ a

Corolario IV 9 Sea E un espacio de Banach y m E N de modo que ® E no

contiene copzas de £y. Para cada k < m el espacio ®sm’E no contiene copzas de
¢ y E cumple la propiedad m-B.

Demostracion. Paracada & < m el espacio ®I:,,,E es un subespacio complementado
(Prop. 1.20), y por tanto, un cociente del espacio ®:’:,E; la proposicién anterior
concluye la primera parte del corolario. La propiedad m-B (Def. 1.35) en el
espacio E es precisamente que cada conjunto A € R,,(E) pertenezca a la clase
Ri(E) para cada k¥ < m; por lo que acabamos de probar, si R, (E) = B(E),
entonces Rx(E) = B(FE) para cada k € Ny en particular R,(E) = Re(E). O

Observacién IV.10 Este corolario no es exdctamente el reciproco del corolario
II1.18, en donde se probaba que un espacio sin copias de #; y con la propiedad
m-SCP era tal que @, , E tampoco contenfa a £;; faltarfa para ello la equivalencia
entre las propiedades m—SC’P y PR, R).

IV.2 Propiedad P(™E, co) PDp(mE co)

En el capitulo III introdujimos las propiedades P(Wm, L*)y P(Rp, L"), haciendo
mencién al hecho de que son equivalentes bajo una condicién del tipo (P,) (Obs.
I11.45). Desarrollaremos con detalle la segunda de ellas, pues es la que resulta

compatible con el médulo de los polinomios de Dunford-Pettis introducidos ante-

riormente. Es posible, igualmente establecer las distintas caracterizaciones de la
propiedad P(Whp,, £*) de un modo anilogo, por ejemplo, en la proposicién siguien-
te, la equivalencia 2 serfa: Todo operador T € L(E, co) transforma los conjuntos
de la clase Wp,(F) en conjuntos relativamente compactos de cq.

Proposiciéon IV.11 Dados m y E, son equivalentes:

w(E) = L*(E).

e
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2. Todo operador T € L(E, co) transforma los subconjuntos 7,, - Rosenthal de E
en subconjuntos relativamente compactos de cg.

8. Para cada k € N, todo polinomio P € P(*E, co) transforma los subconjuntos
Tm—R'o?enthal de E en subconjuntos relativamente compactos de c;.
. :

Demostracién. Consideremos un operador T € L(E,cy) y un conjunto A €
Rm(E); si 1 es cierto, A € L*(E) y, por la proposicién I11.20, T lo transforma
en un relativamente compacto. Reciprocamente, dado 4 € R,, (E) y suponiendo
valido 2, todo T € L(E, co) lo transforma en un relativamente compacto, por lo
que A debe ser limitado (Prop. I11.20). La equivalencia con 3 se prueba de igual
forma, teniendo en cuenta que los conjuntos limitados de E son precisamente los
que son transformados en conjuntos relativamente compactos por cualquier ele-
mento en P(™FE, ¢p), para m arbitrario (T.II1.24). El caso k = m en 3 se lee
como:

P(™E,co) = Ppp(™E, cp).
a

Proposicién IV.12 Si E es un espacio de Banach de dimensidn infinita y cumple
la propiedad P(™E, c5) = Ppp(™E, o), entonces ®:’:”E' contiene un subespacio
tsomorfo a {;. ’ '

b

. -, . 2 m . T .
Demostracién. Si suponemos que ®, . E no contiene como subespacio a #; debe

_ - suceder B(E) = R, (E) (T. IV.5); el imponer ademds que se cumpla la propiedad
Rm(E) = L*(E) (equivalencia 1 en la proposicién anterior) establece que todos

los conjuntos acotados de E son limitados, pero esto sélo es posible en espacios
de dimensién finita (T. Josefson-Nissenzweig, C.XII (17]). a

Veremos a continuacién que la equivalencia 2 en la proposicién IV.11 permite
probar que la propiedad se preserva por sumas finitas. Probaremos que se preserva
también bajo ciertas sumas £,, que se definen del siguiente modo:

E = (32®Ey)4, es, por defincién, el espacio de sucesiones z = (z,) tales que
Tn € En paracada n y ||z|ff = 52 ||za|P es finito. llz|l, es la norma en el
espacio. Denotaremos i,, (resp. Tn) a la inclusién canénica de E, en E (resp. a

la proyeccién canédnica de E en E,).

Proposicién IV.13 Si (En)n es una sucesion de espacios de Banach que sa-
tisfacen la propiedad P(R,y,, LYyl <p<mla cumple también el espacio

E=(3D En)e,-
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Demostracién. Dado T € L(E, co) construimos la sucesién de operadores {T}}n
asociada, definida como T, = T o1, € L(E,,¢y) para cada n. Por hipétesis,
cada T, transforma los conjuntos de la clase R,,(E,) en conjuntos relativamente
compactos de ¢p (equivalencia 2 de la proposicién IV.11). Cuando la sucesién de
espacios es finita (Vo > N, E, = {0}) y A € Rn(E), T(A) € K(co) y por lo tanto
queda probada la proposicién. ‘
En el caso general, si suponemos que para cada conjunto 4 € R (E) se cumple

lim sup || ZTn(ﬂ'n(z)) - T(z)|| = 0, | (IV.1)

IR zeA n=1 -

para cada € > 0 existe jo de mod¢> que
Jo
T(4) C 3 Tu(ra(A)) + B.
n=1

Como fo:l Tn(mn(A)) es un conjunto relativamente compacto po.demos asegurar
gracias al lema II1.61, que T'(A) también lo es y habremos concluido. |

Queda por verificar entonces, que se cumple la condicién (IV.1). El lema 1.3
de [10] asegura que el conjunto acotado A cumple la condicién (IV.1) si para cada

€ > 0 existe n, € N tal que
sup Z Imn()|P < €. -
xeAn)ne

Supongamos que el conjunto A € R, (E) no la cumple; existen entonces € > 0,
{ki}; C Ny {z;}; C E de modo que

Ej41 ‘ :
> ma(z)lE> e - (IV.2)
n=k;+1
Consideremos para cada j € Ny cada n € {kj +1,...,kj+1} un funcional z,; €
Bgy tal que |27, ;(ma(z;))] = ||mn(z;)]|, la sucesién de indices m; = kj41 — k; v el

operador :

SiE — (Def), -
g = {(@5 ) (Tn(2))nmkj 41, k01 15

Es continuo puesto que

Lo kim : ‘ o kit1 ’
IS@IF=D" D" lenim@)P=> Y lr(@)|F < ||l
J=1 n=k; +1 J'=¥ n=k;+1
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Como los conjuntos R, se preservan bajo o i »

Peradores lineales, S (A) pertenece a la
clase Rm((z &4 )e,). Los espacios > @f;%)gp ¥ 45 son isomorfos (2.a.12 [41]) y
por consiguiente S(A) es un conjunto relativamente compacto de £, (siempre que
Pp<m Rn(ly) = K(4) : Cor.3.9 [9]). Sin embargo, los conjuntos relativamente
compactos de £, son precisamente los conjuntos K que verifican

oo
lim sup(Y " Janl?, = = (a) € K} =0,

. ky
por lo que lim;sup,¢4{ oy Zn’;}:j lz;, ()P} = 0, lo que contradice a (Iv.2),
pues '
: oo kjt1

ISEP =D 3" lImalz)l? v {23}; c A.

=1 n=k;

Observacién IV.14 El espacio E' = (37 @ E,)., contiene a ¢y de forma comple-
mentada; como ¢y no cumple la propiedad R,, = L* (ver la seccién 3.3), tampoco

Ejemplos de espacios en relacién a la propiedad P(R,,, £*)

1. El espacio £,, para 1 < p < oo tiene la propiedad P(™E, co) = Ppp(™E, co)
si ysélosip<m< co. En efecto, si 1 < p < m < oo, puede verse
el resultado como consecuencia del corolario 3.9 de [9], donde se prueba
K(€p) =V, (£,); claramente entonces £* (6p) = Ron(£y)-

Si p > m el espacio ®::,,Zp es reflexivo, lo que implica en particular, que no
contiene copias de 4;; la proposicién IV.12 asegura entonces que el espacio
¢, no tiene la propiedad.

2. Para todo m € N, P(™y,c0) = Ppp(™41,c0): consideremos una sucesién
{zn} € Rn(E). Como ¢, tiene la propiedad de Dunford-Pettis, tiene la
propiedad m-SCP para todo m (Prop. II1.50) y por tanto R, (b)) =R() =
K(41). Se deduce entonces que Rm(41) = L*(£1). La misma demostracién
sirve para probar el resultado para cualquier espacio de Schur E.

3. El espacio £, y cualquier otro espacio con Ia propiedad de Grothendieck y la
propiedad de Dunford-Pettis tiene la propiedad P(Rn, L*), pues L*(E) =
DP(E) (l11.54) y R (E) = R(E) = DP(E) (IV.17).
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IV.3 Propiedad de Dunford-Pettis polinomial

Se han estudiados ampliamente diversas generalizaciones al contexto de los poli-
nomios, de la propiedad de Dunford-Pettis. Por ejemplo, en [45] se introduce, y

'se prueba en [49], que un espacio tiene la propiedad de Dunford-Pettis si y sélo

si tiene la propiedad polinomial de Dunford-Pettis -en este caso definida como:
“E tiene la propiedad DP polinomial si todo polinomio débilmente compacto de
E en cualquier espacio de Banach F transforma las sucesiones débiles de Cauchy
en sucesiones convergentes’-. En [26] se define la propiedad Py-Dunford-Pettis
y se establecen, como en [6] diferentes caracterizaciones de la misma. En (38] se
estudian distintas formas de la propiedad de Dunford-Pettis relacionadas con tipos
distintos de convergencia secuencial, entre las cuales se incluyen las dos anteriores.

En este trabajo definimos la propiedad de Dunford-Pettis polinomial de grado
m de un modo distinto: estudiamos la propiedad que resulta del desarrollo general
expuesto en los capitulos anteriores. Esta definicién no coincide en principio, con
ninguna de las citadas. Por ejemplo, en [38] se parte de sucesiones convergentes

- en la topologia y no de sucesiones de Cauchy y se exige también la condicién

‘Tp —r ¢ siysdlosi z, —z—, 0.
En [18] puede verse una amplia exposicién de la propiedad de Dunford-Pettis
(lineal).

Definicién IV.15 El espacio de Banach E tiene la propiedad m-Dunford-Pettis
(m-DP) si para todo espacio de Banach F, cada polinomio débilmente compacto
de P(™E, F) transforma las sucesiones t,, de Cauchy en sucesiones convergentes
en norma. '

Con la notacién de la definicién I1.15, la propiedad m-DP corresponde, para
todo F, a »
-ch(mE, F) C ’PDP(mE,'F).

Teorema IV.16 Sea E un espacio de Banach y m, k € N. Son equivalentes:
1. E tiene la propiedad m-DP.

2. Para cada espacio de Banach F, cada polinomio débilmente compacto, P €
Pue(*E, F) transforma las sucesiones T, de Cauchy en E, en sucestones
convergentes de F.

3. Cada polinomio débilmente compacto P € P,.(*E, co) transforma las suce-
siones 1, de Cauchy en E, en sucesiones convergentes de cg.

4. Rm(E) = DP(E).
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Demostracion. Estas equivalencias son consecuencia de resultados va probados en
el capitulo anterior: 1y 3 son casos particulares de 2 por lo que las implicaciones
2=1y 2=>3 son claras.

Veamos 4=>2: consideremos un polinomio P € P,.(*E, F) y una sucesién {zn}n
de Cauchy en E,,,. La hipétesis 4 asegura que la sucesién determina un conjunto
de Dunford-Pettis y por tanto es transformada por P en un conjunto relativamente
compacto (T. II1.29).

Las implicaciones 3=>4 y 1=>4 son consecuencia también del teorema I11.29 pues
3 asegura que cada polinomio en Py (¥E, co) (resp. P,.(™E, F)) transforma los
conjuntos de la clase R,,(F) en conjuntos relativamente compactos, que son pre-
cisamente dos de las caracterizaciones de los conjuntos de Dunford-Pettis. . O

Corolario IV.17 Sea E un espacio de Banach y m € N. Son equivalentes:
1. E tiene la propiedad de Dunford-Pettis.
2. FE tiene las propiedades m-DP y m-SCP.

Demostracién. En cualquier espacio de Bahach se cumplen las relaciones
DP(E) C Rn(E) C R(E), (IV.3)

(Seccién 3.3) por lo que suponiendo 1 (DP(E) = R(E)), se establecen en E las
relaciones ' '

DP(E)=Rn(E)=R(E)

de donde se obtiene la equivalencia 4 de la propiedad m-DP (T.IV.16). La igual-
dad R(E) = R (FE) no es, en principio equivalente a la propiedad de continuidad
secuencial de grado m, pero en la seccién de conjuntos de Dunford-Pettis (Prop.
I11.30) probamos que siempre se cumple DP(E) N W(E) C 7,(E), donde 7,,(E)
denota a los conjuntos relativamente compactos de E,_, por lo que se deduce que
W(FE) = rn(E), y por consiguiente se cumple la propiedad m-SCP.

La implicacién contraria se prueba con del mismo esquema (IV.3), teniendo
en cuenta que la propiedad m-SC P implica siempre R, (F) = R(E). a

Observacién IV.18 El corolario anterior permite probar que la propiedad de
aproximacién en el espacio, no es una condicién necesaria para que el conjunto
diagonal sea secuencialmente cerrado en la topologfa débil del espacio tensor (ver
Obs. IIL8): existe un subespacio F' de co que no cumple la propiedad de aproxi-
macién (2.d.6 [41]) y sin embargo 8, (F) es débilmente secuencialmente cerrado,
pues F tiene la propiedad de Dunford-Pettis (como todos los subespacios de ¢g) y
por tanto la propiedad m-SCP para todo m € N. ;
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Corolario IV.19 Dados m € N y FE un espacio de Banach con la propiedad
m-DP, ®:WE es reflezivo si y sélo si E es de dimensidn finita.

Demostracién.. El espacio ®:7,E es reflexivo si y sélo si para cada espacio de
Banach F, P(™E, F) = Py.(™E, F) (T. II1.13). Como no contiene copias de ¢,
se cumple también Ppp(™E, F) = P, (™FE, F) (T.IV.5). Bajo la hipétesis de la
propiedad m-DP deberfa cumplirse P(™E, F) C P, (™E, F'), pero esto es posible
sélo si E es de dimensién finita (ver 11.30). Todo espacio de dimensién finita es

reflexivo, por lo que el reciproco es claramente cierto. |

El caso k = 1 en el teorema anterior determina una caracterizacién de la
propiedad' m-DP en términos de operadores lineales. Veremos a continuacién
que esto permite probar (como sucedia con la propiedad P(R,,L*), IV.13) la
estabilidad de la propiedad bajo productos finitos y bajo ciertas sumas infinitas.
La demostracién se lleva a cabo como en [6], si bien la propiedad m-DP y la que
los autores introducen no son la misma.

Proposicién IV.20 Si(E,), es una sucesién de espacios de Banach que satisfa-
' cen la propiedad m-DP, la cumplen también los espacios (3@ En)c ¥ (L OF)e,,

1<p<m.

Demostracién. (3 @®FEnr)e,, ||zll y Tn se definen como en la proposicién IV.13.
Dado T € L,c(F, co) construimos la sucesién de operadores {T,}, asociada, de-
finida como T, = T o4, € Ly(En,co) para cada n. Por hipétesis, cada T,
transforma los conjuntos R.,(E,) en conjuntos relativamente compactos de cp
(equivalencia 3 del teorema IV.16 cuando k£ = 1). Si la sucesién de espacios es
finita (Yn > N, E, = {0}) y A € Rn(E), claramente T(A) € K(co) y por tanto

 queda probada la proposicién.

La prueba del caso general es andloga a al que aparece en la proposicién 1V.13:
se trata de garantizar que cada conjunto A € R, (E) cumpla

lim sup || Y Ta(ma(2)) = T(a)]| =0, (IV.4)
=0 zEA =l

obteniendo entonces que para cada € > 0 existe jo de modo que

T(A) C ZoTn(ﬂ'n(A)) + eBg.

n=1

Como Eff:l T.(mn(A)) es un conjunto relativamente compacto, T'(A) también lo

es (Lema III.61) y se habrd concluido. La verificacién de que se cumple dicha
condicién es la misma que la dada en IV.13.




Capitulo 1V. Polinomios de Dunford-Pettis

Probemos ahora la propiedad para E= (3 DE,)e, donde T, Ty, %ty vy 7, son
como antes. El operador T es débilmente compacto y por tanto es también incon-

- dicionalmente convergente; el teorema 1.7 [10] asegura entonces, que se cumple la

condicién. (IV.4) con A = Bg (es decir, es el limite en Ia, norma de los operadores).
Cor{ el mismo argumento que en el caso anterior, se obtiene. que T transforma los
conjuntos R, (E,) en conjuntos relativamente compactos. a

Ejemplos de espacios en relacién con la propiedad fn-Dunford-Pettis.
La propiedad P(R,,, L), estudiada en la seccién anterior implica siempre a

la propieddad m-DP, pues en todo espacio de Banach se cumple L*(E) C DP(E),

por consiguiente los ejemplos que cumplian la propiedad P(R,,, £*) dados en IV.2
verificardn también la propiedad m-DP. Ademds de éstos aparecen algunos otros,
pues, por ejemplo, la contencién de ¢; en el espacio ®:,,E Ya no es requisito.

1. Los espacios ¢y, £, C(K), C(K,F) con F de Schur ¥y K un compacto
HausdorfT, tienen la propiedad de Dunford-Pettis ¥ por tanto las propiedades
m-DP y m-SCP para cada m € N (Cor. IV.17).

2.85i1<p<ooyp< m, el espacio £, tiene la propiedad m-DP. Como
consecuencia del corolario IV.17, estos espacios no cumplen la propiedad m-
S C’PA para py m como antes. Si p > m no tienen la propiedad m-DP puesto
que ®:‘,,E es un espacio reflexivo de dimensién infinita (Coro. Iv.19).

3‘. Con el espacio de Tsirelson T™*, se puede probar que en genefal las clases
de conjuntos DP y Rpot son distintas (siempre se cumple DP ¢ Rypot), pues
B(T*) = Rpoi(T*) = Rm(T*) para todo m, y sin embargo la bola unitaria
no es un conjunto de Dunford-Pettis, por tratarse de un espacio reflexivo.

La propiedad m-DP aparece estrechamente relacionada con la que definiremos
a continuacién ' ' |

IV.4 Propiedad A,,-Schur

En [14] se definen los A-espacios como aquéllos en los que las sucesiones polino-
mialmente convergentes a cero (para todo grado) son convergentes a cero, y en
[26] se definen los espacios con la propiedad Ap,-Schur como aquéllos en los que
coinciden las sucesiones convergentes a cero en la topologfa T<, con las convergen-
tes a cero en norma. Introduciremos a continuacién una definicién distinta de la
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propiedad A,-Schur; como en otras ocasiones, es la definicién que se obtiene con
el enfoque de los capitulos anteriores. Del mismo modo, las distintas definiciones
coinciden en el caso lineal. La definicién que presentamos a continuacién da lugar
de forma sencilla, a diversas caracterizaciones y relaciones con otras propiedades,
pues permite hacer uso de algunos resultados fundamentales, como por ejemplo,
el teorema de Rosenthal.

Definicion IV.21 El espacio de Banach E es un espacio A, de Schur si cada

sucesidn de Cauchy en E, . tiene una subsucesidn convergente en norma.

Diremos que el espacio es A-Schur si las sucesiones de Cauchy en E . son
convergentes en norma. o

Observacion IV.22 Con las notaciones del capitulo III, la propiedad A,,-Schur
es Rn(E) = K(E); a diferencia del caso m = 1, esta definicién no coincide
exdctamente con el hecho de que las sucesiones de Cauchy en E.  sean de Cauchy
en norma, debido al posible factor rafz de la unidad: se puede escoger {z;} una
sucesién convergente en norma a z # 0 (y por tanto de Cauchy en E. )y XA € C,
con \™ =1 de modo que la sucesién {y;} definida como ya;i = Z3;, Y2ir1 = AT2i41
sea T, de Cauchy, pero no convergente en norma.

Para la propiedad A-Schur ambas definiciones coinciden, pues en particular se
exige la convergencia débil, que siempre separa puntos. '

Observacién IV.23 Enlos espacios con la propiedad de Gelfand-Phillips (P(L*, K),

como los separables, o los reflexivos) coinciden la propiedad introducida en la sec-
cién IV.2, P(R.,, L* con la propiedad A,,-Schur:

K(E) = L*(E) = R (E).

‘ Proposiciéh IV.24 Sea E un espacio de Banach y m,k € N. Son equivalentes:

1. E es un espacio Ap,-Schur.

2. Para todo espacio de Bananch F, cada P € P(*E, F) transforma los con-
juntos Ry (E) en relativamente compactos. ‘

3. E no contiene ningun subespacio isomorfo a cg y cada polinomio incondicio-
nalmente convergente P € P;.(FE, F) transforma los conjuntos R, (E) en

relativamente compactos.

‘4. B(P(*E)) = L.(P(*E))
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Demostracién. Como cualquier polinomio transforma los conjuntos relativamente
compactos en conjuntos relativamente compactos, si 1 es cierto, cualquier po-
linomio transformard los conjuntos Rm(E) en relativamente compactos, lo que
demuestra 2. .

Para comprobar el reciproco consideremos el polinomio candnico de grado k,
Or; por hipétesis, para cada A € R,,(E), 0x(A) es un conjunto relativamente
compacto de ®:WE incluido en la diagonal, lo que equivale a decir que A es un
conjunto relativamente compacto de E (Prop. I11.6).

Supongamos ahora que se cumple la condicién 2. En la observacién 11.23 vimos
que si P € P(*E, F) transforma las sucesiones 7, de Cauchy de E en sucesiones
convergentes en norma, P es un polinomio incondicionalmente convergente. La
hipétesis 2 implica entonces que todos los polinomios homogéneos de grado & son
incondicionalmente convergentes y por tanto E no contiene copias de co (Prop.
I1.34). La otra afirmacién en 3 es inmediata de 2.

La proposicién II.34 establece también la implicacién 3 = 2, pues en un espacio
sin copias de ¢g, todos los polinomios son incondicionalmente convergentes.

Por idltimo comprobemos 2 & 4: para demostrar que cada P € P(*E, F)
transforma los conjuntos R,,(F) en relativamente compactos, por la observacién
IV.3 basta probar que P*(Bg+) € L, (P(*E)), pero esto es claramente cierto bajo
la hipétesis 4. Reciprocamente: consideremos un conjunto A € B(P(*E)); para
probar que pertenece a la clase £,, haremos una construccién similar a la dada en
IV.5: construimos el espacio de Banach '

B(A) ={f:A— C continua} ||f]|= igg{lf(q)l}

y el polinomio

P:E —s B(A)
z — P(z)(g) = (o).

P € P(*E, B(A)), por lo que por hipétesis, debe transformar los conjuntos de
la clase R,,(E) en conjuntos relativamente compactos. De nuevo la observacién
IV.3 asegura entonces que P*(Bp(4):) € Lm(P(*E)). Como antes (T. IV.5), se
comprueba que A € P*(Bp(q)s). ; g

La equivalencia 2, cuando m = k permite obtener la siguiente caracterizacién
de la propiedad A,,-Schur:

Ees Ay, —Schur & P(™E,F)=Ppp(™E,F) paratodo F.

¥
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Observemos que la propiedad A,,-Schur viene también dada en términos de
operadores lineales definidos en el espacio (caso k = 1 de la proposicién); con esto
probaremos a continuacién que es una propiedad estable por productos finitos y
por ciertas sumas £p: :

Corolario IV.25 Si (E,), es una sucesidn de espacios de Banach A,,- Schur, lo
son también los espacios (3P En)e,, 1 <p < m.

Demostracidn. El espacio £ = (3 @®F,)s, ¥ la sucesién de operadores {T,} ¢
L(E,, F) asociadaa T € L(E, F), son como en la proposicién IV.13. Por hip6tesis
sobre cada E,, T, transforma sucesiones de Cauchy en F.,. _ en sucesiones conver-
gentes en norma (equivalencia 3 con k = 1, de la proposicion 1V.24). Si la sucesién
de espacios es finita (Vn > N, E, = {0}) y A € R (E), claramente T(4) € K(F)
y habremos acabado. ‘ ,

La prueba del caso general es también andloga a la que aparece en la proposi-
cién IV.13 pues si para cada conjunto A € R,,(E) se cumple

J=~ro0 €

lim sup | > Tu(ma(2)) - T(@)| = 0,
n=1 :

para cada € > 0 existe jo de modo que

T(4) C JZOTn(wn(A))_+ eBg.

n=1l

Como Z;°=1 T,(mn(A)) es un conjunto relativamente compacto, T(A) también

lo es (Lema III.61) y se habrd concluido. La verificacién de que se cumple tal"

condicién es la dada en IV.13 a

Proposicién IV.26 Dado un espacio de Banach E y m € N, las siguientes afir-
maciones son equivalentes: :

1. La propiedad m-Dunford-Pettis es equivalente en E a la propiedad A,-Schur.
2. E cumple la propiedad DP(E) = K(E). |
Demostracién. La propiedad A,,-Schur implica siempre a la propiedad m-DP:

K(E) = Rm(E) = DP(E) = Rum(E);

si' 1 es cierto, entonces DP(E) = K(E). Reciprocamente, si los conjuntos de
Dunford-Pettis en E son relativamente compactos, la propiedad m-DP es preci-
samente K(E) = DP(E) = R (E). : o a

E gyt Hos “12
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Observ.acién IV.27 Hemos puesto esta demostracién del corolario IV.25, porque
flo requiere ya de ningdn desarrollo distinto a los vistos hasta ahora si,bienq es
posible concluir el resultado utilizando la proposicién 14 en [24] (e;l donde se
prueba que la propiedad K(E) = DP(E) es estable bajo sumas con norma )

las proposiciones V.20 y IV.26 anteriores. v

Como corolario de la Proposicién se obtiene un resultado analogo al que se

demuestra en [26] y [6], para las respectivas definiciones de Am-Schur que ahf se
proponen:

Corolario IV.28 Seq E un espacio de Banach A-Schur ymeN. E es A, de
Schur si y sdlo si tiene la propiedad m-DP., "

Demostracién. Como siempre se cumple DP(E) C R,u(E) (Prop: 111.30), si E
es A-Schur, se verifican las relaciones A (E) = DP(E) = Rpai(E), y en particular
2 de la proposicién anterior. a

Obser\_ra,cién IV.29 La proposicién IV.26 se puede establecer sin la exigencia de
la propiedad de Gelfand-Phillips, implicita en la propiedad A,,-Schur:
'Dado un espacio de Banach E ¥y m € N, son equivalentes:

1. La propiedad m-Dunford-Pettis es equivalente en £ a E ¢ P(L*=R,).
2. E cumple la propiedad DP(E) = L*(E).
Ejemplos de espacios A,,-Schur.

1. Los espacios con la propiedad de Gelfand-Phillips (K(E) = L*(E)) y la
propiedad Rm(E) = L*(E), como los espacios £,, para 1 < p < m <
oo. Estos mismos espacios no van a cumplir la propiedad con Ios—fndices
complementarios, pues no cumplian la propiedad més débil R,,,(E) = £* (E).

2. El espa.éio £ distingue las propiedades Am-Schur y P(R,,,£*): no es un
espacm.Am-Schur puesto que K({) C L*(£s) y en IV.2 vimos que si cumple
la propiedad P(R,,, L*) (v por tanto la propiedad m-DP).

Observacién IV.30 Sim > 1, la propiedad A,,-Schur en un esba.cio Eno implica |

m

que el espacio ®,,,,E sea de Schur; puede verse, por ejemplo, con el espacio £p,
m

l. <p<m. Como'®,,,‘.£p contiene a ¢,, claramente no es un espacio de Schur y
sin embargo 4, si es A,,-Schur. '
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Teorema IV.31 Sea FE un espacio de Banaéh y m € N. Son equivalentes:
1. E* es un espacio de Schur.

(®:7,E)* es un espacio dé Schur.

DP(FE) = B(E).

Para todo espacio de Banach F, ch(mE, F)=P.,(™E, F).

Puc("E, co) = Peo("E, co).

e A T s 2

E tiene la propieddd m-Dunford—Pettisiy el eépacib ®::,,E no contiene copias
de ;. |

Demostracién. La equivalencia entre 1 y 3 es bien conocida (ver p.ej. [8]), asi

como el teorema en el caso m = 1.
De los resultados vistos en la seccién de conjuntos del capitulo anterior se extrae

facilmente la equivalencia entre 3 y 6 pues en todo espacio de Banach se cumple
DP(E) C Rm(E) C B(E) (Prop. II1.30); la igualdad DP(E) = Rm(E) es cierta
si y s6lo si E tiene la propiedad m-DP (T. IV.16); y la igualdad Rm(E) = B(E)
lo es si y sélo si ®:j,,E no contiene copias de #;.

Por la observacién I1.19, la afirmacién 4 (resp.5) es equivalente a que para
todo F, Lye(®4rE, F) = Le, (®Z,,E, F) para cualquier F (resp. Luc(®;rF, co) =
Leo(®4+E, co)) ¥ por tanto equivalente a que el espacio (®:},,E)* sea de Schur.

Para completar la demostracién bastar4 probar la equivalencia entre 6 y 5: las
hipétesis de 6 son precisamente:

PCO(mE1 co) = Ppp("E,c0) ¥y Puc(ME,co) C ’PDP(TE., co),

lo que.implica claramente P,,(™FE, cg) = Py.c(™E, co).
Por el contrario, si suponemos que se satisface 5, debe cumplirse

Lwc(@:%E’ co) = E@:er, co);

utilizando la caracterizacién (conocida para el caso lineal) al espacio ®:,,E, se
obtiene que ®:’:"E no contiene copias de ¢; y cumple la propiedad de Dunford-
Pettis. Como E es un subespacio complementado de ®:,,E, E tiene también la
propiedad de Dunford-Pettis y en particular, la propiedad m-DP (IV.17). ad

Corolario IV.32 Si F es un espacio de Banach de modo que su espacio dual E*
es un espacio de Schur, para cualquier m € N, el espacio ®:‘,E tiene la propiedad
de Dunford-Pettis.
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IV.5 Propiedad reciproca de Dunford-Pettis polino-
mial |

La propiedad reciproca de Dunford-Pettis (m = 1 en la siguiente definicién) se
introduce y estudia en [39].

Deﬁpicién IV.33 Elespacio de Banach E tiene la propiedad reciproca de Dunford-
Pettis de grado m (m-RDP) si para cada F, cada P € P(™E, F) que transforma
las sucesiones 1, de Cauchy en sucesiones convergentes, es débilmente compacto:

Para todo F Ppp(™E, F) C Pys(™E, F).

Esta propiedad aparece caracterizada a través de los conjuntos L, introducidos
al inicio del capitulo: ‘

A € Lm(P(™E)) si y sélo si para cada sucesién {z,} de Cauchy en E,,,
lim sup{|g(zs) — g(z4); g€ A} =0.

Teorema IV.34 Para E un espacio de Banach y m € N, son equivalentes:
1. E tiene la propiedad m-RDP.

2. Los conjuntos L (P(™E)) son relativamente débilmente compactos.

Ln(P(ME)) CW(P(™E)).

Demostracién. Es una prueba similar a la establecida en una de las equivalen-
cias del teorema IV.5: recordemos que si P € Ppp(™E, F) entonces P*(Brs) €
L~ (P(™E)); la afirmacién 2 implica entonces que P* es un operador débilmente
compacto y por lo tanto P es un polinomio débilmente compacto.

Para probar la implicacién contraria utilizaremos el mismo polinomio de Dunford-
Pettis construido en la demostracién del teorema IV.5 para cada uno de los con-
juntos de la clase £,,(P(™E)): Dado A € L,,(P(™E)) y el espacio de Banach

B(A)={f:A— C continua}, Hfll=§g§{|f(q)l} ‘

el polinomio

P:E — B(A)
z — P(z)(q) = q(z)
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define un elemento de Ppp(™E, F) (ver IV.5). Si suponemos cierto 1, P es
débilmente compacto y por lo tanto el conjunto P*(Bp(a)+) es relativamente
débilmente compacto en P(™FE). De modo similar al utilizado en IV.5 se prue-
ba que que A estd en el conjunto imagen de P* y por lo tanto es un conjunto
débilmente compacto. O

Proposicién IV.35 Sea E un espacio con la propiedad m-RDP y F un espacio
cociente de E. Entonces F tiene la propiedad m-RDP

Demostracién. Consideremos_un espacio de Banach G y un polinomio P €
Ppp(™F, G’) Si m : E — F es una aplicacién cociente, por formar los polino-
mios de Dunford-Pettis un médulo, debe cumplirse P o7 € Ppp(™E,G) y por

lo tanto P o7 € Py (™E,G), es decir, P(r(Bg)) es un conjunto relativamente

compacto de G. Como 7 es una aplicacién suprayectiva se debe cumplir también

. P(Br) € W(G) y por lo tanto P es débilmente compacto. a.

Proposicién IV.38 Sim € N y el espacio de Banach F es un espacio de Schur,
entonces para cada espacio de Banach E,

P(™E,F)=Ppp(™E,F) y Pu.("E,F)=7P,(™E,F).

Demostracién. Consideremos un polinomio P € P(™E, F) y una sucesién {Zn }» C
E 1,, de Cauchy. Por el corolario 1.29, la sucesién {P(z,)}n» es débil de Cauchy
en F. Por tratarse de un espacio de Schur, la sucesién es entonces convergente en
norma, con lo que queda probado que P es un polinomio de Dunford-Pettis.
Para comprobar la otra relacién basta recordar que si F es de Schur, los conjun-
tos relativamente débilmente compactos y los relativamente compactos coinciden,

W(F) = K(F) y por tanto, si P(Bg) € W(F), también P(Bg) € K(F). a

Corolario IV.37 Seam € N y E un espacio de Banach con la propiedad reciproca
de Dunford-Pettis, de grado m (m-RDP). Para cada espacio de Schur F' se cumple

P(™E,F)=P.,("E,F).

' Demostracién. Bajo la hipétesis de que F cumple la propiedad m-RDP, todo

polinomio de Dunford-Pettis es débilmente compacto. La conclusién es inmediata,
’ ]

de la proposicién anterior.

Proposicién IV.38 Sim > 1 y el espacio de Banach E contiene una copia de
¢,, entonces E no tiene la propiedad m-RDP.




contiene al espacio de Schur ¢;, Para cada m > 1, ®Z,TE lo contiene de forma
complementada; consideremos entopces Ul operador proyeccién T € C(®:n,,E, 4)
¥ su polinomio asociado Prep(mg, £41). Si suponemos que F tiene Iy prz;pieda,d
m-RDP, el corolario IV.37 establece que Pr y por tanto T, es tompacto, lo que

claramente es una contradiccién pues 7T es una proyeccién sobre yp espacio de
dimensién infinjta, ' ' a

(Obs. IL19). | a.

Proposicién IV.40 Sea E un espacio de Banach Am-Schur, Si E tiene la pro-
predad m-RDP, entonces es de dimensién finita. :

Demostracién. Vimos en Ia proposicién IV.24 que si F eg An-Schur, entonces
todos los polinomios homogéneos de grado m definidos en él, son de Dunford-
Pettis. Por tanto s el espacio tiene Ia propiedad m-RDP, todos los polinomios
son débilmente compactos y en consecuencia el espacio ®:;.E’ es reflexivo (T.
I1.13), lo que es absurdo pues por ser £ un espacio Am-Schur, ®:‘,,E contiene a

£ como su bespacio (los espacios Am-Schur cumplen las hipétesis de la proposicién
Iv.i2). . '

Ejemplos de eépacios con la propiedad m-RDpP

1. Si ®:,,E es reflexivo, el espacio £ tiene la propiedad m-RDP, puesto que
_Para todo F,
P("E,F) = Puc(™E, F).

En este ejemplo se incluyen el espacio de Tsirelson 7* vy Zé para p > m,

2. Todo espacio E ta] que ®:‘,E’ no contiene copias de 41, como los del caso
anterior y los descritos ep I11.18, entre los que se incluyen T (p >m)y co,
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puesto que se cumple

Pco(mEv F) = PDP(mE7 F)

3. Los espacios en los que los polinomios de Dieudonné son débilmente com-

pactos, como los espacios con la propiedad m-V (ver Def. V.6).
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Capitulo V

| | Propiedades relativas a los
- N polinomios incondicionalmente |
n | - convergentes

Iniciaremos este capftulo demostrando uno de los resultados fundamentales acerca
de los polinomios incondicionalmente convergentes, el teorema V.5, que utilizamos
como lema en el capitulo II (Lema I1.22). Para ello introducimos la siguiente clase
de subconjuntos en.los espacios de polinomios P(™E) = (R5+E)* v algunas de
sus propiedades:

Deﬁnipién V.1 Dado un subconjunto A de P(™E), decimos que A pértenece a
la clase V,,(P(™E)) si para cada serie d.i.C en E, 32, %,

n

E -
1'111}3 SuP{IQ(Z%‘) - ‘I(Z;xi)l; g€ A} =0.

=1
Proposicién V.2 Dados E y F espacios de Banach y m € N, son equivalentes:
1. P € P.(™E, F). ' . o

2. El operador adjunto P* : F* — P(™E) definido como P(f*Y= f*oP f‘
cumple P*(Bp:) € Vp,(P(™E)). i

93




94 Capitulo V. Polinomios incondicionalmente convergentes

Demostracién. Consideremos una serie »_ z; débilmente incondicionalmente de
Cauchy en E y un polinomio P € P(™E, F). De las igualdades

k n k n
1PQ=) ~ PQaill= sup {I/"(P(L i)~ P(Y e}
i=1 i=1 *EBps £=1 i=1
= sup {|P*(f") (Z z:) = P* () Oz}
f*€Bpx- _ =1
= sup  {lg()p_zi)—q(}
qEP‘(Bp- ; ; ),}
se deduce claramente que al tomar limites se obtendrs
[P35 - P32l =0
] =1 ‘ i=1
para cada serie d.i.C 2%, si y sblo si P*(Bpe) € Vi (P(™E)). a

Proposicién V.3 Todo conjunto relativamente débilmente compacto A de P(™E)
es un conjunto de la clase V,,(P(™E)).

Demostracién. Supongamos que A es relativamente débilmente compacto pero no -

pertenece a V,,(P(™FE)). Existe una serie d.i.C en E, Y z;, para la cual

k

hrn sup{|q( sz) - ) _z)l;q€ A} #0. (V.1)

=1 i=1

Consideremos el operador lineal y continuo T' € L(co, E) tal que T(e;) =
z; para cada ¢, donde {e;}; es la base canénica de co. Componiendo T con el
polinomio candnico en E, 8, se obtiene un polinomio P € P(™¢y, ®Z:,,E)

P:c N E S, ®:’:,,E
Yoaie; = Y aizy = 0,(T aizy)
cuyo operador conjugado es
P (@,.E)* — P(™co)
§ — qoP.

Como A es relativamente débilmente compacto, su imagen por P* es también
un conjunto relativamente débilmente compacto de P(™cg). El teorema IV.31
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prueba que (®:ﬂco)* = P(™co) es un espacio de Schur, puesto que ¢ = £;
lo es y por lo tanto el conjunto P*(A) es relativamente compacto en P(™cp).
Por otro lado, la condicién (V.1) asegura la existencia de un € > 0 y sucesiones
{n;};, {%k;}; € N, {g;}; € A tales que para todo j

g ‘ ks
1P*(d;) Q&) = P(a:) (D ed) =
1=1 =1
nj ks nj
20T} e) =g 0T(D_e)l =1 (D _2i) — g5 Z-’cz)l > e
1=1 _ i=1 1=1 :

i
Por ser {P*(g;)}; un conjunto relativamente compacto, admite una subsuce-

sién (que denotamos igual) convergente a cierto pg € P(™co). En el lema 1.45
probamos que las sucesiones de sumas parciales asociadas a las series d.i.C son

‘polinomialmente de Cauchy; en consecuencia existe J tal que para todo j > J

Ny - kj
|G(T(Q_e) = (T Qe < |q,(T(Ze,)) — pof ze,
=1 =1 =1
IPO Zez) pO Zez)|+|p0 Zef )_9:1 ZC, |<€
=1 =1 =1
lo que resulta ser una contradiccién. v |

Observacion V.4 En la demostracién anterior se utiliza el que A sea un conjunto
relativamente débilmente compacto para asegurar que P*(A4) € W(P(Mco)) =
K(P(™co)), pero también es cierto R(P(™cp)) = K(P(™cop)), por lo que se puede
probar de forma aniloga - '

R(P("E)) C Vm(P("E)).

Teorema V.5 Un polmamzo P € P(™E, F) es incondicionalmente convergente si
y 56lo si para toda serie d.i.C en E, Y ¢;, la sucesion {P(7, 2:)}n es débilmente
convergente en F.

Demostracion. Esta prueba se lleva a cabo con un argumento similar al de la
_proposicién anterior: supongamos que P € P(™E, F) transforma la sucesién de
sumas parciales asociada a cualquier serie d.i.C en una sucesién débilmente con-
vergente, y que existe una serie d.i.C Y z;, de modo que {P(} ., z;)}» no es
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convergente en norma. Se pueden encontrar entonces, € > 0, {n;}; y {k;}; tales
que para todo j

n; k;
“P(Zzi) - P(Z z)|[ > e ()

Componiendo e] opéra,dor lineal T € £(cy, E) definido por T'(e;) = z; para cada
t, con P se obtiene el polinomio

Q:co z, E = F
Z ae; E a;T; > P(E aia:g)
que tiene por operador conjugado a

Q*:F* — P(™eo)
fo— froQ.

Por (*) se cumple que

nj k; .
Sup{lf*(Q(Zei)) —fRQ_e)if e Fr | < 1)

=1 i=1

ny kj ) ’
=IPQ 2) ~ P32 > e

=1

- lo que asegura precisamente que Q*(Bp+) no es un conjunto de la clase V,, (P(™cp)).

Sin embargo veamos que si es relativamente débilmente compacto, lo que estarg
en contradiccién con la proposicién V.3.

El conjunto Q*(BF+) es débilmente relativamente compacto si y sélo si Q* es
un operador débilmente compacto, y esto si y sélo sf el polinomio Q) es también
débilmente compacto (Obs. 11.19). Comprobemos esta iltima condicién.

Sea y, = Q(z,) = P(T(z,)) con {z,}, una sucesién en B., que podemos
suponer (extrayendo una subsucesién) débil de Cauchy. Como el espacio ¢q verifica
la propiedad (u) de Pelczynski (1.c.11I [41]), existe una serie d.i.C > w; de modo
que { ey Wi — Zn}n converge débilmente ¥ por tanto polinomialmente a cero en
co (Ej. 1.43), es decir, {9(X%, wi = 2,)}a converge a cero para cualquier k£ y
cualquier ¢ € P(*cy). Puesto que la serie 2T (w;) es d.i.C debe cumplirse que la
sucesion {P(3_7; T(w;))}n es débilmente convergente a cierto z € F. v

Por otro lado, en la proposicién 2.1 de [3] (o bien en el lema V.8) se prueba que
el espacio ¢y cumple la propiedad (RP), lo que asegura que {9, wi) —q(z) }n
converge a cero para cualquier k£ y cualquier g€ ’P(kco), en particular para los
polinomios ¢ € P(™co) de la forma f* o Q, f* € F*, de donde se deduce que la
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sucesién {Q(z,)}» es también débilmente convergente a z € F. Queda probado
asf que el conjunto Q*(Bp«) es débilmente relativamente compacto y por tanto se
obtiene una contradiccién con la proposicién V.3. 0

V.1 ‘Propiedad m-V

Definicién V.6 El espacio de Banach E cumple la propiedad V de grado m,
m-V) st para cada espacio de Banach F, todo polinomio incondicionalmente con-
vergente P € P(™E, F) es.débilmente compacto:

Pic("E,F) =Py.("E, F).

Puesto que se cumple siempre la relacién Ppp(™E,F) C Pi.(™E, F), si el

espacio de Banach E tiene la propiedad m-V, tendrd también la propiedad m-

RDP, es decir, _
PDP(mE, F) C ch(mE, F)

Teorema V.7 Sea E un espacio de Banach y m € N. Son equivalentes:
1. E tiene la propiedad V de grado m, (m-V).
2. Los conjuntos de la clase V,, (P(™E)) son débilmente compactos en P(™E).

Demostracidn. Recordemos primero que siempre se cumplen las contenciones
Puc("E,F) C Pie("E,F) ¥y W(P("E)) C Vu(P(™E)).

Probemos 2=1. Consideremos un polinomio incondicionalmente convergente P €
Pi.(™E, F); probaremos que es débilmente compacto viendo que el operador ad-

junto ‘
P*:F* — P(™E)
y© — y*oP

es débilmente compacto (Obs.IL.19), es decir: P*(Bp:) € W(P(™E)). La pro-
posicién V.2 establece que el conjunto P*(Bg.) pertenece a la clase V,, g?(mE)),
por lo que bajo la hipGtesis 2, es también un conjunto relativamente débilmente

compacto. . o
Para ver la otra implicacién, construiremos un polinomio incondicionalmen-

te convergente a partir de cada conjunto A € V,,(P(™E)). Sea entonces 4 €
Vi (P(™E)). Consideremos el espacio de Banach

B(A)={f:A—C continua}, ||f|l= zlelg{lf(Q)l}
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v ¢l polinomio homogéneo de grado m

P:E — B(4)
¢ — Pz): A - C
¢ = q(z);

][P(a:)” < M]||z|™, donde M es una cota para A. Veamos que P es un polinomio
incondicionalmente convergente. Para cada serie >_z; d.i.C en E se cumple:

1P 20 = P(They 20l = supgea{l(P(S0, 2:) — PSS, 2:))()l}

= supqu{lq(E,?:l :E,') - Q(Efﬂ zi)l}; .

como A € Vp,(P(™E)), el limite en la expresién anterior es cero. Si suponemos
que E tiene la propiedad m-V, P es un polinomio débilmente compacto y entonces
P*(Bg(4)*) € W(P(™E)). Para cada ¢ € A definimos el funcional

23 :B(4) —C z3(f)=1(a) feB(A).

En cada z € E se cumple P*(z7)(z) = z;(P(z)) = q(z), de donde se obtiene que
A estd contenido en la imagen bajo P* de un conjunto acotado y por lo tanto

A€ W(P("E)). | B O

Lema V.8 Sea E un espacio de Banach sin copias de £, que satisface la propiedad
m-SCP. Si {zn}n, {Yn}n son sucesiones acotadas en E tales que lim, (g(z,—yn)| =
0 para todo g € P(™E), entonces, para cada q € P(™E), lim, |¢(z,) — g(yn)| = 0.

Demostracién. Denotaremos esta propiedad como (RP),,, siguiendo la notacién
establecida en [3], donde se define la propiedad (RP) considerando, en vez del
espacio de polinomios P(™FE), el espacio P(E). La demostracién del resultado
es andloga a la que propone el teorema 2.2 en [3], donde se prueba que un es-
pacio sin copias de £; y con la propiedad de Dunford-Pettis (por consiguiente,
con la propiedad m-SCP) cumple la propiedad (RP): consideremos dos sucesio-
nes {Zn}n, {Yn}n tales que lim, |¢(zn — ya)| = 0 para todo ¢ € P(™E). Por el
lema [.34, la sucesién {z, — y.} admite una subsucesién (que denotamos igual)
débil de Cauchy. Como el espacio F no contiene copias de ¢;, es posible extra-
er de {z,} y {yn} sendas subsucesiones débiles de Cauchy (que denotamos del
mismo modo). Por hipétesis, F tiene la propiedad m-SCP y por tanto para ca-
da ¢ € P(™E) existen ry, s, € C tales que lim, g(z,) = rq y lim, q(y,) = s,
La sucesién {zx}, donde 23, = y, ¥ z2n—1 = 7, para cada n € N, es débil de
Cauchy y por tanto 7., de Cauchy. En consecuencia existe lim, ¢(z,) para cada
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q € P(™E), es decir, r, = s,. Hemos probado entonces, que para cada ¢ € P(™E),
limy, [g(zn) — ¢(yn)| = 0. ‘ =

Proposiciéon V.9 S5i E es un espacio de Banach que no contiene copias de ¢,
tiene la propiedad (u) de Pelczynski y la propiedad m-SCP para m € N, entonces
E tiene la propiedad m-V. '

Demostracion. Consideremos un espacio de Banach F' y un polinomio P;.(™E, F).
Para ver que es débilmente compacto, veamos que P(Bg) € W(F).

Sea {z,} una sucesién contenida en Bg y y, = P(z,) para cada n € N. Como
F no contiene copias de £;, existe una subsucesién de {z,} (que denotamos igual)
débil de Cauchy. El espacio E tiene la propiedad (u) de Pelczynski (1.c.1 II [41])
y por tanto existe una serie d.i.C Y w; de modo que la sucesién {d> -, w; — zi}n
es débilmente convergente a cero. Como el espacio cumple la propiedad m-SCP, el
lema anterior asegura que tiene la propiedad (RP),, por lo que podemos afirmar
que para cada g € P(™co), lim, |g(3 7=, wi) — ¢(z»)| = 0. Como el polinomio P es
incondicional, existe y = lim, P(} -, w;). Por dltimo, la sucesién {y,} converge
débilmente a y, pues para cada f* € F™,

lim f*(ya) = lim f*(P(2n)) = lim f*(P(Y_wi)) = f*(y)-

=1 :

Hemos probado que cada sucesién contenida en P(Bg) tiene una subsucesién
débilmente convergente, lo que equivale a decir que P(Bg) € W(F). a

Demostracidén. cq satisface las hipétesis de la proposicion anterior puesto que es
un espacio sin copias de ¢; y con la propiedad (u) de Pelczynski (1.c.1 II [41]).
Probamos también (Ej. 1.43) que tiene la propiedad m-SCP para todo m € N.{I

Proposicién V.11 Sea F un espacio de Banach con la propiedad m-V. El es-
pacio ®:,,E es reflezivo si y sélo si E no contiene ningin subespacio isomorfo a
Ccgo. )
Demostracién. La reflexividad del espacio ®:,,E es equivalente (T. II.13) a que

para cada F' se cumpla
Puw("E,F)=P(™E, F).

Por hipétesis, E cumple la propiedad m-V, es decir, los polinomios incondicio-
nalmente convergentes son débilmente compactos, por lo que la reflexividad sera

Corolario V.10 FEl espacio de Banach cy tiene la propiedad m-V para todo m €

- N.

[RE
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Precisamente, que se establezca la identidad

la diagonal por

™ @B — BonF
QTR = r(z)em ®n(z),

es tam.bién-un‘a aplicacién cociente (Prop. 1.18). Consideremos un espécio Hy
Fn_ plohnontnc:i mcgndlcmnal Q@ € Pie(™F,H), con { € L(®,+F, H) la aplcicacién
1neal asociada. Comprobemos que € es un polinomio débi]

operady piada mente compacto. El

A - (m) . 5
R:&7E™5¢T F 9 g

determina un polinomio R € P(™E, H) definido como R(z) = Rzg m ®z)
Para cada serie " z; d.i.C en F, la sucesién {R(C, =) =Qr 7r(z))} es:
convergente en norma, pues Q es incondicional y la serie 2om(z;) e;s.: ii.i'.C’ lo Tque
prueba que R es un polinqm’io incondicionalmente convergente. Como E ’cum le
la propiedad m-V, R y R son débilmente corhpa,ctos. Por otro lado, 7(m) pes
suprayectivay B = Q o 7). por Io que se cumple que Q(B*m } € W7(H) ¥ en
consecuencia @ es débilmente compacto. et a

P‘rop’os‘i_cién V:13. Sean E y F espacios de Banach de modo que F™ no contiene
mingun subespacio 1somorfo a £;. Todo polinomio P ¢ P(™E, F) es incondicio-

- nalmente convergente.

Demostracién. Como F* no contiene a 4y, se verifica la relacién Bps € R(F *)
y por lo tanto la imagen de Bps bajo el operador adjunto P F* - P(mE)
definido como P* (f*) = f* o P pertenece a la clase R(P(™E)). De la observacién
V.4 se deduce que P*(Bps) € V,, (P(™E)) y por tanto P es incondicionalmente
convergente (Prop. V.2). ‘ ' a

Corolario V.14 Si E es un espacio de Banach con la propiedad m-V para algin
m>1 FE no contiene ningin subespacio tsomorfo a ¢;. '
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Demostracion. Sea {z;} C E una sucesién equivalente a {ei}, la base canénica de
£1; podemos construir como en la demostracién del teorema, [11.33, un polinomio
P € P(™E,¥¢;) de modo que P(z;) = e; para cada i. Denotamos por ™ a una
aplicacién cociente de ¢; en J, donde J denota el espacio de James (existe, pues
J es separable) y construimos el polinomio: '

Q:E B o I g
T g — T(e).

Como J* no contiene copias de £1, la proposicién anterior asegura que Q e

Pic("E, J), sin embargo no es un polinomio débilmente compacto: la sucesién
{Q(z:)}: genera por envoltura absolutamente convexa y cerrada, toda la imagen
bajo 7 de By, quien no puede ser un conjunto relativamente débilmente compacto
pues 7 es una aplicacién cociente sobre el espacio no reflexivo J. d

Ejemplos relativos a la propiedad m-V

1. Los espacios de Banach C(K ) con K un compacto Hausdorff, tienen la pro-
piedad V de Pelcynski. Si K no es disperso el espacio contiene una copia de
£y y por tanto el espacio no tiene la propiedad m-V si m > 1 (Cor. V.14).
En [52] se prueba que si K es disperso si cumple la propiedad para todo

m € N. '

2. Los espacios T* y £,, p > m son tales que su tensor simétrico de orden m es
reflexivo y por tanto tienen la propiedad m-V.

V.2 _Propiedad_ m-V*

La propiedad V* se introduce en [44] y se define como:
“El espacio de Banach E tiene la propiedad V* si todo conjunto de Ia clase V*
es relativamente débilmente compacto.” Con la notacién utilizada hasta ahora, la

propiedad es: .
W(E)=V*(E).
De acuerdo a la definicién 1113, la propiedad m-V™ se define del siguiente

modo:

Definicién V.15 [9] Dado m € N, el espacio de Banach E tiene la propiedad

m-V* siempre que
' Wn(E) =V, (E).




|
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Observacién V.16 [9] Siempre se cumplen las relaciones

Wn(E) C Rm(E) C V5(B),

por lo que en yn espacio con la propiedad m-V* deb s

' en - ec 1 =

si el espacio tiene ademds la propiedad de ap (o o )"Vm (E) o)
Tm(E), Obs. I11.11) se obtiene que la top

completa, como ocurria, en el caso m = 1.

En [28] se define de modo distinto Ia propiedad (m-

. V*); los autore i:
la siguiente definicién equivalente de la propiedad V* ) ' ® generalizan

E tiene Ia propiedad V* si todo operador T ¢ L4,

. ela, : E) tal que su operad
adjunto T* es incondicionalmente convergente, es débilm : perdor

ente compacto,

que tal propiedad (m-V*) es equivalente a la propiedad (V).
'En el siguiente resultado utilizamos los operadores adjuntos 7'(m)*

i6 introducido
en la seccién 3.4, ducidos

Tt e £(p(mE) P(™F)), definido como T(m)*
; , q)=qoT pa d. m
con T € L(F,E), es débilmente compacto. (9= 4T pera cada ?EPE),

Demostracic_in. En la proposicién I11.64 probamos que T(m)* ¢ L(P(™E), P(™F))
€S un operador incondicionalmente convergente si y sélo si T(Br) € Vi (E). Si el

espacio F tiene la Propiedad m-V*, ¢] conjunto T'(Bp)
pertenece a la clase W, (E
¥ por tanto 77(m)* es débilmente compacto (Prop. I11.64). m( D)

Observacién V.18 En el caso de la propiedad reciproca de Dunford-Pettis se
pro’baba una caracterizacién en términos de T(m)= gl obst4culo para probar el
reciproco en la proposicién anterior €S que no se sabe si la clase de los cop juntos V*
es estable por envolturas absolutamente convexas ¥ cerradas, para poder construi;Tl
dada una sucesién {a:} € V%, un operador T € L(41, E) de modo que T(By,) é
V.. (E), de forma andloga a II1.65. Esto mismo sucedfa con la propiedad 7'1 de
Gelfand-Phillips (Obs. I11.67). "
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Proposicién V.19 §; ¢] espacio E tiene la propiedad m-V*, entonces ®:,,E’ es

. . - - A N .
reflezivo si y sélo si ®s,r £ no contiene copias complementadas de 4.

Demo§trac1'6n. ,®:,rE 10 contiene copias complementadas de ¢, si ysblosi V, (E)

B(E) (Prop. 111.40). Si E cumple la propiedad m-V*, es equivalente entonces, a
que Wy, (E) = B(E), es decir, a la reflexividad del espacio ®:f,rE (T.I1.13). O

Corolario V.20 EI espacio de Banach E cumple simultineamente las propieda-
des m-V y m-V* si y sélo si ®:L,,E es reflezivo.

Demostracidn. Supongamos que E cumple las propiedades m-V vy m-V* pero
®ZLWE no es reflexivo. Por la proposicién anterior el espacio E debe ser tal que
®::,,E contiene una copia complementada de ¢; y de hecho, contiene una sucesién
en la diagonal {z:@ ™ ®z;} equivalente a la base candnica de 41 y que genera un
subespacio complementado. Podemos entonces, hacer una construccién similar del
polinomio @ en la proposicién IV.38 (en este caso P se obtiene como el polinomio
asociado al operador proyeccién de ®:”E en ¢;) con lo que se prueba la existencia
de un polinomio Q incondicionalmente convergente pero no débilmente compacto,
lo que contradice el que E cumpla la propiedad m-V. - a

Proposicién V.21 Sea E un espacio de Banach y m € N. Son equivalentes:
1. ®:?,‘,E es reflezivo. |

2. E tiene la propiedad m-V y la propiedad reciproca de Dunford-Pettis*, R-
Dp*, -
3. E tiene la prqpieddd m-V* y la propiedad reciproca de Dunford-Pettis poli-

nomial de grade m, m-RDP.

Demostracién. Comprobemos primero la equivalencia entre 1 y 2. EI resultado
para el caso m = 1 fue establecido en [39]. Si el espacio ®:':,,E es reflexivo, el
teorema II1.13 prueba que se cumplen las relaciones

P("E, F)=Py("E,F) y Wn(E) = B(E).

De la primera relacién resulta claro que todo polinomio incondicionalmente con-
vergente es débilmente compacto, y de la segunda relaci6n, que todo conjunto de
Dunford-Pettis es relativamente compacto y por tanto se cumplen las propiedades

-m-V'y EDPx (Prop. IIL.51).

Para probar el reciproco basta observar que un espacio con la propiedad RD P«
no puede contener copias de cg, pues es una propiedad que se preserva por subes-
pacios y ¢y no la cumple. Por la proposicién I1.34, todos los polinomios definidos

e AR e
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en F son entonces incondicionalmente convergentes. Si el espacio cumple ademis
121 nfrop1edad m = V, todos los polinomios son débilmente compactos ¥ por tanto
Qs E es reflexivo. '

Si el espacio ®:,,E es reflexivo ya probamos que F cumple la propiedad m-
RDP; por otra parte, en el teorema I11.13 mostramos que la reflexividad era equi-
valente a que todos los conjuntos acotados de E pertenecieran a la clase W (E)

. - !
en parm?ul.ar los conjuntos V;, (E) y por tanto debe cumplirse la propiedad m-V*.
Por iltimo, si suponemos que se cumple 3, la propiedad m-RDP implica que el

. 2 Mm
espacio @, . £ no puede contener copias complementadas de ¢, (se utiliza el mismo

argumento que en la demostracién de la proposicién 1V.38). Esto es equivalente a
la 1guald.a.d entre clases de conjuntos, V;,(E) = B(E) (Prop. I11.41). La propiedad
m — V™ implica en este caso, W, (E) = B(E), es decir, la reflexividad del espacio

AT

T E. O

Ejemplos relativos a la propiedad m-V*,

-1 S? ®Z:,,E’ es reflexivo, E tiene la propiedad m-V*. Esto es consecuencia infne-
diata del corolario anterior, o bien se puede probar a través de la identidad
entre las clases de conjuntos

Wi(E) =V, (E)=B(E).
En este ejemplo se incluyen los espacios £,1<p<my T"'.

2. El espacio ¢ no cumple la propiedad m-V* para ningtin m € N, pues contra-
dice lo establecido en la observacién V.16: la sucesién formada por la base
sumante {3 7. e;} es un conjunto en R, (co), pero no en W,,(co) (no posee
subsucesiones débilmente convergentes).

En [9] se prueban también los siguientes resultados:
3. Los espacios £, y L,(u) cumplen la propiedad m-V* para p < m.

4. El espacio J de James no tiene la propiedad V*, pues no es secuehcialmente
completo, sin embargo tiene la propiedad m-V* para algin m > 1 [9].

V.3 Otras propiedades

Definicién V.22 Un espacio de Banach E tiene la propiedad polinomial de Dieu-
donné de grado m (m-D), si para cada espacio de Banach F, todo polinomio
P ¢ P(™E, F) que transforma las sucesiones 7,, de Cauchy de E en sucesiones
débilmente convergentes de F, es débilmente compacto. ‘
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La definicién de la propiedad (lineal) de Dieudonné fue introducida en [35].
Con la notacién del capitulo II, definimos entonces la propiedad m-D como:

’ch(mE; F) = pD(mE?F)'

Teorema V.23 Sea m € N. El espacio de Banach E cumple la propiedad m-D
en los siguientes casos:

" 1. FE tiene la propiedad m-V.
- 2. El esjoacio ®:“,rE no contiene copias de ¢;.

Demostracién. 1 es claramente cierto, pues en el teorema I1.21 vimos que to-
do polinomio de Dieudonné es incondicionalmente convergente, asf si éstos son
débilmente compactos, también lo son los de Dieudonné. A

2 se demuestra forma similar al caso lineal: si ®::,,E no contiene copias de 4,
de cada sucesién acotada en FE se puede extraer una subsucesién 7, de Cauchy
(B(E) = Rm(E), 111.17); si P € P(™E, F) es un polinomio de Dieudonné, trans-
formars la subsucesién en una sucesién débilmente convergente de F’, con lo que
se prueba P(Bg) € W(F) y por tanto P es débilmente compacto. O

Proposicién V.24 Sea E un espacio con la propiedad (u) de Pelczynski y law
propiedad m-SCP. Para cada espacio de Banach F', cada polinomio P € P(™E, F)
incondicionalmente convergente transforma las sucesiones T, de Cauchy en E, en
‘sucesiones débilmente convergentes en F': '

Pp(™E,F)="P;("E,F) para cada F.

Demostracién. Esta prueba se lleva a cabo de modo andlogo al de la proposicién

'V.9: consideremos un polinomio P € P (™E,F) y una sucesién {z,} Tm de

Cauchy en E. Por la propiedad (u), existe una serie d.i.C }_; w; de modo que
{2, — 3", w;}n es débilmente convergente a cero. La sucesién {z,} construida
COMO Zop = Tp ¥ Zop—1 = Z?___l w; es débil de Cauchy. Si el espacio cumple la
propiedd m-SCP, es también 7, de Cauchy. Puesto que P es incondicionalmente
convergente, existe y € F tal que lim, || P(3_7; ;) — y|| = 0. Es ahora inmediato
verificar que entonces la sucesién {P(z,)} converge débilmente a y. a

Observacién V.25 El polinomio construido en el corolario V.14 para demostrar
que un espacio de Banach que contiene a £; no tiene la propiedad m-V, es un
polinomio de Dunford-Pettis (pues Q = 7 o P; P transforma las sucesiones T,
de Cauchy de E en sucesiones débiles de Cauchy en £; y por tanto, convergentes
en norma) no débilmente compacto. El polinomio es también de Dieudonné (T.
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I1.21). Se prueba entonces i i i
' que si el espacio E contie
propiedad m-RDP pj Ia, propiedad "R fnose cumple la

Puc(™E, F) = Po(™E,F) para todo F, conm > 1.

Asi, fel ’esp:'excio de Banach #; no cumple estas propiedades, sin embargo satisface
las hlpote51s de la proposicién anterior, por lo que '

Pp(™ey, F) = Pic(™4, F) . para todo F.
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