>

CIMAT Centro de Investigacion en Matematicas, A.C.

JPUEDEN LAS MEDIDAS DE CONTROL
ELIMINAR UNA EPIDEMIA?

TESIS
Que para obtener el grado de
Maestro en Ciencias
con Especialidad en
Matematicas Aplicadas

Presenta:

Maria Esther Leyva Borges

Director de Tesis:
Dr. José Ignacio Barradas Bribiesca

Autorizacion de la version final

Guanajuato, Gto., 14 de julio de 2021



CENTRO DE INVESTIGACION EN MATEMATICAS, A.C.

MATEMATICAS APLICADAS

CIMAT

Centro de Investigacién en Matemadticas, A.C.

., PUEDEN LAS MEDIDAS DE CONTROL ELIMINAR UNA
EPIDEMIA?

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Maestro en Ciencias con Especialidad en Matematicas
Aplicadas

PRESENTA:
Maria Esther Leyva Borges

ASESOR:
Dr. José Ignacio Barradas Bribiesca

Guanajuato, Guanajuato, México, Julio 14, 2021



A mi mama ,
A mi hermana,

A Marady, porque por ti quiero ser cada dia mejor.



Agradecimientos

A mi familia porque aunque no estamos cerca siempre estamos unidos.

A mi asesor, Dr: Ignacio Barradas por su trabajo, por todo ese tiempo que me
ha dedicado y por sus consejos.

A mis sinodales, por sus consejos y su dedicacién.

A mis profesores por ensenarme tanto en tan solo dos anos.

A mis companeros por apoyarme desde el primer dia.

Al departemaneto de Servicio Escolares por hacer mi vida en CIMAT mucho més
facil.

A CIMAT por dejarme ser parte de la familia.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACyT) por el apoyo econémi-

co otorgado durante mis estudios de maestria.

Muchas gracias a todos.



Resumen

El 2020 nos demostré la importancia de los modelos epidemioldgicos. La decrip-
ciéon matematica del comportamiento de una poblacién durante una epidemia y de
los beneficios que trae cada medida de control son temas en los que necesitamos se-
guir trabajando. El modelo que se presenta en este trabajo esta basado en un modelo
epidemioldgico del tipo SIS con dos clases susceptibles. Este trabajo esta enfocado a
dar una descripcién del comportamiento de cada individuo de forma independiente
por lo que usé como herramienta matematica los autématas celulares. El trabajo esta
enfocado en dar una descripcién matematica de lo que se conoce como medidas de
control. En él se analiza como afectan la difusién de la informacién, el distanciamien-
to social, los porcentajes de inmunizaciéon y las campanas de concientizacion en una

poblacién infectada donde todos los individuos no tienen las mismas condiciones.
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Capitulo 1

Introduccion

El ser humano es gregario, es decir, que vive en comunidad, una condicién que ha
hecho inevitable que las epidemias sean recurrentes a lo largo de nuestra historia [17].
Por esta razon resulta imprescindible investigar las causas que provocan un brote
epidémico y los mecanismos de propagacion de un epidemia para tomar acciones
preventivas y de control. Una forma de entender la propagacién de infecciones en
una poblacién susceptible es a través de la modelaciéon matematica de las epidemias.
El desarrollo de modelos matematicos de epidemias tuvo gran progreso a principios
del siglo XX. Tal vez se deba a los contagios que azotaron a la poblaciéon mundial a
principios del siglo pasado, entre las cuales destaca la epidemia de influenza de 1918
que maté millones de personas [24]. Actualmente existe una gran cantidad de modelos
tanto de la dindmica de crecimiento del contagio como de su propagaciéon geografica.
Hoy la literatura al respecto es extensa. Por ejemplo, el libro de Brauer [7] muestra
que el campo de la epidemiologia matematica es muy activo y que los modelos
epidemiolégicos se siguen perfeccionando [27]. Siguiendo esta linea se ha llegado
a utilizar técnicas computacionales avanzadas, que miran desde un punto de vista
distinto la modelacién epidemioldgica. Los autéomatatas celulares son una de esas
técnicas que recientemente se comienzan a emplear para modelar distintos escenarios
epidemioldgicos. Esto, gracias a la capacidad de individualizar el comportamiento de
las personas, y que en contraste con las ecuaciones diferenciales se trabaja en grupos

o clases de individuos a partir de una cierta clasificacion.
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1.1. Motivacion

Una manana de mayo de 1665, George Vicars, sastre de la pequena villa de Eyam,
Inglaterra, recibié un paquete proveniente de Londres. El bulto contenia telas que
usaria en la elaboracion de ropa para los lugarenos. Dias mas tarde el sastre yacia
sepultado en una tumba en el cementerio de la iglesia local. Las victimas continua-
ron. Quedaba claro que la peste bubodnica habia llegado al pueblo. La poblacién de
Eyam recurrié al consejo del reverendo William Mompesson de la parroquia angli-
cana local y al ministro puritano Thomas Stanley, quienes propusieron un plan para
detener la peste. Establecieron, entre otras medidas, que los habitantes evitarian el
contacto con el mundo exterior y ahi permanecerian. Cada familia enterraria a sus
muertos en los patios de sus propias casas. Para evitar cualquier trato, los residentes
de los pueblos cercanos les dejarian comida en las afueras y recogerian las monedas
depositadas previamente en pago de los alimentos. Antes de recoger las monedas, los
foraneos las rociarian con vinagre para su desinfeccion. La medida fue efectiva, pues
la epidemia no se extendio a las poblaciones vecinas, pero murieron aproximadamen-
te 250 habitantes de un total de 350. Hoy en dia atin se pueden ver las lapidas de

sus sepulturas [33].

Esta historia, que describe un suceso sin precedentes en la historia de la huma-
nidad, que cuenta con mas de 350 anos de antigiiedad, bien puede ser la historia de
muchas ciudades en la actualidad. El virus SARS-COV-2, llegé al mundo y atrapo
a gran parte de la humanidad descuidada y trajo consigo caos. Al dia de hoy se
sabe mucho de las epidemias. Existen disimiles modelos capaces de describir con un
comportamiento casi exacto, el comportamiento de un evento epidemiolégio a gran
escala. La globalizacion actual es causante de un mayor desarrollo y propagacion de
cualquier evento epidemiologico que exista. Por tanto seguir el estudio y encontrar
maneras de mitigar los efectos es tarea obligatoria de todas las personas que se de-
dican a la ciencia de la modelacion en epidemiologia matematica. Intentar describir
una epidemia de gran escala, a partir del comportamiento individual de cada ser
humano, parece tarea imposible. Sin embargo, el desarrollo actual permite que se

intente, poco a poco, adentrarse en estas ideas y desarrollarlas.
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1.2. Antecedentes

El empleo de los autématas celulares en la epidemiologia no es muy amplio. Atn
asi, autores como Andreas Deutsch y Sabine Dormann en [11], introducen el uso de
los automatas celulares en la modelacion de la formacién de patrones en sistemas
celulares que interactiian, interesandose en la forma espacial precisa de los patrones,

asi como en la dindmica espacio-temporal de los patrones.

Juan Herndndez en [15], da una idea de cémo se puede replicar los sistemas de
ecuaciones diferenciales clasicos que describen un evento epidemioldgico e introduce

el calculo del Ry para sistemas descritos mediantes automatas celulares.

Ademas se han propuesto modelos de automatas celulares para un gran nimero
de aplicaciones biolégicas, incluidas las ecoldgicas [4], epidemioldgicas [29], aspectos

etolégicos (teoria del juego) [18], evolutivos [6] e inmunobiolégicos [19].

El trabajo con la componente espacial del desarrollo de una epidemia, dando un
tratamiento individual, es decir, analizando el comportamiento de cada individuo
perteneciente a cada clase, y su evolucion a partir de otros individuos cercanos a
él, no ha sido particularmente analizado en la bibliografia revisada. Esto puede ser
motivado por el alto coste computacional. Sin embargo, la evolucién de los equipos de
computo permite llevar a cabo andlisis, que son mas factibles que resolver sistemas
de ecuaciones parciales que describen el comportamiento espacial de las clases en

analisis en los sistemas epidemiolégicos.

1.3. Objetivos

Este trabajo tiene como objetivo general describir como afectan ciertas medidas
de control de epidemias la dinamica de una poblacién analizando cada individuo de
forma independiente.

Los siguientes objetivos especificos se plantearon para cumplir este objetivo ge-

neral y se estaran desarrollando a lo largo de la tesis:
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» Analizar otros modelos epidemiolégicos, en especial el modelo de Kermack y

McKendrick y algunas de sus variantes.
s BEstudiar las bases tedricas de los autématas celulares.

= Proponer un autémata celular que describa un modelo epidemiolégico, cuyo

comportamiento sea similar a un sistema SIS con dos clases susceptibles.
» Reducir la dindmica general del autémata a una dindmica individual.
= Proponer parametros que representen medidas de control en el sistema.
= Analizar la eficacia de las medidas de control que se proponen en este modelo.

Al desarrollar cada uno de estos objetivos especificos se espera dar solucion al

objetivo general planteado. Para esto se lleva a cabo la siguiente metodologia.

1.4. Metodologia

Para el desarrollo de este trabajo se emplearon las técnicas metodologicas que se

describen a continuacion:

= Capitulo 2: Modelos Epidemiolégicos
Se introducen los modelos epidemiologicos mas usados en la actualidad, ha-
ciendo énfasis en el modelo en el que nos basamos. Comenzamos con el analisis
del modelo de Kermack y McKendrick, el cual es un modelo SIR. Para esto, se
estableceran las hipotesis usadas en la modelacion. Luego, se presenta el niime-
ro reproductivo basico, Ry, dando una breve introduccion a su importancia. Se
continia con la descripciéon de una variacion del modelo SIR, que se conoce
como modelo SIS. Para finalizar este capitulo, nos centramos en un modelo
SIS, donde los susceptibles se dividen en dos clases segtin el comportamiento
de los individuos ante la epidemia. Se hace un anélisis del modelo SIS con dos
clases susceptibles, cuyos supuestos coinciden con los de nuestro modelo, so-
lo que nosotros utilizamos autématas celulares como herramienta matematica

mientras que el modelo SIS utiliza las ecuaciones diferenciales.
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s Capitulo 3: Autématas celulares
Se presenta la definicién de automatas celulares que se estard utilizando. Se
definen los elementos que caracterizan un autémata celular: reticula, vecinda-
des, frontera y regla de transicién; haciendo énfasis en la importancia de cada
uno en la dindmica del autémata. Se introduce el autémata celular que modela
nuestro problema. Se presentan todos los parametros que definen su funcion
de transicién y se analiza el papel de ellos en la misma. Se presenta un nuevo

elemento que va a caracterizar este autémata y que llamaremos densidad.

= Capitulo 4: Medidas de control
Se ajustan los elementos del automata para que describa el problema que quere-
mos analizar, comenzando por las vecindades. Luego de ajustar los elementos
del automata pasamos a ajustar los parametros que influyen en la regla de
transicion. Describiendo, de esta manera, su relacién directa con las medidas
de control de epidemias. Analizamos las concecuencias que traen algunas me-
didas de control como: la importancia de la divulgacién de la informacién, la
presencia de inmunidad temporal, los efectos de las campanas de concienti-
zacion y los resultados de mantener distanciamiento social. En particular, se
hace énfasis en el distanciamiento social para eliminar la enfermedad y en la
propiedad de resiliencia de la poblacion utilizando es distanciamineto social

también.



Capitulo 2

Modelos Epidemiolégicos

2.1. Introducciéon

Las enfermedades infecciosas han sido parte de la vida del ser humano. Durante
la historia de la humanidad ha existido una batalla continua por el control y erradi-
cacion de agentes microbioldgicos; por otro lado, la supervivencia de la mayoria de
las bacterias y virus depende de su capacidad de infectar al hombre. Al contrario de
lo que uno podria pensar, las infecciones han ganado muchas batallas y ocasionado
la muerte de millones de individuos, lo que ha cambiado muchas veces la historia del
ser humano. Un ejemplo de ello fue en 1520, cuando el imperio azteca se encontraba
en plena batalla por defender su capital ante los conquistadores espanoles. En este
momento llegé a América lo que se conoce como la primera pandemia en el conte-
niente, la viruela. Se calcula que la virula maté entre 2 y 3,5 millones de nativos. Y

fue un factor clave en la conquista espanola.

Estas epidemias y pandemias eran conocidas en la antigliedad como plagas o
pestes, debido a la creencia de que representaban un castigo divino. Fue hasta que
el griego Hipdcerates (460-370 a. C.) sent6 las bases de una teoria médica que se
dej6 de creer en consejas y ensalmos. El griego al que algunos consideran padre de
la medicina —de ahi el juramento hipocratico— estudié las epidemias y considero
que las llamadas plagas se gestaban por el estado del aire y los cambios climaticos.

Durante la edad media este conocimiento fue perdido y no fue hasta el siglo XVIII

13
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que se usaron las matematicas para estudiar las epidemias.

Los primeros intentos que se dieron para modelar mateméaticamente la difusién
de una enfermedad fueron realizados en 1760 por el matematico Daniel Bernoulli,
quien presenté un modelo para estudiar la efectividad de las técnicas del calculo de
variaciones aplicados al estudio de la viruela[9]. Aunque en el siglo XVIII se presentd
el primer modelo matematico, fue hasta el siglo XIX donde se obtuvo un desarrollo

de la epidemiologia matematica.

El tratar de conocer los mecanismos de difusién de una enfermedad dio pie a nue-
vos desarrollos en la epidemiologia. Hammer (1906), en su intento por comprender la
recurrencia de epidemias de sarampién, postulé que el curso de una epidemia depen-
de de la tasa de contactos entre individuos susceptibles e infectados [28]. Esta idea se
convirtié en uno de los conceptos mas importantes en la epidemiologia matemaética
la ley de accion de masas de la epidemiologia, la cual dice que la tasa a la cual una
enfermedad se propaga es proporcional al niimero de individuos susceptibles por el
ntmero de individuos infecciosos. Sir Ronald Ross en 1911, durante sus investiga-
ciones de incidencia y el control de la malaria, desarroll6 un modelo con ecuaciones
diferenciales para la malaria como una enfermedad huésped-vector. Otros modelos
deterministas fueron desarrollados por Ross y Hudson (1901), Martin y Lotka (1925-
1926), al igual que Kermack y McKendrick (1927) quienes en su modelo introdujeron

generalidades como las tasas variables.

Eventos recientes demuestran que las enfermedades contagiosas aun constituyen
una amenaza para la poblacién mundial. Los paises estan cada vez maés interconec-
tados gracias a los modernos sistemas de transporte. El COVID-19 nos demostré lo
necesario que es el estudio del comportamiento de las epidemias y cémo los modelos

matematicos son de vital importancia.

La simulacién de escenarios a través de modelos matematicos permite explorar
el impacto de la aplicaciéon de una o varias medidas de control en la dinamica de la

transmision de enfermedades infecciosas; de aqui se obtiene informacién valiosa para
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la toma de decisiones con el objetivo de controlarlas o erradicarlas.

Actualmente existe una gran cantidad de modelos epidemioldgicos, tanto de la
dindmica de crecimiento del contagio como de su propagacion geografica. Y aunque ya
tiene casi un siglo de creado, uno de los mas usados, debido a sus grandes resultados,
es el modelo de Kermack y McKendrick, el cual es la estructura basica de gran
parte de los modelos epidemioldgicos [20][14][30]. En este capitulo serd abordado con

profundidad el modelo de Kermack y McKendrick y algunas de sus variantes.

2.2. Modelos de Kermack y McKendrick

Entre 1923 y 1927 W.O. Kermack y A.G. McKendrick del Laboratory of the
Royal College of Physicians en Edinburgo formularon un modelo matematico para
describir la epidemia de peste que sufri6 la India en 1906 [31]. En este modelo, como
en cualquier otro, se hacen varios supuestos que a continuacién se estaran presen-

tando.

Kermack y A.G. McKendrick comenzaron dividiendo el tiempo en un conjunto

de intervalos de igual tamano y la poblacién en tres clases diferente:

= el niimero de los individuos susceptibles, S(t), es decir, aquellas personas que no
tienen inmunidad contra el agente infeccioso. Por lo tanto, podrian infectarse

si se exponen;

» los infecciosos, I(t), los cuales son capaces de transmitir la enfermedad a las

personas susceptibles con las que entran en contacto;

» los recuperados, R(t), aquellos individuos que tienen o han tenido la infeccién.
Que al aliviarse quedan en un estado de inmunidad o bien estan aislados en
algtn sitio (como un hospital) o fallecieron. Como consecuencia estos individuos
no afectan a la dinamica de la transmisiéon de la enfermedad cuando entran en

contacto con otras personas.
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El escenario que se le presenta a un individuo puede ser descrito en la siguiente re-

presentacién esquemaética (ver Figura:2.1):

*iﬁfk ift f J't

SUSCEPTIBLES INFECTADOS RECUPERADOS

Figura 2.1: Diagrama esquematico de la transicién de la enfermedad

El modelo presenta los siguientes postulados: [27]

1. En la epidemia, una sola infeccién es la responsable de ocasionar un proceso

infeccioso en el huésped.

2. El desenlace de la enfermedad es la muerte o una inmunidad lo suficientemente

larga para no volver a interferir en la dindmica.

3. La poblacion es cerrada para cualquier tiempo S+ I+ R = N . Por esta razon
no se toman en cuenta nacimientos ni migraciones y no se utiliza una tasa de

muerte natural.

4. Se llamaréa c¢N al nimero de contacto por unidad de tiempo que hace un infec-
tado. La probabilidad de que haya contacto con un susceptible es la proporciéon
de susceptibles en la poblacién, S/N. Por tanto ¢cNS/N es el nimero de contac-
tos con individuos susceptibles que hace un infectado. Pero no necesariamente

este contacto va a probocar el contagio.

5. Se llamara p a la probabilidad de infeccién de un susceptible dado que se rela-
ciono con un infeccioso. Por tanto, pcS es el niimero de individuos susceptibles

que infecta un infeccioso.
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6. El nimero de individuos susceptibles que se contagian por unidad de tiempo
es 3S(t)I(t), donde B es el producto de la probabilidad de infeccién dado un
contacto entre un susceptible y un infeccioso por el porcentaje de contactos que
tiene un infectado en un tiempo, es decir = pc. Este parametro [ se conoce

como tasa de contagio.
7. Todos los individuos sanos son susceptibles.

8. El periodo de incubacién que contempla el modelo més general de Kermack y
McKendrick es muy corto. El individuo susceptible se enferma y puede conta-

giar a otro.

9. La velocidad de decrecimiento de infecciosos es proporcional a su ntimero. En
términos matematicos:

~vI(t) cony >0

donde 7 es la razén de removidos por unidad de tiempo y es constante.

Si se va a hablar de modelacién matematica, no se puede olvidar el Ry, quizas
el término mas mencionado hoy en dia cuando se habla de epidemiologia. La impor-
tancia del nimero reproductivo basico, como también se conoce, radica en que con
base a su valor podemos decir si existird o no un brote epidémico. Por este motivo

se le dedica al Ry la siguiente subseccion.

2.2.1. El R,

El Ry es un parametro importante para medir la dinamica de la enfermedad por-
que a partir del valor umbral de 1.0 puede indicar cuando podria ocurrir un brote

epidémico. Se comenzara su estudio con una definicion formal.

Definicién 2.2.1. Ry segin Ozxford Languages[1] Es una cifra que expresa el
numero promedio de casos de una enfermedad infecciosa que surgen por transmision
de un solo individuo infectado, durante el tiempo de duracion de su infeccion, en una

poblacion que no ha enfrentado previamente la enfermedad.
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Como se mencioné anteriormente el 1 es un valor umbral para el Ry, pero, qué
significa esto. En un sentido mas amplio, si el niimero de reproduccion efectiva,
R. = Ro(S/N), es mayor que 1.0, cabe prever que la enfermedad se siga propagan-
do. La reproduccién efectiva refleja el hecho de que, a medida que la proporcion de
individuos susceptibles disminuye (S/N), la trasmisién de la enfermedad se vuelve
mas lenta. Basandose en esta perspectiva matematica sencilla, los epidemiologos sue-
len considerar que el nimero reproductivo basico es uno de los parametros decisivos

para determinar si una epidemia es susceptible de control.[25]

En este modelo SIR sencillo, el nimero reproductivo basico o ntimero basico de

reproduccién es igual a 3/7.

Basado en este modelo se han hecho transformaciones que conducen a otros,
donde no necesariamente la poblacién se divide en tres clases, los parametros no
tienen que ser valores constantes y puede haber nacimientos y migraciones. Entre

ellos, esta el modelo SIS, el cual se estudiara con més detalle en la siguiente seccion.

2.3. Modelo SIS

Partiendo del modelo SIR, al eliminar la clase de los recuperados y permitiendo
que los individuos vuelvan a ser susceptibles se obtiene un modelo del tipo SIS. Este

modelo se puede describir con el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales (2.1):

& = —BI()5() +1(1)
dt (2.1)

o = BIOS() 1)

Las ecuaciones para el modelo SIS(2.1) difieren de las del modelo SI en el término
~I(t), que describe el ritmo al que los individuos se recuperan de la enfermedad y se

convierten en susceptibles nuevamente.

Puesto que el tamano de la poblacién, N, es fijo, podemos reducir el sistema a
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una dimensién con la sustitucién S(¢) = N —I(t), de la que resulta la ecuacién (2.2).

dl

< = BIOW = 1(8) = ~1(b). (2.2)
Veamos ahora una variante del modelo SIS donde la clase de los susceptibles se

dividira en dos clases atendiendo al comportamiento de los individuos presentes en

esta clase.

2.4. Dos clases susceptibles

Se considera un modelo epidémico tipo SIS para dos grupos sociales con diferen-
tes susceptibilidades. Entonces, se va a dividir la poblacién, que se supone constante,
en tres grupos. Primero los individuos susceptibles que no se protegen de la enfer-
medad, cuya proporcién se denota con Sy, y segundo, individuos susceptibles que
toman medidas para protegerse de la enfermedad, cuya proporcion se denota con Ss.
Por 1ltimo, los individuos infectados que son capaces de infectar a los demas, cuya

proporcién se denota con 1. [2]

Un modelo SIS, donde se divide la clase suceptible en dos subclases, cuatelosos y

no cautelosos, atendiendo al comportamiento de los individuos, se presenta en [10].

En este modelo, los individuos pueden cambiar su conducta, lo que seria equiva-
lente a cambiarse de clase entre S; y Sy. Esto puede ser debido a que a medida que
el nimero de infecciosos aumenta, los susceptibles no cautelosos pueden cambiar su
comportamiento al sentir que su probabilidad de contagiarse aumenta. Mientras que
la conducta de los cautelosos va a cambiar porque ya no sienten demasiado peligro o
simplemente porque han tenido esta conducta por un tiempo prolongado y quieren

regresar a lo que se conoce como “normalidad”.

En este caso se toma la proporcién de individuos infectados que se recuperan
v, como el inverso de la cantidad de tiempo promedio que dura la enfermedad. Al

recuperarse los individuos pueden pasar a cualquiera de las dos clases de susceptibles.
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El modelo viene dado por el sistema de ecuaciones (2.3) y serd utilizado més

adelante para comprobar resultados presentados con autématas celulares.

dd—sf = —BI()S1(t) — c1(1)Sy(t) + co(1)Say(t) + (1 — p)yI(t),
dd_sf = — 0ol (t)Sa(t) + c1(1)S1(t) — ca(1)So(t) + pyI(t), (2.3)
% = (B151(t) + BaS2(0))I(t) — vI(t),

donde f; y [, representan las tasas de transmision de la enfermedad de cada po-
blacién susceptible, con 57 > [y > 0; v > 0 es la tasa de recuperacién, siendo
0 < p <1 la fracciéon de individuos recuperados que van a la clase cautelosa; la
tasa de transicion de la clase no cautelosa a la clase cautelosa se expresa mediante la
funcién no decreciente ¢1(I) y la inversa se expresa mediante la funcién no creciente

co(1), es decir:

c1(I) >0, co(I) >0, (1) >0, (1) <0 VI €]0,1]

El niimero reproductivo bésico para este sistema es (2.4).

_ Bica(0) + Baci(0)
7 (c1(0) + ¢2(0))

donde se puede ver que los parametros de infeccion, 31 y S, estan en el numerador

Ry

(2.4)

mientras que 7, el parametro de recuperacion, esta en el denominador.

Veamos, ahora, el comportamiento de la solucion del sistema para ciertos valores
de los parametros en la figura:2.2. Se usé una poblacién de 1000 individuos, con
S1(0) =94.9%, S2(0) = 5%, 1(0) =0.1%, donde el Ry = 3.35 aproximadamente.
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— No cauteksos
— Cautebsos
— Infectados

Proportion

Time

Figura 2.2: Solucién al sistema (2.3) con los pardmetros 5, = %, By = OTvlv v =
Cy = 0.1

1 _ 1
7 al)= Ttexp —26(I/N—02)’

2.5. Conclusiones

Durante el siglo XX, el desarrollo de la ciencia llevd a un espectacular progreso
de la higiene, la salud ptblica, la medicina preventiva, las vacunas, los antibiéticos
y los farmacos. Con ellos se ganaron numerosas batallas contra bacterias y virus. La
esperanza de vida aumenté espectacularmente en un mundo donde las enfermedades

infecciosas eran la principal causa de muerte.

En 1980 se consiguié un éxito espectacular: erradicar de la faz de la Tierra a la
viruela. En 2001, la Organizacion Mundial de Sanidad Animal consiguié la extincién
de otro virus, el de la peste bovina. Estas y otras victorias nos hicieron olvidar que, en

la guerra contra los microorganismos patdgenos, nunca podemos bajar la guardia [8].

Entonces llegé el 2020, con una pandemia mundial que ha estado atacando al

mundo entero, sin descanso, por un ano ya.

Junto con el COVID-19 llegaron los intentos por combatir la epidemia y el estudio
de modelos matematicos que ayudaran en esta lucha que ain no acaba. Entre ellos
estd el modelo de Kermack y McKendrick junto a sus derivados que han ayudado a
encontrar estrategias para el control del COVID-19 [16]. En particular, este tipo de

modelos han permitido analizar el papel de las aerolineas en la propagacién del vi-
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rus [13] y hasta han descrito la cantidad de infectados que no han sido detectados [23].

Aunque usualmente los modelos epidemioldgicos usan como herramienta principal
las ecuaciones diferenciales, existen otras herramientas matematicas que son muy
utiles cuando de modelar epidemias se trata y que quizas no son tan usadas por su
complejidad. Entre estas herramientas estan las ecuaciones en diferencia, que aunque
su estructura suele ser sencilla, su forma de solucién la mayoria de las veces es muy
compleja. Existe, ademds, otra herramienta cuyo desarrollo estd muy asociado a
la computacién, los autématas celulares. Los autématas celulares nos describen un
espacio donde podemos ver la interaccion de los individuos, pero no suelen ser tomado
en cuenta por su alto costo computacional. Sin embargo, hoy en dia, con los avances
tecnologicos que tenemos podemos usarlos y ver cudnto nos pueden ayudar en esta

batalla contra las epidemias.
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Autématas celulares

3.1. Introducciéon

Los autématas celulares fueron propuestos como una herramienta computacional
en los anos 40’s por Honrad Zue y Stanislaw Ulam, pero no fue hasta la década de
los 50’s que John von Newmann les da sentido de herramienta de simulacién. Unos
anos después, en 1970, John Horton Conway publica lo que seria el autémata celular

méas conocido “El Juego de la vida” (Life).

Los autématas celulares han sido usados en diferentes aréas del conocimiento pa-
ra resolver multiples problemas. Por ejemplo, en la modelacion de enfermadedades
infecciosas [3], la compresién de audio y video y en la criptografia [21], donde han
demostrado que son una herramienta muy util, pero ain asi no se tiene una defini-

cion formal. En este caso usaremos la definicion de Lyman Hurd.

Definicién 3.1.1. Autémata celular segin Lyman Hurd [32]

Un Automata Celular es un sistema dindmico discreto. Cada punto en una reticula
espacial reqular, llamada célula, puede tener cualquiera de un nimero finito de esta-
dos. El estado de la célula en la reticula es actualizado de acuerdo con reglas locales.
Esto es, el estado de la célula en un tiempo dado depende solamente de su propio
estado en el paso previo y del estado de sus vecinos en el paso previo también. El

estado de la reticula avanza en pasos discretos de tiempo.

23
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Para clarificar esta definicién debemos conocer primero los objetos que en ella se

mencionan.

3.2. Elementos de un autémata celular

3.2.1. Reticula

Los automatas celulares pueden ser representados como puntos en un espacio
d — dimensional. Cada punto dentro del arreglo es llamado célula, las cuales pode-
mos denotar como x;,, T;,, - - - , %;, . En un Autémata Celular las células se encuentran
rodeadas por otras células, frecuentemente estas células conforman arreglos espacia-
les regulares a los cuales llamaremos reticula. De ahora en adelante se consideraran
automatas celulares bidimensionales, es decir, d = 2, compuestos por células cuadra-
das, de esta forma cada célula queda perfectamente definida con dos subindices (i, 7).
La célula que ocupa la columna 7 y la fila j se denominard z;; . El arreglo de las
células formard una reticula rectangular y cada célula podra contener un individuo
o estar vacia. Se denotard al individuo que estd en una célula con la notacién de la

célula.

3.2.2. Vecindades

Cada individuo que estd en una célula se comporta de acuerdo a su estado ante-
rior y al de sus vecinos. Cuando se dice que un individuo se relaciona con sus vecinos
o que una célula se relaciona con sus vecinas, nos referimos a lo mismo, aunque queda

claro que la célula es el lugar geografico y el individuo es el que habita la célula.

Dada una célula z;;, se llamara V;; a su vecindad. Existen dos tipos de vecindades,
definidas por su cercania geografica, que son muy comunes y las mas estudiadas, pero
en autématas celulares se puede tomar cualquier vecindad que pueda interperferir

en el comportamiento de cierta célula.
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3.2.2.1. Vecindad de Moore

La vecindad donde a cada individuo se le asocian los 8 vecinos més cercanos se
conoce en la teoria de autématas celulares como vecindad de Moore. Esta vecindad
puede ser extendida a més de una capa. Por ejemplo, la vecindad que contiene las 24
células mas cercanas se conoce como vecindad 2—extendida de Moore. En general,
la vecindad m—extendida de Moore contiene las (2m + 1)° — 1 = 4m?2 + 4m células

mas cercanas (ver Figura:3.1).

Cl | 1| C1

('l by (1 celor| x | o1 2

C1 | 1| 1

(a) Vecindad de Moore de 1 capa  (b) Vecindad de Moore de 2 capas

Figura 3.1: Vecindad tipo Moore de 1 y 2 capas, donde X es el individuo analizado
y Ci son los vecinos de la capa i

3.2.2.2. Vecindad de Von Neumann

La vecindad donde a cada célula se le asocian las cuatro células, mas cercanas,
que con ella forman una cruz, se conoce como vecindad de Von Neumann. Igual-
mente se trabajard por capas y cada capa se hallard buscandole los vecinos de Von

Neumann a la vecindad anterior.

En este caso si se dice que una célula tiene m capas de vecinos se refiere a las
2m+1)*—1- 4% = 2m? + 2m células mds cercanas (ver Figura:3.2).
La unica propiedad que se pedira a toda vecindad es la propiedad reflexiva, esto

es: si una célula esta en la vecindad de otra, entonces esta tltima esta en la vecindad
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(2
1
c2 | o1 | o2
c1 | v o1 | |e2|a| x|
c2 | o1 | o2
('] o

(a) Vecindad de Von Neumann de 1 (b) Vecindad de VOn Neumann de
capa 2 capas

Figura 3.2: Vecindad tipo Von Neumann de 1 y 2 capas, donde X es el individuo
analizado y Ci son los vecinos de la capa i

de la primera. O simbdlicamente xj; € V; ; = x; ; € Vj;. Observe que esta propiedad
hace que la transicién entre clases de células con diferente tamano de vecindad sea
paulatina, es decir,que se produzcan clases de células cuyo tamano de vecindad va

cambiando paulatinamente al acercarse a una de las clases [15].

La cardinalidad del conjunto vecindad se denotara como |V, y algunas veces nos

referiremos a ella como el tamano de la vecindad.

3.2.3. Tipo de fronteras

Los automatas celulares pueden definirse sobre reticulas finitas o infinitas. Un
autémata celular con reticula infinita es aquel para el cual el espacio fisico no es
una limitante para el crecimiento de la poblacién, aunque esto técnicamente se ve
limitado por la memoria del computador. Una consideracién extra que se tiene al
trabajar con reticulas finitas, cuando la vecindad se define por cercania geografica,
es como definir la frontera de la misma, es decir, qué debe suceder con aquellas
células que se encuentran al borde de la reticula. A la implementacién de una o

varias consideraciones especificas para dar solucién a este problema se le conoce como
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condicién de frontera. Se pueden implementar numerosas condiciones de frontera, en
funcién de lo que el problema real requiera para su modelado.

Existen tres tipos de condiciones fronteras ya definidas.

3.2.3.1. Fronteras absorbentes

Las células de los bordes no tienen vecinos mas alld de los limites del reticulo
(Ver Figura:3.3)

X a

'1..." '\‘:." | | '[v."

<
4

"“I."' 'ilvl.' WL"IT -'ilv'r
VX[V VI X |V

(a) Vecindad de Moore (b) Vecindad de Von Neumann

Figura 3.3: Fronteras absorventes

3.2.3.2. Fronteras reflejantes

Las células de los bordes tienen como vecinos mas alld de los limites de la reticula

a ella misma (Ver Figura:3.4).

3.2.3.3. Fronteras periodicas

Células opuestas se consideran vecinas, de forma que en una reticula plana la
superficie se convierte en un torus (Ver Figura:3.5)[12].

En el desarrollo de este trabajo se utilizaran en los distintos experimentos las

fronteras periédicas.

3.2.4. Regla de transicion

Se refiere a la regla que se utiliza para actualizar el estado de las células en cada

interacién. Béasicamente podemos hablar de dos tipos de reglas: deterministicas y
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X X |Vl X
X X |Vl X X |Vl
V3 || Va | vz V2
Vo | VT | V3 V4
Va | X | VI Val| X | V1
Va | X | VI X
(a) Vecindad de Moore (b) Vecindad de Von Neumann

Figura 3.4: Fronteras reflejantes

Figura 3.5: Frontera periddica

estocéasticas.

Si se denota xf; al estado de la célula x;; al tiempo t y V', al estado de sus
57],
de transcion. El cardcter probabilistico de la regla de transicién se refiere a que asigna

vecinos al mismo tiempo, entonces xf}rl =F (x Vitj), en este caso F' seria la regla
un estado a las células con cierta probabilidad, es decir, la misma regla aplicada a
mismo argumento no necesariamente da el mismo estado. Si la regla de transicién
es determinisitica se dice que el autémata celular es deterministico y en el caso de

reglas de transiciéon probabilistica se dice que es un autémata celular estocastico.
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3.3. Ejemplo de autémata celular: Life

Se analizaran ahora todas estds caracteristicas para el autémata celular méas co-

nocido.

Se trata de un juego de cero jugadores, lo que quiere decir que su evolucién estd
determinada por el estado inicial y no necesita ninguna entrada de datos posterior.
El “tablero de juego” es una malla plana formada por cuadrados (las “células”) que
se extiende por el infinito en todas las direcciones. Por tanto, cada célula tiene 8
células “vecinas”, que son las que estan proximas a ella, incluidas las diagonales. Las
células tienen dos estados: estan “vivas” o “muertas” (o “encendidas” y “apagadas”).
El estado de las células evoluciona a lo largo de unidades de tiempo discretas (se
podria decir que por turnos). El estado de todas las células se tiene en cuenta para
calcular el estado de las mismas al turno siguiente. Todas las células se actualizan

simultaneamente en cada turno, siguiendo estas reglas:

» Una célula muerta con exactamente 3 células vecinas vivas “nace” (es decir, al

turno siguiente estara viva).

» Una célula viva con 2 o 3 células vecinas vivas sigue viva, en otro caso muere

(por “soledad” o “superpoblacién”).

Como se puede apreciar, Life es un automata 2 — dimensional que utiliza como
vecindad la vecindad de Moore de una capa. Su frontera es infinita. Los posibles
estados en los que se puede encontrar una célula son 0 si esta muerta o 1 si esta viva

y su regla de transicion consiste en:

st 8 t
51 xi,j—O/\Zkzlvki,j—?’
st 8 t
sl Ii,j—l/\gk=1vki,j—2
S 8 t
si xi7j—1/\§k:1vki’j—3

en otro caso

F(xt Vt):

i Vi

S = ==

donde V!, = {v,i”_ 1<k < 8}.

Esta regla es determinista, pues aplicada a los mismos argumentos genera la

misma actualizacién. Por lo tanto, Life es un autémata celular deterministico.
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3.4. Autémata celular: modelo de una epidemia

3.4.1. Introduccién

Muchas veces cuando se va a analizar el comportamiento de cierta epidemia en
el tiempo sin pensarlo dos veces se recurre a las ecuaciones diferenciales. Una de las
hipdtesis de uso comin en modelos poblacionales es la homogeneidad de los indivi-
duos. Esto significa que individuos con diferentes caracteristicas en una poblacion
particular son representados por una sola variable de estado. Estos modelos suponen
implicitamente que todos los individuos tienen la misma probabilidad de contacto
con el resto de la poblacion. Sin embargo, en situaciones reales cada individuo solo
se relaciona con un grupo de individuos que suele ser el mismo para cada tiempo.
En este caso se tiene como objetivo ver el comportamiento individualmente, es por

ello que utilizaremos un autémata celular para simular dinamicas realistas

El autémata que se utilizara serd de dimension 2. Se estard trabajando con una
vecidad de Moore extendida, de tal manera que Vz;; su vecindad V;; serd todo el
automata. Serd finito con fronteras periédicas. Cada celda tendrd distintos estados,
acorde al sistema que modelamos. Y finalmente serd un autémata estocéstico, pues

nuestra regla de transicién usard funciones de probabilidad para ciertos pardametros.

El problema consiste en una poblacién cerrada de tamano N, es decir, no entran
ni salen individuos; en la que comienza un brote de cierta enfermedad. Para el analisis
del desarrollo de la epidemia dividiremos la poblacién en tres clases, dos de ellas seran
de individuos susceptibles a la enfermedad (que ademés serén divididas de acuerdo
a su comportamiento en cautelosos y no cautelosos) y la tercera sera de individuos

infectados que transmiten la enfermedad (infecciosos). En resumen, se tendré:
= Susceptibles no cautelosos: Sy
= Susceptibles cautelosos: S

s [nfectados: [
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3.4.2. Tasas de infeccién 5, y 5o

Primero es estara analizando cémo los individuos susceptibles se infectan, siguien-
do la idea de las ecuaciones diferenciales. Estos parametros se llamaran 3; y (8, para

S1y Sy respectivamente.

Los individuos susceptibles solo se pueden contagiar al tener contacto con los
individuos infectados. Es decir, un individuo susceptible tiene una probabilidad p
de contagiarse cuando tiene relacién con un individuo infectado. Y la probabilidad
de tener contacto con un individuo infectado es la proporcion de infectados en la

poblacién. Por tanto la probabilidad de un que un individuo susceptible se infecte
va a ser 5 = p—.
B=ry

Entre (5, y B2 solo variara la probabilidad de infeccién dado que exista el con-

tacto, que se usara una probabilidad mas pequena para los cautelosos, debido a su

comportamiento.

A continuacién, se puede observar un ejemplo (ver Figura:3.6), para este caso se
utiliza una poblacién de 10000 individuos, donde el 94 % son susceptibles no caute-
losos, el 5% son susceptibles cautelosos y el 1% restantes son infectados. El grafico
representa el comportamiento de cada clase en un tiempo de 50 dias. Se utilizaran
b = O.5N y Po = 0.1% como tasas de infeccién. Lo que significaria que en prome-
dio un no cauteloso debe encontrarse con al menos dos infectados para infectarse,
mientras que un no cauteloso necesitaria minimo 10 contactos. En este caso no se

estara suponiendo recuperacion de la enfermedad.

Evidentemente todo la poblacion va a terminar siendo infecciosa, pues se definié
una manera para entrar a este estado pero no para salir de él. Como se puede ver
en la figura:3.6, en 20 dias ya toda la poblacion se infecté para estas condiciones

iniciales y estos valores de (8, y fs.

Se analizard ahora otro ejemplo con los mismos valores de 8; y 2 para condi-

ciones iniciales diferentes. En este caso solo se tiene , inicialmente, 10 individuos
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10000

8000

G000 —— No cautelosos |

— Cautelosos

4000 s "Infectados §

2000

Figura 3.6: De susceptibles a infectados

infectados de las 10000 de la poblacién, lo que representa un 0.1 %. Se tiene ademads
un 5 % de susceptibles cautelosos y 94.9 % restante seran susceptibles no cautelosos

(Ver Figura:3.7). En este caso tampoco se supone recuperacién de la enfermedad.

10000

BOOD

G000 —— No cautelosos |

— Cautelosos

4000 — I.Infectados 3

2000

Figura 3.7: De susceptibles a infectados variando condiciones iniciales

Como se puede observar, al disminuir las cantidad de infectados iniciales, solo
se extiende el tiempo necesario para que todas la poblacién este infectada. Pero el

comportamiento es el mismo.

Analicemos ahora este mismo caso pero reduciendo los valores de las betas a la
I I
mitad, es decir, f; = 0.25N y By = 0.05N (Ver Figura:3.8):
El gréafico sigue siendo similar a la figura:3.6 y la figura:3.7 , solo que se necesita

mas tiempo para alcanzar el equilibrio.
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10000

8000

G000 —— Mo cautelosos |

— Cautelosos

4000 — |Infectados |

2000

Figura 3.8: Reduciendo (1 y f2 a la mitad

Se ha estado trabajando con los casos en que no existe una manera de salir de la
clase infecciosa. Si agregamos un parametro que permita salir de esta clase y regresar

a susceptible se tendrian varios escenarios posibles:

= Que la velocidad de entrada a la clase infecciosa sea mayor a la velocidad de

salida

= Que la velocidad de entrada a la clase infecciosa sea menor a la velocidad de

salida

= O que sean iguales las velocidades de entrada y salida a esta clase

A continuacion se describird cada uno de estos escenarios.

3.4.3. Parametro de recuperacion vy

Para que cada individuo infectado salga de ese estado se utilizara como informa-
cién el tiempo que lleva infectado. Un individuo al salir puede pensar que ya estuvo
contagiado y que no tuvo ningun problema lo que implicaria que sea no cauteloso
o puede haber tenido experiencias, durante su tiempo en este estado, que no quiere

repetir y por tanto mantener una conducta cautelosa.

Para el tiempo de recuperacion se usara una funcién de probabilidad Gamma.
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3.4.3.1. ;Por qué una funcién Gamma?

En teoria de probabilidad y Estadistica, la distribucion Gamma es una distribu-
cién de probabilidad continua. Esta funcién tiene dos parametros uno de forma k y

uno de escala 6, ambos son positivos. La funcién estd definida sobre los RT.

Sea X una variable aleatoria con distribucién Gamma de parametros k£ y 0, es
decir,
X ~T(k,0) = Gammal(k,0)

entonces su funcién de densidad es:

he1 -
[z k,0) = % (3.1)

SYEY

con media F(X) = k6 y varianza V(X)) = k6%

La distribucion Gamma por sus caracteristicas es muy usada. Se puede ver en
modelos para las reclamaciones de seguros agregadas y la cantidad de lluvias acumu-
ladas en un depdsito. También se usa para modelar el multiplo de la potencia de la
senal en la comunicacién inalambrica. En la oncologia, la distribucion de la edad de
la incidencia de cédncer a menudo sigue esta distribucién [5],[26],[22]. Pero sus mayo-
res aplicaciones estan ligadas al tiempo, por ejemplo tiempos entre dos llegadas de
automoviles a una gasolinera, tiempos de vida de sistemas electrénicos. Y es por esta
razén que en este caso la estamos usando para el tiempo de estancia de un individuo

en la clase infecciosa.

En este caso anadiremos un nuevo parametro a la funcién de distribucién Gamma,
que llamaremos de localizacién y lo denotaremos loc. Llamaremos g(z;k,loc,0) a
nuestra nueva funcién de distribucién que tendra la forma de f ((x — loc); k, ), es

decir:
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3.4.3.2. Ejemplos

Analicemos varios ejemplos. Comencemos manteniendo las betas y las condiciones
iniciales que utilizamos en el escenario dado por la Figura:3.7. Es decir, 0.1 % serdn
infectados, 5% serdn susceptibles cautelosos y el 94.9 % restante serdn susceptibles
no cautelosos; f; = 0.5% y B2 = 0.1# En este caso tomaremos un tiempo de
recuperacion promedio de 7 dias y diremos que todos los recuperados se hacen no

cautelosos (Fig:3.9).

BOOOD

BO00
— No cautelosos |
— Cautelosos

4000 — Infectados

|
I
J

2000

Figura 3.9: Agregando recuperados no cautelosos

En la figura:3.9 podemos ver que los cautelosos una vez que se infectan desapare-
cen de la dindmica pues esa clase tiene forma de perder individuos pero ninguna de
adquirir nuevos. Por tanto, este comportamiento es un resultado claro de las condi-
ciones que hemos supuesto. Para este caso solo nos vamos a central en el comporta-
miento de las otras dos clases. Las primeras 35 unidades de tiempo hay fluctuaciones
en ambas curvas pero a partir de ahi podemos ver que ambas curvas se estabilizan.
Por lo que yo dirfa que a partir de ese tiempo la velocidad de infeccion es similar a

la velocidad de recuperacion.

Este caso que se analizo parte de la idea de que los individuos que se recuperan
inmediatamente se convirten en susceptibles no cautelosos, pero esto no necesaria-
mente tiene que ser asi. Se puede dar el caso en que los individuos pasen de infectados

a susceptibles cautelosos, este caso se va a analizar en la figura:3.10.
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Figura 3.10: Cambiando los recuperados a cautelosos

En este caso podemos ver que los no cautelosos se extinguen mas rapido que en
el caso anterior los cautelosos, esto es debido a que la velocidad de infeccion de los
cautelosos era mas baja. Una vez que los no cautelosos se extinguieron podemos ver
que el comportamiento de las otras dos clases no es similar al anterior, pues en este
caso aparentemente la velocidad de infeccién si era menor que la de recuperacion y

por ello terminamos con una poblacién susceptible cautelosa.

Hasta este momento sabemos que la velocidad de infeccion de los no cautelosos
es similar a la de recuperacion y que ambas son mayores que la de infeccién de los no
cautelosos. Veamos ahora que pasaria si los recuperados se dividen en partes iguales

en cautelosos y no cautelosos (Fig:3.11).

En este caso se necesita mayor tiempo para que las soluciones se estabilicen.
Recordando lo dicho anteriormente, la velocidad de infeccion y recuperacién de los
que se mantienen no cautelosos es la misma, pero la velocidad de infeccion de los
cautelosos es menor. Por tanto, la relacion que existe entre las clases susceptibles no
cautelosos e infecciosos va a mantener un equilibrio entre ellas. Por otro lado, la clase
de individuos susceptibles cautelosos va a aumentar mas rapido que la de infectados
y es precisamente la relacion entre estas clases la que governara el sistema. Como
cencecuencia de estas interacciones, la clase con més individuos al llegar el sitema al

equilibrio es la clase de los susceptibles cautelosos.



Capitulo 3. Automatas celulares 37

= No cautelosos |
— Cautelosos
— Infectados

BOOOD t
—J
000

4000

2000

Figura 3.11: Una parte de los recuperados pasa a susceptibles cautelosos y la otra a
susceptibles no cautelosos

3.4.3.3. Parametro p

Este parametro en los ejemplos anteriores tuvo como valores 0, 1 y 0.5 respectiva-
mente. El pardmeto p siempre va a estar en el intervalo cerrado [0, 1], es la proporcién
de individuos que regresan a la clase cautelosa después de recuperarse de la enfer-
medad. Se podria esperar que todas las personas en recuperacién adquirieran un
comportamiento cauteloso, pues ya vivieron la experiencia de la enfermedad y se su-
pone que no quieran repetirla. En ese caso, p = 1 que es el caso de la Figura:3.10, lo
que refleja el hecho de que es menos probable que se infecten. Pero en muchos casos
factores culturales, educativos e incluso econémicos condicionan la vuelta a la vida
normal, sin tomar las medidas preventivas necesarias para ser cautelosos. Si p = 0,

todos los individuos vuelven a la clase de los no cautelosos.

3.4.4. Parametro de intercambio de S; a S5

Este parametro es el encargado de decir qué proporcién de no cautelosos se con-
vierten en cautelosos. Generalmente, depende de la cantidad de infectados a su alre-
dedor. Pues los individuos al percatarse que la enfermedad estd muy cerca deciden
cambiar su comportamiento. Veamos algunos ejemplos donde usaremos los parame-

tros que se usaron en la figura:3.9:

s 51(0) =94.9%, S5(0)=5%, 1(0) =0.1%
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» y=g(x;2,6,1), z € R

u p:o

Para el primer ejemplo usaremos valores constantes ¢; = 0.1, ¢y = 0.5y ¢; = 0.9
(Ver Fig:3.12).

10000 4 10000 -

a0 — Infmctackor oo | 1 e

0o -
/ ooe 4 1 — W cavieicsas Claepy = T — Ko cavdeicuas
\/ S — — Couselosos
wng || | i — Inmcndns P — Ineondns

(a) 1 =0.01 (b) c1 =0.5 (c) 1 =0.9

Figura 3.12: Valores constantes para la tasa de transicion de de S; a Ss, ¢;

De los tres comportamientos ninguno esta acorde a la realidad. En el primer caso
mientras la cantidad de infectados esta creciendo, el niimero de cautelosos disminuye
y en los otros dos casos toda la poblacion tiene conducta cautelosa sin existir infec-
cién. Estos resultados sugieren que no debemos usar constantes. Si no una funcién
que cuando los infectados sean pocos tenga valores pequenos y cuando aumenten la

funcién aumente con ellos, pensemos una funcién creciente.

Tomemos una funcién logistica:

T 1texp{-s(I/N—1,)}

er(D) (3.3)

donde:

= 1 > ( representa la tasa de transicion maxima de la clase no cautelosa a la

clase cautelosa

= 5 > 0 representa la velocidad de reaccién a nuevos individuos infectados
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» [, € [0,1] representa el nivel de infeccién en el que el cambio en el comporta-

miento es el mas drastico
» ] el nimero de infectados
= N tamano de la poblacién

En este caso utilizaremos r = 1 pues en un caso extremo toda la poblacién se
podria hacer cautelosa. Y para los restantes pardmetros en este momento tomaremos
valores arbitrarios, tomemos I, = 0.2 y s = 26. La siguiente grafica (Fig:3.13) mues-
tra el comportamiento de las clases, usando como parametro ¢; la funcién logistica
(3.3).

K
— No cautekosos

= Cawvtalosos

IO — Infectados

Figura 3.13: ¢; funcién logistica.

Este comportamiento aunque quizas no sea el ideal, responde a las ideas bésicas
que se tienen de la relacién entre las clases. Mientras la cantidad de infectados au-
menta, aumenta también el nimero de individuos cautelosos, que luego se mantienen
en un porcentaje alto de la poblacion porque los infectados también ocupan una cifra

alta.

3.4.5. Parametro de intercambio de S, a S;

Hasta este momento, este es el inico parametro que falta para hacer que todas

las clases esten relacionadas entre si. Es el parametro que permite que individuos
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que tenian una conducta cautelosa empiecen a cambiarla. Este cambio de compor-
tamiento puede tener muchas razones, pero en mi opiniodén la principal causa es
demasiadoo tiempo llevando conducta cautelosa, pues el individuo se estresa por su
nuevo método de vida y comienza a extranar sus antiguas costumbres, por lo que
decide retomarlas. Y es de esta manera como un individuo aumenta su probabilidad

de contagio.

Para convertir este parametro en funcion tendria que depender del tiempo que
cada individuo lleva manteniendo conducta cautelosa y esta es una variable que
hasta el momento no se ha considerado. Por tanto, experimentemos con constantes
y veamos si obtenemos buenos resultados. Por intuicion, creemos que debe ser una
constante cercana a 0. Pues pensar que es cercana a 1 es suponer que la mayoria de
las personas cautelosas se vuelven rapidamente no cautelosas y este comportamiento
no es acorde a la realidad. Utilizemos los pardmetros de la Figure:3.13, con la tinica
diferencia que ¢y # 0 (Ver Fig:3.14).

—— No cautelosas |
— Cautelosos

B0 | | 8000 — Infectados

| nn
00 1+

amo

=m0

(b) Cy = 0.1

Figura 3.14: Valores constantes para co

Légicamente con el aumento de c¢; disminuyen los cautelosos y aumentan los no

cautelosos. Lo que provoca, a su vez, un aumento de la cantidad de infectados.

3.4.6. Densidad de poblacion d

Este parametro es necesario incluso para determinar las condiciones iniciales, es
el parametro qué nos dice que porcentaje del automata celular estarda ocupado, este
parametro va a ser constante, pues al no existir ni nacimientos ni muertes, la célula

que esta ocupada inicialmente siempre va a estar ocupada y lo mismo pasa para las
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vacias.

Analicemos ejemplos con distintas densidades, utilizando como parametros:

$1(0) = 94.9%, So(0) =5%, 1(0) =0.1%

I I
B 05Ny/32 0 N
» y=g(2;2,6,1) yp=0

wm [, =02, r=1,5s=26yc,=0.1

Cuando disminuimos la densidad de la poblacion se puede esperar que disminuira

la probabilidad de contagio, pues en el mismo espacio tendremos menos individuos

para relacionarnos. (Ver Fig:3.15).

(b) d = 0.75

00 4 — Mo cauteicsas

Figura 3.15: Variando la densidad

Como podemos observar en la figura:3.15, la proporcion de infectados disminuye

con la densidad. Este resultado es posible que sea debido a que al bajar la densidad

la cantidad de infectados iniciales se hace demasiado pequena y al tener pocos in-

fectados los individuos susceptibles no van a tener menos probabilidad de infectarse.

Por tanto analizaremos otro caso donde la cantidad de infectados iniciales va a ser
mayor: S1(0) = 93%, S2(0) = 5%, 1(0) = 2% (Ver Fig:3.16). De esta manera po-

dremos analizar si la disminuciéon de la cantidad de infectados es una concecuencia

de la variacién de la densidad o de valores iniciales pequenos para la clase infecciosa.
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(a) d = (b) d = 0.75 (c) d=0.5

Figura 3.16: Variando la densidad para condiciones iniciales donde la cantidad de
infectados es mayor

El comportamiento se sigue manteniendo por lo que podemos decir que es un re-
sultado de la variacién de la densidad, pues al disminuir la densidad de la poblacién

cada individuo tiene un mayor espacio y su relacién con los deméas disminuye.

El parametro que llamamos densidad tiene varias interpretaciones, podemos to-
mar los espacios vacios como el espacio territorial que queda desocupado cuando en
la poblacién se aplica la medida “distanciamiento social”. Pero también, podemos
decir que estos espacios vacios no son vacios, si no que estan ocupados con personas
que no interfieren en la dinamica, es decir personas inmunes, ya sea por vacunacién

o por inmunidad natural.

3.5. Conclusiones

Se vieron algunos de los elementos principeles que caracterizan un autéomata y se
describié que aporta cada uno de ellos a nuestro caso en particular. Teniendo esta
informacion se creé un automata celular que tiene como objetivo modelar el compor-
tamiento de una epidemia, un problema que usualmente se analiza con ecuaciones
diferenciales. Se analizaron todos los parametros que influyen en la regla de transci-
sion de este automata. Se analizd el concepto de densidad de autémata que aunque

usualmente no se trabaja, para este tipo de problemas es muy til.

Se debe recordar que todos los ejemplos fueron analizados con una vecindad de

Moore con el nimero de capas suficientes para que cada celda tuviera como vecin-
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dad todo el autéomata. Utilizar todo el autémata como la vecindad de cada uno de
los individuos fue solo para presentar los parametros y solo es una descripcion con
automatas del comportamiento que se describe con un sistema de ecuaciones dife-

renciales, lo que no es el principal objetivo de este trabajo.

—— No cautelosos —— Mo cautelosos |
— Cautelosas —— Cautelosos
Bl —— Infectados 800D — Infectados |
_ 6 6000
2
g
2w 4000
2000
o
= 1 Py a0 100 0 P 0 &0 80 100
Time
(a) Sistema de ecuaciones 2.2 (b) Autémata celular 3.15a

Figura 3.17: Dos modelos para el mismo problema

Parametros
sistemas de ecuaciones H autémata celular
N = 1000 N = 10000
S1(0) =94.9%, S2(0) =5%, 1(0) =0.1% || S1(0) =94.9%, S2(0) =5%, I(0) =0.1%
pr = ﬁ B = 05&
P2 = lﬁ pa=0.1%
y=73 v =g(x;2,6,1)
p=0 p=0
all) = 7 —261(1 N-02) a(l) = 4o —261([ N_02)
Cy = 0.1 Cy = 0.1
d=1
Todos vs todos

Cuadro 3.1: Parametros usados para 3.17

Simular el comportamiento de un sistema de ecuaciones diferenciales, que des-

cribe una epidemia, con un autémata celular no es nuestro objetivo, solo estamos
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comparando nuestro modelo con un analégo mas cercano en ecuaciones diferencia-
les. El sistema de ecuaciones diferenciales se define sobre un espacio donde cada
individuo tiene la misma capacidad para interactuar con los demés por lo que las
relaciones locales no se pueden estudiar y esta es, precisamente, una de las bondades
que brinda el autémata. Por tanto, nuestro objetivo va a ser reducir las vecindades,
para asi poder analizar el comportamiento de una poblaciéon ante una pandemia de

forma individual.



Capitulo 4

Medidas de control

4.1. Introduccion

El autémata presentado en el capitulo anterior, es una introduccién al autéma-
ta que estaremos usando. Comenzaremos variando las vecindades y analizando el
efecto de estas variaciones. Luego, se proponen ciertos parametros de la funcién de
transicion, a partir de las hipotesis del problema que queremos analizar. Centrando-
nos, después, en la papel que juegan algunos parametros, mostrando como afecta al
sistema su variacion y que representa en la vida real. Para hacer todos estos anélisis,
estaremos utilizando los graficos como herramientas visuales. Utilizaremos dos tipos
de graficos, los que llamaremos simplemente “graficos” que hemos estado usando has-
ta el momento, que son los que describen el comportamiento de las clases a través
del tiempo; y los que llamaremos ”geografia” que se refiere a la distribucién de los

individuos en el autémata en un tiempo especifico.

Analogamente al capitulo anterior, para analizar estos casos, estaremos utilizan-
do una reticula de tamano 100 x 100, es decir, N = 10000, que aunque no es un
tamano de poblacion muy grande, nos da una idea de la realidad. Usamos fronte-
ras periodicas para asignar a cada individuo la misma cantidad de vecinos. Para las
condiciones iniciales estaremos usando valores razonables para epidemias, pero po-
demos usar otros valores porque las condiciones iniciales en este caso no determinan

el equilibrio, si no el tiempo en alcanzarlo. Tomaremos un tiempo de recuperacién

49
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de 7 dias aproximadamente.

Por tanto de ahora en adelante hasta que se mencione lo contrario estaremos usan-

do los siguientes valores para los parametros que influyen en la regla de transicién:

I I
By = 0'5N y B2 = 0'1N

= 7 =g(2;2,6,1) yp=0
m [, =02, r=1 5s=26yc,=0.1
u d:]_

Comencemos reduciendo sus vecindades, antes habiamos dicho que todos los in-
dividuos se relacionaban, ahora diremos que los individuos se relacionan con un

subconjunto de la poblacién que los rodea.

4.2. Ajustando vecindades

Al reducir la vecindad de los individuos, estamos diciendo que su regla de transicién

pasa de depender de toda la poblacion a depender sélo de lo que pasa en su vecindad.

Empezaremos con el andlisis del sistema para vecindades de Moore.

4.2.1. Vecindad de Moore

Tomaremos una vecindad de Moore con 49 capas, lo que le asignara a cada in-
dividuo 9800 vecinos, para acercarnos a 10000, el tamano de la vecidad que usamos
en todos vs todos. Para este caso de 49 capas de Moore esperamos obtener un resul-
tado similar al de la Figura:3.15a, debido a que suponemos tamanos de vecindades
muy cercanos. Para continuar el experimento, iremos reduciendo el nimero de capas
hasta llegar a 7, lo que nos daré una vecindad de 224 individuos donde podremos ir

observando el comportamiento del sistema al reducir sus capas(ver Fig:4.1).
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Figura 4.1: Variacién de las vecindades de Moore de 7 — 49 capas

Como se puede observar, entre estos graficos no hay gran variacion; la diferencia
mas notable es la suavidad de las curvas. Analicemos ahora el comportamiento del

autémata, atendiendo a su geografia, en dos casos diferentes, el caso de 49 capas (ver

Fig:4.2) y el caso de 7 capas (ver Fig:4.3).

]

(a)t=0

(c) t =22 (d) t = 49

Figura 4.2: Geografia para Moore de 49 capas en distintos tiempos

oo
-

(a) t =0 (b) t =13

(d) t =49

Figura 4.3: Geografia para Moore de 7 capas en distintos tiempos
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Aunque el comportamiento de ambos escenarios era similar (ver Fig:4.1b y Fig:4.1h),
la distribucién en la geografia es muy diferente, en la figura:4.3b, si se hubiesen to-
mado ciertas medidas preventivas como el aislamiento de los espacios con infeccion,
quizas llegariamos a la erradicacién de la infeccién. Mientras que en la Figura:4.2b,

es imposible tomar estas medidas porque la enfermedad esta muy dispersa.

Esta diferencia ya se puede ver en vecindades de 49 y 7 capas. Sin embargo 7
capas significa que cada individuo se relaciona con 224 personas en una poblacién
de 10000 lo que es aiin un numero grande. Por tanto, veamos qué pasa para una

vecindad de Moore de menos capas (ver Fig:4.4).

(d) 3 capas (e) 2 capas (f) 1 capa

Figura 4.4: Variacion de las vecindades de Moore de 6 — 1 capas

Los graficos de la Figura:4.4, son similares a los de la Figura:4.1, su tnica di-
ferencia es que se van haciendo mas suaves, solo las figuras 4.4f y 4.4e al tiempo
50 no estan en lo que podriamos llamar equilibrio en las demas. Para analizar si
el equilibrio cambia en ellas o es solo que necesitan més tiempo graficaremos estos

casos para t = 250 (ver Fig:4.5)

Estos dos casos tienen el equilibrio en valores cercanos a los de los otros casos,



Capitulo 4. Medidas de control 49

(a) 2 capas (b) 1 capa

Figura 4.5: Aumentando el tiempo a figuras 4.4e y 4.4f

solo que necesitan mas tiempo para alcanzarlo.

Podemos concluir entonces que, los graficos en cuanto a cantidad de individuos
por clase son similares. Sin embargo, en cuanto a comportamiento geografico, son
muy diferentes. La reducciéon de vecindades nos da la posibilidad de tomar medidas

de contensién para frenar la epidemia.

Para futuros analisis podriamos usar las vecindades de Moore de 1 y de 2 capas,
pues en una poblacién de 10000 individuos, la cantidad de individuos con que uno

se relaciona, por dia, debe estar en promedio entre 8 y 24.

A continuacién se podra ver un anélisis similar al anterior, pero para vecindades

de Von Neumann

4.2.2. Vecindad de Von Neumann

Iniciaremos el estudio de estas vecindades como mismo iniciamos el anterior, par-
tiendo de una vecindad ya estudiada, solo que en lugar de hacer la comparacion de
una vecindad de 49 capas con todos vs todos, la haremos con una vecindad de Moore

de 35 capas.

La vecindad de Moore de 35 capas tiene 5040 vecinos mientras que la de Von
Neumann de 49 capas tiene 4900, lo que hace estas vecindades similares en cuanto

a su tamano. En este punto comenzara el siguiente experimento (ver Fig:4.6) y
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finalizara con una vecindad de Von Neumann de 7 capas que tiene 112 vecinos.

(a) Moore de 35 capas (b) 49 capas

(e) 28 capas (f) 21 capas (g) 14 capas (h) 7 capas
Figura 4.6: Variacion de las vecindades de Von Neumann de 7 — 49 capas
El comportamiento es el esperado, similar al anterior, necesitando mas tiempo,

cuando disminuimos las capas, para alcanzar el equilibrio. Veamos ahora con capas
de tamano 1 hasta 6 (ver Fig:4.7)

(d) 3 capas (e) 2 capas (f) 1 capa

Figura 4.7: Variacion de las vecindades de Neumann de 6 — 1 capas

Analicemos para un tiempo mas prolongado los casos de las figuras 4.7f y 4.7e
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(ver Fig:4.8)
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Figura 4.8: Aumentando el tiempo a figuras 4.7e y 4.7f

Como podemos ver, suponiendo los parametros enteriores, basta con que cada
individuo se relaciona diariamente con solo 4 personas para que la enfermedad des-

aparezca de la poblacion (Fig:4.8b).

Teniendo en cuenta que habiamos dicho que la cantidad de individuos con que
uno se relaciona a diario debe estar en promedio entre 8 y 24. A partir de este
momento utilizaremos vecindades de Von Neumann de 2 capas, es decir, 12 vecinos,
analizado en la figura:4.8a. Veamos cual es su comportamiento geogréafico en varios
tiempos (ver Fig:4.9).

Teniendo ya la vecindad de Von Neumann de 2 capas, como la vecindad que
estaremos usando en los siguientes experimentos. Analicemos, ahora, parametros

realistas para el modelo.

4.3. Ajustando el parametro c;

Para encontrar valores razonables del parametro ¢;, vamos a pensar un escenario
trivial donde no existen infectados. Pensemos que existen ciertos individuos cautelo-
sos, debido a sus costumbres, no a la presencia de la enfermedad. Esta cantidad de

individuos cautelosos debe mantenerse constante pues no hay ningin motivo para
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Figura 4.9: Geografia para Neumann de 2 capas en distintos tiempos
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Supongamos ademads que ante la presencia de la enfermedad en promedio el 10 %

de los cautelosos se convierten en no cautelosos, en decir co = 0.1. Como este pardme-

tro es constante, en caso de no existir infectados este comportamiento se va a man-

tener, por tanto para que no varie la poblacién al salir una cantidad debe entrar otra

similar.

Tomemos un valor inicial pequeno para los cautelosos, debido a la ausencia de

enfermedad S>(0) = 1%, por tanto S1(0) = 99 %. Queremos llegar a que:
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Sl(l) = 51(0) — 6151(0) + CQSQ(O)
0.99N = 0.99N — ¢1(0.99N) + 0.1(0.01N)

099N = 0997 — ¢;(0.99N) + 0.1(0.01N) (4.1)
0.001N = ¢1(0.99N)
1 T
— = C = .
990 ' I+exp—s(0/N —I,,)

Como se quiere que la tasa de transiciéon maxima de la clase no cautelosa a la
clase cautelosa sea 1, tomamos r = 1, obtenemos que exp {sl,,,} = 989. [, representa
el nivel de infeccién en el que el cambio en el comportamiento es el mas drastico,

tomemos I,,, = 0.1, por lo que queda resolver:

log 989

01 =5 = s =068.97.

Tomaremos s = 68. Analicemos, mediante géficos, distintos valores de s, para com-
probar si el resultado obtenido es correcto (ver Fig:4.10). Para una mejor visualiza-
cioén, en este caso, solo estaremos graficando la clase de los infectados, que se debe
mantener en cero, y la clase de los cautelosos. Al ser vacia la clase de infectados
tenemos que S1(t) = N — Sy(t) por lo que no es necesario la presencia los no cau-
telosos para la comprensién del mismo. A partir de este momento tomaremos como
unidad de tiempo dias y estaremos viendo el comportamiento en 365 unidades, lo

que representa un ano.

 SNNNNIE K

(a) s =40 (b) s =68 (c) s =100

Figura 4.10: Distintos valores de s

En la figura 4.10 se pueden ver los tres posibles casos de lo que ocurre con la clase
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cautelosa. En 4.10a vemos cémo esta clase crece sin presencia de infectados, mientras
que en 4.10c ocurre todo lo contrario, la cantidad de individuos en la clase disminuye.
Ambos comportamientos no estan acorde a lo que se busca. En cambio, en 4.10b se
puede observar un comportamiento constante, aunque presenta oscilaciones, debido
a los factores estocasticos, podemos ver que todas varian alrededor de 100 que es el

1% de N en este caso.

Comprobando que el resultado anterior es razonable, estaremos usando, a partir

de este momento:

1
~ 1+exp—68(I/N —0.1)

Hasta este momento, hemos definido el tipo de vecindad que estaremos usando,

a(l) (4.2)

los parametros para la funcién ¢y, el valor de ¢y (usado para calcular s), nos faltaria

definir las betas, 7, p y la densidad d. Continuemos, entonces, con p.

4.4. Ajustando el parametro p

Los parametros (1, B2 v v continuaran con los mismos valores que hemos usado
hasta hora, es decir, g1 = 0.5% , Po = O.l% y v = g(x;2,6,1). Por otra parte, d sera

un parametros que estara cambiando en los siguientes experimentos.
Comencemos con d = 1 y tomemos distintos valores de p (ver Fig:4.11).

Como es logico, mientras aumentamos el valor de p va a aumentar la cantidad
de individuos cautelosos y como consecuencia disminuira la de infectados. De ahora
en adelante, estaremos usando p = 0, lo que nos dice, que todos los recuperados
son no cautelosos. De todos los escenarios éste es el peor posible, pero si logramos
con alguna medida bajar los infectados en éste, entonces esa medida funcionara para

cualquier otro.

Ya definido el valor de p pasemos a analizar un elemento que quedd pendiente

cuando cambiamos las vecindades y es que un individuo puede infectarse de sus
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(d) p=0.75 (e) p=

Figura 4.11: Distintos valores de p

vecinos pero tener informacién de toda la poblacién.

4.5. La informacién viene de toda la poblacién

En este momento tenemos un ejemplo muy claro de lo que pasa en una epidemia.
Si pensamos en nosotros mismos, desde que empez6 el COVID-19, tenemos contacto
con un grupo reducido de personas, sin embargo para informarnos del desarrolo de
la epidemia utilizamos medios de difusion que tiene datos de toda una ciudad, de un
pais, incluso podemos ver el avance en todo el mundo. El objetivo de este experi-
mento es analizar que es mas conveniente, para disminuir la cantidad de infectados,
informarnos por los medios de comunicacién o solo interesarnos por lo que pasa en

ese grupo de personas con que nos relacionamos.

Anteriormente reducimos la vecindad y con ello asumimos que los individuos se
infectan si dentro de sus vecinos hay individuos infectados, pero tambien asumimos
que los individuos no cautelosos se hacen cautelosos de acuerdo a lo que sucede en

su vecindad. Pero, en la realidad no suele ser asi. Por tanto, vamos a decir que los
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individuos se infectan de sus vecinos pero se informan de toda la poblaciéon. Vamos
a hacer una comparacion de los dos casos, el primero donde la informacién viene de

los vecinos y el otro donde la informacién viene de la poblacién total (ver Fig:4.12).

) (b)

(a) t =0 vec t=10vec (c)t=20vec (d)t=30 vec

(e) t = 40 vec

(f) t =0 todos (g) t =10 todos (h)t =20 todos (i) ¢t =30 todos (j) ¢t =40 todos

Figura 4.12: Informacién de los vecinos VS de toda la poblacién

En las primeras 5 imagenes podemos ver el comportamiento del sistema para los
tiempos 0, 10, 20, 30 y 40 cuando la informacién solo viene de la vecindad. En las 5
restantes podemos ver el comportamiento en estos mismos tiempos, pero recibiendo
informacion de toda la poblacién. Si comparamos los gréaficos 4.12e y 4.12j, que re-
presentan los dos comportamientos al tiempo 40, podemos observar dindmicas muy
diferentes, en 4.12e hay menos infectados, pero también la cantidad de cautelosos
es muy pequena, mientras que en 4.12j aunque el nimero de infectados es mayor,
la mayoria de los susceptibles son cautelosos, lo que permitird que con el paso del

tiempo los infectados disminuyan.
Veamos la dindmica total para los dos tipos de comportamiento (ver Fig:4.13).

Se puede observar una diferencia en la cantidad de infectados, pero la diferencia
mas notable es en la clase de individuos no cautelosos. Podemos obsevar, también
que cuando la informacion viene de toda la poblacién el equilibrio se alcanza mas
rapido y en valores mas convenientes. Por esta razén podemos concluir que es mejor

que la informacion sea de toda la poblacion.

Este analisis, permite entender cuan importante es que el avance de una enferme-
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10000

—— No cautelosas |

— Cautelosos

i SN
—

— Infectados

G
—— Mo cavtelosos |

— Cauteloscs
— Infectados

(a) de vecinos (b) de toda la poblacién

Figura 4.13: Dindmicas de origen de la informacion

dad sea de conocimiento piblico. Que los medios de comunicacién se encarguen de
divulgar, de manera clara y veridica, la situaciéon en que se encuentra la poblacién

ante cierta epidemia.

Ya vista la importancia de los medios de comunicacién en la propagacion de
una enfermedad, analicemos otra medida, cuyo desarrollo va a depender de toda la
poblacién, es lo que hoy conocemos como distanciamiento social y se vera reflejado

en la densidad.

4.6. Variacion de la densidad

La densidad es un parametro que al menos puede tener dos interpretaciones,
ambas muy interesantes. Podemos decir que, cada uno de esos espacios que quedan
desocupados cuando d < 1 son espacios vacios y tomarlo como distanciamiento so-
cial. O de lo contrario, podemos tomar estos espacios como individuos inmunes a la
enfermedad, ya sea por vacuna o por cualquier otra razon, individuos que aunque
estan alrededor de otros no afectan su comportamiento, pero ocupan un espacio que

no podra ocupar nadie mas.

Para variar la densidad utilizaremos el mismo autémata de 100 x 100, con el que

hemos estado trabajando. Lo dividiremos en 4 automatas de igual tamano, a dos
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de ellos le pondremos densidad d = 0.7, a otro d = 0.5 y por ultimo, al restante
le pondremos d = 1. Esta representaciéon nos puede dar la idea de una poblacién
con distintos estandares sociales, donde la personas con menos recursos economicos,
se ven obligadas a relacionarse mas; y donde al mismo tiempo existe una poblacién
que toma més espacio geografico para que convivan menos individuos; y existe otra
poblacién, llamemosla media, la cual tiene como densidad d = 0.7, que se mantiene
entre las otras dos. Analizaremos las diferencias entre las clases de cada uno de estos

cuatro automatas, teniendo en cuenta que comparten fronteras.

Tomemos 10 tiempos aleatorios consecutivos y veamos la geografia del automata
(ver Fig:4.14).

Figura 4.14: Evolucién en el tiempo para distintas densidades

En este intervalo de tiempo que gréficamos se puede observar que no se propaga
la enfermedad por el cuadro donde la densidad es de 50 %, pero sera esto cierto para
todo el tiempo, o solo un efecto que se vio en este pequeno intervalo. Para aclarar
esta duda, se graficaran las distintas clases atendiendo a la densidad de cada espacio
(ver Fig:4.15).

Por lo que podemos concluir que bajo estos parametros, de infeccion, recuperacion

e intercambio, si se vacuna a la mitad de la poblacion eliminariamos la enfermedad.

Teniendo esta conclusion, es imposible entonces no preguntarse cudl sera el valor

maximo de la densidad, para el cual la epidemia se termina.
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(a) No cautelosos (b) Cautelosos (c) Infectados

Figura 4.15: Comportamiento de las tres clases bajo distintas densidades

4.6.1. Maximo valor de la densidad que lleva la epidemia a

cero

Para hacer este experimento tomaremos un autémata de tamano 50 x 50 con las
mismas condiciones iniciales que los casos analizados anteriormente. Es decir, toma-
remos un automata similar a los cuatro que vimos anteriormente. A este autémata
le variaremos la densidad hasta ver que se elimina la enfermedad. De esta forma
encontraremos el maximo valor de la densidad que nos ofrece una poblacién libre de

infeccién (ver Fig:4.16).
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(a) d =0.85 (b) d = 0.75 (c) d =0.65 (d) d = 0.55

Figura 4.16: Densidad méaxima que elimina infeccion.

Como se puede observar para una densidad de 0.55 se podria eliminar la infeccion,
por tanto para cualquier valor menor a este también. Lo que permite tener una idea
de la cantidad de individuos a inmunizar o quizas del distanciamiento social que se
debe tener. Pero, este experimento, representa en la realidad una poblacién donde
cierta cantidad de personas es inmunizada o distanciada, pero permanecen aislados
del resto del mundo. Que pasaria entonces si efectivamente se inmuniza parte de la

poblacién, pero llegan individuos nuevos infectados. A este problema esta dedicado
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la siguiente subseccién.

4.6.2. Adicionando infectados a una poblacién con baja den-
sidad.

Teniendo en cuenta que en este experimento, al igual que en el anterior, tenemos
una poblaciéon pequena y que cada dia van a llegar nuevos individuos infectados,
tomaremos un valor pequeno. Estas nuevas infecciones se podran posicionar en el
lugar de un individuo, lo que indicaria que no llegdé un individuo nuevo, si no que
éste se infecto fuera de la poblacion que analizamos; o podra tomar un lugar de los
que estabamos considerando vacios, lo que significaria hablando de distanciamiento
social, que llega un nuevo individuo y es necesario hacerle un espacio, y hablando de
inmunizacién que no era inmunizacion total y después de cierto tiempo el individuo

volvié al sistema.

Es razonable pensar que si estos nuevos infecciosos ocupan el lugar que antes
habiamos supuesto vacio, no vamos a eliminar la enfermedad, pues, al irlos metiendo
al sistema, aumentard la densidad y ya vimos que con densidades altas y nuestros

supuestos no se elimina la enfermedad.

Analicemos entonces el otro caso, en el que la infeccion llega a un individuo que
estaba en el sistema, pero que no estaba infectado. Lo que significa, en el mundo real,
que el individuo se contagia fuera del sistema. Es decir, una persona de la poblacién

estudiada, sale un tiempo de esta poblacién y al regresar esta infectada.

Sin ver el resultado de los experimentos, es logico suponer que se va a necesitar
una densidad m&as pequena para acabar la infeccion, por tanto empezaremos con
d = 0.55. La pregunta es cudnto mas pequena (ver Fig:4.17). En este caso especifico

vamos a utilizar la llegada de 5 nuevos infectados por semana.

Como se puede ver adicionando nuevos infectados, tendriamos que bajar la den-
sidad a 0.25 para poder eliminar la enfermedad. Lo que en temas de vacunacién,

significa vacunar un 75 % de la poblacion.
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(a) d =0.55 (b) d = 0.45 (c) d=0.35 (d) d =0.25

Figura 4.17: Adicionando nuevos infecciosos

Habiendo visto cudl es la densidad méaxima que elimina la enfermedad de una
poblacién, incluso cuando a ella siguen llegando individuos infecciosos del exterior,
pasemos a ver qué pasaria si existiera otra clase, una clase de inmunes por corto

tiempo.

4.7. Agregando una nueva clase

Hasta este momento, hemos estado trabajando con tres clases, susceptibles cau-
telosos, susceptibles no cautelosos e infectados, para este experimento agregaremos
una nueva clase, recuperados. A esta nueva clase iran los infectados al recuperarse,

estaran en ella en promedio un mes y luego se iran a susceptibles no cautelosos.

Algunas enfermedades contagiosas tienen un periodo tras la infeccién que se co-
noce como inmunidad temporal. En dicho periodo los individuos no se reinfectaran
pues tienen la proteccién producida por su propio sistema inmunoldgico. Recupe-
rados es la clase que representa este periodo de inmunidad tras contagio de ciertas
enfermedades . Pero de no tener este periodo de inmunidad la enfermedad en analisis,
podemos llamar a recuperados el tiempo que debe quedarse en reposo una persona
tras recuperarse para evitar un recontagio rapido. Esta clase lo que hace es sacar del
sistema, por 30 dias en promedio, a las individuos cuando dejan de ser infecciosos
(ver Fig:4.18).

Por primera vez aparecen en nuestro sistema oscilaciones ciclicas. Por lo que,
aunque el tiempo de inmunidad tras contagio no es modificable en una enfermedad,

vamos a variar este tiempo para analizar si las oscilaciones son su concecuencia.
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Figura 4.18: Agregando inmunidad temporal

En la figura:4.18, el tiempo de inmunidad era, en promedio de 30 dias, y el periodo
de las oscilaciones es de 90 dias aproximadamente. Analicemos para 15 y 45 dias de

inmunidad temporal (ver Fig:4.19).

-

(a) 15 dias (b) 45 dias

Figura 4.19: Variando inmunidad temporal

Como podemos ver en Fig:4.19a, el periodo de oscilacién para una inmunidad
de 15 dias es de aroximadamente 50 dias, lo que seria tres veces su periodo de
inmunizacién, similar al caso de Fig:4.19b, donde el periodo de oscilacion es de apro-
ximadamente 110 dias casi tres veces el de inmunidad tras contagio, que lo tomamos
como 45. Por tanto, podemos decir que las oscilaciones son un resultado del retraso
que metemos al sistema, cuando ponemos una clase de individuos que durante un

tiempo no interfieren en la dindmica.
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La existencia de la clase recuperados es una condicion que no se puede controlar,
pues la inmunidad tras contagio es una caracteristica de la enfermedad que no se
puede cambiar y seria muy dificil hacer que queda persona infectada permanezca en
aislamiento por un tiempo prolongado tras su recuperacién. Sin embargo, la existen-
cia de la clase recuperados disminuye de una manera muy brusca la clase infectados,

lo que permite eliminar la infeccion de la poblacién mas facil.

Una medida que quizas sea mas facil de aplicar es el desarrollo de campanas
de concientizacién. Esta medida haria que crezcan la cantidad de cautelosos, los
cautelosos tienen menos probabilidad de contagio y menos probabilidad de contagio

es menos infeccién.

4.8. Campanas de concientizacion

En este caso dirigiremos las campanas de concientizacion a los individuos ya
cautelosos, mostrandole que a pesar de las molestias y el cambio en su vida deben
mantener su conducta. Cada campana debe hacer énfasis, en la concecuencia directa
que trae su comportamiento en su probabilidad de contagio. Mostrando, especifica-
mente, que sus vecinos son su principal fuente de infeccion y que como tal, al tener
la infeccién cerca deben mantenerse en su estado. Lo que en el modelo significa que
si un individuo cauteloso tiene un vecino infectado la probabilidad de volverse no

cautelosos, ca, es cero (ver Fig:4.20).

—— No cauteksas —— Mo cavtekses |
—— Cautebsas " —— Cautelsos

— Infactados | : — Infectados

(a) Sin campafia (b) Con campana

Figura 4.20: Campanas de concientizacién
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Se puede observar que con campanas de concientizacién la cantidad de infectados
disminuye. En este caso, la variacion de la clase es pequena, debido a que sin campana
la probabilidad de covertirse en no cauteloso es 0.1 que es un valor cercano a cero.

Por lo que la campana no aporta grandes variaciones en este caso.

4.9. Conclusiones

La reduccién de las vecindades permite que sea una medida de control tangible
aislar el espacio donde hay infeccién de la poblacion total. Esta variacion es, ademas,
una idea mas cercana a la realidad, pues todas las personas tienen un grupo con el
que se relacionan. Sin embargo, no es cierto que solo este grupo les puede ofrecer
informacion. La presencia de los medios de comunicacion para ofrecer informacién
de una epidemia es una medida, que aunque no se tiene en cuenta usualmente, puede

ayudar a controlar la enfermedad.

Otras medidas que ayudan a controlar la enfermedad son la inmunizacién de cier-
to porcentaje de la poblacion y el distancimiento social. En este capitulo mostramos
que porcentaje es necesario inmunizar o cuanto distanciamiento hay que tomar inclu-
so cuando siguen llegando infectados al sistema. Se estudiaron, ademas, las campanas
de concientizacion como medida de control, arrojando en este caso pocas variaciones

a la dindmica

En este capitulo, también, se estudio una medida que aunque no es una medida
que puede ajustar el ser humano facilmente, ofrece grandes variaciones al sistema.

Esta medida es la adicion de una clase de recuperados.

Este capitulo nos permitié analizar matematicamente ciertas medidas que muchas
veces escuchamos pero nos sabemos que significan realmente, todas ellas tomando el
peor caso posible: recuperados regresan a no cautelosos. Permite ademés tener una
idea de en que magnitud beneficia cierta medida. Lo que permitiria a expertos hacer

una comparacion entre costo econémico de la medida contra beneficio epidemioldgico.



Conclusiones

El virus SARS-COV-2, lleg6 al mundo y atrapé a gran parte de la humanidad
descuidada y trajo consigo caos. El 2020 comenz6 demostrandonos que existe un gran
riesgo para la poblacion mundial, las epidemias, y que muchas veces no les prestamos
tanta atencion. Nos ensend que aunque existen muchos modelos, para el estudio de
enfermedades, no son suficientes. Nos dimos cuenta que es de vital importancia saber
cudntas personas se van a infectar al mismo tiempo, para gestionar espacio en los
hospitales; o cuantas personas debemos inmunizar para acabar con la enfermedad; o
simplemente que medidas de control son mas eficientes.

En este trabajo nos basamos en una variaciéon del modelo de Kermack y McKen-
drick que describe una enfermedad donde los recuperados regresan a ser susceptibles,
pero también estudia la influencia que tiene la reaccién de los individuos ante la en-
fermedad. Dicho modelo divide la poblacion en tres clases: susceptibles no cautelosos,
susceptibles cautelosos e infectados, donde los susceptibles no cautelosos tienen ma-
yor probabilidad de contagio que los cautelosos.

Aunque para la creacién de nuestro modelo nos basamos en esta idea, decidimos
describir las personas de una manera mas individual, es aqui cuando se decidi6 usar
los autématas celulares. Para hacer el modelo mas realista se usé un autémata celular
probabilistico con fronteras periodicas, con vecindad tipo Von Neumann de 2 capas

lo que indica que cada individuo se relaciona en promedio con 12 personas.

= En el desarrollo del trabajo se estudiaron diferentes posibilidades para el regreso
de los individuos a las clases susceptibles. Se manejo un caso en que todos los
recuperados son cautelosos, el caso donde una parte se hace cautelososa y la
otra no y el caso donde todos los individuos recuperados son no cautelosos.

Aunque este ultimo caso, donde todos los individuos recuperados pasan a ser

65
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no cautelosos es el peor escenario y es poco probable fue el que se eligié pues

cada medida de control que funcione en este caso funcionara en los demas.

= Un aspecto muy importante para este modelo es la informacién, pues si los
individuos no conocen la existencia de la enfermedad no hay ningiin motivo
para que se mantengan cautelosos y asi disminuya su probabilidad de infeccion.
En este caso se esta diciendo que los individuos solo se infectan de sus veci-
nos, pero no necesariamente tienen que informarse de ellos. La difusion de la
informacion ofrece una gran ayuda en la disminucién de la enfermedad. Es por
esto que creemos que la presencia de los medios de comunicacién ofreciendo

una clara y precisa informacion es una medida de control muy eficaz.

= Otro aspecto que se pudieron estudiar gracias a las bondades de los autéma-
tas celulares es la densidad de la poblacion. Que el tamano de la poblaciéon
sea menor que la cantidad de celdas del autéomata puede tener muchas inter-
pretaciones, este trabajo se basé en dos. La primera interpretacion es que los
espacios vacios son un espacio libre que representa el distanciamiento social
del que todos hemos oido hablar esta tultima temporada. La otra interpreta-
cion que sde le asocié a estos espacios vacios es que no son realmente vacios,
si no que estan ocupados por personas inmunes, que no afectan la dinamica de

la poblacién pero si ocupan un lugar.

Para el estudio de la densidad, nos basamos en un territorio que se divide en
distintos espacios, acorde a la posicion social de sus habitantes. Un espacio
que asignamos a un poder adquisitivo bajo donde todas las celdas estaban
ocupadas, una clase media donde el 70% de los celdas estaban ocupadas y
una clase alta donde solo la mitad de las celdas estan ocupadas. El resultado
fue triste, humanamente hablando, pues en poco tiempo la clase baja estaria
totalmente infectada mientras que la alta tiene resiliencia a la enfermedad.
Este analisis se hizo pensando en la primera interpretacion de la densidad,
donde celda vacia es equivalente a distanciamiento social o para el caso donde

la inmunizacién tiene costo monetario.

= El resultado anterior nos llevé a preguntarnos qué porcentaje de la poblacion

tiene que ser inmune para que la enfermedad no se desarrolle y bajo nuestros
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supuestos y los parametros usados se obtuvo que solo un 45 % cuando no llega
infeccién del exterior y un 75 % cuando los individuos salen del sistema para
contagiarse y luego regresar a él. Es asi como se destacan dos medidas de
control muy eficaces, el distanciamiento social y la inmunizacién de parte de

la poblacién.

= El siguiente andlisis se basé en agregar al sistema una nueva clase de recupera-
dos, los cuales no van a afectar la dindmica durante un periodo de tiempo. Esta
medida tiene grandes ventajas para la disminucion de la enfermedad, pero no
la recomendamos como medida de control porque el periodo de inmunidad tras

infeccién no lo podemos manejar es una caracteristica de cada enfermedad.

= La dltima medida de control estudiada fue el desarrollo de campanas de con-
cientizacién. Los individuos cautelosos se cansan de mantener su conducta,
cuando la enfermedad se extiende en el tiempo, ellos solo quieren recuperar su
vida normal. La vida normal de un individuo cauteloso la mayoria de las veces
es ser no cauteloso y con ello aumentar su probabilidad de infeccion. Es por
esto que recomendamos como una medida de control de vital importancia la
explicacion a los individuos cautelosos de los beneficios que les trae su com-
portamiento que deben mantenerlo y en especial cuando entre sus vecinos hay

infectados.

Luego de todo el andlisis realizado podemos decir que es de vital importancia
la difusion clara y veridica de la informacién sobre la epidemia por los medios de
comunicacion. Que el distanciamiento social del que hablamos mucho puede eliminar
una epidemia y que no es necesario inmunizar toda la poblacion para estar libre de
enfermedad. Por ultimo, pero no menos importante, la conducta de las personas es
de vital importancia para acabar una epidemia, por lo que las campanas de concien-
tizacion no deben faltar sobretodo enfocadas a las personas que ya sabemos que son

capaces de ser cautelosos.
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Trabajos futuros

Las medidas de control son de vital importancia, por lo que seria muy valioso
analizar los resultados obtenidos en casos donde los pardmetros de infeccién y re-
cuperacion ya sean conocidos. Comparar la eficacia de las medidas contra el costo
monetario de aplicarlas nos ayudaria a tener estabilidad durante pandemias, éste

serfan un tema muy interesante para futuros trabajos.
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