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RESUMEN

En esta tesis abordamos el problema de seleccidn de portafolio 6ptimo para un modelo de
inversion en un activo que presenta cierto riesgo de liquidez. Para modelar el precio del activo,
utilizamos un proceso continuo y positivo S el cual es una estructura de tipo Ito-Lévy con al-
gunas condiciones de regularidad e integrabilidad. El aspecto de poca liquidez se ve reflejado
en restricciones en los tiempos de transaccion, los cuales corresponden a tiempos aleatorios
y discretos siguiendo una ley Poisson. La metodologia que hemos utilizado para encontrar
una estrategia de inversion ptima es plantear una ecuacion de programacion dindmica y des-
pués de encontrar una solucién, comprobar mediante argumentos de verificacion, que dicha

solucion corresponde a la funcion de valor para el problema de optimizacion.

Palabras Clave
Programacion dindmica, Riesgo de Liquidez, Inversion optima, Consumo, Semimar-

tingala, Formula de Ito.
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INTRODUCCION GENERAL

En la industria financiera hay muchos tipos de riesgos que requieren una atencién espe-
cial por parte de los profesionales en el drea. Entre ellos, los mas importantes son el riesgo
de mercado, el riesgo de crédito y el riesgo de liquidez; este tltimo serd el que se abordara en
este trabajo. La falta de liquidez aparece frecuentemente en los mercados y esta relacionada
a muchos factores diferentes, es por ello que existen en la literatura muchos enfoques para
modelar este problema. Davis y Norman [5] y Cetin y Rogers [3] plantean que para mantener
una frecuencia de transacciones, se debe pagar un alto costo de liquidez. Longstaff [8] consi-
dera un mercado con un activo que es siempre liquido y otro activo que puede ser negociado
inicialmente, pero no se puede negociar de nuevo hasta el final de un periodo de tiempo. El
enfoque que vamos a tomar acd para la liquidez, es suponer que un activo posee restricciones
en los tiempos de transaccion. En nuestro modelo, un agente puede observar y negociar el
activo, inicamente en tiempos aleatorios dados por un proceso de Poisson no homogéneo.

Esta tesis presenta un estudio del problema de eleccion de portafolio optimo y esté divi-

dida en tres capitulos, de la siguiente manera:

CAPITULO 1: este capitulo corresponde a los preliminares necesarios para para com-

prender la dindmica del proceso de precio (S;):>o que se ha supuesto para el activo



con riesgo. Se define el concepto de semimartingala y se construye una integral con

respecto a una semimartingala. Después de eso, se consideran procesos de la forma

X(t) = X(0)+ /Otoz(s)ds + /Otﬁ(s)dB(s) + /Ut/Rv(s, 2)N(ds, dz),

los cuales son llamados procesos de Ito-Lévy. Se presenta la formula de Ito para este
tipo de procesos y finalmente se incluye una version del teorema de Girsanov para este

caso.

CAPITULO 2: En este capitulo se considera un agente que tiene un capital inicial X,
para ser invertido durante un periodo de tiempo [0, 7. El agente solo puede cambiar su
posicién en los tiempos (7,,),>0, donde (7,,),,>0 €s una sucesion creciente de tiempos
de llegada de un proceso de Poisson. En cada uno de estos tiempos, el agente elige una
cantidad «,, de su capital para ser invertida en el activo. Por lo tanto, su proceso de
capital sigue la dindmica

S,

S —
:X7n+an e n) n = 0.

X
S,

Tn+1
Una estrategia de inversion (o, ),>o es llamada admisible si
X, >0 Vn > 0.

Denotaremos por A el conjunto de todas las estrategias admisibles. El principal resul-
tado de este capitulo es encontrar
Vo =sup E[U(X7)],
acA

para una funcién de utilidad U.

CAPITULO 3: este capitulo es una modificacién al modelo planteado en el capitulo 2,
aunque la misma dindmica para el precio es asumida, el proceso de capital ahora tiene

la forma

— Co(Tn1 — o), n >0,




donde ¢, (7,41 — 7,) representa un consumo que el agente puede hacer de su capital
durante el periddo (7, 7,+1]. En este caso se resuelve el problema de optimizacion,
Vo= sup E[U(Xr)+ ) Ulen)(asir));
(on,cn)€C n—0

donde C es el conjunto de estrategias de inversion/consumo tales que su proceso de

capital asociado X, > 0.







CAPITULO 1

PRELIIMINARES

1.1. Procesos de Ito-Lévy

Los procesos de Ito-Lévy son una generalizacion de los procesos de Ito. En este caso las
trayectorias no son continuas y los saltos estan relacionados a un proceso de Lévy y por lo
tanto hay que modificar las herramientas bdsicas de procesos de Ito. Dos conceptos son de
suma importancia para definir formalmente un proceso de Ito-Lévy; los procesos de Lévy y
las semimartingalas. El objetivo de esta seccion es presentar una breve introduccion a estos
conceptos. Los contenidos que acé se presentan, fueron tomados de [14] y [12].

Comenzamos con un par de definiciones técnicas que serdn de utilidad.
Definicion 1.1.1. Sea (G;);>( una filtracion en una sigma dlgebra G. Decimos que

i) (Gi)i>0 es continua por la derecha si G; = G+ donde G;+ = ﬂ Gu

u>t

ii) (G:t)i>o es continua por la izquierda si G; = G;- donde G;- = ( U Qu)

0<u<t



1.1. Procesos de Ito-Lévy

iii) (Gi)i>o es continua si G, = G- = G+.

Definicion 1.1.2. Diremos que una filtracion {F; }:>( satisface las condiciones usuales si es

continua por la derecha y J, contiene todos los conjuntos P—nulos de F.

En adelante supondremos que nuestro espacio de probabilidad (2, F,F = (F;)>0, P) es

completo y la filtracidn satisface las condiciones usuales.

1.1.1. Procesos de Lévy

Definicion 1.1.3. Sea X = (X;);>0 un proceso adaptado a la filtracién F; con X, = 0 c.s.

Decimos que X es un proceso de Lévy si

1) X tiene incrementos estacionarios; esto es, X; — X tiene la misma distribucién que

Xis,0< s <t <o0.
i1) X; — X, es independiente de F;, 0 < s <t < oo.
iii) X es continuo en probabilidad; esto es, Ve > 0
ImP(| X; — Xs| > ¢€) =0.
t—s
El siguiente teorema es clave para el entendimiento de un proceso de Levy. Su demostra-
cién puede encontrarse en [14].
Teorema 1.1.1. Sea X un proceso de Lévy.

a) Existe un tinico proceso de Lévy Y el cual es una modificacion cadlag (continuo por la

derecha con limites por la izquierda) de X.

b) Sea G, = F VN donde (F})i>o es la filtracién natural de X y N son todos los

subconjuntos P—nulos de F. Entonces (G)>o es continua por la derecha.

c¢) Sea T un tiempo de paro. En el conjunto {T < oo} el procesoY = (Y;)i>o definido por
Y: = Xpie — X es un proceso de Lévy adaptado a Hy = Fryi. Y es independiente

de Fry Y tiene la misma distribucion que X.

6



Capitulo 1. PRELIIMINARES

En vista del Teorema 1.1.1, siempre consideraremos un proceso de Lévy cadlag. Esto
nos permite definir el salto del proceso al tiempo ¢t > 0 como AX; = X; — X;- donde
X;- = limgy X,. Sea By la familia de conjuntos de Borel U C R cuya clausura U no
contiene 0; para U € B, denotamos por N (¢, U) el nimero de saltos de longitud AX, € U

hasta el tiempo ¢. Para ver que N (¢, U) es finito, definimos

Tn+1 = inf{t > Tn, AXt € U}

Dado que X tiene trayectorias cadlag, es facil verificar que {7,, > t € F;, = F;} y por lo
tanto 7,, es un tiempo de paro. Finalmente, trayectorias cadlag y el hecho que 77 > 0 c.s,

implican que lim,,_,, 7,, = oo c.s. Esto dltimo implica que N (¢, U) es finito y por lo tanto

N(tU)= > 1y(As).

0<s<t

Hay varias medidas ttiles relacionadas a proceso de Lévy, por ejemplo, es claro que para
todo (t,w) € [0,00) x €, la funcién U — N(¢,U) define una medida de contar en B,. EL

Teorema 1.1.2 presenta otras medidas que permitirdn caracterizar los procesos de Lévy.
Teorema 1.1.2. Sea U € B, .

a) La funcion U — N(t,U) define una medida o-finita en By para todo (t,w) € [0, 00) X

Q). Denotamos la forma diferencial de esta medida medida N (t, dz).

b) La funcion [a,b) x U — N(b,U) — N(a,U) define una medida o—finita en [0, c0)
para w fijo. La forma diferencial de esta medida es N (dt, dz).

¢) La funcion v(U) = E[N(1,U)] define una medida o—finita en By, llamada la medida
de Lévy de X.

d) Elproceso my(t) = N(t,U) define un proceso de Poisson con intensidad \ = v(U).

7



1.1. Procesos de Ito-Lévy

Observacion. i) La medida N(¢,dz) es una medida de contar, por lo tanto para cualquier

funcién f Borel medible y finitay U € B,

/U FEN( ) = 3 FAX)1p(AX,)

0<s<t

ii) Sea R > 0. Puede probarse que el proceso

MF = / (N(t,d2) — to(d2))

5 <IZI<R

es una martingala en L?((), F,P) que converge en este espacio a un limite M; el cual

denotaremos por

M, = /| V7)),

Ejemplo 1.1.3. Dos ejemplos de procesos de Lévy son el Movimiento Browniano y el Proce-
so de Poisson. Otro caso importante es el Proceso de Poisson Compuesto. Sea X (n), n € N
una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tomando
valores en R y con distribucién px y sea 7(t) un proceso de Poisson con intensidad ), inde-
pendiente de (X (n)),>0-

El proceso de Poisson compuesto Y (¢) es definido por

Un incremento de este proceso es dado por

7(s)
Y(s)=Y(t)= > X(k), s>t

k=m(t)+1

Este incremento es independiente de X (1),..., X (w(t)), y su distribucion depende de la
diferencia (s—t) y de la distribucién de X (1). Asi Y (¢) es un proceso de Lévy. Para encontrar

la medida v de Y (t), note que si U € By entonces

v(U) = E[N(1,U)] = E[ 3 1U(AY(3))].

0<s<1
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El siguiente teorema dice que siempre podemos descomponer un proceso de Lévy como
la suma de un proceso de saltos y un Movimiento Browniano con deriva. Una prueba sencilla

puede consultarse en [14]

Teorema 1.1.4. Sea X; un proceso de Lévy, entonces

Xt:at+aB(t)+/ N(t,dz) +/ N(t,dz),
\Z|<R |z[=R

donde o0 € R, R € [0,00], N(t,dz) = N(t,dz) — tv(dz) y B(t) es un movimiento Brow-

niano.

Teorema 1.1.5. En el Teorema 1.1.4 siempre es posible elegir R = 1. Si E[| X;|] < oo, para
todo t > 0, entonces,

/ |z|v(dz) < 0o
|2>1

y por lo tanto podemos tomar R = oo y asi

X, =at+oB(t)+ / ZN(t,dz).
R

1.1.2. Semimartingalas e Integracion Estocastica

La integral de Ito esta definida para un conjunto muy limitado de procesos estocdsticos,
Sin embargo muchas aplicaciones requieren considerar integradores mas generales. Asi es

necesario construir un concepto de integral que incluya un conjunto més amplio de integrales.

Definicion 1.1.4. Un proceso H se dice simple predictible si H tiene una representacion

Hy = Hol{o}(t) + Z Hil(Ti:TiH](t)’

i=1
donde 0 =177 < --- < T4y < oo es una sucesion finita de tiempos de paro, H; € Fr, con

|H;| < oo c.s. La coleccion de procesos simples predictibles sera denotada por S.

Llamaremos S, el conjunto S con la topologia de convergencia uniforme en (¢,w) y
L° el espacio de variables aleatorias finito valuadas con la topologia de convergencia en
probabilidad. Para un proceso X definimos la funcién lineal Iy : S, — L° como

Iv(H) = HoXo+ >  Hi(Xr,, — Xz,).

i=1

9



1.1. Procesos de Ito-Lévy

Definicion 1.1.5. Diremos que un proceso adaptado X es una semimartingala total si X es
cadlag y la funcién Iy : S, — L° es continua. Diremos que X es una semimartingala si

VT > 0, (X7a)i>0 €8 una semimartingala total.

Una consecuencia inmediata de la definicion es que el conjunto de semimartingalas forma
un espacio vectorial. También se sigue que si una semimartingala es adaptada a una subfil-
tracion G de F, entonces X es también una G-semimartingala. Otro hecho importante es
que la propiedad de ser semimartingala es local. Para un proceso X y un tiempo de paro 7',

definimos el proceso parado en 7'— como XtT_ = Xiljo<iery + Xr_lyr>4).

Teorema 1.1.6. Sea X un proceso adaptado y cadlag. Sea (1)) una sucesion creciente de
variables aleatorias positivas creciendo a infinito y (X™) una sucesion de semimartingalas

tal que para todo n, X~ = (X")In~, entonces X es una semimartingala.

Definicion 1.1.6. Diremos que un proceso X cadlag es descomponible si puede ser escrito
como X; = Xy + M, + A;, donde My = Ay = 0, M es una martingala localmente cuadrado
integrable y A es un proceso adaptado, cadlag y de variacion finita en los compactos de

[0, 00).

En vista del Teorema 1.1.4, un proceso de Lévy es un proceso descomponible. El siguiente

teorema proporciona buenos ejemplos de procesos que son semimartingalas.
Teorema 1.1.7. Son semimartingalas

a) Cualquier martingala en L? con trayectorias cddlag.

b) Un proceso descomponible.

¢) Un proceos de Lévy.

d) Una martingala local con trayectorias continuas.

Vamos ahora a definir integracion estocastica respecto a una semimartingala. Del Teorema

1.1.7 se sigue en particular que el movimiento Browniano es una semimartingala, asi una

10



Capitulo 1. PRELIIMINARES

definicion de integral, deberia coincidir con la integral de Ito cuando el integrador es un
movimiento Browniano. Sea D el espacio de procesos adaptados con trayectorias cadlag,
IL el espacio de procesos adaptados con trayectorias caglad (continuas por la izquierda con

limites por la derecha) y blL los procesos en L con trayectorias acotadas.

Definicion 1.1.7. Una sucesién de procesos (H"),>; converge a un proceso H uniforme-
mente en compactos en probabilidad(ucp) si para todo ¢ > 0, supy<,<; | H]' — H,| converge a

0 en probabilidad.

Sean D¢y, Lyep ¥ Suep l0s respectivos espacios con la topologia ucp. Podemos metrizar

Dycp por
= 1
d(X,Y) = E 2—nE(m1’n{1, sup |Xs —Yi|}).

—1 0<s<n

Dyep €s de hecho un espacio métrico completo y S, €s denso en L.

Definicion 1.1.8. Para H € Sy X un proceso adaptado y cadlag, definimos la funcién lineal
J X . S—D
Jx(H) = HoXo+ Y Hy(X"+ = XT),
i=1
donde X" = X1, a¢- Llamamos Jx (H) la integral estocéstica de H con respecto a X.

Teorema 1.1.8. Sea X una semimartingala. La funcion Jx : Sycp — Dyep es continua.

Para una semimartingala X, el operador Jx es continuo en S,., y ademds S, es denso
en L,.,. Asi Jx se puede extender de S a L por continuidad, dado que D,,., es un espacio

métrico completo.

Definicion 1.1.9. Sea X una semimartingala. La extension continua de Jx : Ly, — Dyqp €5

llamada la integral estocdstica.

Para H € L y X una semimartingala, denotaremos la integral

(Jx(H))y=H - X; = /Ot H,dX,.

11



1.1. Procesos de Ito-Lévy

1.1.3. Variacion Cuadratica de una Semimartingala

El proceso de variacion cuadratica de una semimartingala es un concepto de gran impor-

tancia en el estudio de integracion estocastica.

Definicion 1.1.10. Sean X y Y semimartingalas. El proceso de variacioén cuadrética de X,

denotado por [ X, X| = ([X, X];)s>0 es definido por
(X, X] = X*— Q/XdX,
con Xy_ = 0). La covariacién cuadritica de X y Y, es definida por
[(X,Y] :XY—/X_dY—/Y_dX.

Es fécil ver que el operador (X,Y) — [X,Y] es bilineal y simétrico, esto nos da la

identidad de polarizacién
X,Y] %([X LY, X 4Y] = [X, X] - [V, Y]).
Recordemos que para un proceso X, X T denota el proceso X = Xr,;.
Definicion 1.1.11. Sea o una sucesion finita de tiempos de paro finitos:
0=T<T1 < <T} < 00.
La sucesién o es llamada una particion aleatoria. Una sucesion de particiones aleatorias o,
op Ty <17 <--- <T¢

se dice que tiende a la identidad si

1) lim,, oo sup, I}’ = oo c.s.;y

ii) ||on|| = supy, [T}, — T}'| converge a 0 c.s.

Teorema 1.1.9. Sea X una semimartingala. El proceso de variacion cuadrdtica de X es un

proceso adaptado, cadlag y creciente. Mds atin, satisface las siguientes propiedades

12
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i) [XvX]O = XOQyA[X’X] = (AX)Q

ii) Si o, es una sucesion de particiones aleatorias convergiendo a la identidad, entonces

X2 + Z Tha — XT')? 5 (X, X]
con convergencia en ucp, donde o, es la sucesion 0 =13 <T7" < --- < T paraT}
tiempos de paro.
iii) Si T es cualquier tiempo de paro, entonces [X7,X] = [X,XT] = [XT XT] =

(X, XTH
Un resultado andlogo se cumple para el caso de la covariacion.

Teorema 1.1.10. Sean X y Y semimaratingalas. El proceso [X, Y| satisface
) [X,Y]o=XoYoy A[X, Y] = AXAY
ii) Si 0, es una sucesion de particiones aleatorias convergiendo a la identidad, entonces

Xl 3 (Xt = XY T = Y) > [XV]

con convergencia en ucp, donde o,, es la sucesion 0 =1 <T1' < --- < T para T}

tiempos de paro.

iii) Si T es cualquier tiempo de paro, entonces (X1, Y] = [X, Y] = [XT ) YT] = [X,Y]"

1.1.4. Proceso Ito-Levy

Vimos que los proceso de Lévy son semimartiingalas, esto hace natural considerar proce-

so de la forma
X(t) = X(0) + /Ot ds+/6 JdB(s // 5, 2)N(ds, dz)

N(ds,dz) —v(dz)ds, si|z| <R

donde

N(ds,dz) =
N(ds,dz), si|z| > R

13



1.1. Procesos de Ito-Lévy

y a(t,w), B(t, w),y(t, z,w) son tales que las integrales existen. En forma diferencial

dX (1) = a(t)dt + B(t)dB(t) + / (¢, 2)N(dt, dz)

llamaremos estos procesos, procesos de [to-Lévy.

// s,z)N(ds, dz), 0<t<T.
E[/OT/Rfyz(t,z)y(dz)dt < 0,

el proceso M(t) es una martingala. Si

T
/ /72(15, 2v(dz)dt < 0o c.s,
o Jr

el proceso M (t) es una martingala local.

Teorema 1.1.11. Sea

Si

Teorema 1.1.12. (Férmula de Ito) Sea X un proceso de Ito-Levy. Sea | € C*(R?) y defina-
mos Y (t) = f(t, X(t)). Entonces,

4V (1) =0 (6, X () + 5 (1, X(0)[a(0)dt + 5B + 56 >a—f<t,X<t>>dt
# [ Ut wate2) = e X)) = Se X))y
|z|<R

+ [0 X () +1(2) = £ X)) N, d2)

Corolario 1.1.12.1. Sea X (t) un proceso de Ito-Lévy con X (0) = 0y a(t) = 0, entonces

_E[/OTBQ(t)dtnL/DT/RvQ(t, z)y(dz)dt]

Siempre que el lado derecho sea finito.

Observacion. Notemos que si

dX(t) = / 2N(dt,dz) € R

entonces por el corolario anterior, £[X 2(T ) =T [, 2°v(dz) < oo. Asi, se vale la isometria

/H t)dX (t /H2 /zu(dz),
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paratodo H € L, tal que H € L*([0,T] x Q), esto es tal que

1oy = B[ [ H2001] < ox.

Usando esto, podemos extender la definicion de la integral

/ : Y(t)dX(t) € L*()

a todos los procesos Y (t) que son limites en L*([0,7] x Q) de procesos H,,(t) € Lyep N

L*([0,T] x Q). Llamaremos tale s procesos Y (¢) proceso predictibles.

Ejemplo 1.1.13. El Teorema 1.1.12 es un resultado de mucha utilidad. Una aplicacién senci-
lla es generalizar el Movimiento Browniano Geométrico. Supongamos que X €s un proceso

de Ito-Lévy con ~(t, z) > —1. Consideremos la ecuacién diferencial estocéstica
dS; = S;—dX; = S(t—)a(t)dt + S(t—)B(t)dB(t) + / S(t—)v(t, z)N(dt,dz)
R

Definamos Y () = In S(t). Aplicando férmula de Ito

1 15%(1)S*(t-)
"}/(t,Z)S(t—) vldz
+/|Z<R {In(X(t—) + S(t—)v(t, 2)) — In(S(t—)) — St bv(dz)dt

dY (1) =

+ [ {In(S(t—) + S(t—)y(t, 2)) — In(S(t—)) }N(dt, dz)
~(a(t) - %5%))& + B(t)dB(1)
+/| i {In(1+~(t 2)) — v(t, 2) }r(dz)dt

—i—/R{ln(l +7(t, 2)) } N (dt, dz)

. Esto dltimo nos dice que

Y(t)_Y(O)Jr/t( ()——ﬁ2 ds+/ﬁ )dB(s)

/ /|z<R n(l+7(s,2) = (s, 2) pr(dz)ds
+/0 A{ln<1+v(8,2))}ﬁ(d5,dz),
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y por lo tanto
st =50 exp{ [ (ato) — 37} ds + [ 5106
+/Ot /Z|<R{ln(1+7(s,z)) (s, 2) Yu(dz)ds
+/Ot/R{ln(1+7(s,z))}N(ds,dz)}.

1.1.5. Teorema de Girsanov Para Procesos de Ito-Lévy

Consideremos (2, F,F = (F;):>0, P) un espacio de probabilidad filtrado, T > 0 fijo y
( una medida de probabilidad en Fr la cual es equivalente a P en JF7r. Por el teorema de

Radon-Nikodym
dQ
dP

para alguna variable aleatoria Z(7') la cual es Fr-medible y positiva P—c.s.

Z(T)

Lema 1.1.1. Supongamos que () << P(Q) es absolutamente continua con respecto a IP) con

% = Z(T') en Fr. Entonces
Q’th << ]P"th vVt € [O7T]

dQIF)
W)= 3|1 7)

En particular, Z(t) es una P-martingala.

= Bp[Z(T)| T, 0<t<T.

Lema 1.1.2. Supongamos que () << P con % = Z(T) en Fr. Sea Y (t) un proceso adap-

tado tal que Z(t)Y (t) es una martingala con respecto a P. Entonces Y (t) es una martingala
con respecto a ). Similarmente, si Z(t)Y (t) es una martingala local con respecto a P, en-

tonces Y (t) es una martingala local con respecto a Q.

Teorema 1.1.14. (Teorema de Girsanov para semimartingalas). Sea () una medida de pro-

babilidad en Fr equivalente a P, con

dQ = Z(t)dP en F, t€][0,T].
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Sea M (t) una P-martingala local. entonces el proceso M (t) definido por

N(t) = M(t) /0 —d“‘é’g(s)

es una ()-martingala local.

Teorema 1.1.15. (Teorema de Girsanov para procesos de Ito-Lévy) Sea X (t) un proceso de

Ito-Lévy de la forma

dX (t) = a(t)dt + f(t)dB(t) + / y(t, 2)N(dt, dz), 0<t<T.

Supongamos que existen procesos predictibles u(t),0(t, z) tales que

Bltyu(t) + / At 2)6(t, 2)u(dz) = alt)

R

y tal que el proceso
Z(t) =exp [—/Otu(s)dB(s)—%/otlf(s)ds
—l—/ot/Rln(l — 6(s, 2))N(ds, dz)
—i—/ot/R{ln(l—9(3,2))+9(5,z)}y(dz)ds] 0<t<T

es bien definido y satisface E[Z(T')] = 1. Defina la medida de probabilidad () en Fr por
dQ = Z(T)dP. Entonces X (t) es una martingala local respecto a Q).
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CAPITULO 2

MODELO DE INVERSION EN UN ACTIVO CON
RIESGO DE LIQUIDEZ

Muchos de los modelos financieros suponen que hay liquidez en el mercado, esto es,

que un agente puede vender o comprar acciones de un activo en cada instante de tiempo,
y que ademads este cambio de posicién no genera costos adicionales. Estos modelos, aunque
utiles, no son reales en la practica, pues en muchos mercados las transacciones solo se pueden
llevar a cabo en ciertos momentos. Ejemplos comunes de mercados que presentan este tipo
de impedimento son aquellos relacionados con capital humano, planes de pensién y fondos
de inversion.
En este capitulo consideraremos un problema de optimizacion de portafolios de inversion en
un horizonte de tiempo finito, cuando hay restricciones en los tiempos de transaccién. En
estos modelos, supondremos que los tiempos en los cuales se puede cambiar el portafolio
son aleatorios. Un modelo de este tipo, ofrece un panorama mds realista en contraposicion al
modelo clasico propuesto por Merton.

Algunos antecedentes al modelo planteado aqui son: Rogers y Zane [15] y Matsumoto
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2.1. Planteamiento del Modelo

[10] quienes proponen un modelo de inversion en un activo con riesgo y otro sin riesgo y
donde las inversiones se dan solo en los saltos de un proceso de Poisson homogéneo, pero el
proceso de precios es observado continuamente. Pham y Tankov [13] suponen un horizonte
de tiempo infinito y también que los tiempos de transaccion corresponden a un proceso de
Poisson, pero en este caso, el proceso de precio del activo es observado solo en los instantes

de transaccion.

2.1. Planteamiento del Modelo

Fijaremos un espacio de probabilidad (€2, 7, P) y un horizonte de tiempo finito 7". Supon-
dremos que un agente puede invertir en un activo con proceso de precios (.S;);>¢ s6lo en los
tiempos de llegadas (7;,),,>0 de un proceso de Poisson, el cual es independiente de (.S;);>. El

proceso de precios corresponde a la solucion de la ecuacion
t
5= So+ [ SidMi, So=s
0

donde M es un proceso de It6-Levy con My =0, AM > —1y
dM; = a(t)dt + p(t)dB; + /:0 z(N(dt,dz) — v(dz)dt). (2.1)
Asi, S; satisface la ecuacion diferencial estocastica
dS; = Si—|a(t)dt + B(t)dB; + /00 z(N(dt,dz) — v(dz)dt)|. (2.2)

-1
Supondremos ademas que
1. @ :[0,7] — R es una funcién determinista con fOT la(t)]dt < 0o
2. 3:[0,T] — (0,00) es una funcién determinista con fOT B2(t)dt < oo
3. ) St < oo

4. fOT 75 zv(dz)dt < oo
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Capitulo 2. MODELO DE INVERSION EN UN ACTIVO CON RIESGO DE LIQUIDEZ

5. v({T},(~1,00)) = 0, donde v(U, V) = [, [,, v(dz)dt. En otras palabras, estamos

suponiendo que al tiempo terminal 7', no hay saltos en el precio i.e ST = St_.

De acuerdo al Ejemplo 2.2,

S<t>=s<o>exp{/t< (5) = 2P d8+/ﬁ aB(s)

// In(1 + 2)N(ds, dz) // zudzds

=S(O)exp { M, — 5 /0 5(s)ds } exp /0 / 1 (ln(l—i—z)—z)N(ds,dz)}

=5(0) exp { M, — % /t 52(s)ds} exp { Z[ln(l + AM,) — AMS]}

s<t

=S5(0) exp Mt——/ﬁ2 ds Hl—l—AM)

Observacion. EL proceso que elegimos para modelar el precio del activo se justifica en lo

siguiente:

i) Podemos suponer que S(0) = 1y, dado que AM; > —1, entonces S(t) > 0y de hecho
S(t) > 0c.s.

ii) Es facil ver que S(t) es una generalizacién del movimiento Browniano geométrico, que

es comuinmente usado en finanzas para modelar el precio de los activos.

Para 0 <t < s < T, definimos el retorno entre ¢ y s como

Ss— 8 s
Zt,s et S t — {E(MS_Mt_% t ﬁ2(u)du) H e-AMu(l + AMU)} _ 1
t

t<u<s

y denotamos por p(t, s, dz) = P[Z; ; € dz].

Proposicion 2.1.1. Existe una constate C' > 0 tal que

/ 2|p(t,s,d2) < C
(_1700)

para todos 0 <t < s < T. Esto es E[|Z, s|] es uniformemente acotada.
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Consideraremos en el intervalo [0, 7"] un proceso de Poisson (/V;);>o no homogéneo con
funcién de intensidad A : [0,7") — (0, 00), donde lambda es una funcién determinista que

satisface

t
/ A(s)ds < o0, Vt < T,
0

/0 " Ms)ds = oo,

Con lambda construida de esta manera, tendremos una sucesion creciente e infinita de llega-
das en el proceso de Poisson en el intervalo [0, 7). Llamaremos esta secuencia (7,),>0- Es

facil ver que (7,,),>0 es una cadena de Markov homogénea con probabilidades de transicion,
P[Tpi1 € ds|, = t] = A(s)e™ ftsk(“)dul{tgsdp}ds.

El agente solo podrd observar el proceso de precios en los tiempos 7, s. Asi, la tnica
informacion observable para el agente es la del proceso (S, , 7, )n>0. Teniendo esto en mente,

definimos la filtracién de informacién observable F/ = (FL),>¢

féza{(STk,Tk):OSk:gn}, n>1 2.3)
y F{ es la sigma dlgebra trivial.

Observacién. Denotaremos por Z, = Z,._, ..y U(t,s) = \(s)e” /i X®9 La independen-

ciade N y S garantizan que para todo n > 0,
P71 € ds|FL] = U(7,, s)ds (2.4)
P[Zps1 € dz|FLV 0(Tni1)] = p(Tn, Tuyt, d2) (2.5)

En este modelo, el agente comienza con un capital X, > 0. Una estrategia de inversion es

un proceso no negativo (v, ),>o adaptado a la filtracién F’ donde «, representa la cantidad

22



Capitulo 2. MODELO DE INVERSION EN UN ACTIVO CON RIESGO DE LIQUIDEZ

del capital invertido en el activo en el periodo (7, 7,,11]. Suponiendo que el mercado de

dinero (el banco) paga una tasa de interés = 0, entonces el proceso de capital X satisface

X

Tos1 = Xgp +@pZpi1 n > 0.

Definicion 2.1.1. Una estrategia de inversion (o, ), >0 es llamada admisible si
X;, >0 Vn2>0.

Denotaremos por A el conjunto de todas las estrategias admisibles.

Observacion. Sea 0 <t < s. Dado que S > 0 c.s, entonces

Ss =S¢ > =5,

y por lo tanto

Zts: Ss_st

> 1,
) St

asi la condicion X

Tn+1

> 0, nos implica

X;, 2 —onZpi1 > oy > 0. (2.6)
Esta ultima desigualdad implica que no tenemos una posicion corta en el activo.

Por razones técnicas es importante introducir un proceso de capital continuo que sea com-
patible con nuestro proceso. Para esto es necesario considerar la sigma dlgebra no observable
g,

Gi=0(Su, Nu), 0<u<t}VN, 0<t<T,

donde N son todos los conjuntos P-nulos del proceso de Poisson (IV;)i>o. Es importante
resaltar que, en vista del Teorema 1.1.1, la filtracién G satisface las condiciones usuales y

ademds tenemos que

Flcg..
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e gp 1 rte?) g,
Proposicion 2.1.2. Sea L, = ¢ Jo ey @Bu=z Jo Gy y definimos la medida de probabilidad

Q tal que
dQ

— =T
d]P) T,

Entonces el proceso S es una 23 (Q), G) supermartingala.

Dado a € A, podemos definir el proceso de capital para 0 <t < T,

X = XTn + anZTn,t7 Th St < Tn+1 (27)
o equivalentemente
t
Xy =X +/ H,dS, (2.8)
0
donde H; es el proceso
00 o,
H, = S_l{fn<t§m+1}'
n=0 "

Notemos que H; representa la cantidad de acciones invertidas en el tiempo 7,,. El capital

terminal se puede obtener mediante

n—o0

T
T 0
La condicion (2.6) se traduce entonces a
0<S,_H <X,_. (2.9)

Denotamos por X el conjunto de procesos de capital (X;)o<i<r dados por (2.7) con la
condicién (2.9). Denotamos por X el conjunto de todos los procesos de capital positivos
dados por (2.7) pero usando un proceso general H el cual es G predecible, S-integrable y

HS

satisface (2.9). Para X € X, definimos el proceso valuado en [0, 1], m, = Tf Notemos

entonces que

dXt = WtXt—th,

donde M; esta dado por (2.1).
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2.2. Problema de Inversion ()ptima

Para el modelo de inversion planteado en la seccidn anterior y una funcion de utilidad U,
el problema consiste en encontrar una estrategia admisible o € A que optimice E[U (X7)].

La funcidn de utilidad U debe satisfacer las siguientes condiciones:
1. U es de clase C", estrictamente creciente y estrictamente céncava en (0, 00)
2. U'(04+) =0y U'(c0) =0
3. Existe una constante C' > 0y p € (0, 1) tal que

Ut(z) <C(1+aP), Vo >0

4. U(0) > —o0, o existen C' > 0y p’ < 0 tal que

U= (z) < C'(1+a¥), Vx> 0.

Ejemplo 2.2.1. Como funcién de utilidad podemos considerar U(z) = In(x). En efecto, es

facil ver que U satisface las condiciones 1y 2, la condicién 3 se satisface tomando C' = 1y

z"—1
r 2

p = % y para la condicion 4, se puede elegir ' = 1y p' = —%. La funcién U(z) =

r < 1 también satisface las condiciones para ser funcion de utilidad en nuestro caso.

2.3. Programacion Dinamica
Recordemos que uno de nuestros objetivos es resolver el problema de optimizacion

Vo = sup E[U (X7)].

acA

Para esto intentaremos encontrar una ecuacion de programacién dindmica. El siguiente lema

nos brinda una manera de definir dicha ecuacion.
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Lema 2.3.1. Sea o € Ay sea (X,,)n>0 el proceso de riqueza asociado a la estrategia

n

. Consideremos una funcion medible v : [0,T) x (0,00) — R tal que v(Tn41,X-,,,) €

LY(Q, F,P), entonces

T
Efo(rus1, Xr, )| Fl] = / / U, $)0(5, X, + an2)p(7as 5, d2)ds,
Tn —1,00)

donde la igualdad es c.s.

Demostracion. Por propiedades de la esperanza condicional y las ecuaciones (2.4) y (2.5) se
sigue que
E0(Tut1, Xr, ) Fa] =EE(Tag1, Xo ) F V 0 (7] F)]
=E[E[v(Tos1, X, + 00 Zps)|Fy V 0 (i) F]

_E[ / o(Tasrs Xo 4 an2)p(rs Tusr, d=) | F1
1,00)

/ / (5, X+ n2) (7, 8)p(ras 5, d2)ds.
100)

Sea E'S el conjunto de funciones medibles w en [0,T") x (0, c0) tales que:
1. w(t,-) es concava en (0,00) paratodot € [0,7),y
2. para alguna constante positiva C' = C'(w) tenemos

Ulx) <w(t,z) < C(1+z), V(t,z) €[0,T) x (0,00).

Notemos que

sup / /100 s,x + az)V(t, s)p(t, s,dz)ds

a€l0,x]

zsup/ /(100 (s, x(1 + 7w2)) (L, s)p(t, s, dz)ds,

me€l0,1

asi que, teniendo en cuenta el Lema 2.3.1, si denotamos por

F(t,x,ﬂ,v):/t /_1 )v(s,x(l+7Tz))\Il(t,s)p(t,s,dz)ds
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para (t,z,m,v) € [0,T) x (0,00) x [0,1] x ES'y

[(t,x,v) = sup I'(t,z,m ),
7€([0,1]

podemos plantear la ecuacioén de programacion dindmica como
v(t,z) = T(t,2,0)
para todo (¢,z) € [0,T") x (0,00), junto con la condicién

lim o(t,z) =U(x), x> 0.

T’ —x

La definicién de E'S puede parecer poco natural, sin embargo es adecuada pues, como se
verd mas adelante, se cumple que el operador definido como Lw(t,z) = T'(t, z,w) actda de
ES en ES. Asi, podemos plantear el problema de programacién dindmica como: Encontrar

w € ES tal que

Lw=w
(2.10)

g e w(t, x) = U(z)

Lema 2.3.2. Para w € ES, Lw € ES. Para todo (t,x) € [0,T) x (0,00), existe « € [0, z]

tal que

L(t,z,a,w) =T(t z,w)

Demostracion. Lo primero que vamos a verificar es que Lw satisface la condicién 2 en la

definicion de ES. Para esto, notemos que

T
/ U(t,s)ds = 1.
¢

En efecto

t

T T . . .
/ \I[(t7 S)ds - / )\(S)e_ ft A(u)duds = —e ft A(u)du
t t

= —e~ ftT A(u)du +e ftt Auw)du _ 1
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Sea w € ES, entonces existe una constante C' = C'(w) tal que para todo (¢,z) € [0,7) X

(0,00), w(t,z) < C(1 + x), asi,

T
C(t,z, 7, w) §C/ / U(s,t)(1+ z(1+72))p(t,s,dz)ds
t (—1,00)

T T
:C’[/ ‘Il(t,s)/ p(t,s,dz)ds+x7r/ \If(s,t)/ 2p(t, s,dz)ds]
t (—1,00) t (=1,00)

<C[1+2Cs] < C3(1 + )
donde hemos utilizado la Proposicién 2.1.1. Tomando supremo por los 7 € [0, 1],
Lw(t,z) =T(t,z,w) < C3(1 + ). (2.11)

Similarmente, dado que U (z) < w(t, x), se tiene que

T
Uz) < / / U(t,s)w(s, )p(t,s,dz)ds = ['(t,z,0,w) < T(t,z,w),
t (—1,00)
y por lo tanto
U(z) < Lw. (2.12)

De (2.11) y (2.12) se sigue que para todo (¢, z) € [0,T) x (0, 00),
Ux) < Lw(t,z) < C5(1 + ).

Verifiquemos ahora que Lw es medible. Sea (¢,z) € [0,7") x (0, c0) fijo, entonces
Ux(l+mz2) <T(tz,mw),

y por la definicion U, la funcién I'(¢, z, 7, w) es finita excepto posiblemente cuando 7 = 1
(si U(0) = —o0). Por otro lado, dado que w(s, -) es concava entonces para todo A € (0,1) y
T1 F# T,
(1 = MNw(s,z1) + Aw(s, x2) < w(s, (1 — N)xy + Aza,)
asi dados m; # my € [0, 1), si elegimos x1 = x(1 + m2) y 22 = (1 + me2) obtenemos
(1 =MNw(s,z(1+m2)) + Aw(s, z(1 + m2)) <w(s, (1 — N)z(l 4+ m2)) + Az(l + m22))

=w(s,z[1 + (1 = N)m + Ama)z]).
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De la desigualdad anterior se sigue facilmente que
(1 =ND(t,x,m,w) + AL (t, 2, m, w) < T(t, 2, (1 — A\)my + A, w)

lo cual implica que la funcién I'(¢,z, -, w) es concava para 7 € [0, 1], y por lo tanto con-
tinua en el intervalo (0, 1) y se sigue inmediatamente del Lema de Fatou que I'(¢, z, -, w)
es semicontinua por arriba en [0, 1]. Asi que Lw(t,z) = maxycp1 (¢, 2, 7, w). Por el
Teorema de Kuratowsky y Ryll Nardzewski (ver [17] pag 189 ) la multifuncién (¢,z) —
arg maxrcpo,1 I'(¢, z, 7, w) admite una seleccion medible. Finalmente, dado que la funcién

7 — I'(t,z, m,w) es continua en (0, 1), entonces

Lw(t,z) = méx T(t,z,m w),
m€[0,1]NQ

lo cual prueba que Lw es medible. Finalmente la concavidad de Lw(t, -) se sigue facilmente

de la concavidad de w(t, ). [

2.3.1. Una supersolucion a la ecuacion de programacion dinamica

Nuestro objetivo ahora es encontrar una solucién al problema de programacién dindmica
planteado en (2.10). Para esto, se construird primero una supersolucion, es decir, vamos a

resolver el problema

Lw<w
(2.13)

limyr w0 w(t, ) = Ulx),

para (t,z) € [0, T] x (0, 00).

Definicion 2.3.1. Sea U una funcidn de utilidad. La funcién dual convexa de U es la funcion

Uly) = sup{U() —ay}, y > 0.

El siguiente lema resume algunas de las propiedades elementales de la funcién dual con-

vexa. Su prueba puede consultarse en [7].

Lema 2.3.3. Sea U una funcién de utilidad y U su dual convexa, entonces
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a) U es convexa, no creciente y semicontinua por abajo
b) La derivada U es definida, continua 'y no decreciente en (0, 00)
c) U(x) = inf,~o{U(y) + 2y}, >0

d) Existen constantes C' > 0, ¢ < 0y 0 < ¢ < 1 tales que U+(y) < C'(14+y9),y
U (y) < C'(1+y7) para todo y > 0.

Teorema 2.3.1. Sean

(T a(u) _1 (T a(u)\2
Yir=e Jo By dBu—z J; () du

ft,x) = ;’gg{E[U(yE,T)] +ay} (t,2) €[0,T) x (0,00),

entonces f € ES'y

LI<f

ll'mtTT@/_)x f(t, IL') = U(l’)

(2.14)

Demostracion. paracadat € [0,T), f(t,-) es claramente céncava en (0, co) por ser el infimo

de funciones afines. Por otro lado, es fécil ver que E[Y; 7] = 1. Por la desigualdad de Jensen,

Uly) = U(E[yY.r)) < E[U(yYir)),

sumando zy y tomando infimos
inf{U(y) + zy} < mf{E[U(yY,r)] + 2y}
y>0 y>0
De la definicién de f, el Lema 2.3.3 y la desigualdad anterior,
U(z) < f(t,2). (2.15)

y para y, fijo,
ft,z) < E[U(yoYir)] + 290
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Si definimos

F,=0{(Sy —S;,N,—N,), t <u<T}

la informacion futura a ¢, entonces por independencia
E[Yor|F,] = E[YoYorlF] = YVirE[Yod = Yir,

usando de nuevo la desigualdad de Jensen,

E[U (yoY:r)] = E[U(ElyoYor|F))] < EE[T(yoYor)|F )] = E[U(yoYor)] < oo,

Usando la desigualdad anterior tenemos

f(t,x) <E[U(yoYor)] + yor < C(1+ ). (2.16)
De (2.15) y (2.16) se sigue que
U(z) < f(t.2) < C(1+2), Y(t,2) € [0,T) x (0,00),

concluimos que f € ES. Veamos ahora que f satisface la condicién terminal. Por las pro-

piedades de crecimiento de U,
p— _+ —_—
E[(U(yY,r))’] <E[(U (yYer))] +E(U (yYir))?]
<C'(E[(1+ V)] + E[(1 +y7Y,%)’])
Usando la continuidad de la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria nor-

mal, podemos verificar facilmente que que

sup E[(U(thT))Q] < 00.

0<t<T

Esto significa que la coleccién de variables {U(yY;.r) }o<i<7 €s uniformemente integrable, y
por tanto

I E[U(yY;r)] = U(y).

HT

Esto ultimo implica que para todo z,y > 0,

U(z) < liminf f(¢,2") <limsup f(t,2') < U(y) + zy

- T, e’ —x 1tz —x
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2.3. Programacion Dindmica

Tomando infimo en y > 0, obtenemos

U(z) < lminf f(¢,2") < limsup f(¢,2") < U(x)

- tTT,Q’Hw tTt,$/—>I

y por lo tanto
, AN
plim f(t27) = Ul2).
Fijemos ahora 0 <t < s<T x>0,y >0y € |0, 1]. De la definicién de f,
f(s,0(1+7Z:,)) <E[U(yYir)| + 2(1 +7Z;4)yYis

tomando esperanza

Elf(s,2(1 4+ nZ))] < E[U(yYer) + 2yE[(1 + 72Z,4)Yys). (2.17)

Notemos que E[(1 + 7)Z; ,Y; 5] < 1. Para esto, denotaremos por E) la esperanza respecto a

la medida de probabilidad definida en la Proposicion 2.1.2.

E[(1+ 7Z;4)Y,s] =E[E[(1 + 7Z,,)Y:..|Gi]] = E[E[(1 + th,s)g‘;’j |G4]]
—E[Eq[(1 + 721G = ElEll + n(3: — DIG:]

1 1
=E[ZEq[St + 7(Ss — 5)|G]] < E[(S)] =1,
St St
donde la ultima desigualdad se sigue porque S es una ((,G) supermartingala. Asi de la
desigualdad (2.17)

E[f (s, 2(1 + 7Z:;))] < E[U(yYer)] + 2y,

tomando infimo por los y > 0,
E[f(s,2(1+mZ.4))] < f(t @)

o equivalentemente

/( )f(s,x(l +72))p(t, s,dz) < f(t,x)

—1,00
multiplicando por ¥(¢, s) e integrando
/T/( )f(s,x(l + 72))W(t, s)p(t, s,dz)ds < /T\I/(t,s)f(t,x)ds = f(t, z).
t J(-1,00 t

Concluimos que Lf(t,x) < f(t, z).
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Capitulo 2. MODELO DE INVERSION EN UN ACTIVO CON RIESGO DE LIQUIDEZ

2.3.2. Solucion a la ecuacion de programacion dinamica

El lema anterior es crucial para la construccién de una solucién a nuestra ecuacion de

programacién dindmica. Su importancia queda en evidencia en el siguiente lema.

Lema 2.3.4. Definimos recursivamente la sucesion de funciones vg = U, vyp11 = Lup,.
Entonces

'Umgvm+1§f7 mZO

Demostracion. Usaremos induccién. Tenemos trivialmente U = vy < v1, mds atn, dado que

el operador £ es monétono y U < f tenemos
v =LU < Lf <[,
asi el estamento es cierto para m = 0. Usando ahora la hipétesis inductiva
Umy2 = LUmi1 < LUy = Ug1, Umpo = LUpgr < Lf < f,
y esto concluye el resultado. |

Notemos del lema anterior que la sucesion v,, es no decreciente y acotada, por lo tanto

existe

v = lim v, < f (2.18)

n—o0
Necesitaremos algunas condiciones adicionales en el proceso de saltos. Esto en parte por-
que en el caso en que U(0) = —oo, se presentan algunos problemas de finitud. En especifico

vamos a suponer que

(H1) Existe g > 1 tal que
T 00
| [ ey —1- g < oc
o Jo

(H2) Si la funcidn de utilidad U satisface que U(0) = —oo, entonces existe r < p’ < 0 tal
q D

que

/OT /_01((1 +y)" —1—ry)v(dy)dt < oo
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2.3. Programacion Dindmica

(H3) v({t},(—1,00)) = 0 para todo t.

Observacion. Es ficil ver que la suposicion 1 puede reescribirse como v,([0,7]) < co y la

condicion 2 como v,.(]0,7]) < oo donde

v(dt) = /00 sup (14 7)" — lwy)v(dy)dt

—1 m€el0,1]
Vamos ahora a probar un lema técnico que nos ayudara en las pruebas de verificacion.
Para ello denotamos por 7 el conjunto de variables aleatorias 0 < 7 < 7' las cuales son

tiempos de paro con respecto a la filtracion G.

Lema 2.3.5. Para cualquier X € X, las familias (f* (7, X;))re7 y U™ (X,)rc7 son unifor-

memente P-integrables.

Demostracién. Sea X € X, recordemos entonces que
dXt = ﬂ-tXt—th

el cudl es un proceso de Ito-Lévy de la forma

dX; = mX,_a(t)dt + m X, B(t)dB(t) + /00 m X z(N(dt,dz) — v(dz)dt).

—1
Supongamos que para algin [, ([0, 7]) < oo, aplicando férmula de Ito (Teorema 1.1.12) a

(X0)',
d(XD) =1(X) X _at)dt + 7, X, B(t)dB(t)] + %l(l — 1)(X,)'B(t)*ridt
+ /_T{(Xt_)l((l +zm) =1 — lzm) Yv(dz)dt
+/R{(Xt)(1 +2m)! — D)Y(N(dt, dz) — v(dz)dt).
Reagrupando términos e integrando
(X)) =2 + /0 (X ) {Imaa(u) + %z(z 1B ()2} du

+/0 / {(Xu) (1 + 2m)! = 1= Lem) Ju(d2)du

+términos de martingala local.
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Capitulo 2. MODELO DE INVERSION EN UN ACTIVO CON RIESGO DE LIQUIDEZ

Fijemos 7 € T. Sea T una sucesion de tiempos de localizacion para la parte de martingala
local y

T, =T. ANinft: (X,)' >n}.

Notemos que 7, T T'. Asi, localizando y tomando esperanzas

E[(Xiopr, )] =2t + E[/WATn( imea(u) + %l(l ~ 1B ()} du
/Wm / {(Xu ) (1 + 2m) =1 — mu)}y(dz)du]

y por lo tanto
tATNTy, l l - 1
E[(Xionn, )] < 2!+ E[ / (Xu_)l{ <|la(u)| + ’(—2)|52(u)>du + yl(de .
0
Dado que (X, )! <npara0 <u <7AT,yy([0,T]) < oo, concluimos que
E[(Xt/\T/\Tn)l] < 00, 0 S t<T.

Teniendo en cuenta ahora que las trayectorias de X' son cadlag y v;({u}) = 0 para todo

0 < u < T, tenemos
/Ot/\r/\T" (Xu_)l{ <’lo¢(u)| + |l(l2;1)|ﬂ2<u))du + Vl(du)} —
/t/\T/\Tn l <|la ; 1)|5 (u))du + z/l(du>} <

"
/ wrnz (Ha(w) ;”'5 (1)) + ()},

por lo tanto

E[(Xinonr, )] < 2t + /0 tJE[(XWATny]{ (|za<u>y + Mﬁ?(u))du + ul(du)}.

Aplicando lema de Gronwall,
E[(Xirrnz,)'] < C(1).

Dado que C(l) no depende de 7 ni n, tendiendo n — oo y t — T',concluimos que

E[(X:)] < C(D).
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2.3. Programacion Dindmica

Si U(0) = —oo, entonces
U (z) < C'(1+2")
asi
E[(U™(X,)""] < C'(1 + E[(X,)") < K()
y por lo tanto {U~(X,) },<7 es uniformemente integrable. De forma andloga se procede con

I |

Observacion. En el lema anterior si tomamos 7; = 1 obtenemos que X; = XS;, asi si

U(0) = —o0, concluimos que
E[(S)" ] =E[(1+ Zy.)"] < o0,
en general, uno puede concluir que

E[(1+ Z.,)] = /(_1 (2D, d2) < o

El siguiente teorema garantiza que v* construida de esta manera, satisface la ecuacion de
programacion dindmica.
Teorema 2.3.2. La funcion v* definida en (2.18) satisface
Lv* =v*
(2.19)
iy e v* (¢, ) = U(x)

Demostracion. Fijemos m € [0, 1]. Recordemos que

T
U1 (t, ) > / / U(t, s)vm(s,z(1+72))p(t, s, dz)ds.
t (—1,00)

Por construccion U(z(1 — 7)) < vy, (s, 2(1 + wz)) asi que si 0 < 7w < 1, la integral del lado
derecho en la desigualdad anterior es claramente finita. En el caso m = 1, esta integral es
de nuevo finita, de acuerdo a la observacion anterior. Podemos usar teorema de convergencia

mondtona para concluir que

T
v (t,x) > / / U(t,s)v*(s,x(1+ m2))p(t, s, dz)ds,
t (—1,00)
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o equivalentemente

v*(t,z) > T(t,x, m,v").

Tomando supremo sobre 7 € [0, 1], tenemos v* > Lv*. Fijando ahora ¢ > 0. Existe m > 0

tal que v*(¢, ) — € < v,,41(¢, ) y usando convexidad, existe 7 (¢, z) € [0, 1] tal que
vi(t,x) — e < vy (t,x) =Dt z,w(t, z), vy)
y dado que v, < v*, entonces I'(t, z, w(t, ), v,) < T(t,x, 7(t, z),v*) < Lo*(t, ). Asi
v (t,x) —e < Lu*(t, x)

Luego si € — 0, concluimos que v* < Lv*. Finalmente, dado que U(z) < v*(t,z) < f(t, z)

y f satisface la condicién terminal, el resultado se sigue. ]

2.4. Verificacion

Después de haber construido una solucién al problema de programacion dindmica, vamos

a ver como esta solucidn se relaciona con el problema de optimizacion.

Teorema 2.4.1. Sea v* la funcion definida en (2.18). Entonces

Vo = SUBE[U(XT)] = v"(0, Xo)
ae

y una estrategia optima & € A estd dada por &, = (T, XTn)XTn, n > 0, donde 7 es una
funcion medible en [0,T) x (0, 00) solucion a

7(t,x) € arg max I'(t,z, m, v")
7€[0,1]

~

¥ (X4, )n>0 es el capital dado por

A~

X

Tn+1

= Xm + apZpr1, n >0 con XO = Xy

Demostracion. Consideremos a € Ay su correspondiente proceso de riqueza X . De acuerdo
al Lema 2.3.5,
E[|v* (1, X5,)|] < 00, ¥Yn >0
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entonces, por el Lema 2.3.1

T
Eo" (71, X0 )| F] = / / U, $)0°(5, X, + n2)p(rs 5, d2)ds
Tn (—1,00)

<L (70, X7,) = 0% (T, X))

Esto implica que {v*(7,,, X, ) }n>0 €s una (F!, P)- supermartingala. Recordemos que U (z) <
v*(t, x), entonces

E[U(X:,)] < E[v*(m, X7,)] < v7(0, Xo).
Ya que (U(X,)),e7 es uniformemente integrable, haciendo n — oo, tenemos
E[U(X7)] < v*(0, Xo),

y dado que e € A es arbitrario, tenemos que V < v*(0, Xj). De manera andloga, tenemos

T
E[v* (Tn1, Xr,p) )| Fo] 2/ / (75, )" (s, X7, + Qn2)p(Ty, 8, dz)ds
7 J(—1,00)

~

=Lv* (T, X5,) = 0" (10, X5,)

por lo cual el proceso {v*(7,,, X,,)} es una (F’, P) martingala y por lo tanto
E[v* (7, Xr,)] = v7(0, Xo),

y pasando al limite,

E[U(X7)] = v*(0, X).
Concluimos que Vy = v*(0, X) y & es una estrategia de inversién ptima. |

Observacion. Un argumento completamente andlogo al anterior funciona para un inversio-
nista que empieza al tiempo ¢ con un capital x. Esto significa que v* es en efecto la funcién
de valor para nuestro problema de optimizacion, es decir,

v*(t,x) = sup E[U(X7)|X; = 2]
acA
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Capitulo 2. MODELO DE INVERSION EN UN ACTIVO CON RIESGO DE LIQUIDEZ

Notemos que, por la definicion de v*, tenemos de antemano una forma de aproximar
la funcién de valor. La siguiente proposicién nos proporciona un algoritmo para aproximar

también una estrategia de inversion optima.

Proposicion 2.4.1. Sea A,, el conjunto de estrategias admisibles o« = (au,)n>0 tal que todo
el capital es invertido en el mercado de dinero después de m llegadas, es decir o, = 0 para

n > m. Entonces,

vm (0, Xo) = sup E[U(X7)]. (2.20)

Oée.A'm

Para 0 < n < m — 1, consideremos la funcion medible " definida por

7" (t,x) = arg max ['(t, z, 7, Vyp_pn_1)
m€(0,1]

tal que

Umn(t,z) =T(t,x, 7" (t, x), Vym—n_1)

A~

definamos la estrategia admisible &™ € A, por o)) = 7™(7,, X") para0 <n <m — 1y

ot = 0 para n > m, donde el proceso de capital estd dado por

X" = X" A g, 0<n<m—1, X" =X" n>m,

Tn+1

Comenzando con el capital inicial X,. Entonces o™ es una estrategia optima para (2.20).

2.5. Casos Particulares

Vamos a considerar ahora ciertas funciones de utilidad, para las cuales se puede caracteri-
zar la funcion de valor mediante una ecuacion mas manejable. Un caso simple es considerar

la funcién de utilidad U (z) = In(z).

Proposicion 2.5.1. Sea U(z) = In(z) y (vm)m>o0 la sucesion definida en el Lema 2.3.4,
entonces

U (t, ) = In(x) + gm(t), Ym >1

para alguna funcion g,, que no depende de x.
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Demostracion. Veamos esto por induccién. Para el caso m = 1,

= sup/ /(100 (t,s)In(z(1 + 72))p(t, s, dz)ds

7e(0,1

_ / /( W) @)plt s d2)ds

+ sup/ / U(t,s)In(1+ 7z)p(t, s,dz)ds
(—1,00)

mel0,1

= )+ sup / / U(t,s)In(l + 72)p(t, s,dz)ds
(—1,00)

mel0,1]

Notemos que la ultima expresion en la igualdad anterior no depende de x. Supongamos ahora

que vy, (t, x) = In(x) + g, (t), asi

U1 (t, ) = sup / / U(t, $)vm(s, x(1+72))p(t, s, dz)ds
(—1,00)

w€[0,1]

= sup / /(100 (t,s)(In(z(1 4 72)) + gm(s))p(t, s,dz)ds

mel0,1]
= )+ sup / / U(t,s)(In(1 + 72) + gm(s))p(t, s,dz)ds.
mel0,1] 1,00)
De nuevo, la ultima expresion arriba es independiente de x. |

De la proposicion anterior, concluimos que la funcion de valor v* satisface también que
v*(t,x) = In(x) + g(¢) donde g es una funcién no negativa tal que g(7'—) = 0. Siguiendo las

ideas de la proposicidn anterior tenemos que

Lv*(t,z) =1In(z) +/t g(s)V(t, s)ds

T
+ sup / U(t, s)(/ ln(1+7rz)p(t,s,dz)>ds
7€l0,1] Jt (—1,00)

y dado que Lv* = v*, tenemos que
T T
g(t) :/ g(s)¥(t,s)ds + sup / U(t, s)(/ In(1 +7rz)p(t,s,dz)>ds
t w€l0,1] J¢ (—1,00)
Consideremos ahora el caso en que

7
Ulx)=—, >0, v<1,7#0.
Y
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En este caso se puede ver (con argumentos similares al caso anterior) que

o (t2) = %E(t)

para alguna funcién g mayor que 1 en [0, T') tal que g(7'—) = 1. Ademads
7 T
Lv*(t,x) = — sup / U(t, 5)g(3)</ (14 72)"p(t, s, dz))ds
Y mel01] St (—1,00)
y nuevamente dado que Lv* = v*,

g(t) = sup /tT U(t, s)g(s)(/(_l OO)(1 +7mz)"p(t, s, dz))ds

w€(0,1]
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CAPITULO 3

LIQUIDEZ Y CONSUMO

En el capitulo anterior se abord6 el problema de inversién 6ptima en una activo el cual
presenta poca liquidez al inicio de un periodo de tiempo dado, pero que su liquidez aumenta
al final de dicho periodo. En este capitulo consideramos el mismo modelo, solo que ahora,
al agente se le es permitido consumir una porcion de su capital. El concepto de consumo
es importante en los enfoques modernos de matematicas financieras, por ejemplo cuando se
quiere alcanzar un estado de equilibrio en el mercado (una condicién del mercado en la cual
todos los movimientos son anulados por otros, resultando en un sistema estable y balancea-
do). Para el problema de equilibrio se supone que, cada vez que un agente recibe un capital,
este pude consumir una porcidn, asi como vender y/o comprar acciones del activo, pero no
puede mantener ninguna porcién de dicho capital. Es por ello que se hace necesario encontrar
un proceso de consumo Optimo de modo que todos los inversionistas estén en capacidad de
justificar sus decisiones de inversion y asi el equilibrio pueda presentarse.

El objetivo de este capitulo serd generalizar el modelo presentado en el capitulo 2, de modo

que se tenga en cuanta el factor consumo asi como también el riesgo de liquidez en el activo.
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3.1. Modelo de Consumo

El problema de consumo bajo riesgo de liquidez ya ha sido estudiado en la literatura, Pham
y Tankov [13] suponen que el precio de un activo puede ser observado solo en los tiempos
aleatorios de un proceso de Poisson y que al inversionista se le es permitido consumir con-
tinuamente de su capital. Al considerar un horizonte de tiempo infinito, ellos se enfocan en
maximizar la utilidad de consumo esperada. Schied y Schoneborn [16] plantean un modelo
en el cual un agente debe vender una posicion de acciones en un activo que presenta riesgo

de liquidez.

3.1. Modelo de Consumo

De forma similar a como se hizo en el capitulo 2, supondremos que un agente que invierte
en un activo, puede cambiar su posicion sélo en los tiempos de llegada (7,,),,>0 de un proceso
de Poisson, el cual es independiente del proceso de precios (S;):>o. Al tiempo 7, el agente
elige una cantidad «,, de su capital para ser invertida en el activo, pero ahora elige también
una tasa de consumo constante ¢,, durante el periodo (7, 7,+1]. Asi, el proceso de capital

sigue la dindmica

XTn—O-l = XTn + O'/nZn-‘rl - Cn<Tn+1 - Tn)v n Z 07
donde
STn 1 S'rn
=g

y el precio (S:):>o sigue la dindmica dada por la ecuacién (2.2) y satisface todas las suposi-

ciones que se hicieron en sobre este proceso en el capitulo 2.

Definicion 3.1.1. i) Un proceso de consumo es un proceso (¢, ),>0, €l cual es no negativo,

FT adaptado y tal que
ch(TnH —Tp) < 00 c.s.
n=0

Aqui F! es la sigma dlgebra de informacién observable (ver ecuacién (2.3)).

44



Capitulo 3. LIQUIDEZ Y CONSUMO

ii) Una estrategia de inversion es un proceso no negativo (o, ),>o adaptado a la filtracion

F! donde a,, representa la cantidad del capital invertido en el activo en el periodo

(Tm 7—n+1]'

iii) Un par («,, ¢,) de inversién/consumo se dice admisible, si su respectivo proceso de
capital X es tal que
X;, >0, vn > 0.

Denotamos por C el conjunto de procesos de inversién/consumo admisibles. Nos plantea-
mos el problema de optimizacién
Vo= sup B[ D U(ea)(rer = ) + U(Xr)],
(cn,cen)€C —0
donde U es una funcién de utilidad definida en R, con U(0) = 0, no decreciente, concava
y de clase C'! en (0, 00) satisfaciendo las condiciones U'(0+) = ooy U’(c0) = 0. Supon-
dremos ademads la siguiente condicién de crecimiento en U: existen constantes v € (0,1) y

K > 0, tales que
Ur) < Kx. (HC)
Por facilidad hemos utilizado la misma funcién de utilidad U para el capital final como

para el consumo. Sin embargo, los razonamientos se mantienen iguales si consideramos un

par de funciones de utilidad (U, Us) satisfaciendo las condiciones de U.

Con el fin de encontrar V}, trataremos de replicar los razonamientos presentados en el
capitulo 2, haciendo las modificaciones adecuadas segun sea el caso. Algunos resultados se
presentan sin una demostracion detallada debido a que las pruebas son muy similares a sus

andlogos en el anterior capitulo.

3.2. Programacion Dinamica

Lema 3.2.1. Sea (o, c,) € Cy sea (X,,)n>0 el proceso de capital asociado a (o, cy).

Consideremos una funcion medible v : [0,T) x (0,00) — R tal que v(7,41,X+,,,) €
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LY(Q, F,P), entonces

T
E[v(Thi1, Xm+1)‘~7:7ﬂ = / / U (7, $)v(s, Xp, + anz — cn(s — 7))p(Tn, S, d2)ds.
Tn —1,00)

Sea 0 < t < T, denotamos por {7 },>¢ la sucesion construida de la siguiente manera.
=t 1 =Wf{r,; 7, >t} 7, = mf{r,;7 > 7'}

Siguiendo las ideas del lema 2.3.1, nos planteamos el problema

o(t,z) = sup //100 (t,8)v(s, @ + az — c(s — t))p(t, s, dz)ds

0<ce(T—t)+a<z,a,c>0
T
+U(c) / (t — s)W(t, s)ds]
t T
= sup [/ / U(t, s)v(s, (1 + mz — mi(s — t)))p(t, s,dz)ds
0<m1 (T—t)+7m2<1,71,m2>0 t (—1,00)

U (ma) /t T(t — ), s)ds} .

La condicion terminal en este caso es

lim  w(t,2") = U(w).

T2’ —x

Denotaremos por

F(t,z,m,m,w) :/t /(_1 ) U(t, s)w(s,z(1 + mez — m(s — t)))p(t, s,dz)ds
+U(mz) /t (t— $)T(t, 5)ds

F(t,z,w) = sup F(t,z,m,m,w).
0<my (T—t)+m2<1,m1,m2>0

Con la notacién anterior definimos el operador 7 como

Tw(t,z) = F (t,z,w),
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asi debemos encontrar w tal que
Tw(t,z) =w(t, x)
My e w(t, ) = Ulx),
para (t,z) € [0,T) x (0, 00). Nos referimos a este problema como el problema de programa-
cion dinamica.
3.2.1. Supersolucion al problema de programacion dinamica

Antes de resolver el problema de programacion dindmica, encontraremos una supersolu-

cién, y veremos mds adelante como esta supersolucion ayuda a construir una solucion.

Teorema 3.2.1. Consideremos la funcion f(t,x) definida por
fit.x) = inf {E[T(Viry) + > Uit = )] ey, G.1)

para (t,x) € [0,T) x (0,00), donde U es la funcion dual convexa de U (ver Definicion
23.1)y

s a(u) a(u)
Vs = — o I By dBu—3 [ (Grg)?du.

Entonces limyr 0, f(t,2") = Ul(x), U(x) < f(t,x)y

para (t,x) € [0,T) x (0, 00).

Demostracion. Lo primero que vamos a verificar es que U(x) < f(t,z). Sean (t,x) €
[0,T) x (0,00) y y > 0. Dado que E[Y;7] = 1y U es convexa, se sigue de la desigual-

dad de Jensen que

Uly) <E[U(yY,r))-

o0

Ahora como U > 0, entonces U > 0, asf, E[Z U(yY,.e) () —7/-1)] = 0,y por lo tanto

i—1
=1

47



3.2. Programacién Dindmica

Mg

U(y)+xy<E[ (WYir) + ) Uy () — 7l )]+:vy-

i=0
Tomando infimo sobre los y > 0, se obtiene que U(z) < f(¢,x). Notemos ahora que bajo

(HC),

U(y) < Ky™7

IA

_1
donde 7 = yK = %.Asi
E[(U(yYyr))?] < K3E[(yYer) ],

y usando continuidad de la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria normal,

se puede comprobar con facilidad que

sup E[U((yYir))?] < oc.

0<t<T

Esto implica que la familia (U (yY;.r))o<i<7 €s uniformemente integrable, y por lo tanto

lim E[U (yY, )] = Uly).

1T

También se tiene que

asi,

Ula) < Jimin f(t,a") < lmsup f(t.2') < WmEU(yYir) + > U(y¥ia) (el = 7))
=1

t—T,x'—x T ,a! —x

por lo tanto

U(x) < liminf f(¢,2") <limsup f(t,2") < U(y) + zy.

t—T,x'—x 1T, —x

Tomando infimo sobre y > 0, tenemos que

U(z) < liminf f(t,2") <limsup f(t,2") < U(x).

t—T,x'—x T,z —x
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y por lo tanto lim7 ./, f (£, 2") = U(z). Verifiquemos ahora la propiedad de supersolucién.
Fijemos ¢t € [0,7),y > 0y 0 < m,m < 1. De la definicién de f se tiene que,

oo
t

Flr (L + 722, ¢ — m(rf — 1)) < E[U yY, 1Y) Z o AYy) 5 =)

(1 + mZy pp — T — 1) Yyt
o equivalentemente

F(rt 2 (U4 maZy g = (7t = 1)) < E|T(yYer) + 2 TManlrt = 7t)

“T(YYor) (7 = O]+ 2L+ 7o Zyg — a7 — 1)V, ey,

Reagrupando términos y tomando esperanza,

E[f(r,2(1+ maZy .y — mi(r) — 1)) + E[U(yYir) (1 — 8)] <

E[T(WYir) + 3 U¥rw) (= )] + Efe(l 4 mZyrg —m(rf = 0)Y;10)

i=1
Es facil ver que E[Y; ] = 1y E[z(1 + mZ, -+ — mi(7f — 1))Y, ny] < 2y(l — mE[r{ — ).
Usando la desigualdad de Jensen tenemos que U(y) < E[U(yY,.:)]. Se concluye entonces

que
E[f(r}, 21+ mZypy —m(ri =) + UW)E[ -1 <
E|U(yYer) + YUY mw)(r! = 70)| +2y(1 = mElr{ — 1)),

i=1

o equivalentemente
. T
E[f(rl, (1 +mZ, 4 — m(r — )] + (U(y) + 2my) / (s —=1)W(t,5)ds <
t
[ (yYir) Z (Yimy)(ri — 7 )}—i—xy
Tomando infimo sobre los y > 0, obtenemos

E[f(r, 2(1 4+ 7270, — m (7! — £)))] + U(m)/t (s — D) U(t, s)ds < f(t, ),
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y dado que
E[f (71 2(1 47227 = ma(r = 1)))]
/ / f(s,x(1 + moz — m(s —t)))p(t, s,dz)V(t, s)ds
1,00)
se sigue que
F(t,z,m,m, f) < f(t, x).

Tomando supremo

F(t,:ﬂ, f) = Tf(t,l‘) < f(tax)'

3.3. Solucion al Problema de Programacion dinamica
Lema 3.3.1. Sea vg = U, v,,.1 = T vy, Entonces

Um < U1 < f, m > 0.
donde f es la funcion definida en (3.1).

Demostracion. Procedemos por induccién. Para m = 0; notemos que U (z) = F (x,¢,0,0,U)
y por lo tanto U < TU. Del Teorema 3.2.1 se tiene que U < f, y como el operador 7 es
monétono, entonces v; = TU < T f < f.

Supongamos ahora que v, < v,,41 < f. Usando de nuevo que 7 es monétono, se tiene que

VU1 = T Um < TUpy1 = Upge < Tf < f. |

Del lema anterior se obtiene que la sucesion (vy,),>0 €S una sucesion no decreciente y

acotada, por lo tanto existe una funcién v* tal que

v* = lim v,,. (3.2)

m—o0
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Teorema 3.3.1. La funcion v* definida en (3.2) soluciona el problema de programacion
dindmica, esto es,

Tv*(t,z) = v*(t, )

limyr o v*(t, ) = U(x),

para (t,x) € [0,T) x (0, 00).

Demostracion. Fijemos 7y, m € [0, 1]. Por definicién

T
U1 (t, ) 2/ / U(t, 2)vm(s, (1 + mz — m))p(t, s, dz)
t (—1,00)
T
+U(zm) / (s — )U(t, s)ds > 0,
t
pasando al limite y usando teorema de convergencia mondtona
V*(ta 'T) Z F(tv xX, T, T, V*)a

y tomando supremo

vi(t,z) > Tvx(t, ).

Fijemos ahora € > 0. Existe my tal que si m > my entonces v*(t, ) — € < v,,11(¢, ). Dado
que U es concava, se puede verificar facilmente que F (., ., 7, T2, Uy, ) €s cOncava para todo

m > 0. Asi existen 7 (¢, x), mo(t,2) € [0,1] con 0 < (¢, z) + ma(t, z),y < 1 tales que
vi(t,x) — e < vpp(t,z) = F (6, x,m(t,x), m(t, x), vy) m > my.
Dado que v,, < v*, entonces
F(t,z,m(t,x), mo(t, z), vm) < F(tx,m(t,x), m(t,x),v*) < Tv(t ).

Se sigue que

vi(t,z) —e < Tv*(t, ),

y el resultado se sigue haciendo e — 0. La condicién terminal se sigue dada la desigualdad,

Ulx) <v*(t,z) < f(t,x). [
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3.4. Verificacion

Vamos a verificar que la solucién a la ecuacion de programacion dindmica, corresponde a
la funcién de valor para el problema de optimizacion. El resultado se presenta en el siguiente

teorema.

Teorema 3.4.1. Sea v* la funcion definida en (3.2), entonces

v*(0,Xo) = sup E[U(XT) + i Uleg) (T — kal)]7

(an,cn)€C k—0

y una estrategia de inversion/consumo dptima (&, ¢) € C estd dada por
(dnaén> = <7Ar2(7_n7XTn)XTn7ﬁl(TTL?XTn)XTn>7 n > Oa
donde (71, 79)(t, x) es tal que

(71, T2)(t, ) € argmdxogm(T_t)+7r2§1m77r220F(t,x,7r1,7r2, V),

~

Y (X4, )n>0 es el proceso de capital dado por

~

Xois = Xoo + @nZpys — Ca(mi —7i1), n>0, Xo=Xo.

Tn+1

Demostracion. Sea (o, c,) € Cy (X, )n>0 su proceso de capital asociado. De acuerdo al

Lema 3.2.1,
T
E[v* (o1, X7n+1)|]:,ﬂ = / / U (7, s)V* (s, X;, + anz — cn(s — 7))p(Ta, S, dz)ds.
™ J(—1,00)

Sumando el término U(c,) | T(

+ (8 = 7,)¥(7y, s)ds ambos lados de la igualdad anterior, tene-

mos que E[v* (7,41, X7, ) |\ FO+E[U (cn)(Trs1—Tn)|FL] < v*(7n, X5, ), tomando esperanza,

Ev* (Tnia, XTn+1) + U(en) (T — 1)) < E[v (0, X5,

y por lo tanto

n

B[V (Tos1, X)) + 3 Ulen) (Trgr — 7)) < v7(0, Xo).

k=0
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Capitulo 3. LIQUIDEZ Y CONSUMO

Haciendo n — oo,
ElU(Xr) + Z Ul(ex) (o1 — )] < (0, Xo),
k=0

y dado que («a,, ¢,) € C son arbitrarios, se concluye que
Vo < (0, Xo).

Similarmente, tenemos que

E[v" (Tus1, Xraa) + U(@0) (mirt — )] = Bl (7, X5, )],
y por lo tanto

n

B[ (Tus1s Xrpn) + > U@ (Tor1 — 7)) = v7°(0, Xp).
k=0
Haciendo n — oo,
E[U(Xr) + i U (k) (i1 — 7)) = (0, Xo),
k=0
y por lo tanto

Vb - V*(O7X0>'
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Sobre el presente trabajo vale destacar que:

®

(i)

(iii)

(iv)

V)

Para los dos problemas planteados (utilidad de capital terminal y utilidad de consumo
mas capital terminal) se pudo encontrar la funcién de valor mediante un proceso inter-
activo. Esto hace posible que se pueda implementar computacionalmente el algoritmo

y sea aplicable en la practica.

Se considera que los modelos son mas realistas que el modelo clésico, pues no supone

que se realizan transacciones de manera continua.

El proceso que se supuso para modelar el precio del activo, es bastante general y solo

algunas condiciones de integrabilidad tuvieron que ser supuestas.

Se tomo una tasa de interés = 0, lo cual se hizo por facilidad. Queda el interrogante,

¢Como cambiaria el método de solucion si se considera una tasa de interés r(t) # 0?

Aunque el modelo no supone transacciones continuamente, supone que se deben hacer
un nimero infinito de transacciones en el intervalo [0, 77, lo cual no es posible en la
practica. Una pregunta natural seria, ;Se puede resolver el problema de optimizacién

si se considera una sucesion finita y aleatoria de tiempos de transaccién en [0, 77]?
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