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In solving a problem of this sort, the grand thing is to be able to reason backwards.

That is a very useful accomplishment, and a very easy one, but people do not practise

it much. In the every-day a�airs of life it is more useful to reason forwards, and so the

other comes to be neglected. There are �fty who can reason synthetically for one who can

reason analytically. Let me see if I can make it clearer. Most people, if you describe a

train of events to them, will tell you what the result would be. They can put those events

together in their minds, and argue from them that something will come to pass. There are

few people, however, who, if you told them a result, would be able to evolve from their

own inner consciousness what the steps were which led up to that result. This power is

what I mean when I talk of reasoning backwards, or analytically.

Arthur Conan Doyle, A Study in Scarlet
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Introducción

En un contexto general, este trabajo de tesis se enmarca en el estudio de �ujos de

super�cie libre, los cuales aparecen en múltiples aplicaciones, [37].

Estos �ujos están modelados por las ecuaciones de Navier-Stokes. Cuando los �u-

jos son dominados por los cambios horizontales, esto es, la componente vertical puede

descartarse, se obtienen las ecuaciones de aguas someras. Si el �ujo es primordialmente

unidimensional, el modelo se conoce también como las ecuaciones de Saint-Venant.

El �ujo de aguas someras se plantea como un problema con valores iniciales y de

frontera. El problema directo consiste en establecer resultados de existencia, unicidad y

estabilidad de la solución, esto es, determinar cuando es un problema bien planteado en el

sentido de Hadamard. Desde la perspectiva del Análisis Numérico, el propósito es propo-

ner y analizar métodos numéricos de aproximación. Ambos son problemas de actualidad y

con un avance signi�cativo. En el caso de métodos numéricos para encontrar una solución

aproximada, un compendio se presenta en [43].

En el estudio del problema directo de las ecuaciones de aguas someras, se supone co-

nocida toda la información: parámetros, dominio de de�nición, condiciones iniciales y de

frontera. Esto no sucede en la práctica, solo se tiene información parcial de la solución,

e.g., mediciones de componentes de velocidad horizontales en un número discreto de pun-

tos en tiempo y espacio.

En parte, esta restricción práctica ha dado lugar al estudio de los Problemas Inversos

en las diversas áreas del conocimiento. Los problemas inversos son en general mal plan-

teados en el sentido de Hadamard, y han motivado el desarrollo de nuevas metodologías

en diversas áreas de la Matemática, en particular en el Análisis Funcional No Lineal,

las Ecuaciones Diferenciales, la Optimización y el Control, entre otras. También es bien

conocido que la aproximación de los problemas inversos lleva a la solución numérica de

problemas que son intrínsecamente mal condicionados. De la misma manera, se han pro-
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puesto nuevos métodos numéricos de solución para abordar esta problemática.

En relación a las ecuaciones de aguas someras, algunos problemas inversos de interés

son: dadas mediciones de la velocidad en la super�cie, identi�car condiciones de �ujo (on-

das de choque, Tirupathi et al. [39]), propiedades del �uido, batimetría, etc. Una revisión

reciente del estado del arte para problemas inversos en �ujos de super�cie libre, y en

particular de aguas someras, se presenta en [13].

Además, en las ecuaciones de aguas someras se supone el conocimiento de ciertas va-

riables y valores como la batimetría de la región de estudio, las condiciones iniciales, las

condiciones de frontera y los parámetros del modelo, las cuales no siempre son conocidas.

Por ejemplo, el coe�ciente de Manning describe la rugosidad del fondo de la región y

generalmente se le asigna un valor constante en tablas establecidas, sin embargo este de-

pende de diversos factores como la irregularidad del canal, la vegetación y la erosión, entre

otros; es decir, varía con la posición y, en escenarios con tiempos largos, también puede

cambiar. Otra variable importante es la batimetría (relieve de la super�cie del fondo),

que depende de la posición y el tiempo en muchas regiones, como ríos, lagos y en terrenos

inundados, y es imposible de generar por medio de mediciones directas. También es de

interés identi�car condiciones de �ujo (ondas de choque, este es tratado por Tirupathi en

[39]), propiedades del �uido, etc.

En consecuencia, es necesario generar estimaciones de estas variables, utilizando in-

formación existente y datos recopilados en campo. De manera especi�ca, en este trabajo

nos enfocamos en la reconstrucción de la batimetría asociada al problema de �ujos super-

�ciales gobernados por las ecuaciones de aguas someras en canales con paredes verticales

y anchura uniforme.

Esta área de investigación es muy activa. En seguida mencionaremos contribuciones

recientes que han sido útiles en el desarrollo del presente trabajo, tales como la investiga-

ción en problemas restringidos de ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas, prestan-

do especial atención al sistema de ecuaciones someras en canales. Una estimación de los

parámetros inherentes al problema para sistemas hiperbólicos en una dimensión basados

en el método adjunto fue propuesto en [29]. Aplicaciones a estimaciones de parámetros

de sistemas hidrológicos y �ujos super�ciales puede ser encontrado en [31] y [30], res-

pectivamente. El problema de determinar de manera óptima las condiciones iniciales en

las ecuaciones de aguas someras es tratado en [20], dando condiciones su�cientes para

la convergencia hacia la condición inicial verdadera. Más aún, un marco general para

tratar problemas de optimización con ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas es

presentado en [28], con aplicaciones a sistemas acoplados en un problema de ecuaciones
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diferenciales parciales restringidas, la formulación del método adjunto fue presentado, y se

establecen condiciones para garantizar la existencia de una solución óptima. Un enfoque

numérico para reconstruir la topografía de un rio a partir de mediciones de la super�-

cie libre es presentada en [13]. En [14], los autores consideran mediciones de velocidad y

suponen un �ujo constante. Recuperación de imágenes de la batimetría usando prome-

dios de profundidad con observaciones de velocidad cuasi-estables es llevado a cabo en [23].

Un problema no abordado en la literatura, es la determinación de la batimetría usan-

do mediciones de velocidad, recientemente se han diseñado artefactos para ello como en [5].

En consecuencia, en este trabajo proponemos una solución a este problema de recupe-

ración de batimetría dadas mediciones de velocidad. Para ilustrar la e�cacia de la metodo-

logía consideramos dos ejemplos no abordados en la literatura. Mostramos la recuperación

de una batimetría ondular asociada al problema de mareas oceánicas. El problema directo

asociado se presenta en [4]. Otro problema no trivial, es la recuperación de batimetrias

discontinuas. En este caso reconstruimos la batimetría estudiada en varios trabajos, pero

elegimos la presentación de Haegyun Lee en [22].

La metodología para la solución del problema inverso de interés es clásica. El problema

se formula como un problema de minimización con restricciones. El funcional a minimizar

depende de la variable desconocida y la variable de estado. El dominio de de�nición es

un espacio normado, y la restricción sobre la variable de estado es que sea solución de las

ecuaciones de Saint-Venant.

Esto nos lleva a formular un problema generalizado a espacios de Hilbert de multi-

plicadores de Lagrange. Usando técnicas del Análisis Funcional No Lineal desarrollamos

métodos de descenso. La existencia de direcciones de descenso de un funcional diferencia-

ble en el sentido de Fréchet, es determinando el gradiente por medio del sistema adjunto

y la aplicación del Teorema de Representación de Riesz. En el proceso de demostración,

utilizamos la derivada en el sentido de Gâteaux y otras técnicas de cálculo variacional. Es

de notar que el sistema adjunto, es un sistema hiperbólico lineal por resolver como paso

intermedio al cálculo del gradiente.

Los métodos numéricos y computacionales, son parte integral del trabajo. Antes de

introducir nuestra contribución, describimos algunos antecedentes. En los últimos años se

han desarrollado varios esquemas numéricos para resolver las ecuaciones de aguas some-

ras. El método de diferencias �nitas y el método de volumen �nito son dos de los métodos

extensamente usados para problemas que involucran las ecuaciones de aguas someras y

dinámica de �uidos. Wang et al. [41] se describe un esquema tipo TVD y diferencias
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�nitas para resolver el problema de ruptura de presas. Lin et al. [26] uso el método de

volumen �nito para obtener una solución numérica a las ecuaciones de aguas someras. El

método de elemento �nito también se ha utilizado, en parte por su ventaja para lidiar con

geometrías complejas. Sin embargo, el método de elemento �nito falla para modelar el

término convectivo en problemas generales de dinámica de �uidos, y se requieren técnicas

más complicadas para superar estas di�cultades, tales como el método de elemento �nito

penalizado [19], elemento �nito split-characteristic [45].

En años recientes el método de Galerkin ha sido desarrollado para resolver sistemas

hiperbólicos de ecuaciones diferenciales parciales. Los primeros en introducir este método

fueron Reed y Hill en [34] para resolver la ecuación de transporte de neutrones, una ecua-

ción hiperbólica independiente del tiempo. Cockburn y Shu et al. [9] han desarrollado este

método para leyes conservativas incorporando métodos explícitos Runge-Kutta tipo TVD

para la integración del esquema temporal. La combinación de estos métodos es conocido

como método Runge-Kutta Disconituous Galerkin (RKDG).

El método RKDG tiene ventajas sobre los métodos de volumen �nito y elemento �ni-

to. Cuando usamos elementos discontinuos podemos integrar esquemas tipo upwind que

son usados en elemento �nito para tratar con problemas convectivos dominantes. Como

en el caso de elemento �nito, el método RKDG puede tratar fácilmente con geometrías

complejas y utilizar un alto orden de aproximación espacial. Al desacoplar los elementos a

través de los �ujos en las fronteras no requerimos ensamblar una matriz global y podemos

aplicar esquemas explícitos en el tiempo de manera local. El método RKDG, se puede

adaptar fácilmente a problemas físicos que involucren shocks y discontinuidades. En el

método de Galerkin discontinuo, los elementos son desacoplados y la precisión con la que

calcularemos el �ujo en las fronteras determina el rendimiento y precisión de la solución

que obtengamos.

De esta manera, nuestra propuesta numérico-computacional, es en base al método

RKDG. Al establecer el esquema numérico de Galerkin Discontinuo para nuestro pro-

blema, surge de manera natural un problema de valores iniciales. Adaptaremos ciertas

características al método DG para asegurar que el esquema temporal es estable. En la

solución del sistema adjunto se requiere la aproximación en cada elemento espacial de un

término que involucra el operador adjunto del operador de observación. Nuestra aproxi-

mación es un aplicación directa del teorema de Diferenciación de Lebesgue.

En este trabajo de tesis desarrollaremos las herramientas para resolver el problema

inverso de recuperar la batimetría dadas observaciones de velocidad mediante un enfoque

numérico. Organizamos la tesis de la siguiente manera:
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En el capítulo 1 es una breve recopilación de los fundamentos teóricos necesarios

para el desarrollo de este trabajo de tesis. En la primera parte de este capitulo esta

dedicado a leyes de conservación escalares, describimos el surgimiento de leyes de

conservación mediante de principios físicos; a partir de consideraciones geométricas

construimos el método de características, �nalmente establecemos resultados sobre

la existencia de soluciones entrópicas del problema de Cauchy asociado a leyes de

conservación. En la segunda parte abordamos la teoría de Análisis no Lineal en

espacios de Hilbert: Funcionales y propiedades; derivadas de Gâteaux y Fréchet, así

como resultados de existencia, la noción de gradiente de un funcional y la descripción

del método de gradiente adjunto.

En el capítulo 2, a partir de consideraciones físicas derivamos las ecuaciones de

Saint-Venant

∂

∂t

[
h
u

]
+

∂

∂x

[
hu

1
2
u2 + gh

]
=

[
0
−gBx

]
, x ∈ [a, b], t ≥ 0.

donde h y u son la altura y la velocidad respectivamente, B(x) es la batimetría y g es

la constante gravitacional; mencionamos algunas de sus propiedades y establecemos

el problema de nuestro interés: Hallar el mínimo del funcional J (B) : L2[a, b]→ R
dado por

J (B) =
1

2

∑
j,n

[u(xj, tn;B)− ûj,n]2 ,

donde û es un conjunto de datos observados tomados en una malla {(xj, tn)} ⊂ [a, b],

j = 0, 1, . . . , N , n = 0, 1, . . . ,M .

En el capítulo 3 describimos de manera sucinta el método de optimización de descen-

so continuo que será imprescindible en establecer un esquema numérico para resolver

nuestro problema. En las últimas secciones de este apartado, describimos dos apor-

taciones signi�cativas: Una expresión analítica para ∇J (B) y una aproximación

numérica para el operador adjunto del operador de observación.

En el capítulo 4 describimos el método numérico de Galerkin Discontinuo. En una

primera instancia desarrollamos este método para leyes de conservación escalar;

describimos el esquema temporal tipo TVD Runge-Kutta y realizamos pruebas nu-

méricas conociendo a priori la solución analítica de un problema estándar, y de esta

manera calculamos errores y razón de convergencia usando la norma en L2. En la

segunda parte del capítulo aplicamos el método de Galerkin Discontinuo para el sis-

tema de ecuaciones de Saint-Venant y describimos un algoritmo con pseudo código

para encontrar una solución numérica. En la última sección describimos el método

15



de Galerkin Discontinuo para el problema adjunto con el �n de hallar ∇J (B), en

este punto son fundamentales los resultados del capítulo 3.

En el capítulo 5 mostramos los resultados numéricos que hemos obtenido para el

problema directo y adjunto para cuatro problemas:

Solución Analítica En el caso de que tengamos una batimetría nula se conocen

ciertas soluciones analíticas, este ejemplo lo usamos para observar la conver-

gencia del método de Galerkin discontinuo. Esta situación es tratada en [17].

Tope Para este ejemplo hemos considerado una topografía en forma de tope. En el

caso del problema directo, esta ampliamente documentado en la literatura.

Mareas Oceánicas En este modelo describimos el comportamiento de mareas en

aguas poco profundas, el problema directo es tratado en [4].

Batimetría Discontinua Este ejemplo es una modi�cación del anterior con una

batimetría discontinua, el problema directo y un método numérico son descritos

en [22].

En el capítulo 6 planteamos el problema inverso para las ecuaciones de aguas someras

bidimensionales, exponemos el método adjunto para esta situación y establecemos

una expresión analítica para el gradiente.
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Capítulo 1

Preliminares de Leyes de
Conservación y Análisis no Lineal

En este capitulo abordaremos los conceptos teóricos tomados en cuenta para el desa-

rrollo del presente trabajo. Estos tópicos se abordan profundamente en [8], [10] y [27].

1.1. Leyes de Conservación Escalares

Una ley de conservación escalar escrita en su forma conservativa es una ecuación

diferencial parcial de primer orden homogénea de la forma

∂tu+ ∂xf(u) = 0. (1.1)

Con el �n de entender físicamente el signi�cado de la ecuación anterior, consideremos

una solución suave a (1.1).

Al usar la fórmula de Green en un intervalo [a, b], obtenemos

d

dt

(∫ b

a

u(x, t)dx

)
=

∫ b

a

∂tu(x, t)dx

= −
∫ b

a

∂xf(u(x, t))dx

= f(u(a, t))− f(u(b, t)).

(1.2)

Como consecuencia, la cantidad medida por u(x, t) contenida en [a, b], esto es
∫ b
a
u(x, t)dx,

solo puede cambiar debido al �ujo f(u(a, t)) de u a través del punto x = a y al �ujo

f(u(b, t)) de u a través del punto x = b. En otras palabras, la cantidad u no se crea o

se destruye. Por esta razón, es natural referirse a u como una cantidad conservada y a f

como una función de �ujo relacionada a la ecuación (1.1).

En particular, cuando ĺım
|x|→∞

u(x, t) = 0 para todo t ∈ R+ y el �ujo es normalizado
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de tal manera que f(0) = 0, podemos hacer tender a a −∞ y b a ∞ en (1.2) y obtener

que la integral de la cantidad conservada sobre todo el espacio es independiente del tiempo.

De manera más concreta ilustramos como surgen las leyes de conservación a partir

de principios físicos, consideremos el caso fundamental para derivar relaciones de conser-

vación de masa en una dimensión. Para tal propósito estudiaremos el �ujo de un gas a

través de un tubo.

Sea x la distancia a lo largo de un tubo y sea ρ(x, t) la densidad del gas en el punto x

al tiempo t. Esta densidad es de�nida de tal manera que la masa total del gas en cualquier

sección entre a y b, está dada por la integral:

masa en [a, b] al tiempo t =

∫ b

a

ρ(x, t)dx.

Si suponemos que las paredes del tubo son impermeables y la masa no es creada ni des-

truida, entonces la masa en una sección de referencia solo puede cambiar debido al �ujo

del gas a lo largo de los puntos extremos a o b.

Sea u(x, t) la velocidad del gas en el punto x al tiempo t, entonces la razón del �ujo

de gas, a través de este punto está dado por

�ujo en (x, t) = ρ(x, t)u(x, t).

Por los comentarios anteriores, la razón de cambio de masa en [a, b] es dada por la dife-

rencia de los �ujos en a y b, esto es,

d

dt

∫ b

a

ρ(x, t)dx = ρ(b, t)u(b, t)− ρ(a, t)u(a, t). (1.3)

La integral anterior establece una ley de conservación. Otra forma es obtenida integrando

(1.3) en el intervalo temporal [t1, t2], dando una expresión para la masa en [a, b] al tiempo

t2 en términos de la masa al tiempo t1 y el �ujo en cada frontera durante este lapso, esto

es, ∫ b

a

ρ(x, t2)dx =

∫ b

a

ρ(x, t1)dx+

∫ t2

t1

ρ(a, t)u(a, t)dt−
∫ t2

t1

ρ(b, t)u(b, t)dt. (1.4)

Para derivar la forma diferencial de la ley de conservación, debemos suponer que ρ(x, t)

y u(x, t) son funciones diferenciables. Entonces, usando

ρ(x, t2)− ρ(x, t1) =

∫ t2

t1

∂

∂t
ρ(x, t)dt
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y

ρ(b, t)u(b, t)− ρ(a, t)u(a, t) =

∫ b

a

∂

∂x
ρ(x, t)u(x, t)dx

en (1.4) obtenemos∫ t2

t1

∫ b

a

[
∂

∂t
ρ(x, t) +

∂

∂x
ρ(x, t)u(x, t)

]
dxdt = 0. (1.5)

Debido a que esta relación se veri�ca para cualquier sección [a, b] y sobre cualquier inter-

valo de tiempo [t1, t2], concluimos que el integrando en (1.5) debe ser idénticamente cero,

es decir,

ρt + (ρu)x = 0. (1.6)

Esta es la forma diferencial para la ley de conservación de masa. Es posible calcular

una solución a la ley de conservación (1.6) solo si la velocidad u(x, t) es conocida a priori

o es una función de ρ(x, t). Si este es el caso, entonces ρu es de al forma ρu = f(ρ), y la

ecuación (1.6) se convierte es una ley de conservación escalar para ρ,

ρt + f(ρ)x = 0. (1.7)

De manera más frecuente la ecuación (1.6) se debe resolver en conjunto con una ecuación

que establece la conservación de momento.

Una generalización natural de la ley de conservación (1.1) es

∂tu+ ∂xf(x, t, u) = g(x, t, u). (1.8)

La ecuación (1.8) es referida como una ley de balance, donde g represente el término fuente.

Si f ∈ C1(R) y u es una solución suave de (1.1), entonces es posible aplicar la regla de

la cadena y podemos reescribir la ecuación (1.1) en su forma cuasilineal

∂tu+ a(u)∂xu = 0, (1.9)

donde a = f ′ ∈ C0(R) es la derivada de f .

En el caso de que tengamos soluciones suaves, las ecuaciones (1.1) y (1.9) son equiva-

lentes. Sin embargo, si u tiene un salto, la ecuación cuasilineal (1.9) en general no está

bien de�nida, ya que es involucrado un producto de una función discontinua, a(u), con

una medida de Dirac, ∂xu. Por lo tanto, (1.9) es válida solo para la clase de funciones

continuas, mientras que (1.1) puede ser interpretada en el sentido de distribuciones (para
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más detalles, puede consultarse [42]).

Observemos que la generalización de (1.9) es representada por la ecuación de transporte

∂tu+ a(x, t, u)∂xu = g(x, t, u),

ver por ejemplo [24] para más detalles.

Para una condición inicial u0 : R → R nos interesa estudiar el problema de Cauchy

(problema de valores iniciales) para la ecuación (1.1), es decir,

∂tu+ ∂xf(u) = 0,

u(x, 0) = u0(x).
(1.10)

Un estudio clásico de este problema se presenta en [11].

El problema de Cauchy más simple es el llamado problema de Riemann, que corres-

ponde a una condición inicial del tipo

u0(x) =

{
ul si x < 0

ur si x > 0,
, ul 6= ur.

Las únicas soluciones entrópicas de este problema de Cauchy dan origen a ondas de cho-

que o de rarefacción (dependiendo si ul < ur o ur < ul). En [11] se estudia ampliamente

este problema.

De�nición 1.1.1 Sean f, u0 : R→ R funciones de clase C1(R). Entonces u : R∗+×R→ R
es una solución global del problema de Cauchy (1.10) si es de clase C1(R) y satisface (1.10)

puntualmente.

En la siguiente sección introduciremos el método de características, una técnica para

resolver el problema de Cauchy (1.10) en el espacio de funciones suaves. Como veremos,

en general no existen soluciones globales que sean suaves para dicho problema de Cauchy

más allá de un intervalo �nito de tiempo, inclusive cuando la condición incisal u0 es suave.

Método de Características

En esta sección discutiremos brevemente una técnica para resolver leyes de conser-

vación. La ventaja de este método es reducir una ecuación diferencial parcial a través

de consideraciones geométricas a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con

condiciones iniciales adecuadas.
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De�nición 1.1.2 Sea u una solución suave al problema de Cauchy (1.10) y x0 ∈ R. La
curva característica [t→ x(x0; t)] asociada a u y partiendo del punto (x, t) = (x0, 0) es la

solución del siguiente problema de Cauchy

x′(x0, t) = a (u(x(x0, t), t)) , x(x0; 0) = x0. (1.11)

Proposición 1.1.3 Sea u una solución suave de (1.10) y x0 ∈ R. Entonces u es constante

a lo largo de la curva característica (1.11), que es descrita con la siguiente expresión

x(x0; t) = a(u0(x0))t+ x0. (1.12)

Esta importante propiedad nos da una manera de construir soluciones suaves. En efecto,

si podemos invertir la relación (1.12) y escribimos x0 = x0(x, t), entonces

u(x, t) = u0(x0(x, t)) (1.13)

es una solución suave al problema de Cauchy (1.10). Este procedimiento es conocido como

el método de características y es usado para construir soluciones regulares al problema de

Cauchy de leyes de conservación escalares, aplicaremos este método en algunos ejemplos.

Hay muchos supuestos en la construcción anterior. En efecto, la solución a (1.11) puede

ser local e imposible de invertir (1.12). En la siguiente proposición, planteamos condicio-

nes su�cientes para la existencia y unicidad de soluciones regulares y globales en el tiempo.

Proposición 1.1.4 Sea u0 ∈ C1(R) y su derivada acotadas. Si a◦u0 : R→ R es creciente,

entonces la función (1.13) está bien de�nida para todo (x, t) ∈ R × R∗+ y es la única

solución suave y global para el problema de Cauchy (1.10).

Ejemplo 1.1.1 En el caso f(u) = au para a ∈ R, entonces (1.1) se convierte en la

ecuación de advección lineal y el problema de Cauchy correspondiente es

∂tu+ a∂xu = 0,

u(x, 0) = u0(x).
(1.14)

En este caso, es posible invertir la relación (1.12) y obtener x0(t) = x − at. Si u0 es de

clase C1, entonces la onda viajera u(x, t) = u0(x − at) es una solución global y regular a

(1.14).

Perdida de Regularidad

A diferencia de problemas lineales, en el caso no lineal aparecen nuevas características

tales como la ocurrencia de soluciones discontinuas. En efecto, la no linealidad implica

que la velocidad de propagación de una onda no es constante. De esta manera, en general,
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una solución puede experimentar una onda adelantada, que resulta en el surgimiento

de discontinuidades, inclusive si la condición inicial es suave. Ilustraremos este aspecto

estudiando el siguiente ejemplo (para situaciones más generales se puede consultar [36]).

Ejemplo 1.1.2 Consideremos el problema de Cauchy para la ecuación de Burgers

∂tu+ ∂x(u
2/2) = 0,

u(x, 0) =
1

1 + x2
.

(1.15)

Si u es una solución suave, (1.15) es equivalente a la ecuación

∂tu+ u∂xu = 0.

Consideremos la curva característica [t → x(t)] en el plano (x, t) que parte del punto

(x, t) = (x0, 0), es decir, una solución del problema de Cauchy

x′(t) = u(x(t), t), x(0) = x0. (1.16)

Usando la proposición 1.1.3, la solución a (1.16) es

x(t) = x0 +
t

1 + x2
0

(1.17)

y la solución del problema de Cauchy es dada implícitamente por

u

(
x+

t

1 + x2
, t

)
=

1

1 + x2
. (1.18)

En la grá�ca 1.1, esbozamos las rectas características (1.17) correspondientes a diferentes

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
t

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

x(
t)

Figura 1.1: Rectas características (1.17) para distintos valores de x0.
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valores de x0. Estas grá�cas se intersecan en un tiempo t = T . Para calcular el valor exacto

de T , es su�ciente considerar las posibles intersecciones de dos características que parten

de x y y, con x 6= y. Obtenemos que las rectas se intersecan para

t =
(1 + x2)(1 + y2)

x+ y
,

que representa una super�cie en el plano (x, y, t). Fácilmente calculamos el (único) míni-

mo que ocurre en el punto (x, y, t) = (1/
√

3, 1/
√

3, 8/
√

27), y por tanto T = 8/
√

27.

Por otro lado, cuando t > T , las rectas características se intersecan, y el mapeo

x→ x+
t

1 + x2

no es uno a uno y (1.18) no de�ne una función simplemente valuada. En la grá�ca 1.2

se esboza la función multivaluada u. En consecuencia, no existe una solución suave más

allá del tiempo t = T . La única posibilidad es extender la noción de solución para todo

tiempo t ≥ 0 en el sentido de distribuciones.

Figura 1.2: Representación de la función multivaluada u.

Si observamos la �gura 1.3, los puntos sobre la grá�ca de u = u(t) se mueven hori-

zontalmente con velocidad igual a la distancia al eje x. Como consecuencia, cuando t se

acerca al valor critico T tenemos que

ĺım
t↗T

{
ı́nf
x∈R

∂xu(x, t)

}
= −∞,

para t = T la grá�ca se �pliega� y para t > T hay algún x al cual hemos asociado tres
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valores de u. Para extender la solución para valores de t más grandes que T tenemos que

elegir alguno de estos tres valores de u. De esta manera, observamos que es imposible

extender la solución y mantenerla continua.

t = 0.0 t = 0.5

t = 1.0 t = 1.5

Figura 1.3: Representación en el plano (x, u) de la función multivaluada (1.18).

Proposición 1.1.5 Sea u0 ∈ C1(R) y su derivada acotada. Entonces existe una única

solución regular u ∈ C1(R, [0, Tmáx)) a (1.10) donde

Tmáx =


∞ si a ◦ u0 es creciente

−
(

ı́nf
x∈R

{
d
dx
a(u0(x))

})−1

otro caso,

y no existe alguna otra solución regular en un intervalo temporal más extenso.

En resumen, al usar el método de las características podemos construir una solución

suave a (1.10) al menos para algún tiempo �nito. Por otro lado, hemos visto que en el

caso no lineal a′(u) 6= 0 pueden surgir discontinuidades en un tiempo �nito.
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Soluciones de Entropía

En esta sección estableceremos la existencia de soluciones del problema de Cauchy

∂tu+ ∂xf(u) = 0,

u(x, 0) = u0(x)
(1.19)

bajo cierta suposiciones de regularidad de la condición inicial u0 y el �ujo f .

Se ha observado que el estudio clásico de leyes de conservación da lugar a problemas

mal planteados. Una solución es restringir la noción de solución como sigue:

De�nición 1.1.6 Sean u(x, t) y u0(x) funciones acotadas y medibles. Decimos que u(x, t)

es una solución débil del problema de Cauchy (1.19) si para toda φ ∈ C1
0(R) tenemos que∫∫

t≥0

(uφt + f(u)φx)dxdt+

∫
t=0

u0φdx = 0.

Con esta noción de solución resolvemos el problema de existencia, pero no el de unicidad.

Requerimos una propiedad adicional conocida como condición de entropía. A continuación

enunciaremos el resultado fundamental sobre la relación de existencia y entropía.

Teorema 1.1.7 Sea u0 ∈ L∞(R), y f ∈ C2(R) con f
′′
> 0 en {u : |u| ≤ ‖u0‖∞}. Enton-

ces existe una solución débil u de (1.19) con las siguientes propiedades:

1. |u(x, t)| ≤ ‖u0‖∞ ≡M , (x, t) ∈ R× R+.

2. Condición de Entropía: Existe una constante C > 0, que depende solo de M ,

µ = mı́n
{
f
′′
(u) : |u| ≤ ‖u0‖∞

}
y

A = máx
{
|f ′(u)| : |u| ≤ ‖u0‖∞

}
,

tal que para toda a > 0, t > 0, y x ∈ R,

u(x+ a, t)− u(x, t)

a
<
C

t
. (1.20)

3. u es estable y depende continuamente de u0 en el siguiente sentido: Si u0, v0 ∈
L∞(R) ∩ L1(R) con ‖v0‖∞ ≤ ‖u0‖∞, y v es solución al problema (1.19) con corres-

pondiente condición inicial v0, entonces para todas x1, x2 ∈ R con x1 < x2, y para

cada t > 0,

x2∫
x1

|u(x, t)− v(x, t)|dx ≤
x2+At∫
x1−At

|u0(x)− v0(x)|dx. (1.21)
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La demostración de este teorema es constructiva y puede consultarse en [38].

A continuación mencionaremos algunas observaciones sobre este teorema. En primer

lugar, de la relación (1.21) podemos inferir que la solución es estable y única, pero existe

la posibilidad de la existencia de otra solución que no satisfaga (1.21). Se puede demos-

trar que la condición de entropía (1.20) implica unicidad. La propiedad 1 no es válida

para sistemas; en efecto, la existencia de soluciones para sistemas se desprende a través

estimaciones con la norma del supremo. La relación (1.20) puede ser interpretada como

un teorema de regularidad, en el sentido de que implica que para cada t > 0, la solución

u(·, t) es localmente de variación acotada. Para ver esto, sea c1 > C/t, y consideremos

v(x, t) = u(x, t)− c1x. Entonces, si a > 0, (1.20) implica

v(x+ a, t)− v(x, t) = u(x+ a, t)− u(x, t)− c1a ≤ a

(
C

t
− c1

)
< 0,

por lo tanto, v es una función decreciente y de variación acotada localmente. Ya que lo

mismo es cierto para la función c1x, podemos inferir que nuestra a�rmación es válida

para u. Así, aunque los datos iniciales pertenezcan al espacio L∞(R) en t = 0, la solución

inmediatamente se vuele bastante regular para t > 0. De esta manera, podemos concluir

que u(·, t) tiene un número contable de discontinuidades, y es diferenciable casi en todas

partes. Esta propiedad de regularidad para la solución es, por supuesto, un fenómeno

puramente no lineal.

Finalmente, observamos que la relación (1.21) demuestra que la solución tiene veloci-

dad �nita de propagación; esto se sigue al hacer v0 ≡ v ≡ 0 en (1.21).

1.2. Análisis no Lineal

Método adjunto

Supongamos que u = (u1, . . . , un) es la solución de n ecuaciones, no necesariamen-

te lineales, continuas o discretas, posiblemente con valores iniciales o de frontera. Estas

ecuaciones podrían incluir m variables de control p = (p1, . . . , pm). Con frecuencia desea-

mos optimizar alguna función escalar g(u, p). El método adjunto nos proporcionará una

manera e�ciente de calcular

dg

dp
=

(
dg

dp1

, . . . ,
dg

dpm

)
.

Estas m derivadas detectan la sensibilidad de g con respecto a los cambios en p. Para una

elección de p dada, dg/dp nos proporciona una dirección de búsqueda para mejorar g (es

la dirección del gradiente). La di�cultad a la que nos enfrentamos es que dg/dp involucra
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matrices, generalmente grandes, en efecto, usando la regla de la cadena:

Gradiente de g(u, p) :
dg

dp
=
∂g

∂u

∂u

∂p
+
∂g

∂p
. (1.22)

El método adjunto nos proporciona una manera de evitar el calculo de las n×m deriva-

das parciales ∂ui/∂pj. Esto reduce el esfuerzo computacional cuando p incluye miles de

parámetros (m muy grande) o incluso pertenece a un espacio de dimensión in�nita. El

objetivo del método adjunto es calcular dg/dp resolviendo una sola ecuación adjunta en

vez de m ecuaciones directas.

Sistemas Lineales

Consideremos un sistema lineal de n ecuaciones, Au = b, donde b depende de los

parámetros p = (p1, . . . , pm). La función escalar g(u, p) = cTu para un vector �jo c (por

ejemplo, para la elección de c = (1, . . . , 1), optimizamos
∑
ui). En este caso dg/dp = 0 y

∂g/∂u = cT . De esta manera, lo que deseamos conocer es

∇g(u, p) = cT
∂u

∂p
.

Cada ∂u/∂pj, lo podemos obtener a partir de

A
∂u

∂pj
=

∂b

∂pj
, (1.23)

es decir, tenemos que resolver un sistema lineal de n× n para encontrar cada uno de los

m vectores ∂u/∂pj. Al sustituir (1.23) en (1.22)

∂g

∂u

∂u

∂p
= cT

∂u

∂p
= cTA−1 ∂b

∂p
.

La idea principal del método adjunto es calcular cTA−1. De esta manera, podemos resolver

un solo sistema lineal en lugar de m sistemas. En efecto, sea λ ∈ Rn solución del sistema

adjunto

ATλ = c entonces λT = cTA−1. (1.24)

Problemas no Lineales

Supongamos que tenemos n ecuaciones no lineales de la forma f(u, p) = 0. Estas

ecuaciones determinan u1, . . . , un para ciertas variables de control p1, . . . , pm. La función

escalar que consideremos, g(u, p) puede ser no lineal. Una vez más, deseamos conocer el

gradiente dg/dp, a �n de conocer la sensibilidad al variar p. Las derivadas de g en la

ecuación (1.22) involucran a ∂u/∂p. Al diferenciar f(u, p) = 0, obtenemos una matriz de
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n×m:

∂f

∂u

∂u

∂p
+
∂f

∂p
= 0.

Al sustituir en la ecuación (1.22), obtenemos una expresión para dg/dp:

dg

dp
=
∂g

∂p
− ∂g

∂u

(
∂f

∂u

)−1(
∂f

∂p

)
. (1.25)

La mejor manera de calcular dg/dp es primero resolver el sistema lineal adjunto(
∂f

∂u

)T
λ =

(
∂g

∂u

)T
. (1.26)

Al sustituir la solución de (1.26) en (1.25)

dg

dp
=
∂g

∂p
− λT

(
∂f

∂p

)
.

Hemos logrado evitar la multiplicación de dos matrices de dimensiones altas.

El operador adjunto de una matriz (su transpuesta conjugada) es de�nido como

〈Au, λ〉 =
〈
u,ATλ

〉
. El adjunto de A = d/dx es AT = −d/dx (usando integración por

partes). Recordemos que estamos evaluando funciones escalares g, lo cual lo podemos

hacer de dos maneras equivalentes como g = cTu o g = λT b (manera directa o adjunta):

Hallar g = cTu dado Au = b Hallar g = λT b dado ATλ = c.

La equivalencia se desprende ya que λT b = λT (Au) = (ATλ)Tu = cTu. La elección se

vuelve relevante cuando tenemos m vectores b y u, y l vectores λ y c. Para matrices gran-

des el esfuerzo es al resolver sistemas lineales, por lo tanto el enfoque del método adjunto

es mejor cuando l << m.

Multiplicadores de Lagrange

Las alternativas que hemos mencionada aparecen cuando consideramos las m variables

como multiplicadores de Lagrange. Las m restricciones en el problema directo son Au = b.

En el caso no lineal son f(u, p) = 0. La función lagrangiana L(u, p, λ) la construimos

alrededor de este tipo de restricciones:

L = g − λTf, dL
du

=
dg

du
− λT ∂f

∂u
.
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La ecuación adjunta dL/du = 0 determina λ, como lo hemos discutido en (1.26). Cuando

estudiamos la sensibilidad de L con respecto de p, y usando la ecuación (1.25):

dL =
dL
du
du+

dL
dp
dp =

(
dg

dp
− λT ∂f

∂p

)
dp.

Dado un conjunto de parámetros p, estamos interesados en minimizar la función ob-

jetivo g(u, p) . Recordemos que la variable u está dada implícitamente por f(u, p). Estas

ecuaciones no lineales, y la ecuación lineal adjunta para λ, son sistemas generalmente

grandes. Debemos seleccionar un algoritmo iterativo para encontrar un conjunto de pará-

metros p∗ minimizante. Existen una gran variedad de métodos de optimización como lo

son el método de descenso, método de Newton o el muy conocido método BFGS.

Cuando estudiamos problemas inversos aunados a la optimización de un conjunto de

parámetros, el mayor problema al que nos enfrentamos es el alto costo computacional, ya

que en cada iteración necesitamos calcular numéricamente las derivadas parciales para g

de ciertos ordenes.

Diferenciabilidad Gâteaux y Fréchet

El problema que nos concierne es la minimización de un funcional, así su dominio

es un espacio de dimensión in�nita y requerimos del cálculo en espacios de Banach, de

esta manera, en esta sección desarrollaremos de manera sucinta las nociones básicas de

diferenciabilidad para funciones f : X → Y entre dos espacios de Banach X y Y .

De�nición 1.2.1 Una función f se dice Gâteaux diferenciable en x si existe un operador

lineal Tx ∈ B(X, Y ) tal que para todo v ∈ X,

ĺım
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
= Txv.

El operador Tx es llamado la derivada de Gâteaux de f en x.

Si para algún v �jo el límite

δvf(x) := ĺım
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t

existe, decimos que f tiene derivada direccional en x en la dirección v. Por lo tanto f es

Gâteaux diferenciable en x, si y solo si todas las derivadas direccionales δvf(x) existen y

forman un operador lineal acotado Df(x) : v → δvf(x).

Si el límite (en el sentido de la derivada de Gâteaux) existe uniformemente en v sobre

la esfera unitaria de X, decimos que f es Fréchet diferenciable en x y Tx es la derivada
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de Fréchet de f en x. Equivalentemente, si establecemos y = tv entonces t → 0 si y solo

si y → 0. Así f es Fréchet diferenciable en x si para todo y,

f(x+ y)− f(x)− Tx(y) = o(‖y‖).

Si la derivada de Gâteaux existe es única, debido a que si el límite en la de�nición

existe es único.

Una función que es Fréchet diferenciable en un punto es continua en dicho punto, pero

no es el caso para funciones Gâteaux diferenciables (inclusive en el caso de dimensión

�nita). Por ejemplo, la función f : R2 → R de�nida por f(0, 0) = 0 y f(x, y) = x4y/(x6 +

y3) para x2 + y2 > 0 que tiene derivada de Gâteaux cero en el origen, pero no es continua

en ese punto. Esta situación también nos proporciona un ejemplo de una función que es

Gâteaux diferenciable pero no es Fréchet diferenciable. Otro ejemplo es el siguiente: Si

X es un espacio de Banach, y ϕ ∈ X∗ es un funcional lineal discontinuo, entonces la

función f(x) = ‖x‖ϕ(x) es Gâteaux diferenciable en x = 0 con derivada 0, pero f(x) no

es Fréchet diferenciable ya que ϕ no tiene límite cero en x = 0.

Proposición 1.2.2 (Fórmula del Valor Medio) Si f es Gâteaux diferenciable, enton-

ces

‖f(y)− f(x)‖ ≤ ‖x− y‖ sup
0≤θ≤1

‖Df(θx+ (1− θ)y‖ .

Claramente la diferenciabilidad Fréchet tiene las propiedades de adición, más aún, el pro-

ducto de dos funciones Fréchet diferenciables es una función Fréchet diferenciable.

Lema 1.2.3 Supongamos que X, Y y Z son espacios de Banach y g : X → Y y f :

Y → Z son Fréchet diferenciables. Entonces la derivada de la composición está dada por

la regla de la cadena

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x).

Si la derivada de Gâteaux existe y es continua en el siguiente sentido, entonces las dos

nociones coinciden

Proposición 1.2.4 Si f es Gâteaux diferenciable en una vecindad abierta U de x y

Df(x)1 es continua, entonces f es Fréchet diferenciable en x.

La noción de Gâteaux diferenciable y Fréchet diferenciable también coinciden si f es

Lipschitz y X es un espacio de dimensión �nita:
1En el sentido de que Df : U → B(X,Y ) es continuo en x así que ĺım

x̃→x
‖Df(x)−Df(x̃‖ = 0. En otras

palabras, la derivada depende continuamente en el punto x.
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Proposición 1.2.5 Supongamos que f : X → Y es una función Lipschitz de un espacio

de Banach con dimensión �nita a (posiblemente a un espacio de dimensión in�nita) un

espacio de Banach Y . Si f es Gâteaux diferenciable en algún punto x, entonces es Fréchet

diferenciable en dicho punto.

En el caso de dimensión in�nita la historia es totalmente distinta. Hablando en tér-

minos generales, en tal situación existen resultados para Gâteaus diferenciabilidad de

funciones Lipschitz, mientras que para funciones Fréchet diferenciables son inusuales y

difíciles de demostrar. Por otro lado, en muchas aplicaciones es importante tener deriva-

das de Fréchet de f , ya que proporcionan una buena aproximación lineal y local de f a

diferencia de las derivadas de Gâteaux.

Derivadas Parciales

En lo siguiente mencionamos algunas propiedades de las derivadas parciales.

Recordemos que H1⊕H2 es el espacio H1×H2 con la estructura lineal usual. Si H1 y

H2 son espacios de Banach (Hilbert), entonces H1⊕H2 es también un espacio de Banach

(Hilbert).

Notación (Derivadas Parciales) Sea f : H1 ⊕ H2 → F diferenciable, denotamos las

derivadas parciales de f como

D1f(x1, x2) = D(f(·, x2))(x1) ∈ L(H1,F),

D2f(x1, x2) = D(f(x1, ·))(x2) ∈ L(H2,F).

Proposición 1.2.7 Si f : H1⊕H2 → F es diferenciable en (x1, x2), entonces Djf(x1, x2),

j = 1, 2 existen y

Df(x1, x2)(ξ1, ξ2) = D1f(x1, x2)ξ1 +D2f(x1, x2)ξ2. (1.27)

Inversamente, si U ⊂ H1 ⊕ H2 es abierto, y D1f y D2f existen y son continuas en U ,

entonces Df existe y se cumple (1.27).

Notación Sean H, F1 y F2 espacios de Banach, y consideremos f : H → F1, g : H → F2.

Denotamos

(f, g) : H → F1 ⊕F2,

(f, g)(x) = (f(x), g(x)).

Lema 1.2.9 Sean f : H → F1 y g : H → F2 diferenciables en x, entonces (f, g) es

diferenciable en x y

D(f, g)(x) = (Df(x), Dg(x)),
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es decir,

D(f, g)(x)ξ = (Df(x)ξ,Dg(x)ξ).

Proposición 1.2.10 Si β : H1 ⊕H2 → F es bilineal y continuo, entonces β es diferen-

ciable sobre H1 ⊕H2 y

Dβ(x1, x2)(ξ1, ξ2) = β(ξ1, x2) + β(x1, ξ2).

Teorema 1.2.11 (Regla de Leibniz) Sean u : H → F1, v : H → F2 diferenciables en

x ∈ H. Si β : F1 ⊕F2 → G es bilineal y continuo, y si f : H → G es de�nido como

f(y) = β(u(y), v(y)),

para todo y ∈ H, entonces f es diferenciable en x y

Df(x)ξ = β(Du(x)ξ, v(x)) + β(u(x), Dv(x)ξ).

Ejemplo 1.2.1 Sea H un espacio de Hilbert con producto interno 〈·, ·〉. Consideremos

f : H → R de�nida como

f(x) =
1

2
‖x‖2 .

Más aún, sean β : H⊕H → R y U : H → H⊕H dados por

β(x, y) =
1

2
〈x, y〉 ,

U = 〈I, I〉 ,

donde I la matriz identidad. Entonces

f = β ◦ U.

De esta manera,

Df(x)ξ = Dβ(U(x)) ◦DU(x)ξ

= Dβ(U(x)) ◦ (DI(x)ξ,DI(x)ξ)

= Dβ(U(x)) ◦ (ξ, ξ)

= β(ξ, x) + β(x, ξ)

=
1

2
〈ξ, x〉+

1

2
〈x, ξ〉

= 〈ξ, x〉 .
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Gradiente por el Método Adjunto

Dual de un Espacio Normado

De�nición 1.2.12 Sean V , W espacios normados sobre R. Un mapeo A : V → W es

lineal si para todos u, v ∈ V y para todo λ, µ ∈ R se cumple

A(λu+ µv) = λAu+ µAv.

A es continuo si vn → v, entonces

Avn → Av en W.

A esta convergencia, se le conoce como convergencia fuerte.

Observemos que en espacios de dimensión in�nita, un funcional lineal no es necesariamen-

te continuo.

El conjunto de mapeos continuos de V → W es un espacio vectorial que denotamos

como L(V,W ). Es fácil demostrar que un mapeo lineal A de V a W es continuo si y sólo

si existe una constante M > 0 tal que para todo v ∈ V

‖Av‖W ≤M ‖v‖V .

En vista de esta propiedad, podemos asociar a cada mapeo lineal continuo A : V → W

(que es un elemento de L(V,W )) el número real

‖A‖L(V,W ) = sup
v 6=0

‖Av‖W
‖v‖V

,

y se puede demostrar que ‖·‖L(V,W ) es una norma en el espacio vectorial L(V,W ). Para un

demostración de estas propiedades puede consultarse [7]. Más aún, se puede demostrar la

siguiente proposición.

Proposición 1.2.13 Sea V un espacio normado, W un espacio de Banach. Entonces

L(V,W ) es un espacio de Banach.

Esta proposición motiva la siguiente de�nición.

De�nición 1.2.14 Sea V un espacio normado. De�nimos el espacio dual de V como el

espacio de mapeos lineales continuos de V a R, esto es L(V,R). El espacio dual de V

es un espacio normado y lo denotamos como V ∗, más aún, este espacio, es un espacio

de Banach (debido a la proposición 1.2.13). A los elementos de L(V,R) son llamados

funcionales.
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Para L ∈ V ∗, el valor de L en v ∈ V lo denotamos por Lv, y la norma de L en V ∗ es

de�nida como

‖L‖V ∗ = sup
v 6=0

|Lv|
‖v‖V

.

A continuación daremos algunos ejemplo de espacios duales

Ejemplo 1.2.2 Si V = Rn, entonces es conocido que el dual V ∗ es isomorfo a Rn.

Ejemplo 1.2.3 Sea 1 < p < ∞, el espacio dual de V = lp es V ∗ = lq, donde p y q se

relacionan mediante la relación

1

p
+

1

q
= 1. (1.28)

Para una demostración de esta a�rmación, puede consultarse [7].

Ejemplo 1.2.4 Sea Ω un conjunto abierto de Rn y p tal que 1 < p < ∞. Entonces el

dual de V = Lp(Ω) es V ∗ = Lq(Ω) donde p y q se relacionan mediante (1.28).

Ya que el espacio dual V ∗ de un espacio vectorial es un espacio de Banach, podemos de�nir

el dual V ∗∗ de V ∗. Es evidente que V ∗∗ es un espacio de Banach y es llamado bidual de

V .

De�nición 1.2.15 Decimos que un espacio de Banach es re�exivo si V ∗∗ ≡ V .

Ejemplo 1.2.5 El bidual de Rn (respectivamente de lp, Lp(Ω)) es isomorfo a Rn (respec-

tivamente con lp, Lp(Ω)).

Observemos que si V es un espacio de Banach re�exivo, entonces V ∗ es un espacio de

Banach re�exivo.

Espacios de Hilbert

De�nición 1.2.16 (Espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert H es un espacio vec-

torial equipado con un producto escalar 〈·, ·〉 tal que H es completo con la norma

‖u‖ = 〈u, u〉1/2 .

Ejemplo 1.2.6 Rn con el producto escalar

〈u, v〉 =
n∑
i=1

uivi,

donde u = (u1, u2, . . . , un), v = (v1, v2, . . . , vn).
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Ejemplo 1.2.7 Sea Ω un subconjunto abierto de Rn y consideremos el espacio de fun-

ciones cuadrado integrables, L2(Ω), con producto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω

uvdx.

Ejemplo 1.2.8 Consideremos el espacio de funciones continuas en el intervalo [a, b],

C[a, b], como en el ejemplo anterior, consideremos el producto interno

〈u, v〉 =

b∫
a

uvdx.

Sin embargo, C[a, b] no es un espacio completo para la topología asociada con la norma

inducida con este producto interno. Así, C[a, b] no es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.2.9 Sea Ω un subconjunto de Rn abierto, y consideremos el espacio

H1(Ω) =

{
v : v ∈ L2(Ω),

∂v

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, . . . , n

}
equipado con el producto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω

(
uv +

n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
dx.

Ya que un espacio de Hilbert H es un espacio de Banach, podemos de�nir su espacio dual

H∗ y su bidual H∗∗.

El siguiente teorema nos muestra como actúa la re�exividad para espacios de Hilbert.

Teorema 1.2.17 (Teorema de Representación de Riesz) Sea H un espacio de Hil-

bert y L ∈ H∗ un funcional lineal y continuo sobre H. Entonces existe un único elemento

u ∈ H tal que para todo v ∈ H

L(v) = 〈u, v〉

y

‖L‖H∗ = ‖u‖H .

Inversamente, podemos asociar a cada u ∈ H un funcional lineal continuo Lu tal que para
todo v ∈ H,

Lu(v) = 〈u, v〉 .
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Una demostración de este teorema puede ser consultada en [7].

Una consecuencia inmediata de este teorema es el hecho de que H∗∗ puede se identi�-

cado con H, en otras palabras, todo espacio de Hilbert H es re�exivo.

De�nición 1.2.18 (Gradiente de un funcional) Sea H un espacio de Hilbert equipa-

do con el producto escalar 〈·, ·〉. Si J es Gâteaux diferenciable en v ∈ H, y δJ (v, ϕ) es

lineal y continuo con respecto a ϕ, entonces existe un elemento J ′(v) ∈ H tal que para

todo ϕ ∈ H

δJ (v, ϕ) =
〈
J ′(v), ϕ

〉
,

llamamos J ′(v) el gradiente de J en v.

Ejemplo 1.2.10 Si J (v1, v2, . . . , vn) es una función de Rn a R, diferenciable en el sentido

usual, entonces

J ′(v) =

(
∂J
∂v1

,
∂J
∂v2

, . . . ,
∂J
∂vn

)T
.

De hecho, para todo ϕ ∈ Rn

δJ (v, ϕ) = [J ′(v)]T · ϕ.

Ejemplo 1.2.11 Sea J (v) el funcional de L2[a, b]→ R de�nido como

J (v) =

b∫
a

[v(x)]2dx.

tenemos que para todo ϕ ∈ L2[a, b]

J (v + θϕ)− J (v)

θ
=

b∫
a

ϕ [2v + θϕ] dx→ 2

b∫
a

vϕdx

y por lo tanto δJ (v, ϕ) es lineal y continuo con respecto a ϕ, más aún,

δJ (v, ϕ) =

b∫
a

2vϕdx = 〈2v, ϕ〉 .

Por lo tanto,

J ′(v) = 2v.
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Ejemplo 1.2.12 Consideremos el funcional J : H1[a, b]→ R de�nido como

J (v) =

b∫
a

v2(x)dx.

De manera similar ala ejemplo anterior,

δJ (v, ϕ) = 2

b∫
a

vϕdx,

que es en efecto, una forma lineal y continua con respecto a ϕ.

Ya que el producto escalar en H1[a, b] se de�ne mediante

〈v, w〉 =

b∫
a

(
vw +

∂v

∂x

∂w

∂x

)
dx

el gradiente de J no es igual a 2v como en el ejemplo anterior.

Esta situación nos demuestra que para determinar el gradiente, es esencial especi�car

en cual espacio el funcional J está de�nido.

Ejemplo 1.2.13 Sean K,F : L2(a, b) → L2(a, b) operadores lineales y consideremos la

ecuación diferencial parcial

ut −Fu = Kp

donde p es un parámetro inherente al problema. Más aún, consideremos el operador de

mínimos cuadrados J : L2(a, b)→ R

J (p) =
1

2
‖Mu− û‖2 .

que surge de manera natural en problemas de optimización. Cabe mencionar que

M : C(a, b)× (0, T )→ RM×N

es un operador de observación.

Nuestro �n es hallar una expresión para ∇J (p), para tal propósito consideremos el

operador

L(p, u, λ) =
1

2
‖Mu− û‖2 + 〈λ, ut − Lu−Kp〉 .
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La derivada del operador L está dada por

DL(p, u, λ)(ξ, η) = D1L(p, u, λ)ξ +D2L(p, u, λ)η.

A continuación, calcularemos estas derivadas

D1L(p, u, λ)ξ = 〈λ,−Kξ〉 ,

D2L(p, u, λ)η = 〈η,M∗(Mu− û〉+ 〈λ, ηt −Fη〉 .

Sea

W (p) = (p, u(p)),

donde u(p) resuelve el problema de Cauchy. Así,

J (p) = L(W (p)).

Al aplicar la regla de cadena, obtenemos

DJ (p)ξ = DL(W (p))DW (p)ξ

= DL(W (p))(ξ,Du(p)ξ)

≡ DL(W (p))(ξ, U).

De esta manera,

DJ (p)ξ = 〈λ,−Kξ〉+ 〈λ, Ut −FU〉+ 〈U,M∗(Mu− û)〉 .

Al usar integración por partes podemos reescribir la expresión anterior como

DJ (p)ξ = 〈ξ,−K∗λ〉

+ 〈U,−λt −F∗λ+M∗(Mu− û)〉 .

Por lo tanto, si λ es solución de

λt + F∗λ =M∗(Mu− û),

entonces

DJ (p)ξ = 〈ξ,−K∗λ〉 .

Al usar integración por partes y el teorema de representación de Riesz,

∇J (p) = −
∫ T

0

K∗λ(x, t)dt.
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Capítulo 2

Formulación del Problema de
Estimación de Batimetría en las
Ecuaciones de Saint-Venant

2.1. Flujo Unidimensional en Aguas Someras

En esta sección describiremos la dinámica de las ondas de agua super�ciales bajo el

supuesto de aguas someras (aguas poco profundas). Esta dinámica está regida por las

ecuaciones de Saint-Venant, que es un modelo habitualmente usado para describir el �ujo

en ríos, canales o áreas costeras. La principal suposición en el modelo es que la escala de

longitud vertical z es mucho menor que las escalas horizontales x, y. Más aún, suponemos

que el movimiento no depende de la variable y. Observemos la �gura 2.1.

Figura 2.1: Flujo unidimensional en aguas someras.

El nivel de agua en reposo corresponde a z = 0. Supongamos que el fondo es plano

e impermeable en z = −H. La super�cie libre es z = η(x, t). De esta manera, la altura

de la super�cie del agua con respecto al fondo es h(x, t) = η(x, t) + H. En el interior del

�uido, los componentes de la velocidad v son (u,w). En la super�cie, nos referimos a estas

componentes como (U,W ).
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Balance de masa

Consideremos la masa entre dos líneas verticales en x = a y x = b como mostramos

en la �gura 2.2.

Figura 2.2: Dominio para balance.

De esta manera, la masa en la región es

ma,b = ρ

∫ b

a

H(x, t)dx = ρH(b− a) + ρ

∫ b

a

η(x, t)dx.

Los cambios de masa por unidad de tiempo se deben al �ujo de agua por las líneas

verticales. El �ujo de agua Q(x, t) a través de una línea en x está dado por

Q(x, t) = ρ

η(x,t)∫
−H

u(x, z, t)dz.

Usando la conservación de masa

dma,b(t)

dt
= −[Q(b, t)−Q(a, t)],

obtenemos la ecuación de balance

∂tη(x, t) = −∂x

η(x,t)∫
−H

u(x, z, t)dx.

Si calculamos la derivada en el lado derecho, obtenemos

∂x

η(x,t)∫
−H

u(x, z, t)dz = u(x, η(x, t), t)∂xη(x, t) +

η(x,t)∫
−H

∂xu(x, z, t)dz.
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Bajo el supuesto de que el �uido es incompresible se satisface

∇ · v = ∂xu+ ∂zw = 0.

De esta manera, obtenemos la simpli�cación

η(x,t)∫
−H

∂xu(x, z, t)dz = −
η(x,t)∫
−H

∂zw(x, z, t)dz

= −w(x, η(x, t), t) + w(x,−H, t)

= −W (x, t).

Hemos usado el hecho que w(x,−H, t) = 0 pues el fondo es impermeable. Por lo tanto,

en la super�cie libre se satisface la ecuación

∂tη = −U∂xη +W.

Esta ecuación la podemos escribir de manera equivalente

∂tη = (U,W ) · (−∂xη, 1).

Observemos que esta ecuación es válida sin el supuesto de aguas someras. Al usar es-

ta relación podemos considerar que u no depende de z y de la ecuación de balance se

desprende

∂tη + ∂x[(η +H)u] = 0,

o de manera equivalente

∂th+ ∂x(hu) = 0.

Balance de Momento

De la segunda ley de Newton sabemos que la derivada del momento p es igual a la

suma de fuerzas,

dp

dt
= F.

En aguas someras el momento en x es

M(x, t) =

η∫
−H

ρu(x, t)dz = ρhu(x, t).
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La fuerza incluye el �ujo de momento

Q(x, t) =

η∫
−H

ρu2(x, t)dz = ρhu2(x, t),

y la presión a lo largo de la vertical es

P (x, t) =

η∫
−H

p(x, z, t)dz,

donde p(x, z, t) es a presión local. Como antes podemos obtener la ecuación de balance

∂tM + ∂xQ+ ∂xP = 0.

De esta manera,

∂t(ρhu) = −∂x

ρhu2 +

η∫
−H

p(x, z, t)dz

 .

En aguas someras, la presión local se aproxima por la presión hidrostática

p = ρg(η − z) + patm,

donde g es la constante gravitacional, y patm se supone igual a cero. Entonces,

∂t(hu) = −∂x
{
hu2 +

1

2
gh2

}
.

Al usar la ecuación de continuidad

∂tu+ u∂xu+ g∂xh = 0,

podemos establecer

∂tu+ ∂x

{
1

2
u2 + gh

}
.

Finalmente, podemos escribir ambas ecuaciones de balance en su forma vectorial

∂

∂t

[
h
u

]
+

∂

∂x

[
hu

1
2
u2 + gh

]
=

[
0
0

]
.

2.2. Batimetría no Nula

En nuestro planteamiento, el sistema de ecuaciones de aguas someras, pueden ser

escritas como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas con un término
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fuente más general como

∂

∂t

[
h
u

]
+

∂

∂x

[
hu

1
2
u2 + gh

]
=

[
0

F (Θ, h, u)

]
, x ∈ [a, b], t ≥ 0.

Aquí h es la profundidad, u la velocidad, y g es la constante gravitacional. El paráme-

tro Θ corresponde a la situación que se este modelando.

Para obtener un problema bien planteado, requerimos condiciones iniciales y de fron-

tera adecuadas:

h(x, 0) = h0(x), u(x, 0) = u0(x), x ∈ (a, b),

y

h(a, t) = ha(t), u(a, t) = ua(t), t ∈ (0, T ),

donde las funciones h0(x), u0(x), ha(t) y ua(t) serán especi�cadas cuando efectuemos si-

mulaciones numéricas.

En el caso en que estemos tomando en cuenta la batimetría y el coe�ciente de Manning,

el término fuente es

F (Θ, h, u) = −gBx − κh1−ηu|u|.

Así Θ = (B, k). En esta situación, B(x) es la topografía, κ es el coe�ciente de fricción

de Manning, y η es un parámetro que usualmente se toma como 7/3.

Al considerar solo el término de batimetría, es decir, el fondo está descrito por una

función B(x), entonces el sistema de ecuaciones diferenciales parciales es

∂

∂t

[
h
u

]
+

∂

∂x

[
hu

1
2
u2 + gh

]
=

[
0
−gBx

]
, x ∈ [a, b], t ≥ 0. (2.1)

El lado izquierdo de este sistema es un operador de transporte, correspondiente al �ujo

de un �uido ideal en un canal plano, sin fricción, lluvia o in�ltración. Este es el modelo

propuesto por Saint-Venant en [35], y contiene varias propiedades importantes del �ujo. A

�n de enfatizar estas propiedades, primero reescribimos las ecuaciones unidimensionales

en su forma vectorial:

∂tW + ∂xF (W ) = G,
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donde

W =

[
h
u

]
, F

′
(W ) =

[
u h
g u

]
, G =

[
0

−gBx(x)

]
,

con F (W ) el �ujo de la ecuación. El transporte es más claro en la siguiente forma no

conservativa, donde A(W ) = F ′(W )

∂tW + A(W )∂xW = G.

Observemos que cuando h > 0, la matriz A(W ) es diagonalizable con valores propios

λ1(W ) = u−
√
gh < u+

√
gh = λ2(W ).

Esta importante propiedad es llamada hiperbolicidad estricta. Los valores propios son en

efecto velocidades de las ondas super�ciales del �uido. Observemos que los valores pro-

pios coinciden cuando h = 0, esto es para zonas secas. En este caso, el sistema deja de

ser hiperbólico, y esto induce di�cultades a nivel teórico y numérico. Diseñar esquemas

numéricos que preserven la no negatividad de h son importantes en este contexto.

De estas fórmulas recuperamos una clasi�cación útil de los �ujos, basados en los va-

lores relativos de la velocidad del �uido, u y de las ondas,
√
gh. En efecto, si |u| <

√
gh

las velocidades características tienen signos opuestos, y la información se propaga hacia

arriba y abajo del �ujo, a la cual llamamos subcritical o �uvial. Por otro lado, cuando

|u| >
√
gh, el �ujo es super critico, o torrencial, toda la información va hacia abajo. Un

régimen transcrito existe cuando algunas partes del �ujo son subcríticos o supercríticos.

Al hacer el cambio de variable q = hu, podemos escribir el sistema (2.1) como

{
∂th+ ∂xq = 0

∂tq + ∂x

(
q2

h
+ gh2

2

)
= −ghBx(x)

x ∈ [a, b], t ≥ 0. (2.2)

Por un momento, nos centraremos en soluciones estacionarias del sistema (2.3), es decir,

soluciones que satisfacen

∂th = 0 y ∂tq = 0.

Reemplazando esta relación en las ecuaciones de aguas someras, obtenemos

∂xq = 0,

∂x

(
q2

h
+
gh2

2

)
= −ghBx(x).

Supongamos que h 6= 0, entonces
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{
q = q0,

Bx(x) = 1
gh

(
q2

h2 − gh
)
∂xh.

(2.3)

En el caso de soluciones regulares, obtenemos la relación

q2
0

2gh2(x)
+ h(x) +B(x) = C, (2.4)

que nos proporciona un vínculo entre la batimetría y la altura.

2.3. Formulación del Problema

Un problema no abordado en la literatura, es la determinación de la batimetría usando

mediciones de velocidad. Recientemente se han diseñado artefactos para ello como en [5].

Supongamos que medimos la velocidad u en los puntos (xj, tn), j = 1, 2 . . . ,M ,

n = 1, 2, . . . , N , es decir, u(xj, tn) ≈ ûj,n.

El problema de identi�cación es estimar la batimetría B(x) a partir de un conjunto

de observaciones de la velocidad. Para esto consideremos el problema no lineal en sentido

de mínimos cuadrados, es decir, si de�nimos el funcional J : L2(a, b)→ R dado por

J (B) =
1

2

∑
j,n

[u(xj, tn;B)− ûj,n]2 .

El problema de nuestro interés es minimizar J restringido a que h y u son soluciones de

las ecuaciones de aguas someras con condiciones iniciales y de frontera adecuadas.
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Capítulo 3

El Método de Descenso Continuo

3.1. Algoritmo de Optimización

En esta sección describiremos el algoritmo de descenso continuo para resolver el pro-

blema de optimización

mı́nJ (B)

sujeto a que h(B) y u(B) son soluciones de las ecuaciones de aguas someras con batimetría

B.

Para encontrar el mínimo del funcional J , usaremos el método de descenso continuo

en el cual construiremos una sucesión Bk, k = 1, 2, . . . con la forma

Bk+1 = Bk + αkpk

donde αk es el tamaño del paso (que tan lejos descendemos) y pk es una dirección de

descenso. La elección de ambos factores determinará la e�ciencia del algoritmo. El cálculo

del tamaño exacto del paso puede ser costoso computacionalmente. En realidad, lo más

importante es buscar la dirección de descenso correcta, de esta manera, un tamaño razo-

nable de paso, αk, no necesariamente exacto, durante cada iteración será su�ciente. Para

este propósito, usaremos un método llamado búsqueda de linea.

Para encontrar el mínimo de J , intentaremos buscar a lo largo de la dirección de

descenso pk con un paso ajustable αk tal que

ψ(αk) = J (Bk + αkpk)

disminuya lo más posible. Esto da a lugar a un problema de optimización escalar que

puede ser resuelto, por ejemplo, mediante el método de razón dorada (Golden Section

Search), para más detalles sobre este procesos se puede consultar [2] y [17].

47



En cualquier punto Bk donde el gradiente del operador J es distinto de cero, el nega-

tivo del gradiente, −∇J (Bk) nos proporciona la dirección optima de mayor decrecimiento

(J disminuya más rápidamente a lo largo de la dirección del gradiente negativo que de

cualquier otra), de esta manera es natural escoger pk = −∇J (Bk).

Observemos que

ψ
′
(α) = −∇J (Bk − α∇J (Bk)) · ∇J (Bk),

de esta manera

ψ
′
(0) = −‖∇J (Bk)‖2 < 0.

Por lo tanto, existe α∗ > 0 tal que ψ(α∗) < ψ(0) . En otras palabras, el método de

descenso continuo genera una sucesión monótona

J (Bk+1) < J (Bk),

esto es, el algoritmo garantiza la progresión hacia un mínimo en cada iteración. Como

Bk+1 se obtiene mediante la optimización de ψ, entonces

ψ
′
(αk) = −∇J (Bk+1) · ∇J (Bk) = 0,

es decir, los gradientes de iteraciones consecutivas son ortogonales. Más aún, el gradiente

siempre es ortogonal a los conjuntos de nivel del funcional J . De esta manera, las itera-

ciones se desplazan en zigzag hasta alcanzar el mínimo (ver �gura 3.1) o cumplirse una

condición de paro.

En el caso de que en este algoritmo tengamos J (Bk) = 0 hemos llegado a un punto

óptimo, esta situación raramente se da en procesos computacionales, por esto es plausible

imponer la condición de paro

‖J (Bk)‖ < ε,

donde ε > 0 es una tolerancia dada. Una segunda condición de paro admisible es controlar

el número de iteraciones.

Para un planteamiento formal de este proceso de optimización, así como un análisis

de la convergencia se puede consultar [6], [17] y [44].

En el algoritmo 1 resumimos este proceso.
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Figura 3.1: Método de descenso continuo.

Algorithm 1: Método de Descenso Continuo
B0: Aproximación inicial.
ε: Tolerancia de convergencia.
Nmax: Máximo número de iteraciones.
k ← 0
while ‖∇J (Bk)‖ > ε and k ≤ Nmax do
pk = −∇J (Bk).
Calcular αk = mı́nJ (Bk − α∇J (Bk)).
Bk+1 = Bk + αkpk.
k ← k + 1.

end while

En el teorema 3.1.2 establecemos condiciones necesarias para la convergencia del mé-

todo de descenso continuo.

De�nición 3.1.1 Una función continua f(x) de�nida en todo Rn es coercitiva si

ĺım
‖x‖→∞

f(x) =∞.

Esto signi�ca que para cualquier constante M existe un número positivo RM tal que

f(x) ≥ M siempre que ‖x‖ ≥ RM . En particular, los valores de f(x) no pueden perma-

necer acotados en un conjunto A ⊂ Rn que no es acotado.

Teorema 3.1.2 Supongamos que f es una función coercitiva de clase C1. Si {xk} es la

sucesión generada por el método de descenso continuo a partir de una aproximación inicial

x0, entonces alguna subsucesión de {xk} es convergente. El límite de cualquier subsucesión

convergente es un punto crítico de f .
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Para una demostración de este enunciado, puede revisarse [32].

Nuestro problema es encontrar una forma e�ciente de evaluar el gradiente del operador

J , lo cual discutiremos en la siguiente sección.

3.2. Gradiente por el Método del Estado Adjunto

A continuación presentaremos un análisis que establece una expresión para ∇J (B)

suponiendo la diferenciabilidad Fréchet del funcional.

Sea elM el operador lineal de observación

M : C(Ω× (0, T )) ⊂ L2(Ω× (0, T ))→ RM×N

dado por

Mu = {u(xj, tn)} ∈ RM×N ,

y consideremos el Lagrangiano

L(B, h, u, λ, µ) =
1

2
‖Mu− û‖2 +

〈(
λ
µ

)
,

(
ht + (uh)x

ut +
(
gh+ 1

2
u2
)
x

+ gBx

)〉
L2(Ω×[0,T ])

,

donde Ω = (a, b) y λ, µ son los multiplicadores de Lagrange.

En el siguiente teorema estableceremos una expresión para el gradiente del funcional

J .

Teorema 3.2.1 Sean h y u soluciones de las ecuaciones de aguas someras para una bati-

metría B(x). Supongamos que los multiplicadores de Lagrange son soluciones del sistema

adjunto

(
λ
µ

)
t

+

(
u g
h u

)(
λ
µ

)
x

=

(
0

M∗(Mu− û)

)
, (3.1)

con condiciones terminales

λ(x, T ) = 0, µ(x, T ) = 0, x ∈ Ω

y de frontera

λ(b, t) = 0, µ(b, t) = 0, t ∈ (0, T ).
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Entonces la derivada de Fréchet del funcional J es

DJ (B)ξ = 〈ξ,−gµx〉 , (3.2)

de esta manera,

∇J (B) = −g
∫ T

0

µx(x, t)dt.

Demostración: La derivada del operador L está dada por

DL(B, h, u, λ, µ)(ξ, η, ζ) = D1L(B, h, u, λ, µ)ξ +D2L(B, h, u, λ, µ)η +D3L(B, h, u, λ, µ)ζ.

A continuación, calcularemos estas derivadas

D1L(B, h, u, λ, µ)ξ = 〈µ, gξx〉 ,

D2L(B, h, u, λ, µ)η = 〈λ, ηt + (uη)x〉+ 〈µ, (gη)x〉 ,

D3L(B, h, u, λ, µ)ζ = 〈ζ,M∗(Mu− û)〉+ 〈λ, (hζ)x〉+ 〈µ, ζt + (uζ)x〉 .

Sea

W (B) = (B, h(B), u(B)),

donde h(B), u(B) resuelven las ecuaciones de aguas someras para B dada. Entonces

J (B) = L(W (B)).

Al aplicar la regla de la cadena, obtenemos

DJ (B)ξ = DL(W (B))DW (B)ξ

= DL(W (B))(ξ,Dh(B)ξ,Du(B)ξ)

≡ DL(W (B))(ξ,H, U).

De esta manera,

DJ (B)ξ = 〈µ, gξx〉

+ 〈λ,Ht + (uH)x〉+ 〈µ, (gH)x〉

+ 〈U,M∗(Mu− û)〉+ 〈λ, (hU)x〉+ 〈µ, Ut + (uU)x〉 .

Ya que la diferenciabilidad Fréchet implica Gâteaux diferenciabilidad (y ambas derivadas

coinciden), entonces

Dh(B)ξ = ĺım
ε→0

h(B + εξ)− h(B)

ε
,
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de manera similar,

Du(B)ξ = ĺım
ε→0

u(B + εξ)− u(B)

ε
.

Estas expresiones implican que las funciones H ≡ Dh(B)ξ y U ≡ Du(B)ξ se anulan en

los puntos donde tenemos condiciones iniciales y de frontera, en otras palabras,

H(x, 0) = 0 = U(x, 0) y H(a, t) = 0 = U(a, t).

Demostraremos la ecuación (3.2) para ξ ∈ C∞c (a, b). Esto es su�ciente ya que tal conjunto

es denso en L2(a, b).

Al usar integración por partes, las condiciones terminales y de frontera de λ, µ, H y

U obtenemos:

D1L(B, h, u, λ, µ)ξ

〈µ, gξx〉 =

∫ T

0

∫ b

a

µgξxdxdt

=

∫ T

0

[
µgξ
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

ξ(µg)xdx

]
dt

= 〈ξ,−gµx〉+

∫ T

0

µgξ
∣∣∣b
a
dt

= 〈ξ,−gµx〉 .

D2L(B, h, u, λ, µ)H = 〈λ,Ht + (uH)x〉+ 〈µ, (gH)x〉

〈λ,Ht〉 =

∫ b

a

∫ t

0

λHtdtdx

=

∫ b

a

[
λH
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

Hλtdt

]
dx

= 〈H,−λt〉 .

〈λ, (uH)x〉 =

∫ T

0

∫ b

a

λ(uH)xdxdt

=

∫ T

0

[
λuH

∣∣∣b
a
−
∫ b

a

λxuHdx

]
dt

= 〈H,−uλx〉 .

52



〈µ, (gH)x〉 =

∫ T

0

∫ b

a

µ(gH)xdxdt

=

∫ T

0

[
µgH

∣∣∣b
a
−
∫ b

a

µxgHdx

]
dt

= 〈H,−gµx〉 .

D3L(B, h, u, λ, µ)U = 〈U,M∗(Mu− û)〉+ 〈λ, (hU)x〉+ 〈µ, Ut + (uU)x〉

〈λ, (hU)x〉 =

∫ t

0

∫ b

a

λ(hU)xdxdt

=

∫ T

0

[
λhU

∣∣∣b
a
−
∫ b

a

λxhUdx

]
dt

= 〈U,−hλx〉 .

〈µ, Ut〉 =

∫ b

a

∫ T

0

µUtdtdx

=

∫ b

a

[
µU
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

µtUdt

]
dx

= 〈U,−µt〉 .

〈µ, (uU)x〉 =

∫ T

0

∫ b

a

µ(uU)xdxdt

=

∫ T

0

[
uUµ

∣∣∣b
a
−
∫ b

a

(uUµxdx

]
dt

= 〈U,−uµx〉 .

Así,

DJ (B)ξ = 〈ξ,−gµx〉

+ 〈H,−λt − uλx − gµx〉

+ 〈U,M∗(Mu− û)− hλx − µt − uµx〉 .

Entonces,

DJ (B)ξ = 〈ξ,−gµx〉 .

Finalmente, al usar integración por partes y el teorema de representación de Riesz, obte-

nemos que

∇J (B) = −g
∫ T

0

µx(x, t)dt,

como se quería. �
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3.3. Aproximación del Operador Adjunto del

Operador de Observación

Uno de los problemas a los que nos enfrentaremos al establecer un esquema numérico

para resolver el sistema adjunto (3.1), es saber como actúa el operadorM∗ en el siguiente

sentido: Sea I ⊂ (a, b), ϕ una función suave y V ∈ RM×N entonces nos interesa aproximar

la integral ∫
I

(M∗V)(x, t)ϕ(x)dx.

Para tal propósito usaremos el teorema de diferenciación de Lebesgue:

Teorema 3.3.1 Supongamos que f ∈ L1
loc. Entonces para casi toda x

ĺım
r→0
−
∫
Er

|f(y)− f(x)|dy = 0 y ĺım
r→0
−
∫
Er

f(y)dy = f(x)

para toda familia {Er}r>0 que se comprime de una manera regular a x.

Una demostración de este teorema y de sus aplicaciones se puede consultar en [12].

Sea ∆t > 0 y consideremos el conjunto Et = [t−∆t/2, t+ ∆t/2], en virtud del teore-

ma 3.3.1∫
I

(M∗V)(x, t)ϕ(x)dx =

∫ b

a

(M∗V)(x, t)ϕ(x)χI(x)dx

≈ 1

∆t

∫ t+∆t/2

t−∆t/2

∫ b

a

(M∗V)(x, t)ϕ(x)χI(x)dxdt

=
1

∆t

∫ T

0

∫ b

a

(M∗V)(x, t)ϕ(x)χI(x)χEt(t)dxdt

=
1

∆t
〈(M∗V)(x, t), ϕ(x)χI(x)χEt(t)〉L2(Ω×[0,T ])

=
1

∆t
〈V,M(ϕ(x)χI(x)χEt(t))〉Rm×n

=
1

∆t

∑
j,n

Vj,n [ϕ(xj)χI(xj)χEt(tn)] .
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Capítulo 4

El Método de Galerkin Discontinuo

4.1. Leyes de Conservación Escalares

En aras de presentar las ideas fundamentales del método de Galerkin discontinuo para

la solución numérica de ecuaciones diferenciales parciales, nos enfocaremos en desarrollar

este método para resolver la ley de conservación escalar (4.1).

{
ut + f(u)x = 0, [a, b]× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) x ∈ [a, b].

(4.1)

Para discretizar en el espacio, procedemos de la siguiente forma: Para cada partición del

intervalo [a, b],
{
xi+1/2

}M
i=0

, de�nimos Ii como

Ii = (xi−1/2, xi+1/2), i = 1, . . . ,M.

Sean

∆i = xi+1/2 − xi−1/2, 1 ≤ i ≤M ; h = máx
1≤i≤M

∆i.

Asumiremos que la malla es regular, es decir, existe una constante c > 0 e independiente

de h, tal que

∆i ≥ ch, 1 ≤ i ≤M.

Buscamos una aproximación ui(x, t) a u(x, t) en el intervalo Ii tal que para cada tiempo

t ∈ [0, T ], ui(·, t) pertenece al espacio de dimensión �nita

V(Ii) :=
{
v ∈ L2([a, b]) : v|Ii ∈ Pp(Ii)

}
,

donde Pp(I) denota el espacio de polinomios en I de grado a lo más p. A �n de determinar

dicha solución aproximada, usamos una formulación débil obtenida de la siguiente manera:

Primero, multiplicamos la ley de conservación escalar en (4.1) por una función suave y
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arbitraria ϕ(x) e integramos sobre Ii, así, después de integrar por partes∫
Ii

∂tu(x, t)ϕ(x)dx =

∫
Ii

f(u(x, t))∂xϕ(x)dx− f(u(x, t))ϕ(x)
∣∣∣
∂Ii
. (4.2)

Ahora reemplacemos la función ϕ(x), por una función prueba perteneciente al espacio

V(Ii). Sea xi−1/2 = xi0 < xi1 < . . . < xip = xi+1/2 una partición del elemento Ii. Entonces

ui(x, t) es de la forma

ui(x, t) =

p∑
k=0

uik(t)N
i
k(x), (4.3)

donde N i
k(x) son polinomios de Lagrange que satisfacen

N i
k(x

i
l) = δkl.

En la grá�ca 4.1 mostramos los polinomios de Lagrange de grado p = 2, 3 en el intervalo

[−1, 1]. En la grá�ca 4.2 ilustramos la aproximación numérica del método Galerkin Dis-

continuo.
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Figura 4.1: Polinomios de Lagrange en [−1, 1].

De esta manera, para l ∈ {0, 1, . . . , p}

p∑
k=0

duik(t)

dt

∫
Ii

N i
k(x)N i

l (x)dx =

∫
Ii

f

(
p∑

k=0

uik(t)N
i
k(x)

)
∂xN

i
l (x)dx− f

(
ui(x, t)

)
N i
l (x)

∣∣∣
∂Ii
.

Ya que las aproximaciones ui(x, t) son discontinuas en los puntos {xi+1/2, xi−1/2}, de-
bemos reemplazar a ui(x, t) en la frontera por un �ujo numérico f ∗ que depende de los

puntos extremos xi+1/2, xi−1/2 y la normal exterior n−, es decir,

f ∗i+1/2 = f ∗(ui(x−i+1/2, t), u
i(x+

i+1/2, t), n
−),

f ∗i−1/2 = f ∗(ui(x−i−1/2, t), u
i(x+

i−1/2, t), n
−).
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∆i−1 ∆i ∆i+1

Figura 4.2: Reconstrucción de la solución u mediante el método de Galerkin Discontinuo.

Observemos que

f ∗i+1/2 = f ∗(uip(t), u
i+1
0 (t),+1),

f ∗i−1/2 = f ∗(ui0(t), ui−1
p (t),−1).

Usaremos los llamados �ujos monótonos de los esquemas de diferencias �nitas y vo-

lumen �nito para resolver leyes de conservación, que satisfacen las condiciones:

Consistencia: f ∗(u, u;n) = f(u · n).

Continuidad: f ∗(u−, u+;n) por lo menos es Lipschitz continuo con respecto a ambos

argumentos u−, u+.

Monotonicidad: f ∗(u−, u+;n) es una función no decreciente del primer argumento

u− y una función no creciente en el segundo argumento u+.

Los ejemplos más conocidos de �ujos numéricos que cumplen las condiciones anteriores

son:

El �ujo de Lax-Friedrichs:

fLF (a, b;n) =
1

2
[n(f(a) + f(b))− C(b− a)] ,

C = máx {|f ′(s)| : ı́nf u0(x) ≤ s ≤ supu0(x)}.
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El �ujo local de Lax-Friedrichs:

fLF (a, b;n) =
1

2
[n(f(a) + f(b))− C(b− a)] ,

C = máx {|f ′(s)| : mı́n(a, b) ≤ s ≤ máx(a, b)}.

Para dilucidar el funcionamiento de los �ujos numéricos, pensemos un momento en el

método de Gudonov para leyes de conservación escalares, esto es,

uin+1 = uin − λ(f ∗i+1/2 + f ∗i−1/2),

donde uin ≈ u(xi, tn) y f ∗i+1/2 es el �ujo numérico en xi+1/2. Este último esta dado por

f ∗i+1/2 = f(u∗) donde u∗ se obtiene evaluando el problema de Riemann

u(x, tn) =

{
uin si x < xi+1/2

ui+1
n si x > xi+1/2

en (xi+1/2, tn+1). Este método es conocido como Riemann Solvers.

En métodos numéricos iterativos es muy costoso y complicado evaluar u∗ exactamente,

por lo tanto es preferible una aproximación del problema de Riemann, las aproximacio-

nes más sencillas son los �ujos numéricos antes descritos. En [25] se estudian a fondo la

construcción de las aproximaciones del problema de Riemann.

Al elegir el �ujo numérico es posible establecer el esquema

p∑
k=0

duik(t)

dt

∫
Ii

N i
k(x)N i

l (x)dx =

∫
Ii

f

(
p∑

k=0

uik(t)N
i
k(x)

)
∂xN

i
l (x)dx

−
[
f
(
u∗i+1/2

)
N i
l (xi+1/2) + f

(
u∗i−1/2

)
N i
l (xi−1/2)

]
,

para l = 0, 1, . . . , p.

Sea ui(t) = (ui0, . . . , u
i
p), entonces podemos escribir el sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias

d

dt
ui(t) = L(ui(t);ui+1

0 (t), ui−1
p (t)). (4.4)

Al analizar la segunda identidad en (4.1), se desprende que la condición inicial está dada

por

p∑
k=0

uik(0)

∫
Ii

N i
k(x)N i

l (x)dx =

∫
Ii

u0(x)N i
l (x)dx. (4.5)
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Observemos que ui+1
0 (t) y ui−1

p (t) son consideramos parámetros conocidos cuando apli-

camos un método tipo Runge-Kutta a (4.4), (4.5).

En el siguiente teorema establecemos que si la solución numérica es convergente, en-

tonces converge a cierto tipo de soluciones.

Teorema 4.1.1 Sea f una función estrictamente convexa o cóncava en el problema de

Cauchy (4.1). Entonces para cualquier p ≥ 0, si la solución numérica reconstruida me-

diante el método de Galerkin Discontinuo es convergente, entonces converge a la solución

de entropía.

Para una demostración de este teorema puede revisarse [3].

Para discretizar el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (4.4) y las condiciones

iniciales (4.5) en el tiempo usaremos un método tipo TVD Runge-Kutta. Procedemos de

la siguiente forma: Sea {tj}Nj=0 una partición de [0, T ] y ∆tj = tj+1 − tj, j = 0, . . . N − 1

nuestro algoritmo de marcha en el tiempo se describe como

Sea ui0 = ui(0)

Para j = 0, . . . , N − 1 calcular uij+1 a partir de uij de la siguiente forma:

1. ui(0) = uij;

2. para l = 1, . . . , p+ 1 calcular las funciones intermedias

ui(l) =

{
l−1∑
k=0

αlku
i
(k) + βlk∆t

jL(ui(k); θ)

}
;

3. uij+1 = ui(k+1).

Este método es sencillo de codi�car ya que sólo es necesaria una subrutina que de�na

al operador L. En la siguiente tabla se muestran algunos parámetros para el método

Runge-Kutta.

Parámetros Método Runge-Kutta
p αlk βlk máx{βlk/αlk}

2
1
1
2

1
2

1
0 1

2

1

3
1
3
4

1
4

1
3

0 2
3

1
0 1

4

0 0 2
3

1

Observemos que los valores para el parámetro αlk mostrados en la tabla anterior son no

negativos; esto no es coincidencia. De hecho, esta condición sobre αlk asegura la propiedad
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de estabilidad

|uij+1| ≤ |uij|,

siempre que

|w| ≤ |v|, (4.6)

donde w se obtiene a partir de v con el método de Euler hacia adelante,

w = v + δL(v), (4.7)

para |δ| más pequeño que un δ0 dado.

Por ejemplo, el método de Runge-Kutta de segundo orden mostrado en la tabla anterior

se escribe como

ui(1) = uij + ∆tL(uij),

wi = ui(1) + ∆tL(ui(1)),

uij+1 =
1

2

(
uij + wi

)
.

Ahora, si suponemos que las propiedades de estabilidad (4.6), (4.7) son satisfechas para

δ0 = |∆tmáx{βlk/αkl}| = ∆t,

entonces,

|ui(1)| ≤ |uij|, |wi| ≤ |ui(1)|,

y por lo tanto,

|uij+1| ≤
1

2

(
|uij|+ |wi|

)
≤ |uij|.

Observemos que podemos obtener este resultado debido a que los parámetros α son

positivos. El ejemplo anterior, nos da una idea de como probar el siguiente resultado más

general:

Teorema 4.1.2 (Estabilidad del Método de Runge-Kutta) Supongamos que las pro-

piedades de estabilidad (4.6), (4.7) para el método de Euler hacia adelante son satisfechas

para

δ0 = máx
0≤j≤N

|∆tj máx{βkl/αkl}|.
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Más aún, supongamos que los coe�cientes αkl son no negativos y cumplen la propiedad

k−1∑
l=0

αkl = 1, k = 1, . . . , p+ 1.

Entonces,

|uij| ≤ |ui0|, ∀j ≥ 0.

Esta propiedad de los métodos TVD-Runge-Kutta es crucial ya que nos permite obtener

la estabilidad a partir de un método de Euler hacia adelante. Cuando se usan polinomios

de grado p se requiere usar un método de Runge-Kutta de orden p+ 1. Para garantizar la

estabilidad del método de Galerkin discontinuo, el enésimo paso temporal en el esquema

Runge-Kutta se debe satisfacer

∆tn ≤ ∆x

λmax(2p+ 1)
, (4.8)

donde λmax es la velocidad característica máxima al tiempo tn.

En [15] se estudian métodos de orden s > 4 que satisfacen la condición de no negativi-

dad para los coe�cientes α y β correspondientes; y se desarrollan técnicas de estabilización

para sistemas de ecuaciones ordinarias que provienen de la discretización de ecuaciones

diferenciales parciales.

Limitadores de Pendiente

Sea ui el promedio de ui(x, t) en el conjunto Ii, esto es

ui = −
∫
Ii

ui(x, t)dx.

Si ϕ(x) = 1 (aproximación mediante funciones constantes a trozos) en (4.2), entonces

para la aproximación (4.3) podemos establecer∫
Ii

∂tu
i(x, t)dx+

[
f ∗i+1/2 + f ∗i−1/2

]
= 0,

lo cual podemos, convenientemente reescribir como[
ui
]
t
+

1

∆i

[
f ∗i+1/2 + f ∗i−1/2

]
= 0.
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Esto demuestra que si wi se obtiene mediante el método de Euler hacia adelante, esto es,

wi = ui + δLui, obtenemos

wi − ui
δ

+
1

∆i

[
f ∗i+1/2 + f ∗i−1/2

]
= 0. (4.9)

Cuando aproximamos la solución mediante funciones constantes a trozos, obtenemos un

esquema monótono para valores su�cientemente pequeños de |δ| y, como consecuencia, el

esquema es de variación total decreciente (TVD por sus siglas en inglés, Total Variation

Diminishing), esto es,

|wi|TV ≤ |ui|TV ,

donde

|ui|TV ≡
M−1∑
i=1

|ui+1 − ui|,

es la variación local de los promedios. Harten en [16] establece un resultado análogo para

aproximaciones más generales, que nos dice cuando el esquema es TVD en promedios

(TVDM).

Proposición 4.1.3 (Lema de Harten) Si un esquema numérico con condiciones de

frontera de soporte compacto o periódicas puede ser escrito en la forma

wi = ui + Ci+1/2

(
ui+1 − ui

)
−Di−1/2

(
ui − ui−1

)
(4.10)

con Ci+1/2 y Di−1/2 funciones no lineales de ui, ui±1, f ∗i±1/2 que satisfacen

Ci+1/2 ≥ 0, Di+1/2 ≥ 0, Ci+1/2 +Di+1/2 ≤ 1, (4.11)

entonces es TVDM, es decir,

|wi|TV ≤ |ui|TV .

Demostración: Observemos que

wi+1 − wi =
[
1−

(
Ci+1/2 +Di+1/2

)] (
ui+1 − ui

)
+ Ci+3/2

(
ui+2 − ui+1

)
+Di−1/2

(
ui − ui−1

)
=

[
1−

(
Ci+1/2 +Di+1/2

)] (
ui+1 − ui

)
+ Cj+1/2

(
uj+1 − uj

)
+Dk+1/2

(
uk+1 − uk

)
,

para j = i+ 1, k = i− 1. De esta manera,

|wi+1 − wi| ≤
[
1−

(
Ci+1/2 +Di+1/2

)] ∣∣∣ui+1 − ui
∣∣∣+ Cj+1/2

∣∣∣uj+1 − uj
∣∣∣+Dk+1/2

∣∣∣uk+1 − uk
∣∣∣ .
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Por lo tanto∑
i

|wi+1 − wi| ≤
∑
i

[
1−

(
Ci+1/2 +Di+1/2

)
+ Ci+1/2 +Di+1/2

] ∣∣∣ui+1 − ui
∣∣∣ .

Así,

|wi|TV ≤ |ui|TV ,

que es lo que se quería. �

Es fácil reescribir (4.9) en la forma (4.10). En efecto, sea

g∗i = f ∗(u−i+1/2, u
+
i−1/2, 1)

entonces

Ci+1/2 = − δ

∆i

(
f ∗i+1/2 − g∗i
ui+1 − ui

)
,

Di−1/2 =
δ

∆i

(
f ∗i+1/2 + g∗i

ui − ui−1

)
.

Así, los coe�cientes Ci+1/2 y Di−1/2 son positivos si y solo si se satisfacen las siguientes

condiciones de signo

sign(u+
i+1/2 − u

+
i−1/2) = sign(ui+1 − ui),

sign(u−i+1/2 − u
−
i−1/2) = sign(ui − ui−1),

por la monotonicidad del �ujo numérico f ∗. Una vez que estas condiciones son satisfechas,

la tercera condición en (4.11) se convierte en una restricción para el tamaño del parámetro

δ.

Ya que la reconstrucción temporal tipo TVDRK que hemos usado en el método de

Galerkin Discontinuo no produce soluciones que satisfacen las condiciones de signo an-

teriores, es necesario modi�car el algoritmo, este proceso es conocido como limitadores

de pendiente, y una de sus bondades es evitar oscilaciones espurias en la aproximación

numérica.

A continuación construiremos un operador ΛΠ que satisface

Mantiene la conservación de masa elemento a elemento. Si vi = ΛΠui, entonces

vi = ui, i = 1, . . . ,M.

Satisface las propiedades de signo. Esto asegura que si vi = ΛΠu y wi = vi + δLvi,
entonces |wi|TV ≤ |vi|TV .
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La construcción del operador ΛΠ estará en términos de la función minmod,

minmod(a1, . . . , aν) =

{
α mı́n

1≤i≤ν
|ai| si α = sign(a1) = . . . = sign(aν),

0 Otro caso.

xi−3/2 xi−1/2 xi+1/2 xi+3/2

u+
i−3/2

u−i−1/2

u+
i−1/2

u−i+1/2

u+
i+1/2

u−i+3/2

ui−1

ui

ui+1

ui−1

ui

ui+1

Figura 4.3: Reconstrucción de la solución u usando limitadores de pendiente.

Si usamos aproximaciones lineales a trozos, entonces

ui = ui + (x− xi)∂xui, i = 1, . . . ,M,

de esta manera el operador vi = ΛΠui descrito como

vi = ui + (x− xi) minmod

(
∂xu

i,
ui+1 − ui

∆i

,
ui − ui−1

∆i

)

satisface las propiedades antes descritas. Este limitador de pendiente es conocido co-

mo MUSCL (Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws) introducido

por Van Leer en [40]. Observemos que la función minmod controla el crecimiento de la

pendiente (oscilaciones) entre las interfaces xi−1/2 y xi+1/2, es decir, en los puntos de dis-

continuidad, ver grá�ca 4.3.

El siguiente limitador de pendiente menos restrictivo también cumples las propiedades

vi = ui + (x− xi) minmod

(
∂xu

i,
ui+1 − ui

∆i/2
,
ui − ui−1

∆i/2

)
.

Más aún, este limitador de pendiente lo podemos escribir como

v−i+1/2 = ui + minmod(u−i+1/2 − ui, ui − ui−1, ui+1 − ui),

v−i−1/2 = ui −minmod(ui − u+
i−1/2, u

i − ui−1, ui+1 − ui).
(4.12)
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Denotaremos este limitador como ΛΠ1.

En el caso en que la aproximación ui(x, t) sea un polinomio de grado p, esto es

ui(x, t) =

p∑
k=0

uik(t)N
i
k(x),

donde N i
k(x) son los polinomios de Lagrange. Sea ϕi la parte lineal de ui, entonces cons-

truimos ΛΠp de la siguiente manera

Algorithm 2: Construcción de ΛΠp.

1 for i = 1, . . . ,M do

1. Calcular v−i+1/2 y v+
i−1/2 usando (4.12).

2. Si v−i+1/2 = u−i+1/2 y v+
i−1/2 = u+

i−1/2, entonces v
i = ui.

3. Si no, vi = ΛΠ1ϕi.

En [21] Krivodonova describe limitadores de pendiente más generales para el método

de Galerkin Discontinuo en una y dos dimensiones.

Ya que hemos descrito la construcción del operador ΛΠ, a continuación estableceremos

la discretización temporal para resolver numéricamente el problema (4.4). Sea {tj}Nj=0 una

partición de [0, T ] y ∆tj = tj+1 − tj, j = 0, . . . N − 1 nuestro algoritmo de marcha en el

tiempo considerando limitadores de pendiente se describe como

Sea ui0 = ΛΠpui(0)

Para j = 0, . . . , N − 1 calcular uij+1 a partir de uij de la siguiente forma:

1. ui(0) = uij;

2. para l = 1, . . . , p+ 1 calcular las funciones intermedias

ui(l) = ΛΠp

{
l−1∑
k=0

αlku
i
(k) + βlk∆t

jL(ui(k); θ)

}
;

3. uij+1 = ui(k+1).

Este algoritmo describe completamente el método RKDG. Observemos que los limitadores

de pendiente son calculados para cada función intermedia del método de Runge-Kutta.

Este algoritmo en el paso temporal asegura que el esquema es TVDM.
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Figura 4.4: Error en la norma L2 con y sin el uso de limitadores.

A continuación analizaremos el comportamiento de las soluciones del método de Ga-

lerkin Discontinuo usando limitadores de pendiente en el problema de Cauchy

ut + f(u)x = 0

u(x, 0) = u0(x),

con condiciones de frontera periódicas.

Ejemplo 4.1.1 Consideremos la ecuación de advección con velocidad a = 1, es decir,

f(u) = u en el dominio [−1, 1]× [0, 2] y condición inicial

u0(x) = sin(πx).

La solución exacta de este problema es suave y no requiere el uso de limitadores. En las

grá�cas 4.4 comparamos el error en la norma L2 con y sin limitadores de pendiente. Hemos

usado distinto número de elementos espaciales con aproximaciones lineales y cuadráticas.

Ejemplo 4.1.2 Volvamos a considerar la ecuación de advección con condición inicial

u0(x) =

{
1 0.4 < x < 0.6,

0 Otro caso,

en el espacio [0, 1] × [0, 0.85]. La solución analítica es un per�l que se mueve hacia la

derecha, en la grá�ca 4.5 mostramos una comparación entre la aproximación obtenida

usando limitadores de pendiente con aproximaciones lineales con 150 elementos espaciales

y la solución exacta; del lado derecho podemos observar la variación total en promedios.

Ejemplo 4.1.3 Consideremos la ecuación de Burgers, es decir, f(u) = 1
2
u2, en el domi-
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Figura 4.5: Método de Galerkin para la ecuación de advección con condición inicial dis-
continua.
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t

Figura 4.6: Rectas características para la ecuación de Burgers.

nio [−1, 1]× [0, 2] y con condición inicial

u0(x) =
1

2
[1 + sin(πx)] .

Observemos que el tiempo de rompimiento es t = 2/π, cuando se forma un shock. En

la grá�ca 4.6 podemos observar las rectas características. Hemos reconstruido la solución

usando aproximaciones lineales y 100 elementos espaciales. En 4.7 mostramos los resul-

tados con y sin limitadores de pendientes.
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Figura 4.7: Reconstrucción numérica de la solución. En la parte superior no se usan limita-
dores y la inferior usamos el limitador minmod. Las grá�cas del lado derecho corresponden
a la variación total en promedios de la función u(x, t).

Re�namiento y Convergencia

Usando el método de Galerkin discontinuo podemos encontrar una mejor aproxima-

ción numérica a la solución exacta a través de un proceso llamada re�namiento. Podemos

considerar un número mayor de elementos Ii en el dominio, llamado h- re�namiento o

aumentando la dimensión del espacio V(Ii), conocido como p-re�namiento, esto es, con-

sideramos un orden local mayor de aproximación para obtener una mayor exactitud.

Para demostrar los efectos numéricos del re�namiento, consideremos la ley de conser-

vación

∂tu+ ∂xu = 0, (x, t) ∈ [0, 1]× (0, 1),

con condición inicial

u0(x) = sin(2πx)

y condiciones de frontera periódicas. Podemos obtener la solución analítica de este pro-
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blema a través del método de características:

u(x, t) = sin(2π(x− t)).

En las grá�cas 5.7 y mostramos los resultados obtenidos mediante el método de Galerkin

discontinuo, en rojo la solución analítica para un tiempo t = 1 y en azul la aproximación

numérica. En la grá�ca 4.10 mostramos la reconstrucción de la solución u(x, t) en el

espacio [0, 1]× [0, 1].

Aproximación lineal, p = 1. Aproximación cuadrática, p = 2.

Figura 4.8: p-re�namiento con 5 elementos.

Aproximación lineal, p = 1. Aproximación cuadrática, p = 2.

Figura 4.9: p-re�namiento con 10 elementos.

Para demostrar la e�cacia de la combinación de los dos tipos de re�namientos, calcu-

lamos el error con la norma en L2(Ω)

∥∥u− ui∥∥L2(Ω)
=

M∑
i=1

√√√√∫
Ω

(u− ui)2dxdt.

Los errores para diferentes niveles de (h, p)-re�namientos son mostrados en la tabla

4.1 con orden de convergencia. Mientras que el p-re�namiento parece ofrecer una mayor

precisión sobre el h−re�namiento, pero es más costoso computacionalmente. Por otro lado,
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Figura 4.10: Reconstrucción de la función u(x, t) mediante el método de Galerkin discon-
tinuo.

el h-re�namiento demanda más memoria que el p−re�namiento. Combinando ambos tipos

de re�namiento obtenemos una poderosa herramienta para incrementar la aproximación

global.

p = 1 p = 2 p = 3 p = 4
M Error r Error r Error r Error r
10 3.06× 10−2 1.211× 10−3 4.650× 10−5 1.060× 10−6

20 6.605× 10−3 2.238 1.513× 10−4 3.001 2.920× 10−6 3.993 3.337× 10−8 4.990
40 1.535× 10−3 2.084 1.891× 10−5 3.000 1.826× 10−7 4.000 1.054× 10−9 4.984
80 3.776× 10−4 2.023 2.364× 10−6 3.000 1.141× 10−8 4.000 3.325× 10−11 4.987

Cuadro 4.1: Error en la norma L2 y razón de convergencia.

4.2. Aplicación a las Ecuaciones de Saint-Venant

En esta sección describiremos a detalle el esquema para resolver las ecuaciones de

Saint-Venant usando el método de Galerkin discontinuo y así como la codi�cación de este.
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Recordemos que las ecuaciones de Saint-Venant cuando consideramos una batimetría

no nula, las podemos escribir como{
∂th+ ∂x(hu) = 0
∂tu+ ∂x

(
gh+ 1

2
u2
)

= −gBx(x)
x ∈ [a, b], t ≥ 0. (4.13)

Para hallar una solución numérica de (4.13) aplicaremos el método de Galerkin disconti-

nuo descrito en la sección 4.1.

Al considerar la primera ecuación, para l = 0, . . . , p, podemos escribir

p∑
k=0

d

dt
hik(t)

∫
Ii

N i
k(x)N i

l (x)dx =

∫
Ii

[
p∑

k=0

uik(t)N
i
k(x)

][
p∑
j=0

hij(t)N
i
j(x)

]
d

dx
N i
l (x)dx

−
[
α∗i+1/2N

i
l (xi+1/2) + α∗i−1/2N

i
l (xi−1/2)

]
,

o equivalentemente

p∑
k=0

d

dt
hik(t)

〈
N i
k(x), N i

l (x)
〉
L2(Ii)

=

〈
hi(x, t)ui(x, t),

dN i
l (x)

dx

〉
L2(Ii)

−
[
α∗i+1/2N

i
l (xi+1/2) + α∗i−1/2N

i
l (xi−1/2)

]
.

De manera similar, para la segunda ecuación el esquema es descrito como

p∑
k=0

d

dt
uik(t)

∫
Ii

N i
k(x)N i

l (x)dx =

∫
Ii

g p∑
k=0

hik(t)N
i
k(x) +

1

2

{
p∑

k=0

uik(t)N
i
k(x)

}2
 d

dx
N i
l (x)dx

−
∫
Ii

gBx(x)N i
l (x)dx

−
[
β∗i+1/2N

i
l (xi+1/2) + β∗i−1/2N

i
l (xi−1/2)

]
,

que podemos escribir en la forma

p∑
k=0

d

dt
uik(t)

〈
N i
k(x), N i

l (x)
〉
L2(Ii)

=

〈
ghi(x, t) +

ui(x, t)2

2
,
dN i

l (x)

dx

〉
L2(Ii)

−
〈
gBx(x), N i

l (x)
〉
L2(Ii)

−
[
β∗i+1/2N

i
l (xi+1/2) + β∗i−1/2N

i
l (xi−1/2)

]
,

donde F ∗ = (α∗, β∗) es el �ujo numérico escogido para la función F = (hu, gh+ 1
2
u2).

Observemos que hemos obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de

(2p+ 2)× (2p+ 2) que resolveremos numéricamente usando un método de Runge-Kutta

con orden p+ 1.
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Codi�cación

En esta sección describiremos de manera breve la codi�cación del esquema numérico

de Galerkin discontinuo para las ecuaciones de aguas someras.

Sea Ii la celda de estudio. De�namos Φi(x),dΦi(x) ∈ Rp+1 vectores de funciones base

y sus derivadas evaluadas en x, respectivamente, para la celda Ii, es decir,

Φi(x) := [N i
0(x), N i

1(x), . . . , N i
p(x)]t,

dΦi(x) := [dN i
0(x), dN i

1(x), . . . , dN i
p(x)]t.

Más aún, sea M i ∈ R(p+1)×(p+1) la matriz de masa

{M i}kl :=

∫
Ii

N i
k(x)N i

l (x)dx.

Calcularemos cada entrada de la matriz anterior usando cuadraturas de Gauss, en [33] se

estudian ampliamente.

Para codi�car el esquema de Galerkin discontinuo necesitamos de�nir los vectores

hi,ui ∈ Rp+1 de la siguiente forma:

hi(t) := [hi0(t), hi1(t), . . . , hip(t)]
t ui(t) := [ui0(t), ui1(t), . . . , uip(t)]

t.

Sean Fh, Fα ∈ Rp+1 los vectores

{Fh}l =

∫
Ii

(
ui ·Φi(x)

) (
hi ·Φi(x)

)
dΦi(x)ldx,

{Fα}l = α∗i+1/2N
i
l (xi+1/2) + α∗i−1/2N

i
l (xi−1/2).

Ya que las funciones base tienen la propiedad N i
k(x

i
l) = δkl, entonces

Fα = [α∗i−1/2, 0, . . . , 0, α
∗
i+1/2]t.

Finalmente, podemos escribir la codi�cación del esquema de Galerkin discontinuo para

la ecuación

∂th+ ∂x(hu) = 0,

como

M idh
i(t)

dt
= Fh − Fα. (4.14)
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De manera similar, para

∂tu+ ∂x

(
gh+

1

2
u2

)
= −gBx(x)

el esquema toma la forma

M idu
i(t)

dt
= Fu − FB − Fβ, (4.15)

donde

{Fu}l =

∫
Ii

(
ghi ·Φi(x) +

1

2

{
ui ·Φi(x)

}2)
dΦi(x)ldx,

{FB}l = g

∫
Ii

Bx(x)dΦi(x)ldx,

{Fβ}l = [β∗i−1/2, 0, . . . , 0, β
∗
i+1/2]t.

Como la aproximación de Galerkin discontinuo en el intervalo Ii para h(x, t) es

hi(x, t) =

p∑
k=0

hik(t)N
i
k(x),

entonces podemos inferir la condición inicial multiplicando por una función prueba e

integrando sobre Ii

p∑
k=0

hik(0)

∫
Ii

N i
k(x)N i

l (x)dx =

∫
Ii

h0(x)N i
l (x)dx. (4.16)

De esta manera obtenemos el sistema lineal de ecuaciones

M ihi(0) =


∫
Ii

h0(x)N i
l (x)dx


p

l=0

.

De manera similar, podemos obtener ui(0). Sea wi ∈ R2p+2 de�nido como

wi(t) = [hi(t),ui(t)]t.

De esta manera, cuando usamos (4.14) y (4.15), podemos escribir el problema de valores

iniciales

dwi(t)

dt
= L(wi, θi), wi(0) = [hi(0),ui(0)]t,

donde θi son los parámetros necesarios para calcular Fα y Fβ.

A continuación, a través de pseudo código describiremos la codi�cación del método de
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Galerkin discontinuo.
Algorithm 3: Pseudo código de Galerkin Discontinuo con un esquema temporal
Runge-Kutta
Input: p, s, xL, xR, m, B(x), tf
Output: U , H ∈ R(p+1)×m×(n+1)

1 X = linspace(xL, xR,m+ 1)
2 M = inv(Mmass(p))
/* Establece condiciones iniciales para h y u */

3 h0j = W0(p, h0,M,X)
4 u0j = W0(p, u0,M,X)
/* Cálculo de las constantes para el flujo de Lax-Friedrichs */

5 C, dx, dt = CFL(p,X, h0j, u0j)

6 n = d tf
dt
e+ 1

/* Recorrido temporal */

7 for k = 1, . . . , n+ 1 do
/* Recorrido espacial */

8 for i = 1, . . . ,m do
9 ai = 0.5 · (X[i+ 1]−X[i])
10 M = (1/ai)M

i

11 hi = H[:, i, k − 1]
12 ui = U [:, i, k − 1]

/* Parámetros necesarios para construir los flujos */

13 θi = [H[p, i− 1, k − 1], U [p, i− 1, k − 1], H[0, i+ 1, k − 1], U [0, i+ 1, k − 1]]
/* Resolver el problema de valores iniciales usando un método

Runge-Kutta tipo TVD de grado s */

14 H[:, i, k], U [:, i, k] = TVDRK(p, s,Mi, dt, hi, ui, θi, C,L)

A continuación, explicaremos algunas ideas sobre las funciones en el pseudo código

anterior.

La función W0(p, h0,M,X) evalúa la expresión (4.16) para todo elemento Ii en la par-

tición espacial X.

La codi�cación de C, dx, dt = CFL(p,X, h0j, u0j) calcula la constante C para usar el

�ujo de Lax-Friedrichs global, dx el máximo de las longitudes de los elementos y el paso

temporal dt mediante la condición de Courant-Friedrichs-Levy (4.8), donde

λmax = u+
√
gh

es calculado usando las condiciones iniciales h0(x) y u0(x).

Ya que la matriz de masaM i para el elemento Ii es un matriz constanteM multiplicada

por el jacobiano, esto es

M i = aiM,
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entonces basta calcular la matriz M (o su inversa) una sola vez, y en cada elemento mul-

tiplicarla por el jacobiano. Este proceso se observa en las líneas 2 y 10 del pseudo código.

Las condiciones de frontera son codi�cadas en la linea 13, dependiendo en que ele-

mento nos encontremos debemos modi�car el conjunto de parámetros θi, ya que tenemos

condiciones de frontera en x = a, entonces

θ0 = [ha((k − 1)dt), ua((k − 1)dt), H[0, 1, k − 1], U [0, 1, k − 1]].

4.3. Aplicación al Sistema Adjunto

En esta sección describiremos el método de Galerkin discontinuo para resolver numé-

ricamente el sistema (3.1).

Sean α y β de�nidas como

α(x, t) := λ(x, T − t) β(x, t) := µ(x, T − t).

Consideremos las funciones f y w

f(x, t) := h(x, T − t), w(x, t) := u(x, T − t).

De esta manera, podemos escribir el sistema adjunto como(
α
β

)
t

−
(
w g
f w

)(
α
β

)
x

=

(
0

−M∗(Mw − ŵ)

)
, (4.17)

con condiciones iniciales y de frontera

α(x, 0) = 0, β(x, 0) = 0,

α(b, t) = 0, β(b, t) = 0.
(4.18)

Al multiplicar cada ecuación del sistema (4.17) por una función prueba e integrar sobre

una celda de control Ii, obtenemos

∫
Ii

αtϕdx = ϕ(wα + gβ)
∣∣∣
∂Ii
−
∫
Ii

(wα + gβ)
dϕ

dx
dx−

∫
Ii

αϕ∂xwdx,

∫
Ii

βtϕdx = ϕ (fα + wβ)
∣∣∣
∂Ii
−
∫
Ii

(fα + wβ)
dϕ

dx
−
∫
Ii

(α∂xf + β∂xw)ϕdx

−
∫
Ii

M∗(Mw − ŵ)ϕdx.
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Si suponemos que

α(x, t)
∣∣∣
Ii

=

p∑
k=0

αik(t)N
i
k(x) y β(x, t)

∣∣∣
Ii

=

p∑
k=0

βik(t)N
i
k(x).

Observemos que f y w tienen expresiones similares, es decir,

f(x, t)
∣∣∣
Ii

=

p∑
k=0

f ik(t)N
i
k(x), w(x, t)

∣∣∣
Ii

=

p∑
k=0

wik(t)N
i
k(x).

Más aún, al reemplazar ϕ por N i
l (x) para algún l ∈ {0, 1, . . . , p}, obtenemos los esquemas

p∑
k=0

dαik(t)

dt

〈
N i
l (x), N i

k(x)
〉
L2(Ii)

=
[
N i
l (xi+1/2)a∗i+1/2 +N i

l (xi−1/2)a∗i−1/2

]
−

〈
αi(x, t) + gβi(x, t),

N i
l (x)

dx

〉
L2(Ii)

−
〈
αi(x, t)∂xw

i(x, t), N i
l (x)

〉
L2(Ii)

,

p∑
k=0

dβik(t)

dt

〈
N i
l (x), N i

k(x)
〉
L2(Ii)

=
[
N i
l (xi+1/2)b∗i+1/2 +N i

l (xi−1/2)b∗i−1/2

]
−

〈
f i(x, t)αi(x, t) + wi(x, t)βi(x, t),

dN i
l (x)

dx

〉
L2(Ii)

−
〈
αi(x, t)∂xf

i(x, t) + βi(x, t)∂xw
i(x, t), N i

l (x)
〉
L2(Ii)

−
∫
Ii

M∗(Mw − ŵ)N i
l (x)dx,

donde F ∗ = (a∗, b∗) es el �ujo numérico que escogemos para F = (wα + gβ, fα + βw).

Observemos que a∗ y b∗ dependen de los valores extremos de f i(x, t) y wi(x, t).

En las siguientes líneas describiremos como calcular∫
Ii

M∗(Mw − ŵ)N i
l (x)dx.

Si consideramos los puntos de observación los mismos para los cuales construimos la

solución numérica de las ecuaciones de aguas someras, h, u. Entonces, podemos escoger

xj ∈ {xi0, . . . , xip} (partición de Ii). Sea Et = [t−∆t/2, t+ ∆t/2]. De esta manera, al usar
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lo expuesto en la sección 3.3, tenemos que∫
Ii

M∗(Mw − ŵ)N i
l (x)dx ≈ 1

∆t

∑
j,n

[w(xj, tn;B)− ŵjn]
[
N i
l (xj)χIi(xj)χEt(tn)

]
=

1

∆t

p∑
j=0

∑
n

[
w(xij, tn;B)− ŵjn

] [
N i
l (x

i
j)χIi(x

i
j)χEt(tn)

]
=

1

∆t

p∑
j=0

∑
n

[
w(xij, tn;B)− ŵjn

]
[δljχEt(tn)]

=
1

∆t

∑
n

[
w(xil, tn;B)− ŵln

]
χEt(tn)

=
1

∆t

[
w(xil, tk;B)− ŵlk

]
=

1

∆t

[
p∑

k=0

wik(tk)N
i
k(x

i
l)− ŵlk

]
=

1

∆t

[
wil(tk)− ŵlk

]
,

donde tk es el único punto que cumple tk ∈ Et.

A continuación esbozaremos una manera computacional de calcular ∇J (B).

Recordemos que

µ(x, t) =
M⊕
i=1

µi(x, t), µi(x, t) =

p∑
k=0

µik(t)N
i
k(x).

Por lo tanto,

∇J (B)
∣∣∣
Ii

= −g
T∫

0

µix(x, t)dt

= −g
T∫

0

∂

∂x

{
p∑

k=0

µik(t)N
i
k(x)

}
dt

= −g
p∑

k=0

dN i
k(x)

dx

T∫
0

µik(t)dt

Cuando consideramos la malla temporal {tj}Nj=0, con t0 = 0, tN = T , tenemos que

µik(tj) ≈ µik,j, t ∈ B∆t
2

(tj)

donde µik,j es la aproximación numérica obtenida del método Galerkin discontinuo. Al

77



construir bandas de tamaño ∆t alrededor de los puntos {tj}, podemos hacer la siguiente

aproximación

T∫
0

µik(t)dt ≈
2N−3

2∑
j=−1

2j+3
2

∆t∫
2j+1

2
∆t

µik(t)dt ≈ ∆t
N∑
j=0

µik,j.

De esta manera,

∇J (B)
∣∣∣
Ii
≈ −g∆t

p∑
k=0

N∑
j=0

dN i
k(x)

dx
µik,j.
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Capítulo 5

Resultados Numéricos

5.1. Aguas Someras

En esta sección consideraremos el modelo de las ecuaciones de Saint-Venant{
∂th+ ∂x(hu) = 0
∂tu+ ∂x

(
gh+ 1

2
u2
)

= −gBx(x)
x ∈ [a, b], t ≥ 0.

En cada ejemplo consideramos condiciones iniciales y de frontera adecuadas.

La metodología para resolver el problema inverso sera la siguiente:

1. Resolver las ecuaciones de Saint-Venant

2. Creamos datos sintéticos de observación de la siguiente manera

hobs = h(1 +N (0, σ2)),

donde N es la distribución normal.

3. Resolveremos las ecuaciones adjuntas y calcularemos numéricamente el gradiente

del funcional J .

4. Implementamos el método de optimización BFGS para reconstruir la batimetría,

inicializando el algoritmo con una aproximación B0(x).
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Figura 5.1: Aproximación numérica obtenida a través del método de Galerkin discontinuo
al tiempo t = 1.0. La linea solida azul representa la solución analítica para la velocidad y
la altura, mientras que los asteriscos es la aproximación.

5.2. Solución Analítica

Como un primer ejemplo, consideremos una batimetría plana, es decir, B ≡ 0, para

este caso, se tiene una solución analítica de la forma

h(x, t) = ξ2, u(x, t) = 2
√
gξ − 2

√
gH,

donde

ξ(x, t) =
x+ 2

√
gHt

1 + 3
√
gt

,

y H es un estado estacionario de h(x, t). Para este ejemplo hemos considerado una malla

espacio-temporal contenida en [0, 1]× [0, 1]. Ese problema es tratado en [18].

Este ejemplo nos proporciona una herramienta para estudiar la convergencia del mé-

todo de Galerkin discontinuo para las ecuaciones de Saint-Venant.

Recordemos que estamos considerando el producto interno

〈f, g〉L2(Ω×(0,T )) =
1

(b− a)T

∫ T

0

∫ b

a

f(x, t)g(x, t)dxdt,
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entonces podemos calcular el error como

Eu :=

√√√√∆x∆t
M∑
j=1

N∑
n=1

(u(xj, tn)− u∗(xj, tn)),

donde u∗ es la aproximación numérica que obtuvimos a través del método de Galerkin

discontinuo. De manera análoga podemos establecer el error Eh para la aproximación de

la altura h. En la table 5.1 presentamos los errores obtenidos para distinto número de

elementos espaciales y diferentes grados de aproximación.

me Eh Eu

p = 1

20 8.50E − 02 1.22E − 01
40 4.29E − 02 6.27E − 02
80 2.17E − 02 3.19E − 02
160 1.08E − 02 1.60E − 02

p = 2

20 6.77E − 03 4.30E − 03
40 1.78E − 03 1.07E − 03
80 4.55E − 04 2.74E − 04
160 1.14E − 04 6.84E − 04

p = 3

20 8.84E − 05 1.13E − 04
40 1.12E − 05 1.42E − 05
80 1.44E − 06 1.80E − 06
160 1.72E − 07 2.20E − 07

Cuadro 5.1: Errores Eh y Eu con me elementos espaciales usando polinomios de grado p.

5.3. Tope

Este es un ejemplo clásico en la literatura, se puede consultar, por ejemplo en [13].

Consideramos el espacio [0, 25] con la batimetría

B(x) =

{
0.2− 0.05(x− 10)2 8 ≤ x ≤ 12

0.0 otro caso
, (5.1)

con condiciones iniciales

h0(x) = 0.5−B(x), u0(x) = 0.0,

y condiciones de frontera

h(0, t) = 0.5, u(0, t) = 0.0.

En las grá�cas 5.2 mostramos la aproximación numérica obtenida mediante el método de

Galerkin discontinuo.
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Aproximación numérica de la altura, h. Aproximación numérica de la velocidad, u.

Figura 5.2: Aproximación numérica mediante el método de Galerkin discontinuo para las
ecuaciones de aguas someras al tiempo t = 1.0 y batimetría descrita en (5.1).

En la grá�ca 5.3 podemos observar la función η(x, t) = h(x, t) + B(x) para distintos

tiempos, y la batimetría.

Figura 5.3: Grá�ca de η(x, t), t = 0.3s, 0.4s, . . . , 0.9s.

En este caso hemos considerado 70 elementos espaciales, un tiempo �nal tf = 1.0 y

hemos inicializado el algoritmo de optimización con una aproximación inicial B0(x) =

0.8B(x) . Mostramos los resultados obtenidos en la grá�ca 5.4.

82



0 5 10 15 20 25
0.000

0.025

0.050

0.075

0.100

0.125

0.150

0.175

0.200 B0
B(x)
B *

Figura 5.4: Reconstrucción de la batimetría. B0 es la aproximación inicial, B∗ es el resul-
tado del algoritmo de optimización y B(x) es la batimetría real.

5.4. Mareas Oceánicas

El primer ejemplo que analizaremos fue propuesto por Bermúdez y Vázquez [4] para

estudiar las mareas en zonas costeras.

Sea

H(x) = 50.5− 40x

L
+ 10 sin

{
π

(
4x

L
+ 0.5

)}
,

con L = 648000, e impongamos las condiciones iniciales

h(x, 0) = H(x) y u(x, 0) = 0, x ∈ [0, L],

con condiciones de frontera

h(0, t) =

{
64.5 + 4 sin

{
π
(

4t
86400

− 0.5
)}

t ≤ 43200

60.5 t > 43200
,

que representa una ola entrante y u(L, t) = 0. Para este problema, hemos considerado la

batimetría

B(x) = 60.5−H(x).

Este problema modela la propagación de mareas oceánicas. En este caso, h(0, t) representa

una marea de 4 metros de amplitud, podemos observar que al tiempo t = 21600 segundos,

la ola alcanza su altura máxima de 8 metros, mientras que al tiempo 43200 segundos la

ola desaparece.

En las grá�cas 5.5 podemos observar la aproximación numérica para h y u usando

el método de Galerkin discontinuo con una aproximación cuadrática y un tiempo �nal
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tf = 1000s.

Reconstrucción numérica de la altura, h. Reconstrucción numérica de la velocidad, u.

Figura 5.5: Reconstrucción numérica mediante el método de Galerkin discontinuo en el
tiempo tf = 1000s.

En la grá�ca 5.6 podemos observar la función η(x, t) = B(x) + h(x, t) para distintos

tiempos.

Figura 5.6: Reconstrucción de la función η(x, t), t = 100s, 200s, . . . , 1000s.

En las grá�cas 5.7a y 5.7b mostramos la reconstrucción de la batimetría usando 30 y

50 elementos espaciales con un tiempo �nal Tf = 1000s y una aproximación lineal para

el método de Galerkin discontinuo. En ambos casos hemos arrancado el algoritmo de op-

timización con la aproximación inicial B0(x) = 0.75B(x).

Finalmente, hemos estudiado este ejemplo arrancando el algoritmo con la aproximación

inicial
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(a) 30 elementos espaciales.
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(b) 50 elementos espaciales.

Figura 5.7: Reconstrucción de la batimetría. B0 es la aproximación inicial, B∗ es el resul-
tado del algoritmo de optimización y B(x) es la batimetría real.

B0(x) =
26.0

648000.0
x,

y usando 40 y 75 elementos espaciales com polinomios aproximantes de grado p = 2. En

la grá�ca 5.8 mostramos los resultados obtenidos.

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000
0
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20
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50
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B *

40 elementos espaciales.

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000
0

10

20

30

40

50 B0
B(x)
B *

75 elementos espaciales.

Figura 5.8: Reconstrucción de la batimetría. B0 es la aproximación inicial, B∗ es el resul-
tado del algoritmo de optimización y B(x) es la batimetría real.

En la tabla 5.2 mostramos el valor del funcional J en el proceso de optimización para

algunas iteraciones.
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Iteración k J (Bk) Iteración k J (Bk)
3 87.266104 48 0.493704
6 37.137891 51 0.409573
9 17.332789 54 0.281501
12 11.774353 57 0.172761
15 3.633128 60 0.140771
18 1.393286 63 0.090497
21 1.360545 66 0.051329
24 1.326605 69 0.022607
27 1.265810 72 0.006300
30 1.032533 75 0.004459
33 0.945257 78 0.002612
36 0.796913 81 0.000355
39 0.604461 84 0.000041
42 0.569340 87 0.000002
45 0.542416 90 0.000000

Cuadro 5.2: Valor del funcional J durante el proceso de optimización.

5.5. Batimetría Discontinua

En este caso hemos considerado el espacio-temporal [0, 1500]× [0, 100] con condiciones

iniciales

h0(x) = 16.0−B(x), u0(x) = 0.0,

donde

B(x) = 8 [H(x− 562.5)−H(x− 937.5)] , (5.2)

con H(x) la función de Heaviside, y condiciones de frontera

h(0, t) = 20− 4 sin

{
π

(
4t

86400
+

1

2

)}
, u(1500.0, t) = 0.

Este problema también es muy referido en la literatura, se puede consultar [22].

Para este ejemplo hemos usado una aproximación inicial descrita en término de fun-

ciones tipo "�an"que aproximan suavemente a la función H(x), es decir, sea f la función

descrita como

f(x; a, b, c, r) =
a exp(cr) + b exp(rx)

exp(cr) + exp(rx)
,

donde a < b corresponden a los limites entre y = a y y = b; r ≥ 0 cambia la pendiente y

c actúa como el corrimiento en el eje x. En nuestro caso a = 0 y b = 8, de esta manera,
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hemos construido las aproximaciones utilizadas como

B0(x) = f(x; 0, 8, 562.5, r)− f(x; 0, 8, 937.5, r). (5.3)

En las grá�cas 5.9, mostramos el comportamiento de B0(x) con distintos valores de r

comparados con la batimetría (5.2).

r = 0.01 r = 0.02

r = 0.03 r = 0.1

Figura 5.9: Aproximaciones a la batimetría (5.2) mediante funciones tipo "�an".

En las grá�cas 5.10 podemos observar los resultados del algoritmo de optimización con

50 elementos espaciales y usando polinomios lineales en el esquema de Galerkin disconti-

nuo.
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Figura 5.10: Reconstrucción de la batimetría (5.2) con distintas aproximaciones iniciales
B0(x) descritas en (5.3). B∗ es la aproximación obtenida mediante el algoritmo de opti-
mización.
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Capítulo 6

Sobre la Extensión al Caso
Bidimensional

La metodología de la ecuación adjunta es desde luego aplicable de manera más ge-

neral. En este capítulo extenderemos el método de descenso continuo. Formularemos el

problema inverso y demostraremos el teorema de construcción del gradiente.

Consideremos las ecuaciones de aguas someras bidimensionales, es decir, el conjunto

de ecuaciones

∂h

∂t
+
∂hu

∂x
+
∂hv

∂y
= 0

∂hu

∂t
+ hu

∂u

∂x
+ hv

∂u

∂y
= F1(Θ, h, u, v)

∂hv

∂t
+ hu

∂v

∂x
+ hv

∂v

∂y
= F2(Θ, h, u, v)

(6.1)

donde Θ ∈ H, con H un espacio de Hilbert, es un conjunto de parámetros inherentes

al problema y las funciones F1 y F2 corresponden a la situación que se este modelando.

Nuestro dominio de interés es Ω × [0, T ], Ω ⊂ R2 con frontera Lipschitz. Denotaremos

como Γ la frontera de Ω, es decir, Γ = ∂Ω.

Supongamos las condiciones iniciales

h(x, y, 0) = h0(x, y), u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x, y, 0) = v0(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Las condiciones de frontera dependerán de la situación que estemos modelando. Ilustra-

remos un caso concreto: Supongamos que

Γ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅,
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y �jemos condiciones de frontera sobre Γ1, digamos

h(x, y, t) = hB(t), u(x, y, t) = uB(t), v(x, y, t) = vB(t), (x, y) ∈ Γ1.

En [1] presentan un esquema numérico de volumen �nito para resolver las ecuaciones de

aguas someras bidimensionales, presentando ejemplos con condiciones iniciales y de fron-

teras adecuadas.

A continuación, plantearemos el problema inverso que nos interesa. Supongamos que

las componentes de la velocidad (u, v) o la altura h son medidos en un conjunto de puntos

{(xj, yk, tn)}, j = 1, 2, . . . ,M1, k = 1, 2, . . . ,M2, n = 1, 2, . . . , N ; es decir, existe un mapeo

entre el conjunto de puntos, digamos Σ, a un espacio de Hilbert H, esto es

·̂ : Σ→ H.

Por ejemplo, H = RM1×M2×N y ·̂ la función que a cada punto de Σ le asigna una medición

de h, u o v y la organiza en una matriz, es decir,

ĥ = {ĥj,k,n}, û = {ûj,k,n}, v̂ = {v̂j,k,n}.

Sean M1,M2,M3 : D ⊂ L2(Ω × [0, T ]) → H operadores lineales de observación. El

problema de nuestro interés es estimar el conjunto de parámetros Θ, dados los datos de

altura o velocidad. Para este propósito consideramos el funcional de mínimos cuadrados,

J : H→ R de�nido de la siguiente manera:

J (Θ) =
α

2

∥∥∥M1h− ĥ
∥∥∥2

H
+
β

2
‖M2u− û‖2

H +
γ

2
‖M3v − v̂‖2

H .

Nuestro objetivo es minimizar J restringido a que h, u y v resuelven las ecuaciones de

aguas someras (6.1). Los coe�cientes α, β y γ son 0 o 1 dependiendo de la disponibilidad

de los datos medidos. Para tal propósito, usaremos un método de descenso continuo, que

ya ha sido descrito en las secciones anteriores. Recordemos que la esencia del método

descrito es hallar una expresión analítica del gradiente que podamos implementar numé-

ricamente.

Consideremos el operador Lagrangiano

L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ) =
α

2

∥∥∥M1h− ĥ
∥∥∥2

H
+
β

2
‖M2u− û‖2

H +
γ

2
‖M3v − v̂‖2

H

+

〈λµ
σ

,
 ∂th+ ∂x(hu) + ∂y(hv)
∂t(hu) + hu∂xu+ hv∂yu− F1(Θ, h, u, v)
∂t(hv) + hu∂xv + hv∂yv − F2(Θ, h, u, v)

〉
L2(Ω×[0,T ])

,

donde λ, µ y σ son los multiplicadores de Lagrange. Aquí 〈·, ·〉L2(Ω×[0,T ]) es el producto

90



interior normalizado en L2(Ω× [0, T ]), esto es,

〈f, g〉L2(Ω×[0,T ]) =
1

|Ω|T

T∫
0

∫
Ω

f(x, y, t)g(x, y, t)dxdydt.

Los métodos numéricos de optimización usualmente requieren encontrar la dirección

de mayor decrecimiento del funcional en cada paso, el siguiente teorema nos proporciona

una expresión analítica para calcular el gradiente del funcional J .

Teorema 6.0.1 Sean h, u y v soluciones de las ecuaciones de aguas someras con conjunto

de parámetros Θ. Supongamos que los multiplicadores de Lagrange son soluciones de las

ecuaciones adjuntas

∂tλ+ u∂tµ+ v∂tσ + (∇λ− µ∇u− σ∇v) · (u, v) + µ∂2F1 + σ∂2F2 = αM∗
1(M1h− ĥ),

h∂tµ+ h∂xλ− µh∂xu− σh∂xv +∇ · µh(u, v) + µ∂3F1 + σ∂3F2 = βM∗
2(M2u− û),

h∂tσ + h∂yλ− µh∂yu− σh∂yv +∇ · σh(u, v) + µ∂4F1 + σ∂4F2 = γM∗
3(M3v − v̂),

con condiciones terminales

λ(x, y, T ) = µ(x, y, T ) = σ(x, y, T ) = 0, (x, t) ∈ Ω,

y de frontera

λ(x, y, t) = µ(x, y, t) = σ(x, y, t) = 0, (x, y, t) ∈ Γ2 × [0, T ).

Entonces la derivada de Fréchet del funcional J es

DJ (Θ)ξ = −〈µ,DF1(Θ, h, u, v)ξ〉 − 〈σ,DF2(Θ, h, u, v)ξ〉 , (6.2)

y de esta manera,

∇J (Θ) = −(DF1(Θ, h, u, v))∗µ− (DF2(Θ, h, u, v))∗σ. (6.3)

Demostración: La demostración la dividiremos en tres pasos:

1. Calculo de la derivada del operador L.

2. Observemos que cuando (h(Θ), u(Θ), v(Θ)) son soluciones de las ecuaciones de aguas

someras para el conjunto de parámetros Θ, entonces el operador L coincide con J
y aplicaremos la regla de la cadena para obtener la derivada de Fréchet de J (Θ).

3. Usaremos propiedades de la derivada de Fréchet para establecer condiciones iniciales

para Dh(Θ)ξ, Du(Θ)ξ, y Dv(Θ)ξ; y aplicaremos integración por partes para cons-

truir el operador adjunto de T = ∂i, para i = x, y, t con el propósito de reescribir

DJ (Θ)ξ.
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Nota: Usaremos la notación Di para las derivadas de Fréchet y ∂i para las derivadas par-

ciales de funciones en el sentido usual.

Paso 1: La derivada del operador L está dada por

DL(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)(ξ, η, ζ, ς) = D1L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)ξ +D2L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)η

+ D3L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)ζ +D4L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)ς.

A continuación calcularemos cada uno de los términos de la expresión anterior.

D1L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)ξ = D 〈µ,−F1(·, h, u, v)〉 (Θ)ξ +D 〈σ,−F2(·, h, u, v, w)〉 (Θ)ξ,

D2L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)η =
〈
η, αM∗

1(M1h− ĥ)
〉

+ 〈λ, ηt +∇ · η(u, v)〉

+ 〈µ, (ηu)t + η∇u · (u, v)− ∂2F1(Θ, h, u, v)η〉

+ 〈σ, (vη)t + η∇v · (u, v)− ∂2F2(Θ, h, u, v)η〉 ,

D3L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)ζ = 〈ζ, βM∗
2(M2u− û)〉+ 〈λ, ∂x(hζ)〉

+ 〈µ, (hζ)t +∇ζ · h(u, v) + hζ∂xu− ∂3F1(Θ, h, u, v)ζ〉

+ 〈σ, hζ∂xv − ∂3F2(Θ, h, u, v)ζ〉 ,

D4L(Θ, h, u, v, λ, µ, σ)ς = 〈ς, γM∗
3(M3v − v̂)〉+ 〈λ, ∂y(hς)〉

+ 〈µ, hς∂yu− ∂4F1(Θ, h, u, v)ς〉

+ 〈σ, (hς)t +∇ς · h(u, v) + hς∂yv − ∂4F2(Θ, h, u, v)ς〉 .

Paso 2: Sea W (Θ) = (Θ, h(Θ), u(Θ), v(Θ)), donde (h(Θ), u(Θ), v(Θ) resuelven las ecua-

ciones de aguas someras para un conjunto de parámetros dados. Entonces

J (Θ) = L(W (Θ)).

Al usar la regla de la cadena, obtenemos

DJ (Θ)ξ = DL(W (Θ))DW (Θ)ξ

= DL(W (Θ))(ξ,Dh(Θ)ξ,Du(Θ)ξ,Dv(Θ)ξ)

≡ DL(W (Θ))(ξ,H, U, V ).
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De esta manera,

DJ (Θ)ξ = D 〈µ,−F1(·, h, u, v)〉 (Θ)ξ +D 〈σ,−F2(·, h, u, v)〉 (Θ)ξ

+
〈
H,αM∗

1(M1h− ĥ)
〉

+ 〈λ,Ht +∇ ·H(u, v)〉

+ 〈µ, (Hu)t +H∇u · (u, v)− ∂2F1(Θ, h, u, v)H〉

+ 〈σ, (Hv)t +H∇v · (u, v)− ∂2F2(Θ, h, u, v)H〉

+ 〈U, βM∗
2(M2u− û)〉+ 〈λ, ∂x(Uh)〉

+ 〈µ, (Uh)t +∇U · h(u, v) + hU∂xu− ∂3F1(Θ, h, u, v)U〉

+ 〈σ, hU∂xv − ∂3F2(Θ, h, u, v)U〉+ 〈V, γM∗
3(M3v − v̂)〉

+ 〈λ, ∂y(V h)〉+ 〈µ, hV ∂yu− ∂4F1(Θ, h, u, v)V 〉

+ 〈σ, (hV )t +∇V · h(u, v) + hV ∂yv − ∂4F2(Θ, h, u, v)V 〉 .

Paso 3: Ya que la diferenciabilidad Fréchet implica Gâteaux diferenciabilidad (y amabas

derivadas coinciden), entonces

Df(Θ)ξ = ĺım
ε→0

f(Θ + εξ)− f(Θ)

ε
,

para f = h, u, v.

Estas expresiones implican que las funciones H, U y V se anulan en los puntos donde

tenemos condiciones iniciales y de frontera, en otras palabras

H(x, y, 0) = U(x, y, 0) = V (x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ Ω,

H(x, y, t) = U(x, y, t) = V (x, y, t) = 0, (x, y, t) ∈ Γ1 × (0, T ].
(6.4)

Usaremos las condiciones iniciales y de fronteras (6.4) para reescribir la expresión de

DJ (Θ)ξ mediante integración por partes (construcción de operadores adjuntos).

Sea ν = (ν(1), ν(2), ν(3)) el vector normal unitario exterior a la frontera del conjunto

Ω × [0, T ], y consideremos el operador diferencial T = ∂i para i = x, y, t. Sean f y g

funciones tales que

f(x, y, t) = 0, (x, y, t) ∈ Ω× {T} f(x, y, t) = 0 (x, y, t) ∈ Γ2 × [0, T ]

g(x, y, t) = 0, (x, y, t) ∈ Ω× {0} g(x, y, t) = 0 (x, y, t) ∈ Γ1 × [0, T ].
(6.5)
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Entonces

|Ω|T 〈f, T g〉 =

∫
Ω×[0,T ]

fT gdx = −
∫

Ω×[0,T ]

gT fdx +

∫
∂(Ω×[0,T ])

fgνidS

= |Ω|T 〈−T f, g〉+

∫
∂Ω×[0,T ]

fgνidS +

∫
Ω×{0,T}

fgνidS

= |Ω|T 〈−T f, g〉+

∫
(Γ1∪Γ2)×[0,T ]

fgνidS +

∫
Ω×{0,T}

fgνidS

= |Ω|T 〈−T f, g〉+

∫
Γ1×[0,T ]

fgνidS +

∫
Γ2×[0,T ]

fgνidS +

∫
Ω×{0,T}

fgνidS

= |Ω|T 〈−T f, g〉 .

Por lo tanto,

〈f, T g〉 = 〈−T f, g〉 ,

en otras palabras T ∗ = −T .

Observemos que los multiplicadores de Lagrange (λ, µ, σ) y las funciones H, U V

cumplen las condiciones de f y g en (6.5), respectivamente. De esta manera podemos

escribir

〈λ, ∂tH +∇ ·H(u, v)〉+ 〈µ, ∂t(Hu)〉+ 〈σ, ∂t(Hv)〉 = 〈H,−∂tλ−∇λ · (u, v)− u∂tµ− v∂tσ〉 ,

〈λ, ∂x(Uh)〉+ 〈µ, ∂t(Uh) +∇U · h(u, v)〉 = 〈U,−h∂xλ− h∂tµ−∇ · µh(u, v)〉 ,

〈λ, ∂y(V h)〉+ 〈σ, ∂t(hV ) +∇V · h(u, v)〉 = 〈V,−h∂yλ− h∂tσ −∇ · σh(u, v)〉 .

Así,

DJ (Θ)ξ = D 〈µ,−F1(·, h, u, v)〉 (Θ)ξ +D 〈σ,−F2(·, h, u, v)〉 (Θ)ξ

+
〈
H,αM∗

1(M1h− ĥ)
〉

+ 〈H,−∂tλ−∇λ · (u, v)〉

+ 〈H,−u∂tµ+ µ∇u · (u, v)− [∂2F1(Θ, h, u, v)]µ〉

+ 〈H,−v∂tσ + σ∇v · (u, v)− [∂2F2(Θ, h, u, v)]σ〉

+ 〈U, βM∗
2(M2u− û)〉+ 〈U,−h∂xλ〉

+ 〈U,−h∂tµ−∇ · µh(u, v) + µh∂xu− [∂3F1(Θ, h, u, v)]µ〉

+ 〈U, σh∂xv − [∂3F2(Θ, h, u, v)]σ〉+ 〈V, γM∗
3(M3v − v̂)〉

+ 〈V,−h∂yλ〉+ 〈V, µh∂yu− [∂4F1(Θ, h, u, v)]µ〉

+ 〈V,−h∂tσ −∇ · σh(u, v) + σh∂yv − [∂4F2(Θ, h, u, v)]σ〉 .

94



Por lo tanto,

DJ (Θ)ξ = −〈µ,DF1(Θ, h, u, v)ξ〉 − 〈σ,DF2(Θ, h, u, v)ξ〉 .

Sean Ki ≡ (DFi(Θ, h, u, v))∗, i = 1, 2; entonces

DJ (Θ)ξ = −〈K1µ, ξ〉 − 〈K2σ, ξ〉 = 〈−K1µ−K2σ, ξ〉 .

De la de�nición 1.2.18 (Gradiente de un funcional, o equivalentemente, del Teorema de

Representación de Riesz 1.2.17), podemos escribir

∇J (Θ) = −K1µ−K2σ,

como se quería. �

Al aplicar el método de Galerkin Discontinuo a las ecuaciones adjuntas, surge el pro-

blema de evaluar integrales con la forma

∫
Ωi

(M∗f)(x, y, t)ϕ(x, y)dxdy,

para f ∈ H, ϕ(x, y) una función prueba y Ωi ⊂ Ω. Para tal propósito, usaremos el Teore-

ma de Diferenciación de Lebesgue (Teorema 3.3.1):

Sea ∆t > 0 y consideremos el conjunto Et = [t−∆t/2, t+ ∆t/2], entonces∫
Ωi

(M∗f)(x, y, t)ϕ(x, y)dxdy =

∫
Ω

(M∗f)(x, y, t)ϕ(x, y)χΩi
(x, y)dxdy

≈ 1

∆t

∫ t+∆t/2

t−∆t/2

∫
Ω

(M∗f)(x, y, t)ϕ(x, y)χΩi
(x, y)dxdydt

=
1

∆t

∫ T

0

∫
Ω

(M∗f)(x, y, t)ϕ(x, y)χΩi
(x, y)χEt(t)dxdydt

=
|Ω|T
∆t
〈(M∗f)(x, y, t), ϕ(x, y)χΩi

(x, y)χEt(t)〉L2(Ω×[0,T ])

=
|Ω|T
∆t
〈f,M(ϕ(x, y)χΩi

(x, y)χEt(t))〉H .

La expresión del gradiente depende del modelo subyacente, para ejempli�car el proceso,

estudiaremos dos casos concretos.
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Ejemplo 6.0.1 Si consideramos la batimetría en el término fuente, entonces podemos

establecer para Θ = B(x, y) [
F1(B, h, u, v)
F2(B, h, u, v)

]
= −gh∇B,

donde g es la constante gravitacional y ∇B es la pendiente de la batimetría.

Consideremos ξ ∈ C∞c (Ω). Ya que el operador derivada es lineal, entonces

DF1(B, h, u, v)ξ = −gh∂xξ, DF2(B, h, u, v)ξ = −gh∂yξ.

Así,

DJ (Θ)ξ = 〈∂xξ, ghµ〉+ 〈∂yξ, ghσ〉 .

Nota: Recordemos que 〈·, ·〉 = 〈·, ·〉L2(Ω×[0,T ]).

Al usar integración por partes,

DJ (Θ)ξ =

〈
ξ,−g

∫ T

0

∂x(hµ)dt

〉
L2(Ω)

+

〈
ξ,−g

∫ T

0

∂y(hσ)dt

〉
L2(Ω)

.

Por lo tanto,

∇J (B) = −g
∫ T

0

∇ · h(µ, σ)dt.

Si suponemos que tenemos mediciones de las componentes de velocidad (u, v), entonces

las ecuaciones adjuntas toman la forma

∂tλ+ u∂tµ+ v∂tσ + (∇λ− µ∇u− σ∇v) · (u, v)− g∇B · (µ, σ) = 0,

h∂tµ+ h∂xλ− µh∂xu− σh∂xv +∇ · µh(u, v) = M∗
2(M2u− û),

h∂tσ + h∂yλ− µh∂yu− σh∂yv +∇ · σh(u, v) = M∗
3(M3v − v̂).

Ejemplo 6.0.2 Si consideremos la batimetría B y el coe�ciente de fricción de Manning

κ en el término fuente, entonces para Θ = (B, κ)[
F1(Θ, h, u, v)
F2(Θ, h, u, v)

]
= gh(S0 − Sh), S0 = −∇B, Sh =

κ
√
u2 + v2

h4/3

[
u
v

]
.

Sea Φ = (ξ, η), tal que ξ ∈ C∞c (Ω) y η ∈ R. Entonces,

DF1(B, κ, h, u, v)Φ = D1F1(B, κ, h, u, v)ξ +D2F1(B, κ, h, u, v)η,

DF2(B, κ, h, u, v)Φ = D1F2(B, κ, h, u, v)ξ +D2F2(B, κ, h, u, v)η.
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Por lo tanto,

DF1(B, κ, h, u, v)Φ = −gh∂xξ −
gu

h1/3

√
u2 + v2η,

DF2(B, κ, h, u, v)Φ = −gh∂yξ −
gv

h1/3

√
u2 + v2η.

Haciendo manipulaciones como en el ejemplo anterior, podemos escribir

DJ (B, κ)Φ =

〈
ξ,−g

∫ T

0

∇ · h(µ, σ)dt

〉
L2(Ω)

+ η

〈
uµ+ vσ,

g
√
u2 + v2

h1/3

〉
.

Entonces,

∇J (B, κ) =

(
−g
∫ T

0

∇ · h(µ, σ)dt,

〈
uµ+ vσ,

g
√
u2 + v2

h1/3

〉)
∈ L2(Ω)× R.
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Capítulo 7

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo hemos considerado el problema inverso de estimación de parámetros

en ecuaciones de aguas someras. En particular, la estimación de la batimetría cuando se

tienen mediciones de velocidad. De nuestro conocimiento este problema no se ha tratado

en la literatura. La motivación del estudio es la reciente publicación [5], donde se intro-

duce técnicas de medición de la velocidad en �ujos super�ciales.

Se ha desarrollado la metodología de la ecuación adjunta para la solución. Con técni-

cas de Análisis Funcional No lineal y Teoría de Ecuaciones Diferenciales Parciales, se ha

construido el gradiente del funcional a minimizar. Este gradiente es un elemento esencial

en la implementación del método del descenso del gradiente continuo.

Desde el punto de vista numérico, se ha desarrollado e implantado la solución en base

al método de Galerkin Discontinuo. Este método ha cobrado recientemente gran impor-

tancia en la solución numérica de sistemas hiperbólicos no lineales. En el problema que

nos concierne, una ventaja, es la aproximación natural al operador adjunto del operador

de observación en la formulación débil del sistema hiperbólico adjunto.

La metodología se ha aplicado a dos problemas de gran interés, pero no abordados

de manera completa en la literatura. Esto son, recuperación de batimetría en condiciones

de mareas oceánicas, y recuperación de batimetrías discontinuas. Consideramos dos pro-

blemas propuestos en la literatura, donde solo se aborda el problema directo. Nuestros

resultados son muy satisfactorios. Por completes, incluimos también recuperación de casos

clásicos de referencia.

El método de estimación de batimetría es un método iterativo que requiere una esti-

mación inicial. El desempeño depende enormemente en esta elección por ser un método

local. Nuestra ampliación a la recuperación de la batimetría en situación de mareas oceá-

nicas, muestra la robustez de nuestro enfoque. La estimación de la batimetría es precisa,
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a pesar de iniciar con una estimación inicial lejana.

Como continuación de este trabajo de tesis, existen diversas líneas de investigación que

quedan abiertas. Como mostramos en el capítulo 6, la metodología teórica es aplicable al

caso bidimensional. El complemento numérico-computacional queda por desarrollarse.

Un problema abierto de gran interés teórico, es uno de identi�cabilidad, esto es, de-

terminar la inyectividad del mapeo de parámetros a datos. De nuestro conocimiento, los

avances son a lo mas incipientes en el caso de las ecuaciones de aguas someras.

También para la robustez del método, es preciso explorar resultados de sensibilidad.

El conocimiento del gradiente del funcional es un primer paso en tal dirección.
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