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Introduccion

En noviembre de 1859 el gran matemdtico aleman Bernhard Riemann (1826-1866)
publicé su tnico y fundamental articulo sobre teoria de niimeros, llamado “Ueber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse” (“Sobre el Numero de Primos
Menores que una Magnitud dada”). La principal herramienta, él escribid, deberia ser
el uso de la funciéon ¢ definida de la siguiente manera:

=1

—,
n=1 n

((s) =

como una funcién en variable compleja la cual converge absolutamente para Re(s) > 1,
y cuya relaciéon con los nimeros primos fue establecida en 1737 por Leonard FEuler

(1707-1783), via el producto:
-1
=1 1
—=1I (1 - > -
n=1 n p-primo p

La relacion anterior es consecuencia directa del Teorema Fundamental de la Arit-
mética; esto es, la unicidad de la factorizaciéon en nimeros primos en el anillo de los
enteros Z. En el mismo articulo, Riemann muestra que ((s) admite una continuacién
analitica para todo ntimero complejo s € C; excepto en el valor s = 1, donde esta
funcién posee un polo simple. Incluso presenta una ecuacion funcional para (:

7 P0(s/2)¢(s) = 7~ IPD((1 - 5)/2)¢ (1 - 5).

La importancia de la investigacién hecha por Riemann radica en el hecho que es-
cribe sin dar demostracién, una férmula explicita para la funcién m(x) que cuenta los
numeros primos menores que z € R en términos de los ceros de la funcién (. Por esto la
famosa hipétesis de Riemann, la cual busca establecer el comportamiento de los ceros
no triviales de la funcién (; a saber, que todos ellos poseen parte real igual a 1/2, reciba
tal atencion de los matematicos hasta hoy.

Del estudio realizado por Euler de la funcién (; més especificamente, los valores
que toma la funcién ¢ en los enteros pares positivos, encontré que:

(~1)* (2m)?*

C2h) =5 (2k)!

B2k7

donde los By, son los nimeros de Bernoulli. El caso particular £ = 1, es la solucién al
famoso problema de Basilea; el cual es, hallar la suma del inverso de los cuadrados de
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los enteros positivos:

S | 71_2
C(z)zgﬁzg

Una generalizaciéon de esta funcién ¢ son las famosas funciones L de Dirichlet,
llamadas asi en honor al matematico aleman Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) las
cuales se definen por la serie:

n

L(s,x) = i X@,

donde y es un cardcter de Dirichlet y converge absolutamente para s € C con Re(s) >
1. Si x = x1 es el cardcter trivial, se recupera la funcion zeta de Riemann ya que
L(s,x1) = ((s). Al igual que en el caso de la funcién zeta estas funciones admiten una
continuacion analitica al plano complejo C y también un representacion como producto
de Euler:

L) = 1] (1 B x(p)>_1‘

s
p-primo p

La primera aplicacién de estas fuciones, hecha en 1837, fue en la demostracion del
Teorema de Dirichlet en Progresiones Aritméticas; la cual usa el hecho que L(1, x) # 0.

En 1847, Ernst Kummer (1810-1893) en el desarrollo de sus ideas sobre campos
ciclotémicos, resolvié el Ultimo Teorema de Fermat para todo los primos p que son
primos relativos al niimero de clase del campo ciclotémico Q((,); es decir, si p es uno
de tales primos, entonces:

P +yP #2222 NYay zelZ,.

Para determinar si p divide al nimero de clase h, de Q((,) (estos primos son co-
nocidos como “primos regulares”), Kummer establecié que: un primo p es regular si
y solo si p divide el numerador de algin ntimero de Bernoulli By, con k& ntimero par
menor o igual a p — 3, donde utilizé6 sus famosas congruencias para los ntimeros de
Bernoulli; a saber:

Si m,n € Z, son ntmeros pares tales que m =n #Z 0 (méd p — 1), entonces:

Maés generalmente, si m,n son enteros positivos pares con m = n (méd ¢(p®)), donde
¢ es la funcién indicatriz de Euler y n # 0 (mdéd p — 1), entonces:

B B, .. .
(1-pmH="=(1 —p”‘1)7 (méd p).
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En 1897 Kurt Hensel (1861-1941) basado en los trabajos de Kummer, desarrolld
sistemdticamente la teorfa de los campos de nimeros p-adicos. El descubrié la norma
p-adica en el campo de los nimeros racionales Q y completd el campo con respecto
a esta norma. Aunque la verdadera importancia de esta construccion fue dada en el
Teorema de Ostrowski (1918), donde Alexander Ostrowski (1893-1986) establecié que
las tinicas normas que se definen en el campo de los ntimeros racionales son el valor
absoluto usual y la norma p-adica; salvo equivalencias. Haciendo las debidas comple-
taciones métricas y calculando su cerradura algebraica, obtenemos para cada caso el
campo C de los nimeros complejos con el valor absoluto usual, y los campos C,, anélo-
gos p-adicos de los nimeros complejos en el caso no arquimediano.

De lo anterior se abre un mundo que hasta ese momento en la investigacion matema-
tica no se habia explorado. Por tal motivo buscar los analogos p-adicos de las funciones
clasicas definidas en C, seria una empresa que se se llevaria a cabo en el siglo XX. Un
desarrollo significativo de este punto de vista fue la interpretacién de la congruencias
de Kummer para los niimeros de Bernoulli, alrededor de 100 afios después del articulo
escrito por Riemann, hecha por Tomio Kubota (1930- ) y Heinrich-Wolfgang Leopoldt
(1927-2011), en el articulo de 1964 llamado “Eine p-adische Theorie der Zetawerte. I.
Einfithrung der p-adischen Dirichletschen L-funktionen” (ver [16]), donde realizan la
construccion del andlogo p-adico de la funcién ¢ de Riemann. Observando que:

CA—Fk)=—— (1)

junto a las congruencias de Kummer, via interpolacion mostraron la existencia de una
funcién analitica p-ddica (,(s) tal que:

(1= k)= (1=p" )1~ k).

En esta tesina, estudiamos en paralelo los casos clasico y p-adico de las funciones
L definidas en C y en C,, deteniéndonos en cada caso, en el entendimiento de ciertos
valores especiales de estas funciones y su relacion con los niimeros de Bernoulli. Sus
métodos de continuacién analitica, notando la diferencia en el conjunto donde las dos
clases de funciones L estan definidas, pero también advirtiendo, como fue tomada la
idea de la construccién p-adica de las funciones L, a partir de los valores especiales de
las funciones L. de Dirichlet clasicas.

Historicamente, Hurwitz introdujo su funcién zeta:

[e.o]

=2 rar

=, 0<zx <,
(n+z)s

con el propésito explicito de derivar una continuacién analitica para la serie L(s, )
observando que esta serie se puede expresar como una combinacion lineal de funciones
zeta de Hurwitz, esto es:

f
L(s,x)=[f"° Zx(a)( (S, ;) ,  (ver Obs. .
a=1
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De modo que la continuacién analitica de la funciéon zeta de Hurwitz proporciona
la continuacién analitica de las funciones L de Dirichlet. Por otro lado, al obtener la
generalizacién de la ecuacién (|1)):

B

X > 1 2
onz=l (2)

L(1—mn,x)=—

donde los B,, , son los nimeros de Bernoulli generalizados. Podemos notar que el lado
derecho de esta identidad es esencialmente una combinacién lineal de términos de la
forma:

3 <j>(f/ayf%»

=0

ya que como veremos en el Teorema |1.15

By = f“éx(a)Bn (jﬁ) , (3)

y reemplazando en , obtenemos:

1J " (n\ (f 7
= x(a)a" ( ) () B;, n>1, (4)
X)) B
donde f es el conductor del cardcter x (ver Definicién [B.25), B,(a/f) es el n-ésimo
polinomio de Bernoulli evaluado en a/f y B; es el j-ésimo nimero de Bernoulli. Es la
ecuacion la que brinda la direccién correcta en el momento de construir funciones
L p-adicas, dado que tiene sentido reemplazar n por una variable p-adica.

En los apéndices finales tratamos de una manera mas o menos formal (si este no es
el caso, referenciamos debidamente la bibliografia correspondiente), los conceptos nece-
sarios en el desarrollo de la teoria que se utiliza de manera frecuente a lo largo del texto.

En el capitulo [1| presentamos los nimeros de Bernoulli y los nimeros de Bernoulli
generalizados asociados a un caracter de Dirichlet y tiene como principal objetivo de-
ducir las congruencias de Kummer utilizando técnicas p-adicas, y en cuyo proceso, se
pueden observar las bases de la interpolacién para los valores especiales de la funcién
zeta de Riemann.

El objetivo del capitulo [2] es presentar el concepto de funcién p-adica, es decir, fun-
ciones definidas en C, y que toman valores en C,,, por ende, cuestiones como extensiones
analiticas de funciones muy usadas en analisis complejo y herramienta fundamental en
el estudio de la funciones L. de Dirichlet, encontraran también su andlogo p-adico via
interpolacion.

En el capitulo |3|construimos las funciones L p-adicas interpolando valores especiales
de las funciones L de Dirichlet clasicas, a saber, aquellos valores que involucran a los
nimeros de Bernoulli, donde definimos (ver Teorema (3.29):

Lo = - sy Dx(@e 3 (1) e 5)
B

k=0
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con s variable p-adica, F' miltiplo del conductor del caracter de Dirichlet y (a)'~* como
en la Observacién [2.40] Las funciones L p-ddicas que surgen de este método son usual-
mente llamadas funciones L p-ddicas analiticas, que generalizan como resultado de
la interpolacion realizada en los valores enteros negativos. Utilizamos después las fun-
ciones L, (s, x) para lograr una deduccién analitica de las congruencias de Kummer que
simplifica notablemente los métodos p-ddicos utilizados en el capitulo[I] En el camino,
tratamos la extension analitica de las funciones L. de Dirichlet clasicas deduciendo su
ecuacion funcional, esto con el fin de hacer un paralelo entre los métodos utilizados en
analisis complejo y analisis p-adico a la hora de definir funciones analiticas en determi-
nado conjunto de convergencia, ya sea en C o en C,.
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Capitulo 1

Numeros de Bernoulli

En este capitulo presentamos los niimeros de Bernoulli y los niimeros de Bernoulli
generalizados asociados a un cardcter de Dirichlet. Ambos tipos de niimeros de Ber-
noulli, los cuales poseen una estrecha relacién con la funcién zeta de Riemann y las
funciones L de Dirichlet; pues ciertos valores especiales de estas funciones son pre-
cisamente estos nimeros multiplicados por determinado factor, son pieza clave en la
construccion analoga p-ddica de las funciones L.

El capitulo tiene como principal objetivo deducir las congruencias de Kummer uti-
lizando técnicas p-adicas, y en cuyo proceso, se pueden observar las bases de la inter-
polacién para los valores especiales de la funcién zeta de Riemann.

1.1. Numeros de Bernoulli y la funcién Zeta de Rie-
mann

Jakob Bernoulli (1654-1705), en su obra péstuma Ars Conjectandi (1713) (ver [3])
introdujo los nimeros de Bernoulli al encontrar una férmula general para la suma:

sp(n) =1F + 28 ...+ (n — D)~ (1.1)

Sin embargo, el matematico indio Aryabhata (c.476-550) ya habia trabajado en este
problema antes, pues en sus investigaciones deriva las férmulas explicitas para los casos
k=1,2y 3 (ver [5], p.38).

Definiciéon 1.1. Se definen los niumeros de Bernoulli, como los numeros By que apa-
recen en la expansion en serie de potencia de la siguiente funcion:

t i" By tF
et—1 = K

Observacion 1.2. Algunos de estos nimeros son:

Bo=1, B =-1/2, By = 1/6, By =—1/30, Bg=1/42,
Bs = —1/30, By =5/66, B, =—691/2730, By =T7/6,---
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2 CAPITULO 1. NUMEROS DE BERNOULLI

Presentaremos entonces una férmula explicita para (1.1)). Consideremos la serie de
potencias:

Jio:osk( +ootkn 1 n1+oo
l l
k=0 k 7=0 k=0 k
nt_l

_ L/
Ze —

El intercambio de los simbolos sumatorios se puede realizar por el teorema de Tonelli
para series (ver [24]. Teorema 0. 0.2); luego:

e —1 em—1 t

et —1 t et —1
1 +o0 t 7 +oo B tk
(-3 (nt) S 25 ) (Definicion [T1)
b ¢ im0 K
o = K ‘

Por lo tanto, al hacer £k =4 — 1 en la serie de la izquierda y multiplicando como series
formales tenemos que:

~+o0 sk(n tk +o00 nk—i—l ~+o00 Bk 400 k Bink—i-l—z’
2 k:!) - (Z (k+1)!tk> (Z i tk> > <Z (k+1_i)!-¢!> .

k=0 k=0 k=0 \i=0

y comparando los coeficientes de los t* al momento de efectuar el producto; tenemos:

k
B k—l—lz
;k—i—l—z)' o

Al multiplicar ambos lados de la igualdad por (k + 1)!, vemos que:

oo (k+ 1) 4
k Bz k+1—i
(k+1 Z (k+1—14)!-4! " ’

=

lo cual sabemos es igual a:

(k+ 1D)sp(n) =>_ (k + )Bmk*l‘z. (1.2)

=0

Por otro lado, notemos que:

()50 (-6

por lo tanto, de la identidad (1.2)) tenemos:

(k+1)sp(n) =>_ (f) L:l‘Bink—&-l—i — s =Y <k> #Bmkﬂ—i’

i=0 k+1—i i=0

y haciendo el cambio de variable j = k — 7, tenemos que:



CAPITULO 1. NUMEROS DE BERNOULLI 3

Con lo cual hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 1.3. Formula de Bernoulli. Para k,n € Z., se cumple que:

=3 (e »

Notemos que si(n) en su formula general es un polinomio en n de grado k + 1, con
los niimeros de Bernoulli en sus coeficientes.

Ahora continuamos demostrando algunas propiedades de los niimeros de Bernoulli
que utilizaremos frecuentemente.

Lema 1.4. B, =0 para k > 3 entero impar.
Demostracion. Observemos primero que:

t X Bth t te! +t  t(e 4 1)

2

2 T 1 1) 2e 1)

Sea f(t) = ;E‘Zifll)), demostremos que f es una funcién par en la variable t; en efecto:

o —tlet 1) —t(14eh) e+ 1)

ﬂ_w_'%€¢—1)_'%1—@)::%d—1):f@)
Por lo tanto, tenemos que f(t) = f(—t), esto es:
; + :; iftk _ —; + g(—nkifﬁ. (1.4)
Como By =1y B; = —1/2 entonces de , tenemos que:

Con lo cual By = (—1)*By para todo k > 2. Luego, si k = 2¢ + 1 con ¢ > 1 tenemos
que Bygy1 = —Bagy1; esto significa, By = 0. Hemos demostrado asi que By, = 0 para
todo ntimero impar £ > 3.

O



4 CAPITULO 1. NUMEROS DE BERNOULLI

Para establecer propiedades sobre los nimeros de Bernoulli By, con k € Z,, ne-
cesitamos conocer la relacion entre la funcién ¢ de Riemann y los nimeros de Bernoulli.

En 1734, Euler resolvié el problema de Basilea y dio el increible resultado:

+o00 1 7T2

> =T
—n 6
Euler incluso fue mas alla y descubrié que para los valores pares de la funcién zeta de
Riemann tenemos:

Teorema 1.5. Formula de Euler para la Funcion ( de Riemann. Para k > 1
numero entero, se cumple que:

R S (15)

n>1

Demostracion. Para obtener la férmula de Euler, tenemos (ver [23], cap. 5, ej. 3.2)
para todo t € R:

sin(t) = mt [1 (1 - ’f) |

n=1

En particular para 0 <t < 1 tomando el logaritmo:

t?
log(sin7t) = log wt + Z log (1 - n2> ,

y derivando:

7r('sos7rt:1+§:° —2t/n* 1 1_2t2§:° 1/n?
sin 7t mt o ‘o l—t2/n? ot = 1—12/n?
por lo tanto:
7t cos mt =1 1
— =12 e
sin 7t nzl n? 1 —1t%/n?
+0o0 1 400 2k
=1-2¢ Z Z ( )
400 +00 t 2(k+1)
SR ()
n=1k=0 \"
+00 +00 t 2k
SEE
n=1k=1 \1

=1-2) (k)™
k=1



CAPITULO 1. NUMEROS DE BERNOULLI 5

Luego, para 0 <t < 1 hemos deducido la férmula:

it cos(mt) =
=12 2k) 12",
sin(7t) kz::l C(2k)
Por otro lado, recordemos que:
eiﬁt + e—imﬁ €i7rt _ e—iﬂ't
cosmt = —— y sinwmt = ———,
2 21
en donde i = —1, luego:
cosmt  CIEET (et 4 emitt) mtcosmt  wti(e'™ 4 e7)
sinmt 7ei”t—2§*m T Tem_em 0 smat | e _e
Ahora bien:
Wti(eiﬂ't + e—iﬂ't) B ﬂ.ti<€2m’t + 1)
eimt _ p—int o e2mit _ 1
L 2mit
= 7t1 + oomit |
21 )Rtk
=mit+ Z BkQ
= k!

De lo anterior y dado que By = 1, By = —1/2 y By = 0 para k > 3 entero impar,
deducimos que:

2mi)ktk
1-224’ (2k)t* —m+ZBk( ™)
k=1 k=0 k
) ) +o0 2t 2k
=7ti+1—mti+ Y <(2k))! Boit
k=1
luego :
+o00o +o0 2 2k
S —n2enet = Y (-1 e
P P (2K)!

por ultimo igualando coeficientes, obtenemos la formula de Euler para la funcién ¢ de
Riemann como se queria, la cual es:

C(Qk') = (_1)k_1 (22(;1), Boy.

]

A continuacion listamos algunas consecuencias que se pueden deducir de este teo-
rema.

Observacién 1.6. (i) (—1)*By, < 0 para k > 0, de manera que los Boy, tienen signo
alternado.



6 CAPITULO 1. NUMEROS DE BERNOULLI

(ii) Como ((2k) — 1 cuando k — +o00, tenemos que:

2(2k)!

Bop| ~ ——.
| Bax | (2)2F

(iii) En particular, de la desigualdad €* > k¥ /k!, deducimos que:

(2k)! > M — 2(2k)! 2(2k)% . < e >2k;

o2k (27)2k = (27)2ke2k e

por lo tanto

2k 2k
B 1
| Bog| > 2 - ﬁ — 222 L — +o00 si k — 4o0;
e 2k k \ e
con lo cual
Bay, L
% — 400 81 — 400 (16)

Por la férmula de Euler para la funcién ¢ de Riemann sabemos qué valores toma
la funcién zeta en los enteros pares positivos. Hasta la fecha (septiembre de 2020), no
se conoce una féormula general similar a la de Euler para los valores enteros impares
positivos; aunque, Roger Apéry (1916-1994) en 1977, demostré que ((3) es ntmero
irracional, razén por la cual al valor {(3) se le conoce como constante de Apéry.

Surge entonces la pregunta. ;Qué valores toma la funcién zeta en los enteros nega-
tivos? Para dar respuesta a esta pregunta notemos que (ver Apéndice |A] Proposicion
A.10) la funcién £ definida como sigue:

() =721 () <o)

donde T es la funcién gamma (ver [A.2)), admite una extension analitica al plano com-
plejo, y ademas satisface la ecuacion funcional:

§(1—s) =¢&(s),

luego:

. I(s/2)
C(1—s) =27 e (s),
P((1=)/2)
De la férmula de duplicacion de Legendre (ver |A.3)):

rr (s+ ;) = 2T, (1.7)

225

para /2 tenemos que:

T <5) r (S ha 1) _ 2T,

2 28



CAPITULO 1. NUMEROS DE BERNOULLI 7

Por otro lado, reemplazando (1 — s)/2 por s en (ver Proposicién |A.5)):

™

T(s)T(1 - s) =

sin s

tenemos que:

1—
(EE RIS I S
2 2 . (W%) cosTs/2

con lo cual:

por lo tanto, tenemos que:

(1 —s) = Wé—s%?ﬁ cos () D(5)¢(s) = 2(2m) coslms/2)T ()¢ (5.

Entonces, hemos demostrado que:

Lema 1.7. Ecuacion Funcional Funcién ( de Riemann. Si s € C — {0,1},
entonces:

C(1—s) =2(2m) * cos(ms/2)T'(s)((s).

Observaciéon 1.8. En particular, si k > 1 con k € Z, tenemos que:

C(1 — k) =2(2m) *cos(nk/2)T (k)¢ ().

Luego, si k > 2 es entero par, tomando k = 2q para q € Z,, y reemplazando en la
ecuacion de la observacion anterior junto a la formula de Euler para la funcion zeta de

Riemann ([1.5)), tenemos que:

(1 —2q) = 2(2m) % cos(mq)I'(29)¢(2q)

— 2(2m) (12 - Y- By
_ By
B

Por otro lado, si k > 3 entero impar por Lema sabemos que B = 0, y como por
Proposicién la funcién zeta de Riemann posee ceros en los enteros pares negativos,
tenemos que:

B
C(l—k):—?k, sik=2q+1 VYqeZ,.

Hemos utilizado entonces una ecuacién funcional de la funcién zeta de Riemann
para demostrar el siguiente teorema:
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Teorema 1.9. Para k € Z, con k > 2, se cumple que:

C(1—k) = —=*. (1.8)

Esta relacion entre la funcion zeta de Riemann y los ntimeros de Bernoulli es utili-
zada en 1964 por Leopoldt y Kubota en [16] para la construccion de las funcion ¢ de
Riemann p-adica.

1.2. Numeros de Bernoulli generalizados

Definicién 1.10. Sea x cardcter de Dirichlet de conductor f = f, (ver Apéndice @
Definicion , entonces definimos los numeros de Bernoulli generalizados
B,y usando la funcion:

at

f
:Z _1 —ZBM = (1.9)

n=0

Asumimos, a no ser que lo mencionemos explicitamente que f > 1, i.e., el caracter
de Dirichlet x no es el cardcter principal x; (ver Apéndice [B. Teorema [B.16).

Al hacer la expansién:

teat —l_’_ g_} t_'_ &2_&+z ﬁ_’_ 13_37612+ﬂ ﬁ_’_
eft—1 f 2 f 6/ 2 f 2 2 )6

Se sigue del Teorema [B.13 (iii) que:

BO, _07
1 f
Bl X — 7 Z X(UI)CL,
fa:l
1 f /
Bax =7 >_x(a)a® = x(a)a;
a=1 a=1
1 f 3 3 2 f f
By = =Y x(a)a® = Sx(a)a® + 5 Y x(a)a
f a=1 2 2 a=1

Mas adelante (ver Teorema [1.15]), daremos una férmula general para B, la cudl juega
un papel crucial en la generalizacién de la férmula (1.8]).

Los nimeros de Bernoulli que se definen a partir de la expansién en series de
potencias de la funcion:

F(t)= (1.10)
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con t una indeterminada, por la Definicién [1.1] tenemos qud'}
+oo tn
F(t)=)>» B,—.
(1) =2, Bu;

Por otra parte, sea x otra indeterminada y definamos:

F(t,z) = o > Bn(x)m, (1.11)
entonces:

F(t,z) = F(t)e"

+o0 tn +0o0o tn
-(Zmn) (Z0)

n=0
+oo n tn
=0 \izo \K n:

Asi, la multiplicaciéon como series formales induce la siguiente definicion:

Definicién 1.11. El n-ésimo polinomio de Bernoulli se define como:

Bu(z) =3 (Z) B "

k=0

Observacién 1.12. Los polinomios de Bernoulli B,(x) con n > 0, son polinomios
en la variable x con coeficientes racionales. Como By = 1, B,(x) es un polinomio de
grado n. Algunos de ellos son:

1 1
By(z) =1, Bl<$):$—§7 BQ($)2$2—$+6,

Observacién 1.13. Al hacer x = 0, obtenemos By(0) = By.

Observacién 1.14.
1

sg(n) = m (Brs1(n) — Bry1) ;

ya que por y la Definicidon tenemos que:
k k
k; + ]_ i k + ]. —q
(k+1)sp(n) => ( , )Bink“ , Y Brii(n) =) ( , >Bink+1 + Bry1.

i=0 L

'En esta definicién tenemos que B; = —1/2; sin embargo, en varias referencias, en particular
Iwasawa (ver [14]) toma a B; con signo positivo. En esta tesina, seguimos tomando el signo negativo
para el nimero de Bernoulli B;.



10 CAPITULO 1. NUMEROS DE BERNOULLI

El siguiente teorema da explicimatamente una férmula para los niimeros de Ber-
noulli generalizados en términos de los polinomios de Bernoulli. Formula de vital im-
portancia en la construccion de las funciones L p-adicas; ya que de esta se desprende la
idea utilizada para su definicién, la cual involucra los valores que toman las funciones
L de Dirichlet clasicas en los enteros negativos.

Teorema 1.15. Sea x cardcter de Dirichlet de conductor f > 1, si f|F con F € Z,,
entonces:

B,y =F"'> x(a)Ba(a/F). (1.12)

a=1

Demostracion. Reemplazando x por a/F y t por Ft en (1.11), entonces:

Fre(#)Ft 2 (Ft)"
o = 3 Bala/ )
esto es:
te 1 (Ft)"
= — B, (a/F
et — 1 FnZ:‘; (a/F) n!
Luego:
F at F “+o00o n
x(a)te 1 (F't)
= — B, (a/F
ST = Y@y X Bula/ P
+oo . F tn
— Z (F" Zx(a)Bn(a/F)> e
n=0 a=1

Donde hemos realizado intercambios del signo sumatorio ya que las series son conver-
gentes (ver [§], Teorema 7.5). Por otro lado, sea g = F/f ya=b+cf, 1 <b < f,
entonces:

e LDy
a=1 eFt -1 a b=1 c=0 X egft -1
/ bt g-—1
te
— cft
I; X( )egft _ 1 ;0 €
f bt
te
_ +o0 tn
B n=0 n,xm.

Donde la tultima igualdad se obtiene por la Definicién Por ultimo, comparando

coeficientes obtenemos el resultado requerido.
m

Observacion 1.16. Si x = x1 es el cardcter principal de conductor f =1, entonces:

Fy,(t) = F(t)e! = B, =B,V n#1.
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Es de notar que la funcion:

te!

F(t)e' = ——
()6 6t—1’

también es utilizada para la definicion de los numeros de Bernoulli, como en el caso
de Twasawa (ver [14)]). Aunque, con esta funcion tenemos que By = 1/2.

Observacion 1.17. Sea x cardcter de Dirichlet de conductor f, y sea:

f (a+x)t
. x(a)te
Fx(t,x):FX(t)et:Z oft — 1

a=1

Haciendo una expansion en serie de potencias en la variable t, tenemos que:

tn

aa

Fy(t, ) = ZOO By (2)

procediendo de manera andloga como se hizo con la funcion F(t), podemos obtener:

Ao =3 (3 (}) B &

n=0 \k=0
Lo anterior nos sugiere la siguiente definicion:

Definicién 1.18. Sea x cardcter de Dirichlet de conductor f, definimos el polinomio
de Bernoulli generalizado como sigue:

n n o
B, (z) = Z (k) By \x k.

Observacion 1.19. Algunas propiedades de B, y By, (x) son:
(1) By,(0) = B, para todon >0, n € Z;
(i)
14
Boy = };X(a) =0, six# X

Lo anterior por el Teorema|B.19 (iii). Por lo tanto, el grado del polinomio B, ()
es menor an, i.e., gr(B,,(z)) <n, si x # x1.
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Teorema 1.20. Sea x cardcter de Dirichlet de conductor f, entonces para n > 0,
tenemos que:

(=1)"Bnx (=) = x(—1) By (2),
ademads:
B,y =0 paran>1yn#d, (mid2).
Donde 0,, es definido en el Apéndice B, observacion [B.11]

Demostracion. Dado que:

Z X CL _t)ef(af:v)t
-1

f
F\(
/

)
—_

X te(f a+x)t
> MO

a=

—_

— a)te(f_a'f"r)t

Lox(f
Z eft —1

( ) x(tvx) si x # X1

2
I

Por otro lado:
“+00 tn
FX(_ta _x> = Z(_l)anx(_:’:)ﬁ?
n=0 '
y de la identidad F)(—t, —z) = x(—1)F\(t,x) si x # x1, tenemos que:
+00 "
Fo(—t,—z)=>" X(_l)Bn,x(x)H-
n=0 :
Por dltimo, igualando coeficientes obtenemos que:
(=1)"Bnx(—2) = x(=1)Bpx(x), n=0;

como se queria. Al hacer x = 0 en la identidad anterior, obtenemos el segundo resultado.
m

Observacion 1.21. Tenemos hasta el momento ciertos valores muy ttiles para calcular
numeros de Bernoulli:

(i) Si x = x1 el cardcter principal, entonces:
By =1, B, # 0 para enteros pares n > 2
By =—1/2, B, =0 para enteros impares n > 3.
(ii) Si x # x1, tenemos que:

BO,X - 0,
B,y =0, paran>1, n#d, (mid?2).

Como en el caso (i), podemos tener un andlogo al caso B, # 0 para n > 2 par,
el cual es:

B,y #0 paran>1, n=d, (mdid2),

en cuya justificacion necesitamos la no nulidad de las funciones L de Dirichlet
en los puntos del plano con parte real mayor o igual a 1 (ver Observacion M)
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(iii) Si x es cardcter de Dirichlet de conductor f. Para f|F, con F € Z, se cumple
que:

B,y =F""> x(a)Bn(a/F).

a=1

1.3. Congruencias de Kummer 1

Nuestro objetivo ahora es derivar las congruencias de Kummer y sentar las bases
para la interpolacion p-adica de la funcién zeta de Riemman, cuyos conceptos se usan
en la definicién de las funciones L p-addicas. Es conveniente para entender completa-
mente esta seccion ir de la mano con una lectura del Apéndice

Lema 1.22. Sea p nimero primo. Entonces pBy, es p-entero, i.e., pBy € Z,) para todo
p-primo (Ver Apéndice @ Definicion .

Demostracion. Demostremos por inducciéon completa sobre k. Si & = 1, entonces
pB1 = —p/2; por tanto tenemos dos opciones: si p = 2, entonces pB; = —1 € Z); por
otro lado, si p > 3, entonces p { 2; luego pB; € Zg,, (ver Apéndice[C] Teorema (1)).

Supongamos cierto para j € Z4 tal que 1 < j < k, i.e., pB; € Z¢,. Demostremos
que es cierto para k, sea n = p en (1.3)), entonces:

k k pi-i-l
sk(p) = Z (z) i T 1Bk7i§

1=0

por lo tanto:

7

sx(p) = pBy, + Z: (f) - f_ : (pBr_;).

Dado que pt > 2 > i+ 1, vemos que up(iﬁ—il) > 0 (ver Apéndice . Definicién |C.5),
esto es p'/(i + 1) € Zy); luego, por hipétesis de induccién cada uno de los pBj_; es
p-entero; ademads, como Z, es un anillo y se cumple que si(n) € Z C Z, y finalmente

(l:) € Z C L), entonces:

k pi
— Bi_i) = pBi. € Ty,
sk(p) ;(JHl(p k—i) = DBy € L)

como se queria demostrar.

]

Corolario 1.23. Sea By = Uy/Vi con m.c.d(Uy, Vi) = 1, entonces Vi es libre de
cuadrados.

Demostracién. Si p?|Vj, para algin primo p, entonces pBjy, todavia posee un factor p en
su denominador, lo cual implica que pBy, € Z,. Esto contradice el lema anterior.
m
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Podemos refinar el argumento del lema anterior utilizando la relaciéon de equivalen-
cia que definimos en Q, el campo de los nimeros p-adicos (ver Apéndice|Cl Lema [C.26).

Lema 1.24. Si k > 2 es entero par, entonces:

pBr, = sk(p) (méd p).

Demostracion. Si k > 4 es entero par, entonces kK — 1 > 3 es entero impar; por tanto

Bi_1 =0y asi:
k i+1
ain) =3 (1) e

(2

k i—1
P’ k\ p
= pBi + k' Bj,_ Bi_i):;
pby + 5 k1+pz<i>i+1(p k—i)

1=2

por lo tanto:
i—1

s(p) = wﬁmzﬁy;@mﬁ.

Afirmamos que vp ( :1 ) > 0 para i > 2; en efecto, para p = 2 tenemos que si ¢ = 2,

21'71 i—1
entonces o = 2+1) > 0. Sii > 2, entonces 2071 > i+ 1, y asi

w@DZO

Por otro lado, si p es primo con p > 2, entonces pi~t > 371 >4 + 1 siempre que
i > 2. Luego, v, ( J:l) > 0; por lo tanto p*~!/(i 4+ 1) es p-entero. Y asi, junto al lema
anterior sabemos que pBy_; € Zy,), debido a lo cual obtenemos:

(oelp) - ww—%@z(j%<wk0
(Vo)
>1+mm{y,,(( )M@B,f_i))}ifl;

sk(p) = pBg (mdd p) si k > 4.

; de modo que s (

con lo cual:

Si k = 2 sabemos que By = 1/6, entonces para p-primo:

sa(p) = é[p(p —1D@2p—-1)] vy pBy =

SRS

Entonces:

1%

pls2(p) = pB2) = v, (Ellp — 1P~ 1) — 1))

= 1,(p/6) + v,(2p* — 3p)

= 1p(p) — vp(6) + vp(p) + 1,(2p — 3)
=24 1,(2p — 3) — 1,(6)
>2—1,(6) > 1 V p-primo;
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por lo tanto ss(p) = pBy (méd p).
También tenemos el siguiente resultado elemental.
Lema 1.25. Si (p — 1) 1 k, entonces si(p) = 0 (mad p). Por otro lado, si (p — 1)k,

entonces sp(p) = —1 (mdd p).

Demostracion. Sea g raiz primitiva médulo p. Entonces, si (p — 1) 1 k:

p—2 - gk(p—l) -1
se(p) = ()" = a1 (méd p);
=0

en consecuencia:

k(p=1) _ 1
g
Vp <5k(p) - g’“—l) > 1.

Por otro lado, el pequenio Teorema de Fermat asegura que ¢! = 1 (mé6d p); con
lo cual g"®P~1) =1 (méd p), debido a lo cual v,(g*®~1 — 1) > 1. Ahora bien, si g* =
(méd p) por Teorema 10.1 en [1], obtenemos que k = 0 (méd p — 1), ie., (p — 1)|k lo
cual es contradictorio; por consiguiente p { (¢* — 1) esto implica que v,(¢* — 1) = 0,
luego:

Vp

( gD 1

gk —1 ) - VP(gk(pil) —1) = -1)= Vp(gk(pil) -1 =1

De lo anterior concluimos que:

k(p=1) _ 1 k(p=1) _ 1
. 9 g
vp(sk(p)) = v <3k(p) gk —1 + gF—1 )

k(p=1) _ 1 k(p=1) _ 1
, g g
> T e > 1-
_mlH{Vp<Sk(p> gk—]. >7Vp< gk—]. )}— )

esto es, si(p) =0 (mod p).

En el caso que (p — 1)|k; luego k = (p — 1)q con g € Z, de manera que:

sk(p) = 2 it = 2(@'7’1)?

Por el pequeiio Teorema de Fermat "~ = 1 (méd p), entonces i* = 1 (méd p), de lo
anterior obtenemos que:

sk(p)=p—1=—1 (mdd p).
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A continuacion presentamos el famoso Teorema de von Staudt-Clausen. Este resul-
tado fue demostrado de manera independiente por el astronomo y matematico danés
Thomas Clausen (1801-1885) y el matemético aleman Karl Georg Christian von Staudt
(1798-1867), (ver [6] y [25]).

Teorema 1.26. von Staudt-Clausen. Para k entero par mayor o igual a 0, tenemos
que:

1
Bi+ ), —€L
=)l P
Demostracion. Si (p — 1) { k, el Lema implica que s(p) = 0 (mdd p), luego por
Lema pBr = 0 (méd p), por lo tanto v,(pBy) > 1, asi v,(pUx) — v,(Vi) > 1, por
lo que:

vp(Vi) < vp(pUk) — 1 = 15(p) + 1p(Us) — 1 = v,(Ug).

Por lo visto, tenemos que v,(By) > 0, i.e., By € Zg, v asi p{ Vj.

Si (p — 1)|k, entonces por el Lema se(p) = —1 (mdd p), luego por el Lema
tenemos que pBj, = —1 (mdd p). Supongamos que p { Vj, entonces v,(Vj) = 0, de
lo que se sigue que v,(pBy) = vp(p) + v,(Bx) = 1 4+ 1v,(Uy) > 1, por lo tanto pBj = 0
(méd p), lo anterior implica que 0 = —1 (méd p), lo cual es contradictorio. Concluimos
entonces que p|Vj.

En consecuencia, los primos que dividen a Vj; son todos los primos p tales que

(p — 1)|k. Entonces;
1 Br+1
B+ - = Pk
p p

y como 1/q € Zp) para todo g-primo, con ¢ # p, por tal motivo tenemos que:

€ Zg Y p-primo tal que (p — 1)k,

1
Bk + Z — & Z(p).
(a—Dlk

g-primo
Por esta razon, se sigue que:
1
By+ Y = €Zy VY p-primo con (p—1)|k.
(g—1)|k
q—primo

Si p es primo tal que (p — 1) { k entonces p t Vi, y asi By € Z,) v los g-primos en el
denomidador de

son diferentes de p, entonces
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De lo anterior y por la Observacion

1
Bk + Z - €7
(p—1)k P
O

Observacion 1.27. Es sugerente pensar que los By, tienen “polos simples” en los pri-
mos p tales que (p — 1)|k y la suma en el teorema anterior puede ser vista como la
parte “polar” de By. También notamos que 6|Vj para todo k > 2 entero par.

Teorema 1.28. Sea k > 2 entero par. Entonces
Visk(n) = Ugn (mod n*) ¥V n > 1.
Demostracion. Como antes, de la férmula de Bernoulli para si(n) tenemos
nitl

"k
i=1

Sea k = 2k con Kk € Z,, como By_; = 0 si k — ¢ es impar mayor o igual a 3. Por tal
motivo, si i = 2j con j € Z,, tenemos que (|1.13)) se convierte en

" (2K 1 ,
SQR(TL) = B2Hn + Z (2']> mBQ(H_j)TﬂJ—Fl (].].4)
j=1

entonces, al multiplicar ((1.14]) por Va,, obtenemos

" 25\ Vi -

Deseamos probar que el lado derecho es un entero multiplo de n?. Par hacer esto, sea

Botu—j) 9 cj .
Vﬁ# 25—-1 — 7], = 1727..., 9
ST a7 )

con ¢;,d; € Z y m.c.d(cj,d;) = 1. Probaremos que m.c.d(d;,n) = 1. Sea
A= d;VarUs(u-yyn™ ™"y A" = (25 + 1)Vages),
en consecuencia A = A’.

Si p es un primo tal que p|d; y p|n entonces p¥|A y también p?|A’. Por otro lado,
pt ¢ ya que m.c.d(dj,¢;) = 1. Dado que p* t Vo,—j), tenemos necesariamente que
pl(2j + 1), por lo tanto p # 2. Ahora escribiendo 2j +1 = pr, con p{ry a > 1,
notamos que vp(Vax—j)) = 1, ya que si p { Vap.—j), entonces a > 2j, esto implica que
27 +1 = p% > p¥r > p¥, lo cual es absurdo. Tomando entonces la valuacién p-adica
de Ay A’ tenemos que

2] =14 (2j —1) < pp(A) = p(A) = (25 + 1) + 1,
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de manera que
Pr-2<pr—2=2j 1<, (2j+1) =aq,
luego
p* < a+2. (1.15)
Analicemos ahora que sucede si p > 3 con a > 1, entonces
p*>3"=(1+2)">142a=14a+a>a+2,

esto es, p® > a + 2, entonces por la desigualdad ((1.15)), tenemos una contradiccion. Si
p=3ya>1, entonces

F=(1+2)0">14+2a=1+a+a>a+3,

esto es, 3 > a+ 2, entonces por la desigualdad ((1.15)), tenemos que a+2 > 3* > a+3,
lo que implica que 2 > 3, que es absurdo. Por tltimo, si p = 3 y a = 1, sabemos que
3|Vaw ¥ 3|Vage—j) entonces,

3<2j+1=14+142j-1)<134)=w3(A) =325+ 1)+ 1=2,
donde concluimos que 3 < 2, un absurdo. Entonces, hemos demostrado que

x
‘/25825(71) - UQHTL = *n27
Y

donde z,y,z € Z y m.c.d(n,y) =m.c.d(x,y) = 1. Luego como n2§ € Z esto implica
que y = 1, con lo cual
Varson(n) = Uyen (méd n?) = Visp(n) = Upn (méd n?).
[

Ahora deduciremos las congruencias de Voronoi, de las cuales se siguen las congruen-
cias de Kummer. Tal parece que Voronoi probé estas congruencias en 1889 mientras
era un estudiante.

Teorema 1.29. Congruencias de Voronoi -1889-. Sea n € N y m.c.d(a,n) = 1.
Entonces,

n—1 .
(a* = 1)sg(n) = kna* ' > {j;] N (méd n®) YV k€ Zy.
j=1

Demostracion. Para cada j con 1 < j < n, escribimos ja = g;n +r; donde 0 < r; <n
(algoritmo de la divisién). Entonces ¢; = [ja/n] y tenemos

(ja)k = 7“;“ + k:qjm";“_l (méd n?),

ya que por teorema del binomio

. k
(ja)* = (gin + ;) = rf + k:qjm“?_l + <2> q]2-n27‘f_2 +-o qfnk,
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entonces

I
| — |
VOER
[N
~—
S
k}

(ja)k—(rerk:anrf_l) 2 k 2+ --+qfnk_2 n2.

Por otra parte, dado que r; = ja — g;n, tenemos

_ Nk _ k—1 b _ _
i = (ja) T = (k= 1)(gm) (ja) 2+< 2 >(an)2(1a)'“ S (D) gt
luego,
k—1 ) k - 1 '
kqjm“;?_l = kgin(ja)* ' + [—k(k — 1)q]2-n(ja)k_2 + Z(—1)1< ; )quH ja)k T n?,
=2
con lo cual

(ja)* =¥ + kgn(ja)* " (méd n?).

Dado que j recorre a los enteros de 1 a n—1, también lo hace r;, ya que m.c.d(a,n) =
1. En consecuencia, sumando las congruencias anteriores desde j = 1 a n—1 obtenemos

S (a)t =3 (rf + kgn(ja)* ") (méd n?),
j=1 j=1
entonces
n—1 n—1 n—1
> =N Tf +kn Y gi(Ga)*t (méd n?),
7j=1 7=1 7=1
luego
n—1 ja
a*sp(n) = sp(n) + kna" 'y {} 3571 (méd n?),
j=1t7
asi pues
(a* —1)sp(n) = kna™™* Z [ ] (méd n?)
O
Corolario 1.30. Si k > 2 es entero par entonces
n—1 ja/
(a" = )U, = kVid" 1 Y {] 3571 (méd n) (1.16)
n

j=1
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Demostracion. Por el Teorema tenemos que para k > 2, entero par. y n > 1:
Visk(n) = Upn (méd n2),

y por el Teorema (Voronoi), tenemos que para n > 1y m.c.d(a,n) = 1, se cumple
que:

[y

(a* —1)sp(n) = kna™™* [‘iﬂ %1 (méd n?).
=1

<

Luego
Visk(n) — Ugn = qn®, con q, € Z
al multiplicar por (a* — 1), tenemos
Vi(aF = 1)sp(n) — (a® — ))Upn = gyn?, con ¢y € Z, (1.17)

por otro lado, tenemos que

n—1 j(l

(a* = 1)sg(n) — kna* ' > [} §* 7t = gzn?, con g3 € Z,
n

j=1

luego, reemplazando en ([1.17)) tenemos

n—1 -
al p_
Vi (k‘nak_l Z [‘771} ]k Ly q3n2) - (ak — 1)Ugn = qan?,
Jj=1
entonces

(k‘Vka”_l nz—:l Bﬂ — (a* — 1)Uk) n = (g2 — Vegs)n®.

=1

De donde se tiene el teorema.
O]

Seguimos ahora con el siguiente teorema, el cual debe su nombre al matematico y
astrénomo inglés John Couch Adams (1819-1892), famoso por encontrar matematica-
mente al planeta Neptuno.

Teorema 1.31. Congruencias de Adams -1878-. Si (p — 1) { k, entonces £t es

p-entero, i.e., si (p— 1)1 k, entonces B= € Z).

Demostracion. Sea v,(k) = t, para algin ¢t € Z,, entonces por Corolario con
n = p', deducimos que (a* — 1)U, = 0 (méd p'). Sea a una rafz primitiva médulo
p, podemos asegurar que p es primo relativo a a* — 1, ya que si p|(a* — 1) entonces
a®* =1 (méd p) y por el Teorema 10.1 en [1] tenemos k& = 0 (méd p — 1), lo cual es
contradictorio. Luego U, = 0 (méd p'), por otro lado dado que por Teorema p1 Vi
por lo tanto

Vp(Br/k) = v, (Uy) — vp(k) — vp(Vi) = v, (Ux) — vp(k) >t =t = 0.



CAPITULO 1. NUMEROS DE BERNOULLI 21

Teorema 1.32. Congruencia de Kummer -1851-. Sea k > 2 entero par, p-primo
tal que (p—1)1 k. Sik =k (mdd p(p°)), donde ¢ es la funcion phi de Euler, entonces

Bk/

. B "
1-p"H=E =01 -p Y "

(mdd p°)

Demostracion. Sea t = v,(k), luego k = p'r con p t r y escribimos By, = Uy /V} como
antes. En ([1.16) tomamos n = p°* y asf

pe+t_1 .
_ al oy, o .
(a" = 1)U, = kVid® ! Y [p‘;t] F571 (méd pet).
=1

Dado que (p—1) t k, entonces m.c.d(p, Vi) = 1 por el Teorema de von Staudt-
Clausen. Luego

(ak _ 1)% = ak*l ! Jja jk—l (méd pe) (1 18)
k - i pe—l—t ’ :
en efecto,
k k:—lpeth_l Ja | ett
(a" = 1)Uy — kVipa™™" Y |4 = q€Z,
j=1
al dividir entre kV) # 0 tenemos
B pe+t71 .
k k k-1 Ja | k1 4  ett q q .
— ]_ _ = — = = —

y como v,(qp°/rVi) = vp(qp°) — vp(rVi) = e + 1,(q) > e.

Empezamos con el caso e = 1. En el lado derecho de la congruencia anterior pode-
mos omitir los j’s divisibles por p ya que e = 1. Dado que k = £’ (m6d p — 1), entonces
§5=1 = j¥=1 (méd p) con m.c.d(j,p) = 1, en efecto, k — k' = (p — 1)q con q € Z, sin

pérdida de generalidad sea k > k', por el pequefio teorema de Fermat:
=1 (méd p) = P V=1 (méd p)

— j** =1 (mod p)
— j* =7 (méd p),

k—1 —

de tal manera que j 4%~ (méd p). Tomando a una rafz primitiva médulo p,

entonces

pt+171 ]a pt+171 ]a
k— k— k' — k! — ,
a =ty lt+1]] f=d Y ltﬂ]] " (méd p)

=1 LP =1 LP

/

k./

(ak/ - 1) (Hl()d p>7
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en vista de ello,

Bk ’ Bk/ ,
(a® — 1)? = (" — 1) " (mod p)
B/
= (a" — 1)?:C (méd p)
Luego
By By ,
- = v (méd p)
Cuando e > 1, escribimos
pe+t_1 . pe+t_1 . pe+t71_1 .
Ja | k-1 Ja | k-1 k-1 Ja -1
; p@—H] JT = ; [pm] J A+ ; [peﬁ_l] 7, (1.19)
. m.c.é(_j,p):l .

ya que S0<pe-‘rt) — pe-i—t—l(p _ 1)

La congruencia (1.18)) con e — 1 en lugar de e, nos da para k > 2 lo siguiente

B PN da
(ak B 1)?14 = k1 3 lpe+t—1] ]k 1 (méd pefl)’
entonces
P (a" ~ 1)% = a’“‘lp’“‘lpmil_1 [pe‘ﬁl] 7471 (mod ph),
j=1
Sea

p

e+t—1__ .
_(k_l)@_ k—1 Z ' Jja Jo—1
r=\a k a — peti—1 J
J:

y supongamos que k—1+v,(x) = e—1, entonces k+v,(z) = e, segin esto e > k+e—1,
esto es k < 1, lo cual es contradictorio. Asi

k-1, k By, k 1pe+H_1 ja J—1
pri(at =)= =d" Y] [ 1]‘ (méd p°),

L = pett—1
luego
B pe+t71 a pe+t71 ,a/
k-1, k k _ k-1 J k-1 k-1 J k—1 L1 e
" (a —1)?:a Z Y —a Z T o (méd p),
7j=1 7j=1
m.c.d(j,p)=1
entonces
pe+t71 ja pe+t71 ja
akfl Z [ e+t] jkfl = akfl Z [ e+t] k-1 _pkfl( k 1)7 (HlOd pe>
=1 P j=1 LP
m.c.d(j,p)=1
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Por lo tanto

e+t .
k—1\( k By _ a0 ? ! Ja | k-1 (1 e
(1—-p"")(a —1)?:a Z e j (méd p®).
=1
m.c.dGp)=1

Como k = k' (mdd ¢(p°)) entonces k — k' = p(p®)q, con q € Z. Asi, por el Teorema
de Euler

a??) =1 (méd p°) ya que m.c.d(a,p®) = 1,
entonces

a?®)1 =1 (mod p¢) = aF =1 (mod p°),
por consiguiente

ak—l = ak’—l (

mod p°),
por el mismo razonamiento si m.c.d(j, p) = 1, tenemos j*~1 = j¥ 1 (mdd p).

Analogamente, tenemos que

’_ / B ! /_ pe+t—1 ia el — ,
(1= p" " —1)=% = g¥! > lj ]jk ! (méd p9).

De esa manera, concluimos:

(1—p" (" —1)75
Como p 1 (a* — 1), obtenemos el resultado deseado

B N VA
(1—p" 1)?'“5(1—19’“ 1)75 (méd p°).

Observacién 1.33. El valor
By,

1_ k' —1
(1-p )k

puede ser interpretado como el valor ((1 — k) con el factor p de Euler removido, i.e.,

B B B
- S B -t = (1)

B
kP K

k
k—l)@
k

= —C(1—k)+¢(1— k!

=C(1 - k)P - 1)

= (1-p

Definiciéon 1.34. Un primo p serd llamado regular si p no divide a ningin numerador
de los By con k entero par y k < p— 3. Si p no es reqular, lo llamaremos irregular.
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Observacion 1.35. Se desconoce si hay infinitos primos regqulares. Sin embargo, tene-
mos el siguiente resultado.

Teorema 1.36. Ezisten infinitos primos irrequlares.

Demostracion. Razonemos por contradiccion. Sean pq, ..., ps el conjunto de los primos
irregulares. Sea k nimero par y definamos n = k(p; — 1)+ (ps — 1) si s > 1. De otro
modo, definimos n = k. Por |B,,/n| — oo cuando k — oo, luego podemos tomar
k suficientemente grande tal que |B,,/n| > 1. Sea p-primo tal que v,(B,/n) > 0. Por
Teorema de von Staudt-Clausen, tenemos que (p — 1) { n, si no, tenemos que (p — 1)|n
y asi p|V,, de modo que % & Zy)- Entonces, p # p; para 1 < i < sy p # 2. Ahora
mostramos que p es irregular. En efecto, sea n =m (méd p—1) con 1 <m <p—1,

ya que (p— 1) t n. Mas ain, m es par ya que n es par. Por la congruencia de Kummer

Entonces, v,(B,,/m) > 0, ya que:

By, By, Bn By ) By, By By,
w(G) = G =)z (G =) ()} 21
m m n n m n n

Por lo tanto
B,
0<, (m) = Up(Bm) — vp(m) = 1,(By,) > vp(m).

De donde concluimos que v,(B,,) > 0, esto es, p es primo irregular. ]



Capitulo 2
Interpolacién p-adica

El objetivo de este capitulo es presentar el concepto de funcién p-adica, es decir,
funciones definidas en C, y que toman valores en C,, andlogo p-adico de los nimeros
complejos, por ende, cuestiones como extensiones analiticas de funciones muy usadas
en analisis complejo y herramienta fundamental en el estudio de la funciones L. de Di-
richlet, encontraran también su analogo p-adico via interpolacién. Cabe resaltar que
Kubota y Leopoldt, en 1964, construyeron las funciones L p-adicas via interpolacion
p-adica de valores especiales de funciones L. de Dirichlet, por ejemplo usando las con-
gruencias de Kummer ellos construyeron la funcién zeta de Riemann p-adica ¢, cuyos
valores en los enteros negativos coinciden con los de la funciéon zeta de Riemann, hasta
un factor de correciéon explicito.

2.1. Funciones p-adicas

Necesitamos tener primero claro algunos conceptos béasicos sobre analisis p-adico.
Algunas veces, por razones técnicas, es conveniente encajar C, en C, o al contrario. Ya
que ambos campos son isomorfos algebraicamente, aunque no lo sean desde el punto
de vista topologico. Ambos campos poseen el mismo grado de trascendencia sobre Q, y
ambos se obtienen empezando por Q, adjuntando bases de transcendencia, y después
tomando su cerradura algebraica.

Empezamos con un entero p-ddico x € Z,. Por Teorema (ver Apéndice [C),
existe una sucesion (o, ), de enteros a,, — x tal que:

= a, =z (méd p"),

" Q1 =, (méd p"),

s < o, < P

Al representar a,, en base p, la congruencia o, = «,, (mdod p") simplemente dice
n ) n+ n
que los tltimos n digitos de ambos niimeros son iguales. Es decir, tenemos

ap = by 0 <y <p,
ap = by +bip 0<b <p,
g = by + bip + bop? 0<by <p,
g = by + bip + bop® + bsp’ 0 < b3z <p,

25
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y asi sucesivamente. Tomando todas estas expansiones juntas, entonces
T =0by+bip+bop>+ - Fbp" - (2.1)
Tenemos entonces que
Lema 2.1. Cada x € Z,, se puede escribir en la forma de manera unica.
Demostracion. Ver [11]. Cap. 3. Pag. 68. O
Esto mismo puede ser generalizado para cada elemento x € QQ,,, y obtenemos.

Lema 2.2. Cada x € Q, puede ser escrito de la forma

x=Y byp",

n>m
con 0 < b, <pym=u,(x). Esta representacion es unica.

Demostracion. Ver [11]. Cap. 3. Pag 68.
0

Aunque para hablar de conceptos como sumas infinitas, necesitamos saber si estas
series efectivamente definen un nimero p-adico, es decir, constatar su convergencia.
Por esta razén, centraremos un poco nuestra atencién sobre criterios de convergencia
de sucesiones y series en Q,.

Observacion 2.3. Por Teorema tenemos que Q, es completo, quiere decir que
toda sucesion de Cauchy en Q, converge en Q,. Mds atin, al ser Q, espacio no ar-
quimedeano podemos caracterizar las sucesiones de Cauchy en Q, de una maera mds
practica que en R.

Lema 2.4. Una sucesion (a,), en Q, es una sucesion de Cauchy, y por tanto conver-
gente, si y solo si satisface

i e~ anly =0

Demostracion. Solo resta probar la condicién necesaria. Sea € > 0, entonces existe
N € N, tal que

n>N = |ap41 — Qnlp < €.
Debido a lo cual, si n,m > N, con n < m, tenemos que:

|@n = Amlp = [(@n — Gny1) + (Ang1 — Gnp2) + -+ (Ame1 — am)lp

< méX{‘an - an—i—l‘pa |an+1 - an+2|pa T |am—1 - am’p} < E.

De manera que, obtenemos el resultado deseado.
O

Una importante consecuencia de este lema y la cual contrasta bastante del caso no
arquimedeano es el siguiente lema.
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Lema 2.5. Una serie infinita Y,~q an con a, € Q, es convergente si y solo si

lim |a,|, =0,

n—oo
en cuyo caso también tenemos

+oo

2 an

n=0

< méx [anl,

p

Demostracion. Resta probar la condicién suficiente. Sea |a,|, — 0, y sea

N
SN = Z Qp, .
n=1
Dado que Q, es completo, basta probar que la sucesion (sy)n>1 es de Cauchy. Luego

|sn+1 = snlp = lanti], — 0.

Para deducir la dltima desigualdad, tenemos que. Si Y, a, = 0, la desigualdad se
cumple trivialmente. Si no, entonces

|3N|p < Oglnéév |an|pv

como |ay|, — 0, por Lema 3.2.10 de [11], tenemos que a partir de cierto Ny € Z,,
|an|p = |aml|p, para todo n,m > N;. Por tanto

Ogi}]%l |anlp = max |nlp,

por otro lado, a partir de cierto Ny € Z,, tenemos que

+oo No

S a =[S a

n=0 n=0 p

por Lema 3.2.10 de [11]. Al hacer M = méx{Ny, N»}, entonces
“+o00 M
D an| =|>_ an
n=0 n=0

Como se queria demostrar

- |SN2|P7

p

= lsumlp < Ogllé%ﬁ |anlp = max |-

p p

O

Las ideas basicas acerca de funciones y continuidad permaneces sin cambios cuando
trabajamos en el lado p-adico, ya que en todo caso estos conceptos solo dependen de la
estructura métrica. Nuestro objetivo entonces serd explorar las ideas principales sobre
algunas funciones definidas por series de potencias, en particular las versiones p-adicas
de la exponencial y el logaritmo.

Definicién 2.6. Definimos

como serie formal.
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Observacién 2.7. Como (ver Apéndice|C, Lema|C.9 (i)

+°°[n n—(ng+mny+ -+ ng)

vp(nl) = Z

= p—1
n
= y(n!) < ——.
) <
Por otro lado, notemos que para j € Z
n n
P’ o P’
Tenemos también, sip® < n < pt!
=[n ‘n
) =Y = >> —-a
j=1 P’ j= P’
1

_ np
p-1 p—1
Luego, si p® < n < p**L, entonces
logn
alogp <logn =— —a>—
log p
Y
n —a
np t<p = - P, P
p—1 p—1
De todo lo anterior, concluimos que:
n—p logn n
— <n!) < ——
p—1 logp p(n) p—1

Se sigue por tanto que |2 /n!|, — 0 cuando n — +oo si |x|, < p~*~V y por otro lado
2" /nl|, — oo si |z|, > p~Y/®PV. Esto indica que Exp(X) tiene radio de convergencia
p~ /=D < 1. Con lo cual, podemos definir una funcion exponencial p-ddica la cual no
tiene una region de convergencia tan grande como su andloga compleja.

Definicién 2.8. Sea r, = p~V/®=V y definamos B(0,r,) = {x € Z, : |z|, < 7}
Definimos la funcion exponencial p-ddica de x € B(0,r,) como

+oo "

exp,(r) = Exp(zr) = ok
n=0 """
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Proposicién 2.9. Siz,y € B(0,r,) tenemos que x +y € B(0,r,), también
epr(iC ’ y) = epr(‘r) + epr(y)'
Demostracion. Por definicién de la exponencial p-addica, tenemos
T+ y =1 _
oxpyfo9) = 32 SRS (o
n=0 'z
+o0o n
1 n—k, k
et — X y
ZZ i
=00 ( 'k'
too om 400 yk
(% m!> (1)
= exp, () - exp,(y)-
O

Observacién 2.10. Notemos que e = exp,(1) no estd definida, pero exp,(p) (exp,(4)
sip = 2) si lo estd. Podriamos definir e = (exp,(p))*/? pero este no necesariamente

seria unico.

Definicién 2.11. Definimos

+o0 1Xn
n=1

Como serie formal.

Observacion 2.12. Notemos que

1 1 1
vp(n) < e n implica que %(n) < oen :
log p n n  logp
entonces
VP(”) < Clog(nl/n) — 0,
n

cuando n — +oo, i.e., para a, = (—1)""'/n, tenemos

Ulanl, = p™/" — 1 cuando n — occ.

Entonces el radio de convergencia de la serie es 1, (ver [11)]. Cap. 4, Proposicién 4.3.1),

esto es la serie converge si |z|, < 1.

La conclusion es que Log(1+X) define una funcion en el ideal pZ, de los enteros
p-ddicos. Esto sugiere que deberiamos definir el logaritmo en la manera obvia.
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Definicién 2.13. Sea pZ, = {x € Z,, : |x|, < 1}. Definimos el logaritmo p-ddico de
x € pZ, como

+o00 n
log,(1 4 z) = Log(1 + x) = Z(—l)”“%.
n=1

En este caso, la funcion log, se puede extender a todo C.

Proposicién 2.14. Eriste una tnica extension de log, a todo C) tal que log,(p) = 0
y log,(vy) = log,(x) + log,(y) para todo x,y € C.

Demostracion. Ver Washington [27]. Cap. 5, Proposicién 5.4.
O

Observacion 2.15. FEstas dos funciones son inversas una de la otra en el conjunto
B(0,7,) C Z,. Esto es claro como identidades de series de potencias formales. Para
probarlo rigorosamente, necesitamos hacer estimaciones de las funciones y asequrarnos
que ellas estdn en el dominio de definicion. Por lo tanto, necesitamos mostrar que

lz|, <rp, = |expp(x) -1, <1

lz|, <1, = |10gp(1 + )|, < 7p.

Para verificar la primera desigualdad, note que vy(x) > 1/(p — 1) implica que para
n > 2,

n—1 n-—s s—1

xn—l
— _ _ | _ _
Vp<n! )—(n Dy (z) Vp(n.)>p_1 p—l_p—lzo’

donde s es la suma de los digitos en la expansion p-ddica de n (ver Apéndice @ Lema
[C-9). Asi que |2"~Y/nl|, < 1y asi |2 /nl|, < |z|, de lo cual deducimos

n

'p<]x\p<rp<1.

|exp,(z) — 1|, < méx oy

n>1

De modo que, log,(exp,(x)), se expande como serie de potencias y tenemos permiti-
do intercambiar simbolos sumatorios para deducir que es igual a x (por series formales).

Por otro lado, para verificar la sequnda desigualdad, si|z|, < r, entonces

i (1 0) = (0) = (0= D) = ()

n
n—1

S ) == (1 - 20

Sin = p*ny con m.c.d(p,ny) =1, tenemos

(n)  « e a 1

_ — < .
n—1 pni—17"p*=1 (p—-LE'+p*2+--+p+1l) " p-1
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(=) 2™ /n) — vy(x) > 0 paran > 1, ie.,
D <l =[S <lal,
p p
Luego
+00 1:Cn
|log,, (L + )|, = | _(=1)""—
n=1 n p
<méx |—| < |z|, <7

Entonces la identidad formal de la serie de potencias exp,(log,(1 + 1)) = 1+ x se
satisface, si |z|, < rp.

De lo anterior, podemos explicitar un resultado practico en deducciones posteriores:

Lema 2.16. Si |z], < p™/®=Y entonces |log,(1 + )|, = |z, y si |z[, < p~ /¢~
entonces |log,(1 + z)|, < |z],.

Demostracidn. Si n < p entonces |n|, = 1, y en general |n|, > n~', ya que al tomar
n = p»™m con p f m entonces n > p»(™_ por lo tanto

De manera que, si |z|, < p~/®~ tenemos

xn

|Z—1 . |w|p < p(l—n)/(p—l) . |x|p < |{1’)|p Si 2 S n < D,

:|:I/‘
p

n

<n-laly™ ol <neptTV OV ol <af, sion > p,
p

ya que np(!=/(P=1) es decreciente para n > p. Debido a lo cual

IQ

o=+l = fely
O
Otra propiedad deseable de estas dos funciones definidas en series de potencias seria
la continuidad, propiedad que queda establecida en el siguiente lema:

Lema 2.17. Sea f(X) = X, a, X" una serie de potencias con coeficientes en Q,, y
sea D C Q, su region de convergencia, i.e., el conjunto x € Q, para los cuales f(X)
converge. La funcion

f:D—Q,

definida por x — f(z) es continua en D.
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Demostracion. Si D = {0}, entonces la afirmacion se tiene, ya que f define una funcién
continua. Sea € > 0, para € D con |z|, # 0, definimos

M = méx{|an,a"[,} y 0 =min {|x]p, 5|A$4|z;} ,

si M = 0, etonces f = 0, y la afirmacion se cumple, luego podemos asumir M # 0. Por
otro lado, si |z — y|, < ¢, entonces |x — y|, < |z|,, de modo que

lylp < méx{[z — yly, [z],} = |zp,
esto es |y|, < |z|p, también tenemos que
|~I|p S méx{p: - y|p7 |y|p} = |y|p7

ya que si el maximo fuese igual a |x — y|,, entonces |z|, < |z — y|,, lo cual contradice
nuestra hipétesis. De tal forma |x], < [y, que junto a lo anterior tenemos que |z[, =
|y|,. Ahora bien:

[f (@) = fW)lp =

Z an(z" —y")

p

< Inﬁixﬂan(x" - yn)|p} = mﬁix |an|p|aj - y|p

n
>y
Jj=1

p

por otro lado, dado que |z, = |y|,, siempre que |z — y|, < 0, tenemos

‘ n—j, j—1 _ e n—1\7 __ n—1
< médx {la" 7y} = méx {la; ) = fefp

n . .
>4y
Jj=1 p

Por consiguiente
< n—1 0 < n 0
1) = F Wy < miscllaalybe —yblali™) < e mixlaablalyy = o M <
p p

De manera que f es continua en D.
O

2.2. Método de Mahler para la Interpolaciéon p-
adica
Si tenemos una sucesién de enteros (ay)g>1 podemos preguntar: ;Con qué condicio-
nes existe una funcién continua f : Z, — Q, tal que f(k) = a;?

Dado que Z, es compacto (ver Apéndice lg Obs. |C.25), tal funcién debe ser uni-
formemente continua y acotada. Por tal motivo, una condiciéon necesaria es que para
cada m € Z,, existe N = N(m) € Z, tal que

k=K (méd pV) = ap = ap (méd p™). (2.2)
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Es decir, siempre que k y k' sean cercanos con | - |,, entonces aj y aj son cercanos con
| - |,- En efecto, como f es continua, entonces dado ¢ > 0 existe > 0 tal que para
k€ Zy, si k' € Z, es tal que

k=K, <6 = [f(k) = f(K)]p <&,

esto es,

p*’/p(k*k/) <) = p*Vp(ak*ak’) < e.

Tenemos que si € = p~™, entonces existe d,, > 0 tal que

p—l/p(k’—]g’) < 5m — p_’/p(ak_ak’) <p—m‘

Por otro lado, para ese d,, > 0 existe N = N(m) € N, tal que si n > N, implica que
p~" < O, (convergencia de (p~"),>1 en el valor absoluto usual). Debido a lo cual, si
vp(k — k') > N, es decir si k = k' (mdd p), tenemos que:

p—up(k_k’) SP_N <6m — p_VP(“k_ak’) <p—m
= yy(ap —a) >m
— ar = ap (m6d p™).

Reciprocamente, afirmamos que el problema de interpolacién se reduce a verificar (2.2]),
lo cual queda dicho en el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Supongamos que una sucesion de nimeros f(k) € Q,, k =0,1,2,...,
es acotada respecto a la norma p-ddica y satisface la siguiente condicion. Para cada
nimero natural m, existe un natural N = N(m) tal que

k=K (mod pV) = f(k)= f(k') (mod p™). (2.3)
Entonces, existe una funcion continua f : Z, — Q, tal que f(k) = f(k).

Demostracion. Definimos la funcién f : Z, — Q, como sigue. Sea x € Z,, tomamos
una sucesion de enteros (n;);>1 tal que n; — x en la norma p-adica y definimos

Fx) = lm f(n).

El limite existe ya que (f(n;));>1 es sucesién de Cauchy respecto a | - [,. En efecto, sea
e > 0, por propiedad arquimediana existe m € Z, tal que m-¢ > 1y dado que p™ > m,
entonces p~ < ¢. Por otro lado, por hipdtesis para este m € Z, existe N € N tal
que se satisface , por tanto y dado que n; — x en |- |,, para este N natural existe
io € N tal que si 4,1’ > i entonces |n; — ny|, < p~, esto es

p i) =N vp(n; —ny) > N siempre que i, > ig € N,

i.e., n; = ny (méd pv), lo cual por (2.3)) implica que f(n;) = f(ny) (méd p™), por lo
tanto

n;) — f(ng)], < p~™ < e siempre que 7,7 > ig € N.
p
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Mas atin, si (n});>1 es cualquier otra sucesion de enteros que converge a x en la norma
p-adica, tenemos que

lim f(n;) = lim f(n}).
En efecto, sean

lim f(n;) =L y lim f(nj) =M,

11— 00

sea € > (0, andlogamente al razonamiento anterior, existe m € N tal que p™™ < ¢, para
este m existe N = N(m) € N tal que se satisface , para este N como n, —
y n, — x existe ip € N tal que si i > ig entonces |n; — nl[, < p~™™, con lo cual
vp(n; —nl) > N, esto implica que n; = n} (méd p"), entonces por tenemos que

f(ni) = f(ng) (méd p™), ie., vp(f(ni)—f(ni)) = m, entonces [ f(ni) = f(nj)|, <p™ < e
siempre que 7 > 19 € N.

Por otra parte, existe 4; € N tal que si ¢ > iy entonces |f(n;) — L|, < € y también
|f(n}) — M|, < e. De lo anterior, si i > méax{io, i1 }, entonces

L — M|, <max{|L — f(ni)lp, | f(n:) = f()]p, |f(ni) — M} < &

Lo anterior demuestra que la funciéon f esta bien definida. Por tltimo probaremos la
continuidad de la funcién f. Sea y € Z,, debemos demostrar que

lim f(x) = f(y).

r—Y

Esto es, que para todo € > 0 existe > 0 tal que para = € Z,

silz—yl, <6 = |f(x) = fy), <e.

Sea € > 0, luego por el mismo argumento existe m € N tal que p~™ < ¢. Por otro
lado, como z,y € Z,, sean (n;);>1 y (m;);>1 sucesiones de enteros tales que n;, — =y
m; — y en |- |,, luego para el m mencionado anteriormente existe N = N(m) € N tal
que se satisface (2.3]), entonces para este N, existe ig € N tal que si i > ig, entonces
In; — x|, <p™, |m; —yl, < p~™ y si ademds suponemos |z — y|, < p~¥, tenemos que
si 1 > 19, entonces

i —malp < méx{[n; —xlp, [2 = ylp, [y —malp} <p77,

esto es, n; = m; (m6d pV), lo cual implica por (2.3) que f(n;) = f(m;) (méd p™), que
en terminos de la norma p-adica queda |f(n;) — f(m;)|, <p ™ < e.

Ademas, existe i; € N tal que si ¢ > i; entonces
|f(z) = fni)lp <e y [f(mi) = f(y)l, <e,
por definicién de f(z) y f(y). Por tanto, si i > méx{io,i1} y 6 = p~, entonces

f (@) = F@)lp < méx{] F(x) = F(ni)lps | f () = f(ma)lp, | f (ms) = F(y)],} < e,

A

siempre que |z — y|, < J. Concluimos entonces que f es continua, y asi termina la
demostracion.

]
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Observacion 2.19. Como una aplicacion del teorema anterior, observemos que si
n=1 (médp),i.e,n=1+qp para algin q € Z, entonces la funcién f(k) = n*, puede
ser interpolada de forma p-ddica. Para ver esto, necesitamos verficar las condiciones
del Teorema primero notemos que f(k) € Z, para todo k = 0,1,2--- . Luego el
conjunto de los f(k) es acotado en Q,. Por otro lado, tomemos m € N y definamos
N =m—1 € Z, tomando k,k' € Z, tal que si k = k' (mdd p™ "), tenemos que
k—k = qp™ !, notemos también que:

(1+qp)"" " =1 (mdd p™),

en efecto, por teorema del binomio

p s m—1
m—1 p -
(1+gp)”" =14 ( j )(qp)j,
j=1

ahora bien, como (ver Apéndice[C, Lema|C.9)

(7)) = =10+ e+ = ) 2 m

J

entonces

m—1

(I +gp)P  —1) >m.

De lo anterior,

m—1

n(lc—k’) — pdop — (1 + qp>q0pm71 =1 (méd pm),

por tal motivo y dado que m.c.d(n,p) = 1, n* =n* (mdd p™ ). Luego por Teorema
la funcién f : N — Q, tal que f(k) = n* con m.c.d(n,p) = 1 admite una extension

como funcién continua f : Z, — Q,, tal que f(k) =nk.

Ahora, pasaremos a la definicion de la funcién gamma p-adica. Consideremos la
sucesion

ap = H j?
j<k
m.c.d(j,p)=1
y verificamos que las condiciones del Teorema se cumplen. Debemos comparar la
distancia p-adica entre ayips ¥ aj, con s € Z,. Observemos que

Ak+ps = H j H j )

Jj<p® p°<j<k+p®
m.c.d(j,p)=1 m.c.d(j,p)=1
el primer factor es el producto de un sistema completo de residuos modulo p®. En este
producto podemos emparejar clases residuales que sean inversas entre si, siempre que
sean distintas. Cuando la clase residual x coincide con su propia inversa médulo p®,
tenemos que z? = 1 (méd p®). Para primos impares p, las tnicas soluciones de

v =1 (méd p*) Vs €Z,
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son x =1y x = —1, por el Lema de Hensel (ver Lema |[C.27). Luego tenemos

Aptps = — H j (méd p°)
pS<j<k+p®
m.c.d(j,p)=1

= —a (mdd p*).

Por lo tanto, si hacemos un ligero ajuste de signo en nuestra definicion de los ay, po-
demos hacer interpolacién p-ddica. De acuerdo a Morita (ver [21], pag 368), tenemos
la siguiente definicion.

Definicién 2.20. Funcion Gamma p-ddica. Definimos la funcion I', para p # 2,
comoT'p(0) =1y

j<n

Por el calculo hecho anteriormente notamos que:

Ly(k + %) = (1) " apype = (1) ap = (=1)"7T, (k) (méd p°),
de manera que
L,(k+p°) =T,(k) (mdd p°).

Luego del Teorema la funcién I', se puede extender de manera continua a Z,.

El teorema de aproximacién de Weierstrass (1885) (ver [26]), del matemético aleman
Karl Weierstrass (1815-1897), dice que una funcién continua en un intervalo cerrado
puede ser aproximada uniformemente por polinomios. El analogo p-adico de este teore-
ma clésico es el teorema de Mahler (1958) (ver [17]), del también matematico alemén
Kurt Mahler (1903-1988). Este teorema plantea que para cualquier funcién continua
f 72, — Q,, existen nimeros ¢ € Q, tal que

00 T
flz)=>" (k)Ck

k=0
Por tanto la sucesion de sumas parciales de esta serie da la aproximacién deseada para
f(x). Aunque claro estd, para demostrar esta afirmacién necesitamos formalizar ciertos
conceptos que estan involucrados en ella, como por ejemplo, para qué casos ésta serie es
convergente, ademas de saber que significa el coeficiente binomial en cuyo argumento
aparecen numeros p-adicos.

Observacion 2.21. Primero hagamos una serie de observaciones referentes a andlisis
combinatorio para deducir condiciones necesarias en la busqueda de nuestra objetivo,

tenemos que:
(‘Z ) =0 (mad p)
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para 1 < k < p", ya que (ver Apéndice|[C, Lema (i) )

v, ((pkn)) —n—wy(k) > 1.

De la formula de inversion binomial, tenemos que:

by = é (Z) a, (2.4)

sty solo si

=3 <Z> (—1)" "0y (2.5)

En efecto, asumiendo , tenemos

v (o)
Jro i)
)
-

—_

@]
—

=
e (ot (2

2
(o
n— n—1 n—1 n—1
0 >a0+< 1 >a1+---+<n_2>an_2+(n_1>an_1,
n n n n n
<0>a0+< >a1+ <2>a2+ <3>a3+---+ <n_2>an_2—|— <n_1>an_1—|—an.

De lo anterior, despejando para cada by el wltimo término (i) ap = ag, y reemplazandolo
en la identidad correspondiente al término by, obtenemos recursivamente:

o = z (") 0y = )

al hacer k =n — j, entonces j =n —k y ast

Por altimo, analizando términos consecutivos k y k 4 1, notamos que:

T (g (R ARGVl (Ol [
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o e R e O

= (—1)nhH (Z: 1) bp—1 + (Z) (=1)" by + (1)1 (n; 1) b1

Por esta razon, y al notar que reagrupando convenientemente, obtenemos:
n—1 n
an = (—1)"bg + 3 <k>(—4)"—kbk4—bn,
k=1

de manera que verificamos . Este proceso también funciona reciprocamante, luego
se demuestra la afirmacion.

Fijando m € Z, y tomando la sucesion (ay)y>1, donde

=D s k=m
=0 si k#m.

Entonces de la formula de inversion binomial, se obtiene la siguiente relacion de orto-

gonalidad
() ()= {5 20

k=0

En efecto, para j > 0 tenemos por que b; = (—1)7”(7{1), en particular si0 < 7 <m
tenemos b; = 0. Entonces de para n € N obtenemos:

al hacer el cambio de variable k =n +m — j, obtenemos:

n n n+m—k
n — _]-k
“ 2;( ) <n+m—k>< m )’
notando que

" ntm—k = (" K ara k =m,m -+ 1 n
n+m—k m k) \m p - T

tenemos que
- £ Q) -Eer )

ya que para k < m, se tiene que (Z) = 0. Asi, por definicion de la sucesion (an)n>1
obtenemos la relacion de ortogonalidad buscada.
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Si f: Z, — Q, es continua, sea

)= 30 () ron 27)

por , tenemos

=3 (7ot 29

k=0

Esto sugiere como podemos resolver el problema de interpolacion p-ddica. Dada una

sucesion f(0), f(1), f(2),---, definimos a,(f) como en y tomemos la funcidn

para x € Z,, como:

fa) =Y @ ar(f). (2.9)

z(x—1)--(z—n+1) .
o B R B 210

Si podemos demostrar que esta es una serie convergente en norma p-ddica, resolvere-
mos el problema.

Observemos que la funcion coeficiente binomial definida en es una funcion
continua en variable p-ddica y toma valores enteros para ¥ € 7Z, ya que si n # 0,
considerando el polinomio

X(X-1)-(X—=n+1)

PA(X) = - € Qlx]

el cual tiene grado n en la variable X, este define una funcion continua de Q, en si
mismo (ver Lema y sin =0 es una funcion constante. Ahora, sabemos que el

coeficiente binomial (") € Z, si m,n € Z,. Por tanto, para o € Z, tenemos

Pu(a) = (O‘> €.

n

En otras palabras la funcion continua P, mapea el conjunto Z. en Z. Por continuidad,
también mapea la clausura de Z en Z, a la clausura de Z en Z,. Por otro lado, como
cualquier elemento de 7Z, es el limite de una sucesion de enteros positivos (la suma
parcial de su representacion p-ddica, ver Lema . Entonces la clausura de Z. es
todo Z,, y concluimos que P, mapea Z,, en Z,. Esto es

)

Luego por la definicion de f(z) (2.9), tenemos que

()t

<1 Ve,
p

<lan(f)lp-
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La clave en la demostracion del Teorema de Mahler es mostrar que |ag(f)|, — 0 cuan-
do k — +o0, siempre que las hipotesis del Teorema se cumplan. En esencia la
demostracion que presentamos sigue la direccion tomada por Béjanic, (ver [4)]).

Definicién 2.22. Operador Diferencia. El operador diferencia A™ para n € Z, y
una funcion f estd definido por

R W W [C )

k=0
Por tanto,

Af( )= flz+1) = f(x),
2fle) = fle+2) —2f(x+ 1)+ f(x),
(x) fle+3)=3f(z+2)+3f(x+1)— f(x),

Proposicién 2.23. A™ es un operador lineal.

Demostracion. Sea « escalar y f, g funciones, entonces

Aaf(o) +ofe)] = 3 () =1 Haf e+ )+ oo+ )
o3 () n + 3 (F) et o

k=0
= aA"f(x) + A"g(z).

]

Pasamos ahora, a la demostracién de dos lemas de los cuales se sigue el teorema de
Mahler.

Lema 2.24. Paran € Z,, y f funcion, tenemos

m (i )

arp(e) =3 (7)Ao - m)

j=0 \J
Demostracion. Es suficiente mostrar que

m (m )

10 =3 () arste -
5=0

y el resultado se obtiene aplicando A™ a los dos lados de la igualdad junto a la propo-
sicion anterior. Notemos que

S L

k=0

S £ (1) mon

]:0 k:O

et mengon (7))

k=0 J
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Por la relacion de ortogonalidad ([2.6)), la suma interna es igual a 0 a menos que k = m,
donde serd igual a (—1)™, luego

3 <].>Nf(fc‘ ) = (—1)" f(@) - (~1)" = fa)

J=0

O
Lema 2.25. Para cualquier sucesion f(0), f(1), f(2),---, definimos
" . (n
)= 30 ()10
k=0
Entonces
m n B n
S (7 st = e ()t )
—0 k=0 k
Demostracion. Para m = 0 es claro. Por Lema [2.24
"5
Por otro lado, por definicién [2.22]
o
y
A"f(0) = an(f) == A" f(0) = anyi(f),
por consiguiente
A" f(m Z( >Gn+g y Af(m)=3) < ) )" Ef(m+ k).
—0 k=0
]

Observacion 2.26. Fl siguiente teorema es el andlogo p-ddico del teorema cldsico de
Weierstrass que dice que cualquier funcion continua en [—1,1] puede ser uniformemente
aproximada por polinomios.

Teorema 2.27. Mahler -1958-. Sea f : Z, — Q, funcion continua, y sea

)= 30 () ren

k=0
Entonces a,(f) — 0 cuando n — +oo y por tanto la serie
+00
x
Z ak(f )
k=0 <k>
converge uniformemente en Z,. Mds ain,

+OO:E

10 =3 (1)) 211)

k=0
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Demostracion. Dado que Z, es compacto y f es continua, f es uniformemente continua.
Por tanto, dado s € Z,, existe un entero t € Z, tal que para x,y € Z,,

lz—yl, <p™ = |f@) - fW<p"
En particular,
|f(k+p") = f(R)], <p,

para k =0,1,2,---. También dado que f es continua en Z, y Z, es compacto, entonces
f es acotada en Z,. Sin pérdida de generalidad, supongamos que | f(z)|, < 1 para todo
r € Z,, entonces |a,(f)|, <1 para todo n. Por Lema y la férmula para a,(f) que
alli se presenta, tenemos:

Pt pt n . n ;
() awst) = () 40,

luego

i)+ )+ 5 (% w9 = S0 () 0049,

de manera que
e (1) + ()10 = =32 (W awis) 4 o0 () 100420,

con lo cual

Qi (f) = —Z (f)aw(f) Py (Z) £k +p') = F(R))

k=0

Dado que (’j) =0 (mdd p) para 1 < j < p', tenemos

|anpt (f)]p < 1I<Ilji};t{p_l|an+j(f)|pvp_s} = |ax(f), <p ' para k>,

ya que |anj(f)], <1, para 1 < j <p.
Reemplazando n por n + p' en la peniltima desigualdad tenemos que

|t |p < 1r<nji>;t{p_l|an+pt+j(f)|pap_s} = |ax(f)l <p~* para k> 2p'

ya que por lo anterior |anpt+;(f)], < p~'. Repitiendo este proceso (s — 1)-veces,
tenemos que:

lap(f)l, <p~° para k > sp',

luego como s € Z, es arbitrario |ag(f)|, — 0 cuando k — +o00. De modo que, la serie

+o00 T
Z<k>ak(f), con x € Z,

k=0
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converge a f(z), ya que ambas funciones son continuas y por la férmula de inversion
binomial para a,(f) con n € Z,, tenemos que

fn =3 (Z)akm,

k=0

esto es, ambas funciones coinciden en un subconjunto denso de Z,, ademas de que
x
k

Corolario 2.28. Sea (a,)n>1 una sucesion en C,. Definamos

<1 para x € Z,.
p

n

by =S (~1)"* (Z) .

k=0

Entonces, eziste una funcion continua f : Z, — C, tal que f(n) = a, si y solo si
b, — 0 en norma p-adica cuando n — +00.

Demostracion. La condicién necesaria se sigue directamente del teorema anterior ha-
ciendo b, = a,(f), con f(k) = ax. Reciprocamente, por la férmula de inversiéon binomial
para b,, tenemos que

=3 (Z)bk,

al definir la funciéon f : Z, — C, como

f@) =3 (”,;) b

k=0

notamos que la serie converge ya que b, — 0 en norma p-adica y por tanto define una
funcién que es uniformemente continua con f(n) = a,.

]

Planteamos a continuacién en que subconjuntos de C, se obtiene convergencia para
determinada funcién continua p-adica. Bajo ciertas condiciones, es posible mostrar que
la serie anterior se extiende a una funcién analitica para |z|, < R con R > 1, es decir
un conjunto mas grande que Z,.

Lema 2.29. Sea Pi(x) = >0° an 2™ una sucesion de series de potencias que convergen
en algin subconjunto fijo D de C,. Supongamos que para cada n, a,; — a,o cuando
i — 00 y que para cada x € D ye > 0 existe ng = ng(z, ) tal que

> ana”

n>ngo

<e (2.12)
p

uniformemente en i. Entonces lim,_, . P;(x) = Py(z) para todo x € D.
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Demostracion. Dado ¢ > 0y x € D por hipétesis existe ng = ng(x,e) tal que se

satisface (2.12). Entonces,

+oo
|Po(2) = Pi(@)|p = | (ano — ans)z"
no
- Z(an,o - a'n,i)xn + Z (an,O - a'n,i)l‘n
n=0 n>ngo p
no
<mEx S (D (ano — ang)2"| | D anoz”| | D ana”
n=0 p In>no p In>no P

< udx {lono = analylol;, <} =

para ¢ suficientemente grande ya que tenemos que a,; — @p 0.

Teorema 2.30. Sear < p~ /=) <1 y para z € C,,
—+00 T

f($) = Z ( Qn,

n=0 n

con |ay|, < Mr™ para algin M > 0. Entonces f(z) puede ser expresada como serie de
potencias con radio de convergencia de al menos R = (rp'/®=1D)=1,

Observacion 2.31. Note que R > 1 luego el teorema da una region mas amplia de
convergencia de de la funcion f definida como serie de Mahler.

Demostracion. Consideremos las sumas parciales

Pa)=% (‘U) i =Y aia”

n<t n<t
Entonces
_entero entero
Qni = anT + an+1m T
por lo tanto
(apilp < méx | 2| < méx Mrip//®D < MR,
=N I M=
va que v,(j!) < j/(p — 1) (ver, Apéndice [C| Lema [C.7). También,
| | entero N N entero
a.n ; — Q . = |a; e — o e Qa; -_
n,i n,i+k|p 141 (Z + 1>' i+k (2 T k’)' ,

< MR Y — 0 cuando i — +oo.

Por consiguiente (a,;);>1 es una sucesion de Cauchy, definamos a, o = lim; .o @y,
entonces |a,ol, < MR™™. Ahora tomamos

“+o00
Py(x) = Z An 2"
n=0
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Observemos que

1 n 1
lim sup /| anolp < Elimsup VM = 7 — R<p=

lim sup |an|p‘

Entonces, Py converge para x € C,, con |z|, < R. Por otro lado, como los P; son
polinomios ellos convergen en

D={zeC,:|z|, < R}.
Adicionalmente, para |z|, < R, tenemos que |z|,R~! < 1, por consiguiente:
lZ[f R < 2[R, Von€ Zy,

de modo que

> anga"

n>ngo

¢ —n| . .|n —ng no
S%E}l)é{MR |z} < MR™™|z[}* — 0

p

cuando ny — oo uniformemente en 7. Luego por el lema anterior, |Fy(z) — Pi(z)|, <€
uniformemente para |z|, < R. De manera que f(z) es analitica en D, como se queria
demostrar.

]

Observacién 2.32. Por el Teorema de Mahler (ver Teorema

+00 T
0= 3 (ot
n=0 n
es una funcion continua siempre que se satisfagan las condiciones de Teorema[2.18. Si,
adicionalmente, la sucesion a, = f(n) satisface las condicion de crecimiento del Teo-
rema i.e., lan|, < Mr™ para algin M > 0, entonces obtenemos una continuacion
analitica p-ddica de f(z) a un dominio mds amplio.

En el siguiente capitulo, usaremos el Teorema para obtener una continuacion

analitica p-ddica de la funcién zeta de Riemann y més generalmente de las funciones
L de Dirichlet.

Observacién 2.33. Podemos dar ahora una aplicacion a la teoria de interpolacion
dada hasta el momento. Sin =1 (mdd p), como se mostré en la Observacion
la funcion f(m) = n™, con m € Z, admite una extension como funcion continua

)
A

f:Z, — Q,, tal que f(m) = f(m). Luego por el Teorema de Mahler (ver Teorema

tenemos que:
A JFOO A
fo) =3 ()t se,

k=0
donde ay(f) — 0 cuando k — oo, siendo

ax(f) = i(—n’“ﬂ‘ <k> F6).

Jj=0
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Por otro lado, como f(m) = f(m) =n™ sim € Z,, entonces para k € Z..

X j
_ é(—nk—j @(1 (= D)

_ Ji)(—n’“‘” ()2 ()
~>(n- 1>’<—1>k§‘”j ()0
=(n—1)F

ya que por la relacion de ortogonalidad , la suma interna es (—1)% solo sii =k y
0 si i # k. Entonces al definir

=i =3 ([Ju-1f vses,

k=0

1

Al tomar M =1 yr=p', comon =1 (mdd p), entonces:

[(n = 1)f|, < p~* = Mr¥,

de manera que por el Teorema n® define una funcién analitica p-ddica con radio

de convergencia R = p®=2/®=1) > 1 je. n® estd bien definida para todo s € C,, con
‘$|p < p(p_Q)/(p_l)_

2.3. Caracter de Teichmiiller

Observacion 2.34. Para simplificar notacion, introducimos un parametro ¢ como Si-
que:

) p st p>2,
14 & p=2.

Sea f(X) = X™ -1 € Z,[X], con m|(p —1). Entonces la congruencia f(X) =0
(méd p), tiene m soluciones distintas ya que (Z/pZ)* es un grupo ciclico de orden
p— 1 (ver [1], Teorema 10.4, cap. 10, pag. 207) y para cada una de estas soluciones,
las condiciones del Lema de Hensel (ver Apéndice @ Lema se satisfacen, luego
cada una de ellas pueden ser levantadas a Q.

En particular, sip > 2 ym = p — 1 vemos que para cada 1 < j < p — 1 existe
un nimero w(j) € Z, tal que w(j) = j (mdd p) y w(j)P~' = 1 (Lema de Hensel),
es decir en Z, se encuentran todas las (p — 1)-raices de la unidad, mds atin, estas

raices se encuentran en Z,, si p = 2, tenemos que la congruencia 2 =1 (mdd 4)
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posee exactamente dos soluciones que pueden ser levantadas a Qq. Luego, el nimero
de raices de la unidad en Q, es siempre ¢(q), donde ¢ es la funcion indicatriz de Euler.

El punto es que la funcion exponencial p-ddica exp,(v) estard definida en qZ, (ver
Deﬁnicién y el logaritmo p-ddico log,(x) estard definido en 1+4-qZ, (ver Definicién

.

Definamos dos subconjuntos de Z,:

U={ze€Z, :|z—1], <1},

Uh={rve€Z;:|r—1], < p Y=,
Notemos que:
» Siz€l+pZ, entonces x =1+ p-a con a € Z,, de modo que
[z —1[, = |p- al, = [plylal, < Pt <,

asi x € U. Reciprocamente, si € U, tenemos que [z —1|, < 1, i.e., v,(z—1) > 0,
que es lo mismo que v,(z — 1) > 1, con lo cual:

r =1 (méd pZ,) = z—1=p-a, cona € Zy,
asi x € 1+ pZ,. De lo anterior, U = 1 + pZ,,.
= Siz € Uy, entonces [z —1], <p /P < p0 =1 luegox € U, ie., Uy CU CZY.
Por otro lado, si p > 2y x € 1 4 pZ,, entonces |z — 1|, < 1, i.e., (v — 1) > 1,
con lo cual:

v — 1], =p D <pt <p VD sip>2

asi x € Uy, de modo que por el item anterior x € U, luego, U; = U siempre que
p > 2.

= Si p = 2, tenemos que
Uy={ze€Zy:|v—1, <27},
de tal forma que si x € Uy, entonces vo(x — 1) > 1, ie., rp(z — 1) > 2, luego:
r=1(méd 2°Z,) <= x—1=4-a, cona € Zy,

asi Uy C 1+ 4Z,. Reciprocamente, si © € 1 4 4Z,, entonces, x — 1 = 4 - a, con
a € Zs, de modo que:

[z — 1y = [4-aly = |4]s]als < 4] =272 <27,

con lo cual 1+ 4Z, C U;.
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Hemos probado entonces que U = 1+ pZ, y U, = 1 + qZ,. En consecuencia U; C U,
ademas U; = U siempre que p > 2, v de la mismas identidades tenemos que U y U;
son subgrupos de Z.

Proposicion 2.35. Sean U y Uy como estdn definidos anteriormente, y sea:
W={zeZ,:|z|, <p YV} =qz,,
considerado como grupo aditivo.
(i) El logaritmo p-ddico log, define un homomorfismo de grupos
log, : U — Z,
cuya tmagen estd contenida en el ideal pZ,.
(ii) El logaritmo p-ddico log, define un isomorfismo de grupos
log, : Uy — W,
con inversa exp,. En particular, Uy = W = Z; es libre de torsion.

Observacién 2.36. Un grupo es libre de torsion si no existen elementos v # 1 tal que
x™ =1 para algun m.

Demostracion. Ver [11], Proposicién 4.5.9, pag. 121. O

Corolario 2.37. Para p-primo, tenemos un isomorfismo Z, =V XUy, donde Uy = Zl‘f
es un grupo libre de torsion y V' es la parte de torsion de Z;. Mds ain:

(i) V es el conjunto de raices de la unidad en Q,, el cual es subgrupo de Z, y

(i) V = (Z/qZ)*, luego V es un grupo ciclico de orden ¢(q), donde ¢ es la funcion
indicatriz de Euler.

Demostracion. Ver [11], Corolario 4.5.10, pag 122. O

Observacion 2.38. Una consecuencia directa del corolario anterior, es que para un
primo p > 2, existe una inclusion

wiF =2V 77,

donde F, es el campo con p elementos. Podemos extender w a F, tomando w(0) = 0.
La funcion w es llamada el representante de Teichmiiller, y este aparece fre-
cuentemente de muchas formas diferentes. Si componemos esta funcion con el mapeo
“reduccion moédulo p” de 7. a IF,,

Z—>F,—“~17,,

obtenemos un cardcter de Dirichlet con valores en Z,, el cual es usualmente llamado
el cardcter de Teichmiiller y se denota por w. Sip =2, por el Corolario (i7),
V =2 (Z/A7Z)*, definimos

WiV = (ZJAZ)S — T,
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extendemos a todo Z/AZ tomando w(x) = 0 si m.c.d(x,2) > 1, al componer esta
funcion con el mapeo “reduccion médulo 47 de 7 a Z./AZ,

Z—>T7JAL T,

obtenemos un cardcter de Dirichlet con valores en Zy. En efecto, debemos mostrar que
para j, k € (Z/qZ)* se cumple que w(jk) = w(j)w(k), como

w(j)=j(mddq) y wk)=k (mddq) — w(j)w(k) = jk (madd q),
wiPt=1 y  wkErt=1 = (W(wk) = 1, sip > 2,
w(j)? =1 y  wk)?= = (w(w(k)? =1, sip=2.

Por la unicidad en el Lema de Hensel w(jk) = w(j)w(k), sip > 2. Sip =2 la unicidad
se establece por las dos posibilidades de solucién de la congruencia x*> =1 (mdd 4).

Como el caso del cardcter de Dirichlet (ver Apéndice E, Definicién [B.9), vamos a
definir el caracter de Teichmiiller para utilizarlo en cdlculos explicitos mas adelante.

Definicién 2.39. Cardcter de Teichmiiller Para x € Z, definamos

| w(x mdad p) si x#0,
w(:z:)—{o si x=0.

Observacion 2.40. Nuestro objetivo es hacer una extension de este caracter a un sub-
conjunto de Q,, p-primo, y demostrar que cumple propiedades analiticas deseables.

Dado a € Z,; por el Corolario podemos escribir
a = w(a){a),

donde w es el cardcter de Teichmiiller y a su vez la proyeccion de Z) sobre V' y (a) es
la proyeccion de Z, sobre Uy =1+ qZ,. Luego, como w(a) =a (mdd q), tenemos

w(a)(a) = w(a)(mdd q) = (a) = 1(mdd q),
ya que w(a) € Z, esto es, [{a) — 1], < ¢~ '
Consideremos la funcion f(s) = (a)°, con a € Z) y s € Zy, , la cual definimos:
f(s) = {a)” := exp,(slog,(a)).
Por Lema tenemos que:
|log, ()], = |log, (1 + ({a) = 1)), < [{a) — 1], < ¢,

la funcién asi definida converge para |s|, < qp~/®P=Y. Si s = 1 entonces (a)' = (a) ya

que exp,(log,(a)) = (a).
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Por otro lado, usando un razonamiento andlogo al utilizado en la Observacion
podemos expandir en serie:

S = S n
W+ (@ -1 = 3 (2w -1
n=0
Dado que [(z) — 1|, < ¢!, podemos tomar r = ¢+ y M =1 en el Teorema |2.30. Y

concluimos que esta serie representa una funcion analitica con radio de convergencia
R = gp~Y®=1_ De hecho

exp, (s1og, () = 3~ (*) () = 1"

n=0 n

ya que las funciones son analiticas en s y son iguales cuando s € Z,. Como los
enteros positivos tienen a 0 como punto de acumulacion p-adico, las funciones deben
ser identicamente iguales.



Capitulo 3

Funciones L de Dirichlet y L
p-adicas

En este capitulo construimos las funciones L p-adicas interpolando valores espe-
ciales de las funciones L de Dirichlet clasicas, a saber, aquellos valores que involucran
a los nimeros de Bernoulli. Las funciones L p-adicas que surgen de este método son
usualmente llamadas funciones L p-ddicas analiticas, utilizando después estas funcio-
nes para lograr una nueva deduccion de las congruencias de Kummer.

En el camino, omitiendo algunos detalles técnicos, tratamos la extension analitica
de las funciones L de Dirichlet clasicas deduciendo su ecuacién funcional, esto con el fin
de hacer un paralelo entre los métodos utilizados en analisis complejo y analisi p-adico
a la hora de definir funciones analiticas en determinado conjunto de convergencia, ya

sea C o C,.

3.1. Funciones L de Dirichlet y funcién zeta de Hur-
witz

De la Definicion si x es un cardcter de Dirichlet primitivo médulo f € Z, (f
es conductor para ), extendemos x a todos los nimeros enteros por:

) x(nméd f) si m.ed(n, f)=1
x(n) = { 0 si m.e.d(n, f) # 1.

Definicién 3.1. Para s = o + it € C, con o > 1. La serie de Dirichlet asociada al
cardcter de Dirichlet primitivo médulo f € Z., esta dada por:

X x(n)
ns

L(s,x) =

n=1
Notemos que si x = x; el caracter principal, la serie L de Dirichlet se reduce a la

o1
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funcion zeta de Riemann (ver Apéndice [A| Definicién [A.1)), es decir:

Ls) = 2 X0 - 3 ().

Para estudiar estas series L de Dirichlet introducimos la funcién zeta de Hurwitz:

Definiciéon 3.2. Definimos la serie zeta de Hurwitz como

+00 1
S, x) = —, O<z <1
((s,2) HZZIO CETL
Cuando = = 1 la serie zeta de Hurwitz se reduce a la serie zeta de Riemann,

((s) =¢(s,1).

Proposicion 3.3. La serie ((s,x) converge absolutamente para Re(s) > 1. La con-
vergencia es uniforme en cada semiplano Re(s) > 1+ a, a > 0, luego ((s,z) es una
funcion analitica en el semiplano Re(s) > 1.

Demostracion. Sea o = Re(s), si 0 > 1+ «, entonces

“+o0o “+oo +oo
Yoln+a) =3 (n+2)77 <Y (n+a)” Y < oo,
n=1 n=1 n=1
lo anterior se cumple para todo a > 0, y procediendo de forma analoga a la prueba de
la Proposicién se completa la demostracion.
O

Observacion 3.4. Historicamente, Hurwitz introdujo su funcion zeta con el propéosito
explicito de derivar una continuacion analitica para la serie L(s,x), observando que
esta serie se puede expresar como una combinacion lineal de funciones zeta de Hurwitz.

En efecto, sea x cardcter de Dirichlet modulo f el conductor de x y s = o +it, con
o > 1. Reordenando los términos en la serie L(s,x) de acuerdo a las clases residuales
modulo f. Esto es:

n=mf+a, dondel<a<f y m=0,12---,

obtenemos

- ? 2 x(mf +a)
_azz:lmgzjo (mf+a)5
HEE A
TN )
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En vista de lo anterior, hemos deducido que:

L(s, x) = f‘saéx(a)c <s7 ;) :

Luego esta representacion de L(s,x) como combinacion lineal de funciones zeta de
Hurwitz muestra que las propiedades de las funciones L dependen de las propiedades de
((s,a/f). Por ejemplo, de la Proposicién deducimos que L(s,x) define una funcion
analitica de s en el semiplano Re(s) > 1.

Como primer objetivo, deseamos obtener la continuaciéon analitica de ((s,z) més
alla de la linea ¢ = 1, la cual nos dara la continuaciéon analitica de las funciones L de
Dirichlet. Existen varias formas de hacerlo, nosotros utilizaremos una que no involucra
integral de contorno y después describiremos otra que si involucra integral de contorno,
la cual nos proporciona nuestro segundo objetivo, obtener ecuaciones funcionales para
las funciones L(s, x), pues son con estas ecuaciones que usualmente se trabaja después
de realizada la continuacién analitica.

3.1.1. Continuacidon analitica de ((s, z) sin integral de contorno

El objetivo de esta seccion es obtener el siguiente resultado:
B,
L<1_n7X>:_77X neZJﬂ
n

donde B, son los niimeros de Bernoulli generalizados presentados en el Capitulo [1}
Para esto, utilizamos las propiedades de la funcién zeta de Hurwitz, las cuales necesitan
de su continuacién analitica.

Aunque la continuacién analitica al plano complejo de una funcién que es holo-
morfa en una region conexa del plano, es tinica. Y dado que la continuacién analitica
de la funcién zeta de Hurwitz utilizando el método clasico de la integral de contorno,
proporciona ecuaciones funcionales para las funciones L. de Dirichlet. No deja de ser
interesante, ver métodos alternativos para resolver un mismo problema, pues usando
técnicas variadas, podriamos resolver cuestiones que impliquen conceptos parecidos, de
una forma que no sea la usual. Este método, es el utilizado esencialmente por Murty y
Sinha en [19].

Lema 3.5. Sea s € C, con Re(s) > 1, entonces
()
r

Demostracion. Tenemos que:

()

<) log (1+‘]S,|> < |s|Mlogr, re€Zsy yM>D0.

J=1

s+ (r—1)
r—1

S

r

| =s(=s=1)(=5=2)- - (=s—7r+1)]

123 -(r—1)7|

Y

s—l—l‘

s—|—2‘
1

2
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()= 8\
r r
S0 N s | Isl
<log(1l+ |s]) +1log |1+ + - +log 1—|— + log .
<Zlog<1—|— ><| |Z] ( logr+z +10gr>

Jj=1 jl

entonces

log

1+i‘+log

s
1+2‘—|—---—|—10g

1+8‘+10g
7"_

[\

< |s] + |s[log,

el ultimo paso en la desigualdad anterior debido a la definicién de la constante de
Euler-Mascheroni (ver [1], pag. 53), a saber:

"1
v = lim —logr—I—Zf <1
r—00 j:1]

Luego al tomar M, > 0 tal que Mylogr > 1, el teorema queda demostrado al elegir
M = My + 1.
m

Teorema 3.6. La serie ((s,x), con 0 < x < 1, define una funcion meromorfa en C
con polo simple en s = 1.

Demostracion. Como para x = 1, la funcion zeta de Hurwitz es igual a la funcion zeta
de Riemann, por Proposicién esta define una funcién meromorfa con polo simple
en s = 1. Podemos considerar entonces 0 < x < 1, por otra parte notando que:

((s,x +Zn+x yooCls) =) —
obtenemos
v C(s,2) — C(5) = 3 <(1 _ 1) | (3.1)

Por otro lado, como

1 1 1

(n+z)> n® ns

entonces para n € Z,, se cumple que |z/n| < 1, asi por teorema del binomio

e\ X [—s\ 2"
1+ — = —
( +n) ZE)(T)W’

luego

—s +oo [/ r
o) = E G
ns n ns i\ r/n"
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reemplazando en (3.1)):

Hemos deducido que:

+oo
—;—l—C(s,x) —((s) = 2:1 ( :)((34—1"):1:”, (3.2)
con Re(s) > 1. De hecho, como la funcién zeta de Riemann ((s) posee una extension
meromorfa a C con polo en s = 1, si Re(s) > 0 entonces Re(s 4+ r) =Re(s) +r > 1,
luego la serie de la derecha en ([3.2]) converge absolutamente en el semiplano Re(s) > 0.
En efecto, para r suficientemente grande |((s + 7)| < C, con C' > 0, aplicando el test
de la raiz junto al Lema [3.5 tenemos que:

(et <en|(7)

cuando r — oo. Por tanto (s, z) posee un polo en s = 1 ya que ((s) cuenta con uno alli
y es meromorfa en el semiplano Re(s) > 0. Procediendo inductivamente para N € Z,
tenemos que:

> (‘j)as +r)a = i <_:><(8 fre e S (‘:)c(s )

r=1 r=1 r=N+1

1/r
< Cl/r

v MIs\Y" 1
<<(C’e ) r/t— 1,

Si Re(s) > —N, entonces Re(s + ) > 1 para los r > N enteros, luego la segunda serie
de la parte derecha converge absolutamente en esta regién. Por otro lado

(—rs)((erT)xr _ (;1!)Ts(s+1)(s+2)...(s+r— 1C(s 4+ 7)™ con r=1,2,--- N.

Entonces, si Re(s) > —N, la funcién ((s+r) posee un polo en s = 1 —r que se cancela
con la multiplicacién por el coeficiente binomial (;s) Con lo cual, la primera suma

del lado derecho define una funcién meromorfa en el semiplano Re(s) > —N. Como
N € Z, es arbitrario, tenemos que la funcién

C(s,2) = 27 + C(s) + g (‘j)g(s + )"

define una funciéon meromorfa en C con polo en s = 1. Por tltimo, probemos que este
polo es simple, en efecto

“+00

£1_r>r%(s —1){(s,x) = £1£r%(s -1z + lgr%(s —1)C(s) + ll_rg(s -1y <_:> ((s+r)x" =1

r=1

]



56 CAPITULO 3. FUNCIONES LDE DIRICHLET Y L p-ADICAS

Consideramos ahora, un andlogo para la funcién zeta de Hurwitz, de la relacion
entre los nimeros de Bernoulli y la funcién zeta de Riemman, a saber:

B
CQ—k)=-"F k>1.
k
Proposicion 3.7. Para k > 2 se cumple
B
C(1—k,z)=— f”,o<x§L

donde By(x) es el k-ésimo polinomio de Bernoulli.
Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que para s € C — {1}

L) -0 = 3 (et 33

0 T
:§T3(3+1)---(8+T—1)C(3+7")95> (3.4)

Si s = 1—k, tenemos para r > k que los términos de la serie son iguales a cero, ya que
C(1 — k+r) es analitica y el coeficiente binomial (k;l) =0.

Para r = k, notamos que ((1 — k + r) posee un polo simple, luego al hacer variar r
tenemos:
lir%(r —k)(1—k+7r)=1,

esto implica que

(=1

linll€ —(L=r)@2=r) - (r=1=k)(r—k)C(1—k+7)
r—k 1!
= D e (k= 2) . 1 lim(r — B)C(1 —
= (—1) (k—1)(k—2)---1 hrg(r k)1 —k+r)
(k=1 1
Kk
luego al tomar el limite s — (1 — k) en (3.3)), tenemos que:
1 flfk k—1 k—l
- 1—ka)—C1—k)=—— 1— r
k) = -0 == 2 (T ek
Por lo tanto
ok k-1
<<1—k,x>=xk-l+<<1—k>—k+2( ) )cu—kmf
r=1
By aF 22 (k—1\ B
_ k-1 _ Pk L Pk=r r k—1
-7 ko k ;( r )k—ra: +¢(0)z
l‘k_l Bk ,Tk 1k—2 k
- _ o~ - B, T
2k k?%() kort

1
k k k=
1 (K By(x)

= —_— B —r T = —

k r=0 <T> bt k
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Dénde hemos utilizado los hechos
B
(L-k)=="" VE22 By=1 'y ((0)=DBi=-;
O]

Teorema 3.8. Para el cardcter principal x1 mddulo f, la serie L(s,x1) define una
funcion meromorfa en C con polo en s = 1 y residuo o(f)/f. St x # x1, entonces
L(s,x) define una funcién entera.

Demostracion. Por Observacion [3.4] sabemos que

=f" ZX C(z,b/f)

De esta combinacién lineal se sigue la continuacién analitica para L(s, ) por la pro-
posicion anterior. Mas atun, sabemos por Apéndice E, Teorema [B.13 (iii) que:

Z x(b) = { g(f) S? X = X1,

(mod f) si X # X1

Dado que ((s,b/ f) posee un polo simple en s = 1 con residuo 1, la funcién x(b)((s, b/ f)
posee un polo simple en s = 1 con residuo x(b). De modo que:

Res,—1 L(s, x) = lim(s — 1) L(s, x)
=lim(s = 1)f~ > x(b)¢(s.0/f)
b (méd f)

= > limx(b)f (s — 1)¢(s, /)

S—)l

b (méd f)

= > x()f!

b (méd f)

= ?I;X(b)

Lo cual implica cada uno de los enunciados del teorema.

Corolario 3.9. Para x cardcter de Dirichlet de conductor f, se cumple que

B,
L(l1—n,x)=— n’x, Vn>1.

Demostracion. Para n > 1, haciendo s = 1 — n obtenemos

f
L(l—mn,x)=f"" Zx(b)é(l —n,b/f)

. lz Bl

n—1 f
LS B

-
By
el
Donde hemos aplicado el Teorema [1.15|
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Cc3
c2

D\
-
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-
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Figura 3.1: Contorno C de Integracion

La importancia de la ecuaciéon que aparece en el Corolario donde aparecen
los valores que toman las funciones L de Dirichlet en los enteros negativos, los cuales
involucran a los nimeros generalizados de Bernoulli, radica en el hecho, que son preci-
samente estos valores los que van a ser interpolados con el objetivo de crear funciones
L p-adicas que coincidan con estos valores en los enteros negativos. Objetivo, que se
cumple parcialmente y del cual nos daremos cuenta un poco més adelante.

3.1.2. Férmula de Hurwitz para ((s,x) y Ecuaciéon funcional
para las funciones L

Como ya advertimos anteriormente, la continuacién analitica de la funcion zeta de
Hurwitz proporciona la continuacién analitica de las funciones L de Dirichlet. Méas atn,
en el momento de construir funciones L p-adicas haremos uso de un analogo p-adico
de esta funcién Zeta de Hurwitz, que ademas, nos permite determinar ciertos valores
especiales de las funciones L de Dirichlet. Y son precisamente estos valores, que ahora
caracterizamos de un modo mas detallado, haciendo uso de la ecuacién funcional de
las funciones L, y del hecho de no nulidad de estas cuando Re(s) > 1.

Para extender ((s,z) mas alld de la linea 0 = 1 de manera clésica, se deriva una
representacion de esta funcion en términos de una integral de contorno. El contorno
C (Figura. es un lazo al rededor del eje negativo real, el cual esta compuesto de
tres partes C, Cy, v C3. C5 es un circulo orientado positivamente de radio 0 < ¢ < 27
al rededor del origen, y C7, C5 son los caminos inferior y superior de una “cortadura”
en el plano complejo a lo largo del eje negativo real. Esto significa que usaremos la
parametrizacién z = re”™ en C} v z = re™ en O3 donde r varfa de ¢ hasta oo.

No presentaremos la extension analitica utilizando el método de la integral de con-
torno, pero si utilizaremos algunos teoremas que involucran esta continuacién para
deducir la formula de Hurwitz de la funcién ((s, ), que nos proporcionara la ecuacion
funcional de la funciones L. de Dirichlet que buscamos.
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Teorema 3.10. 570 < a <1, la funcion definida por la integral de contorno:

1 Zs—leaz
J = — d 3.5
(5:0) = 5 /c 1—er O (35)

es una funcion entera de s.

Demostracion. Aqui z° es igual a r®e™™ en C) e igual a 7°¢™* en (3. Consideramos
un disco compacto arbitrario |s| < M, y probaremos que las integrales a lo largo de C}
y C5 converge uniformemente en cada uno de tales discos. Dado que el integrando es
una funcién entera de s, esto probara que J(s, a) es entera.

A lo largo de (' tenemos, para r > 1:

|Zs—1| _ TU—1|6—7ri(cr—1+it)| _ 7ncr—lemf < TM—lewM

Y

ya que |s| < M. Similarmente, a lo largo de C3 tenemos que para r > 1:

‘Zsfl| — 7,071 |e7ri(afl+it)| U*lefwt < TMfl 7TM.

=r e

Por tal motivo, en C; o (3, tenemos para r > 1:

zsfleaz

1—e?

ypM—17M —ar TMfleﬂMe(lfa)r

1—e" N er—1

ahora, como €" — 1 > €" /2 cuando r > log 2, en efecto:

T T T

e ) e e
e >e%r=92 — §>17 ie., —E<—1 §<6T—1,

luego el integrando esta acotado por Ar™~!e=" donde A es una constante dependiendo
de M pero no de r, en efecto:

M-1_7M (1—a)r M-1_7M _r —ar

rv—te™e rv—te™ele 1
1 < 5 = 2e™MpM=1eg=ar tomando A = 2™
er — e

Dado que
< M-1
/ r e “dr < 400, siempre que ¢ > 0,
(&

esto muestra que las integrales a lo largo de C; y C5 convergen uniformemente en cada
disco compacto |s| < M, de manera que J(s,a) es una funcién entera de s.
m

Observacion 3.11. La continuacion analitica de la funcion zeta de Hurwitz utilizando
integral de contorno, depende de la ecuacion (ver [1], Teorema 12.3, p. 253)

((s,a) =T(1=5)I(s,a) sic>1 y 0<a<1. (3.6)

Luego, como J(s,a) es entera, la ecuacion (@ define la continuacion analitica de
((s,a) para o < 1, (ver [1l], Teorema 12.4, p. 255) haciendo uso de una ecuacion inte-
gral.
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® (2N + 2)mi

R=QN+ )n

Figura 3.2: Contorno de Integracion C'(N)

Lema 3.12. Sea S(r) la region que queda cuando removemos del plano complejo todos
los discos abiertos de radio r, 0 < r < m, con centros en z =2nmi, n =0, +£1,4+2,--- .
Entonces si 0 < a <1 la funcion

az

9(z) = T

es acotada en S(r). (La cota depende de ).

Demostracion. ver [1], Lema 1. p. 256.
[

Definicién 3.13. Sea x € R y s = o 4+ it, con o0 > 1, definimos la funcion zeta
periddica, como sigue:

Esta funcién es periédica de periodo 1 con respecto a x, y ademds F'(1,s) = ((s).
También la funcién zeta periddica converge absolutamente para ¢ > 1. Si x no es en-
tero, la serie converge (condicionalmente) para o > 0 ya que para cada x fijo no entero
los coeficientes poseen sumas parciales acotadas (ver [1], p. 257).

Teorema 3.14. Formula de Hurwitz. Si0 <a <1 yo > 1 tenemos

((1—s,a) = (l;gf))s [e””'s/QF(a, s) + e™*?F(—a, s)} :

si a # 1 esta representacion es vdlida también para o > 0.
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Demostracion. Consideremos la funcién

1 Zs—leaz
J = — d
n(s;a) 271 /C’(N) 1—e %

donde C(N) es el contorno de la Figura3.2) N € Z.

Primero probaremos que

lim Jxn(s,a) =3(s,a), sio >0,

N—o0

donde J(s,a) es la funcién entera del Teorema m De manera que, mostraremos que
la integral a lo largo del circulo exterior tiende a cero cuando N — oo.

En el circulo exterior tenemos z = Re?, —7 < 0 < 7, con R = (2N + 1), por lo
tanto

|Zs—1| _ |Rs—1€i0(s—1)| _ Ra—le—tﬁ < RJ_IGWM.

Como el circulo exterior estda dentro del conjunto S(r) del Lema [3.12] el integrando
estd acotado por Ae™ R~ donde A es la cota para |g(z)| del Lema [3.12] luego

s—1 d
/C o g9(2)dz

y este ultimo tiende a cero cuando R — oo si ¢ < 0. Por consiguiente, reemplazando
s por 1 — s vemos que

< / |22 Y)g(2)|dz < AR et /7r df = 2w Ae™ R
C(N) -7

lim Jn(1 —s,a) =3(1 —s,a), sio>1. (3.7)

—00

Ahora calculamos Jy (1 — s, a) explicitamente por el Teorema del Residuo de Cauchy

N N
In(l=s,a) =~ > R(n)= ) [R(n)+ R(-n)],
nT:L;({V n=1
donde
2786042
R =R z=2mi |\ 7 o |-
(n) es,—9 (1 — 62)
Ahora bien,
—spaz 62n7ria > — Inmi €2n7ria
R = i — 2nme = i = — .
(n) nggwi(z i) 1—e*  (2nmi)s i 1 — e (2nmi)®
De manera que
N e27rm'a N 6727rm'a
In(1l— =
w( 5,0) n2=:1 (2nmi)s * nz::l (—2nmi)s

e—wis/Z N e2nmia 67ris/2 N _—2nmia

In(l—s,a) = o) >

n=1

ns
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Tomando N — oo y usando ({3.7]) obtenemos:

o—is/2 ois/2
J(1—s,a) = 2n) F(a,s)+ (QW)SF(—CL, s).
Por lo tanto
C(1—s,a)=T(s)3(1 —s,a) = L(s) [e‘msﬂF(a, s) + ™2 F(—a, s)} :

]

A partir de la férmula de Hurwitz podemos deducir una ecuacién funcional para la
funcién zeta de Hurwitz.

Teorema 3.15. Si h y k son enteros, con 1 < h < k, entonces para todo s tenemos

oI'(s) & <7TS _ 2mrh

> cos 5 ’ >C(3,7"/k) (3.8)

C(l - S7h/k> = (27Tk')s ~

Demostracidn. Andlogamente a lo hecho en la Observacién [3.4] la funcién F(z,s) se
puede expresar como una combinacion lineal de funciones zeta de Hurwitz cuando
r € Q. De hecho, si x = h/k, podemos reordenar los términos de la funcién zeta
periddica en la Definicion con respecto a sus clases médulo k, escribiendo:

n=qk+r, donde 1<r<ky¢g=0,12,---.
Como resultado, para o > 1:

(4

627rinh/k

NE

s
1 n

S
I

k oo eQﬂirh/k

Tz_:qu% (gk +1)*
o 1 k 2mirh/k - 1
B My

62ﬂirh/k((s, T/kf)

M- L

I
=~

1

De manera que, tomando a = r/k en la férmula de Hurwitz (ver Teorema [3.14]) obte-
nemos:

ﬂ
Il

¢ (1 — s, Z) _ L) e PE bk, )+ P F(=h/k, 5)|

k k
_ [eﬂiS/ka Z €2ﬂirh/kC<S, 7"//{) + em’s/Qk,fs Z 6727Tirh/hc(8’ T/k)

r=1 r=1

efm's/2€27rirh/k + eﬂ'is/26727rirh/k) C(57 /r-/k)

I
P
DO
3
oy
SN~—
»
1~
/N

%
I
—

—
—

Va)
~—

s _ 2nr.h s _ 2nrh

B el 55 (s, /k)

0s (7;8 — 27rkrh> C(s,r/k).

I
o
3
=
»
M=

%
I
—

N
D
L
|
|

DO

—
—~

»
~—

I
P
DO
3
oy
SN~—
»
(1~
o
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I
—
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Lo cual prueba (3.8)) para ¢ > 1. La conclusion del teorema se tiene para todo s por
continuacion analitica.

]

Observacion 3.16. Notemos que si hacemos h = k = 1, solo hay un término en (@)
y obtenemos ecuacion funcional para la funcion zeta de Riemann del Lema a saber:

((1—3s)= ?;&;2 cos (7;8> ¢(s).

La principal razén historica del estudio de las funciones L, es la extraccion de in-
formacién aritmética que estas poseen con respecto a los niimeros primos, debido a la
conocida representacion de las funciones L de Dirichlet como productos de Euler:

Teorema 3.17. Sea x cardcter de Dirichlet, para o > 1, tenemos

L@m=§“?=H ! (3.9)

n 51— x(p)p~s

Demostracion. Esta es la generalizaciéon del mismo resultado para la funcion zeta de
Riemann, mostrado en la Proposicién Procediendo andlogamente se obtiene para
las funciones L de Dirichlet (ver [1], Teorema 11.6, p. 230). O

El Teorema asegura entre otras cosas que L(s,x) # 0 para Re(s) > 1. Tam-
bién lo utilizamos, para saber que en la deduccién de una ecuaciéon funcional de las
funciones L de Dirichlet, es suficiente considerar solo los caracteres primitivos médulo
el conductor del caracter.

Teorema 3.18. Sea x cardcter de Dirichlet modulo k, sea d cualquier modulo inductor,

y escribimos: (ver Apéndice B, Teorema
x(n) = ¢(n)xa(n),

donde 1) es un cardcter modulo d y x1 es el cardcter principal modulo k. Entonces para
todo s tenemos

u&mzL@wn]Q—¢@§.

plk

Demostracion. Pimero tomemos o > 1 y usemos el producto de Euler (ver Teorema
3.17))

o= (i)

1 —x(p)p~*
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Dado que x(p) = $(p)x1(p), ¥ como x1(p) = 0'si plk ¥ x1(p) = 1 si p 1 k, encontramos
que:

Esto prueba el teorema para ¢ > 1y lo extendemos a todo s por continuacién analitica.
]

Observacion 3.19. Si tomamos d en el teorema anterior como el conductor de x,
entonces ¥ es un cardcter primitivo médulo d. Esto muestra que cada serie L, L(s,x),
es igual a una serie L, L(s,1)), de un cardcter primitivo, multiplicado por un nimero
finito de factores.

Definicién 3.20. Definimos la suma de Gauss como:

f
_ Z X(b)e%rib/f'
b=1

Teorema 3.21. Sea x cardcter primitivo modulo f > 1. Entonces para o > 1, tenemos:

f
(% Z F(a/f,s). (3.10)

Demostracion. Tomando = a/f en la funcién zeta periédica (ver Definicién [3.13)),
luego multiplicando por X(a) y sumando en a obtenemos:

ix(@)F ( )

e27rma/f

27rzna/f

f oo
ii

I M\

Por otro lado, si m.c.d(n, f) > 1 concluimos que: (ver [1],Teorema 8.15(a), p.168)

- a>e2ﬂ'ina/f — 0.

M-
=

Por esta razén, basta considerar los casos donde m.c.d(n, f) = 1, luego:
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en efecto, como n y f son primos relativos, los nimeros na recorren un sistema completo
de residuos médulo f con 1 < a < f. También |x(n)]* = x(n)x(n) = 1, luego:

X(a) = x(n)x(n)x(a) = x(n)x(na).

De manera que:

Z —(a)€27rzna/f X(n) Z Y(na>627rma/f
a=1 a (méd f)
= x(n) X(m)e*rim/!
m (méd f)
= x(n)7(x)

De lo anterior, tenemos que:

! a s n
> xr (f, ) — @ X L),

O

A continuaciéon pasamos a deducir la ecuaciéon funcional para las funciones L de
Dirichlet a partir de la formula de Hurwitz.

Teorema 3.22. Sea x un cardcter de Dirichlet modulo f entonces para todo s tenemos
la siguiente ecuacion funcional para las funciones L de Dirichlet

fIT(s)

(27)°
Demostracion. Tomamos a = k/ f en la férmula de Hurwitz (ver Teorema , luego
multiplicando por x(k) y sumando en k, tenemos:

E\ 1) | piepp (k ) o2 k
x(k —s, = | = e ™ Xk)F|—,s]+e™ XK)F|—=,s]] -
Z ( f) <2w>s[ 2B 2 BF (=5
Dado que F(z,s) es periddica en = con periodo 1y x(k) = x(—1)x(—k), podemos
escribir

L(1—s,x) = ™52 4 X (=)™ 7(x) L(5,%) (3.11)

i (—fc 8) = x(=1) zf:x (

k=1

De manera que, al reemplazar en la ecuaciéon anterior, tenemos:

S (1=, 5) = S8 oty ner ] S amr (),

al multiplicar ambos lados de la igualdad por f*! de la Observacién y usando

(3.10), obtenemos el teorema.

]
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Corolario 3.23. Si x(—1) =1, i.e., x es cardcter par, entonces:

2 S
L(1—s,x) = 7 <2];> 7(x) cos <7T28> ['(s)L(s,X). (3.12)
Si x(—=1) = —1, i.e., x es cardcter impar, entonces:
2. S
Lu—&X%:—;<£JfdmanC§>N@L@X) (3.13)

Demostracion. Ambas ecuaciones provienen de reemplazar en la ecuaciéon funcional
(13.11)) por:

<7TS> eims + e—ims ) . (7’(’8) 6z'7rs/2 _ efiﬂs/Q
cos|—)=———— 6 sin|(— )= : ,
2 2 2 21

segun sea el caso.
]

Observacion 3.24. Tomemos x caracter primitivo, luego del Corolario sabemos
que:

L(l—n,X):—T’, Vn>1.

Por otra parte, del Teorema[1.20, se sabe que:
(=1)"Bnx = X(=1)Bnx.

De manera que

L1 —=n,x) = (=1)"x(=1)L(1 = n, x),

Por lo tanto, si x y n poseen paridades opuestas, entonces L(1 —mn,x) =0. Si x yn
poseen la misma paridad, del Corolario tenemos para n € Z, que

“Wﬂwumxﬂzg<?j"

y como 7(x) # 0 (ver [1], Teorema 8.15 (c), p. 168) y L(n,X) # 0 para n > 1 por su
representacion como producto de Euler (ver Teorema , se sigue que B, # 0 en
este caso. Hemos demostrado entonces la siguiente proposicion.:

Bn7x
n!

Y

Proposicién 3.25. Sea x cardcter de Dirichlet primitivo, de conductor f > 1. Enton-
ces stm > 1:

L(1—=n,x)#0 <= x(=1)=(-1)",

esto es, L(1 —mn,x) # 0 si y solo si x yn tienen la misma paridad.
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3.2. Funciones L p-adicas y funcién zeta de Hurwitz
p-adica
De la Observacion [3.4] sabemos que las funciones L de Dirichlet pueden ser escritas
como una combinacion lineal de funciones zeta de Hurwitz, a saber:
/
L(s, x) = >_x(b)H(s,b, f),

b=1

donde y es caracter de Dirichlet con conductor f > 1y donde hemos definido la funcién:

H(s,b, f) = f5C <s?> L 1<b<f

La idea es definir un andlogo p-adico a la funcién zeta de Hurwitz, digamos H,(s, b, f),
con s variable p-adica tal que esta funciéon como en el caso clasico, nos permita expresar
una funcién L, (s, x) en variable p-adica como combinacién lineal de estas funciones zeta
de Hurwitz p-adicas, es decir, que tenga la forma:

f
= x(b)H,(s,0b, ).

b=1

Podemos sugerir a partir de ciertas observaciones, como podriamos formalizar la
idea dada anteriormente. Recordemos que del Teorema tenemos que:

=" 1ZX B (b/f),

donde y es cardcter de Dirichlet con conductor f > 1y B,(z) es el n-ésimo polinomio
de Bernoulli, que por Definicién son de la forma:

Bu(z) =Y (”) "B,

j=0 \J

dénde los B; son ntimeros de Bernoulli (ver Capitulo [1)), entonces:

w500

n—1 ! < n b "

debido a lo cual, del Corolario a saber:

de tal manera que

L(l_n7X):_
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obtenemos para las funciones L de Dirichlet, la siguiente representacion en sus valores
enteros negativos

L(l—n,y) = _} . :sz:x(b)bné <7;> (;:)] B, (3.14)

b=1

De allf la importancia de la identidad presentada en el Corolario [3.9] la cual radica
en el hecho que el lado derecho de (3.14]) es esencialmente una combinacién lineal de
términos de la forma:

n

> (") s,

J=0

lo cual tiene sentido cuando n es reemplazada por una variable p-adica y p|f.

3.2.1. La Funcién zeta de Hurwitz p-adica

Definicién 3.26. Definimos la funcion zeta de Hurwitz p-ddica para p|F, F € Z, y
m.c.d(b,p) = 1, como sigue:

1 1 =271 -
H,(s,b,F) = 3—1F<b>1_52< k5>(F/b)kBk, con 0<b<F,
k=0

donde (b)'=* esta definido en la Observacion[2.40}

Tomando nuevamente la convencion

_Jp st p>2
1=\ 4 si p=2.

El siguiente teorema establece la existencia de la funcion zeta de Hurwitz p-adica, ade-
mas de dar explicitamente su regién de convergencia.
Teorema 3.27. Supongamos que q|F, F' € Z,, y m.c.d(a,p) = 1. Entonces H,(s, a, F)
es una funcion meromorfa p-ddica en
{seCp: [sl, <qp ¥V}
tal que
H,(1-n,a,F)=w"(a)H(1 —n,a,F), n>1.
En particular, cuandon =0 (médp—1), 6 (méd 2) si p =2, entonces
H,(1—-n,a,F)=H(1—n,a,F).

La funcion H, es analitica, menos en el punto s = 1 donde posee un polo simple con
residuo igual a 1/F.
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Demostracion. Asumamos la convergencia de H,(s,a, F') por el momento, luego:
1 no(n\ (F\F
H,(1— F)=——(a)" — | B
p=ma F) = =75 2 (k) (&) 5

H,(1—-n,a,F)=w"(a)H(1 —n,a,F), n>1.

La peniltima igualdad se obtiene debido a la Proposicién

Ahora bien por definicion de H,(s,a,F'), en s = 1 existe un polo, cuyo residuo
calculamos a continuacion:

lim(s — 1)Hy(s,a, F') = lim l(a)l_s i (1 ; S) <F>k By,

s—1 so1F k=0 a
1, o (0) /F\F
=— ~) B
F<a>kz:;)<k>(a) "
_ 1
- F

Demostremos ahora la convergencia de H,(s,a, F'). Para hacer esto, aplicamos el
Teorema [2.30] a la serie

+o0 s
> ( )(F/a)kBk. (3.15)
imo \k
Del Teorema de von Staudt-Clausen (ver Teorema|1.26)) con By, = Uy /Vj, tenemos para
p-primo impar que:

Si (p—1)|k entonces p|Vj de modo que v,(V;) = 1 (ya que Vj es libre de cuadrados),
entonces

Vp((F/CL)kBk) = kvp(F) — kvy(a) + v, (Uy) — vy (Vi) > kb — v, (Vi) = k — 1.

Si (p—1) 1k, entonces pt Vi por lo tanto v,(V}) = 0, por tal motivo
v((F/a)*By) = kuy(F) = kvp(a) + vp(Uy) = vp(Vie) > k —1p(Vi) = k >k — 1.
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En ambos casos podemos concluir que

k
1
[(F/a)*By|, < p~*Y =p (p) .

Al tomar r = 1/py M = p en el Teorema m, tenemos que R = (p~! - pt/@=1)~1 i
p = 2 podemos obtener una mejor estimativa, en efecto:

vo((F/a)*By) = kin(F) — kvy(a) + va(Uy) — 2(Vi) > 2k — 1,

ya que por hipdtesis en este caso ¢ = 4 y ¢|F, entonces v5(F) > 2. Luego
1 k
(F/a)* By, < 27941 = 2 (4) .

Entonces, al tomar r = 1/qg y M = 2 en el Teorema tenemos que R = (¢! -
pt/®=1)=1 = 2 > 1. De todo lo anterior, podemos concluir que (3.15) define una
funcién analitica en el conjunto

D={scC,:|s|, <qp V/*V}.

Por otra parte, dado que 1 € D y como en los discos p-adicos cualquier punto es centro,
tenemos que:

D={seCp:[1-s[,< qpil/(pil)}a

esto prueba que

=X (1-s
> (1),
k=0
es analitica en D. Por Observacién la funcién (a)® es analitica en D, por tanto
{a)!~* también lo es.

[l

3.2.2. Funciones L p-adicas

Observacion 3.28. Sea x un caracter de Dirichlet de conductor f y sea w cardcter de
Teichmailler de conductor q (ver Definicion . Sea fyw—n el conductor del producto
xw™™ de estos caracteres, tal como se define en el Apéndice|B, Seccion [B.1], entonces
frw—nl|fq. Pero dado que x = xw™™ - w", tenemos que f|qfy,-n. De manera que f,—n
y f difieren solo por un factor la potencia del primo p. En efecto,

fxw_"|fqyf|Qfxw_" = fq:kl'fxw—"; klez Yy qfxw‘”:ka; kQEZ
= (ffxw_”>q2:(ffxw—”)klk2 oo @ = Kk
= k=p con 0<j<3 sip=2y 0<j<2 si p>2.

Se sigue que si a € Z, con m.c.d(a,p) = 1, entonces

m.c.d(a, fyo—n) = m.c.d(a, f) y xw"(a) = x(a)w™"(a),
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resta probar la sequnda afirmacion, como m.c.d(a,p) = 1, entonces m.c.d(a,q) = 1.
Si m.c.d(a, fq) = 1 por definicion del producto de cardcteres xw "(a) = x(a)w "(a),
si d =m.c.d(a, fq) > 1, luego dla y d|fq, como m.c.d(a,q) = 1, podemos concluir que
m.c.d(d,q) = 1, asi por Lema de Euclides d|f, con lo cual m.c.d(a, f) > 1, de manera
que m.c.d(a, fy,—n) > 1, y asi concluimos que xw™"(a) = 0 y x(a) = 0, por lo tanto
xw"(a) = x(a)w"(a).

Ahora finalmente estamos listos para construir las funciones L p-adicas.

Teorema 3.29. Sea x cardcter de Dirichlet de conductor f y sea F' un mailtiplo de
qu f,ie, F = Kqf con K € 7Z. Entonces existe una funcion meromorfa p-ddica
(analitica si x # x1) Ly(s, x) definida en

D={seC,:|s|, < qp_l/(p_l)}
tal que

By

Ly(1=n,x) = (1= xw "(p)p" ) ===, neZy (3.16)

donde w es el caracter de Teichmiiller. Si x = x1, entonces Ly(s, x1) es analitica en
D excepto para el polo simple en s = 1 con residuo (1 — 1/p). De hecho, tenemos la
formula

L) = 5 3 x(@a) Y (1;3> (F/a)* By. (3.17)
(@p=t =

Demostracion. Definamos L, (s, x) como sigue:

F
Lp(‘S?X) = Z X(a)Hp(Saaa F)
(=1

L,(s, x) es analitica en D por el Teorema [3.27, excepto en s = 1. Calculemos el residuo
de la funcién Ly(s,x) en s =1

lim(s — 1)Ly(s,x) = > x(a)lim(s — 1)H,(s,a, F)

s—1 ot s—1
(a,p)=1
1 F
-7 az::l x(a)
(a,p)=1
1 F
Res;o1Ly(s,x) = = > x(a)
a=1
((Z,p):l

£ oed £ e L[] -3

p
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notemos que:

De manera que

F oo

(a,p)

como se queria demostrar.

Si x # X1, la suma puede ser reescrita como

1 & 1 1 b

— — - b

= ; x(a) F;X(a) 7 b;x(p )
(a7 ):1

la primera suma es cero por Observacion m Por otro lado, si p|f entonces x(pb) =0
para todo b y la segunda suma es 0. Si m.c.d(p, f) = 1, como f|(F/p) ya que F' = Kqf,
la segunda suma nuevamente es 0. Mas atn,

(a,p)=1
d 11, =X /(n
SRt [—nF<a> ];)(,{)Wam]
(a,p)=1
- X a3 ()

La suma interior puede ser reescrita como

n

> (3 )varme =3 (7 )rsar+s

k=0
~ (#ar 3 (3) w/r)B,

Dado que estamos sumando sobre los a primos relativos a p, por la Observacién [3.28]
al usar el caracter de Teichmiiller, podemos reescribir a la funciéon L,(1 — n, x) como:

Ll —nx) =" 3 xw "(a)Baa/F)
(ap) =1
no1 F -1 F/p
- _Fn Z:lxofn( a)Bu(a/F) + wa '(p) B, (b/ (F'/p)).

Si p| fyw—n €l conductor del cardcter xw™" entonces yw™"(pb) = 0 para todo b. Por otro
lado, si p t fyw—n, tenemos que fy,—n|(F/p), en efecto, dado que F' = Kqf, entonces
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Jfryw—n|F = Kqf y como m.c.d(p, fyw—n) = 1, entonces m.c.d(q, fyw-—n) = 1, por Lema
de Euclides fy,-»|K f, y como K f|(F/p), se concluye la afirmacién.

Ahora bien, por Teorema [1.15] tenemos que:

Fn 1 F B .
n F n,Xw
Z xw (@) Bula/F) = ===
y para el segundo término, tenemos que:
Fn— 1 F/p wan .- F/p n
S B 0/ (Ff) = XS )8, 0/(F))
b=1
—-n n— n—1F/p
xw "(p)p" Tt (F —n(
=X () S 00/ )
) S
_ —-n n—1-"-"n,xw
=xw ()"
De donde concluimos
—-n n—1 Bmxw*”
Ly(1 =n,x) = —=(1 = xw™"(p)p" ) — —

Lo cual completa la demostracion del Teorema.
O

Observacién 3.30. » Bl factor (1—xw ™" (p)p™~1) es el inverso del factor de Euler
en p para L(s,xw™™) (ver Teorema . Es un principio general que para obte-
ner un andlogo p-ddico de una funcion de variable compleja, la p-parte debe ser
removida, ya que intuitivamente por ejemplo, > 1/n® posee términos arbitraria-
mente grandes en forma p-ddica si consideramos los términos n divisibles entre
p; por otra parte, los términos n que no son divisibles entre p, al menos estdn
acotados en forma p-ddica.

» En general, xw™"(p) # x(p)w™"(p). Por ejemplo, si x = w™ # x1, entonces
xw "(p) = 1, mientras que x(p) = w"(p) = 0.

» L,(s,x) interpola los nimeros
(1= xw " (p)p" )L — n,xw ™).

= Notemos que la ecuacion que define una funcion L p-ddica L,(s,x) es
esencialamente un intento de emular la ecuacion para L(1 —n,x).

» Six es un cardcter impar, entonces n y xw™ " tienen paridad opuesta y Ly(s, x)
es identicamente cero.

Esto se debe en principio a que w es cardcter impar, en efecto, si p = 2, entonces
w(a) € V ={%1}, siw(—1) =1, entonces w(3) =1 y w seria cardcter principal,
y tal cosa no puede ocurrir ya que ¢ > 1 es su conductor, (ver Teorema [B.16).
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Sip>2yw(—1) =1 entonces w(—1) = =1 (mdd p), i.e., 1 = —1 (mdd p), lo
que es contradictorio. De lo anterior:

xw (1) = x(=Dw(=1) = (=1)(=1)" = (=1)"*,

lo cual implica que n y xw™"™ poseen paridad opuesta, de manera que por Propo-

sicion [3.25, y del hecho que:
Ly(1—n,xw™) = (1 —xw "(p)p" L —n,xw™™) =0,

y al ser Z denso en Z,, entonces L,(s,x) = 0 para todo s € Z, C D, luego
L,(s,x)=0enD.

Si X es cardcter par, entoncesn y xw™" poseen la misma paridad, luego B, \,—n 7#
0. En efecto:

xw (=) = x(=Dw™"(=1) = (=1,

lo que implica que n y xw™" poseen la misma paridad. De manera que, Ly(s,X)
no es la funcion cero en este caso.

3.2.3. Congruencias de Kummer 11

En esta seccion se dard otra demostracion de las congruencias de Kummer, la cual
es consecuencia de una representacion en serie de potencias de las funciones L p-adicas,
y que por tanto, se aleja del enfoque original empleado por Kummer.

Teorema 3.31. Sea x cardcter de Dirichlet de conductor f,, supongamos x # X1 Yy
pq 1 fy. Entonces

Ly(s,x) = ap+ay(s— 1) +ag(s —1)>+--- |
con |aol, <1 yvp(a;) > 1 para j > 1.

Observacién 3.32. Notemos que, como L,(s,x) posee radio de convergencia mayor
que 1, a; — 0 cuando j — oo; luego a priori tenemos que v,(a;) > 1 para j suficiente-
mente grande.

Demostracion. Tomamos F' como en el Teorema tal que g|F pero pq{ F. Asumi-
mos ademds que y es cardcter par, ya que de lo contrario L,(s, x) = 0 (ver Observacion

3.30)). Notemos que:

= Si ¢ # 4 tenemos que ¢ = p, en consecuencia v,(F) > 1, asi |F|, < 1/p, de donde
concluimos que |F771, < 1/p7~ 1

» Si ¢ = 4 tenemos que p = 2, en consecuencia v,(F) > 2, luego |F|y < 1/4, de

manera que [F71, <1/47°1,

En cualquier caso, deducimos que:

j>1.

, 1
1
[F7, < ey
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» Sea a € Zy, con m.c.d(a,p) =1, i.e., p{a, de lo cual v,(a) =0, esto es, |a|, = 1.
» Sea B; = U;/Vj, j-ésimo ntimero de Bernoulli, entonces
vp(Bj) = vp(Uj) = vp(V;) = —15(V})

por ello | B;|, < p*»"4) pero como v,(V;) < 1, tenemos que p»("4) < p, de manera
que |Bjl, <p.

» Por tltimo, como v,(j!) < j/(p—1) (ver Lema( ), entonces |5!], = p~»(") >
[ —3/(p=1) , por lo tanto

1 < pJ/(P 1) j>1.
|J"p
De todo lo anterior, tenemos que:
E Fi-! _ ’Bj|p |Fj 1|p < p]/(P 1)
0w | J p i1
LA VA P g

Ahora, notemos que:

= Si g =4, entonces p = 2 por lo tanto para m.c.d(a,2) = 1 tenemos que:

) j—1 . ) .
&F §2]'(2)_2],21—23+2_ <1 Y j > 5.
gl 47-1 - 4’
Si j =3, como B3 = 0 tenemos que:
By F371 1
a1 3 = |0|2 S 0
3 ad |, 4
Si j =4, como By = —1/30, tenemos que:
Bu P[0k (P 2, . 1
4! a* EUP (lal2)* — 273 4
De forma que:
) j—1
& F —| < }, Vij>3.
gl 4
= Si ¢ = p, entonces p > 2 luego si j > 3 tenemos que:
J (1
— — 2=j|———-1 2
o ivr=i(t 1)
9 _
—j <p> +2
p—1
<—Jj+2<-3+2=-1,
por lo tanto para m.c.d(a,p) = 1 tenemos que:
i—1
P Spj/(p_l)-<] 1) P <l s
jbooa@ ) q p
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De todo lo anterior concluimos que

B; Fi-!

gt o

De modo que todos los coeficientes de la serie de potencias

PG s

son divisibles por p. Similarmente, (ver Observaciéon y Definicién

(@1 = ey (1) oy ) = 3= " g,

tiene todos sus coeficientes en Z, y estos son divisibles por pg para j > 2, dado que
q|log,(a).

En efecto, como (a) € 1+ qZ, (ver Observacién [2.40) tenemos que |1 — (a)|, <
p~ /P v asi (ver Lema -

[log, (@), = [log, (1 + ({a) = |, =1~ (a)|, <p~ ¥V <1, (3.18)

de esta manera, si ¢ = p tenemos que v,(log,(a)) > 0, i.e., p|log,(a), por otro lado si
q = 4, entonces p = 2 y asi |log,(2)|s < 277, i.e., va(logy(a)) > 1, esto es, 4|log,(a).
Ahora bien, si j > 2 tenemos que:

‘ (log, ()’

<q7 .pj/(pfl) — (qpfl/(pfl)yj
JI ’

Notemos que:

= Si ¢ =4, tenemos que p = 2, por lo tanto:

(log,(a))’

- 1
1l < (22 ) 271)7j = 55
7! 27

2

de tal modo, v5((logy(a))?/j!) > j. Asi si j > 2 se cumple que pg = 2% divide a
los coeficientes de la serie (3.18)). Si j = 2, entonces, v5((logy(a))?/2) > 4—1 = 3.
De manera que si 7 > 2, concluimos que:

3| (logy (a))’

pq =2 i

= Si ¢ = p, entonces:
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luego

yp<w>2j<p_2>>l, Jj>2.

!

Si j = 2 entonces v,((log,(a))?/2!) = v,((log,(a))?) > 2. De manera que, si j > 2,
concluimos que:

2| (log,{a))?

pg="p

Por lo tanto solo necesitamos considerar la suma

@)1+ (1= ) logy o) (= o+ L),

s—1:73
pla

notemos que:

1 1-s (1=s)(=9)F
s—1 )

(14 (1 - s)log,(a)) (F T T a2

es igual a:

() (L P51 Um0 =0y

s—1 F 2a 12a2
1 1 s—1 (1-8?2F—(1-s)F
— —1 il
<s —1 ng<a>) (F T T 1242 ’
efectuando el producto nos queda como primer término
1/F
s—1’

y como x # X1, entonces (ver Teorema [B.13 (iii)):

;;x(a) =0.

Con lo cual la representacion en serie de potencias p-adica de L,(s, x) al rededor de
s = 1, comienza en ag. De modo que solo consideramos la siguiente expresion, resultado
del producto hecho anteriormente:

1 F 1 F  log,(a) F log, (a)F
_ ] — e ] —1) - =2 (s —1)2
<2a e F ng<“>) " (12a2 20 12a2 %@ ) oD = a1

De manera que:

w=—3" (a)(llo <a>—1—F> (méd p)
0= T XA F S T o T 122 -

pta
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Ahora, (1/F)log,(a) y F/12 pertenecen a Z, ya que v,(log,(a)) > 1sip > 2,y
va(logy(a)) > 2 si p =2, también v,(F) =1, si p > 2y 1p(F) = 2 si p = 2, entonces:

Vp (;,logp<a>> = yp(log,(a)) —1,(F) >1—-1=0, sip>2

Vs (;10g2<a)) = y(logy(a)) —1a(F) >2—-2=0, sip=2

Por otra parte si ¢ = 4, entonces v5(F/12) = 15(F) —15(12) =2 -2 =0,si¢g=p > 2
tenemos que v,(F/12) = v,(F) —1,(12) = 1 —1,(12) > 0. Lo que demuestra la afirma-
cién hecha anteriormente.

Dado que para m.c.d(a,p) = 1 se cumple que w(a) = a (mdd q), por tal motivo
a™'' =w ! (a) (méd q) razén por la cual (ver Observacion |3.28)):

a ,
X(a ) = x(a)w (a) = xw (a) (mdd q).
Asi concluimos que:
F o (a F /
3> M9 — 5 e) (mod o
w

Sea f’ el conductor del cardcter yw™!

xw™t # x1. Con lo cual

, COMO X es par y w es impar tenemos que

f/
> xw(a) = 0.
a=1

Por otro lado, como f'|qf entonces f’|F, luego

F F F/p
doxwHa) =D xw (@) = Y xw T (pd),

a=1 a=1 b=1

pla
la primera suma es 0 ya que f’|F'. Para la segunda suma, si p| f’ tenemos que yw ™! (pb) =
0, y la segunda suma es 0. Si p t f’ entonces f'|(F/p) dado que F = Kqf, de forma que
f'|F = Kqf, por Lema de Euclides (ya que m.c.d(f’,q) = 1) f'|Kf y como K f|(F/p),
se sigue la afirmacién. De esta manera, concluimos que la segunda suma también es
igual a cero.

De todo lo anterior, deducimos que:

1 & x(a) 13

- =—-> w (a)=0 (mdd p),

5 ;:1: =5 ;:1: (a) =0 ( )
Ph pla

esto demuestra que |ag|, < 1. Por dltimo, para p > 5 tenemos que:
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ya que:

" <F><(a)

122 ) = 1p(x(@) + 1p(F) = 1(12) = 2w(a) = 1, (F) = 1,

dado que |x(a)|, = 1, p|F pero p* t F, p 412 y m.c.d(a,p) = 1. Sip =26 p = 3,
tenemos que a? = 1 (méd p) paraptay F/12 € 7., luego solo basta considerar la
suma:

F F F/p
21 x(a) = x(a) — Z x(pb),

a= a=1
pta

la primera suma es 0, ya que f|F. Si p|f entonces x(pb) = 0, y la segunda suma es 0,
si pt f, entonces f|(F/p) y asi tenemos que la segunda suma es 0. Luego

ZX ’QEZX(a):O (mod p).

a=1
Ma pla
Después tenemos:
f F log, (a)  Flog,(a)
= — 2 — d 5d p).
“ %X(a)<12a2 2a 124 >(mo P)

Por todo lo dicho hasta el momento, F'log,(a)/12a* y log,(a)/2a son divisibles entre
p v andlogamente al caso anterior, basta considerar para los términos que involucran
a F/12a* la suma de los x(a)a™2, que como ya vimos es igual a 0 médulo p. De lo
anterior p|a;.

Finalmente tenemos que:

a log, (a)F
= — —2 =0 (mdd p),
pta
ya que todos lo términos de la suma son divisibles entre p. Y asi finalmente completamos
la demostracion. O

La mayoria de las congruencias para lo nimeros de Bernoulli y los nimeros de Ber-
noulli generalizados se siguen del teorema anterior.

Corolario 3.33. 5i x # x1, entonces

L,(1,x) ———ZX a)log,(a) (madd p)
p’[a

Demostracion. Se sigue de los razonamientos dados en la congruencia:

==Y x(0) (Flogya) -~ o~ 11s) (mdd )

pfa
en el Teorema [3.311 O
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Corolario 3.34. Supongamos x # x1, pq 1 f. Sean m,n € Z, entonces:

Lp(ma X) = Lp(nv X) (méd p)
Yy ambos son p-entems.

Demostracién. Por Teorema tenemos que Ly(m,x) = ao (méd p) y también
L,(n,x) = ap (mdd p) de donde se sigue el resultado por transitividad de la congruen-
cia.

]

Corolario 3.35. Congruencias de Kummer -1851- Supongamos que para m,n €
Z, numeros pares, se cumple que m =n #Z 0 (moéd p — 1), entonces:

B, B,

2n (méd p).
- n(mop)

De manera general, si m,n son enteros positivos pares con m =n (méd p(p*)) yn £ 0
(méd p— 1), entonces:

Demostracién. Como n = m # 0 (mdéd p(p?)), entonces n —m = K(p — 1)p* ! con
k # 0, luego w™ ™(b) = wK®=DP"""(p) = 1 para todo b con p t b, esto es W™ " = x;,
por lo tanto w™ = W".

Consideremos pues L,(s,w™) = L,(s,w™), entonces
_1\Bm n n_1 Bn
L,(1-m,w™)=—(1-p" 1)W’ y Ly(1—-n,w")=—(1-p 1)?

También, como p|a; para j > 1 (ver Teorema 3.31)), tenemos:

Ly(1 —m,w™) = ag + a;(—m) + az(—m)* + - -
=ao +a;(—n) + as(—n)* + - -+ (méd p®)
= L,(1—n,w"),

de manera que
L,(1—=m,w™)=L,(1—n,w") (méd p).

De donde se sigue el resultado.

[]

Corolario 3.36. Supongamos n es entero impar con n Z —1 (mdd p — 1), entonces:

B,
By = 1
’ n+1

(mdéd p).
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Demostracién. Dado que n # —1 (mo6d p — 1), tenemos que w™ # y;. También,
w™(p) = 0 ya que w™ no es el caracter trivial. De modo que, por Corolario tenemos
que:

By = (1 —w"(p))Biwn = —Ly(0,0™")

n n Bn-‘rl

= L1 - (n 4 1w = (1 p) 2
Bn+l

+1

(méd p).

3

]

Recordemos del Capitulo [I] Definicién [1.34] que un primo es llamado regular si no
divide el numerador de los nimeros de Bernoulli By con k entero par y menor o igual
a p — 3. Podemos caracterizar el valor L,(1,x) cuando p es primo regular y x es un
caracter especifico, como vemos en el siguiente teorema:

Teorema 3.37. Si p es un primo reqular y k es entero par con k #Z (mdd p — 1),
entonces L,(1,w*) 2 0 (méd p). En particular L,(1,w*) # 0.

Demostracion. Por Teorema tenemos que:

B
LP<1 - kvwk> = _<1 _pkil)?ka

y por Corolario tenemos que:

Ly(1,68) = (1= P 2% (mod )

Como (p — 1) {1 k por Congruencia de Adams (ver Teorema [1.31) concluimos que
By /k € Zy, (en particular L,(1,w") es p-entero) y por Definicién |C.22, tenemos que
vp(Br/k) > 0. Si v,(Bg/k) > 0, entonces para By = Uy /Vj tenemos que:

1<, (25) = t(0) - 1 (Vih),

Ahora como v,(Vyk) = 0 (ver Lema (i), concluimos que v,(Uy) > 1, i.e., p t Uy,
lo que no puede ocurrir ya que p es primo regular. Por lo tanto

B
—(1=ph7E #0 (méd p),
de donde se concluye que L,(1,w*) # 0 (méd p), con lo cual |L,(1,w")], = 1, ie.,
L,(1,w*) # 0.
[l

Podemos decir un poco maés acerca de L,(1, x), lo cual presentamos en el siguiente
teorema, para un estudio mas detallado de L, (1, x) (ver [14], c. 5).
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Teorema 3.38. Sea x cardcter de Dirichlet de conductor f > 1 y sea F' maltiplo de q
y f, entonces:

=1 J a

L,(1,x) = ; Z x(a) (— log,(a) + i & (—F>]) (3.19)
e

Demostracion. Haciendo el cambio de variable 1 —s por s en (3.17)) en el Teorema m,
nos da:

L-s0 =5 @i S (0) (£) 5,
e =

Notemos que:

donde

Gls,a) =3 s;[aog,xa»%

Jj=2

por lo tanto L,(1 — s, x) es igual a:

1 > x(a) (i + iJ(s, a) +log,(a) +log,(a)J(s,a) + G(s,a) + G(s,a)J (s, a)) ,

J(s,a) :jijl @ (1;)3 B;.

Notemos que en la demostracién del Teorema |3.29] establecimos para xy # xi1 que
L,(1 — s, x) era analitica en su dominio de convergencia y ademas que en este caso:

1 F

Al X(a) 207
FO;.
pta

En consecuencia se puede prescindir del término en 1/s de la serie que define a la
funcién L,(1 — s, x). Por otra parte:

Lsay=3 =D =i+ (F)ij . _i(—})j (F)jBﬁ

o 4! a J a

cuando s — 0, luego podemos definir:
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Ahora, como J(0,a) =0y G(0,a) = 0, entonces:

LP(LX) - -

S
M=
=
&

/?
o
38
=
|
M8
|8
ah
| =
N———
_

Como se queria demostrar.
]

Una de las areas de investigaciéon moderna con las funciones L p-adicas es determinar
sus valores en los enteros positivos. Avances en esta direccién estan dados en [7], donde
Jack Diamond en 1979 obtiene féormulas de los valores L,(r, x) para r entero positivo,
en términos de la funcién log gamma p-adica. En 1992, Hideo Imai en [12], generaliza
el resultado dado por Diamond y obtiene férmulas de estos valores en términos de la
funcién log gamma multiple p-adica. Aunque se espera que la ecuacion que determine
los valores L,(r, x) para r entero mayor igual que dos, no involucren series infinitas.



Apéndice A
Funcion Zeta de Riemann

La intencion de este apéndice es definir la funcién zeta de Riemann (. A continua-
cién realizamos su extension meromorfa al plano complejo y presentamos una de sus
ecuaciones funcionales, la demostracién depende de una férmula integral de la funcién
¢(s) que involucra a la funcién gamma T', razén por la cuél introducimos un breve
estudio de la funciéon I' y damos algunas de sus propiedades, solo haciendo un bosquejo
de sus demostraciones. En el camino también encontramos algunos conceptos ligados
a la serie theta v de Jacobi, de la cual solo utilizaremos su ecuaciéon funcional tanto
como sus leyes de crecimiento y decaimiento.

Definicién A.1. Sea s € C, definimos la serie Zeta de Riemann como

()= X

Mostraremos ahora que esta serie define una funcién holomorfa para todo s € C
con Re(s) > 1.

Proposiciéon A.2. La serie ((s) converge absolutamente para Re(s) > 1, esto implica
que C es una funcion holomorfa en el semiplano Re(s) > 1.

Demostracion. Basta demostrar que la serie ( converge uniformemente en todo disco
cerrado en A = {s € C : Re(s) > 1}. Sea § > 0 la distancia entre el disco cerrado
D C Ay larecta Re(s) = 1. Notemos que n™* = e~*1°6(")donde log(n) es el logaritmo
usual en los niimero reales. Ahora

|n—s| _ |€—slog(n)| — e—Re(s) log(n) _ n—Re(s).

Si s € D, entonces 0 = Re(s) > 1+ 4, y asi tenemos que
‘nfs‘ —n° < n7(1+5)7

por lo tanto, si M,, = n~1+% por el test M de Weirstrass > on>1|n7%|, converge abso-

lutamente en D.
O]
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Ahora presentamos la conocida relacién que existe entre la serie { y los niimeros
primos.

Proposiciéon A.3. Identidad de Euler. La funcion ¢ admite la siguiente represen-
tacion:

para Re(s) > 1, donde p recorre todos lo nimeros primos.

Demostracion. Sea o = Re(s) y demostremos que el producto de la derecha converge
para o > 1. Para esto, primero demostramos que la sucesion de los productos parciales
de la derecha convergen a un limite diferente de cero, esto pasa si y solo si la serie
de los logaritmos de cada termino converge, donde el logaritmo es definido en la rama
principal.

Sea entonces

log E(s Zlog [(1— 1
= Z 1)log(1 —p~)
= Z > (np™) 7

P n>1

donde hemos utilizado la expansion en serie de potencias de la rama principal del lo-
garitmo complejo, ya que |p~°| < 1.

Esta serie converge absolutamente para o > 149, para todo > 0. De hecho, dado
que [p"s| = p"? > p+9 | tenemos que

Z Z ’(np 1‘ < Z Z n—l —n(1+9)

P n>1 P n>1

<Z;p n(144)
_Z(1+5 )1

<22p (149) < o0,
p

donde hemos utilizado la convergencia de la serie geometrica para ’p*(”‘s)’ <lyla

tltima desigualdad se da ya que, p“‘s >p > 2 luego P9 > 2 estoes, p'to-271 > 1,

1+6
por tanto p'*? — 1 > p'*0 — = = pT.
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La convergencia absoluta de la serie anterior implica la convergencia absoluta del
producto para ¢ = Re(s) > 1, tenemos entonces

E(s)=][0—p*) " =exp (Z Z(npns)_l) :

p P n>1

En este producto expandimos cada factor

1 1 1 1 1
1 __,Z)Afs 195 1)23 ]?35

para los primos py, ..., p, < N, y obtenemos

+oo
[[A-p™)= > @r-p)"= > n (A1)
p<N U1y, p=0 n

Dado que la tltima suma contiene en particular a los terminos correspondientes a los
n < N, asi podemos también escribir

H (1—p )= Z n-°+ Z n-°.
p<N n<N n>N

PE|n
1<k<r

Comparando ahora la suma en (A.1)) con la serie ((s), tenemos

[[A-p) " =)< > I < > n 0,

p<N n>N n>N

prin
1<k<r

donde la serie de la derecha tiende a cero cuando N tiende a infinito, ya que es la cola
de una serie convergente.

O

Definicién A.4. Funcién Gamma. Sea s € C tal que Re(s) > 0, definimos la
funcién gamma como

I(s) = /OOO e ‘57 1dt. (A.2)

Para la demostracion detallada del siguiente hecho (ver [23], cap. 6). La expresién
(A.2)) define una funcién holomorfa en el semiplano Re(s) > 0, ya que para cada e > 0,
las funciones

F.(s) = /E e ‘57 1dt,

definen una funcién holomorfa en cada banda S5 = {s € C: § < Re(s) < M}, con
d > 0 (ver [23], teorema 5.4, cap. 2), y dado que

lim F.(s) = I'(s)

y esta convergencia es uniforme en Ss s, se obtiene el resultado.
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A pesar del hecho que la integral definida en (A.2) que a su vez define a I'" no
es absolutamente convergente para otros valores de s, se puede demostrar que existe
una funcion meromorfa al plano complejo, cuyos polos se encuentran en los valores
s=0,—1,-2 —3,---. La unicidad de la extensién meromorfa nos permite seguir de-
notanado a la nueva funciém por I'.

Proposiciéon A.5. (i) La funcion gamma admite una extension meromorfa a C.

(ii) Las unicas singularidades de la funcién gamma son polos simples en los enteros
s=0,—-1,-2,---, donde Ress—_,, = (—1)"/nl.

(1ii) Algunas ecuaciones funcionales de la funcién gamma son

(1) T'(s+1)=sl(s),
(2) T(s)I'(1—s) = 57

sinms’

(iv) T(1/2) = /7, T(1) =1, T'(n+ 1) = n! para todo n € N.

A continuacién se realiza un bosquejo de la demostraciéon de la proposicién anterior.
Empezamos con la observacién que para Re(s) > 0, se tiene que I'(s + 1) = sI'(s), en
efecto,

1/e d 1/e 1/e
/E p (e*tﬁ) dt = — / e t5dt + s / e 't dt,

€

donde la integral finita de la izquierda tiende a cero cuando € — 0, a su vez de la
formula (A.2)) para I" se obtiene el resultado deseado. A partir de este hecho, primero

concluimos de (A.2) que

00 1/e
F(l) = / e*tdt = lim e*tdt — HI% _eft‘i/e — 17

0 €— € e—
y dado que para n € N, I'(n + 1) = nI'(n), procediendo inductivamente, deducimos
que I'(n + 1) = nl.

Ahora bien, para demostrar la extensién meromorfa de I', es suficiente extender I
a cada semiplano Re(s) > —m, donde m € Z,. Luego para Re(s) > —1, se define la
funcién

I's+1
Fi(s) = Q,
s

la cual es define una funcién meromorfa, con un polo simple en s = 0, y dado que si
Re(s) > 0, entonces Fi(s) = I'(s), luego F; es una extensién meromorfa de I" en el
semiplano Re(s) > —1. Procediendo inductivamente, para Re(s) > —m, se define

I'(s+m)
(s+m—1)(s+m—2)---s’

F(s) =

la cual es meromorfa en el semiplano Re(s) > —m, y posee polos simples en los valores
s=0,—-1,-2,---,—(m — 1), ademads, F,,(s) = I'(s) en el semiplano Re(s) > 0. Por
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unicidad de las extensiones, esto también implica que F},, = Fj para 1 < k < m, en el
dominio de definicién de Fj),. Asi se obtiene la continuacién analitica de I'.

Para obtener la segunda ecuacién funcional, hacemos uso del lema (ver [23], ej. 2,
sec. 2.1, cap. 3).

Lema A.6. Para 0 <a < 1

o) ,Ua—l T
/ dv = — .
o 1+w sin wa

Asi, primero notando que para 0 < s < 1 podemos escribir

F(l—s):/ “u Sdu—t/ ) *dv,
0

donde para t > 0 se hizo el cambio de variable vt = u. Luego

['(1—s)(s) = /OOo e I (1 — s)dt

:/ e 5t (t/ e”t(vt)sdv) dt
0 0
:/ / e~y dudi
o Jo
:/ / ety =S dtdu

s
1 —|—v B sinﬂ(l —s)
 sinmws’
En particular, tomando s = 1/2, tenemos que
i
[(1/2)* = =
(1/2) sin /2 i

T(1/2) = /.

Otra ecuacion funcional (ver [22], c.1, pag. 23.) que enventualmente se usara es

r@w@+;) ?ﬁ

['(2s) (Férmula de duplicacién de Legendre). (A.3)
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Definicién A.7. Funcién Theta de Jacobi. Parat € R cont > 0, definimos

o) =Y e (A.4)

ne”L

Como una aplicacién de la férmula de sumacién de Poisson (ver [23], teorema 2.4,
cap.4) se obtiene la ecuacién funcional

D(t) = t729(1/t). (A.5)
Notemos ahora que
|9(t) — 1| < Ce™™ para algin C > 0, y todo t > 1. (A.6)
En efecto, por (A.4))
It =1+23 ™, (A7)
n>1

por otro lado, dado que —mn?t < —mnt para todo t > 1, entonces

2
Z e~ t S Z e*ﬂnt — efﬂ't Z e*ﬂ(nfl)t S Clefﬂt; con Cl > O7

n>1 n>1 n>1

ya que la serie 3°,,~ e~ o5 convergente para t > 1 (se puede utilizar el criterio de

la integral para verificarlo), por tanto de ({A.7)), tenemos que
(1) — 1] <23 e ™t <20 e™™ = Ce ™.

n>1

Para relacionar la funcién gamma con la funcién zeta, hacemos la sustitucién t = mn?y
en la definicién de la funcién gamma, luego dt = mn2dy, y asi

['(s) :/0 et tdt = 7Tsn2s/0 e_mgyys_ldy,
por tanto

7T78F<S)n72s — /0 677rn2yysfldy7

y al sumar sobre n > 1, tenemos que

S r T =3 [Ty

n>1 n>1
o
T°T(s) > n > = Z/ e Yy dy.
n>1 n>1"0

Por otro lado, para la serie del lado derecho, haciendo Re(s) = o tenemos que

Z /0 |6—7rn2yys—1|dy — Z A e—wnZyyU—ldy‘

n>1 n>1
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Sea x = mn?y, luego dx = mn3dy, y por tanto

dx
7rny o— 1d _ /
7;/ v= n; 7m2 o—1p2
:;/ ﬂ-O'nQO'
:i 1</Ooe_zgldx>
biad = n?o 0

=m 7C(20)['(0) < +00, si 0> —.

Luego por teorema 2.25 de [9], tenemos que

Z/ ﬂnysldy_/ Ze—ﬂ'nysldy'

n>1 n>1

Asi concluimos que

_sF 28 / Ze Trny 5— ldy,

n>1
notemos ademés que la serie bajo la integral, por (A.7]) se puede ver como

> = (0y) 1)

n>1

Definicién A.8. Funcion Xi. Sea s € C, con Re(s) > 1, definimos

E(s) = m*/°T(s/2)¢(s) (A.8)

Por lo hecho anteriormente, tenemos entonces que

Proposicion A.9. La funcion &(s), para Re(s) > 1 admite la represetacion integral

2/ ) — 1)y dy. (A.9)

Ahora podemos hacer la extensién analitica de la funcién £, y encontrar cierta
ecuacion funcional.

Proposiciéon A.10. La funcion £ es holomorfa para Re(s) > 1 y tiene continuacion
analitica a todo C como funcion meromorfa con polos simples en s =0 y s = 1. Mds
aun, sastisface la siguiente ecuacion funcional

E(s)=¢&(1—s) VseC (A.10)
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Demostracion. Sea ¢(u) = [J(u) — 1]/2. La ecuacién funcional para la funcion theta
en (|A.5)), implica
1 1
— Z9(u) — -
wlu) = S9(u) ~ 5
u=1/? 1
= V(1 u) — =
o)~
u-1/2 w2 oyl
_ I(1/u) — _ 2
g V) = 22
plPMu) -1 1 1
2 2ul/2 2
1 1

Luego para Re(s) > 1, tenemos

ﬁ”ﬂF@/QC@):iAwu“ﬂ*4¢OOdu

= /1 w21 (u)du + /OO w21 (u)du
0 1
1

:/0 w21 |:U_1/2'17Z)(1/U)+

1 .
s — )t [ aP ) du,

resolviendo la primera integral con detalle, vemos que es igual a

0

1 1 1
:/ u(S/Q)_%@/J(l/u)du+/ 1u(s/2)_§du—/ 1u(S/Z)_ldu
0 0 2 0 2
1 1 1 3
- - /2= 5 p(1 /1) du.
- [ PR du

Ahora, haciendo un cambio de variable v = 1/u, tenemos que —u?dv = du. Por tanto

/01 u(5/2)_%1/1(1/u)du = — /1

o0

)= [,
1

Asi las cosas, tenemos que solo por cuestiones de notacion, esto es haciendo u = v
1 1 00
- = +/ p(Z3/2712 D=1 4 (v)dw, A1l
— =+ [ ¥ Jodo, (A1)
por el decaimiento exponencial de 1, introducido en ({A.6)), la integral (ver [23], teorema
5.4, cap. 2) define una funcién entera, esto implica que ¥ posee una continuacién
analitica a todo C como funcién meromorfa, con polos simples en s =0y s = 1, como

la expresion permanece invariante si reemplazamos s por 1 — s, concluimos entonces la
ecuacion funcional

7D(s/2)¢(s) =

£(s) =¢(1—s) VseC.
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Directamente de la proposicion anterior, tenemos la extension meromorfa deseada
para la funcién zeta.

Proposiciéon A.11. La funcién zeta de Riemann ( posee una continuacion analitica
a todo C como funcion meromorfa con un polo simple en s = 1. Mds atun, se satisface
la siguiente ecuacion funcional

75T (s/2)¢(s) = 7 U792T((1 — 5)/2)¢(1 — 5) Vs € C* (A.12)
Demostracion. Como &(s) = m~%/2I'(s/2)((s), entonces

£(s)
[(s/2)’

ahora como I'(s)['(1 — 5) = —"—, entonces tenemos que

C(s) ==

1 sin s
. —T(1 -
I‘\(s) ( S) T )

luego los polos simples de I'(1—s), los cuales se encuentran en los valores s = 1,2,3, - - -
son cancelados por los ceros simples de sin ws en estos mismos valores, y por tanto 1/’
es entera con ceros simples en los valores s = 0, —1, —2,—3,---. Con lo cual, la funcién
1/T'(s/2) es entera con ceros simples en s = 0,—2,—4,---, por tanto el polo simple
de &(s) en s = 0 es cancelado. Y por la proposicién anterior dado que £ posee una
continuaciéon analitica a todo C de manera holomorfa con polo simple en s = 1, se
sigue el resultado. La ecuacién funcional no es mas que la relacion £(s) = (1 — s) para
todo s € C de la proposicién anterior. n



Apéndice B

Caracter de Dirichlet

Los caracteres de Dirichlet son utilizados en la definicion de las funciones L de
Dirichlet y las funciones L p-ddicas. La idea es presentar el concepto de caracter de
Dirichlet basado en la teoria de caracteres de grupos abelianos finitos, ademas de dar
ciertos resultados relevantes sobre ellos que seran utilizados de manera usual a lo largo
del texto, y que son indispensables en la definicion del grupo de caracteres primitivos,
objetivo principal de este apéndice.

Definicién B.1. Sea G un grupo. Una funcion f: G — C*, es llamada cardcter de
G si f es homomorfismo de grupos con respecto a la multiplicacion compleja, es decir

flab) = f(a)f(b) Va,beG,

Teorema B.2. Si f es un cardcter de un grupo finito G con elemento identidad e,
entonces f(e) =1 y cada valor f(a) con a € G es una raiz de la unidad. De hecho, si
a™ = e para algin n € Z,, entonces f(a)" = 1.

Demostracion. La primera afirmacion se tiene ya que f es homomorfismo. Por otro
lado, al ser G grupo finito, para a € G existe n € Z, tal que a" = e, entonces

1= f(e) = f(a") = f(a)" :

Cada grupo G posee al menos un caracter, a saber la funciéon que es identicamente
lenG.

Definiciéon B.3. Sea G grupo, llamamos cardcter principal con respecto a G al
cardcter [ tal que f(g) =1 para todo g € G.

Aunque ciertamente este no es el inico caracter que existe para un grupo abeliano
finito de orden mayor que 1. A saber tenemos

Teorema B.4. Un grupo abeliano finito G de orden n, tiene exactamente n caracteres
distintos.

Demostracion. (Ver [1], cap. 6, teorema 6.8, pag. 138).

93



94 APENDICE B. CARACTER DE DIRICHLET

Observacion B.5. Sea G grupo abeliano finito de orden n, al cardcter principal de G lo
denotamos por f1, los otros caracteres denotados por fs, ..., fr son llamados caracteres
no principales. Estos dltimos tienen la propiedad que fr(a) # 1 para algin a € G,
1<k <n.

Teorema B.6. Definamos la multiplicacion de caracteres por la relacion

(fifi)(a) = fi(a) fr(a) YV a€G, (B.1)

entonces el conjunto de caracteres de G forma un grupo abeliano de orden n. Denotamos
a este grupo por G. El elemento identidad de G es el cardcter principal fi. El inverso
de f; es el reciproco 1/ f;.

Demostracion. (1) Cerradura: Sean f;, fi, caracteres de G, grupo abeliano finito con
|G| = n. Probemos que (f;fi) es cardcter de G. Sean a,b € G, entonces si a = b:

(fifi)(a) = fi(a) fe(a) = f;(0) fe(b) = (f;fr) (D),

va que f; y fx son funciones, esto demuestra que f; fx definida en (B.1) es funcién
de G a C*.

Por otro lado, tenemos:

(fif)(ab) = [;(ab)fr(ab)
= fi(a)fe(a) f;(b) fx(0)
= (fife)(a)(f;[r) (D),
ya que f; v fr son homomorfismos de G a C*, esto demuestra que f;f definida

en (B.1) es homormorfismo de G a C*. De lo anterior f;fj es cardcter de G.

(2) Asociatividad: Sean f;, fi, fi caracteres de G. Debemos demostrar que (f;f)fi =
fi(ff1). Sea a € G, luego:

[(fife) fil(a) = (f;fx)(a) f

*. La multiplicacién es asociativa.

(3) Elemento Neutro: Sea f; el cardcter principal de G. Debemos demostrar que

fifi = fif; = fj, sea a € G, luego:

(fif1)(a) = fi(a) fr(a) = fi(a) - 1 = fj(a)
(f1£)(a) = f1(a) fi(a) =1 f;(a) = fj(a)

~(fifi)(a) = (fifj)(a) = fj(a), para todo a € G.
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(4) Elemento inverso: Sea f; cardcter de G. Debemos demostrar que existe fj € G
tal que f;fx = fi, sea fi = 1/f;, definido para a € G de la siguiente manera
fr(a) =1/ fr(a), el inverso de f;(a) en C*, que es caracter de G. En efecto, para
todo a,b € G tenemos que si a = b, entonces:

B 1 B 1
~ fila) ()

ya que f; es funciéon de G a C*, esto demuestra que fj, = 1/ f; define una funcién
de G a C*. Por otro lado:

fr(a)

= fi(b),

1 1
felab) =1/ f;(ab) = — = fi(a) fi(b),
’ fi(a) f;(b)
esto demuestra que fj, = 1/f; define un homomorfismo de G a C*. De lo anterior
fr =1/f; es un cardcter de G, i.e., f € G. Notemos también que:

1
fifi)(a) = fi(a) fi(a) = fi(a) 7 = 1.
(fife)(a) = fi(a)fi(a) = fi( )fj(a)
Para todo a € G. Luego fi € é, asi definido es tal que f;fi = fi, el caracter

prinicipal.

(5) Conmutatividad: (G,-) es grupo abeliano por ser C* abeliano con respecto al
producto.
[

Observaciéon B.7. Para cada cardcter f en un grupo G finito, tenemos |f(a)| = 1
(ver, Teorema [B.9). Por lo tanto el reciproco 1/f(a) es igual al conjungado complejo

f(a). Por lo tanto, la funcién f definida por f(a) = f(a) es también un cardcter de G.
Mds atun, tenemos

para cada a € G. Luego, para | € G, con G grupo finito, por Teorema parte (3),
el inverso de f es f.

Observacién B.8. Sea k € Z, y sea el grupo abeliano multiplicativo (Z/kZ)* para
el cual [a] € (Z/KZ)* siy solo si m.c.d(a,k) = 1. Si f es un cardcter de (Z/kZ)*,
podemos tomar la extension por 0, la cual denotamos por f:

(Z/kZ)*— (Z/kZ) L—C

tal que f(n) = f(n) sin € (Z/kZ)* y f(n) =0, si este no es el caso. Por otro lado, si
7 es la proyeccion de Z sobre Z/kZ, tenemos:

Z-—"~7/kZ L ~C

con lo cual al tomar x5 = fo m ésta define una funcion multiplicativa de Z a C.
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Definicién B.9. Cardcter de Dirichlet mod k. Sea (Z/k7)*, al hacer corresponder
cada caracter f de (Z/kZ)* a una funcion aritmética x = xs : Z — C como sigue:

| f(nmdd k) si m.cd(n, k) =1,
x(n) = { 0 si m.c.d(n,k) > 1

Definimos la funcion x, la cual es llamada cardcter de Dirichlet modulo k € Z. .

Observaciéon B.10. FEl cardcter principal mod k x, es aquel con la propiedad
X1 ¢ 7, — C

(n) = 1 si m.c.dn,k)=1,
X =N 0 si m.c.d(n, k) > 1

Observacion B.11. Un cardcter de Dirichlet x puede tomar dos valores en el entero
n = —1, estos son x(—1) =1 ¢ x(=1) = —1, por lo tanto sea

5 = 0 si x(—1)=1,
X1 1 osiox(—1)=-1.

Decimos que x es par si d, =0 e impar si 6, = 1.

Teorema B.12. Ezxisten p(k) caracteres de Dirichlet médulo k € Z., donde ¢ es la
funcion indicatriz de Euler, cada uno de los cuales es completamente multiplicativo y
periodico con periodo k. Esto es, tenemos

x(mn) = x(m)x(n) Vm,n€Z, (B.2)

x(n+k)=x(n) ¥VneZ. (B.3)

Reciprocamente, si x es completamente multiplicativo y periodico con periodo k, y si
x(n) =0 para m.c.d(n, k) > 1, entonces x es uno de los caracteres de Dirichlet médulo

k.

Demostracion. Existen ¢(k) caracteres f para el grupo (Z/kZ)* por Teorema @,
luego existen ¢(k) caracteres y; de Dirichlet médulo k. La propiedad multiplicativa
de x; se sigue de la propiedad multiplicativa de f cuando ambos m y n son
primos relativos a k. Si alguno de los dos m 6 n no es primo relativo a k entonces
también mn, por tanto ambos lados de la igualdad en son cero. La propiedad en
se sigue del hecho que x¢(n) = f(n méd k) y que @ = b (mdd k) implica que
m.c.d(a, k) =m.c.d(b, k).

Para probar el reciproco notamos que la funcién f definida en el grupo (Z/kZ)*
por la ecuacién

f(n méd k) = x(n) si m.c.d(n, k) =1,

es un caracter de G, entonces y es un caracter de Dirichlet.



APENDICE B. CARACTER DE DIRICHLET 97
Demostraremos a continuacién propiedades basicas de los caracteres de Dirichlet.

Teorema B.13. Sea x cardcter de Dirichlet mod k, entonces

(i) Sia=1 (mdd k), entonces x(a) =1,
(i) Si m.c.d(a,k) =1, entonces x(a)?®) =1,
(iii)
Z x(a) :{ p(k) i x =X,
0

a (méd k) siX 7 X1

Demostracion. (i) Como x es caracter de Dirichlet, entonces por propiedad multipli-

cativa x(a) = x(a-1) = x(a)x(1). Si a =1 (mdd k), entonces x(a) # 0, ya que
m.c.d(a, k) = 1. Luego x(1) = 1, entonces por la periocidad B.3| tenemos que x(a) = 1.

(ii) Sea m.c.d(a, k) = 1, del teorema de Euler-Fermat tenemos a**) = 1 (méd k).
Por lo tanto

X(a)‘/’(k) _ X(aw(k)) -1

Por lo visto en (i).

(77i) Dado que p(k) = [(Z/kZ)*], la afirmacién se confirma si x # x1. Si X # X1,
existe b tal que x(b) # 0, 1. Sea

entonces

x)S= 3> xb)xla)= > x(ba)=S5

a (méd k) a (méd k)

ya que ba recorre (Z/kZ)*, por ser m.c.d(b, k) = 1, esto implica que (1 — x(b))S =0y
como 1 — x(b) # 0 entonces S = 0.
O]

Definicién B.14. Mdédulo Inductor. Sea x un cardcter de Dirichlet modulo k y sea
d un divisor positivo de k. El numero d es llamado un modulo inductor para x si se
cumple la siguiente condicion

x(a) =1 siempre que m.c.d(a,k) =1 y a=1(mdd d) (B.4)
Observacion B.15. Notemos que k mismo es un inductor para x.

Teorema B.16. Sea x un cardcter de Dirichlet moédulo k. Entonces 1 es un inductor
para X sty solamente si x = x1 es el cardcter principal.
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Demostracion. Si x = x1 entonces x(a) = 1 para todo a € Z con m.c.d(a, k) = 1.
Por otro lado, dado que a = 1 (m6d 1) el nimero 1 es un médulo inductor para ;.
Reciprocamente, si 1 es un médulo inductor para x entonces

x(a) =1 para a con m.c.d(a, k) =1y a=1(mbd 1),

esto es, y(a) = 1 para todo a € Z con m.c.d(a, k) = 1, i.e., x = x1-
]

Definicién B.17. Cardcter Primitivo. Un cardcter de Dirichlet x modulo k se dice
primitivo modulo k si no posee un modulo inductor d < k. En otras palabras, x es
primitivo modulo k si y solo si para cada divisor d de k, 0 < d < k, existe un entero
a=1 (mddd) con m.c.d(a,k) =1 tal que x(a) # 1.

Observacion B.18. Si k > 1 el cardcter principal x1 modulo k no es primitivo, ya
que tiene a 1 como modulo inductor.

Teorema B.19. Cada cardcter no principal x modulo un primo p es un cardcter
primitivo modulo p.

Demostracion. Los tnicos divisores positivos de p son 1 y p, luego estos son los tinicos
candidatos para ser médulos inductores. Pero si x # xi el divisor 1 no es un moédulo
inductor por teorema [B.16. Por tanto x es primitivo. O]

El siguiente teorema se refiere a como se comporta y en niimeros que son congruen-
tes moédulo n un inductor.

Teorema B.20. Sea x un cardcter de Dirichlet médulo k y asumamos que d|k, d > 0.
Entonces d es un inductor para x, st y solo si:

x(a) = x(b) siempre que m.c.d(a,k) = m.c.d(b,k) =1 y a = b(mdd d) (B.5)

Demostracion. Si (B.5) se cumple entonces d es un inductor ya que podemos escoger

b =1, por (B.4) se satisface la afirmacién.

Reciprocamente, escojamos a y b tales que m.c.d(a, k) =m.c.d(bk) =1y a =b
(méd d), debemos mostrar que x(a) = x(b). Sea a’ el inverso de a méd k en (Z/k7Z)*,
ie., aa’ =1 (m6d k). Ahora aa’ = 1 (mdd d) ya que d|k, en efecto, tenemos k = dg;
luego aa’ — 1 = kqy = dg, con g = qoq:. Por tanto x(aa’) = 1 ya que d es inductor para
X. Pero aa’ = ba’ =1 (méd d) ya que a = b (méd d), por tanto x(aa’) = x(ba’) luego

y como x(a’) # 0 ya que x(a)x(a’) = 1. Cancelando x(a’), vemos que x(a) = x(b).
[

Observacion B.21. La ecuacion nos dice que x es periodica modulo d en todos
los enteros a primos relativos a k. Por tanto x actia mucho mds como un cardcter
modulo d.
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En lo siguiente daremos dos equivalencias mas para que un entero positivo sea
inductor de un caracter de Dirichlet.

Teorema B.22. Sea x un cardcter de Dirichlet mddulo k y asumamos que d|k, con
d > 0. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) d es un inductor para x,

(ii) Existe un cardcter de Dirichlet v mddulo d tal que:

x(n) =¥(n)xi(n) ¥ne€Z, (B.6)
donde x1 es el cardcter principal modulo k.

Demostracion. Asumamos que (ii) se cumple. Elegimos n tal que m.c.d(n,k) = 1,
n =1 (méd d). Entonces xi1(n) = ¢¥(n) = 1, luego x(n) = 1y asi d es un inductor para
X. Luego (ii) implica (i).

Asumamos ahora que (i) se cumple. Exhibimos un caracter de Dirichlet ¢ médu-
lo d para el cual se cumple. Definimos ¥ (n) como sigue; si m.c.d(n,d) > 1 sea
Y(n) = 0. En este caso tenemos también m.c.d(n, k) > 1, en efecto, sea dy =m.c.d(n, d)
entonces dg|n v do|d, como d|k tenemos que do|n y dolk, por tanto dg|m.c.d(n, k). Asi
se satisface ya que ambas partes son iguales a cero.

Ahora supongamos que m.c.d(n,d) = 1. Entonces existe m tal que m = n (mdd
d) con m.c.d(m,k) = 1. En efecto, sea m = n + qd donde ¢ es el producto de los
primos que dividen a k£ pero no dividen a n. Si tales primos no existen, entonces para
p primo con p|k también p|n, por tanto p t d, al hacer m = n + d, tenemos que p {1 m,
por tanto en este caso ningin primo que divide a k divide a m, i.e., m.c.d(m, k) =1
y como m —n = d, entonces m = n (mdd d). Por otro lado, si ¢ > 1, tenemos que
m.c.d(m,d) = 1, ya que:

l=nzx+dy=(m—gqd)xr+dy =mz+d(y— qz),
supongamos que m.c.d(m, k) > 1, luego existe un primo p con p|k y p|m.
= Si p|n entonces p|(m — n) = qd, como p 1 q. Si no, por definicién de ¢, p seria
factor de n, entonces, por el Lema de FEuclides p|d, luego p|m.c.d(m,d) = 1. Lo

cual es absurdo.

= Si ptn, entonces plqg por definicién de g, por lo tanto p|(m — gd) = n. Lo cual es
contradictorio.

De lo anterior m.c.d(m, k) = 1y como m —n = ¢qd entonces m = n (mdd d).

Al tener el m, definimos ¥(n) = x(m). El ntmero 1(n) estd bien definido ya que
por Teorema [B.20, y toma los mismos valores en los nimeros que son congruentes
moédulo d y que son primos relativos a k. Continuamos mostrando que v es en efecto,
un caracter de Dirichlet médulo d.
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(1) Sean a,b € Z tales que a = b (méd d) y m.c.d(a,d) = m.c.d(b,d) = 1, entonces
existen my, my € Z, tales que:

a=my (méd d) y b=my (méd d) = my = ms(mdd d)

con m.c.d(mq,d) =m.c.d(msg,d) = 1, por tanto ¥(a) = x(mq) = x(ma) = ¥(b).

(2) Sean a,b € Z. Demostremos que 1 (ab) = ¥ (a)i(b), al tomar m.c.d(a,d) > 16
m.c.d(b,d) > 1, tenemos que ¥(a) = 0 6 ¥(b) = 0, y ademés m.c.d(ab,d) > 1,
por lo tanto ¢ (ab) = 0, asi 1 (ab) = (a)y(b).

Por otro lado, si m.c.d(a,d) =m.c.d(b,d) = 1, entonces:

(ab) = x(mp) para algin mg = ab (méd d) y m.c.d(mg, k) = 1,
¥(a) = x(my) para algin m; = a (méd d) y m.c.d(mq, k) =1,
( )

P(b) = x(msg) para algin my = b (moéd d) y m.c.d(me, k) = 1.

Luego, x(mims) = x(m1)x(ms), y como myms = ab (méd d), esto implica que
mo = myims (mdd d), con lo cual x(mg) = x(mims) = x(mq)x(msz). Por lo tanto

(ab) = ¥(a)i(b).

Verificamos ahora que la ecuacion , se cumple para todo n. Si m.c.d(n, k) = 1
entonces m.c.d(n,d) = 1, y asi, ¥)(n) = x(m) para algin m = n (méd d). Luego por el
Teorema [B.20:

x(n) = x(m) = ¥(n) = ¥(n)xi(n)

con y; caracter principal méd k. Si m.c.d(n, k) > 1 entonces x(n) = x1(n) =0y
se cumple.

]

Teorema B.23. Sea x cardcter de Dirichlet mddulo k. Sea d|k, d > 0. Entonces d es
un inductor para X, si solo si, x se factoriza:

(Z/kZ)* — (Z)dZ)™ N C, (B.7)
con Y cardcter de Dirichlet médulo d y 5 definida tal que (a mod k) — (a méd d).

Observacion B.24. En la afirmacion anterior, estamos haciendo un poco de abuso
de notacion, ya que un cardcter de Dirichlet esta definido sobre Z, pero recordemos
que estos quedan totalmente determinados segun cierto maodulo k, en particular por los
caracteres del grupo (Z/kZ)*, asi que podemos visualizarlos solo con los valores que
toman en este grupo, y dando valor 0 a los n € Z tales que m.c.d(n,k) > 1.

Demostracion. Supongamos que x se factoriza como en (B.7)), i.e., x =1 o 3, luego si
a € Z con m.c.d(a, k) =1y a =1 (mdd d), entonces (a méd k)€ (Z/kZ)* y ademés
(a m6d d)=(1 méd d) en (Z/dZ)*, por tanto:

x(a) = ¥(f(a méd k)) = (a méd d) = (1 méd d) =
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y por definicién d es médulo inductor para x.

Reciprocamente, si d es médulo inductor para x, por Teorema @ parte (ii) existe
un caracter de Dirichlet ) mddulo d tal que x(n) = ¥(n)x1(n) para todo n € Z, con
X1 caracter principal médulo k. Demostremos que y = v o 3, para hacer esto tomemos
(n méd k) € (Z/kZ)*, entonces (¢ o 8)(n méd k) = 1p(n méd d) = ¥(n) = ¥(n)xi(n),
con x; caracter principal médulo k (recuerde que estamos haciendo un poco de abuso
de notacién), por tanto (¢ o 5)(n) = x(n) para todo n € Z con m.c.d(n, k) = 1.

[

Recordemos que si x es un caracter de Dirichlet médulo k, este & es un modulo
inductor para Y.

Definicion B.25. Sea x un cardcter de Dirichlet modulo k. El inductor d mds chico
para x es llamado el conductor de Y.

Teorema B.26. Cada cardcter de Dirichlet x mdodulo k puede ser expresado como un
producto,

x(n) =v(n)xi(n) VnezZ, (B.8)

donde x1 es el caracter principal modulo k y 1 es un cardcter primitivo modulo el
conductor de x.

Demostracion. Sea d el conductor de y. Del Teorema [B.22 sabemos que x puede ser
expresado como un producto de la forma , donde v es un caracter modulo d.
Mostraremos que % es caracter primitivo médulo d.

Supongamos que no, si ¥ no es primitivo médulo d existe un divisor ¢ de d, ¢ < d
que es modulo inductor para 1. Probaremos que ¢ el cual divide a k, es también médulo
inductor para y. Sea n =1 (méd ¢q), con m.c.d(n, k) = 1, entonces

x(n) = ¢(n)xi(n) = ¢(n) =1,

ya que m.c.d(n,d) = 1 y ¢ es inductor para 1. Por tanto, ¢ es médulo inductor para
X, lo cual contradice que d sea el conductor de Y.

[]

Observaciéon B.27. El Teorema junto al Teorema nos dice que si d es
conductor de x caracter de Dirichlet modulo k, existe 1 cardcter primitivo modulo d
tal que x se factoriza

(Z/k2)* 25 (z/dz)* - C,

también, por Teorema[B.26] si x es cardcter de Dirichlet primitivo médulo k, entonces
X no se puede factorizar de la forma anterior.
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Observacion B.28. Por el Teorema todo cardcter de Dirichlet x, queda univo-
camente determinado por un tunico cardcter v, primitivo modulo f, el conductor de x.
En efecto, si1)' es otro cardcter de Dirichlet primitivo mod f, tal que satisface M,
tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

(Z/kZ)* —(Z] L)

| |

(Z) f,2)< ——C

como se satisface para Y y ', entonces Y omw = x = ' o, donde 7 es la pro-
yeccion natural de reduccion modulo f,, la cual es sobreyectiva ya que f,|k, entonces
posee inversa a derecha, con lo cual concluimos que ) = 1)'.

B.1. Grupo de Caracteres de Dirichlet Primitivos

Es conveniente por lo visto hasta el momento tomar a todos los caracteres que sean
primitivos, ya que asi se puede definir una multiplicacién entre ellos sin ambigiiedades.

Sean x' y x” caracteres de Dirichlet primitivos con conductores d’ y d” respectiva-
mente. Sea m = d'd”, definimos la funcién: v : Z — C médulo m, tal que:

'(n)x"(n) si m.c.d(n,m)=1,
() = { g * si m.c.d(n,m) > 1.

La funcién v es un caracter de Dirichlet médulo m. En efecto:

(1) Sean a,b € Z con m.c.d(a,m) =m.c.d(b,m) = 1y a = b(mbéd m), por tanto
m.c.d(a,d) = m.c.d(b,d’) = 1y, ademés, m.c. (a ’) = m.c.d(b,d”) = 1, por
otro lado también tenemos que a = b(mod d)y a=bmod d"), todo lo anterior
implica que:

(2) Sean a,b € Z con m.c.d(a, m) =m.c.d(b,m) = 1, entonces:

v(ab) X' (ab)x" (ab
X' (@)x'(b)x" (a)x" (b)
X (@)x"(a)x'(b)x"(b) = v(a)~(b).
)

Si m.c.d(a,m) > 1 6 m.c.d(b, 1 entonces m.c.d(ab,m) > 1, por tanto
v(ab) =0, y por otro lado y(a) =0 o v(b) = 0, asi y(ab) = v(a)v(b).

(3) v(n) # 0 para todo n € Z con m.c.d(n,m) =1, ya que x'(n) #0y x"(n) # 0 en
este caso.

Al tomar el conductor f, del caracter de Dirichlet v definido anteriormente y redu-
ciendolo a un cardcter primitivo (el cual es tinico por Observacién [B.28), definimos la
multiplicacién x’ - x” entre caracteres primitivos como el cardcter primitivo asociado
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a 7. Por otro lado, al tomar y; como el caracter tal que es idénticamente 1 (caracter
trivial) para todo Z, este define un cardcter de Dirichlet primitivo el cudl es el tnico
con conductor 1.

Teorema B.29. Con la multiplicacion definida anteriormente, el conjunto de todos
los caracteres primitivos de Dirichlet forman un grupo abeliano.

Demostracion. De la definicion de la multiplicacién sabemos que la operacién es cerrada
en el conjunto de los caracteres de Dirichlet primitivos:

(i)

(i)

(iii)

Asociatividad: Sean x', X" v X" caracteres primitivos de Dirichlet, con conducto-
res f1, fo v f3 respectivamente, queremos demostrar que:

O™ = X' (x
sean f, vy fy los conductores de estos caracteres de la izquierda y derecha respec-

tivamente de la identidad anterior, y sea fifafs = f, por lo tanto f,|f v fy|f.
Notemos que si m.c.d(n, f) = 1, entonces:

(X)X () = (X (n)x"(n))x" (n) = X' (n) (X" (n)x" (n)) = (X' (X"X"))(n).

De lo anterior:

" ///)
)

(Z/ 1’ z) —(Z/ ;)"
(Z/ o) c

el diagrama es conmutativo, ya que los caracteres primitivos (x'x”)x
inducen al caracter x'x"x" : (Z/fZ) — C* definido por:

7 " ///)

y X' (X"x

OX"X")(n) = X (n)x" (n)x" (n),
y por Observaciéon [B.28 estos caracteres son tnicos, con lo cual se obtiene la
identidad deseada.

Conmutatividad: Sean x' y x” caracteres primitivos de Dirichlet con conductores
fi1 v fa respectivamente, sea f = fi fa, entonces si m.c.d(n, f) = 1, tenemos que

v(n) = X'(n)x"(n) = x"(n)x'(n) = ¥(n)
luego, por definicién de la multiplicacién de caracteres, ambos son inducidos por
el mismo carédcter primitivo, i.e.

(X" (n) = (X"X)(n) ¥YneZ.

Neutro: Notemos que el elemento neutro es el caracter principal x; definido como
x1(n) = 1 para todo n € Z. En efecto, para x cardcter primitivo con conductor
f, tenemos que si m.c.d(n, f) =1

7(n) = x(n)xa(n) = x(n),
al tomar el cardcter primitivo asociado a v, entonces yx1 = x.

Inverso: El elemento inverso de y es el caracter y el cual es el mapeo del conjugado
complejo de , i.e., X(n) = x(n), n € Z.

]



Apéndice C
Numeros p-adicos

Kurt Hensel introdujo los nimeros p-adicos en 1897 como series de potencias con
respecto al primo p, usando la analogia entre el anillo de enteros Z y su campo de
cocientes Q y el anillo de polinomios C[X]| y su campo de cocientes C(X). En este
apéndice damos aspectos basicos sobre el campo de los niimeros p-adicos, campo en el
cual van a estar definidas las funciones L p-adicas, tema principal de esta tesina. Para
un tratamiento mas profundo del campo p-adico (ver [11]).

Definicién C.1. Sea F un campo. Una norma (o valor absoluto) en F es una funcion
|-|: F— Ry, tal que

(i) |z| =0 si y solo si x =0,
(i) eyl = |z|ly|, para z,y € F,

(iii) |x +y| < |x| + |y|, para x,y € F (Desigualdad Triangular).

Definicién C.2. Una norma | - | es llamada no arquimediana (6 ultramétrica), si
ademds satisface

(i) v+ y| < mdxf|xl, |yl}, para z,y € F.
Observacién C.3. Notemos que |v+y| < mdx {|z|, |y} < |z|+|y|, ie., (v) = (iii).

Observacion C.4. Podemos siempre definir la norma trivial en el campo F como

1 osi x#0,
‘x’_{o si x=0.

Aunque usualmente no se estudia este caso.
El valor absoluto usual el cual notaremos por || es una norma en Q y su métrica
correspondiente es la funciéon distancia usual, cuya completacién nos da el cuerpo de los

numeros reales R. Por otro lado, podemos construir otras normas en QQ, que dependan
de un primo p dado.

104
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Primero, damos el concepto de valuacién p-adica y definimos el anillo Z, de los
enteros p-adicos.

Definiciéon C.5. Sea p primo, y sea a € Z — {0}, luego v,(a) es el exponente de p en
la factorizacion de a como producto de primos, es decir:

a=p» Db, donde ptb,

vp(a) es la valuacion p-ddica de a. Definimos v,(0) = +00.

Podemos extender esta definicion a los racionales de la siguiente manera, si a/a’ €
Q con m.c.d(a,d’) =1, a’ > 0, definimos vy(a/a’) = v,(a) —v,(a"). Entonces, el mapeo
vy : Q — ZU{oo} es la valuacion p-adica de Q.

Observaciéon C.6. Para cualquier x € Q, el valor de vy(x) no depende de su re-
presentacion como cociente de dos enteros. En otras palabras, si a/b = c/d, entonces
vp(a) —v,(b) = v,(c) —1v,(d), en efecto, tenemos que ac = bd luego v,(ac) = v,(bd), por
teorema fundamental de la aritmética deducimos que

vp(a) + vp(c) = vp(b) + 1p(d),
donde se deduce el resultado.
La valuacion p-addica cumple las siguientes propiedades bésicas (ver [11], cap. 2.)
Lema C.7. Para todo a y b € Q, tenemos
(1) vplab) = vy(a) +vp(b),
(i) vp(a+b) > min{v,(a), v(b)},

(iii) Si vp(a) < vp(b1),vp(ba), ..., vp(br), entonces vy(a + by + -+ + br) = vp(a), con
b; € @

Observacion C.8. Si v,(z) = e > 1, decimos que p° es la potencia exacta de p que
divide a x, escribimos p° || x.

Mas aun, si x € Q*, la valuacion p-dadica es determinada por la formula

x=p»®. %7 p 1 ab.

Lema C.9. Sea n = ng+nip+ngp*+---+n,p" representacién de un enteron > 1 en
base p-primo. Entonces, tenemos las siguientes afirmaciones acerca de las valuaciones
p-adicas.

(i) La valuacion p-ddica de n! es

n n—(ng+n +---+n,)
vp(n!) = []:
g ,; P p—1

b
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(i) La valuacion p-ddica del coeficiente binomial (Z) es la suma de las "transferen-
cias"que ocurren en la suma de k yn — k.

(#ii) La valuacion p-ddica del coeficiente binomial (p,:) es igual a n—uvy(k), para k > 1.

Demostracién. (i) Como n = ng + nip + - -+ + n,p". Tenemos [n/p*] enteros m < n
divisibles por p¥, en efecto, sea j el mayor entero tal que jp* < n. De manera que, j es

el ntimero de elementos en {1,2,--- ,n} que son divisibles por pF.
p p

luego existen [n/p*] — [n/p*1] enteros m < n de valuacién p-ddica igual a k. Se sigue

7)) =5

[;‘| = Znipiika

oty =k |

k>1

Usando el hecho que

i>k
entonces
ﬁ _ r—1 r—2
= Nyp +n7’—1p +"‘+n17

L P
ﬁ _ r—2 r—3

2 = Nyp +nr—1p +"'+n27
LP” ]
- n -
—| =n,.
LP" ]

Por lo tanto,
vp(nl) =n, (14 +p 2 +p )+ n (L4 +p" )+ 40,
tenemos que

vp(n!) =ny +ng(1+p) +n3(L+p+p*) +- +n.(1+---+p

1 2 T
:p_l[n1p+n2p +- 4 np —(ng 4+ 0
_n—(n0+n1+---+m)

p—1 '

(ii) Sean k = ko+kip+---+kp yl=n—k=Ily+lip+---+1p". Con el algoritmo
de la suma p-adica
ko+1lo=mng+ 50]) con 0y € {0, 1},
ki+ 1+ 0o =n1 + 01p con 0 € {0,1},

k.+1.+d0,_1=n.+dp con ¢, €{0,1},
Npy1 = 57’-
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donde los dg, 91, -+, d, son las "transferencias". Entonces por (i) tenemos

+(()) = (an)

= 1vp(n!) — v,(k!) — v, (1)

1
:[”_(”0+”1+---+”r+1)_k‘|‘(k0+k1+---+k’r)—l+(lo+l1+---+lr)]-p_l
1
:[(k0+10_n0)+(k1+l1—n1)+~-~+(k:r+lr—nr)—nr+1]'ﬁ
1
:[((5o+51+...+5T)p—(50+51+...+5T)],ﬁ

SN N TR

(717) Sea 1 < j < p™, tenemos que v,(p™ — j) = v,(j), en efecto, sea v,(p™ — j) = m,

entonces p" — j = p™q, con p{ ¢, por tanto j = p™(p"~™ — q), de donde se sigue que
vp(j) = m. Entonces:

(o) (1)

— (" (" = )P —2)--- (" — (k—1)))

=n+zvp(p”—j)
=1

k—1
=n-+ Z Vp(j)
j=1

=n+v,((k—1)!).

" <<1;:>> — ot (k= 1)) = (k)
—n— (k).

]

Definiciéon C.10. Para x € Q, definimos la norma p-ddica de x, de la siguiente
manera

], = p @ si 1 #£0
P10 si x=0.

Observacion C.11. La demostracion que efectivamente |- |, define una norma en Q,
mds atin, una norma no arquimediana, se sigue del Lema[C.T.

Teorema C.12. Ostrowski-1916. Cada norma no trivial en Q es equivalente a una
de las normas p-ddicas | - |,, para algin p-primo, o a la norma | - |-

Demostracion. Ver [11], cap. 3, Teorema 3.1.3.
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Observacién C.13. El Teorema [C.13 de Ostrowski, caracteriza todos los valores ab-
solutos que se pueden definir sobre Q, en esencia, existen solo de dos tipos. Por otro
lado, es bien sabido que (Q,|-|~), es un espacio no completo, cuya completacion, ya sea
por cortaduras de Dedekind o suceciones de Cauchy origina el campo de los nimeros
reales (R, | - |oo). Esto mismo ocurre para el caso no arquimediano.

Observaciéon C.14. Notemos que si en Q trabajamos con la norma trivial, entonces
seria completo, ya que si (a,), es una sucecion de Cauchy en Q, para 0 < & < 1, eziste
N € N, tal que:

la, — am| < e <1 siempre que n,m > N

y como esta es la norma trivial, entonces |a, — an,| =0, con lo cual, a, = a,, siempre
que n,m > N, i.e., la sucesion se estaciona a partir de un término fijo, por lo tanto
es sucesion convergente.

Lema C.15. El campo Q de los niumeros racionales no es completo respecto a cual-
quiera de sus normas no triviales.

Demostracion. Ver [11], cap. 3, Lema 3.2.2. O

Observacion C.16. Procediendo de manera cldsica se puede obtener la completacion
de (Q, |- ],) via sucesiones de Cauchy. Tenemos entonces el siguiente teorema

Teorema C.17. Para cada primo p € Z existe un campo Q, con norma no arquime-
diana | - |,, tal que:

(1) Existe una inclusion Q — Q,, y la norma inducida por|-|, en Q via esta inclusion
es el valor absoluto p-adico.

(ii) La imagen de Q bajo esta inclusion es densa en Q, (respecto al valor absoluto

- 1n)-
(111) Q, es completo respecto al valor absoluto | - |,.
El campo Q,, que satisface (i), (it) y (i) es dnico salvo isometrias.
Demostracion. Ver [11], cap. 3, Teorema 3.2.13. O

Observacion C.18. Tanto como la norma p-ddica se puede extender de Q a Q, bajo
la inclusion mencionada anteriormente, lo mismo ocurre con la valuacion p-ddica.

Lema C.19. Para cada x € Q,, x # 0, existe un entero v,(z) tal que |x|, = p~»@).

Demostracion. Por Teorema Q es denso en Q,, luego, para z € @, con = # 0,
existe (x,), sucesion en Q tal que z, — z en norma p-adica. Por tanto, (x,), es
sucesion de Cauchy que no converge a cero. De lo anterior, existen ¢ > 0y N; € Z, tal
que

n>N, = |x,],>c>0.
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Por otro lado, dado que (x,), es sucesién de Cauchy, existe Ny € Z para el cual
n,m> Ny = |z, —Znl, <c
Sea N = max{N;, Ny}, entonces
n,m>N = |z, — 2|, <max {|zulp, [Tmlp}
por lo tanto, para n,m > N

|Znlp < max {|zn — Tnlp, [Tmlp} = |Tmlp,
con lo cual |z,|, < |z, sin,m > N, andlogamente tenemos |z,|, < ||y, y por tanto
|Znlp = |Tm|, = p~F, para todo n,m > N y algtin k € Z. Definamos k = v,(z), y dado
que z, — x, entonces |z, |, — |z|,, v asf |z, = p7»@. O

Observaciéon C.20. Terminamos de realizar la extension de v, a todo Q,, tomando
vp(0) = +00.

Definicion C.21. El anillo de los enteros p-adicos es el anillo de valuacion

Zy={2€Q,: |z|, <1}

Definiciéon C.22. Decimos que r = a/a’ € Q es p-entero si v,(r) > 0. Claramente
cada a € Z es p-entero (¥ p-primo). Notamos al conjunto de los racionales p-enteros
por Ly €l cual es subanillo de Q.

Teorema C.23. El anillo Z, de los enteros p-ddicos es un anillo local cuyo ideal
mazimal es el ideal principal pZ, = {x € Q, : |z|, < 1}. Mds ain,

(i) QNZy =Zyp) ={; €Q:ptb}.

(ii) La inclusion Z — Z, tiene imagen densa. En particular, dado x € Z, yn > 1,
eristea € Z,0 < o < p", tal que |x—al, < p~". El entero a con estas propiedades
es unico.

(11i) Para x € Z,, existe una sucesion de Cauchy (o), de enteros que converge a x,
del siguiente tipo:

e 0 < ap, <"

e Para cada n tenemos o, = ay,—1 (mod p”_l).

La sucesion (ay,), con estas propiedades es unica.

Demostracion. Para una demostraciéon completa (ver [11], cap. 3, Proposicién 3.3.4).
Solo demostraremos (i).

Explicitamente, necesitamos probar que r € Z, si y solo si r = 0 o r = a/b con
b# 0y ptb. En efecto, sea r = a/b € Z, con m.c.d(a,b) = 1, luego v,(r) > 0, de
manera que vy(a) > v,(b), como r € Q, b # 0. Si v,(b) > 0 entonces p|b y pla y asi
m.c.d(a,b) > 1, lo cual es contradictorio, asi v,(b) = 0, esto es p { b. Reciprocamente,
si r = 0, entonces v,(r) = oo > 0, luego r € Z,, por otro lado, si r = a/bconb# 0y
p1b, con lo cual v,(b) = 0, entonces v,(r) = v,(a) > 0.

[
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Observacion C.24. Un numero racional r es entero si y solo si v es p-entero para
cada primo p, i.e., Sea v € Q, entonces r € Z <= r € L) ¥ p-primo. En efecto, la
condicion suficiente es clara, reciprocamente si v = a/b € Q tal que v € Z, para todo
p-primo, entonces por lema anterior tenemos dos opciones, si r = 0, entonces r € 7,
por otro lado, p1b, para todo p-primo, por teorema fundamental de la aritmética b = 1
0 b = —1 necesariamente, por lo tanto r = a € 7Z.

Observacién C.25. Al ser Z, la bola cerrada unitaria en Q,, una prequnta natural
seria. 4 Es Z, compacto? respuesta que es afirmativa (ver [11], cap. 3. Corolario 3.3.8.)

A continuacién, definimos una relaciéon de equivalencia en Q,, que generaliza la
relacién de congruencia médulo p en Z.

Lema C.26. Sean r,s € Q,, e € Z entero fijo. Entonces r = s (madd p°) si y solo si
vp(r — s) > e. Define una relacion de equivalencia en Q,.

Demostracion. En efecto:

(i) Reflexiva: Sea r € Q,, luego r —r = 0, y dado que 1,(0) = 400, entonces
vp(r —r) > e, ie, r=r (moéd p).

(ii) Simétrica: Sean 1, s € Q, tales que r = s (mdd p°), esto es, v,(r — s) > e. Como

vp(r —s) = vp((=1)(s = 1)) = vp(=1) + (s =) = (s — 7).
Entonces v,(s — 1) > e, por tanto s = r (méd p°).

(iii) Transitiva: Sean r,s y t elementos en Q,, tales que » = s (moéd p°) y s =
t (méd p©), por tanto v,(r —s) > ey v,(s —t) > e, luego

vp(r —t) = v,((r —s) + (s —t)) > min{v,(r — s),v,(s —t)} > e,
por tanto r =t (mdd p°).
]

Lema C.27. Lema de Hensel. Sea f(z) € Z,|X]| polinomio con coeficientes en Z,.
Denotamos por f'(X) a su derivada formal. Si la congruencia f(X) =0 (mdd p) tiene
una solucion ay tal que f'(ay) Z 0 (mdd p) entonces existe un tinico entero p-ddico a
tal que f(a) =0 ya=ay (mddp).

Demostracion. Ver Murty [18], cap. 4, Teorema 4.1 O

Observacion C.28. Una consecuencia importante del Lema de Hensel es que resolver
ecuaciones en Z, es equivalente a resolver ecuaciones mod p" para todo n € Z,. Por
ende, al tener los mapeos naturales (Proyecciones)

Z)p" 7 — 7./ p"7Z,
podemos ver a Z, como el limite inverso (o proyectivo) del sistema {Z/p"Z}nen, i.e.,

Z,=UmZ/p"Z.
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Observacion C.29. También como consecuencia del Lema de Hensel, Q, no es al-
gebraicamente cerrado. Ya que con el se pueden caracterizar las raices m-ésimas de
la unidad que pertenecen a Q, (Ver [11], cap. 3, Proposicion 3.4.2.). Al extender la
norma | - |, a la cerradura algebraica Q, (ver Murty [18], cap. 4, pdg 49-50), notamos
que Q,, pierde la completitud con respecto a la norma p-ddica (ver Murty [18], cap. 4,
Teorema 4.4.)

Al tomar C,, la completacion via suceciones de Cauchy de (@p, |- |p), obtenemos el
analogo p-adico de los nimeros complejos con la norma usual, ya que:

Teorema C.30. C, es algebraicamente cerrado y completo.

Demostracion. Ver Murty [18], cap. 4, Teorema 4.6. O



Epilogo

La teoria de nimeros ocupa entre los matematicos un estatus de grandeza justifica-
do. No en vano Carl Gauss la llamaba “la reina de las matematicas”, no podria ser de
otra manera, ya que es un area presente desde el nacimiento de esta ciencia formal y
que a través de los anos ha proporcionado una gran cantidad de retos a la comunidad
matematica. Los matematicos poco a poco han ido resolviendo estos problemas y al
mismo tiempo han presenciado en el camino cémo el edificio matematico crecié junto
a ellos.

Hablar de matematicas, especificamente de investigaciéon en matematicas como
aprendi en estos dos afios de maestria en el CIMAT, se refiere a las técnicas que se usan
en el intento de resolver un problema en cuestion, la generalizacién de alguna teoria,
la aplicacion de un concepto en algtin caso concreto y en particular en el desarrollo de
ideas que puedan brindar un fundamento sélido para algun drea de investigacién. Esta
tesina engloba ese tltimo concepto, pues en su elaboracion estudié las técnicas que se
desarrollaron en el siglo XIX y XX en la construccion de las herramientas basicas de la
teoria analitica de niimeros que busca como objetivo final, entender el comportamien-
to de los objetos ariméticos, que surgen en la investigacion del anillo de los niimeros
enteros.

A partir de aqui el objetivo a futuro sera completar el camino iniciado en esta
tesina, el cual es, entender la construccién algebraica hecha por Kenkichi Iwasawa en
los afios sesenta de las funciones L p-adicas que inici6 la investigacion de lo que hoy
llamamamos Teoria de Iwasawa, cuya conjetura principal para Q fue demostrada en
1984 por Andrew Wiles y Barry Mazur y en donde se demuestra que los dos métodos de
construccion, tanto el analitico via interpolacion como el algebraico definen el mismo
objeto, que a su vez inicia una serie de generalizaciones que estan presentes en la
ivestigacion moderna de la teoria nimeros.
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