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Introducción

En noviembre de 1859 el gran matemático alemán Bernhard Riemann (1826-1866)
publicó su único y fundamental artículo sobre teoría de números, llamado “Ueber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse” (“Sobre el Número de Primos
Menores que una Magnitud dada”). La principal herramienta, él escribió, debería ser
el uso de la función ’ definida de la siguiente manera:

’(s) =
Œÿ

n=1

1
ns

,

como una función en variable compleja la cual converge absolutamente para Re(s) > 1,
y cuya relación con los números primos fue establecida en 1737 por Leonard Euler
(1707-1783), vía el producto:

Œÿ

n=1

1
ns

=
Ÿ

p-primo

A

1 ≠ 1
ps

B≠1

.

La relación anterior es consecuencia directa del Teorema Fundamental de la Arit-
mética; esto es, la unicidad de la factorización en números primos en el anillo de los
enteros Z. En el mismo artículo, Riemann muestra que ’(s) admite una continuación
analítica para todo número complejo s œ C; excepto en el valor s = 1, donde esta
función posee un polo simple. Incluso presenta una ecuación funcional para ’:

fi
≠s/2�(s/2)’(s) = fi

≠(1≠s)/2�((1 ≠ s)/2)’(1 ≠ s).

La importancia de la investigación hecha por Riemann radica en el hecho que es-
cribe sin dar demostración, una fórmula explícita para la función fi(x) que cuenta los
números primos menores que x œ R en términos de los ceros de la función ’. Por esto la
famosa hipótesis de Riemann, la cual busca establecer el comportamiento de los ceros
no triviales de la función ’; a saber, que todos ellos poseen parte real igual a 1/2, reciba
tal atención de los matemáticos hasta hoy.

Del estudio realizado por Euler de la función ’; más específicamente, los valores
que toma la función ’ en los enteros pares positivos, encontró que:

’(2k) = (≠1)k≠1(2fi)2k

2 · (2k)! B2k,

donde los B2k son los números de Bernoulli. El caso particular k = 1, es la solución al
famoso problema de Basilea; el cual es, hallar la suma del inverso de los cuadrados de
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los enteros positivos:

’(2) =
Œÿ

n=1

1
n2 = fi

2

6 .

Una generalización de esta función ’ son las famosas funciones L de Dirichlet,
llamadas así en honor al matemático alemán Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) las
cuales se definen por la serie:

L(s, ‰) =
Œÿ

n=1

‰(n)
ns

,

donde ‰ es un carácter de Dirichlet y converge absolutamente para s œ C con Re(s) >

1. Si ‰ = ‰1 es el carácter trivial, se recupera la función zeta de Riemann ya que
L(s, ‰1) = ’(s). Al igual que en el caso de la función zeta estas funciones admiten una
continuación analítica al plano complejo C y también un representación como producto
de Euler:

L(s, ‰) =
Ÿ

p-primo

A

1 ≠ ‰(p)
ps

B≠1

.

La primera aplicación de estas fuciones, hecha en 1837, fue en la demostración del
Teorema de Dirichlet en Progresiones Aritméticas; la cual usa el hecho que L(1, ‰) ”= 0.

En 1847, Ernst Kummer (1810-1893) en el desarrollo de sus ideas sobre campos
ciclotómicos, resolvió el Último Teorema de Fermat para todo los primos p que son
primos relativos al número de clase del campo ciclotómico Q(’p); es decir, si p es uno
de tales primos, entonces:

x
p + y

p ”= z
p ’ x, y, z œ Z+.

Para determinar si p divide al número de clase hp de Q(’p) (estos primos son co-
nocidos como “primos regulares”), Kummer estableció que: un primo p es regular si
y solo si p divide el numerador de algún número de Bernoulli Bk, con k número par
menor o igual a p ≠ 3, donde utilizó sus famosas congruencias para los números de
Bernoulli; a saber:

Si m, n œ Z+ son números pares tales que m © n ”© 0 (mód p ≠ 1), entonces:

Bm

m
© Bn

n
(mód p).

Más generalmente, si m, n son enteros positivos pares con m © n (mód Ï(pa)), donde
Ï es la función indicatriz de Euler y n ”© 0 (mód p ≠ 1), entonces:

(1 ≠ p
m≠1)Bm

m
© (1 ≠ p

n≠1)Bn

n
(mód p

a).
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En 1897 Kurt Hensel (1861-1941) basado en los trabajos de Kummer, desarrolló
sistemáticamente la teoría de los campos de números p-ádicos. Él descubrió la norma
p-ádica en el campo de los números racionales Q y completó el campo con respecto
a esta norma. Aunque la verdadera importancia de esta construcción fue dada en el
Teorema de Ostrowski (1918), donde Alexander Ostrowski (1893-1986) estableció que
las únicas normas que se definen en el campo de los números racionales son el valor
absoluto usual y la norma p-ádica; salvo equivalencias. Haciendo las debidas comple-
taciones métricas y calculando su cerradura algebraica, obtenemos para cada caso el
campo C de los números complejos con el valor absoluto usual, y los campos Cp análo-
gos p-ádicos de los números complejos en el caso no arquimediano.

De lo anterior se abre un mundo que hasta ese momento en la investigación matemá-
tica no se había explorado. Por tal motivo buscar los análogos p-ádicos de las funciones
clásicas definidas en C, sería una empresa que se se llevaría a cabo en el siglo XX. Un
desarrollo significativo de este punto de vista fue la interpretación de la congruencias
de Kummer para los números de Bernoulli, alrededor de 100 años después del artículo
escrito por Riemann, hecha por Tomio Kubota (1930- ) y Heinrich-Wolfgang Leopoldt
(1927-2011), en el artículo de 1964 llamado “Eine p-adische Theorie der Zetawerte. I.
Einführung der p-adischen Dirichletschen L-funktionen” (ver [16]), donde realizan la
construcción del análogo p-ádico de la función ’ de Riemann. Observando que:

’(1 ≠ k) = ≠Bk

k
, (1)

junto a las congruencias de Kummer, vía interpolación mostraron la existencia de una
función analítica p-ádica ’p(s) tal que:

’p(1 ≠ k) = (1 ≠ p
k≠1)’(1 ≠ k).

En esta tesina, estudiamos en paralelo los casos clásico y p-ádico de las funciones
L definidas en C y en Cp, deteniéndonos en cada caso, en el entendimiento de ciertos
valores especiales de estas funciones y su relación con los números de Bernoulli. Sus
métodos de continuación analítica, notando la diferencia en el conjunto donde las dos
clases de funciones L están definidas, pero también advirtiendo, como fue tomada la
idea de la construcción p-ádica de las funciones L, a partir de los valores especiales de
las funciones L de Dirichlet clásicas.

Históricamente, Hurwitz introdujo su función zeta:

’(s, x) =
Œÿ

n=0

1
(n + x)s

, 0 < x Æ 1,

con el propósito explícito de derivar una continuación analítica para la serie L(s, ‰)
observando que esta serie se puede expresar como una combinación lineal de funciones
zeta de Hurwitz, esto es:

L(s, ‰) = f
≠s

fÿ

a=1
‰(a)’

A

s,
a

f

B

, (ver Obs. 3,4).
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De modo que la continuación analítica de la función zeta de Hurwitz proporciona
la continuación analítica de las funciones L de Dirichlet. Por otro lado, al obtener la
generalización de la ecuación (1):

L(1 ≠ n, ‰) = ≠Bn,‰

n
n Ø 1, (2)

donde los Bn,‰ son los números de Bernoulli generalizados. Podemos notar que el lado
derecho de esta identidad es esencialmente una combinación lineal de términos de la
forma:

nÿ

j=0

A
n

j

B

(f/a)j
Bj,

ya que como veremos en el Teorema 1.15:

Bn,‰ = f
n≠1

fÿ

a=1
‰(a)Bn

A
a

f

B

, (3)

y reemplazando en (2), obtenemos:

L(1 ≠ n, ‰) = ≠ 1
f

· 1
n

fÿ

a=1
‰(a)an

nÿ

j=0

A
n

j

B A
f

a

Bj

Bj, n Ø 1, (4)

donde f es el conductor del carácter ‰ (ver Definición B.25), Bn(a/f) es el n-ésimo
polinomio de Bernoulli evaluado en a/f y Bj es el j-ésimo número de Bernoulli. Es la
ecuación (4) la que brinda la dirección correcta en el momento de construir funciones
L p-ádicas, dado que tiene sentido reemplazar n por una variable p-ádica.

En los apéndices finales tratamos de una manera mas o menos formal (si este no es
el caso, referenciamos debidamente la bibliografía correspondiente), los conceptos nece-
sarios en el desarrollo de la teoría que se utiliza de manera frecuente a lo largo del texto.

En el capítulo 1 presentamos los números de Bernoulli y los números de Bernoulli
generalizados asociados a un carácter de Dirichlet y tiene como principal objetivo de-
ducir las congruencias de Kummer utilizando técnicas p-ádicas, y en cuyo proceso, se
pueden observar las bases de la interpolación para los valores especiales de la función
zeta de Riemann.

El objetivo del capítulo 2 es presentar el concepto de función p-ádica, es decir, fun-
ciones definidas en Cp y que toman valores en Cp, por ende, cuestiones como extensiones
analíticas de funciones muy usadas en análisis complejo y herramienta fundamental en
el estudio de la funciones L de Dirichlet, encontrarán también su análogo p-ádico vía
interpolación.

En el capítulo 3 construimos las funciones L p-ádicas interpolando valores especiales
de las funciones L de Dirichlet clásicas, a saber, aquellos valores que involucran a los
números de Bernoulli, donde definimos (ver Teorema 3.29):

Lp(s, ‰) = 1
F

· 1
s ≠ 1

Fÿ

a=1
p-a

‰(a)ÈaÍ1≠s
Œÿ

k=0

A
1 ≠ s

k

B

(F/a)k
Bk (5)
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con s variable p-ádica, F múltiplo del conductor del carácter de Dirichlet y ÈaÍ1≠s como
en la Observación 2.40. Las funciones L p-ádicas que surgen de este método son usual-
mente llamadas funciones L p-ádicas analíticas, que generalizan (4) como resultado de
la interpolación realizada en los valores enteros negativos. Utilizamos después las fun-
ciones Lp(s, ‰) para lograr una deducción analítica de las congruencias de Kummer que
simplifica notablemente los métodos p-ádicos utilizados en el capítulo 1. En el camino,
tratamos la extensión analítica de las funciones L de Dirichlet clásicas deduciendo su
ecuación funcional, esto con el fin de hacer un paralelo entre los métodos utilizados en
análisis complejo y análisis p-ádico a la hora de definir funciones analíticas en determi-
nado conjunto de convergencia, ya sea en C o en Cp.
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Capítulo 1

Números de Bernoulli

En este capítulo presentamos los números de Bernoulli y los números de Bernoulli
generalizados asociados a un carácter de Dirichlet. Ambos tipos de números de Ber-
noulli, los cuales poseen una estrecha relación con la función zeta de Riemann y las
funciones L de Dirichlet; pues ciertos valores especiales de estas funciones son pre-
cisamente estos números multiplicados por determinado factor, son pieza clave en la
construcción análoga p-ádica de las funciones L.

El capítulo tiene como principal objetivo deducir las congruencias de Kummer uti-
lizando técnicas p-ádicas, y en cuyo proceso, se pueden observar las bases de la inter-
polación para los valores especiales de la función zeta de Riemann.

1.1. Números de Bernoulli y la función Zeta de Rie-
mann

Jakob Bernoulli (1654-1705), en su obra póstuma Ars Conjectandi (1713) (ver [3])
introdujo los números de Bernoulli al encontrar una fórmula general para la suma:

sk(n) = 1k + 2k + · · · + (n ≠ 1)k
. (1.1)

Sin embargo, el matemático indio Aryabhata (c.476–550) ya había trabajado en este
problema antes, pues en sus investigaciones deriva las fórmulas explícitas para los casos
k = 1, 2 y 3 (ver [5], p.38).

Definición 1.1. Se definen los números de Bernoulli, como los números Bk que apa-
recen en la expansión en serie de potencia de la siguiente función:

t

et ≠ 1 =
+Œÿ

k=0

Bkt
k

k! .

Observación 1.2. Algunos de estos números son:

B0 = 1, B1 = ≠1/2, B2 = 1/6, B4 = ≠1/30, B6 = 1/42,

B8 = ≠1/30, B10 = 5/66, B12 = ≠691/2730, B14 = 7/6, · · ·
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2 CAPÍTULO 1. NÚMEROS DE BERNOULLI

Presentaremos entonces una fórmula explícita para (1.1). Consideremos la serie de
potencias:

+Œÿ

k=0

sk(n)tk

k! =
+Œÿ

k=0

t
k

k!

n≠1ÿ

j=0
j

k =
n≠1ÿ

j=0

+Œÿ

k=0

(tj)k

k!

=
n≠1ÿ

j=0
e

tj = e
nt ≠ 1
et ≠ 1 .

El intercambio de los símbolos sumatorios se puede realizar por el teorema de Tonelli
para series (ver [24]. Teorema 0. 0.2); luego:

e
nt ≠ 1
et ≠ 1 = e

nt ≠ 1
t

t

et ≠ 1

=
A

1
t

+Œÿ

i=1

(nt)i

i

B A+Œÿ

k=0

Bkt
k

k!

B

(Definición 1.1)

=
A+Œÿ

i=1

n
i
t
i≠1

i!

B A+Œÿ

k=0

Bkt
k

k!

B

.

Por lo tanto, al hacer k = i ≠ 1 en la serie de la izquierda y multiplicando como series
formales tenemos que:

+Œÿ

k=0

sk(n)tk

k! =
A+Œÿ

k=0

n
k+1

(k + 1)!t
k

B A+Œÿ

k=0

Bk

k! t
k

B

=
+Œÿ

k=0

A
kÿ

i=0

Bin
k+1≠i

(k + 1 ≠ i)! · i!

B

t
k
.

y comparando los coeficientes de los t
k al momento de efectuar el producto; tenemos:

sk(n)
k! =

kÿ

i=0

1
(k + 1 ≠ i)! · i!Bin

k+1≠i
.

Al multiplicar ambos lados de la igualdad por (k + 1)!, vemos que:

(k + 1)sk(n) =
kÿ

i=0

(k + 1)!
(k + 1 ≠ i)! · i!Bin

k+1≠i
,

lo cual sabemos es igual a:

(k + 1)sk(n) =
kÿ

i=0

A
k + 1

i

B

Bin
k+1≠i

. (1.2)

Por otro lado, notemos que:
A

k + 1
i

B

= k + 1
k + 1 ≠ i

A
k

i

B

, y
A

k

i

B

=
A

k

k ≠ i

B

;

por lo tanto, de la identidad (1.2) tenemos:

(k + 1)sk(n) =
kÿ

i=0

A
k

i

B
k + 1

k + 1 ≠ i
Bin

k+1≠i =∆ sk(n) =
kÿ

i=0

A
k

i

B
1

k + 1 ≠ i
Bin

k+1≠i
,

y haciendo el cambio de variable j = k ≠ i, tenemos que:



CAPÍTULO 1. NÚMEROS DE BERNOULLI 3

sk(n) =
0ÿ

j=k

A
k

k ≠ j

B
n

j+1

j + 1 =
kÿ

j=0

A
k

j

B

Bk≠j
n

j+1

j + 1 .

Con lo cual hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 1.3. Fórmula de Bernoulli. Para k, n œ Z+, se cumple que:

sk(n) =
kÿ

i=0

A
k

i

B

Bk≠i
n

i+1

i + 1 . (1.3)

Notemos que sk(n) en su fórmula general es un polinomio en n de grado k + 1, con
los números de Bernoulli en sus coeficientes.

Ahora continuamos demostrando algunas propiedades de los números de Bernoulli
que utilizaremos frecuentemente.

Lema 1.4. Bk = 0 para k Ø 3 entero impar.

Demostración. Observemos primero que:

t

2 +
+Œÿ

k=0

Bkt
k

k! = t

2 + t

et ≠ 1 = te
t + t

2(et ≠ 1) = t(et + 1)
2(et ≠ 1) .

Sea f(t) = t(et+1)
2(et≠1) , demostremos que f es una función par en la variable t; en efecto:

f(≠t) = ≠t(e≠t + 1)
2(e≠t ≠ 1) = ≠t(1 + e

t)
2(1 ≠ et) = t(et + 1)

2(et ≠ 1) = f(t).

Por lo tanto, tenemos que f(t) = f(≠t), esto es:

t

2 +
+Œÿ

k=0

Bk

k! t
k = ≠ t

2 +
+Œÿ

k=0
(≠1)k Bk

k! t
k
. (1.4)

Como B0 = 1 y B1 = ≠1/2 entonces de (1.4), tenemos que:

t

2 + 1 ≠ t

2 +
+Œÿ

k=2

Bk

k! t
k = ≠ t

2 + 1 + t

2 +
+Œÿ

k=2
(≠1)k Bk

k! t
k =∆

+Œÿ

k=2

Bk

k! t
k =

+Œÿ

k=2
(≠1)k Bk

k! t
k
.

Con lo cual Bk = (≠1)k
Bk para todo k Ø 2. Luego, si k = 2q + 1 con q Ø 1 tenemos

que B2q+1 = ≠B2q+1; esto significa, B2q+1 = 0. Hemos demostrado así que Bk = 0 para
todo número impar k Ø 3.



4 CAPÍTULO 1. NÚMEROS DE BERNOULLI

Para establecer propiedades sobre los números de Bernoulli B2k con k œ Z+, ne-
cesitamos conocer la relación entre la función ’ de Riemann y los números de Bernoulli.

En 1734, Euler resolvió el problema de Basilea y dio el increíble resultado:
+Œÿ

n=1

1
n2 = fi

2

6 .

Euler incluso fue mas allá y descubrió que para los valores pares de la función zeta de
Riemann tenemos:

Teorema 1.5. Fórmula de Euler para la Función ’ de Riemann. Para k Ø 1
número entero, se cumple que:

’(2k) =
ÿ

nØ1

1
n2k

= (≠1)k≠1 (2fi)2k

2(2k)!B2k. (1.5)

Demostración. Para obtener la fórmula de Euler, tenemos (ver [23], cap. 5, ej. 3.2)
para todo t œ R:

sin(fit) = fit

+ŒŸ

n=1

A

1 ≠ t
2

n2

B

.

En particular para 0 < t < 1 tomando el logaritmo:

log(sin fit) = log fit +
+Œÿ

n=1
log

A

1 ≠ t
2

n2

B

,

y derivando:

fi cos fit

sin fit
= fi

fit
+

+Œÿ

n=1

≠2t/n
2

1 ≠ t2/n2 = 1
t

A

1 ≠ 2t
2

+Œÿ

n=1

1/n
2

1 ≠ t2/n2

B

,

por lo tanto:

fit cos fit

sin fit
= 1 ≠ 2t

2
+Œÿ

n=1

1
n2 · 1

1 ≠ t2/n2

= 1 ≠ 2t
2

+Œÿ

n=1

1
n2

+Œÿ

k=0

3
t

n

42k

= 1 ≠ 2
+Œÿ

n=1

+Œÿ

k=0

3
t

n

42(k+1)

= 1 ≠ 2
+Œÿ

n=1

+Œÿ

k=1

3
t

n

42k

= 1 ≠ 2
+Œÿ

k=1

+Œÿ

n=1

3
t

n

42k

= 1 ≠ 2
+Œÿ

k=1
’(2k)t2k

.
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Luego, para 0 < t < 1 hemos deducido la fórmula:

fit cos(fit)
sin(fit) = 1 ≠ 2

+Œÿ

k=1
’(2k)t2k

.

Por otro lado, recordemos que:

cos fit = e
ifit + e

≠ifit

2 y sin fit = e
ifit ≠ e

≠ifit

2i
,

en donde i
2 = ≠1, luego:

cos fit

sin fit
=

eifit+e≠ifit

2
eifit≠e≠ifit

2i

= i(eifit + e
≠ifit)

eifit ≠ e≠ifit
=∆ fit cos fit

sin fit
= fiti(eifit + e

≠ifit)
eifit ≠ e≠ifit

.

Ahora bien:

fiti(eifit + e
≠ifit)

eifit ≠ e≠ifit
= fiti(e2fiit + 1)

e2fiit ≠ 1

= fiti + 2fiit

e2fiit ≠ 1

= fiit +
+Œÿ

k=0
Bk

(2fii)k
t
k

k! .

De lo anterior y dado que B0 = 1, B1 = ≠1/2 y Bk = 0 para k Ø 3 entero impar,
deducimos que:

1 ≠ 2
+Œÿ

k=1
’(2k)t2k = fiti +

+Œÿ

k=0
Bk

(2fii)k
t
k

k!

= fiti + 1 ≠ fiti +
+Œÿ

k=1

(2fii)2k

(2k)! B2kt
2k

,

luego :

+Œÿ

k=1
(≠1)2’(2k)t2k =

+Œÿ

k=1
(≠1)k (2fi)2k

(2k)! B2kt
2k

,

por último igualando coeficientes, obtenemos la fórmula de Euler para la función ’ de
Riemann como se quería, la cual es:

’(2k) = (≠1)k≠1 (2fi)2k

2(2k)!B2k.

A continuación listamos algunas consecuencias que se pueden deducir de este teo-
rema.

Observación 1.6. (i) (≠1)k
B2k < 0 para k Ø 0, de manera que los B2k tienen signo

alternado.
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(ii) Como ’(2k) ! 1 cuando k ! +Œ, tenemos que:

|B2k| s 2(2k)!
(2fi)2k

.

(iii) En particular, de la desigualdad e
k

> k
k
/k!, deducimos que:

(2k)! >
(2k)2k

e2k
=∆ 2(2k)!

(2fi)2k
>

2(2k)2k

(2fi)2ke2k
= 2 ·

A
k

fie

B2k

;

por lo tanto

|B2k| > 2 ·
A

k

fie

B2k

=∆
----
B2k

2k

---- >
1
k

A
k

fie

B2k

�! +Œ si k ! +Œ;

con lo cual
----
B2k

2k

---- �! +Œ si k ! +Œ (1.6)

Por la fórmula de Euler para la función ’ de Riemann sabemos qué valores toma
la función zeta en los enteros pares positivos. Hasta la fecha (septiembre de 2020), no
se conoce una fórmula general similar a la de Euler para los valores enteros impares
positivos; aunque, Roger Apéry (1916-1994) en 1977, demostró que ’(3) es número
irracional, razón por la cual al valor ’(3) se le conoce como constante de Apéry.

Surge entonces la pregunta. ¿Qué valores toma la función zeta en los enteros nega-
tivos? Para dar respuesta a esta pregunta notemos que (ver Apéndice A. Proposición
A.10) la función › definida como sigue:

›(s) = fi
≠s/2�

3
s

2

4
’(s),

donde � es la función gamma (ver A.2), admite una extensión analítica al plano com-
plejo, y además satisface la ecuación funcional:

›(1 ≠ s) = ›(s),

luego:

’(1 ≠ s) = fi
1/2≠s �(s/2)

�((1 ≠ s)/2)’(s).

De la fórmula de duplicación de Legendre (ver A.3):

�(s)�
3

s + 1
2

4
= 2

Ô
fi

22s
�(2s), (1.7)

para s/2 tenemos que:

�
3

s

2

4
�

3
s + 1

2

4
= 2

Ô
fi

2s
�(s).
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Por otro lado, reemplazando (1 ≠ s)/2 por s en (ver Proposición A.5):

�(s)�(1 ≠ s) = fi

sin fis

tenemos que:

�
31 ≠ s

2

4
�

31 + s

2

4
= fi

sin
1
fi

1≠s
2

2 = fi

cos fis/2 ,

con lo cual:
�(s/2)
�

1
1≠s

2

2 = 2
2s

Ô
fi

cos
3

fis

2

4
�(s),

por lo tanto, tenemos que:

’(1 ≠ s) = fi
1
2 ≠s 2

2s
Ô

fi
cos

3
fis

2

4
�(s)’(s) = 2(2fi)≠s cos(fis/2)�(s)’(s).

Entonces, hemos demostrado que:

Lema 1.7. Ecuación Funcional Función ’ de Riemann. Si s œ C ≠ {0, 1},
entonces:

’(1 ≠ s) = 2(2fi)≠s cos(fis/2)�(s)’(s).

Observación 1.8. En particular, si k > 1 con k œ Z, tenemos que:

’(1 ≠ k) = 2(2fi)≠k cos(fik/2)�(k)’(k).

Luego, si k Ø 2 es entero par, tomando k = 2q para q œ Z+, y reemplazando en la
ecuación de la observación anterior junto a la fórmula de Euler para la función zeta de
Riemann (1.5), tenemos que:

’(1 ≠ 2q) = 2(2fi)≠2q cos(fiq)�(2q)’(2q)

= 2(2fi)≠2q(≠1)q(2q ≠ 1)!(≠1)q≠1 (2fi)2q

2(2q)! B2q

= ≠B2q

2q
.

Por otro lado, si k Ø 3 entero impar por Lema 1.4 sabemos que Bk = 0, y como por
Proposición A.11 la función zeta de Riemann posee ceros en los enteros pares negativos,
tenemos que:

’(1 ≠ k) = ≠Bk

k
, si k = 2q + 1 ’q œ Z+.

Hemos utilizado entonces una ecuación funcional de la función zeta de Riemann
para demostrar el siguiente teorema:
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Teorema 1.9. Para k œ Z, con k Ø 2, se cumple que:

’(1 ≠ k) = ≠Bk

k
. (1.8)

Esta relación entre la función zeta de Riemann y los números de Bernoulli es utili-
zada en 1964 por Leopoldt y Kubota en [16] para la construcción de las función ’ de
Riemann p-ádica.

1.2. Números de Bernoulli generalizados
Definición 1.10. Sea ‰ carácter de Dirichlet de conductor f = f‰ (ver Apéndice B.
Definición B.25), entonces definimos los números de Bernoulli generalizados
Bn,‰ usando la función:

F‰(t) =
fÿ

a=1

‰(a)teat

eft ≠ 1 =
+Œÿ

n=0
Bn,‰

t
n

n! . (1.9)

Asumimos, a no ser que lo mencionemos explícitamente que f > 1, i.e., el carácter
de Dirichlet ‰ no es el carácter principal ‰1 (ver Apéndice B. Teorema B.16).

Al hacer la expansión:

te
at

eft ≠ 1 = 1
f

+
A

a

f
≠ 1

2

B

t +
A

a
2

f
≠ a + f

6

B
t
2

2 +
A

a
3

f
≠ 3a

2

2 + af

2

B
t
3

6 + · · ·

Se sigue del Teorema B.13 (iii) que:

B0,‰ = 0;

B1,‰ = 1
f

fÿ

a=1
‰(a)a;

B2,‰ = 1
f

fÿ

a=1
‰(a)a2 ≠

fÿ

a=1
‰(a)a;

B3,‰ = 1
f

fÿ

a=1
‰(a)a3 ≠ 3

2‰(a)a2 + f

2

fÿ

a=1
‰(a)a.

Más adelante (ver Teorema 1.15), daremos una fórmula general para Bn,‰ la cuál juega
un papel crucial en la generalización de la fórmula (1.8).

Los números de Bernoulli que se definen a partir de la expansión en series de
potencias de la función:

F (t) = t

et ≠ 1 , (1.10)
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con t una indeterminada, por la Definición 1.1, tenemos que1:

F (t) =
+Œÿ

n=0
Bn

t
n

n! .

Por otra parte, sea x otra indeterminada y definamos:

F (t, x) = te
xt

et ≠ 1 =
+Œÿ

n=0
Bn(x) t

n

n! , (1.11)

entonces:

F (t, x) = F (t)ext

=
A+Œÿ

n=0
Bn

t
n

n!

B A+Œÿ

n=0
x

n t
n

n!

B

=
+Œÿ

n=0

A
nÿ

k=0

A
n

k

B

Bkx
n≠k

B
t
n

n! .

Así, la multiplicación como series formales induce la siguiente definición:

Definición 1.11. El n-ésimo polinomio de Bernoulli se define como:

Bn(x) =
nÿ

k=0

A
n

k

B

Bkx
n≠k

.

Observación 1.12. Los polinomios de Bernoulli Bn(x) con n Ø 0, son polinomios
en la variable x con coeficientes racionales. Como B0 = 1, Bn(x) es un polinomio de
grado n. Algunos de ellos son:

B0(x) = 1, B1(x) = x ≠ 1
2 , B2(x) = x

2 ≠ x + 1
6 , · · ·

Observación 1.13. Al hacer x = 0, obtenemos Bk(0) = Bk.

Observación 1.14.

sk(n) = 1
k + 1 (Bk+1(n) ≠ Bk+1) ;

ya que por (1.2) y la Definición 1.11, tenemos que:

(k + 1)sk(n) =
kÿ

i=0

A
k + 1

i

B

Bin
k+1≠i

, y Bk+1(n) =
kÿ

i=0

A
k + 1

i

B

Bin
k+1≠i + Bk+1.

1En esta definición tenemos que B1 = ≠1/2; sin embargo, en varias referencias, en particular
Iwasawa (ver [14]) toma a B1 con signo positivo. En esta tesina, seguimos tomando el signo negativo
para el número de Bernoulli B1.
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El siguiente teorema da explícimatamente una fórmula para los números de Ber-
noulli generalizados en términos de los polinomios de Bernoulli. Fórmula de vital im-
portancia en la construcción de las funciones L p-ádicas; ya que de esta se desprende la
idea utilizada para su definición, la cual involucra los valores que toman las funciones
L de Dirichlet clásicas en los enteros negativos.

Teorema 1.15. Sea ‰ carácter de Dirichlet de conductor f > 1, si f |F con F œ Z+,
entonces:

Bn,‰ = F
n≠1

Fÿ

a=1
‰(a)Bn(a/F ). (1.12)

Demostración. Reemplazando x por a/F y t por Ft en (1.11), entonces:

Fte
( a

F )F t

eF t ≠ 1 =
+Œÿ

n=0
Bn(a/F )(Ft)n

n! ;

esto es:

te
at

eF t ≠ 1 = 1
F

+Œÿ

n=0
Bn(a/F )(Ft)n

n! .

Luego:
Fÿ

a=1

‰(a)teat

eF t ≠ 1 =
Fÿ

a=1
‰(a) 1

F

+Œÿ

n=0
Bn(a/F )(Ft)n

n!

=
+Œÿ

n=0

A

F
n≠1

Fÿ

a=1
‰(a)Bn(a/F )

B
t
n

n! .

Donde hemos realizado intercambios del signo sumatorio ya que las series son conver-
gentes (ver [8], Teorema 7.5). Por otro lado, sea g = F/f y a = b + cf , 1 Æ b Æ f ,
entonces:

Fÿ

a=1

‰(a)teat

eF t ≠ 1 =
fÿ

b=1

g≠1ÿ

c=0
‰(b)te

(b+cf)t

egft ≠ 1

=
fÿ

b=1
‰(b) te

bt

egft ≠ 1

g≠1ÿ

c=0
e

cft

=
fÿ

b=1
‰(b) te

bt

eft ≠ 1

=
+Œÿ

n=0
Bn,‰

t
n

n! .

Donde la última igualdad se obtiene por la Definición 1.10. Por último, comparando
coeficientes obtenemos el resultado requerido.

Observación 1.16. Si ‰ = ‰1 es el carácter principal de conductor f = 1, entonces:

F‰1(t) = F (t)et =∆ Bn,‰1 = Bn ’ n ”= 1.
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Es de notar que la función:

F (t)et = te
t

et ≠ 1 ,

también es utilizada para la definición de los números de Bernoulli, como en el caso
de Iwasawa (ver [14]). Aunque, con esta función tenemos que B1 = 1/2.

Observación 1.17. Sea ‰ carácter de Dirichlet de conductor f , y sea:

F‰(t, x) = F‰(t)ext =
fÿ

a=1

‰(a)te(a+x)t

eft ≠ 1 .

Haciendo una expansión en serie de potencias en la variable t, tenemos que:

F‰(t, x) =
+Œÿ

n=0
Bn,‰(x) t

n

n! ;

procediendo de manera análoga como se hizo con la función F (t), podemos obtener:

F‰(t, x) =
+Œÿ

n=0

A
nÿ

k=0

A
n

k

B

Bk,‰x
n≠k

B
t
n

n! .

Lo anterior nos sugiere la siguiente definición:

Definición 1.18. Sea ‰ carácter de Dirichlet de conductor f , definimos el polinomio
de Bernoulli generalizado como sigue:

Bn,‰(x) =
nÿ

k=0

A
n

k

B

Bk,‰x
n≠k

.

Observación 1.19. Algunas propiedades de Bn,‰ y Bn,‰(x) son:

(i) Bn,‰(0) = Bn,‰ para todo n Ø 0, n œ Z;

(ii)

B0,‰ = 1
f

fÿ

a=1
‰(a) = 0, si ‰ ”= ‰1.

Lo anterior por el Teorema B.13 (iii). Por lo tanto, el grado del polinomio Bn,‰(x)
es menor a n, i.e., gr(Bn,‰(x)) < n, si ‰ ”= ‰1.
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Teorema 1.20. Sea ‰ carácter de Dirichlet de conductor f , entonces para n Ø 0,
tenemos que:

(≠1)n
Bn,‰(≠x) = ‰(≠1)Bn,‰(x),

además:

Bn,‰ = 0 para n Ø 1 y n ”© ”‰ (mód 2).

Donde ”‰ es definido en el Apéndice B, observación B.11.
Demostración. Dado que:

F‰(≠t, ≠x) =
fÿ

a=1

‰(a)(≠t)e≠(a≠x)t

e≠ft ≠ 1

=
fÿ

a=1

‰(a)te(f≠a+x)t

eft ≠ 1

= ‰(≠1)
fÿ

a=1

‰(f ≠ a)te(f≠a+x)t

eft ≠ 1
= ‰(≠1)F‰(t, x) si ‰ ”= ‰1.

Por otro lado:

F‰(≠t, ≠x) =
+Œÿ

n=0
(≠1)n

Bn,‰(≠x) t
n

n! ,

y de la identidad F‰(≠t, ≠x) = ‰(≠1)F‰(t, x) si ‰ ”= ‰1, tenemos que:

F‰(≠t, ≠x) =
+Œÿ

n=0
‰(≠1)Bn,‰(x) t

n

n! .

Por último, igualando coeficientes obtenemos que:

(≠1)n
Bn,‰(≠x) = ‰(≠1)Bn,‰(x), n Ø 0;

como se quería. Al hacer x = 0 en la identidad anterior, obtenemos el segundo resultado.

Observación 1.21. Tenemos hasta el momento ciertos valores muy útiles para calcular
números de Bernoulli:

(i) Si ‰ = ‰1 el carácter principal, entonces:

B0 = 1, Bn ”= 0 para enteros pares n Ø 2
B1 = ≠1/2, Bn = 0 para enteros impares n Ø 3.

(ii) Si ‰ ”= ‰1, tenemos que:

B0,‰ = 0,

Bn,‰ = 0, para n Ø 1, n ”© ”‰ (mód 2).

Como en el caso (i), podemos tener un análogo al caso Bn ”= 0 para n Ø 2 par,
el cual es:

Bn,‰ ”= 0 para n Ø 1, n © ”‰ (mód 2),

en cuya justificación necesitamos la no nulidad de las funciones L de Dirichlet
en los puntos del plano con parte real mayor o igual a 1 (ver Observación 3.24).
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(iii) Si ‰ es carácter de Dirichlet de conductor f . Para f |F , con F œ Z+ se cumple
que:

Bn,‰ = F
n≠1

Fÿ

a=1
‰(a)Bn(a/F ).

1.3. Congruencias de Kummer I
Nuestro objetivo ahora es derivar las congruencias de Kummer y sentar las bases

para la interpolación p-ádica de la función zeta de Riemman, cuyos conceptos se usan
en la definición de las funciones L p-ádicas. Es conveniente para entender completa-
mente esta sección ir de la mano con una lectura del Apéndice C.

Lema 1.22. Sea p número primo. Entonces pBk es p-entero, i.e., pBk œ Z(p) para todo
p-primo (Ver Apéndice C. Definición C.22).

Demostración. Demostremos por inducción completa sobre k. Si k = 1, entonces
pB1 = ≠p/2; por tanto tenemos dos opciones: si p = 2, entonces pB1 = ≠1 œ Z(p); por
otro lado, si p Ø 3, entonces p - 2; luego pB1 œ Z(p), (ver Apéndice C. Teorema C.23 (i)).

Supongamos cierto para j œ Z+ tal que 1 Æ j < k, i.e., pBj œ Z(p). Demostremos
que es cierto para k, sea n = p en (1.3), entonces:

sk(p) =
kÿ

i=0

A
k

i

B
p

i+1

i + 1Bk≠i;

por lo tanto:

sk(p) = pBk +
kÿ

i=1

A
k

i

B
p

i

i + 1(pBk≠i).

Dado que p
i Ø 2i Ø i + 1, vemos que ‹p( pi

i+1) Ø 0 (ver Apéndice C. Definición C.5),
esto es p

i
/(i + 1) œ Z(p); luego, por hipótesis de inducción cada uno de los pBk≠i es

p-entero; además, como Z(p) es un anillo y se cumple que sk(n) œ Z µ Z(p) y finalmente1
k
i

2
œ Z µ Z(p), entonces:

sk(p) ≠
kÿ

i=1

A
k

i

B
p

i

i + 1(pBk≠i) = pBk œ Z(p),

como se quería demostrar.

Corolario 1.23. Sea Bk = Uk/Vk con m.c.d(Uk, Vk) = 1, entonces Vk es libre de
cuadrados.

Demostración. Si p
2|Vk para algún primo p, entonces pBk todavía posee un factor p en

su denominador, lo cual implica que pBk ”œ Z(p). Esto contradice el lema anterior.
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Podemos refinar el argumento del lema anterior utilizando la relación de equivalen-
cia que definimos en Qp el campo de los números p-ádicos (ver Apéndice C. Lema C.26).

Lema 1.24. Si k Ø 2 es entero par, entonces:
pBk © sk(p) (mód p).

Demostración. Si k Ø 4 es entero par, entonces k ≠ 1 Ø 3 es entero impar; por tanto
Bk≠1 = 0 y asi:

sk(p) =
kÿ

i=0

A
k

i

B
p

i+1

i + 1Bk≠i

= pBk + k
p

2

2 Bk≠1 + p

kÿ

i=2

A
k

i

B
p

i≠1

i + 1(pBk≠i);

por lo tanto:

sk(p) = pBk + p

kÿ

i=2

A
k

i

B
p

i≠1

i + 1(pBk≠i).

Afirmamos que ‹p

1
pi≠1

i+1

2
Ø 0 para i Ø 2; en efecto, para p = 2 tenemos que si i = 2,

entonces 2i≠1

i+1 = 2
3 ; de modo que ‹2

1
2i≠1

i+1

2
Ø 0. Si i > 2, entonces 2i≠1 Ø i + 1, y así

‹2
1

2i≠1

i+1

2
Ø 0.

Por otro lado, si p es primo con p > 2, entonces p
i≠1 Ø 3i≠1 Ø i + 1 siempre que

i Ø 2. Luego, ‹p

1
pi≠1

i+1

2
Ø 0; por lo tanto p

i≠1
/(i + 1) es p-entero. Y así, junto al lema

anterior sabemos que pBk≠i œ Z(p), debido a lo cual obtenemos:

‹p(sk(p) ≠ pBk) = ‹p

A

p

kÿ

i=2

A
k

i

B
p

i≠1

i + 1(pBk≠i)
B

= ‹p(p) + ‹p

A
kÿ

i=2

A
k

i

B
p

i≠1

i + 1(pBk≠i)
B

Ø 1 + mı́n
I

‹p

AA
k

i

B
p

i≠1

i + 1(pBk≠i)
BJk

i=2
Ø 1;

con lo cual:
sk(p) © pBk (mód p) si k Ø 4.

Si k = 2 sabemos que B2 = 1/6, entonces para p-primo:

s2(p) = 1
6[p(p ≠ 1)(2p ≠ 1)] y pB2 = p

6 .

Entonces:

‹p(s2(p) ≠ pB2) = ‹p

3
p

6[(p ≠ 1)(2p ≠ 1) ≠ 1]
4

= ‹p(p/6) + ‹p(2p
2 ≠ 3p)

= ‹p(p) ≠ ‹p(6) + ‹p(p) + ‹p(2p ≠ 3)
= 2 + ‹p(2p ≠ 3) ≠ ‹p(6)
Ø 2 ≠ ‹p(6) Ø 1 ’ p-primo;
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por lo tanto s2(p) © pB2 (mód p).

También tenemos el siguiente resultado elemental.

Lema 1.25. Si (p ≠ 1) - k, entonces sk(p) © 0 (mód p). Por otro lado, si (p ≠ 1)|k,
entonces sk(p) © ≠1 (mód p).

Demostración. Sea g raíz primitiva módulo p. Entonces, si (p ≠ 1) - k:

sk(p) ©
p≠2ÿ

j=0
(gj)k = g

k(p≠1) ≠ 1
gk ≠ 1 (mód p);

en consecuencia:

‹p

A

sk(p) ≠ g
k(p≠1) ≠ 1
gk ≠ 1

B

Ø 1.

Por otro lado, el pequeño Teorema de Fermat asegura que g
p≠1 © 1 (mód p); con

lo cual g
k(p≠1) © 1 (mód p), debido a lo cual ‹p(gk(p≠1) ≠ 1) Ø 1. Ahora bien, si g

k © 1
(mód p) por Teorema 10.1 en [1], obtenemos que k © 0 (mód p ≠ 1), i.e., (p ≠ 1)|k lo
cual es contradictorio; por consiguiente p - (gk ≠ 1) esto implica que ‹p(gk ≠ 1) = 0,
luego:

‹p

A
g

k(p≠1) ≠ 1
gk ≠ 1

B

= ‹p(gk(p≠1) ≠ 1) ≠ ‹p(gk ≠ 1) = ‹p(gk(p≠1) ≠ 1) Ø 1.

De lo anterior concluimos que:

‹p(sk(p)) = ‹p

A

sk(p) ≠ g
k(p≠1) ≠ 1
gk ≠ 1 + g

k(p≠1) ≠ 1
gk ≠ 1

B

Ø mín
I

‹p

A

sk(p) ≠ g
k(p≠1) ≠ 1
gk ≠ 1

B

, ‹p

A
g

k(p≠1) ≠ 1
gk ≠ 1

BJ

Ø 1;

esto es, sk(p) © 0 (mód p).

En el caso que (p ≠ 1)|k; luego k = (p ≠ 1)q con q œ Z, de manera que:

sk(p) =
p≠1ÿ

i=1
i
k =

p≠1ÿ

i=1
(ip≠1)q

.

Por el pequeño Teorema de Fermat i
p≠1 © 1 (mód p), entonces i

k © 1 (mód p), de lo
anterior obtenemos que:

sk(p) © p ≠ 1 © ≠1 (mód p).
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A continuación presentamos el famoso Teorema de von Staudt-Clausen. Este resul-
tado fue demostrado de manera independiente por el astrónomo y matemático danés
Thomas Clausen (1801–1885) y el matemático alemán Karl Georg Christian von Staudt
(1798–1867), (ver [6] y [25]).

Teorema 1.26. von Staudt-Clausen. Para k entero par mayor o igual a 0, tenemos
que:

Bk +
ÿ

(p≠1)|k

1
p

œ Z

Demostración. Si (p ≠ 1) - k, el Lema 1.25 implica que sk(p) © 0 (mód p), luego por
Lema 1.24, pBk © 0 (mód p), por lo tanto ‹p(pBk) Ø 1, así ‹p(pUk) ≠ ‹p(Vk) Ø 1, por
lo que:

‹p(Vk) Æ ‹p(pUk) ≠ 1 = ‹p(p) + ‹p(Uk) ≠ 1 = ‹p(Uk).

Por lo visto, tenemos que ‹p(Bk) Ø 0, i.e., Bk œ Z(p) y así p - Vk.

Si (p ≠ 1)|k, entonces por el Lema 1.25, sk(p) © ≠1 (mód p), luego por el Lema
1.24 tenemos que pBk © ≠1 (mód p). Supongamos que p - Vk, entonces ‹p(Vk) = 0, de
lo que se sigue que ‹p(pBk) = ‹p(p) + ‹p(Bk) = 1 + ‹p(Uk) Ø 1, por lo tanto pBk © 0
(mód p), lo anterior implica que 0 © ≠1 (mód p), lo cual es contradictorio. Concluimos
entonces que p|Vk.

En consecuencia, los primos que dividen a Vk son todos los primos p tales que
(p ≠ 1)|k. Entonces;

Bk + 1
p

= pBk + 1
p

œ Z(p) ’ p-primo tal que (p ≠ 1)|k,

y como 1/q œ Z(p) para todo q-primo, con q ”= p, por tal motivo tenemos que:

Bk +
ÿ

(q≠1)|k
q-primo

1
q

œ Z(p).

Por esta razón, se sigue que:

Bk +
ÿ

(q≠1)|k
q≠primo

1
q

œ Z(p) ’ p-primo con (p ≠ 1)|k.

Si p es primo tal que (p ≠ 1) - k entonces p - Vk, y así Bk œ Z(p) y los q-primos en el
denomidador de

ÿ

(q≠1)|k
q≠primo

1
q

,

son diferentes de p, entonces
ÿ

(q≠1)|k
q≠primo

1
q

œ Z(p).
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De lo anterior y por la Observación C.24

Bk +
ÿ

(p≠1)|k

1
p

œ Z

Observación 1.27. Es sugerente pensar que los Bk tienen “polos simples” en los pri-
mos p tales que (p ≠ 1)|k y la suma en el teorema anterior puede ser vista como la
parte “polar” de Bk. También notamos que 6|Vk para todo k Ø 2 entero par.

Teorema 1.28. Sea k Ø 2 entero par. Entonces

Vksk(n) © Ukn (mód n
2) ’ n Ø 1.

Demostración. Como antes, de la fórmula de Bernoulli para sk(n) tenemos

sk(n) = Bkn +
kÿ

i=1

A
k

i

B

Bk≠i
n

i+1

i + 1 . (1.13)

Sea k = 2Ÿ con Ÿ œ Z+, como Bk≠i = 0 si k ≠ i es impar mayor o igual a 3. Por tal
motivo, si i = 2j con j œ Z+, tenemos que (1.13) se convierte en

s2Ÿ(n) = B2Ÿn +
Ÿÿ

j=1

A
2Ÿ

2j

B
1

2j + 1B2(Ÿ≠j)n
2j+1 (1.14)

entonces, al multiplicar (1.14) por V2Ÿ, obtenemos

V2Ÿs2Ÿ(n) ≠ U2Ÿn =
Q

a
Ÿÿ

j=1

A
2Ÿ

2j

B
V2Ÿ

2j + 1B2(Ÿ≠j)n
2j≠1

R

b n
2
.

Deseamos probar que el lado derecho es un entero múltiplo de n
2. Par hacer esto, sea

V2Ÿ
B2(Ÿ≠j)
2j + 1 n

2j≠1 = cj

dj
, j = 1, 2, ..., Ÿ,

con cj, dj œ Z y m.c.d(cj, dj) = 1. Probaremos que m.c.d(dj, n) = 1. Sea

A = djV2ŸU2(Ÿ≠j)n
2j≠1 y A

Õ = cj(2j + 1)V2(Ÿ≠j),

en consecuencia A = A
Õ.

Si p es un primo tal que p|dj y p|n entonces p
2j|A y también p

2j|AÕ. Por otro lado,
p - cj ya que m.c.d(dj, cj) = 1. Dado que p

2 - V2(Ÿ≠j), tenemos necesariamente que
p|(2j + 1), por lo tanto p ”= 2. Ahora escribiendo 2j + 1 = p

a
r, con p - r y a Ø 1,

notamos que ‹p(V2(Ÿ≠j)) = 1, ya que si p - V2(Ÿ≠j), entonces a Ø 2j, esto implica que
2j + 1 = p

a
r Ø p

2j
r Ø p

2j, lo cual es absurdo. Tomando entonces la valuación p-ádica
de A y A

Õ tenemos que

2j = 1 + (2j ≠ 1) Æ ‹p(A) = ‹p(AÕ) = ‹p(2j + 1) + 1,
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de manera que

p
a ≠ 2 Æ p

a
r ≠ 2 = 2j ≠ 1 Æ ‹p(2j + 1) = a,

luego

p
a Æ a + 2. (1.15)

Analicemos ahora que sucede si p > 3 con a Ø 1, entonces

p
a

> 3a = (1 + 2)a Ø 1 + 2a = 1 + a + a Ø a + 2,

esto es, p
a

> a + 2, entonces por la desigualdad (1.15), tenemos una contradicción. Si
p = 3 y a > 1, entonces

3a = (1 + 2)a Ø 1 + 2a = 1 + a + a Ø a + 3,

esto es, 3a Ø a + 2, entonces por la desigualdad (1.15), tenemos que a + 2 Ø 3a Ø a + 3,
lo que implica que 2 Ø 3, que es absurdo. Por último, si p = 3 y a = 1, sabemos que
3|V2Ÿ y 3|V2(Ÿ≠j) entonces,

3 Æ 2j + 1 = 1 + 1 + (2j ≠ 1) Æ ‹3(A) = ‹3(AÕ) = ‹3(2j + 1) + 1 = 2,

donde concluimos que 3 Æ 2, un absurdo. Entonces, hemos demostrado que

V2Ÿs2Ÿ(n) ≠ U2Ÿn = x

y
n

2
,

donde x, y, z œ Z y m.c.d(n, y) =m.c.d(x, y) = 1. Luego como n
2 x

y œ Z esto implica
que y = 1, con lo cual

V2Ÿs2Ÿ(n) © U2Ÿn (mód n
2) =∆ Vksk(n) © Ukn (mód n

2).

Ahora deduciremos las congruencias de Voronoi, de las cuales se siguen las congruen-
cias de Kummer. Tal parece que Voronoi probó estas congruencias en 1889 mientras
era un estudiante.

Teorema 1.29. Congruencias de Voronoi -1889-. Sea n œ N y m.c.d(a, n) = 1.
Entonces,

(ak ≠ 1)sk(n) © kna
k≠1

n≠1ÿ

j=1

5
ja

n

6
j

k≠1 (mód n
2) ’ k œ Z+.

Demostración. Para cada j con 1 Æ j < n, escribimos ja = qjn + rj donde 0 Æ rj < n

(algoritmo de la división). Entonces qj = [ja/n] y tenemos

(ja)k © r
k
j + kqjnr

k≠1
j (mód n

2),

ya que por teorema del binomio

(ja)k = (qjn + rj)k = r
k
j + kqjnr

k≠1
j +

A
k

2

B

q
2
j n

2
r

k≠2
j + · · · + q

k
j n

k
,
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entonces

(ja)k ≠ (rk
j + kqjnr

k≠1
j ) =

CA
k

2

B

q
2
j r

k≠2
j + · · · + q

k
j n

k≠2
D

n
2
.

Por otra parte, dado que rj = ja ≠ qjn, tenemos

r
k≠1
j = (ja)k≠1 ≠ (k ≠ 1)(qjn)(ja)k≠2 +

A
k ≠ 1

2

B

(qjn)2(ja)k≠3 ≠ · · · + (≠1)k≠1(qjn)k≠1
,

luego,

kqjnr
k≠1
j = kqjn(ja)k≠1 +

C

≠k(k ≠ 1)q2
j n(ja)k≠2 +

k≠1ÿ

i=2
(≠1)i

A
k ≠ 1

i

B

kq
i+1
j n

i≠1(ja)k≠1≠i

D

n
2
,

con lo cual

(ja)k © r
k
j + kqjn(ja)k≠1 (mód n

2).

Dado que j recorre a los enteros de 1 a n≠1, también lo hace rj, ya que m.c.d(a, n) =
1. En consecuencia, sumando las congruencias anteriores desde j = 1 a n≠1 obtenemos

n≠1ÿ

j=1
(ja)k ©

n≠1ÿ

j=1

1
r

k
j + kqjn(ja)k≠1

2
(mód n

2),

entonces

a
k

n≠1ÿ

j=1
j

k ©
n≠1ÿ

j=1
r

k
j + kn

n≠1ÿ

j=1
qj(ja)k≠1 (mód n

2),

luego

a
k
sk(n) © sk(n) + kna

k≠1
n≠1ÿ

j=1

5
ja

n

6
j

k≠1 (mód n
2),

así pues

(ak ≠ 1)sk(n) © kna
k≠1

n≠1ÿ

j=1

5
ja

n

6
j

k≠1 (mód n
2)

Corolario 1.30. Si k Ø 2 es entero par entonces

(ak ≠ 1)Uk © kVka
k≠1

n≠1ÿ

j=1

5
ja

n

6
j

k≠1 (mód n) (1.16)
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Demostración. Por el Teorema 1.28 tenemos que para k Ø 2, entero par. y n Ø 1:

Vksk(n) © Ukn (mód n
2),

y por el Teorema 1.29 (Voronoi), tenemos que para n Ø 1 y m.c.d(a, n) = 1, se cumple
que:

(ak ≠ 1)sk(n) © kna
k≠1

n≠1ÿ

j=1

5
ja

n

6
j

k≠1 (mód n
2).

Luego

Vksk(n) ≠ Ukn = q1n
2
, con q1 œ Z

al multiplicar por (ak ≠ 1), tenemos

Vk(ak ≠ 1)sk(n) ≠ (ak ≠ 1)Ukn = q2n
2
, con q2 œ Z, (1.17)

por otro lado, tenemos que

(ak ≠ 1)sk(n) ≠ kna
k≠1

n≠1ÿ

j=1

5
ja

n

6
j

k≠1 = q3n
2
, con q3 œ Z,

luego, reemplazando en (1.17) tenemos

Vk

Q

akna
k≠1

n≠1ÿ

j=1

5
ja

n

6
j

k≠1 + q3n
2

R

b ≠ (ak ≠ 1)Ukn = q2n
2
,

entonces
Q

akVka
n≠1

n≠1ÿ

j=1

5
ja

n

6
≠ (ak ≠ 1)Uk

R

b n = (q2 ≠ Vkq3)n2
.

De donde se tiene el teorema.

Seguimos ahora con el siguiente teorema, el cual debe su nombre al matemático y
astrónomo inglés John Couch Adams (1819-1892), famoso por encontrar matemática-
mente al planeta Neptuno.

Teorema 1.31. Congruencias de Adams -1878-. Si (p ≠ 1) - k, entonces Bk
k es

p-entero, i.e., si (p ≠ 1) - k, entonces Bk
k œ Z(p).

Demostración. Sea ‹p(k) = t, para algún t œ Z+, entonces por Corolario 1.30 con
n = p

t, deducimos que (ak ≠ 1)Uk © 0 (mód p
t). Sea a una raíz primitiva módulo

p, podemos asegurar que p es primo relativo a a
k ≠ 1, ya que si p|(ak ≠ 1) entonces

a
k © 1 (mód p) y por el Teorema 10.1 en [1] tenemos k © 0 (mód p ≠ 1), lo cual es

contradictorio. Luego Uk © 0 (mód p
t), por otro lado dado que por Teorema 1.26 p - Vk

por lo tanto

‹p(Bk/k) = ‹p(Uk) ≠ ‹p(k) ≠ ‹p(Vk) = ‹p(Uk) ≠ ‹p(k) Ø t ≠ t = 0.



CAPÍTULO 1. NÚMEROS DE BERNOULLI 21

Teorema 1.32. Congruencia de Kummer -1851-. Sea k Ø 2 entero par, p-primo
tal que (p ≠ 1) - k. Si k © k

Õ (mód Ï(pe)), donde Ï es la función phi de Euler, entonces

(1 ≠ p
k≠1)Bk

k
© (1 ≠ p

kÕ≠1)BkÕ

kÕ (mód p
e)

Demostración. Sea t = ‹p(k), luego k = p
t
r con p - r y escribimos Bk = Uk/Vk como

antes. En (1.16) tomamos n = p
e+t y así

(ak ≠ 1)Uk © kVka
k≠1

pe+t≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 (mód p

e+t).

Dado que (p ≠ 1) - k, entonces m.c.d(p, Vk) = 1 por el Teorema 1.26 de von Staudt-
Clausen. Luego

(ak ≠ 1)Bk

k
© a

k≠1
pe+t≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 (mód p

e), (1.18)

en efecto,

(ak ≠ 1)Uk ≠ kVka
k≠1

pe+t≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 = qp

e+t
, q œ Z,

al dividir entre kVk ”= 0 tenemos

(ak ≠ 1)Bk

k
≠ a

k≠1
pe+t≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 = q

kVk
p

e+t = q

ptrVk
= q

rVk
p

e
,

y como ‹p(qp
e
/rVk) = ‹p(qp

e) ≠ ‹p(rVk) = e + ‹p(q) Ø e.

Empezamos con el caso e = 1. En el lado derecho de la congruencia anterior pode-
mos omitir los j

Õs divisibles por p ya que e = 1. Dado que k © k
Õ (mód p ≠ 1), entonces

j
k≠1 © j

kÕ≠1 (mód p) con m.c.d(j, p) = 1, en efecto, k ≠ k
Õ = (p ≠ 1)q con q œ Z, sin

pérdida de generalidad sea k Ø k
Õ, por el pequeño teorema de Fermat:

j
p≠1 © 1 (mód p) =∆ j

(p≠1)q © 1 (mód p)
=∆ j

k≠kÕ © 1 (mód p)
=∆ j

k © j
kÕ (mód p),

de tal manera que j
k≠1 © j

kÕ≠1 (mód p). Tomando a una raíz primitiva módulo p,
entonces

a
k≠1

pt+1≠1ÿ

j=1

C
ja

pt+1

D

j
k≠1 © a

kÕ≠1
pt+1≠1ÿ

j=1

C
ja

pt+1

D

j
kÕ≠1 (mód p)

© (akÕ ≠ 1)BkÕ

kÕ (mód p),
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en vista de ello,

(ak ≠ 1)Bk

k
© (akÕ ≠ 1)BkÕ

kÕ (mód p)

© (ak ≠ 1)B
Õ
k

kÕ (mód p).

Luego
Bk

k
© BkÕ

kÕ (mód p).

Cuando e > 1, escribimos
pe+t≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 =

pe+t≠1ÿ

j=1
m.c.d(j,p)=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 + p

k≠1
pe+t≠1≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t≠1

D

j
k≠1

, (1.19)

ya que Ï(pe+t) = p
e+t≠1(p ≠ 1).

La congruencia (1.18) con e ≠ 1 en lugar de e, nos da para k Ø 2 lo siguiente

(ak ≠ 1)Bk

k
© a

k≠1
pe+t≠1≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t≠1

D

j
k≠1 (mód p

e≠1),

entonces

p
k≠1(ak ≠ 1)Bk

k
© a

k≠1
p

k≠1
pe+t≠1≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t≠1

D

j
k≠1 (mód p

e≠1).

Sea

x = (ak ≠ 1)Bk

k
≠ a

k≠1
pe+t≠1≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t≠1

D

j
k≠1

,

y supongamos que k≠1+‹p(x) = e≠1, entonces k+‹p(x) = e, según esto e Ø k+e≠1,
esto es k Æ 1, lo cual es contradictorio. Así

p
k≠1(ak ≠ 1)Bk

k
© a

k≠1
pe+t≠1≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t≠1

D

j
k≠1 (mód p

e),

luego

p
k≠1(ak ≠ 1)Bk

k
© a

k≠1
pe+t≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 ≠ a

k≠1
pe+t≠1ÿ

j=1
m.c.d(j,p)=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 (mód p

e),

entonces

a
k≠1

pe+t≠1ÿ

j=1
m.c.d(j,p)=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 © a

k≠1
pe+t≠1ÿ

j=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 ≠ p

k≠1(ak ≠ 1)Bk

k
(mód p

e)

© (ak ≠ 1)Bk

k
≠ p

k≠1(ak ≠ 1)Bk

k
(mód p

e).
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Por lo tanto

(1 ≠ p
k≠1)(ak ≠ 1)Bk

k
© a

k≠1
pe+t≠1ÿ

j=1
m.c.d(j,p)=1

C
ja

pe+t

D

j
k≠1 (mód p

e).

Como k © k
Õ (mód Ï(pe)) entonces k ≠ k

Õ = Ï(pe)q, con q œ Z. Así, por el Teorema
de Euler

a
Ï(pe) © 1 (mód p

e) ya que m.c.d(a, p
e) = 1,

entonces

a
Ï(pe)q © 1 (mód p

e) =∆ a
k≠kÕ © 1 (mód p

e),

por consiguiente

a
k≠1 © a

kÕ≠1 (mód p
e),

por el mismo razonamiento si m.c.d(j, p) = 1, tenemos j
k≠1 © j

kÕ≠1 (mód p
e).

Análogamente, tenemos que

(1 ≠ p
kÕ≠1)(akÕ ≠ 1)BkÕ

kÕ © a
kÕ≠1

pe+t≠1ÿ

j=1
m.c.d(j,p)=1

C
ja

pe+t

D

j
kÕ≠1 (mód p

e).

De esa manera, concluimos:

(1 ≠ p
kÕ≠1)(akÕ ≠ 1)BkÕ

kÕ © (1 ≠ p
k≠1)(ak ≠ 1)Bk

k
(mód p

e).

Como p - (ak ≠ 1), obtenemos el resultado deseado

(1 ≠ p
k≠1)Bk

k
© (1 ≠ p

kÕ≠1)BkÕ

kÕ (mód p
e).

Observación 1.33. El valor

(1 ≠ p
kÕ≠1)Bk

k

puede ser interpretado como el valor ’(1 ≠ k) con el factor p de Euler removido, i.e.,

Bk

k
≠ Bk

k
p

k≠1 = Bk

k
+ ’(1 ≠ k)pk≠1 =∆ (1 ≠ p

k≠1)Bk

k
= ≠’(1 ≠ k) + ’(1 ≠ k)pk≠1

=∆ (1 ≠ p
k≠1)Bk

k
= ’(1 ≠ k)(pk≠1 ≠ 1).

Definición 1.34. Un primo p será llamado regular si p no divide a ningún numerador
de los Bk con k entero par y k Æ p ≠ 3. Si p no es regular, lo llamaremos irregular.
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Observación 1.35. Se desconoce si hay infinitos primos regulares. Sin embargo, tene-
mos el siguiente resultado.

Teorema 1.36. Existen infinitos primos irregulares.

Demostración. Razonemos por contradicción. Sean p1, ..., ps el conjunto de los primos
irregulares. Sea k número par y definamos n = k(p1 ≠ 1) · · · (ps ≠ 1) si s Ø 1. De otro
modo, definimos n = k. Por (1.6) |Bn/n| ! Œ cuando k ! Œ, luego podemos tomar
k suficientemente grande tal que |Bn/n| > 1. Sea p-primo tal que ‹p(Bn/n) > 0. Por
Teorema de von Staudt-Clausen, tenemos que (p ≠ 1) - n, si no, tenemos que (p ≠ 1)|n
y así p|Vn, de modo que Bn

n ”œ Z(p). Entonces, p ”= pi para 1 Æ i Æ s y p ”= 2. Ahora
mostramos que p es irregular. En efecto, sea n © m (mód p ≠ 1) con 1 Æ m < p ≠ 1,
ya que (p ≠ 1) - n. Más aún, m es par ya que n es par. Por la congruencia de Kummer

Bn

n
© Bm

m
(mód p).

Entonces, ‹p(Bm/m) > 0, ya que:

‹p

3
Bm

m

4
= ‹p

3
Bm

m
≠ Bn

n
+ Bn

n

4
Ø mı́n

;
‹p

3
Bm

m
≠ Bn

n

4
, ‹p

3
Bn

n

4<
Ø 1.

Por lo tanto

0 < ‹p

3
Bm

m

4
= ‹p(Bm) ≠ ‹p(m) =∆ ‹p(Bm) > ‹p(m).

De donde concluimos que ‹p(Bm) > 0, esto es, p es primo irregular.



Capítulo 2

Interpolación p-ádica

El objetivo de este capítulo es presentar el concepto de función p-ádica, es decir,
funciones definidas en Cp y que toman valores en Cp, análogo p-ádico de los números
complejos, por ende, cuestiones como extensiones analíticas de funciones muy usadas
en análisis complejo y herramienta fundamental en el estudio de la funciones L de Di-
richlet, encontraran también su análogo p-ádico vía interpolación. Cabe resaltar que
Kubota y Leopoldt, en 1964, construyeron las funciones L p-ádicas vía interpolación
p-ádica de valores especiales de funciones L de Dirichlet, por ejemplo usando las con-
gruencias de Kummer ellos construyeron la función zeta de Riemann p-ádica ’p cuyos
valores en los enteros negativos coinciden con los de la función zeta de Riemann, hasta
un factor de correción explícito.

2.1. Funciones p-ádicas
Necesitamos tener primero claro algunos conceptos básicos sobre análisis p-ádico.

Algunas veces, por razones técnicas, es conveniente encajar Cp en C, o al contrario. Ya
que ambos campos son isomorfos algebraicamente, aunque no lo sean desde el punto
de vista topológico. Ambos campos poseen el mismo grado de trascendencia sobre Q, y
ambos se obtienen empezando por Q, adjuntando bases de transcendencia, y después
tomando su cerradura algebraica.

Empezamos con un entero p-ádico x œ Zp. Por Teorema C.23, (ver Apéndice C),
existe una sucesión (–n)n de enteros –n ! x tal que:

–n © x (mód p
n),

–n+1 © –n (mód p
n),

0 Æ –n < p
n.

Al representar –n en base p, la congruencia –n+1 © –n (mód p
n) simplemente dice

que los últimos n dígitos de ambos números son iguales. Es decir, tenemos

–0 = b0 0 Æ b0 < p,

–1 = b0 + b1p 0 Æ b1 < p,

–2 = b0 + b1p + b2p
2 0 Æ b2 < p,

–3 = b0 + b1p + b2p
2 + b3p

3 0 Æ b3 < p,

25
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y así sucesivamente. Tomando todas estas expansiones juntas, entonces

x = b0 + b1p + b2p
2 + · · · + bnp

n + · · · . (2.1)

Tenemos entonces que

Lema 2.1. Cada x œ Zp, se puede escribir en la forma (2.1) de manera única.

Demostración. Ver [11]. Cap. 3. Pág. 68.

Esto mismo puede ser generalizado para cada elemento x œ Qp, y obtenemos.

Lema 2.2. Cada x œ Qp puede ser escrito de la forma

x =
ÿ

nØm

bnp
n
,

con 0 Æ bn < p y m = ‹p(x). Esta representación es única.

Demostración. Ver [11]. Cap. 3. Pág 68.

Aunque para hablar de conceptos como sumas infinitas, necesitamos saber si estas
series efectivamente definen un número p-ádico, es decir, constatar su convergencia.
Por esta razón, centraremos un poco nuestra atención sobre criterios de convergencia
de sucesiones y series en Qp.

Observación 2.3. Por Teorema C.17, tenemos que Qp es completo, quiere decir que
toda sucesión de Cauchy en Qp converge en Qp. Más aún, al ser Qp espacio no ar-
quimedeano podemos caracterizar las sucesiones de Cauchy en Qp de una maera más
práctica que en R.

Lema 2.4. Una sucesión (an)n en Qp es una sucesión de Cauchy, y por tanto conver-
gente, si y solo si satisface

ĺım
n!+Œ

|an+1 ≠ an|p = 0.

Demostración. Solo resta probar la condición necesaria. Sea Á > 0, entonces existe
N œ N, tal que

n Ø N =∆ |an+1 ≠ an|p < Á.

Debido a lo cual, si n, m Ø N , con n Æ m, tenemos que:

|an ≠ am|p = |(an ≠ an+1) + (an+1 ≠ an+2) + · · · + (am≠1 ≠ am)|p
Æ máx{|an ≠ an+1|p, |an+1 ≠ an+2|p, · · · , |am≠1 ≠ am|p} < Á.

De manera que, obtenemos el resultado deseado.

Una importante consecuencia de este lema y la cual contrasta bastante del caso no
arquimedeano es el siguiente lema.
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Lema 2.5. Una serie infinita q
nØ0 an con an œ Qp es convergente si y solo si

ĺım
n!Œ

|an|p = 0,

en cuyo caso también tenemos
-----

+Œÿ

n=0
an

-----
p

Æ máx
n

|an|p

Demostración. Resta probar la condición suficiente. Sea |an|p ! 0, y sea

sN =
Nÿ

n=1
an.

Dado que Qp es completo, basta probar que la sucesión (sN)NØ1 es de Cauchy. Luego

|sN+1 ≠ sN |p = |aN+1|p �! 0.

Para deducir la última desigualdad, tenemos que. Si q
n an = 0, la desigualdad se

cumple trivialmente. Si no, entonces

|sN |p Æ máx
0ÆnÆN

|an|p,

como |an|p ! 0, por Lema 3.2.10 de [11], tenemos que a partir de cierto N1 œ Z+,
|an|p = |am|p, para todo n, m Ø N1. Por tanto

máx
0ÆnÆN1

|an|p = máx
n

|an|p,

por otro lado, a partir de cierto N2 œ Z+, tenemos que
-----

+Œÿ

n=0
an

-----
p

=

------

N2ÿ

n=0
an

------
p

= |sN2|p,

por Lema 3.2.10 de [11]. Al hacer M = máx{N1, N2}, entonces
-----

+Œÿ

n=0
an

-----
p

=
-----

Mÿ

n=0
an

-----
p

= |sM |p Æ máx
0ÆnÆM

|an|p = máx
n

|an|p.

Como se quería demostrar

Las ideas básicas acerca de funciones y continuidad permaneces sin cambios cuando
trabajamos en el lado p-ádico, ya que en todo caso estos conceptos solo dependen de la
estructura métrica. Nuestro objetivo entonces será explorar las ideas principales sobre
algunas funciones definidas por series de potencias, en particular las versiones p-ádicas
de la exponencial y el logaritmo.

Definición 2.6. Definimos

Exp(X) =
+Œÿ

n=0

X
n

n! ,

como serie formal.
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Observación 2.7. Como (ver Apéndice C, Lema C.9 (i))

‹p(n!) =
+Œÿ

j=1

C
n

pj

D

= n ≠ (n0 + n1 + · · · + nk)
p ≠ 1

=∆ ‹p(n!) <
n

p ≠ 1 .

Por otro lado, notemos que para j œ Z+

n

pj
<

C
n

pj

D

+ 1 =∆
C

n

pj

D

>
n

pj
≠ 1.

Tenemos también, si p
a Æ n < p

a+1

‹p(n!) =
+Œÿ

j=1

C
n

pj

D

>

aÿ

j=1

n

pj
≠ a

= n

A
1 ≠ p

≠(a+1)

1 ≠ p≠1 ≠ 1
B

≠ a

= n

A
p

a ≠ 1
pa(p ≠ 1)

B

≠ a

= n

p ≠ 1 ≠ a ≠ np
≠a

p ≠ 1 .

Luego, si p
a Æ n < p

a+1, entonces

a log p Æ log n =∆ ≠a Ø ≠ log n

log p

y

np
≠a

< p =∆ ≠ np
≠a

p ≠ 1 > ≠ p

p ≠ 1 .

De todo lo anterior, concluimos que:

n ≠ p

p ≠ 1 ≠ log n

log p
< ‹p(n!) <

n

p ≠ 1 .

Se sigue por tanto que |xn
/n!|p ! 0 cuando n ! +Œ si |x|p < p

≠1/(p≠1) y por otro lado
|xn

/n!|p ! Œ si |x|p > p
≠1/(p≠1). Esto indica que Exp(X) tiene radio de convergencia

p
≠1/(p≠1)

< 1. Con lo cual, podemos definir una función exponencial p-ádica la cual no
tiene una región de convergencia tan grande como su análoga compleja.

Definición 2.8. Sea rp = p
≠1/(p≠1), y definamos B(0, rp) = {x œ Zp : |x|p < rp}.

Definimos la función exponencial p-ádica de x œ B(0, rp) como

expp(x) = Exp(x) =
+Œÿ

n=0

x
n

n! .
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Proposición 2.9. Si x, y œ B(0, rp) tenemos que x + y œ B(0, rp), también

expp(x · y) = expp(x) + expp(y).

Demostración. Por definición de la exponencial p-ádica, tenemos

expp(x + y) =
+Œÿ

n=0

(x + y)n

n! =
+Œÿ

n=0

1
n!

nÿ

k=0

A
n

k

B

x
n≠k

y
k

=
+Œÿ

n=0

nÿ

k=0

1
n!

n!
(n ≠ k)!k!x

n≠k
y

k

=
+Œÿ

n=0

nÿ

k=0

x
n≠k

(n ≠ k)!
y

k

k!

=
A +Œÿ

m=0

x
m

m!

B A+Œÿ

k=0

y
k

k!

B

= expp(x) · expp(y).

Observación 2.10. Notemos que e = expp(1) no está definida, pero expp(p) (expp(4)
si p = 2) si lo está. Podríamos definir e = (expp(p))1/p pero este no necesariamente
sería único.

Definición 2.11. Definimos

Log(1 + X) =
+Œÿ

n=1
(≠1)n+1 X

n

n
.

Como serie formal.

Observación 2.12. Notemos que

‹p(n) Æ log n

log p
implica que ‹p(n)

n
Æ log n

n
· 1

log p
,

entonces

‹p(n)
n

Æ C log(n1/n) �! 0,

cuando n ! +Œ, i.e., para an = (≠1)n+1
/n, tenemos

n
Ò

|an|p = p
‹p(n)/n �! 1 cuando n ! Œ.

Entonces el radio de convergencia de la serie es 1, (ver [11]. Cap. 4, Proposición 4.3.1),
esto es la serie converge si |x|p < 1.

La conclusión es que Log(1+X) define una función en el ideal pZp de los enteros
p-ádicos. Esto sugiere que deberiamos definir el logaritmo en la manera obvia.
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Definición 2.13. Sea pZp = {x œ Zp : |x|p < 1}. Definimos el logaritmo p-ádico de
x œ pZp como

logp(1 + x) = Log(1 + x) =
+Œÿ

n=1
(≠1)n+1 x

n

n
.

En este caso, la función logp se puede extender a todo C◊
p .

Proposición 2.14. Existe una única extensión de logp a todo C◊
p tal que logp(p) = 0

y logp(xy) = logp(x) + logp(y) para todo x, y œ C◊
p .

Demostración. Ver Washington [27]. Cap. 5, Proposición 5.4.

Observación 2.15. Estas dos funciones son inversas una de la otra en el conjunto
B(0, rp) µ Zp. Esto es claro como identidades de series de potencias formales. Para
probarlo rigorosamente, necesitamos hacer estimaciones de las funciones y asegurarnos
que ellas están en el dominio de definición. Por lo tanto, necesitamos mostrar que

|x|p < rp =∆ | expp(x) ≠ 1|p < 1

y

|x|p < rp =∆ | logp(1 + x)|p < rp.

Para verificar la primera desigualdad, note que ‹p(x) > 1/(p ≠ 1) implica que para
n Ø 2,

‹p

A
x

n≠1

n!

B

= (n ≠ 1)‹p(x) ≠ ‹p(n!) >
n ≠ 1
p ≠ 1 ≠ n ≠ s

p ≠ 1 = s ≠ 1
p ≠ 1 Ø 0,

donde s es la suma de los dígitos en la expansión p-ádica de n (ver Apéndice C. Lema
C.9). Así que |xn≠1

/n!|p < 1 y así |xn
/n!|p < |x|p de lo cual deducimos

| expp(x) ≠ 1|p Æ máx
nØ1

----
x

n

n!

----
p

< |x|p < rp < 1.

De modo que, logp(expp(x)), se expande como serie de potencias y tenemos permiti-
do intercambiar símbolos sumatorios para deducir que es igual a x (por series formales).

Por otro lado, para verificar la segunda desigualdad, si |x|p < rp entonces

‹p

3
(≠1)n+1 x

n

n

4
≠ ‹p(x) = (n ≠ 1)‹p(x) ≠ ‹p(n)

>
n ≠ 1
p ≠ 1 ≠ ‹p(n) = (n ≠ 1)

A
1

p ≠ 1 ≠ ‹p(n)
n ≠ 1

B

.

Si n = p
–
n1 con m.c.d(p, n1) = 1, tenemos

‹p(n)
n ≠ 1 = –

p–n1 ≠ 1 Æ –

p– ≠ 1 = –

(p ≠ 1)(p–≠1 + p–≠2 + · · · + p + 1) Æ 1
p ≠ 1 .
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) ‹p((≠1)n+1
x

n
/n) ≠ ‹p(x) > 0 para n > 1, i.e.,

----(≠1)n+1 x
n

n

----
p

< |x|p =∆
----
x

n

n

----
p

< |x|p.

Luego

| logp(1 + x)|p =
-----

+Œÿ

n=1
(≠1)n+1 x

n

n

-----
p

Æ máx
n

----
x

n

n

----
p

< |x|p < rp.

Entonces la identidad formal de la serie de potencias expp(logp(1 + x)) = 1 + x se
satisface, si |x|p < rp.

De lo anterior, podemos explícitar un resultado práctico en deducciones posteriores:

Lema 2.16. Si |x|p < p
≠1/(p≠1) entonces | logp(1 + x)|p = |x|p y si |x|p Æ p

≠1/(p≠1)

entonces | logp(1 + x)|p Æ |x|p.

Demostración. Si n < p entonces |n|p = 1, y en general |n|p Ø n
≠1, ya que al tomar

n = p
‹p(n)

m con p - m entonces n Ø p
‹p(n), por lo tanto

1
n

Æ 1
p‹p(n) = |n|p.

De manera que, si |x|p < p
≠1/(p≠1) tenemos

----
x

n

n

----
p

= |x|n≠1
p · |x|p < p

(1≠n)/(p≠1) · |x|p < |x|p si 2 Æ n < p,

y
----
x

n

n

----
p

< n · |x|n≠1
p · |x|p < n · p

(1≠n)/(p≠1) · |x|p Æ |x|p si n Ø p,

ya que np
(1≠n)/(p≠1) es decreciente para n Ø p. Debido a lo cual

|x ≠ x
2

2 + · · · |p = |x|p.

Otra propiedad deseable de estas dos funciones definidas en series de potencias sería
la continuidad, propiedad que queda establecida en el siguiente lema:

Lema 2.17. Sea f(X) = q
n anX

n una serie de potencias con coeficientes en Qp, y
sea D ™ Qp su región de convergencia, i.e., el conjunto x œ Qp para los cuales f(X)
converge. La función

f : D ! Qp,

definida por x 7! f(x) es continua en D.
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Demostración. Si D = {0}, entonces la afirmación se tiene, ya que f define una función
continua. Sea Á > 0, para x œ D con |x|p ”= 0, definimos

M = máx
n

{|anx
n|p} y ” = mı́n

I

|x|p,
Á|x|p
M

J

,

si M = 0, etonces f = 0, y la afirmación se cumple, luego podemos asumir M ”= 0. Por
otro lado, si |x ≠ y|p < ”, entonces |x ≠ y|p < |x|p, de modo que

|y|p Æ máx{|x ≠ y|p, |x|p} = |x|p,

esto es |y|p Æ |x|p, también tenemos que

|x|p Æ máx{|x ≠ y|p, |y|p} = |y|p,

ya que si el máximo fuese igual a |x ≠ y|p, entonces |x|p < |x ≠ y|p, lo cual contradice
nuestra hipótesis. De tal forma |x|p Æ |y|p que junto a lo anterior tenemos que |x|p =
|y|p. Ahora bien:

|f(x) ≠ f(y)|p =
-----
ÿ

n

an(xn ≠ y
n)

-----
p

Æ máx
n

{|an(xn ≠ y
n)|p} = máx

n

Y
_]

_[
|an|p|x ≠ y|p

------

nÿ

j=1
x

n≠j
y

j≠1

------
p

Z
_̂

_\
,

por otro lado, dado que |x|p = |y|p, siempre que |x ≠ y|p < ”, tenemos
------

nÿ

j=1
x

n≠j
y

j≠1

------
p

Æ máx
1ÆjÆn

{|xn≠j
y

j≠1|p} = máx
1ÆjÆn

{|x|n≠1
p } = |x|n≠1

p .

Por consiguiente

|f(x) ≠ f(y)|p Æ máx
n

{|an|p|x ≠ y|p|x|n≠1
p } <

”

|x|p
máx

n
{|an|p|x|np} = ”

|x|p
· M < Á.

De manera que f es continua en D.

2.2. Método de Mahler para la Interpolación p-
ádica

Si tenemos una sucesión de enteros (ak)kØ1 podemos preguntar: ¿Con qué condicio-
nes existe una función continua f : Zp ! Qp tal que f(k) = ak?

Dado que Zp es compacto (ver Apéndice C. Obs. C.25), tal función debe ser uni-
formemente continua y acotada. Por tal motivo, una condición necesaria es que para
cada m œ Z+, existe N = N(m) œ Z+ tal que

k © k
Õ (mód p

N) =∆ ak © akÕ (mód p
m). (2.2)



CAPÍTULO 2. INTERPOLACIÓN p-ÁDICA 33

Es decir, siempre que k y k
Õ sean cercanos con | · |p, entonces ak y akÕ son cercanos con

| · |p. En efecto, como f es continua, entonces dado Á > 0 existe ” > 0 tal que para
k œ Zp, si k

Õ œ Zp es tal que

|k ≠ k
Õ|p < ” =∆ |f(k) ≠ f(kÕ)|p < Á,

esto es,

p
≠‹p(k≠kÕ)

< ” =∆ p
≠‹p(ak≠akÕ )

< Á.

Tenemos que si Á = p
≠m, entonces existe ”m > 0 tal que

p
≠‹p(k≠kÕ)

< ”m =∆ p
≠‹p(ak≠akÕ )

< p
≠m

.

Por otro lado, para ese ”m > 0 existe N = N(m) œ N, tal que si n Ø N , implica que
p

≠n
< ”m, (convergencia de (p≠n)nØ1 en el valor absoluto usual). Debido a lo cual, si

‹p(k ≠ k
Õ) Ø N , es decir si k © k

Õ (mód p
N), tenemos que:

p
≠‹p(k≠kÕ) Æ p

≠N
< ”m =∆ p

≠‹p(ak≠akÕ )
< p

≠m

=∆ ‹p(ak ≠ akÕ) > m

=∆ ak © akÕ (mód p
m).

Recíprocamente, afirmamos que el problema de interpolación se reduce a verificar (2.2),
lo cual queda dicho en el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Supongamos que una sucesión de números f(k) œ Qp, k = 0, 1, 2, ...,

es acotada respecto a la norma p-ádica y satisface la siguiente condición. Para cada
número natural m, existe un natural N = N(m) tal que

k © k
Õ (mód p

N) =∆ f(k) © f(kÕ) (mód p
m). (2.3)

Entonces, existe una función continua f̂ : Zp ! Qp tal que f̂(k) = f(k).

Demostración. Definimos la función f̂ : Zp ! Qp como sigue. Sea x œ Zp, tomamos
una sucesión de enteros (ni)iØ1 tal que ni ! x en la norma p-ádica y definimos

f̂(x) = ĺım
i!Œ

f(ni).

El límite existe ya que (f(ni))iØ1 es sucesión de Cauchy respecto a | · |p. En efecto, sea
Á > 0, por propiedad arquimediana existe m œ Z+ tal que m·Á > 1 y dado que p

m
> m,

entonces p
≠m

< Á. Por otro lado, por hipótesis para este m œ Z+ existe N œ N tal
que se satisface (2.3), por tanto y dado que ni ! x en | · |p, para este N natural existe
i0 œ N tal que si i, i

Õ Ø i0 entonces |ni ≠ niÕ|p < p
≠N , esto es

p
≠‹p(ni≠niÕ )

< p
≠N

, ) ‹p(ni ≠ niÕ) > N siempre que i, i
Õ Ø i0 œ N,

i.e., ni © niÕ (mód p
N), lo cual por (2.3) implica que f(ni) © f(niÕ) (mód p

m), por lo
tanto

|f(ni) ≠ f(niÕ)|p < p
≠m

< Á siempre que i, i
Õ Ø i0 œ N.
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Más aún, si (nÕ
i)iØ1 es cualquier otra sucesión de enteros que converge a x en la norma

p-ádica, tenemos que

ĺım
i!Œ

f(ni) = ĺım
i!Œ

f(nÕ
i).

En efecto, sean

ĺım
i!Œ

f(ni) = L y ĺım
i!Œ

f(nÕ
i) = M,

sea Á > 0, análogamente al razonamiento anterior, existe m œ N tal que p
≠m

< Á, para
este m existe N = N(m) œ N tal que se satisface (2.3), para este N como ni ! x

y n
Õ
i ! x existe i0 œ N tal que si i Ø i0 entonces |ni ≠ n

Õ
i|p < p

≠N , con lo cual
‹p(ni ≠ n

Õ
i) > N , esto implica que ni © n

Õ
i (mód p

N), entonces por (2.3) tenemos que
f(ni) © f(nÕ

i) (mód p
m), i.e., ‹p(f(ni)≠f(nÕ

i)) Ø m, entonces |f(ni)≠f(nÕ
i)|p Æ p

≠m
< Á

siempre que i Ø i0 œ N.

Por otra parte, existe i1 œ N tal que si i Ø i1 entonces |f(ni) ≠ L|p < Á y también
|f(nÕ

i) ≠ M |p < Á. De lo anterior, si i Ø máx{i0, i1}, entonces

|L ≠ M |p Æ máx{|L ≠ f(ni)|p, |f(ni) ≠ f(nÕ
i)|p, |f(nÕ

i) ≠ M |p} < Á

Lo anterior demuestra que la función f̂ está bien definida. Por último probaremos la
continuidad de la función f̂ . Sea y œ Zp, debemos demostrar que

ĺım
x!y

f̂(x) = f̂(y).

Esto es, que para todo Á > 0 existe ” > 0 tal que para x œ Zp

si |x ≠ y|p < ” =∆ |f̂(x) ≠ f̂(y)|p < Á.

Sea Á > 0, luego por el mismo argumento existe m œ N tal que p
≠m

< Á. Por otro
lado, como x, y œ Zp, sean (ni)iØ1 y (mi)iØ1 sucesiones de enteros tales que ni ! x y
mi ! y en | · |p, luego para el m mencionado anteriormente existe N = N(m) œ N tal
que se satisface (2.3), entonces para este N , existe i0 œ N tal que si i Ø i0, entonces
|ni ≠ x|p < p

≠N , |mi ≠ y|p < p
≠N y si además suponemos |x ≠ y|p < p

≠N , tenemos que
si i Ø i0, entonces

|ni ≠ mi|p Æ máx{|ni ≠ x|p, |x ≠ y|p, |y ≠ mi|p} < p
≠N

,

esto es, ni © mi (mód p
N), lo cual implica por (2.3) que f(ni) © f(mi) (mód p

m), que
en terminos de la norma p-ádica queda |f(ni) ≠ f(mi)|p Æ p

≠m
< Á.

Además, existe i1 œ N tal que si i Ø i1 entonces

|f̂(x) ≠ f(ni)|p < Á y |f(mi) ≠ f̂(y)|p < Á,

por definición de f̂(x) y f̂(y). Por tanto, si i Ø máx{i0, i1} y ” = p
≠N , entonces

|f̂(x) ≠ f̂(y)|p Æ máx{|f̂(x) ≠ f(ni)|p, |f(ni) ≠ f(mi)|p, |f(mi) ≠ f̂(y)|p} < Á,

siempre que |x ≠ y|p < ”. Concluimos entonces que f̂ es continua, y así termina la
demostración.
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Observación 2.19. Como una aplicación del teorema anterior, observemos que si
n © 1 (mód p), i.e., n = 1 + qp para algún q œ Z, entonces la función f(k) = n

k, puede
ser interpolada de forma p-ádica. Para ver esto, necesitamos verficar las condiciones
del Teorema 2.18, primero notemos que f(k) œ Zp para todo k = 0, 1, 2 · · · . Luego el
conjunto de los f(k) es acotado en Qp. Por otro lado, tomemos m œ N y definamos
N = m ≠ 1 œ Z, tomando k, k

Õ œ Z, tal que si k © k
Õ (mód p

m≠1), tenemos que
k ≠ k

Õ = q0p
m≠1, notemos también que:

(1 + qp)pm≠1 © 1 (mód p
m),

en efecto, por teorema del binomio

(1 + qp)pm≠1 = 1 +
pm≠1ÿ

j=1

A
p

m≠1

j

B

(qp)j
,

ahora bien, como (ver Apéndice C, Lema C.9)

‹p

AA
p

m≠1

j

B

(qp)j

B

= (m ≠ 1) + ‹p(qj) + j ≠ ‹p(j) Ø m,

entonces

‹p((1 + qp)pm≠1 ≠ 1) Ø m.

De lo anterior,

n
(k≠kÕ) = n

q0pm≠1 = (1 + qp)q0pm≠1 © 1 (mód p
m),

por tal motivo y dado que m.c.d(n, p) = 1, n
k © n

kÕ (mód p
m). Luego por Teorema 2.18

la función f : N ! Qp tal que f(k) = n
k con m.c.d(n, p) = 1 admite una extensión

como función continua f̂ : Zp ! Qp, tal que f̂(k) = n
k.

Ahora, pasaremos a la definición de la función gamma p-ádica. Consideremos la
sucesión

ak =
Ÿ

j<k
m.c.d(j,p)=1

j,

y verificamos que las condiciones del Teorema 2.18 se cumplen. Debemos comparar la
distancia p-ádica entre ak+ps y ak, con s œ Z+. Observemos que

ak+ps =

Q

ccca
Ÿ

j<ps

m.c.d(j,p)=1

j

R

dddb

Q

ccca
Ÿ

ps<j<k+ps

m.c.d(j,p)=1

j

R

dddb ,

el primer factor es el producto de un sistema completo de residuos módulo p
s. En este

producto podemos emparejar clases residuales que sean inversas entre si, siempre que
sean distintas. Cuando la clase residual x coincide con su propia inversa módulo p

s,
tenemos que x

2 © 1 (mód p
s). Para primos impares p, las únicas soluciones de

x
2 © 1 (mód p

s) ’ s œ Z+
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son x = 1 y x = ≠1, por el Lema de Hensel (ver Lema C.27). Luego tenemos

ak+ps © ≠
Ÿ

ps<j<k+ps

m.c.d(j,p)=1

j (mód p
s)

© ≠ak (mód p
s).

Por lo tanto, si hacemos un ligero ajuste de signo en nuestra definición de los ak, po-
demos hacer interpolación p-ádica. De acuerdo a Morita (ver [21], pág 368), tenemos
la siguiente definición.

Definición 2.20. Función Gamma p-ádica. Definimos la función �p para p ”= 2,
como �p(0) = 1 y

�p(n) = (≠1)n
Ÿ

j<n
m.c.d(j,p)=1

j.

Por el cálculo hecho anteriormente notamos que:

�p(k + p
s) = (≠1)k+ps

ak+ps © (≠1)k+1+ps
ak = (≠1)1+ps�p(k) (mód p

s),

de manera que

�p(k + p
s) © �p(k) (mód p

s).

Luego del Teorema 2.18, la función �p se puede extender de manera continua a Zp.

El teorema de aproximación de Weierstrass (1885) (ver [26]), del matemático alemán
Karl Weierstrass (1815-1897), dice que una función continua en un intervalo cerrado
puede ser aproximada uniformemente por polinomios. El análogo p-ádico de este teore-
ma clásico es el teorema de Mahler (1958) (ver [17]), del también matemático alemán
Kurt Mahler (1903-1988). Este teorema plantea que para cualquier función continua
f : Zp ! Qp, existen números ck œ Qp tal que

f(x) =
+Œÿ

k=0

A
x

k

B

ck.

Por tanto la sucesión de sumas parciales de esta serie da la aproximación deseada para
f(x). Aunque claro está, para demostrar esta afirmación necesitamos formalizar ciertos
conceptos que están involucrados en ella, como por ejemplo, para qué casos ésta serie es
convergente, además de saber que significa el coeficiente binomial en cuyo argumento
aparecen números p-ádicos.

Observación 2.21. Primero hagamos una serie de observaciones referentes a análisis
combinatorio para deducir condiciones necesarias en la busqueda de nuestra objetivo,
tenemos que:

A
p

n

k

B

© 0 (mód p)
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para 1 Æ k < p
n, ya que (ver Apéndice C, Lema C.9 (iii))

‹p

AA
p

n

k

BB

= n ≠ ‹p(k) Ø 1.

De la fórmula de inversión binomial, tenemos que:

bn =
nÿ

k=0

A
n

k

B

ak, (2.4)

si y solo si

an =
nÿ

k=0

A
n

k

B

(≠1)n≠k
bk. (2.5)

En efecto, asumiendo (2.4), tenemos

b0 =
A

0
0

B

a0,

b1 =
A

1
0

B

a0 +
A

1
1

B

a1,

b2 =
A

2
0

B

a0 +
A

2
1

B

a1 +
A

2
2

B

a2,

...

bn≠1 =
A

n ≠ 1
0

B

a0 +
A

n ≠ 1
1

B

a1 + · · · +
A

n ≠ 1
n ≠ 2

B

an≠2 +
A

n ≠ 1
n ≠ 1

B

an≠1,

bn =
A

n

0

B

a0 +
A

n

1

B

a1 +
A

n

2

B

a2 +
A

n

3

B

a3 + · · · +
A

n

n ≠ 2

B

an≠2 +
A

n

n ≠ 1

B

an≠1 + an.

De lo anterior, despejando para cada bk el último término
1

k
k

2
ak = ak, y reemplazándolo

en la identidad correspondiente al término bk+1, obtenemos recursivamente:

an =
n≠1ÿ

j=0

A
n ≠ 1

j

B

(≠1)j(bn≠j ≠ bn≠j≠1),

al hacer k = n ≠ j, entonces j = n ≠ k y así

an =
1ÿ

k=n

A
n ≠ 1
n ≠ k

B

(≠1)n≠k(bk ≠ bk≠1)

=
nÿ

k=1

A
n ≠ 1
k ≠ 1

B

(≠1)n≠k(bk ≠ bk≠1).

Por último, analizando términos consecutivos k y k + 1, notamos que:

(≠1)n≠k

A
n ≠ 1
k ≠ 1

B

(bk ≠ bk≠1) + (≠1)n≠k≠1
A

n ≠ 1
k

B

(bk+1 ≠ bk)
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= (≠1)n≠k+1
A

n ≠ 1
k ≠ 1

B

bk≠1 +
C

(≠1)n≠k

A
n ≠ 1
k ≠ 1

B

+ (≠1)n≠k

A
n ≠ 1

k

BD

bk + (≠1)n≠k≠1
A

n ≠ 1
k

B

bk+1

= (≠1)n≠k+1
A

n ≠ 1
k ≠ 1

B

bk≠1 +
A

n

k

B

(≠1)n≠k
bk + (≠1)n≠k≠1

A
n ≠ 1

k

B

bk+1.

Por esta razón, y al notar que reagrupando convenientemente, obtenemos:

an = (≠1)n
b0 +

n≠1ÿ

k=1

A
n

k

B

(≠1)n≠k
bk + bn,

de manera que verificamos (2.5). Este proceso también funciona recíprocamante, luego
se demuestra la afirmación.

Fijando m œ Z+ y tomando la sucesión (ak)kØ1, donde

ak =
I

(≠1)m si k = m

0 si k ”= m.

Entonces de la fórmula de inversión binomial, se obtiene la siguiente relación de orto-
gonalidad

nÿ

k=0
(≠1)k

A
n

k

BA
k

m

B

=
I

(≠1)m si n = m

0 si n ”= m.
(2.6)

En efecto, para j Ø 0 tenemos por (2.4) que bj = (≠1)m
1

j
m

2
, en particular si 0 Æ j < m

tenemos bj = 0. Entonces de (2.5) para n œ N obtenemos:

an =
nÿ

j=0
(≠1)n≠j

A
n

j

B

bj

=
nÿ

j=m

(≠1)n+m≠j

A
n

j

BA
j

m

B

,

al hacer el cambio de variable k = n + m ≠ j, obtenemos:

an =
mÿ

k=n

(≠1)k

A
n

n + m ≠ k

BA
n + m ≠ k

m

B

,

notando que
A

n

n + m ≠ k

BA
n + m ≠ k

m

B

=
A

n

k

BA
k

m

B

para k = m, m + 1, ..., n.

tenemos que

an =
nÿ

k=m

(≠1)k

A
n

k

BA
k

m

B

=
nÿ

k=0
(≠1)k

A
n

k

BA
k

m

B

,

ya que para k < m, se tiene que
1

k
m

2
= 0. Así, por definición de la sucesión (an)nØ1

obtenemos la relación de ortogonalidad buscada.



CAPÍTULO 2. INTERPOLACIÓN p-ÁDICA 39

Si f : Zp ! Qp es continua, sea

an(f) =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

f(k), (2.7)

por (2.5), tenemos

f(n) =
nÿ

k=0

A
n

k

B

ak(f). (2.8)

Esto sugiere como podemos resolver el problema de interpolación p-ádica. Dada una
sucesión f(0), f(1), f(2), · · · , definimos an(f) como en (2.7) y tomemos la función
para x œ Zp como:

f(x) =
+Œÿ

k=0

A
x

k

B

ak(f), (2.9)

donde para x œ Zp, definimos
A

x

n

B

=
I

x(x≠1)···(x≠n+1)
n! si n Ø 1,

1 si n = 0.
(2.10)

Si podemos demostrar que esta es una serie convergente en norma p-ádica, resolvere-
mos el problema.

Observemos que la función coeficiente binomial definida en (2.10) es una función
continua en variable p-ádica y toma valores enteros para x œ Z, ya que si n ”= 0,
considerando el polinomio

Pn(X) = X(X ≠ 1) · · · (X ≠ n + 1)
n! œ Q[X],

el cual tiene grado n en la variable X, este define una función continua de Qp en si
mismo (ver Lema 2.17) y si n = 0 es una función constante. Ahora, sabemos que el
coeficiente binomial

1
m
n

2
œ Z, si m, n œ Z+. Por tanto, para – œ Z+, tenemos

Pn(–) =
A

–

n

B

œ Z.

En otras palabras la función continua Pn mapea el conjunto Z+ en Z. Por continuidad,
también mapea la clausura de Z+ en Zp a la clausura de Z en Zp. Por otro lado, como
cualquier elemento de Zp es el límite de una sucesión de enteros positivos (la suma
parcial de su representación p-ádica, ver Lema 2.2). Entonces la clausura de Z+ es
todo Zp, y concluimos que Pn mapea Zp en Zp. Esto es

-----

A
x

n

B-----
p

Æ 1 ’ x œ Zp.

Luego por la definición de f(x) (2.9), tenemos que
-----

A
x

n

B

an(f)
-----
p

Æ |an(f)|p.
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La clave en la demostración del Teorema de Mahler es mostrar que |ak(f)|p ! 0 cuan-
do k ! +Œ, siempre que las hipótesis del Teorema 2.18 se cumplan. En esencia la
demostración que presentamos sigue la dirección tomada por Bójanic, (ver [4]).

Definición 2.22. Operador Diferencia. El operador diferencia �n para n œ Z+ y
una función f está definido por

�n
f(x) =

nÿ

k=0

A
n

k

B

(≠1)n≠k
f(x + k).

Por tanto,

�f(x) = f(x + 1) ≠ f(x),
�2

f(x) = f(x + 2) ≠ 2f(x + 1) + f(x),
�3

f(x) = f(x + 3) ≠ 3f(x + 2) + 3f(x + 1) ≠ f(x),
· · · · · · · · · · · · · · ·

Proposición 2.23. �n es un operador lineal.
Demostración. Sea – escalar y f, g funciones, entonces

�n[–f(x) + g(x)] =
nÿ

k=0

A
n

k

B

(≠1)n≠k[–f(x + k) + g(x + k)]

= –

nÿ

k=0

A
n

k

B

(≠1)n≠k
f(x + k) +

nÿ

k=0

A
n

k

B

(≠1)n≠k
g(x + k)

= –�n
f(x) + �n

g(x).

Pasamos ahora, a la demostración de dos lemas de los cuales se sigue el teorema de
Mahler.

Lema 2.24. Para n œ Z+, y f función, tenemos

�n
f(x) =

mÿ

j=0

A
m

j

B

�n+j
f(x ≠ m).

Demostración. Es suficiente mostrar que

f(x) =
mÿ

j=0

A
m

j

B

�j
f(x ≠ m),

y el resultado se obtiene aplicando �n a los dos lados de la igualdad junto a la propo-
sición anterior. Notemos que

mÿ

j=0

A
m

j

B

�j
f(x ≠ m) =

mÿ

j=0

A
m

j

B jÿ

k=0

A
j

k

B

(≠1)j≠k
f(x ≠ m + k)

=
mÿ

j=0

jÿ

k=0
(≠1)j≠k

A
m

j

BA
j

k

B

f(x ≠ m + k)

=
jÿ

k=0
(≠1)≠k

f(x ≠ m + k)
mÿ

j=0
(≠1)j

A
m

j

BA
j

k

B

.
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Por la relación de ortogonalidad (2.6), la suma interna es igual a 0 a menos que k = m,
donde será igual a (≠1)m, luego

mÿ

j=0

A
m

j

B

�j
f(x ≠ m) = (≠1)≠m · f(x) · (≠1)m = f(x).

Lema 2.25. Para cualquier sucesión f(0), f(1), f(2), · · · , definimos

an(f) =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

f(k).

Entonces
mÿ

j=0

A
m

j

B

an+j(f) =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

f(k + m).

Demostración. Para m = 0 es claro. Por Lema 2.24,

�n
f(m) =

mÿ

j=0

A
m

j

B

�n+j
f(0).

Por otro lado, por definición 2.22

�n
f(m) =

nÿ

k=0

A
n

k

B

(≠1)n≠k
f(m + k),

y

�n
f(0) = an(f) =∆ �n+j

f(0) = an+j(f),

por consiguiente

�n
f(m) =

mÿ

j=0

A
m

j

B

an+j(f) y �n
f(m) =

nÿ

k=0

A
n

k

B

(≠1)n≠k
f(m + k).

Observación 2.26. El siguiente teorema es el análogo p-ádico del teorema clásico de
Weierstrass que dice que cualquier función continua en [≠1,1] puede ser uniformemente
aproximada por polinomios.

Teorema 2.27. Mahler -1958-. Sea f : Zp ! Qp función continua, y sea

an(f) =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

f(k).

Entonces an(f) ! 0 cuando n ! +Œ y por tanto la serie
+Œÿ

k=0

A
x

k

B

ak(f)

converge uniformemente en Zp. Más aún,

f(x) =
+Œÿ

k=0

A
x

k

B

ak(f). (2.11)
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Demostración. Dado que Zp es compacto y f es continua, f es uniformemente continua.
Por tanto, dado s œ Z+, existe un entero t œ Z+ tal que para x, y œ Zp,

|x ≠ y|p Æ p
≠t =∆ |f(x) ≠ f(y)|p Æ p

≠s
.

En particular,

|f(k + p
t) ≠ f(k)|p Æ p

≠s
,

para k = 0, 1, 2, · · · . También dado que f es continua en Zp y Zp es compacto, entonces
f es acotada en Zp. Sin pérdida de generalidad, supongamos que |f(x)|p Æ 1 para todo
x œ Zp, entonces |an(f)|p Æ 1 para todo n. Por Lema 2.25 y la fórmula para an(f) que
allí se presenta, tenemos:

ptÿ

j=0

A
p

t

j

B

an+j(f) =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

f(k + p
t),

luego

an+pt(f) + an(f) +
pt≠1ÿ

j=1

A
p

t

j

B

an+j(f) =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

f(k + p
t),

de manera que

an+pt(f) +
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

f(k) = ≠
pt≠1ÿ

j=1

A
p

t

j

B

an+j(f) +
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

f(k + p
t),

con lo cual

an+pt(f) = ≠
pt≠1ÿ

j=1

A
p

t

j

B

an+j(f) +
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

[f(k + p
t) ≠ f(k)].

Dado que
1

pt

j

2
© 0 (mód p) para 1 Æ j < p

t, tenemos

|an+pt(f)|p Æ máx
1Æj<pt

{p
≠1|an+j(f)|p, p

≠s} =∆ |ak(f)|p Æ p
≠1 para k Ø p

t
,

ya que |an+j(f)|p Æ 1, para 1 Æ j < p
t.

Reemplazando n por n + p
t en la penúltima desigualdad tenemos que

|an+2pt|p Æ máx
1Æj<pt

{p
≠1|an+pt+j(f)|p, p

≠s} =∆ |ak(f)|p Æ p
≠2 para k Ø 2p

t

ya que por lo anterior |an+pt+j(f)|p Æ p
≠1. Repitiendo este proceso (s ≠ 1)-veces,

tenemos que:

|ak(f)|p Æ p
≠s para k Ø sp

t
,

luego como s œ Z+ es arbitrario |ak(f)|p ! 0 cuando k ! +Œ. De modo que, la serie
+Œÿ

k=0

A
x

k

B

ak(f), con x œ Zp
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converge a f(x), ya que ambas funciones son continuas y por la fórmula de inversión
binomial para an(f) con n œ Z+, tenemos que

f(n) =
nÿ

k=0

A
n

k

B

ak(f),

esto es, ambas funciones coinciden en un subconjunto denso de Zp, además de que
-----

A
x

k

B-----
p

Æ 1 para x œ Zp.

Corolario 2.28. Sea (an)nØ1 una sucesión en Cp. Definamos

bn =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

A
n

k

B

ak.

Entonces, existe una función continua f : Zp ! Cp tal que f(n) = an si y solo si
bn ! 0 en norma p-ádica cuando n ! +Œ.

Demostración. La condición necesaria se sigue directamente del teorema anterior ha-
ciendo bn = an(f), con f(k) = ak. Recíprocamente, por la fórmula de inversión binomial
para bn, tenemos que

an =
nÿ

k=0

A
n

k

B

bk,

al definir la función f : Zp ! Cp como

f(x) =
+Œÿ

k=0

A
x

k

B

bk,

notamos que la serie converge ya que bn ! 0 en norma p-ádica y por tanto define una
función que es uniformemente continua con f(n) = an.

Planteamos a continuación en que subconjuntos de Cp se obtiene convergencia para
determinada función continua p-ádica. Bajo ciertas condiciones, es posible mostrar que
la serie anterior se extiende a una función analítica para |x|p < R con R > 1, es decir
un conjunto más grande que Zp.

Lema 2.29. Sea Pi(x) = qŒ
n=0 an,ix

n una sucesión de series de potencias que convergen
en algún subconjunto fijo D de Cp. Supongamos que para cada n, an,i ! an,0 cuando
i ! Œ y que para cada x œ D y Á > 0 existe n0 = n0(x, Á) tal que

-----
ÿ

n>n0

an,ix
n

-----
p

< Á (2.12)

uniformemente en i. Entonces ĺımi!Œ Pi(x) = P0(x) para todo x œ D.
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Demostración. Dado Á > 0 y x œ D por hipótesis existe n0 = n0(x, Á) tal que se
satisface (2.12). Entonces,

|P0(x) ≠ Pi(x)|p =
-----

+Œÿ

n=0
(an,0 ≠ an,i)xn

-----
p

=
-----

n0ÿ

n=0
(an,0 ≠ an,i)xn +

ÿ

n>n0

(an,0 ≠ an,i)xn

-----
p

Æ máx

Y
]

[

-----

n0ÿ

n=0
(an,0 ≠ an,i)xn

-----
p

,

-----
ÿ

n>n0

an,0x
n

-----
p

,

-----
ÿ

n>n0

an,ix
n

-----
p

Z
^

\

Æ máx
0ÆnÆn0

{|an,0 ≠ an,i|p|x|np , Á} = Á,

para i suficientemente grande ya que tenemos que an,i ! an,0.

Teorema 2.30. Sea r < p
≠1/(p≠1)

< 1 y para x œ Cp,

f(x) =
+Œÿ

n=0

A
x

n

B

an,

con |an|p Æ Mr
n para algún M > 0. Entonces f(x) puede ser expresada como serie de

potencias con radio de convergencia de al menos R = (rp
1/(p≠1))≠1.

Observación 2.31. Note que R > 1 luego el teorema da una región más amplia de
convergencia de de la función f definida como serie de Mahler.

Demostración. Consideremos las sumas parciales

Pi(x) =
ÿ

nÆi

A
x

n

B

an =
ÿ

nÆi

an,ix
n
.

Entonces

an,i = an
entero

n! + an+1
entero

(n + 1)! + · · · ,

por lo tanto

|an,i|p Æ máx
jØn

-----
aj

j!

-----
p

Æ máx
jØn

Mr
j
p

j/(p≠1) Æ MR
≠n

,

ya que ‹p(j!) Æ j/(p ≠ 1) (ver, Apéndice C. Lema C.7). También,

|an,i ≠ an,i+k|p =
-----ai+1

entero
(i + 1)! + · · · + ai+k

entero
(i + k)!

-----
p

Æ MR
≠(i+1) �! 0 cuando i ! +Œ.

Por consiguiente (an,i)iØ1 es una sucesión de Cauchy, definamos an,0 = ĺımi!Œ an,i,
entonces |an,0|p Æ MR

≠n. Ahora tomamos

P0(x) =
+Œÿ

n=0
an,0x

n
.
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Observemos que

ĺım sup n
Ò

|an,0|p Æ 1
R

ĺım sup n
Ô

M = 1
R

=∆ R Æ fl = 1
ĺım sup n

Ò
|an|p

.

Entonces, P0 converge para x œ Cp, con |x|p < R. Por otro lado, como los Pi son
polinomios ellos convergen en

D = {x œ Cp : |x|p < R}.

Adicionalmente, para |x|p < R, tenemos que |x|pR
≠1

< 1, por consiguiente:

|x|n+1
p R

≠n≠1
< |x|npR

≠n
, ’ n œ Z+,

de modo que
-----

ÿ

n>n0

an,ix
n

-----
p

Æ máx
n>n0

{MR
≠n|x|np} < MR

≠n0|x|n0
p �! 0

cuando n0 ! Œ uniformemente en i. Luego por el lema anterior, |P0(x) ≠ Pi(x)|p Æ Á

uniformemente para |x|p < R. De manera que f(x) es analítica en D, como se quería
demostrar.

Observación 2.32. Por el Teorema de Mahler (ver Teorema 2.27)

f(x) =
+Œÿ

n=0

A
x

n

B

an(f)

es una función continua siempre que se satisfagan las condiciones de Teorema 2.18. Si,
adicionalmente, la sucesión an = f(n) satisface las condición de crecimiento del Teo-
rema 2.30, i.e., |an|p Æ Mr

n para algún M > 0, entonces obtenemos una continuación
analítica p-ádica de f(x) a un dominio más amplio.

En el siguiente capítulo, usaremos el Teorema 2.30 para obtener una continuación
analítica p-ádica de la función zeta de Riemann y más generalmente de las funciones
L de Dirichlet.

Observación 2.33. Podemos dar ahora una aplicación a la teoría de interpolación
dada hasta el momento. Si n © 1 (mód p), como se mostró en la Observación 2.19,
la función f(m) = n

m, con m œ Z+ admite una extensión como función continua
f̂ : Zp ! Qp, tal que f̂(m) = f(m). Luego por el Teorema de Mahler (ver Teorema
2.27) tenemos que:

f̂(s) =
+Œÿ

k=0

A
s

k

B

ak(f̂), s œ Zp

donde ak(f̂) ! 0 cuando k ! Œ, siendo

ak(f̂) =
kÿ

j=0
(≠1)k≠j

A
k

j

B

f̂(j).
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Por otro lado, como f̂(m) = f(m) = n
m si m œ Z+, entonces para k œ Z+

ak(f̂) =
kÿ

j=0
(≠1)k≠j

A
k

j

B

n
j

=
kÿ

j=0
(≠1)k≠j

A
k

j

B

(1 ≠ (n ≠ 1))j

=
kÿ

j=0
(≠1)k≠j

A
k

j

B jÿ

i=0

A
j

i

B

(n ≠ 1)i

=
jÿ

i=0
(n ≠ 1)i(≠1)k

kÿ

j=0
(≠1)≠j

A
k

j

BA
j

i

B

=
jÿ

i=0
(n ≠ 1)i(≠1)k

kÿ

j=0
(≠1)j

A
k

j

BA
j

i

B

= (n ≠ 1)k

ya que por la relación de ortogonalidad (2.6), la suma interna es (≠1)k solo si i = k y
0 si i ”= k. Entonces al definir

n
s := f̂(s) =

+Œÿ

k=0

A
s

k

B

(n ≠ 1)k
, ’ s œ Zp,

Al tomar M = 1 y r = p
≠1, como n © 1 (mód p), entonces:

|(n ≠ 1)k|p Æ p
≠k = Mr

k
,

de manera que por el Teorema 2.30, n
s define una función analítica p-ádica con radio

de convergencia R = p
(p≠2)/(p≠1)

> 1, i.e., n
s está bien definida para todo s œ Cp, con

|s|p < p
(p≠2)/(p≠1).

2.3. Carácter de Teichmüller
Observación 2.34. Para simplificar notación, introducimos un parámetro q como si-
gue:

q =
I

p si p > 2,

4 si p = 2.

Sea f(X) = X
m ≠ 1 œ Zp[X], con m|(p ≠ 1). Entonces la congruencia f(X) © 0

(mód p), tiene m soluciones distintas ya que (Z/pZ)◊ es un grupo cíclico de orden
p ≠ 1 (ver [1], Teorema 10.4, cap. 10, pág. 207) y para cada una de estas soluciones,
las condiciones del Lema de Hensel (ver Apéndice C, Lema C.27) se satisfacen, luego
cada una de ellas pueden ser levantadas a Qp.

En particular, si p > 2 y m = p ≠ 1 vemos que para cada 1 Æ j Æ p ≠ 1 existe
un número Ê(j) œ Zp tal que Ê(j) © j (mód p) y Ê(j)p≠1 = 1 (Lema de Hensel),
es decir en Zp se encuentran todas las (p ≠ 1)-raíces de la unidad, más aún, estas
raíces se encuentran en Z◊

p , si p = 2, tenemos que la congruencia x
2 © 1 (mód 4)
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posee exactamente dos soluciones que pueden ser levantadas a Q2. Luego, el número
de raíces de la unidad en Qp es siempre Ï(q), dónde Ï es la función indicatriz de Euler.

El punto es que la función exponencial p-ádica expp(x) estará definida en qZp (ver
Definición 2.8) y el logaritmo p-ádico logp(x) estará definido en 1+qZp (ver Definición
2.13).

Definamos dos subconjuntos de Z◊
p :

U = {x œ Z◊
p : |x ≠ 1|p < 1},

y

U1 = {x œ Z◊
p : |x ≠ 1|p < p

≠1/(p≠1)}.

Notemos que:

Si x œ 1 + pZp, entonces x = 1 + p · a con a œ Zp, de modo que

|x ≠ 1|p = |p · a|p = |p|p|a|p Æ p
≠1

< 1,

así x œ U . Recíprocamente, si x œ U , tenemos que |x≠1|p < 1, i.e., ‹p(x≠1) > 0,
que es lo mismo que ‹p(x ≠ 1) Ø 1, con lo cual:

x © 1 (mód pZp) =∆ x ≠ 1 = p · a, con a œ Zp,

así x œ 1 + pZp. De lo anterior, U = 1 + pZp.

Si x œ U1, entonces |x≠1|p < p
≠1/(p≠1) Æ p

0 = 1, luego x œ U , i.e., U1 ™ U µ Z◊
p .

Por otro lado, si p > 2 y x œ 1 + pZp, entonces |x ≠ 1|p < 1, i.e., ‹p(x ≠ 1) Ø 1,
con lo cual:

|x ≠ 1|p = p
≠‹p(x≠1) Æ p

≠1
< p

≠1/(p≠1)
, si p > 2,

así x œ U1, de modo que por el item anterior x œ U , luego, U1 = U siempre que
p > 2.

Si p = 2, tenemos que

U1 = {x œ Z◊
2 : |x ≠ 1|2 < 2≠1},

de tal forma que si x œ U1, entonces ‹2(x ≠ 1) > 1, i.e., ‹2(x ≠ 1) Ø 2, luego:

x © 1 (mód 22Z2) ≈∆ x ≠ 1 = 4 · a, con a œ Z2,

así U1 ™ 1 + 4Z2. Recíprocamente, si x œ 1 + 4Z2, entonces, x ≠ 1 = 4 · a, con
a œ Z2, de modo que:

|x ≠ 1|2 = |4 · a|2 = |4|2|a|2 Æ |4|2 = 2≠2
< 2≠1

,

con lo cual 1 + 4Z2 ™ U1.
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Hemos probado entonces que U = 1 + pZp y U1 = 1 + qZp. En consecuencia U1 ™ U ,
además U1 = U siempre que p > 2, y de la mismas identidades tenemos que U y U1
son subgrupos de Z◊

p .

Proposición 2.35. Sean U y U1 como están definidos anteriormente, y sea:

W = {x œ Zp : |x|p < p
≠1/(p≠1)} = qZp,

considerado como grupo aditivo.

(i) El logaritmo p-ádico logp define un homomorfismo de grupos

logp : U �! Z+
p ,

cuya imagen está contenida en el ideal pZp.

(ii) El logaritmo p-ádico logp define un isomorfismo de grupos

logp : U1 �! W,

con inversa expp. En particular, U1 ≥= W ≥= Z+
p es libre de torsión.

Observación 2.36. Un grupo es libre de torsión si no existen elementos x ”= 1 tal que
x

m = 1 para algún m.

Demostración. Ver [11], Proposición 4.5.9, pág. 121.

Corolario 2.37. Para p-primo, tenemos un isomorfismo Z◊
p

≥= V ◊U1, donde U1 ≥= Z+
p

es un grupo libre de torsión y V es la parte de torsión de Z◊
p . Más aún:

(i) V es el conjunto de raíces de la unidad en Qp, el cual es subgrupo de Z◊
p , y

(ii) V ≥= (Z/qZ)◊, luego V es un grupo cíclico de orden Ï(q), donde Ï es la función
indicatriz de Euler.

Demostración. Ver [11], Corolario 4.5.10, pág 122.

Observación 2.38. Una consecuencia directa del corolario anterior, es que para un
primo p > 2, existe una inclusión

Ê : F◊
p

≥= V Ò≠æ Z◊
p ,

donde Fp es el campo con p elementos. Podemos extender Ê a Fp tomando Ê(0) = 0.
La función Ê es llamada el representante de Teichmüller, y este aparece fre-
cuentemente de muchas formas diferentes. Si componemos esta función con el mapeo
“reducción módulo p” de Z a Fp,

Z // Fp
Ê // Zp ,

obtenemos un carácter de Dirichlet con valores en Zp, el cual es usualmente llamado
el carácter de Teichmüller y se denota por Ê. Si p = 2, por el Corolario 2.37 (ii),
V ≥= (Z/4Z)◊, definimos

Ê : V ≥= (Z/4Z)◊
Ò≠æ Z◊

2 ,
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extendemos a todo Z/4Z tomando Ê(x) = 0 si m.c.d(x, 2) > 1, al componer esta
función con el mapeo “reducción módulo 4” de Z a Z/4Z,

Z // Z/4Z Ê // Z2 ,

obtenemos un carácter de Dirichlet con valores en Z2. En efecto, debemos mostrar que
para j, k œ (Z/qZ)◊ se cumple que Ê(jk) = Ê(j)Ê(k), como

Ê(j) © j (mód q) y Ê(k) © k (mód q) =∆ Ê(j)Ê(k) © jk (mód q),
Ê(j)p≠1 = 1 y Ê(k)p≠1 = 1 =∆ (Ê(j)Ê(k))p≠1 = 1, si p > 2,

Ê(j)2 = 1 y Ê(k)2 = 1 =∆ (Ê(j)Ê(k))2 = 1, si p = 2.

Por la unicidad en el Lema de Hensel Ê(jk) = Ê(j)Ê(k), si p > 2. Si p = 2 la unicidad
se establece por las dos posibilidades de solución de la congruencia x

2 © 1 (mód 4).

Como el caso del carácter de Dirichlet (ver Apéndice B, Definición B.9), vamos a
definir el carácter de Teichmüller para utilizarlo en cálculos explícitos más adelante.

Definición 2.39. Carácter de Teichmüller Para x œ Z, definamos

Ê(x) =
I

Ê(x mód p) si x ”= 0,

0 si x = 0.

Observación 2.40. Nuestro objetivo es hacer una extensión de este carácter a un sub-
conjunto de Qp, p-primo, y demostrar que cumple propiedades analíticas deseables.

Dado a œ Z◊
p por el Corolario 2.37, podemos escribir

a = Ê(a)ÈaÍ,

donde Ê es el carácter de Teichmüller y a su vez la proyección de Z◊
p sobre V y ÈaÍ es

la proyección de Z◊
p sobre U1 = 1 + qZp. Luego, como Ê(a) © a (mód q), tenemos

Ê(a)ÈaÍ © Ê(a)(mód q) =∆ ÈaÍ © 1(mód q),

ya que Ê(a) œ Z◊
p , esto es, |ÈaÍ ≠ 1|p Æ q

≠1.

Consideremos la función f(s) = ÈaÍs, con a œ Z◊
p y s œ Zp , la cual definimos:

f(s) = ÈaÍs := expp(s logpÈaÍ).

Por Lema 2.16, tenemos que:

| logpÈaÍ|p = | logp(1 + (ÈaÍ ≠ 1))|p Æ |ÈaÍ ≠ 1|p Æ q
≠1

,

la función así definida converge para |s|p < qp
≠1/(p≠1). Si s = 1 entonces ÈaÍ1 = ÈaÍ ya

que expp(logpÈaÍ) = ÈaÍ.
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Por otro lado, usando un razonamiento análogo al utilizado en la Observación 2.33,
podemos expandir en serie:

(1 + (ÈxÍ ≠ 1))s =
+Œÿ

n=0

A
s

n

B

(ÈxÍ ≠ 1)n
.

Dado que |ÈxÍ ≠ 1|p Æ q
≠1, podemos tomar r = q

≠1 y M = 1 en el Teorema 2.30. Y
concluimos que esta serie representa una función analítica con radio de convergencia
R = qp

≠1/(p≠1). De hecho

expp(s logpÈaÍ) =
+Œÿ

n=0

A
s

n

B

(ÈaÍ ≠ 1)n

ya que las funciones son analíticas en s y son iguales cuando s œ Z+. Como los
enteros positivos tienen a 0 como punto de acumulación p-ádico, las funciones deben
ser identicamente iguales.



Capítulo 3

Funciones L de Dirichlet y L
p-ádicas

En este capítulo construimos las funciones L p-ádicas interpolando valores espe-
ciales de las funciones L de Dirichlet clásicas, a saber, aquellos valores que involucran
a los números de Bernoulli. Las funciones L p-ádicas que surgen de este método son
usualmente llamadas funciones L p-ádicas analíticas, utilizando después estas funcio-
nes para lograr una nueva deducción de las congruencias de Kummer.

En el camino, omitiendo algunos detalles técnicos, tratamos la extensión analítica
de las funciones L de Dirichlet clásicas deduciendo su ecuación funcional, esto con el fin
de hacer un paralelo entre los métodos utilizados en análisis complejo y análisi p-ádico
a la hora de definir funciones analíticas en determinado conjunto de convergencia, ya
sea C o Cp.

3.1. Funciones L de Dirichlet y función zeta de Hur-
witz

De la Definición B.9, si ‰ es un carácter de Dirichlet primitivo módulo f œ Z+ (f
es conductor para ‰), extendemos ‰ a todos los números enteros por:

‰(n) =
I

‰(n mód f) si m.c.d(n, f) = 1
0 si m.c.d(n, f) ”= 1.

Definición 3.1. Para s = ‡ + it œ C, con ‡ > 1. La serie de Dirichlet asociada al
carácter de Dirichlet primitivo módulo f œ Z+, está dada por:

L(s, ‰) =
+Œÿ

n=1

‰(n)
ns

.

Notemos que si ‰ = ‰1 el carácter principal, la serie L de Dirichlet se reduce a la

51
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función zeta de Riemann (ver Apéndice A. Definición A.1), es decir:

L(s, ‰1) =
+Œÿ

n=1

‰1(n)
ns

=
+Œÿ

n=1

1
ns

= ’(s).

Para estudiar estas series L de Dirichlet introducimos la función zeta de Hurwitz:

Definición 3.2. Definimos la serie zeta de Hurwitz como

’(s, x) =
+Œÿ

n=0

1
(n + x)s

, 0 < x Æ 1.

Cuando x = 1 la serie zeta de Hurwitz se reduce a la serie zeta de Riemann,
’(s) = ’(s, 1).

Proposición 3.3. La serie ’(s, x) converge absolutamente para Re(s) > 1. La con-
vergencia es uniforme en cada semiplano Re(s) Ø 1 + –, – > 0, luego ’(s, x) es una
función analítica en el semiplano Re(s) > 1.

Demostración. Sea ‡ = Re(s), si ‡ Ø 1 + –, entonces
+Œÿ

n=1
|(n + x)≠s| =

+Œÿ

n=1
(n + x)≠‡ Æ

+Œÿ

n=1
(n + x)≠(1+–)

< +Œ,

lo anterior se cumple para todo – > 0, y procediendo de forma análoga a la prueba de
la Proposición A.2, se completa la demostración.

Observación 3.4. Históricamente, Hurwitz introdujo su función zeta con el propósito
explícito de derivar una continuación analítica para la serie L(s, ‰), observando que
esta serie se puede expresar como una combinación lineal de funciones zeta de Hurwitz.

En efecto, sea ‰ carácter de Dirichlet módulo f el conductor de ‰ y s = ‡ + it, con
‡ > 1. Reordenando los términos en la serie L(s, ‰) de acuerdo a las clases residuales
módulo f . Esto es:

n = mf + a, donde 1 Æ a Æ f y m = 0, 1, 2, · · · ,

obtenemos

L(s, ‰) =
Œÿ

n=1

‰(n)
ns

=
fÿ

a=1

Œÿ

m=0

‰(mf + a)
(mf + a)s

= 1
f s

fÿ

a=1
‰(a)

Œÿ

m=0

1
(m + a/f)s

= f
≠s

fÿ

a=1
‰(a)’(s, a/f).
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En vista de lo anterior, hemos deducido que:

L(s, ‰) = f
≠s

fÿ

a=1
‰(a)’

A

s,
a

f

B

.

Luego esta representación de L(s, ‰) como combinación lineal de funciones zeta de
Hurwitz muestra que las propiedades de las funciones L dependen de las propiedades de
’(s, a/f). Por ejemplo, de la Proposición 3.3 deducimos que L(s, ‰) define una función
analítica de s en el semiplano Re(s) > 1.

Como primer objetivo, deseamos obtener la continuación analítica de ’(s, x) más
allá de la línea ‡ = 1, la cual nos dará la continuación analítica de las funciones L de
Dirichlet. Existen varias formas de hacerlo, nosotros utilizaremos una que no involucra
integral de contorno y después describiremos otra que si involucra integral de contorno,
la cual nos proporciona nuestro segundo objetivo, obtener ecuaciones funcionales para
las funciones L(s, ‰), pues son con estas ecuaciones que usualmente se trabaja después
de realizada la continuación analítica.

3.1.1. Continuación analítica de ’(s, x) sin integral de contorno
El objetivo de esta sección es obtener el siguiente resultado:

L(1 ≠ n, ‰) = ≠Bn,‰

n
n œ Z+,

donde Bn,‰ son los números de Bernoulli generalizados presentados en el Capítulo 1.
Para esto, utilizamos las propiedades de la función zeta de Hurwitz, las cuales necesitan
de su continuación analítica.

Aunque la continuación analítica al plano complejo de una función que es holo-
morfa en una región conexa del plano, es única. Y dado que la continuación analítica
de la función zeta de Hurwitz utilizando el método clásico de la integral de contorno,
proporciona ecuaciones funcionales para las funciones L de Dirichlet. No deja de ser
interesante, ver métodos alternativos para resolver un mismo problema, pues usando
técnicas variadas, podríamos resolver cuestiones que impliquen conceptos parecidos, de
una forma que no sea la usual. Este método, es el utilizado esencialmente por Murty y
Sinha en [19].

Lema 3.5. Sea s œ C, con Re(s) > 1, entonces

log
-----

A
≠s

r

B----- Æ
rÿ

j=1
log

A

1 + |s|
j

B

π |s|M log r, r œ Z>1 y M > 0.

Demostración. Tenemos que:
-----

A
≠s

r

B----- = | ≠ s(≠s ≠ 1)(≠s ≠ 2) · · · (≠s ≠ r + 1)|
|1 · 2 · 3 · · · (r ≠ 1) · r| =

----
s

r

---- ·
----
s + 1

1

---- ·
----
s + 2

2

---- · · ·
-----
s + (r ≠ 1)

r ≠ 1

----- ,
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entonces

log
-----

A
≠s

r

B----- = log
----1 + s

1

---- + log
----1 + s

2

---- + · · · + log
----1 + s

r ≠ 1

---- + log
----
s

r

----

Æ log(1 + |s|) + log
A

1 + |s|
2

B

+ · · · + log
A

1 + |s|
r ≠ 1

B

+ log
A

|s|
r

B

Æ
rÿ

j=1
log

A

1 + |s|
j

B

< |s|
rÿ

j=1

1
j

= |s|
Q

a≠ log r +
rÿ

j=1

1
j

+ log r

R

b

Æ |s| + |s| log r,

el último paso en la desigualdad anterior debido a la definición de la constante de
Euler-Mascheroni (ver [1], pág. 53), a saber:

“ = ĺım
r!Œ

Q

a≠ log r +
rÿ

j=1

1
j

R

b < 1.

Luego al tomar M0 > 0 tal que M0 log r > 1, el teorema queda demostrado al elegir
M = M0 + 1.

Teorema 3.6. La serie ’(s, x), con 0 < x Æ 1, define una función meromorfa en C
con polo simple en s = 1.

Demostración. Como para x = 1, la función zeta de Hurwitz es igual a la función zeta
de Riemann, por Proposición A.11, esta define una función meromorfa con polo simple
en s = 1. Podemos considerar entonces 0 < x < 1, por otra parte notando que:

’(s, x) = x
≠s +

+Œÿ

n=1

1
(n + x)s

y ’(s) =
+Œÿ

n=1

1
ns

obtenemos

≠x
≠s + ’(s, x) ≠ ’(s) =

+Œÿ

n=1

A
1

(n + x)s
≠ 1

ns

B

. (3.1)

Por otro lado, como

1
(n + x)s

≠ 1
ns

= 1
ns

C3
1 + x

n

4≠s

≠ 1
D

,

entonces para n œ Z+, se cumple que |x/n| < 1, así por teorema del binomio
3

1 + x

n

4≠s

=
+Œÿ

r=0

A
≠s

r

B
x

r

nr
,

luego

1
ns

C3
1 + x

n

4≠s

≠ 1
D

= 1
ns

+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B
x

r

nr
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reemplazando en (3.1):
+Œÿ

n=1

A
1

(n + x)s
≠ 1

ns

B

=
+Œÿ

n=1

C
1
ns

+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B
x

r

nr

D

=
+Œÿ

r=1

+Œÿ

n=1

CA
≠s

r

B
x

r

ns+r

D

=
+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B

x
r

+Œÿ

n=1

1
ns+r

=
+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B

x
r
’(s + r).

Hemos deducido que:

≠ 1
xs

+ ’(s, x) ≠ ’(s) =
+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B

’(s + r)xr
, (3.2)

con Re(s) > 1. De hecho, como la función zeta de Riemann ’(s) posee una extensión
meromorfa a C con polo en s = 1, si Re(s) > 0 entonces Re(s + r) =Re(s) + r > 1,
luego la serie de la derecha en (3.2) converge absolutamente en el semiplano Re(s) > 0.
En efecto, para r suficientemente grande |’(s + r)| < C, con C > 0, aplicando el test
de la raíz junto al Lema 3.5, tenemos que:

-----

A
≠s

r

B

’(s + r)xr

-----

1/r

< C
1/r

-----

A
≠s

r

B-----

1/r

π
1
Ce

M |s|
21/r

r
1/r �! 1,

cuando r ! Œ. Por tanto ’(s, x) posee un polo en s = 1 ya que ’(s) cuenta con uno allí
y es meromorfa en el semiplano Re(s) > 0. Procediendo inductivamente para N œ Z+,
tenemos que:

+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B

’(s + r)xr =
Nÿ

r=1

A
≠s

r

B

’(s + r)xr +
+Œÿ

r=N+1

A
≠s

r

B

’(s + r)xr
.

Si Re(s) > ≠N , entonces Re(s + r) > 1 para los r > N enteros, luego la segunda serie
de la parte derecha converge absolutamente en esta región. Por otro lado
A

≠s

r

B

’(s + r)xr = (≠1)r

r! s(s + 1)(s + 2) · · · (s + r ≠ 1)’(s + r)xr con r = 1, 2, · · · , N.

Entonces, si Re(s) > ≠N , la función ’(s + r) posee un polo en s = 1 ≠ r que se cancela
con la multiplicación por el coeficiente binomial

1
≠s
r

2
. Con lo cual, la primera suma

del lado derecho define una función meromorfa en el semiplano Re(s) > ≠N . Como
N œ Z+ es arbitrario, tenemos que la función

’(s, x) = x
≠s + ’(s) +

+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B

’(s + r)xr

define una función meromorfa en C con polo en s = 1. Por último, probemos que este
polo es simple, en efecto

ĺım
s!1

(s ≠ 1)’(s, x) = ĺım
s!1

(s ≠ 1)x≠s + ĺım
s!1

(s ≠ 1)’(s) + ĺım
s!1

(s ≠ 1)
+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B

’(s + r)xr = 1.
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Consideramos ahora, un análogo para la función zeta de Hurwitz, de la relación
entre los números de Bernoulli y la función zeta de Riemman, a saber:

’(1 ≠ k) = ≠Bk

k
k > 1.

Proposición 3.7. Para k Ø 2 se cumple

’(1 ≠ k, x) = ≠Bk(x)
k

, 0 < x Æ 1,

donde Bk(x) es el k-ésimo polinomio de Bernoulli.
Demostración. Por el teorema anterior tenemos que para s œ C ≠ {1}

≠ 1
xs

+ ’(s, x) ≠ ’(s) =
+Œÿ

r=1

A
≠s

r

B

’(s + r)xr (3.3)

=
+Œÿ

r=1

(≠1)r

r! s(s + 1) · · · (s + r ≠ 1)’(s + r)xr
, (3.4)

Si s = 1 ≠ k, tenemos para r > k que los términos de la serie son iguales a cero, ya que
’(1 ≠ k + r) es analítica y el coeficiente binomial

1
k≠1

r

2
= 0.

Para r = k, notamos que ’(1 ≠ k + r) posee un polo simple, luego al hacer variar r

tenemos:
ĺım
r!k

(r ≠ k)’(1 ≠ k + r) = 1,

esto implica que

ĺım
r!k

(≠1)r

r! (1 ≠ r)(2 ≠ r) · · · (r ≠ 1 ≠ k)(r ≠ k)’(1 ≠ k + r)

= (≠1)k

k! · (≠1)k≠1 · (k ≠ 1)(k ≠ 2) · · · 1 · ĺım
r!k

(r ≠ k)’(1 ≠ k + r)

= ≠(k ≠ 1)!
k! = ≠1

k
,

luego al tomar el límite s ! (1 ≠ k) en (3.3), tenemos que:

≠ 1
x1≠k

+ ’(1 ≠ k, x) ≠ ’(1 ≠ k) = ≠x
k

k
+

k≠1ÿ

r=1

A
k ≠ 1

r

B

’(1 ≠ k + r)xr
.

Por lo tanto

’(1 ≠ k, x) = x
k≠1 + ’(1 ≠ k) ≠ x

k

k
+

k≠1ÿ

r=1

A
k ≠ 1

r

B

’(1 ≠ k + r)xr

= x
k≠1 ≠ Bk

k
≠ x

k

k
≠

k≠2ÿ

r=1

A
k ≠ 1

r

B
Bk≠r

k ≠ r
x

r + ’(0)xk≠1

= x
k≠1

2 ≠ Bk

k
≠ x

k

k
≠ 1

k

k≠2ÿ

r=1

A
k

r

B

Bk≠rx
r

= ≠1
k

kB1x
k≠1 ≠ 1

k
Bkx

0 ≠ 1
k

B0x
k ≠ 1

k

k≠2ÿ

r=1

A
k

r

B

Bk≠rx
r

= ≠1
k

kÿ

r=0

A
k

r

B

Bk≠rx
r = ≠Bk(x)

k
.
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Dónde hemos utilizado los hechos

’(1 ≠ k) = ≠Bk

k
’ k Ø 2, B0 = 1, y ’(0) = B1 = ≠1

2

Teorema 3.8. Para el carácter principal ‰1 módulo f , la serie L(s, ‰1) define una
función meromorfa en C con polo en s = 1 y residuo Ï(f)/f . Si ‰ ”= ‰1, entonces
L(s, ‰) define una función entera.
Demostración. Por Observación 3.4 sabemos que

L(s, ‰) = f
≠s

fÿ

b=1
‰(b)’(z, b/f)

De esta combinación lineal se sigue la continuación analítica para L(s, ‰) por la pro-
posición anterior. Más aún, sabemos por Apéndice B, Teorema B.13 (iii) que:

ÿ

b (mód f)
‰(b) =

I
Ï(f) si ‰ = ‰1,
0 si ‰ ”= ‰1.

Dado que ’(s, b/f) posee un polo simple en s = 1 con residuo 1, la función ‰(b)’(s, b/f)
posee un polo simple en s = 1 con residuo ‰(b). De modo que:

Ress=1L(s, ‰) = ĺım
s!1

(s ≠ 1)L(s, ‰)

= ĺım
s!1

(s ≠ 1)f≠s
ÿ

b (mód f)
‰(b)’(s, b/f)

=
ÿ

b (mód f)
ĺım
s!1

‰(b)f≠s(s ≠ 1)’(s, b/f)

=
ÿ

b (mód f)
‰(b)f≠1

= 1
f

fÿ

b=1
‰(b).

Lo cual implica cada uno de los enunciados del teorema.

Corolario 3.9. Para ‰ carácter de Dirichlet de conductor f , se cumple que

L(1 ≠ n, ‰) = ≠Bn,‰

n
, ’ n Ø 1.

Demostración. Para n Ø 1, haciendo s = 1 ≠ n obtenemos

L(1 ≠ n, ‰) = f
n≠1

fÿ

b=1
‰(b)’(1 ≠ n, b/f)

= f
n≠1

fÿ

b=1
≠‰(b)Bn(b/f)

n

= ≠f
n≠1

n

fÿ

b=1
‰(b)Bn(b/f)

= ≠Bn,‰

n
.

Donde hemos aplicado el Teorema 1.15.
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Figura 3.1: Contorno C de Integración

La importancia de la ecuación que aparece en el Corolario 3.9, donde aparecen
los valores que toman las funciones L de Dirichlet en los enteros negativos, los cuales
involucran a los números generalizados de Bernoulli, radica en el hecho, que son preci-
samente estos valores los que van a ser interpolados con el objetivo de crear funciones
L p-ádicas que coincidan con estos valores en los enteros negativos. Objetivo, que se
cumple parcialmente y del cual nos daremos cuenta un poco más adelante.

3.1.2. Fórmula de Hurwitz para ’(s, x) y Ecuación funcional
para las funciones L

Como ya advertimos anteriormente, la continuación analítica de la función zeta de
Hurwitz proporciona la continuación analítica de las funciones L de Dirichlet. Más aún,
en el momento de construir funciones L p-ádicas haremos uso de un análogo p-ádico
de esta función Zeta de Hurwitz, que además, nos permite determinar ciertos valores
especiales de las funciones L de Dirichlet. Y son precisamente estos valores, que ahora
caracterizamos de un modo más detallado, haciendo uso de la ecuación funcional de
las funciones L, y del hecho de no nulidad de estas cuando Re(s) > 1.

Para extender ’(s, x) más allá de la línea ‡ = 1 de manera clásica, se deriva una
representación de esta función en términos de una integral de contorno. El contorno
C (Figura. 3.1) es un lazo al rededor del eje negativo real, el cual esta compuesto de
tres partes C1, C2, y C3. C2 es un círculo orientado positivamente de radio 0 < c < 2fi

al rededor del origen, y C1, C3 son los caminos inferior y superior de una “cortadura”
en el plano complejo a lo largo del eje negativo real. Esto significa que usaremos la
parametrización z = re

≠fii en C1 y z = re
fii en C3 donde r varía de c hasta Œ.

No presentaremos la extensión analítica utilizando el método de la integral de con-
torno, pero si utilizaremos algunos teoremas que involucran esta continuación para
deducir la fórmula de Hurwitz de la función ’(s, x), que nos proporcionará la ecuación
funcional de la funciones L de Dirichlet que buscamos.
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Teorema 3.10. Si 0 < a Æ 1, la función definida por la integral de contorno:

I(s, a) = 1
2fii

⁄

C

z
s≠1

e
az

1 ≠ ez
dz, (3.5)

es una función entera de s.

Demostración. Aquí z
s es igual a r

s
e

≠fiis en C1 e igual a r
s
e

fiis en C3. Consideramos
un disco compacto arbitrario |s| Æ M , y probaremos que las integrales a lo largo de C1
y C3 converge uniformemente en cada uno de tales discos. Dado que el integrando es
una función entera de s, esto probará que I(s, a) es entera.

A lo largo de C1 tenemos, para r Ø 1:

|zs≠1| = r
‡≠1|e≠fii(‡≠1+it)| = r

‡≠1
e

fit Æ r
M≠1

e
fiM

,

ya que |s| Æ M . Similarmente, a lo largo de C3 tenemos que para r Ø 1:

|zs≠1| = r
‡≠1|efii(‡≠1+it)| = r

‡≠1
e

≠fit Æ r
M≠1

e
fiM

.

Por tal motivo, en C1 o C3, tenemos para r Ø 1:
-----
z

s≠1
e

az

1 ≠ ez

----- Æ r
M≠1

e
fiM

e
≠ar

1 ≠ e≠r
= r

M≠1
e

fiM
e

(1≠a)r

er ≠ 1 ,

ahora, como e
r ≠ 1 > e

r
/2 cuando r > log 2, en efecto:

e
r

> e
log 2 = 2 =∆ e

r

2 > 1, i.e., ≠e
r

2 < ≠1 ) e
r

2 < e
r ≠ 1,

luego el integrando esta acotado por Ar
M≠1

e
≠ar donde A es una constante dependiendo

de M pero no de r, en efecto:

r
M≠1

e
fiM

e
(1≠a)r

er ≠ 1 <
r

M≠1
e

fiM
e

r
e

≠ar

er/2 = 2e
fiM

r
M≠1

e
≠ar

, tomando A = 2e
fiM

.

Dado que
⁄ Œ

c
r

M≠1
e

≠ar
dr < +Œ, siempre que c > 0,

esto muestra que las integrales a lo largo de C1 y C2 convergen uniformemente en cada
disco compacto |s| Æ M , de manera que I(s, a) es una función entera de s.

Observación 3.11. La continuación analítica de la función zeta de Hurwitz utilizando
integral de contorno, depende de la ecuación (ver [1], Teorema 12.3, p. 253)

’(s, a) = �(1 ≠ s)I(s, a) si ‡ > 1 y 0 < a Æ 1. (3.6)

Luego, como I(s, a) es entera, la ecuación (3.6) define la continuación analítica de
’(s, a) para ‡ Æ 1, (ver [1], Teorema 12.4, p. 255) haciendo uso de una ecuación inte-
gral.
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Figura 3.2: Contorno de Integración C(N)

Lema 3.12. Sea S(r) la región que queda cuando removemos del plano complejo todos
los discos abiertos de radio r, 0 < r < fi, con centros en z = 2nfii, n = 0, ±1, ±2, · · · .

Entonces si 0 < a Æ 1 la función

g(z) = e
az

1 ≠ ez

es acotada en S(r). (La cota depende de r).

Demostración. ver [1], Lema 1. p. 256.

Definición 3.13. Sea x œ R y s = ‡ + it, con ‡ > 1, definimos la función zeta
periódica, como sigue:

F (x, s) =
Œÿ

n=1

e
2fiinx

ns
.

Esta función es periódica de periodo 1 con respecto a x, y además F (1, s) = ’(s).
También la función zeta periódica converge absolutamente para ‡ > 1. Si x no es en-
tero, la serie converge (condicionalmente) para ‡ > 0 ya que para cada x fijo no entero
los coeficientes poseen sumas parciales acotadas (ver [1], p. 257).

Teorema 3.14. Fórmula de Hurwitz. Si 0 < a Æ 1 y ‡ > 1 tenemos

’(1 ≠ s, a) = �(s)
(2fi)s

Ë
e

≠fiis/2
F (a, s) + e

fiis/2
F (≠a, s)

È
.

si a ”= 1 esta representación es válida también para ‡ > 0.
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Demostración. Consideremos la función

IN(s, a) = 1
2fii

⁄

C(N)

z
s≠1

e
az

1 ≠ ez
dz,

donde C(N) es el contorno de la Figura 3.2, N œ Z.

Primero probaremos que

ĺım
N!Œ

IN(s, a) = I(s, a), si ‡ > 0,

donde I(s, a) es la función entera del Teorema 3.10. De manera que, mostraremos que
la integral a lo largo del círculo exterior tiende a cero cuando N ! Œ.

En el círculo exterior tenemos z = Re
i◊, ≠fi Æ ◊ Æ fi, con R = (2N + 1)fi, por lo

tanto

|zs≠1| = |Rs≠1
e

i◊(s≠1)| = R
‡≠1

e
≠t◊ Æ R

‡≠1
e

fi|t|
.

Como el círculo exterior está dentro del conjunto S(r) del Lema 3.12, el integrando
está acotado por Ae

fi|t|
R

‡≠1, donde A es la cota para |g(z)| del Lema 3.12, luego
-----

⁄

C(N)
z

s≠1
g(z)dz

----- Æ
⁄

C(N)
|zs≠1||g(z)|dz Æ AR

‡≠1
e

fi|t|
⁄ fi

≠fi
d◊ = 2fiAe

fi|t|
R

‡
,

y este último tiende a cero cuando R ! Œ si ‡ < 0. Por consiguiente, reemplazando
s por 1 ≠ s vemos que

ĺım
N!Œ

IN(1 ≠ s, a) = I(1 ≠ s, a), si ‡ > 1. (3.7)

Ahora calculamos IN(1 ≠ s, a) explícitamente por el Teorema del Residuo de Cauchy

IN(1 ≠ s, a) = ≠
Nÿ

n=≠N
n”=0

R(n) =
Nÿ

n=1
[R(n) + R(≠n)],

donde

R(n) = Resz=2fini

A
z

≠s
e

az

1 ≠ ez

B

.

Ahora bien,

R(n) = ĺım
z!2nfii

(z ≠ 2nfii)z
≠s

e
az

1 ≠ ez
= e

2nfiia

(2nfii)s
ĺım

z!2nfii

z ≠ 2nfii

1 ≠ ez
= ≠ e

2nfiia

(2nfii)s
.

De manera que

IN(1 ≠ s, a) =
Nÿ

n=1

e
2finia

(2nfii)s
+

Nÿ

n=1

e
≠2finia

(≠2nfii)s
,

y como i
≠s = e

≠fiis/2 e (≠i)≠s = e
fiis/2, luego:

IN(1 ≠ s, a) = e
≠fiis/2

(2fi)s

Nÿ

n=1

e
2nfiia

ns
+ e

fiis/2

(2fi)s

Nÿ

n=1

e
≠2nfiia

ns
.
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Tomando N ! Œ y usando (3.7) obtenemos:

I(1 ≠ s, a) = e
≠fiis/2

(2fi)s
F (a, s) + e

fiis/2

(2fi)s
F (≠a, s).

Por lo tanto

’(1 ≠ s, a) = �(s)I(1 ≠ s, a) = �(s)
(2fi)s

Ë
e

≠fiis/2
F (a, s) + e

fiis/2
F (≠a, s)

È
.

A partir de la fórmula de Hurwitz podemos deducir una ecuación funcional para la
función zeta de Hurwitz.

Teorema 3.15. Si h y k son enteros, con 1 Æ h Æ k, entonces para todo s tenemos

’(1 ≠ s, h/k) = 2�(s)
(2fik)s

kÿ

r=1
cos

A
fis

2 ≠ 2firh

k

B

’(s, r/k) (3.8)

Demostración. Análogamente a lo hecho en la Observación 3.4, la función F (x, s) se
puede expresar como una combinación lineal de funciones zeta de Hurwitz cuando
x œ Q. De hecho, si x = h/k, podemos reordenar los términos de la función zeta
periódica en la Definición 3.13 con respecto a sus clases módulo k, escribiendo:

n = qk + r, donde 1 Æ r Æ k y q = 0, 1, 2, · · · .

Como resultado, para ‡ > 1:

F

A
h

k
, s

B

=
Œÿ

n=1

e
2fiinh/k

ns

=
kÿ

r=1

Œÿ

q=0

e
2fiirh/k

(qk + r)s

= 1
ks

kÿ

r=1
e

2fiirh/k
Œÿ

q=0

1
(q + r/k)s

= k
≠s

kÿ

r=1
e

2fiirh/k
’(s, r/k).

De manera que, tomando a = r/k en la fórmula de Hurwitz (ver Teorema 3.14) obte-
nemos:

’

A

1 ≠ s,
h

k

B

= �(s)
(2fi)s

Ë
e

≠fiis/2
F (h/k, s) + e

fiis/2
F (≠h/k, s)

È

= �(s)
(2fi)s

C

e
≠fiis/2

k
≠s

kÿ

r=1
e

2fiirh/k
’(s, r/k) + e

fiis/2
k

≠s
kÿ

r=1
e

≠2fiirh/h
’(s, r/k)

D

= �(s)
(2fik)s

kÿ

r=1

1
e

≠fiis/2
e

2fiirh/k + e
fiis/2

e
≠2fiirh/k

2
’(s, r/k)

= �(s)
(2fik)s

kÿ

r=1

3
e

≠(fis
2 ≠ 2fir.h

k )i + e
(fis

2 ≠ 2firh
k )i

4
’(s, r/k)

= 2�(s)
(2fik)s

kÿ

r=1
cos

A
fis

2 ≠ 2firh

k

B

’(s, r/k).



CAPÍTULO 3. FUNCIONES L DE DIRICHLET Y L p-ÁDICAS 63

Lo cual prueba (3.8) para ‡ > 1. La conclusión del teorema se tiene para todo s por
continuación analítica.

Observación 3.16. Notemos que si hacemos h = k = 1, solo hay un término en (3.8)
y obtenemos ecuación funcional para la función zeta de Riemann del Lema 1.7, a saber:

’(1 ≠ s) = 2�(s)
(2fi)s

cos
3

fis

2

4
’(s).

La principal razón histórica del estudio de las funciones L, es la extracción de in-
formación aritmética que estas poseen con respecto a los números primos, debido a la
conocida representación de las funciones L de Dirichlet como productos de Euler:

Teorema 3.17. Sea ‰ carácter de Dirichlet, para ‡ > 1, tenemos

L(s, ‰) =
Œÿ

n=1

‰(n)
ns

=
Ÿ

p

1
1 ≠ ‰(p)p≠s

(3.9)

Demostración. Esta es la generalización del mismo resultado para la función zeta de
Riemann, mostrado en la Proposición A.3. Procediendo análogamente se obtiene para
las funciones L de Dirichlet (ver [1], Teorema 11.6, p. 230).

El Teorema 3.17 asegura entre otras cosas que L(s, ‰) ”= 0 para Re(s) > 1. Tam-
bién lo utilizamos, para saber que en la deducción de una ecuación funcional de las
funciones L de Dirichlet, es suficiente considerar solo los caracteres primitivos módulo
el conductor del carácter.

Teorema 3.18. Sea ‰ carácter de Dirichlet módulo k, sea d cualquier módulo inductor,
y escribimos: (ver Apéndice B, Teorema B.22)

‰(n) = Â(n)‰1(n),

donde Â es un carácter módulo d y ‰1 es el carácter principal módulo k. Entonces para
todo s tenemos

L(s, ‰) = L(s, Â)
Ÿ

p|k

A

1 ≠ Â(p)
ps

B

.

Demostración. Pimero tomemos ‡ > 1 y usemos el producto de Euler (ver Teorema
3.17)

L(s, ‰) =
Ÿ

p

A
1

1 ≠ ‰(p)p≠s

B

.
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Dado que ‰(p) = Â(p)‰1(p), y como ‰1(p) = 0 si p|k y ‰1(p) = 1 si p - k, encontramos
que:

L(s, ‰) =
Ÿ

p-k

A
1

1 ≠ Â(p)p≠s

B

=
Ÿ

p

A
1

1 ≠ Â(p)p≠s

B

·
Ÿ

p|k

1
1 ≠ Â(p)p≠s

2

= L(s, Â)
Ÿ

p|k

A

1 ≠ Â(p)
ps

B

.

Esto prueba el teorema para ‡ > 1 y lo extendemos a todo s por continuación analítica.

Observación 3.19. Si tomamos d en el teorema anterior como el conductor de ‰,
entonces Â es un carácter primitivo módulo d. Esto muestra que cada serie L, L(s, ‰),
es igual a una serie L, L(s, Â), de un carácter primitivo, multiplicado por un número
finito de factores.

Definición 3.20. Definimos la suma de Gauss como:

·(‰) =
fÿ

b=1
‰(b)e2fiib/f

.

Teorema 3.21. Sea ‰ carácter primitivo módulo f > 1. Entonces para ‡ > 1, tenemos:

·(‰)L(s, ‰) =
fÿ

a=1
‰(a)F (a/f, s). (3.10)

Demostración. Tomando x = a/f en la función zeta periódica (ver Definición 3.13),
luego multiplicando por ‰(a) y sumando en a obtenemos:

fÿ

a=1
‰(a)F

A
a

f
, s

B

=
fÿ

a=1

Œÿ

n=1
‰(a)e

2fiina/f

ns

=
Œÿ

n=1

1
ns

fÿ

a=1
‰(a)e2fiina/f

.

Por otro lado, si m.c.d(n, f) > 1 concluimos que: (ver [1],Teorema 8.15(a), p.168)

fÿ

a=1
‰(a)e2fiina/f = 0.

Por esta razón, basta considerar los casos donde m.c.d(n, f) = 1, luego:

fÿ

a=1
‰(a)e2fiina/f = ‰(n)·(‰),
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en efecto, como n y f son primos relativos, los números na recorren un sistema completo
de residuos módulo f con 1 Æ a Æ f . También |‰(n)|2 = ‰(n)‰(n) = 1, luego:

‰(a) = ‰(n)‰(n)‰(a) = ‰(n)‰(na).

De manera que:
fÿ

a=1
‰(a)e2fiina/f = ‰(n)

ÿ

a (mód f)
‰(na)e2fiina/f

= ‰(n)
ÿ

m (mód f)
‰(m)e2fiim/f

= ‰(n)·(‰).

De lo anterior, tenemos que:
fÿ

a=1
‰(a)F

A
a

f
, s

B

= ·(‰)
Œÿ

n=1

‰(n)
ns

= ·(‰)L(s, ‰).

A continuación pasamos a deducir la ecuación funcional para las funciones L de
Dirichlet a partir de la fórmula de Hurwitz.

Teorema 3.22. Sea ‰ un carácter de Dirichlet módulo f entonces para todo s tenemos
la siguiente ecuación funcional para las funciones L de Dirichlet

L(1 ≠ s, ‰) = f
s≠1�(s)
(2fi)s

Ë
e

≠fiis/2 + ‰(≠1)efiis/2
È

·(‰)L(s, ‰) (3.11)

Demostración. Tomamos a = k/f en la fórmula de Hurwitz (ver Teorema 3.14), luego
multiplicando por ‰(k) y sumando en k, tenemos:

fÿ

k=1
‰(k)’

A

1 ≠ s,
k

f

B

= �(s)
(2fi)s

S

Ue
≠fiis/2

fÿ

k=1
‰(k)F

A
k

f
, s

B

+ e
fiis/2

fÿ

k=1
‰(k)F

A

≠k

f
, s

BT

V .

Dado que F (x, s) es periódica en x con periodo 1 y ‰(k) = ‰(≠1)‰(≠k), podemos
escribir

fÿ

k=1
‰(k)F

A

≠k

f
, s

B

= ‰(≠1)
fÿ

k=1
‰(≠k)F

A

≠k

f
, s

B

= ‰(≠1)
fÿ

k=1
‰(f ≠ k)F

A
f ≠ k

f
, s

B

= ‰(≠1)
fÿ

k=1
‰(k)F

A
k

f
, s

B

.

De manera que, al reemplazar en la ecuación anterior, tenemos:
fÿ

k=1
‰(k)’

A

1 ≠ s,
k

f

B

= �(s)
(2fi)s

Ë
e

≠fiis/2 + ‰(≠1)efiis/2
È fÿ

k=1
‰(k)F

A
k

f
, s

B

,

al multiplicar ambos lados de la igualdad por f
s≠1 de la Observación 3.4 y usando

(3.10), obtenemos el teorema.
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Corolario 3.23. Si ‰(≠1) = 1, i.e., ‰ es carácter par, entonces:

L(1 ≠ s, ‰) = 2
f

A
f

2fi

Bs

·(‰) cos
3

fis

2

4
�(s)L(s, ‰). (3.12)

Si ‰(≠1) = ≠1, i.e., ‰ es carácter impar, entonces:

L(1 ≠ s, ‰) = ≠2i

f

A
f

2fi

Bs

·(‰) sin
3

fis

2

4
�(s)L(s, ‰). (3.13)

Demostración. Ambas ecuaciones provienen de reemplazar en la ecuación funcional
(3.11) por:

cos
3

fis

2

4
= e

ifis + e
≠ifis

2 ó sin
3

fis

2

4
= e

ifis/2 ≠ e
≠ifis/2

2i
,

según sea el caso.

Observación 3.24. Tomemos ‰ carácter primitivo, luego del Corolario 3.9, sabemos
que:

L(1 ≠ n, ‰) = ≠Bn,‰

n
, ’ n Ø 1.

Por otra parte, del Teorema 1.20, se sabe que:

(≠1)n
Bn,‰ = ‰(≠1)Bn,‰.

De manera que

L(1 ≠ n, ‰) = (≠1)n
‰(≠1)L(1 ≠ n, ‰),

Por lo tanto, si ‰ y n poseen paridades opuestas, entonces L(1 ≠ n, ‰) = 0. Si ‰ y n

poseen la misma paridad, del Corolario 3.23, tenemos para n œ Z+, que

|·(‰)| · |L(n, ‰)| = f

2

A
2fi

f

Bn ----
Bn,‰

n!

---- ,

y como ·(‰) ”= 0 (ver [1], Teorema 8.15 (c), p. 168) y L(n, ‰) ”= 0 para n Ø 1 por su
representación como producto de Euler (ver Teorema 3.17), se sigue que Bn,‰ ”= 0 en
este caso. Hemos demostrado entonces la siguiente proposición:

Proposición 3.25. Sea ‰ carácter de Dirichlet primitivo, de conductor f > 1. Enton-
ces si n Ø 1:

L(1 ≠ n, ‰) ”= 0 ≈∆ ‰(≠1) = (≠1)n
,

esto es, L(1 ≠ n, ‰) ”= 0 si y solo si ‰ y n tienen la misma paridad.
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3.2. Funciones L p-ádicas y función zeta de Hurwitz
p-ádica

De la Observación 3.4, sabemos que las funciones L de Dirichlet pueden ser escritas
como una combinación lineal de funciones zeta de Hurwitz, a saber:

L(s, ‰) =
fÿ

b=1
‰(b)H(s, b, f),

donde ‰ es carácter de Dirichlet con conductor f > 1 y donde hemos definido la función:

H(s, b, f) = f
≠s

’

A

s,
b

f

B

, 1 Æ b Æ f.

La idea es definir un análogo p-ádico a la función zeta de Hurwitz, digamos Hp(s, b, f),
con s variable p-ádica tal que esta función como en el caso clásico, nos permita expresar
una función Lp(s, ‰) en variable p-ádica como combinación lineal de estas funciones zeta
de Hurwitz p-ádicas, es decir, que tenga la forma:

Lp(s, ‰) =
fÿ

b=1
‰(b)Hp(s, b, f).

Podemos sugerir a partir de ciertas observaciones, como podriamos formalizar la
idea dada anteriormente. Recordemos que del Teorema 1.15, tenemos que:

Bn,‰ = f
n≠1

fÿ

b=1
‰(b)Bn(b/f),

donde ‰ es carácter de Dirichlet con conductor f > 1 y Bn(x) es el n-ésimo polinomio
de Bernoulli, que por Definición 1.11 son de la forma:

Bn(x) =
nÿ

j=0

A
n

j

B

x
n≠j

Bj,

dónde los Bj son números de Bernoulli (ver Capítulo 1), entonces:

Bn

A
b

f

B

=
nÿ

j=0

A
n

j

B A
b

j

Bn≠j

Bj,

de tal manera que

Bn,‰ = f
n≠1

fÿ

b=1
‰(b)

nÿ

j=0

A
n

j

B A
b

f

Bn≠j

Bj,

debido a lo cual, del Corolario 3.9, a saber:

L(1 ≠ n, ‰) = ≠Bn,‰

n
, ’ n Ø 1,
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obtenemos para las funciones L de Dirichlet, la siguiente representación en sus valores
enteros negativos

L(1 ≠ n, ‰) = ≠ 1
f

· 1
n

fÿ

b=1
‰(b)bn

nÿ

j=0

A
n

j

B A
f

b

Bj

Bj (3.14)

De allí la importancia de la identidad presentada en el Corolario 3.9, la cual radica
en el hecho que el lado derecho de (3.14) es esencialmente una combinación lineal de
términos de la forma:

nÿ

j=0

A
n

j

B

(f/b)j
Bj,

lo cual tiene sentido cuando n es reemplazada por una variable p-ádica y p|f .

3.2.1. La Función zeta de Hurwitz p-ádica
Definición 3.26. Definimos la función zeta de Hurwitz p-ádica para p|F , F œ Z+ y
m.c.d(b, p) = 1, como sigue:

Hp(s, b, F ) = 1
s ≠ 1

1
F

ÈbÍ1≠s
+Œÿ

k=0

A
1 ≠ s

k

B

(F/b)k
Bk, con 0 < b Æ F,

donde ÈbÍ1≠s esta definido en la Observación 2.40.

Tomando nuevamente la convención

q =
I

p si p > 2
4 si p = 2.

El siguiente teorema establece la existencia de la función zeta de Hurwitz p-ádica, ade-
más de dar explícitamente su región de convergencia.

Teorema 3.27. Supongamos que q|F , F œ Z+, y m.c.d(a, p) = 1. Entonces Hp(s, a, F )
es una función meromorfa p-ádica en

{s œ Cp : |s|p < qp
≠1/(p≠1)}

tal que

Hp(1 ≠ n, a, F ) = Ê
≠n(a)H(1 ≠ n, a, F ), n Ø 1.

En particular, cuando n © 0 (mód p ≠ 1), ó (mód 2) si p = 2, entonces

Hp(1 ≠ n, a, F ) = H(1 ≠ n, a, F ).

La función Hp es analítica, menos en el punto s = 1 donde posee un polo simple con
residuo igual a 1/F .
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Demostración. Asumamos la convergencia de Hp(s, a, F ) por el momento, luego:

Hp(1 ≠ n, a, F ) = ≠ 1
nF

ÈaÍn
nÿ

k=0

A
n

k

B 3
F

a

4k

Bk

= ≠ 1
nF

a
n
Ê

≠n(a)
nÿ

k=0

A
n

k

B 3
F

a

4k

Bk

= ≠F
n≠1

Ê
≠n(a)

n

3
a

F

4n nÿ

k=0

A
n

k

B 3
F

a

4k

Bk

= ≠F
n≠1

Ê
≠n(a)

n

nÿ

k=0

A
n

k

B 3
a

F

4n≠k

Bk

= ≠F
n≠1

Ê
≠n(a)

n
Bn

3
a

F

4

= Ê
≠n(a)H(1 ≠ n, a, F ),

) Hp(1 ≠ n, a, F ) = Ê
≠n(a)H(1 ≠ n, a, F ), n Ø 1.

La penúltima igualdad se obtiene debido a la Proposición 3.7.

Ahora bien por definición de Hp(s, a, F ), en s = 1 existe un polo, cuyo residuo
calculamos a continuación:

ĺım
s!1

(s ≠ 1)Hp(s, a, F ) = ĺım
s!1

1
F

ÈaÍ1≠s
Œÿ

k=0

A
1 ≠ s

k

B 3
F

a

4k

Bk

= 1
F

ÈaÍ0
Œÿ

k=0

A
0
k

B 3
F

a

4k

Bk

= 1
F

.

Demostremos ahora la convergencia de Hp(s, a, F ). Para hacer esto, aplicamos el
Teorema 2.30 a la serie

+Œÿ

k=0

A
s

k

B

(F/a)k
Bk. (3.15)

Del Teorema de von Staudt-Clausen (ver Teorema 1.26) con Bk = Uk/Vk, tenemos para
p-primo impar que:

Si (p≠1)|k entonces p|Vk de modo que ‹p(Vk) = 1 (ya que Vk es libre de cuadrados),
entonces

‹p((F/a)k
Bk) = k‹p(F ) ≠ k‹p(a) + ‹p(Uk) ≠ ‹p(Vk) Ø k ≠ ‹p(Vk) = k ≠ 1.

Si (p ≠ 1) - k, entonces p - Vk por lo tanto ‹p(Vk) = 0, por tal motivo

‹p((F/a)k
Bk) = k‹p(F ) ≠ k‹p(a) + ‹p(Uk) ≠ ‹p(Vk) Ø k ≠ ‹p(Vk) = k > k ≠ 1.
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En ambos casos podemos concluir que

|(F/a)k
Bk|p Æ p

≠(k≠1) = p

A
1
p

Bk

.

Al tomar r = 1/p y M = p en el Teorema 2.30, tenemos que R = (p≠1 · p
1/(p≠1))≠1. Si

p = 2 podemos obtener una mejor estimativa, en efecto:

‹2((F/a)k
Bk) = k‹2(F ) ≠ k‹2(a) + ‹2(Uk) ≠ ‹2(Vk) Ø 2k ≠ 1,

ya que por hipótesis en este caso q = 4 y q|F , entonces ‹2(F ) Ø 2. Luego

|(F/a)k
Bk|2 Æ 2≠2k+1 = 2

31
4

4k

.

Entonces, al tomar r = 1/q y M = 2 en el Teorema 2.30, tenemos que R = (q≠1 ·
p

1/(p≠1))≠1 = 2 > 1. De todo lo anterior, podemos concluir que (3.15) define una
función analítica en el conjunto

D = {s œ Cp : |s|p < qp
≠1/(p≠1)}.

Por otra parte, dado que 1 œ D y como en los discos p-ádicos cualquier punto es centro,
tenemos que:

D = {s œ Cp : |1 ≠ s|p < qp
≠1/(p≠1)},

esto prueba que
+Œÿ

k=0

A
1 ≠ s

k

B

(F/a)k
Bk

es analítica en D. Por Observación 2.40 la función ÈaÍs es analítica en D, por tanto
ÈaÍ1≠s también lo es.

3.2.2. Funciones L p-ádicas
Observación 3.28. Sea ‰ un carácter de Dirichlet de conductor f y sea Ê carácter de
Teichmüller de conductor q (ver Definición 2.39). Sea f‰Ê≠n el conductor del producto
‰Ê

≠n de estos caracteres, tal como se define en el Apéndice B, Sección B.1, entonces
f‰Ê≠n|fq. Pero dado que ‰ = ‰Ê

≠n · Ê
n, tenemos que f |qf‰Ê≠n. De manera que f‰Ê≠n

y f difieren solo por un factor la potencia del primo p. En efecto,

f‰Ê≠n|fq y f |qf‰Ê≠n ∆ fq = k1 · f‰Ê≠n ; k1 œ Z y qf‰Ê≠n = fk2; k2 œ Z
∆ (ff‰Ê≠n)q2 = (ff‰Ê≠n)k1k2 ) q

2 = k1k2

∆ k1 = p
j con 0 Æ j Æ 3 si p = 2 y 0 Æ j Æ 2 si p > 2.

Se sigue que si a œ Z, con m.c.d(a, p) = 1, entonces

m.c.d(a, f‰Ê≠n) = m.c.d(a, f) y ‰Ê
≠n(a) = ‰(a)Ê≠n(a),
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resta probar la segunda afirmación, como m.c.d(a, p) = 1, entonces m.c.d(a, q) = 1.
Si m.c.d(a, fq) = 1 por definición del producto de carácteres ‰Ê

≠n(a) = ‰(a)Ê≠n(a),
si d =m.c.d(a, fq) > 1, luego d|a y d|fq, como m.c.d(a, q) = 1, podemos concluir que
m.c.d(d, q) = 1, así por Lema de Euclides d|f , con lo cual m.c.d(a, f) > 1, de manera
que m.c.d(a, f‰Ê≠n) > 1, y así concluimos que ‰Ê

≠n(a) = 0 y ‰(a) = 0, por lo tanto
‰Ê

≠n(a) = ‰(a)Ê≠n(a).

Ahora finalmente estamos listos para construir las funciones L p-ádicas.

Teorema 3.29. Sea ‰ carácter de Dirichlet de conductor f y sea F un múltiplo de
q y f , i.e., F = Kqf con K œ Z. Entonces existe una función meromorfa p-ádica
(analítica si ‰ ”= ‰1) Lp(s, ‰) definida en

D = {s œ Cp : |s|p < qp
≠1/(p≠1)}

tal que

Lp(1 ≠ n, ‰) = ≠(1 ≠ ‰Ê
≠n(p)pn≠1)Bn,‰Ê≠n

n
, n œ Z+ (3.16)

donde Ê es el carácter de Teichmüller. Si ‰ = ‰1, entonces Lp(s, ‰1) es analítica en
D excepto para el polo simple en s = 1 con residuo (1 ≠ 1/p). De hecho, tenemos la
fórmula

Lp(s, ‰) = 1
F

1
s ≠ 1

Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a)ÈaÍ1≠s
+Œÿ

k=0

A
1 ≠ s

k

B

(F/a)k
Bk. (3.17)

Demostración. Definamos Lp(s, ‰) como sigue:

Lp(s, ‰) =
Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a)Hp(s, a, F ).

Lp(s, ‰) es analítica en D por el Teorema 3.27, excepto en s = 1. Calculemos el residuo
de la función Lp(s, ‰) en s = 1

ĺım
s!1

(s ≠ 1)Lp(s, ‰) =
Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a) ĺım
s!1

(s ≠ 1)Hp(s, a, F )

= 1
F

Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a).

) Ress=1Lp(s, ‰) = 1
F

Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a).

Si ‰ = ‰1 es el carácter principal, la suma es igual a (1 ≠ 1/p), en efecto:

1
F

Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰1(a) = 1
F

Fÿ

a=1
(a,p)=1

1 = 1
F

A

F ≠
C

F

p

DB

= 1 ≠ 1
F

C
F

p

D

,
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notemos que:
C

F

p

D

=
C

Kqf

p

D

=
I

Kf si q = p,

2Kf si q = 4.

De manera que

1
F

Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰1(a) = 1 ≠ 1
p

, ’ p-primo,

como se quería demostrar.

Si ‰ ”= ‰1, la suma puede ser reescrita como

1
F

Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a) = 1
F

Fÿ

a=1
‰(a) ≠ 1

F

F/pÿ

b=1
‰(pb)

la primera suma es cero por Observación 1.19. Por otro lado, si p|f entonces ‰(pb) = 0
para todo b y la segunda suma es 0. Si m.c.d(p, f) = 1, como f |(F/p) ya que F = Kqf ,
la segunda suma nuevamente es 0. Más aún,

Lp(1 ≠ n, ‰) =
Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a)Hp(1 ≠ n, a, F )

=
Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a)
C

≠ 1
n

1
F

ÈaÍn
+Œÿ

k=0

A
n

k

B

(F/a)k
Bk

D

= ≠ 1
nF

Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰(a)ÈaÍn
nÿ

k=0

A
n

k

B

(F/a)k
Bk.

La suma interior puede ser reescrita como
nÿ

k=0

A
n

k

B

(F/a)k
Bk =

nÿ

k=0

A
n

k

B

(F/a)n≠k
Bn≠k

= (F/a)n
nÿ

k=0

A
n

k

B

(a/F )k
Bn≠k.

Dado que estamos sumando sobre los a primos relativos a p, por la Observación 3.28,
al usar el carácter de Teichmüller, podemos reescribir a la función Lp(1 ≠ n, ‰) como:

Lp(1 ≠ n, ‰) = ≠F
n≠1

n

Fÿ

a=1
(a,p)=1

‰Ê
≠n(a)Bn(a/F )

= ≠F
n≠1

n

Fÿ

a=1
‰Ê

≠n(a)Bn(a/F ) + F
n≠1

n

F/pÿ

b=1
‰Ê

≠1(pb)Bn(b/(F/p)).

Si p|f‰Ê≠n el conductor del carácter ‰Ê
≠n entonces ‰Ê

≠n(pb) = 0 para todo b. Por otro
lado, si p - f‰Ê≠n , tenemos que f‰Ê≠n|(F/p), en efecto, dado que F = Kqf , entonces
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f‰Ê≠n|F = Kqf y como m.c.d(p, f‰Ê≠n) = 1, entonces m.c.d(q, f‰Ê≠n) = 1, por Lema
de Euclides f‰Ê≠n|Kf , y como Kf |(F/p), se concluye la afirmación.

Ahora bien, por Teorema 1.15, tenemos que:

≠F
n≠1

n

Fÿ

a=1
‰Ê

≠n(a)Bn(a/F ) = ≠Bn,‰Ê≠n

n

y para el segundo término, tenemos que:

F
n≠1

n

F/pÿ

b=1
‰Ê

≠1(pb)Bn(b/(F/p)) = ‰Ê
≠n(p)
n

F
n≠1

F/pÿ

b=1
‰Ê

≠n(b)Bn(b/(F/p))

= ‰Ê
≠n(p)pn≠1

n

A
F

p

Bn≠1 F/pÿ

b=1
‰Ê

≠n(b)Bn(b/(F/p))

= ‰Ê
≠n(p)pn≠1 Bn,‰Ê≠n

n

De donde concluimos

Lp(1 ≠ n, ‰) = ≠(1 ≠ ‰Ê
≠n(p)pn≠1)Bn,‰Ê≠n

n
.

Lo cual completa la demostración del Teorema.

Observación 3.30. El factor (1≠‰Ê
≠n(p)pn≠1) es el inverso del factor de Euler

en p para L(s, ‰Ê
≠n) (ver Teorema 3.17). Es un principio general que para obte-

ner un análogo p-ádico de una función de variable compleja, la p-parte debe ser
removida, ya que intuitivamente por ejemplo, q 1/n

s posee términos arbitraria-
mente grandes en forma p-ádica si consideramos los términos n divisibles entre
p; por otra parte, los términos n que no son divisibles entre p, al menos están
acotados en forma p-ádica.

En general, ‰Ê
≠n(p) ”= ‰(p)Ê≠n(p). Por ejemplo, si ‰ = Ê

n ”= ‰1, entonces
‰Ê

≠n(p) = 1, mientras que ‰(p) = Ê
n(p) = 0.

Lp(s, ‰) interpola los números

(1 ≠ ‰Ê
≠n(p)pn≠1)L(1 ≠ n, ‰Ê

≠n).

Notemos que la ecuación que define una función L p-ádica Lp(s, ‰) (3.17) es
esencialamente un intento de emular la ecuación (3.14) para L(1 ≠ n, ‰).

Si ‰ es un carácter impar, entonces n y ‰Ê
≠n tienen paridad opuesta y Lp(s, ‰)

es identicamente cero.

Esto se debe en principio a que Ê es carácter impar, en efecto, si p = 2, entonces
Ê(a) œ V = {±1}, si Ê(≠1) = 1, entonces Ê(3) = 1 y Ê sería carácter principal,
y tal cosa no puede ocurrir ya que q > 1 es su conductor, (ver Teorema B.16).
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Si p > 2 y Ê(≠1) = 1 entonces Ê(≠1) © ≠1 (mód p), i.e., 1 © ≠1 (mód p), lo
que es contradictorio. De lo anterior:

‰Ê
≠n(≠1) = ‰(≠1)Ê≠n(≠1) = (≠1)(≠1)n = (≠1)n+1

,

lo cual implica que n y ‰Ê
≠n poseen paridad opuesta, de manera que por Propo-

sición 3.25, y del hecho que:

Lp(1 ≠ n, ‰Ê
≠n) = (1 ≠ ‰Ê

≠n(p)pn≠1)L(1 ≠ n, ‰Ê
≠n) = 0,

y al ser Z denso en Zp, entonces Lp(s, ‰) = 0 para todo s œ Zp µ D, luego
Lp(s, ‰) = 0 en D.

Si ‰ es carácter par, entonces n y ‰Ê
≠n poseen la misma paridad, luego Bn,‰Ê≠n ”=

0. En efecto:

‰Ê
≠n(≠1) = ‰(≠1)Ê≠n(≠1) = (≠1)n

,

lo que implica que n y ‰Ê
≠n poseen la misma paridad. De manera que, Lp(s, ‰)

no es la función cero en este caso.

3.2.3. Congruencias de Kummer II
En esta sección se dará otra demostración de las congruencias de Kummer, la cual

es consecuencia de una representación en serie de potencias de las funciones L p-ádicas,
y que por tanto, se aleja del enfoque original empleado por Kummer.

Teorema 3.31. Sea ‰ carácter de Dirichlet de conductor f‰, supongamos ‰ ”= ‰1 y
pq - f‰. Entonces

Lp(s, ‰) = a0 + a1(s ≠ 1) + a2(s ≠ 1)2 + · · · ,

con |a0|p Æ 1 y ‹p(aj) Ø 1 para j Ø 1.

Observación 3.32. Notemos que, como Lp(s, ‰) posee radio de convergencia mayor
que 1, aj ! 0 cuando j ! Œ; luego a priori tenemos que ‹p(aj) Ø 1 para j suficiente-
mente grande.

Demostración. Tomamos F como en el Teorema 3.29 tal que q|F pero pq - F . Asumi-
mos además que ‰ es carácter par, ya que de lo contrario Lp(s, ‰) = 0 (ver Observación
3.30). Notemos que:

Si q ”= 4 tenemos que q = p, en consecuencia ‹p(F ) Ø 1, así |F |p Æ 1/p, de donde
concluimos que |F j≠1|p Æ 1/p

j≠1.

Si q = 4 tenemos que p = 2, en consecuencia ‹p(F ) Ø 2, luego |F |2 Æ 1/4, de
manera que |F j≠1|2 Æ 1/4j≠1.

En cualquier caso, deducimos que:

|F j≠1|p Æ 1
qj≠1 , j > 1.
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Sea a œ Z+, con m.c.d(a, p) = 1, i.e., p - a, de lo cual ‹p(a) = 0, esto es, |a|p = 1.

Sea Bj = Uj/Vj, j-ésimo número de Bernoulli, entonces

‹p(Bj) = ‹p(Uj) ≠ ‹p(Vj) Ø ≠‹p(Vj)

por ello |Bj|p Æ p
‹p(Vj), pero como ‹p(Vj) Æ 1, tenemos que p

‹p(Vj) Æ p, de manera
que |Bj|p Æ p.

Por último, como ‹p(j!) Æ j/(p≠1) (ver Lema C.9 (i)), entonces |j!|p = p
≠‹p(j!) Ø

p
≠j/(p≠1), por lo tanto

1
|j!|p

Æ p
j/(p≠1)

, j Ø 1.

De todo lo anterior, tenemos que:
-----
Bj

j! · F
j≠1

aj

-----
p

= |Bj|p
|j!|p

· |F j≠1|p
|aj|p

Æ p · p
j/(p≠1) · 1

qj≠1 .

Ahora, notemos que:

Si q = 4, entonces p = 2 por lo tanto para m.c.d(a, 2) = 1 tenemos que:
-----
Bj

j! · F
j≠1

aj

-----
2

Æ 2j ·
3 2

4j≠1

4
= 2j · 21≠2j+2 = 1

2j≠3 Æ 1
4 , ’ j Ø 5.

Si j = 3, como B3 = 0 tenemos que:
-----
B3
3! · F

3≠1

a3

-----
2

= |0|2 Æ 1
4 .

Si j = 4, como B4 = ≠1/30, tenemos que:
-----
B4
4! · F

4≠1

a4

-----
2

= | ≠ 1/30|2
|4!|2

· |F 3|2
(|a|2)4 Æ 2

2≠3 · 2≠6 = 2≠2 = 1
4 .

De forma que:
-----
Bj

j! · F
j≠1

aj

-----
2

Æ 1
4 , ’ j Ø 3.

Si q = p, entonces p > 2 luego si j Ø 3 tenemos que:

j

p ≠ 1 ≠ j + 2 = j

A
1

p ≠ 1 ≠ 1
B

+ 2

= j

A
2 ≠ p

p ≠ 1

B

+ 2

Æ ≠j + 2 Æ ≠3 + 2 = ≠1,

por lo tanto para m.c.d(a, p) = 1 tenemos que:
-----
Bj

j! · F
j≠1

aj

-----
p

Æ p
j/(p≠1) ·

A
p

qj≠1

B

= p
j/(p≠1) · p

2≠j Æ 1
p

, j Ø 3.
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De todo lo anterior concluimos que

)
-----
Bj

j! · F
j≠1

aj

-----
p

Æ p
j/(p≠1) ·

A
p

qj≠1

B

Æ 1
q

, j Ø 3.

De modo que todos los coeficientes de la serie de potencias

1
F

ÿ

jØ3

A
1 ≠ s

j

B 3
F

a

4j

Bj,

son divisibles por p. Similarmente, (ver Observación 2.40 y Definición 2.8)

ÈaÍ1≠s = expp((1 ≠ s) logpÈaÍ) =
Œÿ

j=0

(1 ≠ s)j

j! (logpÈaÍ)j
,

tiene todos sus coeficientes en Zp y estos son divisibles por pq para j Ø 2, dado que
q| logpÈaÍ.

En efecto, como ÈaÍ œ 1 + qZp (ver Observación 2.40) tenemos que |1 ≠ ÈaÍ|p <

p
≠1/(p≠1) y así (ver Lema 2.16):

| logpÈaÍ|p = | logp(1 + (ÈaÍ ≠ 1)|p = |1 ≠ ÈaÍ|p < p
≠1/(p≠1)

< 1, (3.18)

de esta manera, si q = p tenemos que ‹p(logpÈaÍ) > 0, i.e., p| logpÈaÍ, por otro lado si
q = 4, entonces p = 2 y así | log2È2Í|2 < 2≠1, i.e., ‹2(log2ÈaÍ) > 1, esto es, 4| log2ÈaÍ.
Ahora bien, si j Ø 2 tenemos que:

-----
(logpÈaÍ)j

j!

-----
p

Æ q
≠j · p

j/(p≠1) = (qp
≠1/(p≠1))≠j

,

Notemos que:

Si q = 4, tenemos que p = 2, por lo tanto:
-----
(log2ÈaÍ)j

j!

-----
2

Æ (22 · 2≠1)≠j = 1
2j

,

de tal modo, ‹2((log2ÈaÍ)j
/j!) Ø j. Así si j > 2 se cumple que pq = 23 divide a

los coeficientes de la serie (3.18). Si j = 2, entonces, ‹2((log2ÈaÍ)2
/2) Ø 4≠1 = 3.

De manera que si j Ø 2, concluimos que:

pq = 23
-----
(log2ÈaÍ)j

j!

Si q = p, entonces:
-----
(logpÈaÍ)j

j!

-----
p

Æ (p · p
≠1/(p≠1))≠j

,
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luego

‹p

A
logpÈaÍ)j

j!

B

Ø j

A
p ≠ 2
p ≠ 1

B

> 1, j > 2.

Si j = 2 entonces ‹p((logpÈaÍ)2
/2!) = ‹p((logpÈaÍ)2) Ø 2. De manera que, si j Ø 2,

concluimos que:

pq = p
2

-----
(logpÈaÍ)j

j!

Por lo tanto solo necesitamos considerar la suma

1
s ≠ 1

Fÿ

a=1
p-a

‰(a)(1 + (1 ≠ s) logpÈaÍ)
A

1
F

≠ 1 ≠ s

2a
+ (1 ≠ s)(≠s)F

12a2

B

,

notemos que:

1
s ≠ 1(1 + (1 ≠ s) logpÈaÍ)

A
1
F

≠ 1 ≠ s

2a
+ (1 ≠ s)(≠s)F

12a2

B

es igual a:

=
3 1

s ≠ 1 ≠ logpÈaÍ
4 A

1
F

+ s ≠ 1
2a

+ (1 ≠ s)((1 ≠ s) ≠ 1)F
12a2

B

=
3 1

s ≠ 1 ≠ logpÈaÍ
4 A

1
F

+ s ≠ 1
2a

+ (1 ≠ s)2
F ≠ (1 ≠ s)F
12a2

B

,

efectuando el producto nos queda como primer término

1/F

s ≠ 1 ,

y como ‰ ”= ‰1, entonces (ver Teorema B.13 (iii)):

1
F

Fÿ

a=1
‰(a) = 0.

Con lo cual la representación en serie de potencias p-ádica de Lp(s, ‰) al rededor de
s = 1, comienza en a0. De modo que solo consideramos la siguiente expresión, resultado
del producto hecho anteriormente:
3 1

2a
+ F

12a2 ≠ 1
F

logpÈaÍ
4

+
A

F

12a2 ≠
logpÈaÍ

2a
≠ F

12a2 logpÈaÍ
B

(s ≠ 1) ≠
logpÈaÍF

12a2 (s ≠ 1)2
.

De manera que:

a0 © ≠
Fÿ

a=1
p-a

‰(a)
3 1

F
logpÈaÍ ≠ 1

2a
≠ F

12a2

4
(mód p).
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Ahora, (1/F ) logpÈaÍ y F/12 pertenecen a Zp ya que ‹p(logpÈaÍ) Ø 1 si p > 2, y
‹2(log2ÈaÍ) Ø 2 si p = 2, también ‹p(F ) = 1, si p > 2 y ‹2(F ) = 2 si p = 2, entonces:

‹p

3 1
F

logpÈaÍ
4

= ‹p(logpÈaÍ) ≠ ‹p(F ) Ø 1 ≠ 1 = 0, si p > 2

y

‹2

3 1
F

log2ÈaÍ
4

= ‹2(log2ÈaÍ) ≠ ‹2(F ) Ø 2 ≠ 2 = 0, si p = 2

Por otra parte si q = 4, entonces ‹2(F/12) = ‹2(F ) ≠ ‹2(12) = 2 ≠ 2 = 0, si q = p > 2
tenemos que ‹p(F/12) = ‹p(F ) ≠ ‹p(12) = 1 ≠ ‹p(12) Ø 0. Lo que demuestra la afirma-
ción hecha anteriormente.

Dado que para m.c.d(a, p) = 1 se cumple que Ê(a) © a (mód q), por tal motivo
a

≠1 © Ê
≠1(a) (mód q) razón por la cual (ver Observación 3.28):

‰(a)
a

© ‰(a)Ê≠1(a) = ‰Ê
≠1(a) (mód q).

Así concluimos que:
Fÿ

a=1
p-a

‰(a)
a

©
Fÿ

a=1
p-a

‰Ê
≠1(a) (mód q)

Sea f
Õ el conductor del carácter ‰Ê

≠1, como ‰ es par y Ê es impar tenemos que
‰Ê

≠1 ”= ‰1. Con lo cual
f Õÿ

a=1
‰Ê

≠1(a) = 0.

Por otro lado, como f
Õ|qf entonces f

Õ|F , luego

Fÿ

a=1
p-a

‰Ê
≠1(a) =

Fÿ

a=1
‰Ê

≠1(a) ≠
F/pÿ

b=1
‰Ê

≠1(pb),

la primera suma es 0 ya que f
Õ|F . Para la segunda suma, si p|f Õ tenemos que ‰Ê

≠1(pb) =
0, y la segunda suma es 0. Si p - f

Õ entonces f
Õ|(F/p) dado que F = Kqf , de forma que

f
Õ|F = Kqf , por Lema de Euclides (ya que m.c.d(f Õ

, q) = 1) f
Õ|Kf y como Kf |(F/p),

se sigue la afirmación. De esta manera, concluimos que la segunda suma también es
igual a cero.

De todo lo anterior, deducimos que:

1
2

Fÿ

a=1
p-a

‰(a)
a

© 1
2

‰ÿ

a=1
p-a

Ê
≠1(a) = 0 (mód p),

esto demuestra que |a0|p Æ 1. Por último, para p Ø 5 tenemos que:
Fÿ

a=1
p-a

F‰(a)
12a2 © 0 (mód p),
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ya que:

‹p

A
F‰(a)
12a2

B

= ‹p(‰(a)) + ‹p(F ) ≠ ‹p(12) ≠ 2‹p(a) = ‹p(F ) = 1,

dado que |‰(a)|p = 1, p|F pero p
2 - F , p - 12 y m.c.d(a, p) = 1. Si p = 2 ó p = 3,

tenemos que a
2 © 1 (mód p) para p - a y F/12 œ Z◊

p , luego solo basta considerar la
suma:

Fÿ

a=1
p-a

‰(a) =
Fÿ

a=1
‰(a) ≠

F/pÿ

b=1
‰(pb),

la primera suma es 0, ya que f |F . Si p|f entonces ‰(pb) = 0, y la segunda suma es 0,
si p - f , entonces f |(F/p) y así tenemos que la segunda suma es 0. Luego

Fÿ

a=1
p-a

‰(a)a≠2 ©
Fÿ

a=1
p-a

‰(a) = 0 (mód p).

Después tenemos:

a1 ©
fÿ

a=1
p-a

‰(a)
A

F

12a2 ≠
logpÈaÍ

2a
≠

F logpÈaÍ
12a2

B

(mód p).

Por todo lo dicho hasta el momento, F logpÈaÍ/12a
2 y logpÈaÍ/2a son divisibles entre

p y análogamente al caso anterior, basta considerar para los términos que involucran
a F/12a

2 la suma de los ‰(a)a≠2, que como ya vimos es igual a 0 módulo p. De lo
anterior p|a1.

Finalmente tenemos que:

a2 © ≠
Fÿ

a=1
p-a

‰(a)
logpÈaÍF

12a2 © 0 (mód p),

ya que todos lo términos de la suma son divisibles entre p. Y así finalmente completamos
la demostración.

La mayoría de las congruencias para lo números de Bernoulli y los números de Ber-
noulli generalizados se siguen del teorema anterior.

Corolario 3.33. Si ‰ ”= ‰1, entonces

Lp(1, ‰) © ≠ 1
F

Fÿ

a=1
p-a

‰(a) logpÈaÍ (mód p)

Demostración. Se sigue de los razonamientos dados en la congruencia:

a0 © ≠
Fÿ

a=1
p-a

‰(a)
3 1

F
logpÈaÍ ≠ 1

2a
≠ F

12a2

4
(mód p),

en el Teorema 3.31.
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Corolario 3.34. Supongamos ‰ ”= ‰1, pq - f . Sean m, n œ Z, entonces:

Lp(m, ‰) © Lp(n, ‰) (mód p)

y ambos son p-enteros.

Demostración. Por Teorema 3.31, tenemos que Lp(m, ‰) © a0 (mód p) y también
Lp(n, ‰) © a0 (mód p) de donde se sigue el resultado por transitividad de la congruen-
cia.

Corolario 3.35. Congruencias de Kummer -1851- Supongamos que para m, n œ
Z+, números pares, se cumple que m © n ”© 0 (mód p ≠ 1), entonces:

Bm

m
© Bn

n
(mód p).

De manera general, si m, n son enteros positivos pares con m © n (mód Ï(pa)) y n ”© 0
(mód p ≠ 1), entonces:

(1 ≠ p
m≠1)Bm

m
© (1 ≠ p

n≠1)Bn

n
(mód p

a).

Demostración. Como n © m ”© 0 (mód Ï(pa)), entonces n ≠ m = K(p ≠ 1)pa≠1 con
k ”= 0, luego Ê

m≠n(b) = Ê
K(p≠1)pa≠1(b) = 1 para todo b con p - b, esto es Ê

m≠n = ‰1,
por lo tanto Ê

m = Ê
n.

Consideremos pues Lp(s, Ê
m) = Lp(s, Ê

n), entonces

Lp(1 ≠ m, Ê
m) = ≠(1 ≠ p

m≠1)Bm

m
, y Lp(1 ≠ n, Ê

n) = ≠(1 ≠ p
n≠1)Bn

n
.

También, como p|aj para j Ø 1 (ver Teorema 3.31), tenemos:

Lp(1 ≠ m, Ê
m) = a0 + a1(≠m) + a2(≠m)2 + · · ·

© a0 + a1(≠n) + a2(≠n)2 + · · · (mód p
a)

= Lp(1 ≠ n, Ê
n),

de manera que

Lp(1 ≠ m, Ê
m) © Lp(1 ≠ n, Ê

n) (mód p
a).

De donde se sigue el resultado.

Corolario 3.36. Supongamos n es entero impar con n ”© ≠1 (mód p ≠ 1), entonces:

B1,Ên © Bn+1
n + 1 (mód p).
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Demostración. Dado que n ”© ≠1 (mód p ≠ 1), tenemos que Ê
n+1 ”= ‰1. También,

Ê
n(p) = 0 ya que Ê

n no es el carácter trivial. De modo que, por Corolario 3.34, tenemos
que:

B1,Ên = (1 ≠ Ê
n(p))B1,Ên = ≠Lp(0, Ê

n+1)

© ≠Lp(1 ≠ (n + 1), Ê
n+1) = (1 ≠ p

n) Bn+1
n + 1

© Bn+1
n + 1 (mód p).

Recordemos del Capítulo 1 Definición 1.34, que un primo es llamado regular si no
divide el numerador de los números de Bernoulli Bk con k entero par y menor o igual
a p ≠ 3. Podemos caracterizar el valor Lp(1, ‰) cuando p es primo regular y ‰ es un
carácter específico, como vemos en el siguiente teorema:

Teorema 3.37. Si p es un primo regular y k es entero par con k ”© (mód p ≠ 1),
entonces Lp(1, Ê

k) ”© 0 (mód p). En particular Lp(1, Ê
k) ”= 0.

Demostración. Por Teorema 3.31, tenemos que:

Lp(1 ≠ k, Ê
k) = ≠(1 ≠ p

k≠1)Bk

k
,

y por Corolario 3.34, tenemos que:

Lp(1, Ê
k) © ≠(1 ≠ p

k≠1)Bk

k
(mód p).

Como (p ≠ 1) - k por Congruencia de Adams (ver Teorema 1.31) concluimos que
Bk/k œ Z(p), (en particular Lp(1, Ê

k) es p-entero) y por Definición C.22, tenemos que
‹p(Bk/k) Ø 0. Si ‹p(Bk/k) > 0, entonces para Bk = Uk/Vk tenemos que:

1 Æ ‹p

3
Bk

k

4
= ‹p(Uk) ≠ ‹p(Vkk),

Ahora como ‹p(Vkk) = 0 (ver Lema C.23 (i)), concluimos que ‹p(Uk) Ø 1, i.e., p - Uk,
lo que no puede ocurrir ya que p es primo regular. Por lo tanto

≠(1 ≠ p
k≠1)Bk

k
”© 0 (mód p),

de donde se concluye que Lp(1, Ê
k) ”© 0 (mód p), con lo cual |Lp(1, Ê

k)|p = 1, i.e.,
Lp(1, Ê

k) ”= 0.

Podemos decir un poco más acerca de Lp(1, ‰), lo cual presentamos en el siguiente
teorema, para un estudio más detallado de Lp(1, ‰) (ver [14], c. 5).
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Teorema 3.38. Sea ‰ carácter de Dirichlet de conductor f > 1 y sea F múltiplo de q

y f , entonces:

Lp(1, ‰) = 1
F

Fÿ

a=1
p-a

‰(a)
Q

a≠ logpÈaÍ +
Œÿ

j=1

Bj

j

3
≠F

a

4j
R

b (3.19)

Demostración. Haciendo el cambio de variable 1≠s por s en (3.17) en el Teorema 3.29,
nos da:

Lp(1 ≠ s, ‰) = ≠ 1
F

Fÿ

a=1
p-a

‰(a)1
s

ÈaÍs
Œÿ

j=0

A
s

j

B 3
F

a

4j

Bj.

Notemos que:

1
s

ÈaÍs = 1
s

+ logpÈaÍ + G(s, a),

donde

G(s, a) =
Œÿ

j=2

s
j≠1

j! (logpÈaÍ)j
,

por lo tanto Lp(1 ≠ s, ‰) es igual a:

≠ 1
F

Fÿ

a=1
p-a

‰(a)
31

s
+ 1

s
J(s, a) + logpÈaÍ + logpÈaÍJ(s, a) + G(s, a) + G(s, a)J(s, a)

4
,

donde

J(s, a) =
Œÿ

j=1

A
s

j

B 3
F

a

4j

Bj.

Notemos que en la demostración del Teorema 3.29, establecimos para ‰ ”= ‰1 que
Lp(1 ≠ s, ‰) era analítica en su dominio de convergencia y además que en este caso:

≠ 1
F

Fÿ

a=1
p-a

‰(a) = 0,

En consecuencia se puede prescindir del término en 1/s de la serie que define a la
función Lp(1 ≠ s, ‰). Por otra parte:

1
s

J(s, a) =
Œÿ

j=1

(s ≠ 1) · · · (s ≠ j + 1)
j!

3
F

a

4j

Bj �! ≠
Œÿ

j=1

(≠1)j

j

3
F

a

4j

Bj,

cuando s ! 0, luego podemos definir:

1
s

J(s, a) = ≠
Œÿ

j=1

Bj

j

3
≠F

a

4j

, en s = 0.
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Ahora, como J(0, a) = 0 y G(0, a) = 0, entonces:

Lp(1, ‰) = ≠ 1
F

Fÿ

a=1
p-a

‰(a)
Q

alogpÈaÍ ≠
Œÿ

j=1

Bj

j

3
≠F

a

4j
R

b .

Como se quería demostrar.

Una de las áreas de investigación moderna con las funciones L p-ádicas es determinar
sus valores en los enteros positivos. Avances en esta dirección están dados en [7], donde
Jack Diamond en 1979 obtiene fórmulas de los valores Lp(r, ‰) para r entero positivo,
en términos de la función log gamma p-ádica. En 1992, Hideo Imai en [12], generaliza
el resultado dado por Diamond y obtiene fórmulas de estos valores en términos de la
función log gamma múltiple p-ádica. Aunque se espera que la ecuación que determine
los valores Lp(r, ‰) para r entero mayor igual que dos, no involucren series infinitas.



Apéndice A

Función Zeta de Riemann

La intención de este apéndice es definir la función zeta de Riemann ’. A continua-
ción realizamos su extensión meromorfa al plano complejo y presentamos una de sus
ecuaciones funcionales, la demostración depende de una fórmula integral de la función
’(s) que involucra a la función gamma �, razón por la cuál introducimos un breve
estudio de la función � y damos algunas de sus propiedades, solo haciendo un bosquejo
de sus demostraciones. En el camino también encontramos algunos conceptos ligados
a la serie theta Ë de Jacobi, de la cual solo utilizaremos su ecuación funcional tanto
como sus leyes de crecimiento y decaimiento.

Definición A.1. Sea s œ C, definimos la serie Zeta de Riemann como

’(s) =
+Œÿ

n=1
n

≠s
.

Mostraremos ahora que esta serie define una función holomorfa para todo s œ C
con Re(s) > 1.

Proposición A.2. La serie ’(s) converge absolutamente para Re(s) > 1, esto implica
que ’ es una función holomorfa en el semiplano Re(s) > 1.

Demostración. Basta demostrar que la serie ’ converge uniformemente en todo disco
cerrado en A = {s œ C : Re(s) > 1}. Sea ” > 0 la distancia entre el disco cerrado
D µ A y la recta Re(s) = 1. Notemos que n

≠s = e
≠s log(n), donde log(n) es el logaritmo

usual en los número reales. Ahora

|n≠s| = |e≠s log(n)| = e
≠Re(s) log(n) = n

≠Re(s)
.

Si s œ D, entonces ‡ = Re(s) Ø 1 + ”, y así tenemos que

|n≠s| = n
≠‡ Æ n

≠(1+”)
,

por lo tanto, si Mn = n
≠(1+”), por el test M de Weirstrass q

nØ1 |n≠s|, converge abso-
lutamente en D.

84
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Ahora presentamos la conocida relación que existe entre la serie ’ y los números
primos.

Proposición A.3. Identidad de Euler. La función ’ admite la siguiente represen-
tación:

’(s) =
Ÿ

p

(1 ≠ p
≠s)≠1

,

para Re(s) > 1, donde p recorre todos lo números primos.

Demostración. Sea ‡ = Re(s) y demostremos que el producto de la derecha converge
para ‡ > 1. Para esto, primero demostramos que la sucesión de los productos parciales
de la derecha convergen a un límite diferente de cero, esto pasa si y solo si la serie
de los logaritmos de cada termino converge, donde el logaritmo es definido en la rama
principal.

Sea entonces

E(s) =
Ÿ

p

(1 ≠ p
≠s)≠1

) log E(s) =
ÿ

p

log[(1 ≠ p
≠s)≠1]

=
ÿ

p

(≠1) log(1 ≠ p
≠s)

=
ÿ

p

ÿ

nØ1
(np

ns)≠1
,

donde hemos utilizado la expansión en serie de potencias de la rama principal del lo-
garitmo complejo, ya que |p≠s| < 1.

Esta serie converge absolutamente para ‡ Ø 1 + ”, para todo ” > 0. De hecho, dado
que |pns| = p

n‡ Ø p
n(1+”) , tenemos que

ÿ

p

ÿ

nØ1
|(np

ns)≠1| Æ
ÿ

p

ÿ

nØ1
n

≠1
p

≠n(1+”)

Æ
ÿ

p

ÿ

nØ1
p

≠n(1+”)

=
ÿ

p

1
p

1+” ≠ 1
2≠1

< 2
ÿ

p

p
≠(1+”)

< Œ,

donde hemos utilizado la convergencia de la serie geometrica para
---p≠(1+”)

--- < 1 y la
última desigualdad se da ya que, p

1+”
> p Ø 2 luego p

1+”
> 2, esto es, p

1+” · 2≠1
> 1,

por tanto p
1+” ≠ 1 > p

1+” ≠ p1+”

2 = p1+”

2 .
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La convergencia absoluta de la serie anterior implica la convergencia absoluta del
producto para ‡ = Re(s) > 1, tenemos entonces

E(s) =
Ÿ

p

(1 ≠ p
≠s)≠1 = exp

Q

a
ÿ

p

ÿ

nØ1
(np

ns)≠1

R

b .

En este producto expandimos cada factor
1

1 ≠ p≠s
= 1 + 1

ps
+ 1

p2s
+ 1

p3s
+ · · ·

para los primos p1, ..., pr Æ N , y obtenemos

Ÿ

pÆN

(1 ≠ p
≠s)≠1 =

+Œÿ

‹1,...,‹r=0
(p‹1

1 · · · p
‹r
r )≠s =

ÿ

n
pk|n

1ÆkÆr

n
≠s

. (A.1)

Dado que la última suma contiene en particular a los terminos correspondientes a los
n Æ N , así podemos también escribir

Ÿ

pÆN

(1 ≠ p
≠s)≠1 =

ÿ

nÆN

n
≠s +

ÿ

n>N
pk|n

1ÆkÆr

n
≠s

.

Comparando ahora la suma en (A.1) con la serie ’(s), tenemos
------

Ÿ

pÆN

(1 ≠ p
≠s)≠1 ≠ ’(s)

------
Æ

ÿ

n>N
pk-n

1ÆkÆr

|n≠s| Æ
ÿ

n>N

n
≠(1+”)

,

donde la serie de la derecha tiende a cero cuando N tiende a infinito, ya que es la cola
de una serie convergente.

Definición A.4. Función Gamma. Sea s œ C tal que Re(s) > 0, definimos la
función gamma como

�(s) =
⁄ Œ

0
e

≠t
t
s≠1

dt. (A.2)

Para la demostración detallada del siguiente hecho (ver [23], cap. 6). La expresión
(A.2) define una función holomorfa en el semiplano Re(s) > 0, ya que para cada ‘ > 0,
las funciones

F‘(s) =
⁄ 1

‘

‘
e

≠t
t
s≠1

dt,

definen una función holomorfa en cada banda S”,M = {s œ C : ” < Re(s) < M}, con
” > 0 (ver [23], teorema 5.4, cap. 2), y dado que

ĺım
‘!0

F‘(s) = �(s)

y esta convergencia es uniforme en S”,M , se obtiene el resultado.
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A pesar del hecho que la integral definida en (A.2) que a su vez define a � no
es absolutamente convergente para otros valores de s, se puede demostrar que existe
una función meromorfa al plano complejo, cuyos polos se encuentran en los valores
s = 0, ≠1, ≠2, ≠3, · · · . La unicidad de la extensión meromorfa nos permite seguir de-
notanado a la nueva funcióm por �.

Proposición A.5. (i) La función gamma admite una extensión meromorfa a C.

(ii) Las únicas singularidades de la función gamma son polos simples en los enteros
s = 0, ≠1, ≠2, · · · , donde Ress=≠n = (≠1)n

/n!.

(iii) Algunas ecuaciones funcionales de la función gamma son

(1) �(s + 1) = s�(s),
(2) �(s)�(1 ≠ s) = fi

sin fis ,

(iv) �(1/2) =
Ô

fi, �(1) = 1, �(n + 1) = n! para todo n œ N.

A continuación se realiza un bosquejo de la demostración de la proposición anterior.
Empezamos con la observación que para Re(s) > 0, se tiene que �(s + 1) = s�(s), en
efecto,

⁄ 1/‘

‘

d

dt

1
e

≠t
t
s
2

dt = ≠
⁄ 1/‘

‘
e

≠t
t
s
dt + s

⁄ 1/‘

‘
e

≠t
t
s≠1

dt,

donde la integral finita de la izquierda tiende a cero cuando ‘ ! 0, a su vez de la
fórmula (A.2) para � se obtiene el resultado deseado. A partir de este hecho, primero
concluimos de (A.2) que

�(1) =
⁄ Œ

0
e

≠t
dt = ĺım

‘!0

⁄ 1/‘

‘
e

≠t
dt = ĺım

‘!0
≠e

≠t|1/‘
‘ = 1,

y dado que para n œ N, �(n + 1) = n�(n), procediendo inductivamente, deducimos
que �(n + 1) = n!.

Ahora bien, para demostrar la extensión meromorfa de �, es suficiente extender �
a cada semiplano Re(s) > ≠m, donde m œ Z+. Luego para Re(s) > ≠1, se define la
función

F1(s) = �(s + 1)
s

,

la cual es define una función meromorfa, con un polo simple en s = 0, y dado que si
Re(s) > 0, entonces F1(s) = �(s), luego F1 es una extensión meromorfa de � en el
semiplano Re(s) > ≠1. Procediendo inductivamente, para Re(s) > ≠m, se define

Fm(s) = �(s + m)
(s + m ≠ 1)(s + m ≠ 2) · · · s

,

la cual es meromorfa en el semiplano Re(s) > ≠m, y posee polos simples en los valores
s = 0, ≠1, ≠2, · · · , ≠(m ≠ 1), además, Fm(s) = �(s) en el semiplano Re(s) > 0. Por
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unicidad de las extensiones, esto también implica que Fm = Fk para 1 Æ k Æ m, en el
dominio de definición de Fk. Así se obtiene la continuación analítica de �.

Para obtener la segunda ecuación funcional, hacemos uso del lema (ver [23], ej. 2,
sec. 2.1, cap. 3).

Lema A.6. Para 0 < a < 1
⁄ Œ

0

v
a≠1

1 + v
dv = fi

sin fia
.

Así, primero notando que para 0 < s < 1 podemos escribir

�(1 ≠ s) =
⁄ Œ

0
e

≠u
u

≠s
du = t

⁄ Œ

0
e

≠vt(≠vt)≠s
dv,

donde para t > 0 se hizo el cambio de variable vt = u. Luego

�(1 ≠ s)�(s) =
⁄ Œ

0
e

≠t
t
s≠1�(1 ≠ s)dt

=
⁄ Œ

0
e

≠t
t
s≠1

3
t

⁄ Œ

0
e

≠vt(vt)≠s
dv

4
dt

=
⁄ Œ

0

⁄ Œ

0
e

≠t(1+v)
v

≠s
dvdt

=
⁄ Œ

0

⁄ Œ

0
e

≠t(1+v)
v

≠s
dtdv

=
⁄ Œ

0

v
≠s

1 + v
dv = fi

sin fi(1 ≠ s)
= fi

sin fis
.

En particular, tomando s = 1/2, tenemos que

�(1/2)2 = fi

sin fi/2 = fi

) �(1/2) =
Ô

fi.

Otra ecuación funcional (ver [22], c.1, pág. 23.) que enventualmente se usará es

�(s)�(s + 1
2) = 2

Ô
fi

22s
�(2s) (Fórmula de duplicación de Legendre). (A.3)
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Definición A.7. Función Theta de Jacobi. Para t œ R con t > 0, definimos

Ë(t) =
ÿ

nœZ
e

≠fin2t (A.4)

Como una aplicación de la fórmula de sumación de Poisson (ver [23], teorema 2.4,
cap.4) se obtiene la ecuación funcional

Ë(t) = t
≠1/2

Ë(1/t). (A.5)

Notemos ahora que

|Ë(t) ≠ 1| Æ Ce
≠fit para algún C > 0, y todo t Ø 1. (A.6)

En efecto, por (A.4)

Ë(t) = 1 + 2
ÿ

nØ1
e

≠fin2t
, (A.7)

por otro lado, dado que ≠fin
2
t Æ ≠fint para todo t Ø 1, entonces

ÿ

nØ1
e

≠fin2t Æ
ÿ

nØ1
e

≠fint = e
≠fit

ÿ

nØ1
e

≠fi(n≠1)t Æ C1e
≠fit; con C1 > 0,

ya que la serie q
nØ1 e

≠fi(n≠1)t es convergente para t Ø 1 (se puede utilizar el criterio de
la integral para verificarlo), por tanto de (A.7), tenemos que

|Ë(t) ≠ 1| Æ 2
ÿ

nØ1
e

≠fin2t Æ 2C1e
≠fit = Ce

≠fit
.

Para relacionar la función gamma con la función zeta, hacemos la sustitución t = fin
2
y

en la definición de la función gamma, luego dt = fin
2
dy, y así

�(s) =
⁄ Œ

0
e

≠t
t
s≠1

dt = fi
s
n

2s
⁄ Œ

0
e

≠fin2y
y

s≠1
dy,

por tanto

fi
≠s�(s)n≠2s =

⁄ Œ

0
e

≠fin2y
y

s≠1
dy,

y al sumar sobre n Ø 1, tenemos que
ÿ

nØ1
fi

≠s�(s)n≠2s =
ÿ

nØ1

⁄ Œ

0
e

≠fin2y
y

s≠1
dy

fi
≠s�(s)

ÿ

nØ1
n

≠2s =
ÿ

nØ1

⁄ Œ

0
e

≠fin2y
y

s≠1
dy.

Por otro lado, para la serie del lado derecho, haciendo Re(s) = ‡ tenemos que
ÿ

nØ1

⁄ Œ

0
|e≠fin2y

y
s≠1|dy =

ÿ

nØ1

⁄ Œ

0
e

≠fin2y
y

‡≠1
dy.
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Sea x = fin
2
y, luego dx = fin

2
dy, y por tanto

ÿ

nØ1

⁄ Œ

0
e

≠fin2y
y

‡≠1
dy =

ÿ

nØ1

⁄ Œ

0
e

≠x x
‡≠1

(fin2)‡≠1
dx

fin2

=
ÿ

nØ1

⁄ Œ

0
e

≠x x
‡≠1

fi‡n2‡
dx

= 1
fi‡

ÿ

nØ1

1
n2‡

3⁄ Œ

0
e

≠x
x

‡≠1
dx

4

= fi
≠‡

’(2‡)�(‡) < +Œ, si ‡ >
1
2 .

Luego por teorema 2.25 de [9], tenemos que

ÿ

nØ1

⁄ Œ

0
e

≠fin2y
y

s≠1
dy =

⁄ Œ

0

ÿ

nØ1
e

≠fin2y
y

s≠1
dy.

Así concluimos que

fi
≠s�(s)’(2s) =

⁄ Œ

0

ÿ

nØ1
e

≠fin2y
y

s≠1
dy,

notemos además que la serie bajo la integral, por (A.7) se puede ver como

ÿ

nØ1
e

≠fin2y = 1
2(Ë(y) ≠ 1).

Definición A.8. Función Xi. Sea s œ C, con Re(s) > 1, definimos

›(s) = fi
≠s/2�(s/2)’(s) (A.8)

Por lo hecho anteriormente, tenemos entonces que

Proposición A.9. La función ›(s), para Re(s) > 1 admite la represetación integral

›(s) = 1
2

⁄ Œ

0
(Ë(y) ≠ 1)ys≠1

dy. (A.9)

Ahora podemos hacer la extensión analítica de la función ›, y encontrar cierta
ecuación funcional.

Proposición A.10. La función › es holomorfa para Re(s) > 1 y tiene continuación
analítica a todo C como función meromorfa con polos simples en s = 0 y s = 1. Más
aún, sastisface la siguiente ecuación funcional

›(s) = ›(1 ≠ s) ’s œ C (A.10)
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Demostración. Sea Â(u) = [Ë(u) ≠ 1]/2. La ecuación funcional para la función theta
en (A.5), implica

Â(u) = 1
2Ë(u) ≠ 1

2

= u
≠1/2

2 Ë(1/u) ≠ 1
2

= u
≠1/2

2 Ë(1/u) ≠ u
≠1/2

2 + u
≠1/2

2 ≠ 1
2

= u
≠1/2 [Ë(1/u) ≠ 1]

2 + 1
2u1/2 ≠ 1

2

) Â(u) = u
≠1/2

Â(1/u) + 1
2u1/2 ≠ 1

2 .

Luego para Re(s) > 1, tenemos

fi
≠s/2�(s/2)’(s) =

⁄ Œ

0
u

(s/2)≠1
Â(u)du

=
⁄ 1

0
u

(s/2)≠1
Â(u)du +

⁄ Œ

1
u

(s/2)≠1
Â(u)du

=
⁄ 1

0
u

(s/2)≠1
5
u

≠1/2
Â(1/u) + 1

2u1/2 ≠ 1
2

6
du +

⁄ Œ

1
u

(s/2)≠1
Â(u)du,

resolviendo la primera integral con detalle, vemos que es igual a
⁄ 1

0

5
u

(s/2)≠ 3
2 Â(1/u) + 1

2u
(s/2)≠ 3

2 ≠ 1
2u

(s/2)≠1
6

du

=
⁄ 1

0
u

(s/2)≠ 3
2 Â(1/u)du +

⁄ 1

0

1
2u

(s/2)≠ 3
2 du ≠

⁄ 1

0

1
2u

(s/2)≠1
du

= 1
s ≠ 1 ≠ 1

s
+

⁄ 1

0
u

(s/2)≠ 3
2 Â(1/u)du.

Ahora, haciendo un cambio de variable v = 1/u, tenemos que ≠u
2
dv = du. Por tanto

⁄ 1

0
u

(s/2)≠ 3
2 Â(1/u)du = ≠

⁄ 1

Œ
v

≠s/2≠1/2 · u
≠2 · Â(v) · u

2
dv =

⁄ Œ

1
v

(≠s/2)≠1/2
Â(v)dv.

Así las cosas, tenemos que solo por cuestiones de notación, esto es haciendo u = v

fi
≠s/2�(s/2)’(s) = 1

s ≠ 1 ≠ 1
s

+
⁄ Œ

1

1
v

(≠s/2)≠1/2 + v
(s/2)≠1+

2
Â(v)dv, (A.11)

por el decaimiento exponencial de Â, introducido en (A.6), la integral (ver [23], teorema
5.4, cap. 2) define una función entera, esto implica que Â posee una continuación
analítica a todo C como función meromorfa, con polos simples en s = 0 y s = 1, como
la expresión permanece invariante si reemplazamos s por 1 ≠ s, concluimos entonces la
ecuación funcional

›(s) = ›(1 ≠ s) ’s œ C.
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Directamente de la proposición anterior, tenemos la extensión meromorfa deseada
para la función zeta.

Proposición A.11. La función zeta de Riemann ’ posee una continuación analítica
a todo C como función meromorfa con un polo simple en s = 1. Más aún, se satisface
la siguiente ecuación funcional

fi
≠s/2�(s/2)’(s) = fi

≠(1≠s)/2�((1 ≠ s)/2)’(1 ≠ s) ’s œ C◊ (A.12)

Demostración. Como ›(s) = fi
≠s/2�(s/2)’(s), entonces

’(s) = fi
s/2 ›(s)

�(s/2) ,

ahora como �(s)�(1 ≠ s) = fi
sin fis , entonces tenemos que

1
�(s) = �(1 ≠ s)sin fis

fi
,

luego los polos simples de �(1≠s), los cuales se encuentran en los valores s = 1, 2, 3, · · ·
son cancelados por los ceros simples de sin fis en estos mismos valores, y por tanto 1/�
es entera con ceros simples en los valores s = 0, ≠1, ≠2, ≠3, · · · . Con lo cual, la función
1/�(s/2) es entera con ceros simples en s = 0, ≠2, ≠4, · · · , por tanto el polo simple
de ›(s) en s = 0 es cancelado. Y por la proposición anterior dado que › posee una
continuación analítica a todo C de manera holomorfa con polo simple en s = 1, se
sigue el resultado. La ecuación funcional no es mas que la relación ›(s) = ›(1 ≠ s) para
todo s œ C de la proposición anterior.



Apéndice B

Carácter de Dirichlet

Los caracteres de Dirichlet son utilizados en la definición de las funciones L de
Dirichlet y las funciones L p-ádicas. La idea es presentar el concepto de carácter de
Dirichlet basado en la teoría de caracteres de grupos abelianos finitos, además de dar
ciertos resultados relevantes sobre ellos que serán utilizados de manera usual a lo largo
del texto, y que son indispensables en la definición del grupo de caracteres primitivos,
objetivo principal de este apéndice.

Definición B.1. Sea G un grupo. Una función f : G ! C◊, es llamada carácter de
G si f es homomorfismo de grupos con respecto a la multiplicación compleja, es decir

f(ab) = f(a)f(b) ’ a, b œ G,

Teorema B.2. Si f es un carácter de un grupo finito G con elemento identidad e,
entonces f(e) = 1 y cada valor f(a) con a œ G es una raíz de la unidad. De hecho, si
a

n = e para algún n œ Z+, entonces f(a)n = 1.

Demostración. La primera afirmación se tiene ya que f es homomorfismo. Por otro
lado, al ser G grupo finito, para a œ G existe n œ Z+ tal que a

n = e, entonces
1 = f(e) = f(an) = f(a)n.

Cada grupo G posee al menos un carácter, a saber la función que es identicamente
1 en G.

Definición B.3. Sea G grupo, llamamos carácter principal con respecto a G al
carácter f tal que f(g) = 1 para todo g œ G.

Aunque ciertamente este no es el único carácter que existe para un grupo abeliano
finito de orden mayor que 1. A saber tenemos

Teorema B.4. Un grupo abeliano finito G de orden n, tiene exactamente n caracteres
distintos.

Demostración. (Ver [1], cap. 6, teorema 6.8, pág. 138).

93
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Observación B.5. Sea G grupo abeliano finito de orden n, al carácter principal de G lo
denotamos por f1, los otros caracteres denotados por f2, ..., fn son llamados caracteres
no principales. Estos últimos tienen la propiedad que fk(a) ”= 1 para algún a œ G,
1 < k Æ n.

Teorema B.6. Definamos la multiplicación de caracteres por la relación

(fjfk)(a) = fj(a)fk(a) ’ a œ G, (B.1)

entonces el conjunto de caracteres de G forma un grupo abeliano de orden n. Denotamos
a este grupo por Ĝ. El elemento identidad de Ĝ es el carácter principal f1. El inverso
de fj es el recíproco 1/fj.

Demostración. (1) Cerradura: Sean fj, fk caracteres de G, grupo abeliano finito con
|G| = n. Probemos que (fjfk) es carácter de G. Sean a, b œ G, entonces si a = b:

(fjfk)(a) = fj(a)fk(a) = fj(b)fk(b) = (fjfk)(b),

ya que fj y fk son funciones, esto demuestra que fjfk definida en (B.1) es función
de G a C◊.
Por otro lado, tenemos:

(fjfk)(ab) = fj(ab)fk(ab)
= fj(a)fk(a)fj(b)fk(b)
= (fjfk)(a)(fjfk)(b),

ya que fj y fk son homomorfismos de G a C◊, esto demuestra que fjfk definida
en (B.1) es homormorfismo de G a C◊. De lo anterior fjfk es carácter de G.

(2) Asociatividad: Sean fj, fk, fl caracteres de G. Debemos demostrar que (fjfk)fl =
fj(fkfl). Sea a œ G, luego:

[(fjfk)fl](a) = (fjfk)(a)fl(a)
= [fj(a)fk(a)]fl(a)
= fj(a)[fk(a)fl(a)]
= fj(a)(fkfl)(a) = [fj(fkfl)](a)

) La multiplicación es asociativa.

(3) Elemento Neutro: Sea f1 el carácter principal de G. Debemos demostrar que
fjf1 = f1fj = fj, sea a œ G, luego:

(fjf1)(a) = fj(a)f1(a) = fj(a) · 1 = fj(a)
(f1fj)(a) = f1(a)fj(a) = 1 · fj(a) = fj(a)

) (fjf1)(a) = (f1fj)(a) = fj(a), para todo a œ G.
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(4) Elemento inverso: Sea fj carácter de G. Debemos demostrar que existe fk œ Ĝ

tal que fjfk = f1, sea fk = 1/fj, definido para a œ G de la siguiente manera
fk(a) = 1/fk(a), el inverso de fj(a) en C◊, que es carácter de G. En efecto, para
todo a, b œ G tenemos que si a = b, entonces:

fk(a) = 1
fj(a) = 1

fj(b)
= fk(b),

ya que fj es función de G a C◊, esto demuestra que fk = 1/fj define una función
de G a C◊. Por otro lado:

fk(ab) = 1/fj(ab) = 1
fj(a)

1
fj(b)

= fk(a)fk(b),

esto demuestra que fk = 1/fj define un homomorfismo de G a C◊. De lo anterior
fk = 1/fj es un carácter de G, i.e., fk œ Ĝ. Notemos también que:

(fjfk)(a) = fj(a)fk(a) = fj(a) 1
fj(a) = 1.

Para todo a œ G. Luego fk œ Ĝ, así definido es tal que fjfk = f1, el carácter
prinicipal.

(5) Conmutatividad: (Ĝ, ·) es grupo abeliano por ser C◊ abeliano con respecto al
producto.

Observación B.7. Para cada carácter f en un grupo G finito, tenemos |f(a)| = 1
(ver,Teorema B.2). Por lo tanto el recíproco 1/f(a) es igual al conjungado complejo
f(a). Por lo tanto, la función f definida por f(a) = f(a) es también un carácter de G.
Más aún, tenemos

f(a) = 1
f(a) = f(a≠1)

para cada a œ G. Luego, para f œ Ĝ, con G grupo finito, por Teorema B.6 parte (3),
el inverso de f es f .

Observación B.8. Sea k œ Z+ y sea el grupo abeliano multiplicativo (Z/kZ)◊ para
el cual [a] œ (Z/kZ)◊ si y solo si m.c.d(a, k) = 1. Si f es un carácter de (Z/kZ)◊,
podemos tomar la extensión por 0, la cual denotamos por f̂ :

(Z/kZ)◊ � � // (Z/kZ) f̂ // C

tal que f̂(n) = f(n) si n œ (Z/kZ)◊ y f̂(n) = 0, si este no es el caso. Por otro lado, si
fi es la proyección de Z sobre Z/kZ, tenemos:

Z fi // Z/kZ f̂ // C

con lo cual al tomar ‰f = f̂ ¶ fi ésta define una función multiplicativa de Z a C.
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Definición B.9. Carácter de Dirichlet mód k. Sea (Z/kZ)◊, al hacer corresponder
cada carácter f de (Z/kZ)◊ a una función aritmética ‰ = ‰f : Z ! C como sigue:

‰(n) =
I

f(n mód k) si m.c.d(n, k) = 1,

0 si m.c.d(n, k) > 1

Definimos la función ‰, la cual es llamada carácter de Dirichlet módulo k œ Z+.

Observación B.10. El carácter principal mód k ‰1 es aquel con la propiedad
‰1 : Z ! C

‰1(n) =
I

1 si m.c.d(n, k) = 1,

0 si m.c.d(n, k) > 1

Observación B.11. Un carácter de Dirichlet ‰ puede tomar dos valores en el entero
n = ≠1, estos son ‰(≠1) = 1 ó ‰(≠1) = ≠1, por lo tanto sea

”‰ =
I

0 si ‰(≠1) = 1,

1 si ‰(≠1) = ≠1.

Decimos que ‰ es par si ”‰ = 0 e impar si ”‰ = 1.

Teorema B.12. Existen Ï(k) caracteres de Dirichlet módulo k œ Z+, donde Ï es la
función indicatriz de Euler, cada uno de los cuales es completamente multiplicativo y
periódico con periodo k. Esto es, tenemos

‰(mn) = ‰(m)‰(n) ’ m, n œ Z, (B.2)

y

‰(n + k) = ‰(n) ’ n œ Z. (B.3)

Recíprocamente, si ‰ es completamente multiplicativo y periódico con periodo k, y si
‰(n) = 0 para m.c.d(n, k) > 1, entonces ‰ es uno de los caracteres de Dirichlet módulo
k.

Demostración. Existen Ï(k) caracteres f para el grupo (Z/kZ)◊ por Teorema B.4,
luego existen Ï(k) caracteres ‰f de Dirichlet módulo k. La propiedad multiplicativa
(B.2) de ‰f se sigue de la propiedad multiplicativa de f cuando ambos m y n son
primos relativos a k. Si alguno de los dos m ó n no es primo relativo a k entonces
también mn, por tanto ambos lados de la igualdad en (B.2) son cero. La propiedad en
(B.3) se sigue del hecho que ‰f (n) = f(n mód k) y que a © b (mód k) implica que
m.c.d(a, k) =m.c.d(b, k).

Para probar el recíproco notamos que la función f definida en el grupo (Z/kZ)◊

por la ecuación

f(n mód k) = ‰(n) si m.c.d(n, k) = 1,

es un carácter de G, entonces ‰ es un carácter de Dirichlet.
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Demostraremos a continuación propiedades básicas de los caracteres de Dirichlet.

Teorema B.13. Sea ‰ carácter de Dirichlet mód k, entonces

(i) Si a © 1 (mód k), entonces ‰(a) = 1,

(ii) Si m.c.d(a, k) = 1, entonces ‰(a)Ï(k) = 1,

(iii)

ÿ

a (mód k)
‰(a) =

I
Ï(k) si ‰ = ‰1,
0 si ‰ ”= ‰1.

Demostración. (i) Como ‰ es carácter de Dirichlet, entonces por propiedad multipli-
cativa B.2, ‰(a) = ‰(a · 1) = ‰(a)‰(1). Si a © 1 (mód k), entonces ‰(a) ”= 0, ya que
m.c.d(a, k) = 1. Luego ‰(1) = 1, entonces por la periocidad B.3 tenemos que ‰(a) = 1.

(ii) Sea m.c.d(a, k) = 1, del teorema de Euler-Fermat tenemos a
Ï(k) © 1 (mód k).

Por lo tanto

‰(a)Ï(k) = ‰(aÏ(k)) = 1.

Por lo visto en (i).

(iii) Dado que Ï(k) = |(Z/kZ)◊|, la afirmación se confirma si ‰ ”= ‰1. Si ‰ ”= ‰1,
existe b tal que ‰(b) ”= 0, 1. Sea

S =
ÿ

a (mód k)
‰(a),

entonces

‰(b)S =
ÿ

a (mód k)
‰(b)‰(a) =

ÿ

a (mód k)
‰(ba) = S,

ya que ba recorre (Z/kZ)◊, por ser m.c.d(b, k) = 1, esto implica que (1 ≠ ‰(b))S = 0 y
como 1 ≠ ‰(b) ”= 0 entonces S = 0.

Definición B.14. Módulo Inductor. Sea ‰ un carácter de Dirichlet módulo k y sea
d un divisor positivo de k. El número d es llamado un módulo inductor para ‰ si se
cumple la siguiente condición

‰(a) = 1 siempre que m.c.d(a, k) = 1 y a © 1(mód d) (B.4)

Observación B.15. Notemos que k mismo es un inductor para ‰.

Teorema B.16. Sea ‰ un carácter de Dirichlet módulo k. Entonces 1 es un inductor
para ‰ si y solamente si ‰ = ‰1 es el carácter principal.



98 APÉNDICE B. CARÁCTER DE DIRICHLET

Demostración. Si ‰ = ‰1 entonces ‰(a) = 1 para todo a œ Z con m.c.d(a, k) = 1.
Por otro lado, dado que a © 1 (mód 1) el número 1 es un módulo inductor para ‰1.
Recíprocamente, si 1 es un módulo inductor para ‰ entonces

‰(a) = 1 para a con m.c.d(a, k) = 1 y a © 1(mód 1),

esto es, ‰(a) = 1 para todo a œ Z con m.c.d(a, k) = 1, i.e., ‰ = ‰1.

Definición B.17. Carácter Primitivo. Un carácter de Dirichlet ‰ módulo k se dice
primitivo módulo k si no posee un módulo inductor d < k. En otras palabras, ‰ es
primitivo módulo k si y solo si para cada divisor d de k, 0 < d < k, existe un entero
a © 1 (mód d) con m.c.d(a, k) = 1 tal que ‰(a) ”= 1.

Observación B.18. Si k > 1 el carácter principal ‰1 módulo k no es primitivo, ya
que tiene a 1 como módulo inductor.

Teorema B.19. Cada carácter no principal ‰ módulo un primo p es un carácter
primitivo módulo p.

Demostración. Los únicos divisores positivos de p son 1 y p, luego estos son los únicos
candidatos para ser módulos inductores. Pero si ‰ ”= ‰1 el divisor 1 no es un módulo
inductor por teorema B.16. Por tanto ‰ es primitivo.

El siguiente teorema se refiere a como se comporta ‰ en números que son congruen-
tes módulo n un inductor.

Teorema B.20. Sea ‰ un carácter de Dirichlet módulo k y asumamos que d|k, d > 0.
Entonces d es un inductor para ‰, si y solo si:

‰(a) = ‰(b) siempre que m.c.d(a, k) = m.c.d(b, k) = 1 y a © b(mód d) (B.5)

Demostración. Si (B.5) se cumple entonces d es un inductor ya que podemos escoger
b = 1, por (B.4) se satisface la afirmación.

Recíprocamente, escojamos a y b tales que m.c.d(a, k) =m.c.d(b, k) = 1 y a © b

(mód d), debemos mostrar que ‰(a) = ‰(b). Sea a
Õ el inverso de a mód k en (Z/kZ)◊,

i.e., aa
Õ © 1 (mód k). Ahora aa

Õ © 1 (mód d) ya que d|k, en efecto, tenemos k = dq1
luego aa

Õ ≠ 1 = kq0 = dq, con q = q0q1. Por tanto ‰(aa
Õ) = 1 ya que d es inductor para

‰. Pero aa
Õ © ba

Õ © 1 (mód d) ya que a © b (mód d), por tanto ‰(aa
Õ) = ‰(baÕ) luego

‰(a)‰(aÕ) = ‰(b)‰(aÕ),

y como ‰(aÕ) ”= 0 ya que ‰(a)‰(aÕ) = 1. Cancelando ‰(aÕ), vemos que ‰(a) = ‰(b).

Observación B.21. La ecuación (B.5) nos dice que ‰ es periódica módulo d en todos
los enteros a primos relativos a k. Por tanto ‰ actúa mucho más como un carácter
módulo d.
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En lo siguiente daremos dos equivalencias más para que un entero positivo sea
inductor de un carácter de Dirichlet.

Teorema B.22. Sea ‰ un carácter de Dirichlet módulo k y asumamos que d|k, con
d > 0. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) d es un inductor para ‰,

(ii) Existe un carácter de Dirichlet Â módulo d tal que:

‰(n) = Â(n)‰1(n) ’ n œ Z, (B.6)

donde ‰1 es el carácter principal módulo k.

Demostración. Asumamos que (ii) se cumple. Elegimos n tal que m.c.d(n, k) = 1,
n © 1 (mód d). Entonces ‰1(n) = Â(n) = 1, luego ‰(n) = 1 y así d es un inductor para
‰. Luego (ii) implica (i).

Asumamos ahora que (i) se cumple. Exhibimos un carácter de Dirichlet Â módu-
lo d para el cual (B.6) se cumple. Definimos Â(n) como sigue; si m.c.d(n, d) > 1 sea
Â(n) = 0. En este caso tenemos también m.c.d(n, k) > 1, en efecto, sea d0 =m.c.d(n, d)
entonces d0|n y d0|d, como d|k tenemos que d0|n y d0|k, por tanto d0|m.c.d(n, k). Así
(B.6) se satisface ya que ambas partes son iguales a cero.

Ahora supongamos que m.c.d(n, d) = 1. Entonces existe m tal que m © n (mód
d) con m.c.d(m, k) = 1. En efecto, sea m = n + qd donde q es el producto de los
primos que dividen a k pero no dividen a n. Si tales primos no existen, entonces para
p primo con p|k también p|n, por tanto p - d, al hacer m = n + d, tenemos que p - m,
por tanto en este caso ningún primo que divide a k divide a m, i.e., m.c.d(m, k) = 1
y como m ≠ n = d, entonces m © n (mód d). Por otro lado, si q > 1, tenemos que
m.c.d(m, d) = 1, ya que:

1 = nx + dy = (m ≠ qd)x + dy = mx + d(y ≠ qx),

supongamos que m.c.d(m, k) > 1, luego existe un primo p con p|k y p|m.

Si p|n entonces p|(m ≠ n) = qd, como p - q. Si no, por definición de q, p sería
factor de n, entonces, por el Lema de Euclides p|d, luego p|m.c.d(m, d) = 1. Lo
cual es absurdo.

Si p - n, entonces p|q por definición de q, por lo tanto p|(m ≠ qd) = n. Lo cual es
contradictorio.

De lo anterior m.c.d(m, k) = 1 y como m ≠ n = qd entonces m © n (mód d).

Al tener el m, definimos Â(n) = ‰(m). El número Â(n) está bien definido ya que
por Teorema B.20, ‰ toma los mismos valores en los números que son congruentes
módulo d y que son primos relativos a k. Continuamos mostrando que Â es en efecto,
un carácter de Dirichlet módulo d.
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(1) Sean a, b œ Z tales que a © b (mód d) y m.c.d(a, d) = m.c.d(b, d) = 1, entonces
existen m1, m2 œ Z, tales que:

a © m1 (mód d) y b © m2 (mód d) ∆ m1 © m2(mód d)

con m.c.d(m1, d) =m.c.d(m2, d) = 1, por tanto Â(a) = ‰(m1) = ‰(m2) = Â(b).

(2) Sean a, b œ Z. Demostremos que Â(ab) = Â(a)Â(b), al tomar m.c.d(a, d) > 1 ó
m.c.d(b, d) > 1, tenemos que Â(a) = 0 ó Â(b) = 0, y además m.c.d(ab, d) > 1,
por lo tanto Â(ab) = 0, así Â(ab) = Â(a)Â(b).

Por otro lado, si m.c.d(a, d) =m.c.d(b, d) = 1, entonces:

Â(ab) = ‰(m0) para algún m0 © ab (mód d) y m.c.d(m0, k) = 1,

Â(a) = ‰(m1) para algún m1 © a (mód d) y m.c.d(m1, k) = 1,

Â(b) = ‰(m2) para algún m2 © b (mód d) y m.c.d(m2, k) = 1.

Luego, ‰(m1m2) = ‰(m1)‰(m2), y como m1m2 © ab (mód d), esto implica que
m0 © m1m2 (mód d), con lo cual ‰(m0) = ‰(m1m2) = ‰(m1)‰(m2). Por lo tanto
Â(ab) = Â(a)Â(b).

Verificamos ahora que la ecuación (B.6), se cumple para todo n. Si m.c.d(n, k) = 1
entonces m.c.d(n, d) = 1, y así, Â(n) = ‰(m) para algún m © n (mód d). Luego por el
Teorema B.20:

‰(n) = ‰(m) = Â(n) = Â(n)‰1(n)

con ‰1 carácter principal mód k. Si m.c.d(n, k) > 1 entonces ‰(n) = ‰1(n) = 0 y (B.6)
se cumple.

Teorema B.23. Sea ‰ carácter de Dirichlet módulo k. Sea d|k, d > 0. Entonces d es
un inductor para ‰, si solo si, ‰ se factoriza:

(Z/kZ)◊ —
�! (Z/dZ)◊ Â

�! C, (B.7)

con Â carácter de Dirichlet módulo d y — definida tal que (a mód k) 7! (a mód d).

Observación B.24. En la afirmación anterior, estamos haciendo un poco de abuso
de notación, ya que un carácter de Dirichlet esta definido sobre Z, pero recordemos
que estos quedan totalmente determinados según cierto módulo k, en particular por los
caracteres del grupo (Z/kZ)◊, asi que podemos visualizarlos solo con los valores que
toman en este grupo, y dando valor 0 a los n œ Z tales que m.c.d(n, k) > 1.

Demostración. Supongamos que ‰ se factoriza como en (B.7), i.e., ‰ = Â ¶ —, luego si
a œ Z con m.c.d(a, k) = 1 y a © 1 (mód d), entonces (a mód k)œ (Z/kZ)◊ y además
(a mód d)=(1 mód d) en (Z/dZ)◊, por tanto:

‰(a) = Â(—(a mód k)) = Â(a mód d) = Â(1 mód d) = 1,
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y por definición B.14, d es módulo inductor para ‰.

Recíprocamente, si d es módulo inductor para ‰, por Teorema B.22 parte (ii) existe
un carácter de Dirichlet Â módulo d tal que ‰(n) = Â(n)‰1(n) para todo n œ Z, con
‰1 carácter principal módulo k. Demostremos que ‰ = Â ¶ —, para hacer esto tomemos
(n mód k) œ (Z/kZ)◊, entonces (Â ¶ —)(n mód k) = Â(n mód d) = Â(n) = Â(n)‰1(n),
con ‰1 carácter principal módulo k (recuerde que estamos haciendo un poco de abuso
de notación), por tanto (Â ¶ —)(n) = ‰(n) para todo n œ Z con m.c.d(n, k) = 1.

Recordemos que si ‰ es un carácter de Dirichlet módulo k, este k es un módulo
inductor para ‰.

Definición B.25. Sea ‰ un carácter de Dirichlet módulo k. El inductor d más chico
para ‰ es llamado el conductor de ‰.

Teorema B.26. Cada carácter de Dirichlet ‰ módulo k puede ser expresado como un
producto,

‰(n) = Â(n)‰1(n) ’ n œ Z, (B.8)

donde ‰1 es el carácter principal módulo k y Â es un carácter primitivo módulo el
conductor de ‰.

Demostración. Sea d el conductor de ‰. Del Teorema B.22 sabemos que ‰ puede ser
expresado como un producto de la forma (B.6), donde Â es un carácter módulo d.
Mostraremos que Â es carácter primitivo módulo d.

Supongamos que no, si Â no es primitivo módulo d existe un divisor q de d, q < d

que es módulo inductor para Â. Probaremos que q el cual divide a k, es también módulo
inductor para ‰. Sea n © 1 (mód q), con m.c.d(n, k) = 1, entonces

‰(n) = Â(n)‰1(n) = Â(n) = 1,

ya que m.c.d(n, d) = 1 y q es inductor para Â. Por tanto, q es módulo inductor para
‰, lo cual contradice que d sea el conductor de ‰.

Observación B.27. El Teorema B.26 junto al Teorema B.23 nos dice que si d es
conductor de ‰ carácter de Dirichlet módulo k, existe Â carácter primitivo módulo d

tal que ‰ se factoriza

(Z/kZ)◊ —
�! (Z/dZ)◊ Â

�! C,

también, por Teorema B.26, si ‰ es carácter de Dirichlet primitivo módulo k, entonces
‰ no se puede factorizar de la forma anterior.
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Observación B.28. Por el Teorema B.26 todo carácter de Dirichlet ‰, queda unívo-
camente determinado por un único carácter Â, primitivo módulo f‰ el conductor de ‰.
En efecto, si Â

Õ es otro carácter de Dirichlet primitivo mód f‰ tal que satisface (B.8),
tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

(Z/kZ)◊

✏✏

// (Z/f‰Z)◊

ÂÕ

✏✏

(Z/f‰Z)◊ Â // C◊

como se satisface (B.8) para Â y Â
Õ, entonces Â ¶ fi = ‰ = Â

Õ ¶ fi, dónde fi es la pro-
yección natural de reducción módulo f‰, la cual es sobreyectiva ya que f‰|k, entonces
posee inversa a derecha, con lo cual concluimos que Â = Â

Õ.

B.1. Grupo de Caracteres de Dirichlet Primitivos
Es conveniente por lo visto hasta el momento tomar a todos los caracteres que sean

primitivos, ya que así se puede definir una multiplicación entre ellos sin ambigüedades.

Sean ‰
Õ y ‰

ÕÕ caracteres de Dirichlet primitivos con conductores d
Õ y d

ÕÕ respectiva-
mente. Sea m = d

Õ
d

ÕÕ, definimos la función: “ : Z ! C módulo m, tal que:

“(n) =
I

‰
Õ(n)‰ÕÕ(n) si m.c.d(n, m) = 1,

0 si m.c.d(n, m) > 1.

La función “ es un carácter de Dirichlet módulo m. En efecto:

(1) Sean a, b œ Z con m.c.d(a, m) =m.c.d(b, m) = 1 y a © b(mód m), por tanto
m.c.d(a, d

Õ) = m.c.d(b, d
Õ) = 1 y, además, m.c.d(a, d

ÕÕ) = m.c.d(b, d
ÕÕ) = 1, por

otro lado también tenemos que a © b(mód d
Õ) y a © b(mód d

ÕÕ), todo lo anterior
implica que:

“(a) = ‰
Õ(a)‰ÕÕ(a) = ‰

Õ(b)‰ÕÕ(b) = “(b).

(2) Sean a, b œ Z con m.c.d(a, m) =m.c.d(b, m) = 1, entonces:

“(ab) = ‰
Õ(ab)‰ÕÕ(ab)

= ‰
Õ(a)‰Õ(b)‰ÕÕ(a)‰ÕÕ(b)

= ‰
Õ(a)‰ÕÕ(a)‰Õ(b)‰ÕÕ(b) = “(a)“(b).

Si m.c.d(a, m) > 1 ó m.c.d(b, m) > 1 entonces m.c.d(ab, m) > 1, por tanto
“(ab) = 0, y por otro lado “(a) = 0 o “(b) = 0, asi “(ab) = “(a)“(b).

(3) “(n) ”= 0 para todo n œ Z con m.c.d(n, m) = 1, ya que ‰
Õ(n) ”= 0 y ‰

ÕÕ(n) ”= 0 en
este caso.

Al tomar el conductor f“ del carácter de Dirichlet “ definido anteriormente y redu-
ciendolo a un carácter primitivo (el cual es único por Observación B.28), definimos la
multiplicación ‰

Õ · ‰
ÕÕ entre caracteres primitivos como el carácter primitivo asociado
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a “. Por otro lado, al tomar ‰1 como el carácter tal que es idénticamente 1 (carácter
trivial) para todo Z, este define un carácter de Dirichlet primitivo el cuál es el único
con conductor 1.

Teorema B.29. Con la multiplicación definida anteriormente, el conjunto de todos
los caracteres primitivos de Dirichlet forman un grupo abeliano.
Demostración. De la definición de la multiplicación sabemos que la operación es cerrada
en el conjunto de los caracteres de Dirichlet primitivos:

(i) Asociatividad: Sean ‰
Õ
, ‰

ÕÕ y ‰
ÕÕÕ caracteres primitivos de Dirichlet, con conducto-

res f1, f2 y f3 respectivamente, queremos demostrar que:
(‰Õ

‰
ÕÕ)‰ÕÕÕ = ‰

Õ(‰ÕÕ
‰

ÕÕÕ),
sean f“ y fÂ los conductores de estos caracteres de la izquierda y derecha respec-
tivamente de la identidad anterior, y sea f1f2f3 = f , por lo tanto f“|f y fÂ|f .
Notemos que si m.c.d(n, f) = 1, entonces:

((‰Õ
‰

ÕÕ)‰ÕÕÕ)(n) = (‰Õ(n)‰ÕÕ(n))‰ÕÕÕ(n) = ‰
Õ(n)(‰ÕÕ(n)‰ÕÕÕ(n)) = (‰Õ(‰ÕÕ

‰
ÕÕÕ))(n).

De lo anterior:
(Z/fZ)◊

✏✏

// (Z/f“Z)◊

✏✏

(Z/fÂZ)◊ // C◊

el diagrama es conmutativo, ya que los caracteres primitivos (‰Õ
‰

ÕÕ)‰ÕÕÕ y ‰
Õ(‰ÕÕ

‰
ÕÕÕ)

inducen al carácter ‰
Õ
‰

ÕÕ
‰

ÕÕÕ : (Z/fZ) ! C◊ definido por:
(‰Õ

‰
ÕÕ
‰

ÕÕÕ)(n) = ‰
Õ(n)‰ÕÕ(n)‰ÕÕÕ(n),

y por Observación B.28 estos caracteres son únicos, con lo cual se obtiene la
identidad deseada.

(ii) Conmutatividad: Sean ‰
Õ y ‰

ÕÕ caracteres primitivos de Dirichlet con conductores
f1 y f2 respectivamente, sea f = f1f2, entonces si m.c.d(n, f) = 1, tenemos que

“(n) = ‰
Õ(n)‰ÕÕ(n) = ‰

ÕÕ(n)‰Õ(n) = Â(n)
luego, por definición de la multiplicación de caracteres, ambos son inducidos por
el mismo carácter primitivo, i.e.

(‰Õ
‰

ÕÕ)(n) = (‰ÕÕ
‰

Õ)(n) ’ n œ Z.

(iii) Neutro: Notemos que el elemento neutro es el carácter principal ‰1 definido como
‰1(n) = 1 para todo n œ Z. En efecto, para ‰ carácter primitivo con conductor
f , tenemos que si m.c.d(n, f) = 1

“(n) = ‰(n)‰1(n) = ‰(n),
al tomar el carácter primitivo asociado a “, entonces ‰‰1 = ‰.

(iv) Inverso: El elemento inverso de ‰ es el carácter ‰ el cual es el mapeo del conjugado
complejo de ‰, i.e., ‰(n) = ‰(n), n œ Z.



Apéndice C

Números p-ádicos

Kurt Hensel introdujo los números p-ádicos en 1897 como series de potencias con
respecto al primo p, usando la analogía entre el anillo de enteros Z y su campo de
cocientes Q y el anillo de polinomios C[X] y su campo de cocientes C(X). En este
apéndice damos aspectos básicos sobre el campo de los números p-ádicos, campo en el
cual van a estar definidas las funciones L p-ádicas, tema principal de esta tesina. Para
un tratamiento más profundo del campo p-ádico (ver [11]).

Definición C.1. Sea F un campo. Una norma (o valor absoluto) en F es una función
| · | : F ! R+, tal que

(i) |x| = 0 si y solo si x = 0,

(ii) |xy| = |x||y|, para x, y œ F,

(iii) |x + y| Æ |x| + |y|, para x, y œ F (Desigualdad Triangular).

Definición C.2. Una norma | · | es llamada no arquimediana (ó ultramétrica), si
además satisface

(iv) |x + y| Æ máx{|x|, |y|}, para x, y œ F.

Observación C.3. Notemos que |x+y| Æ máx {|x|, |y|} Æ |x|+ |y|, i.e., (iv) =∆ (iii).

Observación C.4. Podemos siempre definir la norma trivial en el campo F como

|x| =
I

1 si x ”= 0,

0 si x = 0.

Aunque usualmente no se estudia este caso.

El valor absoluto usual el cual notaremos por | · |Œ es una norma en Q y su métrica
correspondiente es la función distancia usual, cuya completación nos da el cuerpo de los
números reales R. Por otro lado, podemos construir otras normas en Q, que dependan
de un primo p dado.

104
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Primero, damos el concepto de valuación p-ádica y definimos el anillo Zp de los
enteros p-ádicos.

Definición C.5. Sea p primo, y sea a œ Z ≠ {0}, luego ‹p(a) es el exponente de p en
la factorización de a como producto de primos, es decir:

a = p
‹p(a)

b, donde p - b,

‹p(a) es la valuación p-ádica de a. Definimos ‹p(0) = +Œ.

Podemos extender esta definición a los racionales de la siguiente manera, si a/a
Õ œ

Q con m.c.d(a, a
Õ) = 1, a

Õ
> 0, definimos ‹p(a/a

Õ) = ‹p(a) ≠ ‹p(aÕ). Entonces, el mapeo
‹p : Q ! Z fi {Œ} es la valuación p-ádica de Q.

Observación C.6. Para cualquier x œ Q, el valor de ‹p(x) no depende de su re-
presentación como cociente de dos enteros. En otras palabras, si a/b = c/d, entonces
‹p(a) ≠ ‹p(b) = ‹p(c) ≠ ‹p(d), en efecto, tenemos que ac = bd luego ‹p(ac) = ‹p(bd), por
teorema fundamental de la aritmética deducimos que

‹p(a) + ‹p(c) = ‹p(b) + ‹p(d),

donde se deduce el resultado.

La valuación p-ádica cumple las siguientes propiedades básicas (ver [11], cap. 2.)

Lema C.7. Para todo a y b œ Q, tenemos

(i) ‹p(ab) = ‹p(a) + ‹p(b),

(ii) ‹p(a + b) Ø mı́n{‹p(a), ‹p(b)},

(iii) Si ‹p(a) < ‹p(b1), ‹p(b2), ..., ‹p(bk), entonces ‹p(a + b1 + · · · + bk) = ‹p(a), con
bi œ Q.

Observación C.8. Si ‹p(x) = e Ø 1, decimos que p
e es la potencia exacta de p que

divide a x, escribimos p
e Î x.

Más aún, si x œ Q◊, la valuación p-ádica es determinada por la fórmula

x = p
‹p(x) · a

b
, p - ab.

Lema C.9. Sea n = n0 + n1p + n2p
2 + · · · + nrp

r representación de un entero n Ø 1 en
base p-primo. Entonces, tenemos las siguientes afirmaciones acerca de las valuaciones
p-ádicas.

(i) La valuación p-ádica de n! es

‹p(n!) =
ÿ

kØ1

C
n

pk

D

= n ≠ (n0 + n1 + · · · + nr)
p ≠ 1 ,
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(ii) La valuación p-ádica del coeficiente binomial
1

n
k

2
es la suma de las "transferen-

cias"que ocurren en la suma de k y n ≠ k.

(iii) La valuación p-ádica del coeficiente binomial
1

pn

k

2
es igual a n≠‹p(k), para k Ø 1.

Demostración. (i) Como n = n0 + n1p + · · · + nrp
r. Tenemos [n/p

k] enteros m Æ n

divisibles por p
k, en efecto, sea j el mayor entero tal que jp

k Æ n. De manera que, j es
el número de elementos en {1, 2, · · · , n} que son divisibles por p

k.

=∆ j Æ n

pk
< j + 1 ) j =

C
n

pk

D

,

luego existen [n/p
k] ≠ [n/p

k+1] enteros m Æ n de valuación p-ádica igual a k. Se sigue
que:

‹p(n!) =
ÿ

kØ1
k

AC
n

pk

D

≠
C

n

pk+1

DB

=
ÿ

kØ1

C
n

pk

D

.

Usando el hecho que
C

n

pk

D

=
ÿ

iØk

nip
i≠k

,

entonces
C

n

p

D

= nrp
r≠1 + nr≠1p

r≠2 + · · · + n1,

C
n

p2

D

= nrp
r≠2 + nr≠1p

r≠3 + · · · + n2,

...
C

n

pr

D

= nr.

Por lo tanto,
‹p(n!) = nr(1 + · · · + p

r≠2 + p
r≠1) + nr≠1(1 + · · · + p

r≠2) + · · · + n1,

tenemos que
‹p(n!) = n1 + n2(1 + p) + n3(1 + p + p

2) + · · · + nr(1 + · · · + p
r≠1)

= 1
p ≠ 1[n1p + n2p

2 + · · · + nrp
r ≠ (n1 + · · · + nr)]

= n ≠ (n0 + n1 + · · · + nr)
p ≠ 1 .

(ii) Sean k = k0 +k1p+ · · ·+krp
r y l = n≠k = l0 + l1p+ · · ·+ lrp

r. Con el algoritmo
de la suma p-ádica

k0 + l0 = n0 + ”0p con ”0 œ {0, 1},

k1 + l1 + ”0 = n1 + ”1p con ”1 œ {0, 1},

... ...
kr + lr + ”r≠1 = nr + ”rp con ”r œ {0, 1},

nr+1 = ”r.
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donde los ”0, ”1, · · · , ”r son las "transferencias". Entonces por (i) tenemos

‹p

AA
n

k

BB

= ‹p

A
n!

k! · l!

B

= ‹p(n!) ≠ ‹p(k!) ≠ ‹p(l!)

= [n ≠ (n0 + n1 + · · · + nr+1) ≠ k + (k0 + k1 + · · · + kr) ≠ l + (l0 + l1 + · · · + lr)] · 1
p ≠ 1

= [(k0 + l0 ≠ n0) + (k1 + l1 ≠ n1) + · · · + (kr + lr ≠ nr) ≠ nr+1] · 1
p ≠ 1

= [(”0 + ”1 + · · · + ”r)p ≠ (”0 + ”1 + · · · + ”r)] · 1
p ≠ 1

= ”0 + ”1 + · · · + ”r.

(iii) Sea 1 Æ j < p
n, tenemos que ‹p(pn ≠ j) = ‹p(j), en efecto, sea ‹p(pn ≠ j) = m,

entonces p
n ≠ j = p

m
q, con p - q, por tanto j = p

m(pn≠m ≠ q), de donde se sigue que
‹p(j) = m. Entonces:

‹p

A

k!
A

p
n

k

BB

= ‹p(k!) + ‹p

AA
p

n

k

BB

= ‹p(pn(pn ≠ 1)(pn ≠ 2) · · · (pn ≠ (k ≠ 1)))

= n +
k≠1ÿ

j=1
‹p(pn ≠ j)

= n +
k≠1ÿ

j=1
‹p(j)

= n + ‹p((k ≠ 1)!).

) ‹p

AA
p

n

k

BB

= n + ‹p((k ≠ 1)!) ≠ ‹p(k!)

= n ≠ ‹p(k).

Definición C.10. Para x œ Q, definimos la norma p-ádica de x, de la siguiente
manera

|x|p =
I

p
≠‹p(x) si x ”= 0

0 si x = 0.

Observación C.11. La demostración que efectivamente | · |p define una norma en Q,
más aún, una norma no arquimediana, se sigue del Lema C.7.

Teorema C.12. Ostrowski-1916. Cada norma no trivial en Q es equivalente a una
de las normas p-ádicas | · |p, para algún p-primo, o a la norma | · |Œ.

Demostración. Ver [11], cap. 3, Teorema 3.1.3.
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Observación C.13. El Teorema C.12 de Ostrowski, caracteriza todos los valores ab-
solutos que se pueden definir sobre Q, en esencia, existen solo de dos tipos. Por otro
lado, es bien sabido que (Q, |·|Œ), es un espacio no completo, cuya completación, ya sea
por cortaduras de Dedekind o suceciones de Cauchy origina el campo de los números
reales (R, | · |Œ). Esto mismo ocurre para el caso no arquimediano.

Observación C.14. Notemos que si en Q trabajamos con la norma trivial, entonces
sería completo, ya que si (an)n es una suceción de Cauchy en Q, para 0 < Á < 1, existe
N œ N, tal que:

|an ≠ am| < Á < 1 siempre que n, m Ø N

y como esta es la norma trivial, entonces |an ≠ am| = 0, con lo cual, an = am siempre
que n, m Ø N , i.e., la sucesión se estaciona a partir de un término fijo, por lo tanto
es sucesión convergente.

Lema C.15. El campo Q de los números racionales no es completo respecto a cual-
quiera de sus normas no triviales.

Demostración. Ver [11], cap. 3, Lema 3.2.2.

Observación C.16. Procediendo de manera clásica se puede obtener la completación
de (Q, | · |p) vía sucesiones de Cauchy. Tenemos entonces el siguiente teorema

Teorema C.17. Para cada primo p œ Z+ existe un campo Qp con norma no arquime-
diana | · |p, tal que:

(i) Existe una inclusión Q Ò! Qp, y la norma inducida por |·|p en Q vía esta inclusión
es el valor absoluto p-ádico.

(ii) La imagen de Q bajo esta inclusión es densa en Qp (respecto al valor absoluto
| · |p).

(iii) Qp es completo respecto al valor absoluto | · |p.

El campo Qp que satisface (i), (ii) y (iii) es único salvo isometrías.

Demostración. Ver [11], cap. 3, Teorema 3.2.13.

Observación C.18. Tanto como la norma p-ádica se puede extender de Q a Qp bajo
la inclusión mencionada anteriormente, lo mismo ocurre con la valuación p-ádica.

Lema C.19. Para cada x œ Qp, x ”= 0, existe un entero ‹p(x) tal que |x|p = p
≠‹p(x).

Demostración. Por Teorema C.17, Q es denso en Qp, luego, para x œ Qp con x ”= 0,
existe (xn)n sucesión en Q tal que xn ! x en norma p-ádica. Por tanto, (xn)n es
sucesión de Cauchy que no converge a cero. De lo anterior, existen c > 0 y N1 œ Z, tal
que

n Ø N1 =∆ |xn|p Ø c > 0.
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Por otro lado, dado que (xn)n es sucesión de Cauchy, existe N2 œ Z para el cual

n, m Ø N2 =∆ |xn ≠ xm|p < c.

Sea N = máx{N1, N2}, entonces

n, m Ø N =∆ |xn ≠ xm|p Æ máx {|xn|p, |xm|p},

por lo tanto, para n, m Ø N

|xn|p Æ máx {|xn ≠ xm|p, |xm|p} = |xm|p,

con lo cual |xn|p Æ |xm|p si n, m Ø N , análogamente tenemos |xm|p Æ |xn|p, y por tanto
|xn|p = |xm|p = p

≠k, para todo n, m Ø N y algún k œ Z. Definamos k = ‹p(x), y dado
que xn ! x, entonces |xn|p ! |x|p, y así |x|p = p

≠‹p(x).
Observación C.20. Terminamos de realizar la extensión de ‹p a todo Qp, tomando
‹p(0) = +Œ.

Definición C.21. El anillo de los enteros p-ádicos es el anillo de valuación

Zp = {x œ Qp : |x|p Æ 1}.

Definición C.22. Decimos que r = a/a
Õ œ Q es p-entero si ‹p(r) Ø 0. Claramente

cada a œ Z es p-entero (’ p-primo). Notamos al conjunto de los racionales p-enteros
por Z(p) el cual es subanillo de Q.

Teorema C.23. El anillo Zp de los enteros p-ádicos es un anillo local cuyo ideal
maximal es el ideal principal pZp = {x œ Qp : |x|p < 1}. Más aún,

(i) Q fl Zp = Z(p) = {a
b œ Q : p - b}.

(ii) La inclusión Z Ò! Zp tiene imagen densa. En particular, dado x œ Zp y n Ø 1,
existe – œ Z, 0 Æ – < p

n, tal que |x≠–|p Æ p
≠n. El entero – con estas propiedades

es único.

(iii) Para x œ Zp, existe una sucesión de Cauchy (–n)n de enteros que converge a x,
del siguiente tipo:

• 0 Æ –n < p
n

• Para cada n tenemos –n © –n≠1 (mód p
n≠1).

La sucesión (–n)n con estas propiedades es única.
Demostración. Para una demostración completa (ver [11], cap. 3, Proposición 3.3.4).
Solo demostraremos (i).

Explícitamente, necesitamos probar que r œ Z(p) si y solo si r = 0 o r = a/b con
b ”= 0 y p - b. En efecto, sea r = a/b œ Z(p) con m.c.d(a, b) = 1, luego ‹p(r) Ø 0, de
manera que ‹p(a) Ø ‹p(b), como r œ Q, b ”= 0. Si ‹p(b) > 0 entonces p|b y p|a y así
m.c.d(a, b) > 1, lo cual es contradictorio, así ‹p(b) = 0, esto es p - b. Recíprocamente,
si r = 0, entonces ‹p(r) = Œ > 0, luego r œ Zp, por otro lado, si r = a/b con b ”= 0 y
p - b, con lo cual ‹p(b) = 0, entonces ‹p(r) = ‹p(a) Ø 0.
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Observación C.24. Un número racional r es entero si y solo si r es p-entero para
cada primo p, i.e., Sea r œ Q, entonces r œ Z ≈∆ r œ Z(p) ’ p-primo. En efecto, la
condición suficiente es clara, recíprocamente si r = a/b œ Q tal que r œ Z(p) para todo
p-primo, entonces por lema anterior tenemos dos opciones, si r = 0, entonces r œ Z,
por otro lado, p - b, para todo p-primo, por teorema fundamental de la aritmética b = 1
ó b = ≠1 necesariamente, por lo tanto r = a œ Z.

Observación C.25. Al ser Zp la bola cerrada unitaria en Qp, una pregunta natural
sería. ¿Es Zp compacto? respuesta que es afirmativa (ver [11], cap. 3. Corolario 3.3.8.)

A continuación, definimos una relación de equivalencia en Qp, que generaliza la
relación de congruencia módulo p en Z.

Lema C.26. Sean r, s œ Qp, e œ Z+ entero fijo. Entonces r © s (mód p
e) si y solo si

‹p(r ≠ s) Ø e. Define una relación de equivalencia en Qp.

Demostración. En efecto:

(i) Reflexiva: Sea r œ Qp, luego r ≠ r = 0, y dado que ‹p(0) = +Œ, entonces
‹p(r ≠ r) > e, i.e., r © r (mód p

e).

(ii) Simétrica: Sean r, s œ Qp tales que r © s (mód p
e), esto es, ‹p(r ≠ s) Ø e. Como

‹p(r ≠ s) = ‹p((≠1)(s ≠ r)) = ‹p(≠1) + ‹p(s ≠ r) = ‹p(s ≠ r).

Entonces ‹p(s ≠ r) Ø e, por tanto s © r (mód p
e).

(iii) Transitiva: Sean r, s y t elementos en Qp, tales que r © s (mód p
e) y s ©

t (mód p
e), por tanto ‹p(r ≠ s) Ø e y ‹p(s ≠ t) Ø e, luego

‹p(r ≠ t) = ‹p((r ≠ s) + (s ≠ t)) Ø mín{‹p(r ≠ s), ‹p(s ≠ t)} Ø e,

por tanto r © t (mód p
e).

Lema C.27. Lema de Hensel. Sea f(x) œ Zp[X] polinomio con coeficientes en Zp.
Denotamos por f

Õ(X) a su derivada formal. Si la congruencia f(X) © 0 (mód p) tiene
una solución a1 tal que f

Õ(a1) ”© 0 (mód p) entonces existe un único entero p-ádico a

tal que f(a) = 0 y a © a1 (mód p).

Demostración. Ver Murty [18], cap. 4, Teorema 4.1

Observación C.28. Una consecuencia importante del Lema de Hensel es que resolver
ecuaciones en Zp es equivalente a resolver ecuaciones mód p

n para todo n œ Z+. Por
ende, al tener los mapeos naturales (Proyecciones)

Z/p
n+1Z �! Z/p

nZ,

podemos ver a Zp como el límite inverso (o proyectivo) del sistema {Z/p
nZ}nœN, i.e.,

Zp = ĺım
 �

Z/p
nZ.
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Observación C.29. También como consecuencia del Lema de Hensel, Qp no es al-
gebraicamente cerrado. Ya que con el se pueden caracterizar las raíces m-ésimas de
la unidad que pertenecen a Qp (Ver [11], cap. 3, Proposición 3.4.2.). Al extender la
norma | · |p a la cerradura algebraica Qp (ver Murty [18], cap. 4, pág 49-50), notamos
que Qp pierde la completitud con respecto a la norma p-ádica (ver Murty [18], cap. 4,
Teorema 4.4.)

Al tomar Cp, la completación vía suceciones de Cauchy de (Qp, | · |p), obtenemos el
análogo p-ádico de los números complejos con la norma usual, ya que:

Teorema C.30. Cp es algebraicamente cerrado y completo.

Demostración. Ver Murty [18], cap. 4, Teorema 4.6.



Epílogo

La teoría de números ocupa entre los matemáticos un estatus de grandeza justifica-
do. No en vano Carl Gauss la llamaba “la reina de las matemáticas”, no podría ser de
otra manera, ya que es un área presente desde el nacimiento de esta ciencia formal y
que a través de los años ha proporcionado una gran cantidad de retos a la comunidad
matemática. Los matemáticos poco a poco han ido resolviendo estos problemas y al
mismo tiempo han presenciado en el camino cómo el edificio matemático creció junto
a ellos.

Hablar de matemáticas, específicamente de investigación en matemáticas como
aprendí en estos dos años de maestría en el CIMAT, se refiere a las técnicas que se usan
en el intento de resolver un problema en cuestión, la generalización de alguna teoría,
la aplicación de un concepto en algún caso concreto y en particular en el desarrollo de
ideas que puedan brindar un fundamento sólido para algún área de investigación. Esta
tesina engloba ese último concepto, pues en su elaboración estudié las técnicas que se
desarrollaron en el siglo XIX y XX en la construcción de las herramientas básicas de la
teoría analítica de números que busca como objetivo final, entender el comportamien-
to de los objetos ariméticos, que surgen en la investigación del anillo de los números
enteros.

A partir de aquí el objetivo a futuro será completar el camino iniciado en esta
tesina, el cual es, entender la construcción algebraica hecha por Kenkichi Iwasawa en
los años sesenta de las funciones L p-ádicas que inició la investigación de lo que hoy
llamamamos Teoría de Iwasawa, cuya conjetura principal para Q fue demostrada en
1984 por Andrew Wiles y Barry Mazur y en donde se demuestra que los dos métodos de
construcción, tanto el analítico vía interpolación como el algebraico definen el mismo
objeto, que a su vez inicia una serie de generalizaciones que están presentes en la
ivestigación moderna de la teoría números.
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