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il

“C’est naturellement par la
partie qualitative qu’on doit
aborder la théorie de toute
fonction (... )

D’ailleurs, cette étude
qualitative aura par elle-méme
un intérét de premier ordre”.

- Henri Poincaré (1881)

“No Mauricio, this is no trouble,
this is your luck. Try to work as
hard and as fast as you can on
this subject because the day will
come when you will not
understand a single word of
what they will be saying about
structural stability; this
happened to me in topology”.

- S. Lefschetz to M. Peixoto
(1957)

“Our concern is with cruder
results which reflect only the
topological structure of a flow”.

- J. Guckenheimer (1972)






Resumen

El proposito de este trabajo es dar a conocer el Teorema de Guckenheimer sobre
linealizacion topolégica de flujos holomorfos, cuya parte lineal pertenece al dominio
de Poincaré. Este resultado es analogo al Teorema de Hartman-Grobman para flujos
reales.

Este es un resultado sobre estabilidad local, pero hace uso de un teorema de
Palis-Smale acerca de la estabilidad estructural en sistemas Morse-Smale. Por lo
tanto, la exposicion hace un recorrido por estos conceptos. En primer lugar,
presentamos algunos preliminares y las herramientas mas importantes necesarias
para la prueba de estabilidad de sistemas Morse-Smale: hiperbolicidad, Teorema de
la variedad estable y Lema de inclinacion (A-lema). En segundo lugar, definimos
flujos holomorfos con parte lineal en el dominio de Poincaré y explicamos la
demostracion del resultado principal de Guckenheimer.
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Introducciéon

El presente trabajo esta enmarcado dentro del &rea de sistemas dindmicos
diferenciables. Méas precisamente, abordamos la cuestion de la estabilidad local de la
estructura de las orbitas de un flujo holomorfo cerca de una singularidad. Para
entender mejor los conceptos relacionados, dividimos esta presentacion en dos
partes: la teoria cualitativa de sistemas dindmicos y la idea de estabilidad
estructural.

En primer lugar, la teoria de sistemas dindmicos tiene su origen en el estudio de
ecuaciones diferenciales. A su vez, estas fueron introducidas por los trabajos de Sir
Isaac Newton (1686) en fisica mecanica. En los inicios de la disciplina, la motivacion
radicaba en resolver analiticamente la mayor cantidad de ecuaciones a partir de una
condicién inicial. Sin embargo, a pesar de que este propoésito se cumplid
ampliamente, se hizo evidente que aproximarse al problema con este método era
dificil y, en ocasiones, inoperante. Fue asi como Henri Poincaré (1881) propuso
estudiar de forma cualitativa las soluciones, obteniendo una descripciéon topoldgica
de estas, en lugar de una expresion analitica. Este enfoque adopté el nombre de
sistemas dinamicos y desde el siglo XX ha sido explorado por matemaéticos como
Birkhoff, Anosov, Smale, Palis, Pugh, entre muchos otros.

Por su parte, el concepto de estabilidad estructural tiene sus origenes en el
trabajo Sistemas robustos de Andronov y Pontryagin (1937). Alli, estudiaron flujos
en un disco D C R?, cuyas soluciones fueran transversales a la frontera, y
propusieron condiciones para que la estructura topologica de las orbitas
permaneciera invariante ante perturbaciones. Inicialmente, el trabajo no tuvo tanta
resonancia, pero Lefschetz y DeBaggis lo retomaron y definieron formalmente la
nocion de estabilidad estructural, despertando interés en occidente. Asi, se
involucraron investigadores como Mauricio Peixoto, quien encontré condiciones
necesarias y suficientes para la estabilidad estructural de flujos en el disco (1959), y
Stephen Smale, quien abrié un ambicioso programa de investigacion en estabilidad
estructural de sistemas dinamicos en variedades. Uno de los resultados obtenidos
por este programa, la estabilidad estructural de sistemas Morse-Smale, es un tema
central de este trabajo.

Un escenario de interés para el estudio de la estabilidad estructural se da en
cercania de las singularidades de un flujo. De aqui surge la idea de estabilidad local.



2 INTRODUCCION

Dos resultados histéricamente relevantes en el sentido de la estabilidad local son
el Teorema de Hartman-Grobman (1960) y el Teorema de Guckenheimer (1972). El
primero trata de la equivalencia local entre un flujo real y su parte lineal cerca de
una singularidad hiperbodlica. Entretanto, el segundo se puede entender como un
andlogo del primero restringido a un tipo especifico de flujos holomorfos. Mas
especificamente, garantiza la equivalencia local entre un flujo holomorfo y su parte
lineal en una singularidad hiperboélica cuya parte lineal pertenece al dominio de
Poincaré. El objetivo de esta tesis es desglosar y explicar la prueba de este resultado.

Organizacion de la tesis

El trabajo pretende ser una guia para la comprension del Teorema de
Guckenheimer. Por tal motivo, aunque no reclamamos ninguna originalidad en los
resultados contenidos, consideramos haber hecho un ejercicio de estructuracion ideal
para alguien que desee comprender las herramientas usadas en dicha prueba. La
distribucion de texto tuvo una influencia notable del libro de Palis y de Melo
[PAM82| y se compone de cuatro capitulos.

En el capitulo 1 damos los preliminares sobre sistemas dinamicos diferenciables.
Introducimos los conceptos de sistema discreto y continuo en variedades y cémo
estos pueden ser reducidos al estudio de difeomorfismos y campos vectoriales,
respectivamente. También explicamos las herramientas de dinamica topologica que
seran utilizadas en los capitulos siguientes: conjuntos invariantes, conjugacion,
equivalencia topologica y genericidad.

En el capitulo 2 estudiamos la nocion de estabilidad local. Abordamos primero el
caso de sistemas lineales, para luego extender los argumentos a sistemas no lineales.
Estos argumentos incluyen los conceptos de hiperbolicidad, transversalidad y
variedades transversales invariantes (Teorema de la variedad estable). Al final,
explicamos el Lema de inclinacién y una prueba del Teorema de Hartman-Grobman
que hace uso de dicho lema.

En el capitulo 3 formalizamos la definicion de estabilidad estructural e
introducimos los sistemas Morse-Smale. El interés sobre estos sistemas reside en que
son estructuralmente estables, hecho que se utiliza para la demostraciéon del
Teorema de Guckenheimer. Naturalmente, la prueba de la estabilidad estructural de
sistemas Morse-Smale es el resultado més relevante del capitulo.

Finalmente, en el capitulo 4, definimos flujos holomorfos y extendemos la definicién
de hiperbolicidad a singularidades de estos flujos. De esta manera, llegamos al punto
culmen del documento, donde retomamos la idea de linealizaciéon y desarrollamos la
prueba del Teorema de Guckenheimer.



Capitulo 1

Sistemas dinamicos

Desde un punto de vista intuitivo, un sistema dinamico es una forma de describir
el pasaje a través del tiempo de todos los puntos de un espacio dado [HS74|. Esta
nocion, a pesar de estar enunciada de manera informal, tiene la capacidad de incluir
tres elementos esenciales que van a permitir una definicién mas rigurosa; estos son:
el “espacio fase”, cuyos puntos representan posibles estados del sistema, el “tiempo”,
que refleja la estructura de orden entre las transiciones de estados y la “ley
evolutiva”, que es la regla que permite determinar el estado del sistema a partir de
los estados en niveles inferiores de la estructura temporal. Una exposicion més
detallada de esta idea se puede encontrar en [KH95].

A lo largo de este trabajo nos interesan principalmente los sistemas dindmicos
suaves (discretos y continuos). Consecuentemente, los espacios fase seran variedades
diferenciables y la ley evolutiva estara dada por difeomorfismos o campos vectoriales
en dichas variedades.

En este capitulo introduciremos los conceptos basicos de sistemas dinamicos y
las herramientas de dinamica topologica que seran empleadas posteriormente, tales
como los conceptos de conjuntos invariantes, clasificacion topolégica y genericidad.

1.1. Conceptos basicos

Las definiciones dadas a continuacion se formulan de manera abstracta, pero en
la mayoria del texto se hace énfasis solo en el contexto de variedades diferenciables.

Definicion 1.1.1 (Iterado). Sea M un conjunto no vacio y f : M — M una
funcion. Para k € Z* denotamos por f* al k-ésimo iterado de f. Es decir, f* es la
composicion f¥ = fo---o f (k veces) de f con sf misma. Denotamos f° = Id como
la identidad. Ademaés, si f es invertible, entonces denotamos f% = f~to...o f7! (k
veces). En este tltimo caso, el iterado f* esta bien definido para todo k € Z.
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Definicion 1.1.2 (Sistema discreto). Un sistema dindmico de tiempo discreto es
una tripleta (M, Z, ®), donde M es un conjunto no vacio (variedad diferenciable m-
dimensional) y ® : Z x M — M es una funcioén que satisface

(i) ®(0,z) = x, para todo x € M.

(i) @k, P(j,x)) = ®(j + k,z), para todo j,k € Z, x € M.

Note que si (M,Z,®) es un sistema discreto, entonces podemos recuperar la
funcion f := ®(1,) : M — M. Esta funcién f resulta invertible y la dindmica se
puede entender completamente por los iterados de f, puesto que f¥(x) = ®(k,z)
para todo k € Z, x € M. Asi, un sistema discreto se puede definir solo con la
funcion f.

De ahora en adelante, nos referiremos a sistemas discretos en una variedad
diferenciable M, por lo que la funcion f sera un difeomorfismo (de clase C") de M,
ie., f e Diff"(M).

Definicién 1.1.3 (Sistema continuo). Un sistema dindmico de tiempo continuo
(diferenciable de clase C") es una tripleta (M,R,®), donde M es un conjunto no
vacio (variedad diferenciable m-dimensional) y & : R x M — M es una funciéon
(diferenciable de clase C") que satisface

(i) ®(0,2) = x, para todo x € M.

(ii) ®(s,P(t,z)) = ®(t+ s,x), para todo t,s € R, z € M.

Un sistema dinamico continuo también es llamado flujo real. Para un flujo real,
la funcion en tiempo ¢, f* := ®(t,-) : M — M es invertible para todo ¢ € R. En
nuestro caso, las funciones f' seran difeomorfismos (de clase C") de M, i.e.,
/' € Diff"(M) para todo t € R.

Note que, dado un flujo y un tiempo fijo ¢y € R, los iterados (f%)* = fi* forman
un sistema dinamico de tiempo discreto. Sin embargo, muy pocos difeomorfismos
pueden ser obtenidos de esta manera.

Ejemplo 1.1.1. Sea S' = R/Z el circulo visto como el grupo cociente del grupo
aditivo de los ntmeros reales modulo el subgrupo de los enteros. Para a € R,
definimos el mapa R, : S' — S! como R,(z) = r + a (mod 1). Luego, R, es un
difeomorfismo C* y sus iterados Rf(z) = z + ka (mod 1) definen un sistema
dinamico discreto en S!. Este sistema corresponde a la rotacion de S* por un angulo
de 2ma.
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Ejemplo 1.1.2. Considere A € M,,,(R) una matriz real de n x n. Definimos la
funcion @ : R x R” — R™ como ®(t,z) = e'*z. Es claro que ®(0,x) = =, para todo
v €RYy Ot +s5,2) = M9y = ety = 1P(s,2) = (¢, P(s,2)), para todo
t,s € R, x € R". Luego, ® define un sistema dinamico continuo de clase C* en R".

La definicion de funcién exponencial (ver 2.1.3) justifica el ejemplo anterior, el
cual esté relacionado con la ecuacion diferencial '’ = Az en R™. Este hecho se puede
enunciar en un contexto mucho més general mediante los siguientes resultados.

Proposicion 1.1.1. Sea M una variedad diferenciable m-dimensional y ® un flujo de
clase C" en M. Entonces, existe un campo vectorial X € X"(M) tal que las funciones
fo :=®(,x) : R — M son curvas integrales de X a través de x, para todo x € M.

Demostracion. Fijando x € M y variando t € R, obtenemos una curva parametrizada
(de clase C") en M, dada por f, := ®(-,z) : R — M (a veces denominada el flujo a
través de x). Sea X (z) el vector tangente a esta curva en ¢ = 0, es decir, en el punto
I?
X@) =2 )
Codtl=0""
En consecuencia, el vector X (z) pertenece al espacio tangente a M en el punto z,
T,M. Asi, el mapa X : M — T'M, es una seccion del fibrado tangente TM, i.e., X es
un campo vectorial en M. Como ® es de clase C", es claro que X € X"(M). Ademas,
por la definicién del campo vectorial X, también se sigue que las funciones f, son

curvas integrales de X a través de x para todo x € M. O]

Una posible interpretacion de la proposicion es que cada sistema dindmico
continuo da lugar a una ecuaciéon diferencial.

Sin embargo, el resultado inverso no siempre es valido. Hace falta imponer
condiciones sobre la ecuacion diferencial para obtener un sistema dinamico continuo
a partir de ella. Una de esas condiciones es que la ecuaciéon diferencial sea auténoma;
es decir, que la derivada no dependa del tiempo. Més aun, estas se pueden reducir a
ecuaciones diferenciales auténomas de primer orden. Por lo tanto, basta con
considerar campos vectoriales. Infortunadamente, esta condiciéon tampoco es
suficiente, pues se debe garantizar que las soluciones se puedan extender y sean
continuamente diferenciables para cualquier valor real de ¢, lo cual no siempre
ocurre. A continuacién, enunciamos un escenario en el que se asegura esta situacion,
cuya prueba esté en [PAM82|, y representa el caso de mayor interés de este trabajo.

Teorema 1.1.2 (Existencia y unicidad). Sea M wuna variedad diferenciable
m-dimensional compacta sin frontera y X € X"(M) un campo vectorial. Entonces,
existe un unico flujo global de clase C™ en M para X. Es decir, existe un mapa
®:Rx M — M de clase C" tal que ®(0,2) =z y 2O(t,z) = X(D(t,x)), para todo
xr e M.
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Corolario 1.1.2.1. Sea X € X"(M) y ® : R x M — M el flujo determinado por X
por el teorema 1.1.2. Para cada t € R la funcion X' : M — M, X'(z) = ®(t,x), es
un difeomorfismo de clase C". Ademds, X° = Id y X'** = X' o X*, para todo
t,s e R.

Definiciéon 1.1.4 (Flujo de un campo vectorial). Dado X € X" (M) como en el
teorema 1.1.2, se denominara indistintamente como flujo de X al mapa ® o a las
funciones {X'}/cr. En el ultimo caso, la notacion se simplifica a X*.

Lo anterior explica la preferencia del estudio de sistemas dinamicos en variedades
diferenciables compactas. Ademéas, dada una variedad diferenciable compacta M, es
claro por qué es suficiente con analizar los conjuntos de difeomorfismos, Diff" (M)
(para el caso discreto), y de campos vectoriales, X" (M) (para el caso continuo).

Para finalizar la primera parte de definiciones de esta seccion, introducimos la
nociéon mas general de sistema dinamico diferenciable [Sma67|. Esta version no sera
utilizada de forma extendida a lo largo de este documento, pero se incluye al
considerarla de interés, ya que engloba las definiciones 1.1.2 y 1.1.3, ademés de ser
de utilidad para la seccion 4.1.

Definiciéon 1.1.5 (Sistema dinamico diferenciable). Sea G’ un grupo de Lie y M
una variedad diferenciable. Un sistema dindmico diferenciable es una accion
diferenciable de G sobre M. Es decir, un homomorfismo v : G — Diff (M) tal que el
mapa inducido ® : G x M — M, dado por ®(g,z) = ¥(g)(z), es diferenciable.

1.2. Dinamica topolbgica

Como se mencion6 previamente, el énfasis del presente trabajo estd en sistemas
dindmicos en variedades diferenciables. En particular, dichos espacios poseen
también una estructura topologica y las funciones evolutivas resultan ser continuas.
Por lo tanto, es de utilidad establecer un marco de trabajo de propiedades
topologicas para el estudio de la dinamica diferenciable.

En esta seccion se describen las més importantes de dichas herramientas
topologicas, simultaneamente para difeomorfismos y flujos. Estas seran empleadas
en los anélisis de los siguientes capitulos.

Definicién 1.2.1 (Orbita). Sea f € Diff"(M). La érbita de un punto p € M es el
conjunto Of(p) = {f*(p) : k € Z}. Andlogamente, sea X € X"(M) y X', t € R, el
flujo de X. La orbita de un punto p € M es el conjunto Ox(p) = {X(p) : t € R}.
Cuando no haya lugar a confusion, no se incluira el subindice en la notacion.
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Definicion 1.2.2 (Punto periédico). Sea f € Diff"(M). Un punto p € M se dice
periédico si existe k € ZT tal que f*(p) = p. Analogamente, sea X € X"(M) y X?,
t € R, el flujo de X. Un punto p € M se dice periddico si existe t € R* tal que
X*(p) = p. Al conjunto de puntos periddicos lo denotamos como Per(f) o Per(X),
respectivamente.

La orbita de un punto periédico se denomina o6rbita periddica. Para flujos, una
orbita periddica también puede llamarse 6rbita cerrada.

Definicion 1.2.3 (Punto fijo). Sea f € Diff"(M). Un punto p € M se dice punto
fijo si f(p) = p. Analogamente, sea X € X"(M). Un punto p € M se dice punto fijo
(o singularidad) si X (p) = 0. Al conjunto de puntos fijos lo denotamos como Fix(f)
o Fix(X), respectivamente.

Observacion. Si f € Diff"(M) y p € M es un punto fijo, entonces f*(p) = p para
todo k € Z. Analogamente, si X € X" (M) y p € M es un punto fijo, entonces
X*'(p) = p para todo t € R.

Observacion. Sea f € Diff"(M), p € M es un punto periddico si, y solo si, O¢(p) es
un conjunto finito. Anélogamente, sea X € X" (M), si p € M es un punto periddico
no fijo, entonces Ox(p) es un conjunto difeomorfo a S'.

Definicion 1.2.4 (Periodo). Sea f € Diff" (M), p € M un punto periodico de f y
ko € Z* el minimo entero positivo tal que f*(p) = p, entonces ko es llamado el
periodo de p. Analogamente, sea X € X" (M), X', t € R, el flujo de X, p € M un
punto periodico no fijo de X y t; € R* el minimo ntmero positivo tal que
X' (p) = p, entonces tq es llamado el periodo de p.

El concepto de orbita surgié en analogia directa con cuestiones de mecénica
celeste, en las que se buscaba entender el comportamiento a largo plazo de un
sistema evolutivo [BS02|. Este andlisis asintotico evidencia la importancia de
identificar conjuntos que permanezcan inalterados bajo la evolucion del sistema y las
orbitas constituyen un primer ejemplo de estos conjuntos. A continuacién, se
formaliza este concepto y se introducen otros conjuntos con esta caracteristica.

Definicion 1.2.5 (Conjunto invariante). Sea f € Diff"(M). Un subconjunto A C M
se dice invariante si f*(A) = A, para todo k € Z. Analogamente, sea X € X"(M) y
Xt t € R, el flujo de X. Un subconjunto A C M se dice invariante si X*(A) = A,
para todo t € R.
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Proposicion 1.2.1. Un conjunto es invariante si, y solo si, es una union de orbitas.

Demostracion. Sea f € Diff"(M). Suponga que A C M es un conjunto invariante.
Luego, es claro que A C UpeA Of(p). Ademas, como A es invariante, si p € A,
entonces O (p) C A. Asf, U 4 Oy(p) C A. Concluimos que A =, , O(p).

Reciprocamente, considere A C M y el conjunto [J,c, Of(p). Fijando k € Z

arbitrario, se tiene que f* (UpeA Of(p)> = UpeA ¥(Os(p) = UpeA O¢(p). Luego,
Upea Oy (p) es un conjunto invariante. La prueba para flujos es andloga. O

Definicién 1.2.6 (Conjunto w-limite). Sea f € Dift"(M). El conjunto w-limite de
un punto p € M, w(p), es el conjunto de puntos ¢ € M para los cuales existe una
sucesion de enteros k; — oo tal que f*(p) — ¢. Anilogamente, sea X € X"(M) y
Xt t € R, el flujo de X. El conjunto w-limite de un punto p € M, w(p), es el
conjunto de puntos ¢ € M para los cuales existe una sucesiéon de nimeros reales
t; — oo tal que X' (p) — q.

Definicion 1.2.7 (Conjunto a-limite). Sea f € Diff"(M). El conjunto a-limite de
un punto p € M, a(p), es el conjunto de puntos ¢ € M para los cuales existe una
sucesion de enteros k; — —oo tal que f*(p) — ¢. Analogamente, sea X € X"(M) y
Xt t € R, el flujo de X. El conjunto a-limite de un punto p € M, «a(p), es el
conjunto de puntos ¢ € M para los cuales existe una sucesiéon de nameros reales
t; — —oo tal que X' (p) — q.

Observacion. Sea p € M. Si f € Diff"(M), el conjunto a(p) para f es el conjunto
w(p) para f~!. Asimismo, si X € X"(M), el conjunto a(p) para X es el conjunto
w(p) para —X.

Observacion. Puesto que M es una variedad compacta, se verifica que los conjuntos
w(p) v a(p) son no vacios, para todo p € M.

Definicién 1.2.8 (Conjunto limite L, ). Sea f € Diff"(M), definimos L, (f) como
L,(f) ={p € M : p € w(q) para algin ¢ € M}. Analogamente, sea X € X" (M)
definimos L, (X) como L, (X) ={p € M : p € w(q) para algin g € M}.

Definicién 1.2.9 (Conjunto limite L,). Sea f € Diff"(M), definimos L,(f) como
Lo(f) ={p € M : p € a(q) para algin ¢ € M}. Analogamente, sea X € X" (M),
definimos L, (X) como L,(X) ={p € M : p € a(q) para algin ¢ € M}.

Definicién 1.2.10 (Conjunto limite L). Sea f € Diff"(M), definimos L(f) como
L(f) = Lu,(f) U La(f). Analogamente, sea X € X"(M), definimos L(X) como
L(X) = Ly(X) U Lo (X).
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Definicion 1.2.11 (Punto recurrente). Sea f € Diff"(M) o X € X"(M), un punto
p € M se dice (positivamente) recurrente si p € w(p). Al conjunto de puntos
recurrentes lo denotamos como R(f) o R(X), respectivamente.

Definicion 1.2.12 (Punto errante). Sea f € Diff"(M). Un punto p € M es errante
para f si existe una vecindad U C M de p tal que f*(U)NU = @ para todo
k € Z \ {0}. Analogamente, sea X € X"(M) y X', t € R, el flujo de X. Un punto
p € M es errante para X si existe una vecindad U C M de p y un namero ¢, > 0 tal
que X*(U)NU = @ para todo |t| > to.

Definicion 1.2.13 (Punto no-errante). Sea f € Diff"(M) o X € X"(M), un punto
p € M se dice no-errante si no es errante. El conjunto de puntos no-errantes se
denomina conjunto no-errante y lo denotamos como €(f) o (X)), respectivamente.

Concluimos esta primera parte con una serie de resultados que relacionan los
conceptos anteriores y reflejan la conveniencia del estudio de conjuntos invariantes lo
més generales posibles; en particular, el conjunto no-errante.

Proposicion 1.2.2. Sea f € Dift"(M). Luego, para cada p € M se cumple que los
conjuntos a(p) y w(p) son conjuntos cerrados invariantes.

Demostracion. Sea p € M. Primero demostraremos que w(p) es un conjunto cerrado.
Tomamos una sucesion {z;}ien tal que x; € w(p) para todo i € N y existe v € M
tal que x; — x. Por definicion de w-limite, esto implica que existen sucesiones de
enteros {k; ; }jen tales que k; ; I ooy fhi (p) 1% 2, para todo i € N. Asi, por
un argumento diagonal, existen subsucesiones {7j; }ien tal que j; “—— 00 v {ki, bien
tal que k;j, —— oo, con friii(p) =% . Bs decir, € w(p) ¥ w(p) es un conjunto
cerrado. La prueba para a(p) es analoga. Asi que podemos concluir que w(p) y a(p)
son conjuntos cerrados.

Ahora veamos que w(p) es invariante. Por la proposicion 1.2.1, solo hace falta ver que
este conjunto es una unién de oérbitas. Es claro que w(p) C ey Or(2). Ahora, si
Y € Usewp) Os(x), entonces y € Oy(x) para algin = € w(p). Como z € w(p), existe
una sucesion de enteros k; — oo tal que f*(p) — z, y como y € Of(z), existe un
entero k € Z tal que f*(z) = y. Definimos la sucesion de enteros j; dada por j; = k+k;.
Entonces, es claro que j; — oo y fli(p) = fEtki(p) = f*(fF(p)) — f*(z) =y, ya
que [ es un difeomorfismo. Luego, y € w(p). Asi, w(p) = U,y Or(2) ¥y w(p) es un
conjunto invariante. La prueba para a(p) es analoga. Finalmente, tenemos que w(p)
y a(p) son conjuntos invariantes. O]

La proposicion 1.2.2 se satisface también para flujos y la prueba es
completamente analoga a la expuesta aqui para difeomorfismos.



10 CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS

Proposicion 1.2.3. Sea f € Dift"(M). Se satisfacen las siguientes contenciones,

Fix(f) C Per(f) C R(f) € L(f) € Q(/).
Ademds, cada uno de estos conjuntos es invariante y (f) es cerrado.

Demostracion. Note que si x € Fix(f), se tiene directamente de las definiciones 1.2.2
y 1.2.3 que x € Per(f), luego Fix(f) C Per(f). Asimismo, si x € Per(f), entonces
existe k € Z* tal que f¥(x) = z. Al definir la sucesiéon de ntimeros enteros {k;}ien,
con k; = ik, podemos notar que k; — oo y fFi(z) = fk(x) = fH(x) = x, luego
fFi(z) — x. Es decir, * € w(z), lo cual implica que z € R(f) y Per(f) C R(f).
Supongamos ahora que x € R(f), i.e., x € w(x). Por las definiciones 1.2.8 y 1.2.10, se
tiene que = € L,(f) C L(f). Luego, R(f) C L(f). Finalmente, si x € L(f), entonces
existe ¢ € M tal que = € w(q) o x € a(g). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que € w(q). Luego, existe una sucesion de enteros k; — oo tal que f*i(q) — z.
Considere U C M una vecindad arbitraria de z, i.e., x € U. Luego, como f*(q) — x
y ki — oo, existe ig € N tal que f*(¢q) € U y k; > 0 para todo i > iy. De la misma
manera, existe i; € N, i; > ig, tal que k;, > k;,. Note entonces que f*i1(q) € Uy
fri(q) € fra=kio(U), ya que fko(q) € U. Luego, haciendo k = k;, — k;,, se tiene
que k € Z\ {0} y f8(U)NU # @. Lo anterior implica que z € Q(f), por lo que
L(f) € Q(f). Con esto concluimos la prueba de las contenciones.

Para probar la invariancia de los conjuntos, usamos la caracterizacion de la proposicion
1.2.1. Més precisamente, queremos ver que si un punto esté contenido en alguno de
los conjuntos, entonces también esta contenida toda su o6rbita. En primer lugar, si
x € Fix(f), entonces Of(x) = {z}. Luego, O¢(x) C Fix(f). De manera analoga, si z €
Per(f) y y € Of(x), entonces y € Per(f). Es decir, Of(z) C Per(f). Seguidamente,
si z € R(f), entonces z € w(x) y existe una sucesion de ntimeros enteros k; — 0o
tal que f¥(z) — z. Siy € O(z), existe k € Z tal que f*(x) = y. De aqui se tiene
que fFi(y) = fHREy) = RO R))) = (R () = fH(z) =y, pues f es un
difeomorfismo. Luego, y € R(f) y Of(x) C R(f). Para el caso L(f) basta con notar
que L(f) = U,ep(a(x) Uw(z)) y por la proposicion 1.2.2 se concluye el resultado.
Finalmente, si x € Q(f), entonces para toda vecindad U C M de x existe k € Z\ {0}
tal que fF(U)NU # 2. Siy € Of(x), existe j € Z tal que fi(x) =y. Sea V C M una
vecindad arbitraria de y. Luego, U = f~7(V) es una vecindad de z y existe k € Z\ {0}
tal que @ # fH(UYNU = f*(f~7(V))Nf~3(V). Asi, como f es difeomorfismo, se tiene
que f*(V)NV # @. Entonces, y € Q(f) y Of(z) C Q(f). Esto permite concluir que
todos los conjuntos son invariantes.

Para terminar la prueba de la proposicion, veamos que Q(f) es cerrado. Esto es
equivalente a probar que el conjunto de puntos errantes M \ Q(f) es abierto. Sea
r € M\ Q(f). Luego, existe una vecindad U C M de x tal que f*(U) N U = & para
todo k € Z \ {0}. De aqui es claro que todo punto y € U es un punto errante, i.e.,
xelUcC M\Qf). Asi, M\ Q(f) es abierto y Q(f) es cerrado. O

Tal como la proposicion 1.2.2; el resultado de la proposicion 1.2.3 se verifica
también para flujos y la prueba es similar a la descrita para difeomorfismos.
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Proposicion 1.2.4. Sea f € Diff"(M). Si Q(f) es un conjunto finito, entonces
Q(f) = Per(f).

Demostracion. Por la proposicion 1.2.3 sabemos que Per(f) C Q(f), luego, solo hay
que probar una contenciéon. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que
existe x € Q(f) tal que x ¢ Per(f). Como = ¢ Per(f), tenemos que Of(z) es
infinito, por una observacion anterior en la definicién 1.2.3. Sin embargo, por la
proposicion 1.2.3, sabemos que §(f) es invariante, entonces Of(z) C Q(f). Esto es
una contradiccion, pues Q(f) es un conjunto finito. Luego, Q(f) C Per(f) y

Q(f) = Per(f). O

La proposicion 1.2.4 solo es aplicable y relevante para difeomorfismos. Este
resultado (y una adaptacion adecuada para flujos) se usard mas adelante en la
seccion 3.2 para definir sistemas dinamicos Morse-Smale.

Los conceptos presentados hasta el momento tienen correspondencia tanto en
difeomorfismos como en flujos, pero los trata de forma independiente. Para el final
de esta seccion, introducimos dos herramientas topolégicas importantes que
permiten relacionar estrechamente estos dos tipos de sistemas: seccién transversal
(mapa de Poincaré) y suspension.

Definicion 1.2.14 (Secciéon transversal). Sea X € X"(M), donde M es una
variedad m-dimensional. Considere p € M tal que X (p) # 0. Una seccion transversal
para X en p es una subvariedad 3 C M de dimensién m — 1 (codimensién uno), tal
que p € Xy X(x) € T,X para todo x € 3 (i.e., X es transversal al campo vectorial;
la nocion de transversalidad se define en la seccion 2.3).

Definicion 1.2.15 (Seccion global y local). Sea X € X" (M), p € M, con X(p) # 0
y X C M una seccién transversal para X en p. La seccién X es global si para todo
x € M se tiene que Ox(z) NY # &; de lo contrario, es una seccion local.

En general, la existencia de secciones globales no esta garantizada. En su lugar,
se trabaja con secciones locales, que son una herramienta suficientemente poderosa
para el estudio de flujos. El mejor ejemplo de su utilidad se tiene con el mapa de
Poincaré (o mapa de primer retorno), que permite dar una descripcion de las orbitas
de un flujo cercanas a una 6rbita periodica.

Teorema 1.2.5. Sea X € X"(M), p € M, con X(p) # 0 y X C M una seccion local
para X en p. Suponga que existen ¢ € M y to € R tales que X' (q) = p. Sea U C M
una vecindad de q. Entonces existe un abierto V. C U tal que ¢ € V y una funcion
continua 7 : V — R tal que 7(q) =ty y X™@(2) € ¥ para todo x € V.
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Aunque el teorema 1.2.5 estd enunciado en un contexto general, la idea es
utilizarlo para construir el mapa de Poincaré para orbitas periédicas. En la siguiente
definicion se restringe el resultado del teorema a este escenario.

Definicién 1.2.16 (Tiempo de primer retorno). Sea X € X"(M), p € M un punto
periddico de periodo ty > 0, i.e., X°(p) = p, y ¥ C M una seccion local para X en
p. Haciendo ¢ = p, podemos aplicar el teorema 1.2.5 y encontrar una vecindad
V C M de p y una funcién continua 7 : V — R, con 7(p) =ty y X" @ (z) € ¥, para
todo x € V. La funciéon 7 se denomina tiempo de primer retorno.

Definicion 1.2.17 (Mapa de Poincaré). Sea X € X"(M), p € M un punto
periodico de periodo ty > 0 (v := Ox(p)) y X C M una secciéon local para X en p.
Podemos definir un mapa P : V — %, dado por P(z) = X7@(z), para todo x € V,
donde V es la vecindad de p garantizada por el teorema 1.2.5 y 7 es el tiempo de
primer retorno. La funcion P se denomina mapa de primer retorno o mapa de
Poincaré asociado a la orbita ~.

Note que la codimension de una seccién local es uno. Esto implica que, en
muchos casos, los difeomorfismos en dimensiéon m presentan el mismo grado de
dificultad que los flujos en dimension m + 1.

Definicion 1.2.18 (Suspension bajo una funciéon). Sea f € Diff (M) y 7: M — R*
una funcion de clase C°, acotada lejos de cero, considere el subconjunto
M, = {(z,t) € M xR :0 <t < 7(x)} € M xR y la variedad cociente
My, = M./ ~, obtenida con la relacién de equivalencia ~ dada por la identificacion
(x,7(x)) ~ (f(z),0). El flujo de suspension de f bajo la funcion 7 es el flujo
X' : My, — M;, inducido por la traslacion temporal 7, : M x R — M x R,
Ty(z,s) = (z,s +t). El flujo X' es de clase C""! en My .; asi, por la proposicion
1.1.1, da lugar a un campo vectorial X € X"~ (M;,).

Observacion. Note que, en la definiciéon 1.2.18, si M es una variedad m-dimensional,
entonces My, es una variedad (m + 1)-dimensional.

Definicion 1.2.19 (Suspension). Si la funcién 7 en la definicion 1.2.18 es la
constante uno, i.e., 7 = 1, entonces el flujo obtenido se denomina simplemente flujo
de suspension de f y el espacio cociente obtenido, My, se denota solo como My y
se denomina toro de suspension.

De ahora en adelante, nos referiremos por suspension solamente al flujo de
suspension de tiempo uno de la definicién anterior.
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La suspension y la seccidon transversal son construcciones inversas: la suspension
de f € Diff" (M) es X € X" (M), y M x {0} C My es una seccion transversal
global para X en (z,0) € M x {0}, para todo z € M.

1.3. Clasificacion e invariantes

Como se ha mencionado previamente, un objetivo central de la teoria de
sistemas dinamicos diferenciables es el estudio del comportamiento asintotico de sus
orbitas. En las secciones anteriores se definié los objetos principales, asi como
herramientas topologicas para su caracterizaciéon. Sin embargo, tal como ocurre en
otras areas matematicas, el estudio debe implicar algin tipo de clasificacion. Para
clasificar sistemas dindmicos necesitamos una nocién de equivalencia. Una clase de
equivalencia se puede interpretar entonces como el conjunto de sistemas que tienen
una misma estructura de sus érbitas, bajo un adecuado cambio de coordenadas. Se
pueden introducir distintas relaciones de equivalencia asociadas a varios tipos de
cambio de coordenadas y traducir el problema de la descripcion asintotica de las
orbitas a la clasificacion de sistemas con respecto a esas relaciones [KKH95].

En esta seccion se definen las relaciones de equivalencia més importantes para
difeomorfismos y flujos. También, se consideran algunos invariantes que surgen de
dichas equivalencias.

Definicion 1.3.1 (Conjugacion). Sean f € Diff"(M) y ¢g € Diff"(N). Una
conjugacion entre f y g es un homeomorfismo h : M — N, tal que ho f = go h. En
otras palabras, el siguiente diagrama

M— oy

N—2 N

conmuta. Entonces, h o f¥ = ¢¥ o h, para todo k € Z. En este caso, f v g se dicen
topolégicamente conjugados. Analogamente, sean X € X" (M) y Y € X"(N). Una
conjugacion entre X y Y es un homeomorfismo h : M — N tal que ho X! =Y'oh,
para todo t € R. En este caso, X y Y se dicen topolégicamente conjugados.

La conjugacion restringida a Diff" (M) o X" (M) es una relacion de equivalencia.
En el caso discreto (Diff"(M)) seré la herramienta utilizada para la clasificacion de
sistemas a partir de la estructura de sus érbitas. Sin embargo, para el caso continuo
(X"(M)), esta nociéon es muy restrictiva; ya que no solo impone una condicién sobre
la forma de las orbitas, sino también sobre la velocidad a la que son recorridas.
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En vista de lo anterior, vamos a introducir una equivalencia para flujos mas
flexible, que solo tenga en cuenta la topologia de las orbitas.

Definiciéon 1.3.2 (Reparametrizacion temporal). Sean X,Y € X"(M). El flujo X*
es una reparametrizaciéon temporal del flujo Y? si para cada p € M las orbitas
Ox(p) y Oy (p) coinciden y las orientaciones dadas por el cambio de ¢ en la direccion
positiva son la misma.

Definicién 1.3.3 (Equivalencia topologica). Sean X € X" (M) y Y € X"(N). Una
equivalencia topologica (o equivalencia por oOrbitas) entre X y Y es un
homeomorfismo h : M — N tal que el flujo Z¢ : M — M, Zt = h=* oY o h, es una
reparametrizacion temporal del flujo X'. En este caso, X y Y se dicen
topologicamente equivalentes (o equivalentes por orbitas).

En otras palabras, dos campos vectoriales son topoldgicamente equivalentes si
existe un mapa que lleva orbitas en orbitas, preservando la orientacion dada por el
tiempo en la direccion positiva. Ademas, es claro que la equivalencia topologica es
una relacion de equivalencia en X"(M) més débil que la conjugacion.

A continuacién, se presentan dos resultados que senalan que los conjuntos
invariantes bajo la dindmica discutidos en la seccién 1.2 son preservados bajo las
relaciones de equivalencia previamente definidas. En consecuencia, como la
estructura asintotica de las orbitas es capturada por tales conjuntos, se concluye que
estas equivalencias son adecuadas para una tarea de clasificacion de sistemas
dindmicos alrededor de ese criterio.

Proposiciéon 1.3.1. Sea h € Homeo(M) una conjugacion entre f,g € Diff" (M),
entonces,

(1) h(O¢(p)) = Oy(h(p)), para todo p € M. En particular, h envia conjuntos
mwvariantes de f en conjuntos invariantes de g.

(i) h(wr(p)) = we(h(p)) y has(p)) = ag(h(p)), para todo p € M.
(iii) h(Fix(f)) = Fix(g).

(iv) h(Per(f)) = Per(g). Ademds, si p € M es un punto periddico de f de periodo
k € Z*, entonces h(p) € M es un punto periddico de g del mismo periodo.

(v) W(E(f)) = R(g)-
(vi) h(L(f)) = L(g).
(vir) h(2(f)) = Q(g).
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Demostracion. Vamos a usar que h es una conjugacion, entonces ho f¥ = g¥oh, para
todo k € Z.

(i) Sea p € M. Luego, x € O,(h(p)) si, y solo si, z = ¢g*(h(p)) = h(fk( )), para
algin k € Z. Esto pasa si, y solo si, x € h(Oy(p)). Luego, h(O(p)) = Oy(h(p)).
Ahora, supongamos que A C M es un conjunto invariante de f. Usando la
proposicion 1.2.1, tenemos que A es una union de o6rbitas, i.e., A =J, ., O().
Luego, h(4) = h (U,p O5(2))) = Uyen h(O5(2)) = Uyen Oy (h(x)). Asi, h(A)

es una uniéon de orbitas, entonces es un conjunto invariante de g.

(ii) Seap € M. Tenemos que = € wy(h(p)) si, y solo si, existe una sucesion de enteros
k; — oo tal que g% (h(p)) — x. Esto se cumple si, y solo si, h(f* (p)) — 2. Como
h es un homeomorfismo, entonces lo anterior pasa si, y solo si, f*(p) — h=!(z),
Le., h™'(z) € wy(p). Finalmente, esto se tiene si, y solo si, z € h(ws(p)). Luego,
h(ws(p)) = wy(h(p)). La prueba para los conjuntos a-limite es analoga.

(iii) Note que p € Fix(g) si, y solo si, h(f(h™'(p))) = g(p) = p. Esto pasa si, y solo
si, f(h™(p)) = h™(p), es decir, h™'(p) € Fix(f) y p € h(Fix(f)). Por lo tanto,
h(Fix(f)) = Fix(g).

(iv) Se tiene que p € Per(g) si, y solo si, h(f*(h71(p))) = ¢*(p) = p, para algtn
k € Z*. Esto pasa si, y solo si, f*(h=*(p)) = h=*(p), es decir, h~1(p) € Per(f) y
p € h(Per(f)). Luego, h(Per(f)) = Per(g). Por otro lado, si p € M es un punto
periédico de f de periodo k € ZT, entonces p = f*(p) = h=(¢g*(h(p))). Luego,
h(p) es un punto perivdico de g de periodo a lo mas k. De hecho, el periodo de
h(p) es exactamente k, de lo contrario se contradice la minimalidad de k como
periodo de p bajo f. Note que el item (iii) es un caso especial de este.

(v) Tenemos que p € R(g) siempre que p € w,(p). Por el item (ii), esto pasa si, y
solo si, p € h(ws(h™*(p))), si, y solo si, ™' (p) € wy(h~(p)), i.e., ™ (p) € R(f).
Equivalentemente, p € h(R(f)). Luego, h(R(f)) = R(g).

(vi) Note que L(f) = U,ep(ay(x) Uws(z)). Luego, por el item (ii), tenemos que

h(L(f)) = h (Uperr(op(@) Uws(2))) = Usens(ag(h(z)) Uwy(h())) = L(g).

(vii) Tenemos que p € §(g) si, y solo si, para toda vecindad U C M de p existe
k€ Z\ {0} tal que h(f*(h~1(U)))NU = ¢g*(U)NU # @. Esto ocurre si, y solo
si, f5(h"YU)) N h~Y(U) # @. Luego, como toda vecindad V' C M de h™'(p)
se puede escribir como V' = h7Y(h(V)) y (V) es una vecindad de p, entonces
lo anterior se tiene si, y solo si, para toda vecindad V' C M de h™!(p) existe
ke Z\ {0} tal que f5(V)NV # @, ie., h = (p) € Qf) vy p € h(Q(f)). De aqui
se concluye que h(Q(f)) = Q(g). O

La proposicion 1.3.1 también es valida para campos vectoriales topolégicamente
conjugados y su prueba es andloga. Sin embargo, este hecho no sera utilizado. En su
lugar, incluimos el resultado para campos vectoriales topolégicamente equivalentes.
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Proposicion 1.3.2. Sea h € Homeo(M) una equivalencia topoldgica entre los campos
X,Y € X"(M), entonces,

(i) h(Ox(p)) = Oy(h(p)), para todo p € M. En particular, h envia conjuntos
mvariantes de X en conjuntos invariantes de Y .

(ii) h(wx(p)) = wy (h(p)) y h(ax(p)) = oy (h(p)), para todo p € M.
(1i) h(Fix(X)) = Fix(Y).

(v) h(R(X)) = R(Y).
(vi) h(L(X))
(vii) (X)) = QY).

(
(Fix(
(iv) h(Per(X)) = Per(Y).
(
( L(Y).

Demostracion. Vamos a emplear que h es una equivalencia topolégica, entonces el
flujo h~t o Y* o h es una reparametrizacion temporal del flujo X*.

(i) Sea p € M. Luego, como h™! oY o h es una reparametrizacion temporal de X*,
entonces los conjuntos Ox(p) y A~ (Oy(h(p))) coinciden. De aqui se concluye
que h(Ox(p)) = Oy (h(p)). La prueba de que h envia conjuntos invariantes de
X en conjuntos invariantes de Y es analoga a la presentada en el item (i) de la
proposicion 1.3.1, mediante uniones de oérbitas.

(ii) Sea p € M. Tenemos que z € wy(h(p)) si, y solo si, existe una sucesion de
ntmeros reales t; — oo tal que Y (h(p)) — x. Como h es un homeomorfismo,
esto pasa si, y solo si, A= (Y% (h(p))) — h~'(x). Dado que h™' o Y* o h es
una reparametrizacion temporal de X, entonces lo anterior es equivalente a la
existencia de una sucesién de nimeros reales s; — oo tal que X% (p) — h=!(z).
Finalmente, esto se tiene si, y solo si, h™}(z) € wx(p) y # € h(wx(p)). Luego,
h(wx(p)) = wy(h(p)). La prueba para los conjuntos a-limite es anéloga.

)
(iii) Note que p € Fix(Y) si, y solo si, Oy (p) = {p}. Por el item (i ) esto pasa si, y solo
si, h(Ox (1)) = {p} ¥ Ox(h"(p)) = {h~"(p)}. Bs decir, h~'(p) € Fix(X)
y p € h(Fix(X)). Por lo tanto, h(Fix(X)) = Fix(Y).

(iv) Se tiene que p € Per(Y) si, y solo si, Y (p) = p, para algin t, € RT. Luego,
R~ (Y (p)) = h=!(p). Como h™' o Yo h es una reparametrizacion temporal de
X' entonces esto pasa si, y solo si, existe t; € R tal que X' (h=(p)) = h=1(p),
es decir, h™1(p) € Per(X) y p € h(Per(X)). Luego, h(Per(X)) = Per(Y).

(v) Tenemos que p € R(Y') siempre que p € wy(p). Usando el item (ii), esto pasa
si, y solo si, p € h(wx(h™'(p))) vy h™H(p) € wx(h™'(p)), Le., h1(p) € R(X).
Equivalentemente, p € h(R(X)). Luego, h(R(X)) = R(Y).

(vi) Note que L(X) = U, cp(ax () Uwx(z)). Luego, por el item (ii), tenemos que

WL(X)) = h (Upenr(ax(z) Uwx(2))) = Upenr(ay (b(@)) Uwy (h(z))) = L(Y).
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(vii) Notemos que p & Q(Y') si, y solo si, existe una vecindad U C M de p y un nimero
to > 0 tal que YY(U)NU = @ para todo |t| > tg. Ast, A" H(YH(U)NhHU) =2
para todo [t| > to. Como h™! o Y" o h es una reparametrizacion temporal de
X!, entonces lo anterior se tiene si, y solo si, existe un ntimero ¢; > 0 tal que
Xt(h=1(U))Nh=Y(U) = @ para todo |t| > t;. Note que h~*(U) es una vecindad
de h=Y(p), asi que esto pasa si, y solo si, h=1(p) & Q(X) y p € h(Q(X)). Por lo
tanto, h(Q(X)) = Q(Y). [

1.4. Genericidad

En la dltima seccion de este capitulo introducimos otra herramienta topoldgica
util para el problema de clasificacion de sistemas dinamicos: la genericidad. Este
concepto consiste en desarrollar una nociéon de “mayoria” para el conjunto de
sistemas dindmicos de una variedad. Asi, ante una propiedad dada, podemos
preguntarnos si la mayor parte (en un sentido adecuado) de los sistemas la
satisfacen. Para esto, tenemos en cuenta que el conjunto de sistemas dinamicos
usualmente tiene asociada al menos una topologia, con base en la cual se puede
formalizar dicha nociéon [KH95].

Definiciéon 1.4.1 (Conjunto Gg). Sea X un espacio topolégico. Un conjunto Y C X
es llamado Gj si es una intersecciéon contable de conjuntos abiertos.

Definicion 1.4.2 (Conjunto residual). Sea X un espacio topologico. Un conjunto
Y C X es llamado residual o genérico si contiene un conjunto denso Gs.

Teniendo en cuenta las definiciones previas, podemos introducir el concepto de
propiedad genérica para elementos de un espacio topologico.

Definicion 1.4.3 (Genericidad). Dado un espacio topologico X, una propiedad se
dice genérica si se cumple para un conjunto residual de la topologia.

En el caso de espacios de difeomorfismos o campos vectoriales de variedades
compactas, contamos con una estructura topologica que permite caracterizar
facilmente los conjuntos densos Gs. Esta estructura se denomina espacio de Baire y
se explica a continuacion.

Definicion 1.4.4 (Espacio de Baire). Un espacio topoldgico es un espacio de Baire
si toda interseccion contable de conjuntos abiertos densos es densa.

Teorema 1.4.1 (Baire). Un espacio topoldgico completamente metrizable es un
espacio de Baire.
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Considerando que si M es compacta, los conjuntos C"(M, M) y C"(M,R!)
(I > 1) son metrizables con la topologia C*, para todo 1 < s < r, entonces Diff" (M)
y X"(M) son espacios de Baire para esas topologias. Asi, podemos definir
rigurosamente cuando una propiedad es genérica con respecto a una clase dada de
diferenciabilidad. Este concepto ha sido fundamental en la teoria de sistemas
dinamicos diferenciables.

Definicion 1.4.5 (C*-genericidad). Considere los conjuntos Diff" (M), X"(M), y
1 < s <r. Una propiedad se dice C'*-genérica si se cumple para un conjunto residual
de la topologia C*.



Capitulo 2

Estabilidad local

Queremos seguir tratando el problema de la estructura topoldgica de las orbitas
de difeomorfismos y flujos en variedades, para lo cual introducimos la nocién de
estabilidad, que a su vez es la mas importante de este trabajo. En términos
generales, la estabilidad se encarga de analizar el comportamiento de la estructura
de las orbitas ante perturbaciones del sistema. Asi, un sistema serd considerado
estable si la estructura se mantiene (en cierto sentido adecuado) tras ser perturbado
[KH95]. Note que esto implica que podriamos definir tantas formas de estabilidad
como equivalencias entre estructuras de orbitas [Sma67]. Sin embargo, solo usaremos
las equivalencias provistas en la secciéon 1.3.

El concepto de estabilidad serda desarrollado a lo largo de este y el siguiente
capitulo, lo que nos permite dividir su exposicion entre el caso local (capitulo 2) y el
caso global (capitulo 3). Los resultados més importantes de este capitulo son el
Teorema de la variedad estable de Hadamard-Perron y el Teorema de linealizacion
topologica de Hartman-Grobman, a los cuales llegaremos después de analizar los
sistemas lineales y extender estas técnicas para sistemas mas generales.

2.1. Sistemas lineales

Los sistemas lineales surgen de las transformaciones continuas que preservan la
estructura de un espacio vectorial normado. En particular, nos interesa estudiar el
caso de R", ya que también posee una estructura de variedad diferenciable. Ademés,
retomando la guia del capitulo 1, abordamos el caso lineal tanto de campos
vectoriales como de difeomorfismos.

Definicion 2.1.1 (Operadores lineales). Denotamos como .Z(R™) al espacio vectorial
de mapas lineales de R™ en R". Este es un espacio normado con la norma del operador,
dada por,

I1L]} = sup{|[Lo]| - [[o]| = 1},

para todo L € Z(R"), con la norma usual en R".

19
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Notemos que R" es una variedad y, para todo x € R", T,R"™ se puede identificar
candénicamente con R". Ademés, cada L € Z(R) es de clase C*°. Luego, tenemos
una inclusion canénica Z(R") — X"(R"), para todo r > 1. De ahora en adelante,
nos referimos como campos vectoriales lineales de R™ al conjunto .Z(R"™) visto como
subconjunto de X" (R").

Asimismo, tenemos que .Z(R") € C"(R™,R"™), para todo r > 0. Sin embargo, no
todos los operadores lineales son invertibles y no dan lugar a difeomorfismos. A
continuacioén, nos restringimos a un subconjunto de los operadores lineales que si
permite hacer esa construccion.

Definicion 2.1.2 (Operadores lineales invertibles). Denotamos como GL(R") al
subconjunto de .Z(R™) de operadores lineales invertibles. Este conjunto es un grupo
con la composiciéon (grupo lineal de dimension n).

De esta manera, tenemos que GL(R") C Diff"(R"), para todo r > 1. Asi,
podemos obtener sistemas discretos lineales sobre R™. A este tipo de difeomorfismos
también los denominamos isomorfismos lineales de R™. Ademés, haciendo uso de la
funcion determinante, es facil ver que GL(R™) es un subconjunto abierto y denso de
Z(R™) con la topologia de la norma.

Estamos interesados en desarrollar un estudio de la dinamica que resulte analogo
entre campos vectoriales lineales e isomorfismos lineales de R™. Para este objetivo
introducimos la funcién exponencial y un resultado relacionado, cuya prueba se
puede encontrar en [PdMS82].

Definicién 2.1.3 (Funcion exponencial). La funcion Exp : Z(R™) — £ (R") definida
como

es llamada funcién exponencial.

Note que la funcién exponencial es continua en Z(R"). Ademas, tal como se
discuti6 en el ejemplo 1.1.2, si L € Z(R") es un campo vectorial lineal, entonces el
mapa @ : R x R" — R" definido como ®(¢,z) = 'Lz es el flujo del campo L.

Lema 2.1.1. Si L € Z(R"™) y A1,..., A\ € C son los valores propios de L, entonces
los valores propios de e* son exactamente e, ... e, con la misma multiplicidad.

El lema 2.1.1 relaciona el espectro de un operador lineal con el espectro de su

operador exponencial asociado. Incluso podemos concluir que e € GL(R") para
todo L € Z(R").
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Ahora, vamos a ver que el espectro de un operador lineal codifica los fenémenos
dinamicos de interés, méas especificamente, la estabilidad. Los conceptos de
hiperbolicidad, variedades invariantes y transversalidad surgen del estudio del
espectro de operadores lineales y no solo son tutiles para comprender la estabilidad
en el caso lineal sino que, como veremos en las secciones posteriores, se pueden
generalizar para clases mas amplias de sistemas.

Definicion 2.1.4 (Campo lineal hiperbélico). Un campo vectorial lineal
L € Z(R™) se dice hiperbélico si el espectro de L es disjunto del eje imaginario. El
nimero de valores propios de L con parte real negativa se denomina indice de L.

Considerando un campo vectorial lineal hiperbdlico L € Z(R"), podemos notar
que el flujo en tiempo uno, ®(1,-) = e, no tiene ningtin valor propio en el circulo
unitario S!, usando el lema 2.1.1 y el hecho de que L no tiene ningtin valor propio en
el eje imaginario. Esto sugiere la siguiente definicion.

Definicion 2.1.5 (Isomorfismo lineal hiperbolico). Un isomorfismo lineal
A € GL(R™) se dice hiperbdlico si el espectro de A es disjunto del circulo unitario
St cC.

Con base en las definiciones previas podemos ver que si L € .Z(R") es un campo
vectorial lineal, entonces su tnica singularidad es el origen (de hecho, (L) = {0}).
Asi mismo, si A € GL(R"), entonces su tnico punto fijo es el origen (2(A) = {0}).

Proposicion 2.1.2. Si L € Z(R"™) es un campo vectorial lineal hiperbdlico entonces
existe una unica descomposicion de R™ como suma directa R™ = E* & E*, donde E*
y E* son espacios invariantes para L y para el flujo definido por L tal que los valores
propios de Ly = L|gs tienen parte real negativa y los valores propios de L, = L|gu
tienen parte real positiva.

Demostracion. Podemos elegir una base {ey,...,e,} de R" para la cual la matriz de
L esté en la forma real candnica y ordenada de la siguiente manera
Ay 0
. A
By
" B
1 )
Cuw
Dy

0 Dy
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donde
by 0
1\
Al = . . s )\z < 0,
0 1N\
M; 0
I M; a; B 1 0
o J J _ ,
B; = , con Mj_(—ﬁj aj>’ 1 (0 1) y a; <0,
0 I M;
Ak 0
1 A
Cr = , ;A >0,
0 1 A
M, 0
D, = , con M, = ; : a; > 0.
! ! (_51 Oéz) y
0 I M,
Tomamos FE* como el subespacio generado por {ei,...,es}, donde eq,..., e
corresponden a vectores de la base de los subespacios invariantes asociados a
Ay, .. Ay, By, ..., By, Asimismo, tomamos E* como el subespacio generado por
{€s41,...,€n}, donde eziq,...,e, corresponden a vectores de la base de los
subespacios invariantes asociados a Cy,...,Cy,Dq,...,Dy. Es claro que
R" = E° @ E" y tanto E° como E" son invariantes para L. Ademas, los valores

propios de L, tienen parte real negativa (A\;,a; < 0) y los valores propios de L,
tienen parte real positiva (Mg, > 0). La unicidad de la descomposiciéon viene dada
por la unicidad de la forma candnica real salvo orden. Concluimos que esta es la
descomposiciéon requerida. O

El resultado anterior demuestra que un campo vectorial lineal hiperboélico induce
una separacion del espacio ambiente entre los subespacios invariantes E*® (estable) y
E" (inestable). El mecanismo de generar descomposiciones transversales invariantes
a partir de hiperbolicidad serd extendido en las siguientes secciones a campos
vectoriales generales y es un factor esencial para obtener estabilidad. A
continuacion, enunciamos también el resultado para isomorfismos lineales.

Proposicion 2.1.3. Si A € GL(R") es un isomorfismo lineal hiperbdlico entonces
existe una unica descomposicion de R™ como suma directa R" = E° @& E*, donde E°
y E* son invariantes para A y los valores propios de A® = A|gs y A* = A|gu son los
valores propios de A de maodulo menor a 1 y mayor a 1, respectivamente.




2.1. SISTEMAS LINEFALES 23

Demostracion. Tal como en la prueba de la proposicion 2.1.2, podemos elegir una
base {e1,...,e,} de R™ para la cual la matriz de A esté en la forma real canénica y
ordenada tal que los vectores eq,...,e, correspondan a subespacios invariantes
asociados a valores propios de moédulo menor a 1 y los vectores esiq,...,e,
correspondan a subespacios invariantes asociados a valores propios de moédulo mayor
a 1. Asi, tomamos E® como el subespacio generado por {ej,...,es} y E* como el
subespacio generado por {esi1,...,e,}. Por razones anélogas al caso anterior,
concluimos que R" = E* @ E", los espacios son invariantes y la descomposicion es
Unica. 0

Queremos ahora establecer que la hiperbolicidad es una propiedad abierta y
densa tanto para campos como para isomorfismos lineales. Para esto recordamos un
hecho (su prueba se consigna en [PdMS82]) sobre el espectro de un operador lineal.

Lema 2.1.4. Los valores propios de un operador L € ZL(R"™) dependen de forma
continua de L.

Proposicion 2.1.5. El conjunto H(R™) de isomorfismos lineales hiperbdlicos en R™
es abierto y denso en GL(R™).

Demostracion. Sea A € H(R™). Tomamos ¢ = min |1 — |||, donde \; € C recorre
sobre todos los valores propios de A. Como A es hiperbodlico, £ > 0. Luego, teniendo
en cuenta que GL(R™) es abierto en .Z(R") y el lema 2.1.4, existe 6 > 0 tal que si
|A— BJ| < d, entonces B € GL(R") y para todo valor propio de B, p; € C, existe un
valor propio \; de A tal que |p; — M| < &, i.e., uj € S'. Concluimos que B € H(R™)
para todo ||A — BJ| < ¢, entonces H(R™) es abierto.

Por otro lado, sea A € GL(R™) con valores propios Ay, ..., A\, ¥ Aij, ..., A;, los valores
propios de A que no pertenecen a S'. Consideramos

01 = min{| A1, ..., [\l},

5y = ming[1— o[- 11— Al [} y

63 = min{|a| : @ + i3 es valor propio de A con o? + %> =1y a # 0}.

Luego, 61, 02,03 > 0y si0 < u < § = min{dy, da, 03} y A; es valor propio de A, entonces
N+ € St ie., B = A+ul es hiperbolico. Dado e > 0, tomamos yu < min{e, §}; luego,
B es hiperbolico y ||B — Al| = ||u]|| < €. Entonces H(R™) es denso en GL(R™). [

Proposicion 2.1.6. El conjunto 7€ (R™) de campos vectoriales lineales hiperbélicos
en R"™ es abierto y denso en L (R™).

Demostracion. Tenemos que ' (R") = Exp ' (H(R")), por el lema 2.1.1. Como la
funcion Exp es continua y H(R"™) es abierto por la proposicion 2.1.5, resulta que
J€(R™) es abierto en Z(R").

Por otro lado, sea L € Z(R") y ; = min{|a| : a4+ i es valor propio de L y o # 0}.
Dado € > 0, tomamos § < min{e, d;}. Luego, T'= L+41 es hiperbolicoy |T—L|| < e.
Entonces . (R") es denso en .Z(R"). O
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Una consecuencia inmediata de las proposiciones 2.1.5 y 2.1.6 es que, en
particular, la hiperbolicidad es una propiedad genérica para campos vectoriales e
isomorfismos lineales teniendo en cuenta la topologia de la norma.

En este punto, podemos abordar el problema de clasificacion topoldgica de
campos vectoriales lineales hiperboélicos mediante conjugacion. De nuevo, vamos a
utilizar sin demostracion dos lemas disponibles en [PAMS82|, que nos permitiran
construir una conjugaciéon usando un invariante algebraico como lo es el indice.

Lema 2.1.7. Sea L € Z(R") un campo vectorial lineal hiperbdlico en R™ con indice
n. Erziste una norma || - || en R™ tal que, si S*™' = {v € R™ : |jv|| = 1}, entonces el
vector L(x) & T,S™! para todo x € S 1.

La conclusion del lema 2.1.7 se puede interpretar geométricamente diciendo que
el flujo es transversal a la esfera. Nuevamente, es evidente la importancia de este
concepto, que seré formalmente definido en la seccion 2.3.

Lema 2.1.8. Si A € GL(R") es un isomorfismo lineal hiperbdlico, entonces existe
una norma || - || en R™ tal que ||A%]| < 1 y [[(A“)7Y| < 1, es decir, los mapas A® y
(A")~! de la proposicion 2.1.3 son contractivos.

Proposicion 2.1.9. Sean L, T € Z(R"™) campos vectoriales lineales en R™ de indice
n, entonces existe un homeomorfismo h : R® — R"™ tal que hL' = T'h, para todo
t €R, donde L' y T" son los flujos de L y T, respectivamente.

Demostracion. Sea ||-|| la norma euclidiana y |||z, || || las normas dadas por el lema
2.1.7, tales que las esferas S} ' ={v e R": |v|, =1} y SEl ={v eR: |jv|r = 1}
son transversales a los campos vectoriales L y T', respectivamente.

Sea h: S7~! — S»~! un homeomorfismo (por ejemplo, h(x) = z/|z||7). Vamos a ver
que se puede extender a R™. Definimos h(0) = 0. Siz € R™\ {0}, existe un tnico ¢, € R
tal que L7 (z) € ST, Hacemos h(z) = T%(h(L"(x))). Es claro que hL' = T'h
para todo t € R y que h tiene una inversa. Veamos que h es un homeomorfismo.
Tomamos z € R\ {0} y una sucesion z, — x. Sea t;, € R tal que L=t (z;) € Sp~*
y to € R tal que L™%(x) € S7~'. Por la continuidad del flujo, tenemos que t; — tg
y L% (x) — L' (x). Asi, h(zp) = T*(h(L "% (2z))) — T(h(L7"(z))) = h(z),
luego h es continua en x. Vamos a ver que h es continua en el origen. Por el lema
2.1.8, tenemos que lim;_,,, T*(x) = 0, para todo z € R". En particular, para todo
x € Sp~t Como St es compacto, esto implica que, dado & > 0, existe t. > 0 tal que
|T (y)|| < & para todo t > t. y todo y € Si*. Por otro, lado como L(0) = 0, existe
§ > 0tal quesi ||z|| < 0y L7(z) € S7~" entonces t > t.. Por lo tanto, ||h(z)| < ¢
si ||z|| < 9, lo cual muestra la continuidad de h en el origen. De manera analoga se
puede demostrar que h~! es continua. Luego, h es un homeomorfismo que cumple lo
buscado. ]
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Proposicion 2.1.10. Sean L,T € Z(R™) campos vectoriales lineales hiperbélicos.
Entonces L y T son topologicamente conjugados si, y solo si, tienen el mismo indice.

Demostracion. Suponga que L y T tienen el mismo indice. Sean E* E* los
subespacios estables de L y T, respectivamente. Entonces dim E* = dim E* . Por la
proposiciéon 2.1.9, hay un homeomorfismo h, : B — E* que conjuga L, v T}, es

decir, hyL! = T!hg, para todo t € R. Similarmente, hay un homeomorfismo
h, : E* — E* que conjuga L, y T,. Definimos h : E* @ E* — E* & E¥ como
h(z) = h(z® + %) = hs(z®) + hy(z"). Es claro que h es un homeomorfismo que

conjuga L' y T".

Por otro lado, sea h una equivalencia topologica entre L y T'. Como el origen es la
tinica singularidad de L y T', entonces h(0) = 0. Asi mismo, si x € E*, wr(z) = 0,
luego wr(h(z)) = h(wr(x)) = h(0) = 0. Por tanto, h(z) € E* y h(E®) C E*.
Similarmente, h~'(E*) C E*. De aqui se tiene que hy, = h|p, es un homeomorfismo
entre £° y E*. Finalmente, por el Teorema de invariancia del dominio, concluimos
que dim E* = dim E¥', es decir, L y T tienen el mismo indice. O

Finalmente, y aprovechando la clasificaciéon topolégica obtenida, procedemos a
introducir el concepto de estabilidad estructural para campos vectoriales lineales. La
estabilidad de diversos sistemas dinamicos es el eje de este trabajo, por lo que la
siguiente definicién es un punto de partida para desarrollos posteriores.

Definicion 2.1.6 (Campo vectorial lineal estructuralmente estable). Sea
L € Z(R™). Decimos que L es estructuralmente estable si existe una vecindad
Y C Z(R"), con la topologia de la norma, tal que todo T" € V es topologicamente
equivalente a L.

El resultado que concluye esta seccion nos dice que, en el caso de los campos
vectoriales lineales, la estabilidad estructural es equivalente a la hiperbolicidad. En
consecuencia, es una propiedad genérica; mas ain, es una propiedad abierta y densa.

Proposicion 2.1.11. Sea L € Z(R"™) un campo vectorial lineal. Entonces, L es
estructuralmente estable en el espacio £ (R™) si, y solo si, L es hiperbdlico.

Demostracion. Primero, supongamos que L € Z(R") es un campo vectorial lineal
hiperbélico. Note que, por el lema 2.1.4 y la proposicion 2.1.6, existe una vecindad
YV c A R") C Z(R") tal que todo T" € V tiene el mismo indice que L. Luego,
por la proposicion 2.1.10, todo T' € V es topologicamente equivalente a L y L es
estructuralmente estable.

Paralelamente, supongamos que L € Z(R") es un campo lineal no hiperbdlico. Sea
d = min{|a| : @+ if es valor propio de L'y a # 0}. Si 0 < t < 0 entonces L + tI
y L — tI son campos lineales hiperbolicos con diferentes indices y no pueden ser
topologicamente equivalentes por la proposiciéon 2.1.10. Luego, para toda vecindad de
L, existen dos campos lineales que no son topolégicamente equivalentes y por tanto
L no es estructuralmente estable. O]
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2.2. Hiperbolicidad

La nocion de hiperbolicidad es el fundamento analitico del estudio de la
estabilidad estructural. La principal caracteristica de este fenémeno es la contracciéon
local uniforme en una direccion y la expansion local uniforme en la direccion
complementaria [Wen16]. Si bien esta propiedad da lugar a inestabilidad local de las
orbitas de un sistema dinamico, también —sorprendentemente— genera estabilidad
global en la estructura topologica de la coleccion de todas sus orbitas [BS02.

En esta seccidon extendemos el concepto de punto fijo hiperbdlico a campos
vectoriales y difeomorfismos, con base en las definiciones para sus contrapartes
lineales de la seccion anterior (definiciones 2.1.4 y 2.1.5, respectivamente). Mas atn,
se generaliza la nocién de hiperbolicidad a diversos elementos de interés para la
dindmica topologica, tales como puntos peridédicos y conjuntos cerrados invariantes.

Definicién 2.2.1 (Punto fijo hiperbolico). Sea f € Diff"(M) y p € M un punto fijo
de f. Decimos que p es un punto fijo hiperbolico si Df, : T,M — T,M es un
isomorfismo lineal hiperbolico. Es decir, D f, no tiene valores propios en el circulo
unitario.

Definicién 2.2.2 (Singularidad hiperbolica). Sea X € X"(M) y p € M una
singularidad de X. Decimos que p es una singularidad hiperbdlica si
DX, : T,M — T,M es un campo vectorial lineal hiperbélico, es decir, DX, no tiene
valores propios en el eje imaginario.

Definicion 2.2.3 (Punto periodico hiperbolico). Sea f € Diff"(M) y p € M un
punto periédico de f de periodo k € ZT, i.e., f¥(p) = p. Decimos que p es un punto
periodico hiperbélico si es punto fijo hiperbolico del difeomorfismo f* € Diff"(M).

Podemos extender esta definicion para orbitas periddicas de flujos. Para esto
usamos el mapa de Poincaré. Teniendo en cuenta la definicion 1.2.17, si X € X"(M),
p € M es un punto peridédico de X de periodo ¢y > 0, y 2 C M es una secciéon local
para X en p, entonces, se puede restringir el mapa de Poincaré como P : ¥ — >. Lo
anterior, sumado con el siguiente resultado (ver [PdM8&2|), nos permite establecer la
definicion deseada.

Lema 2.2.1. Sea v una orbita cerrada de un campo vectorial X € X"(M) y sea
> C M wuna seccion local para X en algun punto p € v. St Ps : U C X — X es el
mapa de Poincaré entonces Ps es un difeomorfismo C" de una vecindad V C U de p
sobre un conjunto abierto de Y.
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Definicién 2.2.4 (Orbita cerrada hiperbolica). Sea X € X"(M), p € =, donde
v C M es una orbita cerrada de X y X C M una secciéon local para X en p. Decimos
que v es una orbita cerrada hiperbolica de X si p es un punto fijo hiperbdlico del
mapa de Poincaré P :V C ¥ — 3, donde V es la vecindad del lema 2.2.1.

Observacion. La definicion no depende del punto p € v ni de la secciéon local ¥ C M.

Finalmente, establecemos la nocién més general de conjunto hiperboélico. La
siguiente definicion depura los elementos geométricos y analiticos ya evidentes desde
la proposicion 2.1.3 y el lema 2.1.8. Estos elementos son: separaciéon del espacio
tangente en subespacios complementarios invariantes y contraccién-expansion
uniforme en los subespacios respectivos.

Definicion 2.2.5 (Conjunto hiperbolico). Sea M una variedad Riemanniana
compacta sin frontera y f € Diff"(M). Un subconjunto A C M compacto,
f-invariante (i.e., f(A) = A), se dice hiperbdlico si existen constantes 0 < A < 1,
C' > 0 y familias de subespacios E*(z) C T,M y E*(x) C T, M, x € A, tal que para
todo x € A se tiene que

(i) T.M = E*(x) @ E"(x),
(ii) ||Dfv®| < CA"[[v®|| para todo v° € E*(z) y n > 0,
(i) || Df;"0"|| < CA"|[vo| para todo v* € E%(z) y n > 0,
(iv) Df(E*(x)) = E*(f(x)) y Df(E“(x)) = B“(f(x)).

Dado x € A, el subespacio E*(z) (respectivamente, E"(x)) es llamado subespacio
estable (respectivamente, inestable) en z.

Cualquier par de métricas Riemannianas en una variedad compacta son
equivalentes. Por lo tanto, la nocién de conjunto hiperbélico no depende de la
eleccion de la métrica Riemanniana. La constante C' depende de la métrica, pero la
tasa de contraccion-expansion, A, no. Ademas, es posible elegir una métrica tal que
C = 1 usando un A ligeramente mayor, la cual se denomina métrica adaptada o
métrica de Lyapunov [BS02].

2.3. Transversalidad

La transversalidad es un concepto geométrico que surge inicialmente del estudio
de mapas entre variedades. En el caso de sistemas dinamicos, es una nocion clave
para el andlisis de la estabilidad y las propiedades genéricas. En esta seccion
introducimos la definicion de transversalidad, restringiéndonos al caso de
subvariedades, y usamos este concepto para precisar algunas ideas previas.
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Definicion 2.3.1 (Interseccion transversal). Sea M una variedad y Sy,S2 C M dos
subvariedades. Dado p € S, decimos que S; y Sy se intersectan transversalmente en
el punto p sip &€ Sy o 1,51 + 1,5, = T,M. Ademas, decimos que S; y S, tienen
interseccion transversal (o son transversales) si se intersectan transversalmente para
todo p € Si, en cuyo caso se denota Sy M Ss.

Note que en la definiciéon anterior la descomposicién no necesariamente debe ser
una suma directa. Cuando lo es, tenemos que dim S; = codim S,.

Usando la transversalidad, podemos hacer mas precisas algunas nociones
previamente enunciadas. En particular, note que la denominacién de secciéon
transversal en la definicion 1.2.14 esta justificada, pues las lineas de flujo son
localmente subvariedades transversales a la seccion.

A continuacion, sefialamos dos ejemplos muy importantes, basados en resultados
anteriores de sistemas lineales hiperbolicos. Al complementar estos resultados con la
nocion de transversalidad, obtenemos un panorama para la generalizacién en
sistemas no lineales.

Ejemplo 2.3.1 (Flujo transversal a esferas). En el lema 2.1.7, se puede concluir
que las lineas de flujo del campo L son transversales a la esfera S"~!. Ademas, la
subvariedad S"~! es una seccién transversal para L para todo x € R™\ {0}.

Ejemplo 2.3.2 (Variedades invariantes transversales). Las proposiciones 2.1.2 y
2.1.3 demuestran la existencia de subespacios invariantes E* E* C R™ (espacio
estable e inestable, respectivamente) para sistemas lineales hiperbolicos. Es claro
que E° y E" son subvariedades de R™. Ademas, considerando que R" = E* @ E",
concluimos que E® y E" se intersectan transversalmente en el origen (punto fijo
hiperbélico) y més aun E® i E“.

2.4. Variedades invariantes

Hasta el momento hemos ampliado algunos conceptos introducidos en la seccion
2.1 para sistemas no lineales, tales como los conjuntos hiperboélicos y la
transversalidad. En esta secciéon continuamos con este objetivo y senalamos la
generalizacion del ejemplo 2.3.2 sobre la existencia de variedades transversales
invariantes alrededor de puntos fijos hiperboélicos. Este resultado es el Teorema de la
variedad estable, que consiste en partir de la definiciéon de hiperbolicidad en
términos de objetos infinitesimales: una familia de subespacios lineales invariantes
por la diferencial de un difeomorfismo (o flujo), para construir los correspondientes
objetos integrales: las variedades estable e inestable [BS02].
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Definicion 2.4.1 (Variedades locales estable e inestable). Sea f € Dift" (M), p € M
un punto fijo hiperbolico de f y U C M una vecindad de p. Los conjuntos

We(p,U) ={q € U: f*q) € U, paratodo k >0y f*(¢) = p cuando k — oo},

W p,U)={qeU: f*q) €U, paratodo k >0y f*(¢q) = p cuando k — oo}

son llamados variedad local estable e inestable, respectivamente, de p en U. Se usa
la notacion Wy .(p) y Wi.(p) para indicar la variedad estable e inestable,
respectivamente, de p en una vecindad U suficientemente pequena pero no
especificada. Asimismo, se denota como WZ(p) y W¥(p) a la variedad estable e
inestable, respectivamente, de p cuando U = B(p,¢).

Con la definicién anterior podemos enunciar el Teorema de la variedad estable.
Este teorema dice que las variedades locales estable e inestable en un punto fijo
hiperbodlico son subvariedades encajadas de clase C", tangentes en el punto fijo a los
subespacios estable e inestable, respectivamente. Mas aiin, pueden ser representadas
como la gréafica de una funciéon C” de un disco de uno de los subespacios invariantes
sobre el otro subespacio invariante [Rob95].

Es claro que, al tratarse de un resultado local, podemos restringirnos al caso en
el que f es un difeomorfismo de clase C" definido sobre una vecindad del origen
V C R™, donde 0 € V' es un punto fijo hiperbolico.

Teorema 2.4.1 (Teorema de la variedad estable). Sea V' C R™ una vecindad del
origen y f 'V — R™ una funcion de clase C" que es difeomorfismo sobre su imagen,
tal que O es un punto fijo hiperbélico de f. Entonces,

(1) existe una vecindad de 0, U C V, tal que W*(0,U) y W*(0,U) son discos
encajados de clase C" de la dimension correspondiente, tangentes en 0 a E® y
E*, respectivamente.

(i) existe B > 0 tal que W .(0) es la grdfica de una funcion C", ¢* : By — E*, con
©*(0) =0y Doy =0y Wie (0) es la grdfica de una funcion C”, ¢" : By — E°,
con ¢"(0) = 0 y Doy = 0. Aqui usamos la notacion Bz = B(0,5) C R™,
By =BsNE* y BY = By N E".

Idea de la demostracion. Aunque no incluimos aqui la demostracion completa de
este resultado, vamos a describir las herramientas usadas mas frecuentemente en su
prueba y a sugerir algunas fuentes de consulta. Estas herramientas incluyen el
Teorema del punto fijo de Banach o el Teorema de la funcién implicita.

El Teorema de la variedad estable también es conocido como Teorema de
Hadamard-Perron, debido a los dos tipos basicos de prueba: el Método de la
transformada grafica (Hadamard) y el Método de variacion de parametros (Perron).
Ambos hacen uso del Teorema del punto fijo de Banach sobre espacios adecuados de
funciones. A continuaciéon, damos un bosquejo de cada uno de estos métodos.
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1. Método de la transformada grafica de Hadamard

Este método consiste en tomar una funcion de prueba o : B — Bj del espacio
¥(8,L) ={0: B} — Bj : 0 es continua Lipschitz, o(0) = 0, Lip(c) < L}.

Se define un operador I' : 3(5, L) — X(f5, L) tal que para cada o € X(f, L),
I'(0) es la tnica funcion tal que

grafica(I'(0)) = f(grafica(o)) N (B x Bj).

Ademéas de probar que I' es un operador bien definido (denominado la
transformada grdfica), es posible probar que es una contraccion en la topologia
C°. Por lo tanto, existe una funcién ¢* que es punto fijo, i.e., I'(c*) = 0%, y
que da la variedad local estable como la grafica de una funcién Lipschitz,
gréfica(o®) = W3(0). Sin embargo, esta funcion o® no necesariamente es C'.
Para probar diferenciabilidad C* se recurre al método de conos invariantes, lo
cual es posible gracias a la hipotesis de hiperbolicidad. Finalmente, se verifica
que la funcién o® (y por lo tanto la variedad local estable W;3(0)) es de clase
C" por induccion sobre r. La existencia de la variedad local inestable W (0) se
garantiza por que f es un difeomorfismo sobre su imagen.

. Método de variacién de parametros de Perron

Esta alternativa funciona tanto para difeomorfismos como para flujos, pero para
esta explicacién usamos el dltimo caso. Consideremos una ecuaciéon diferencial
¥ = f(z) = Az + g(z) en R™, donde f(0) =0, A= Dfy, g(0) =0,y Dgo = 0.
Si suponemos que A es un isomorfismo hiperboélico, tenemos una separacién
x = (2°,2") dada por la proposicion 2.1.3. Usando la solucion del ejemplo 1.1.2
y variacion de parametros obtenemos la solucion

t1
z(ty) = eAt =)y () +/ A g(x(7))dr.
to
Usando los limites adecuados en cada caso y poniendo la condicién inicial
z*(0) =a® € Bj, podemos obtener las componentes estable e inestable,

t t
2*(t) = eta’ —i—/ A g (e(r))dr y (1) :/ e gu (1)) dr,
0 00
respectivamente. Combinando estas dos componentes obtenemos una
transformacion sobre las soluciones de prueba para la variedad estable. Mas
precisamente, sea F el espacio de funciones que consiste de las soluciones de
prueba z(t, a®) para cada a® € E®. Definimos el operador 7' : F — F como

t t
T(x)(t,a®) = eAta? —I—/ eAS(t_T)gS(:U(T, as))dT—l—/ eAu(t_T)g“(x(T, a®))dr.
0

o

Nuevamente, se puede demostrar que es 1" es una contraccion, luego, tiene un
punto fijo que da la variedad estable.



2.4. VARIEDADES INVARIANTES 31

Este resumen de los métodos de demostracion se tomo6 de [Rob95|. En la misma
referencia se encuentra una prueba completa basada en el método de Hadamard.
Otras pruebas detalladas que usan el método de la transformada gréafica estdn en
[HPS77] y [KH95]. Por otro lado, en [Per06] se incluye una demostracién usando el
método de Perron. Finalmente, y aunque dicho método no se incluyé en la discusion
previa, se puede encontrar una prueba en [PdM82| que emplea el Teorema de la
funcion implicita en espacios de Banach. O

Es claro que las variedades locales estable e inestable obtenidas a partir del
teorema 2.4.1 no son tunicas. En cambio, a partir de ellas, podemos construir las
variedades (globales) estable e inestable de un punto hiperbélico, que si resultan ser
Unicas.

Definicion 2.4.2 (Variedades globales estable e inestable). Sea f € Diff"(M) y
p € M un punto fijo hiperbolico de f. Los conjuntos

W)= |J W) vy W)= | FWep)

JEZT jEZ

son llamados la variedad estable e inestable, respectivamente, de f en p. Aqui,
We.(p) y Wt.(p) son las variedades locales obtenidas del teorema 2.4.1.

Note que, con esta definicion, podemos concluir que las variedades estable e
inestable son conjuntos invariantes bajo la dinamica. No obstante, es importante
resaltar que las inmersiones de estas variedades pueden ser mucho més complicadas
que las de las variedades locales. Aun asi, podemos caracterizar topolégicamente las
variedades estable e inestable como indica el siguiente corolario.

Corolario 2.4.1.1. Sea f € Diff" (M) y p € M wun punto fijo hiperbolico de f.
Entonces,

k—o0

Wop)={zeM: ffa) =5 p) vy Wep)={zeM: ) == p)

En otras palabras, W*(p) = {x € M : w(z) =p} y W"(p) = {x € M : a(x) = p}.

Los conceptos y resultados de esta seccion se pueden extender a conjuntos mas
generales. En particular, el teorema 2.4.1 aplica para cada punto de un conjunto
hiperbolico (ver [KKH95] o [BS02]). Sin embargo, solo nos interesa el caso de puntos
fijos y periodicos hiperbélicos de difeomorfismos y flujos. Por lo tanto, cerramos esta
seccion introduciendo estas definiciones.
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Definicién 2.4.3 (Variedades invariantes de puntos periddicos hiperbolicos). Sea
f € Diff"(M) y p € M un punto periodico hiperbolico de f de periodo k € Z*.
Luego, las variedades estable e inestable de p con respecto a f, W*(p) y W*(p), son
las variedades estable e inestable de p visto como punto fijo hiperbolico de f*.

Definicion 2.4.4 (Variedades invariantes de singularidades hiperbdlicas). Sea
X € X"(M), X', t € R, el flujo de X y p € M una singularidad hiperbolica de X.
Luego, las variedades estable e inestable de p con respecto a X, W#(p) y W*(p), son
las variedades estable e inestable de p visto como punto fijo hiperbdlico del
difeomorfismo inducido en tiempo uno, X*!.

Definicién 2.4.5 (Variedades invariantes de orbitas cerradas hiperbdlicas). Sea
X € X"(M) y v C M una orbita cerrada hiperbolica de X. Luego, las variedades
estable e inestable de v con respecto a X son W9(y) = {y € M : w(y) = v} vy
W(v) =4y € M : a(y) = 7}, respectivamente.

2.5. Lema de inclinacién (A-lema)

En esta seccion continuamos con métodos locales aplicados en vecindades de
elementos criticos hiperbélicos. Més especificamente, vamos a estudiar el Lema de
inclinacion, un resultado de Palis (también conocido como M-lema, se puede
consultar en [Pal69] y [PAM82|), que explica geométricamente que las imégenes
sucesivas de un disco transversal a la variedad estable de un punto fijo hiperbdlico se
acumulan en la variedad inestable del punto. Este lema es de utilidad para varios
resultados en sistemas dinamicos; por ejemplo, para dar una prueba geométrica del
Teorema de Hartman-Grobman, como se veré en la seccion 2.6, y para demostrar la
estabilidad estructural de sistemas Morse-Smale, que se haré en la seccion 3.3.

Considere f como en el teorema 2.4.1. Luego, A = Dfy es un isomorfismo
hiperboélico e induce una particiéon invariante R™ = E* @& E" por la proposiciéon
2.1.3. Usando los mapas ¢°® y ¢" dados por el teorema 2.4.1-(ii), podemos construir
el mapa

¢:By® By — E° @ LY, oz x") = (x° — ("), z" — °(2?)).

Luego, ¢ es de clase C" y Dyq es la identidad. Entonces, ¢ es un difeomorfismo
en una vecindad del origen. Més atn, el difeomorfismo f = oo f o ¢! satisface
f 0)=0yD fo = A. Ademas, la variedad estable local de f es una vecindad del origen
en E° y la variedad inestable local es una vecindad del origen en E". Esto implica
que siempre podemos suponer que las variedades invariantes locales de un punto
fijo hiperbolico de un difeomorfismo f son vecindades del origen de los subespacios
invariantes correspondientes de la parte lineal de f. En el enunciado del siguiente
lema, suponemos f de la forma aqui discutida.
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Lema 2.5.1 (Lema de inclinacién para difeomorfismos). Sea B* C E*® wuna bola
contenida en Wi _(0), B* C E" una bola contenida en Wi*.(0) y V = B® x B". Sea
g € W5(0)\ 0 y un disco D* de dimension n* = dim E" tal que ¢ € D" y D" es
transversal a WE_(0) en q. Sea DY la componente conexa de f*(D*) NV que
contiene a f¥(q). Dado € > 0, existe ko € N tal que, si k > ko, entonces DY estd e
C'-cerca de B*.

Demostracion. La expresion de f en la vecindad V' de 0 es
f(IS7I’U,) — (Asms_i_gos(xs,xu),Auxu+S0u<xs’xu))’

donde z* € B®, z* € B*y Dfy = (A* + Dy, A* + Dppy) = (A°, A*), por lo dicho
anteriormente. Ademaés, como 0 es punto fijo hiperbélico, por el lema 2.1.8, existe una
norma y un ntimero 0 < a < 1, tal que [|[A%[| <a <1y [|(AY) 7Y <a< 1.

Podemos entonces construir los siguientes estimados. Como a < 1 < a™ ", existen
0<n,m <1talesquea+mn <1lya'—mn >1. Seab=a"'—n, luego, existe
0 < n3 < 1 tal que i3 < (b—1)2/4. Haciendo 1 = min{ny,m2, 73} y b = a~' — 1,
obtenemos que

1

a+n<a+mn<l,

b=a'—n>at—np=>0>1,
(b—1)* _ (b—1)
< < .
n=n < 1 = 1
Por otro lado,
90" opt| 0 B
Oxvlps  Oxslps 0y oxJ (0,0) =0,

para i,7 = s,u. Asi, por continuidad de las derivadas parciales, tenemos que existe
una vecindad V' C V de 0 tal que
O

oxJ

7 > max

con Z]—S Uu.
3 3 )
44

Como ¢ € W*(0) = w(0), entonces podemos suponer que ¢ € V' y B* C V’'. Sea
vy € T, D" tal que ||vo|| = 1. Se puede escribir vy = (v§,vf), ya que V = B® x B".
Llamamos A a la pendiente de vy, i.e., A\g = ||v§||/||v¢]|. Note que Ay esta bien definido
pues ||[v§|| # 0 debido a que D" es transversal a B® en ¢q. Hacemos ¢y = ¢ y definimos
recursivamente

qr = fk(Q)v Vk = quk,l(kal%
para todo £ > 1. Como ¢y = g € B*° NV, luego g, € BSNV’, para todo k > 1. Por
tanto,

Vg = Dfl]k—l(vk—l)

(AS + 00° [02° (qr—1) 0p°/0x" (qr—1) ) (%‘2-1)
0 A" + 0¢" |0z (qr—1) vy

(Asvi_l +0¢p* 02 (qr1)v_y + Op°/ 9%“(%1)@)‘5_1)
Avy | 4 09" [0z (qr—1)V}
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De esta manera,

A\ = vzl _ | A%y 4 0¢® /02 (qre—1)vi_1 + Op° /0" (qr—1) v} ||
o] | Avvp_y + 0p"/0x"(qr—1)vi_4 ||

Ademés, podemos acotar superiormente el numerador por
[ A% v [+ 19 /02 (qu—1)vi 1 | +]109° [0z (qru—1)vi 1 || < allvi_yl[+nllvi_y[+nllvi |
e inferiormente el denominador por
[A oyl = 109" /0™ (gr—1)viall = a™ wi_y || = mllvi_ [l
Entonces,

_ Nl allvioll + mllviall +ollvioall _ adoa+ndea +0 _ Adea 47
lokll = a7 Mgl = mllvg, a”t =7 I

En particular,

Xo+1n Ao 77
< 2241
A s b b Ty
)\1+77 Ao
< _
S SR "zbz

Como \g/b* — 0 cuando k — oo y n/(b—1) < (b — 1)/4, entonces existe k; € N
tal que, para todo k > ki, se tiene que Ay < (b—1)/4. Sea 0 < 1 < min{e, n}.
Como 0¢*/0z"|gu = 0y B" es compacto, por el lema del tubo (se puede consultar
en [Mun00]) existe § < € tal que, para V; = 0B® x B* C V se tiene que

s

ozt

/
— Y

maX

donde 0 B* es la bola cuyo radio es d veces el radio de B®.

Ahora, note que T, D" = {v € T,D" : |[v|]| = 1} es compacto, entonces el vector vg
anterior se puede elegir tal que la pendiente )y toma el valor maximo. Por esto,
podemos suponer que, para todo & > k;, todos los vectores no nulos de T;, D} tienen
pendiente A\, < (b—1)/4 y qx, € V4. En consecuencia, por la continuidad del plano
tangente de Dy , existe un disco D* encajado en Dy con centro en g, y tal que la

pendiente A de cualquier vector unitario en Tpf)“, para todo p € D, satisface
A< (b-1)/2.

Podemos reutilizar la idea anterior para estimar las pendientes de los vectores
tangentes bajo la diferencial, ya no solamente en un punto sino en todo el disco. Asi,
dado p € D", tomamos v € TpD“. Usando la descomposicion v = (v®,v"), vemos que
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v tiene pendiente g, = ||[v®||/||v"]|. En este caso, el punto p no necesariamente esta
contenido en B?, asi que al aplicar la diferencial se obtiene

D) = (A +09/02°(p) 9" /0x(p) v
p dp* /0x*(p) A% 4 9™ /0" (p) ) \v*
[ A%+ 09 [0x® (p)v® + Op® [0z (p)v*
— \9p"/0x* (p)v® + A¥v™ 4+ 0" /Ox" (p)v™ )
De aqui obtenemos que la pendiente es
[A*0® + 9™/ Ox* (p)v* + O¢* / Oz (p)v" ||
|06/ 0x>(p)v® + A*v* + dp* Ozt (p)v*||

Ak1—|—1 —

Nuevamente, podemos acotar el numerador por
[A*0%|| + (|09® /02 (p)o° || + [|0°/ 0z (p)o* || < allv®|| + nllv®|| +7'[[v"]
y el denominador por
[A"0" ]| = (|9 / 0z (p)v"[| — [|9¢" /02" (p)v*|| = a*[v"]| = nllv"|| — nllv*]].
Luego,

allo’ | + nllo*l| £ a'lloll _ ade + A A0 A £
atorl| = nllvell = nllesl et = =nAe, T b—nAk,

)\k1+l >~

Recordemos que A, < (b—1)/2, entonces,

Aoy + 17 ey 1 Aoy + 17
Aky+1 < - < ] =15 :
T Inb-1) " b-Lo-1)  I(b+1)

Sea by = %(b +1). Como b > 1, entonces b; > 1. Retomando el razonamiento previo,
podemos concluir que

)\ /
<Zhy T

Como My, /b¥ — 0 cuando k — oo y 7/ < ¢, entonces existe ky € N tal que, para

k2k27
1
Moy el 1+ .
o <2 (1457

Puesto que pudimos haber considerado a v de forma tal que A, es la pendiente
méxima posible entre todos los vectores unitarios tangentes a D", entonces, para
todo k > ko, cualquier vector no nulo tangente a fk(f)“) N V; tiene pendiente menor
ae(l+ (by —1)71). Es mas, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que, para
todo k > ks, todos los vectores no nulos tangentes a fk([)“) N V) tienen pendiente
menor a €.

Ahora queremos ver que los iterados del disco D* aumentan su tamafio. Para esto
vamos a comparar las normas de los vectores tangentes. Sea v, = (vy, v)) un vector

)\k—l—lﬂ
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tangente a f5(D*) NV} y Uppq = (V7 11, Vi41) su imagen por la diferencial de f, i.e.,
(Vi11,Vis1) = Df(v3, i), luego la relacion de sus normas es

| vkt ]| . \/HUEHH2 + ‘|Uz+1‘|2 . ||v}€‘+1H 1+ /\iﬂ

loell TP+ JodE gl 1+ A2

Como [|of,, | < a [log ]l = nllvgl = nlloi], entonces

L+ A,
L+ A7

[0l

> (a™ =1 —nX)
on|

Como A\, — 0 cuando k — oo, entonces las normas de los iterados de vectores no nulos
tangentes a fk([?“) N Vi crecen a una tasa que se aproxima a b = a~! —n > 1. Por
lo tanto, el didmetro de f*(D*) NV se incrementa, que era lo que queriamos probar.
Finalmente, uniendo esto con el hecho de que, como vimos previamente, los espacios
tangentes tienen pendiente uniformemente pequena, podemos suponer que, para todo
k > ko, fk(D“) N V) esta ¢ Cl-cerca de B* mediante la proyeccién canoénica sobre
B*. Haciendo kg = k; + ko obtenemos que, si k > kg, entonces D} esta ¢ C'-cerca de
B ]

Note que, a pesar de que el lema esta enunciado para difeomorfismos en una
vecindad del origen de R™, el mismo resultado se puede extender a puntos fijos
hiperbolicos de difeomorfismos en una variedad mediante el uso de cartas locales. A
continuacion, vemos algunas consecuencias del lema anterior, las cuales serdan de
gran utilidad en secciones posteriores.

Corolario 2.5.1.1. Sea f € Diftf" (M) y p1,p2,ps € M puntos fijos hiperbolicos de
f. Si W% (py) tiene un punto de interseccion transversal con W*(pe) y W*(pa) tiene
un punto de interseccion transversal con W#(ps), entonces W¥(py) tiene un punto de
interseccion transversal con W*(ps).

Demostracion. Sea ga € M un punto de interseccion transversal de W*(p2) y W¥(ps3).
Consideramos un disco cerrado D C W*(ps) tal que pa, g2 € D. Como D tiene un
punto de interseccion transversal con W#(p3), entonces existe € > 0 tal que si D es un
disco € C-cerca de D, entonces D también tiene un punto de intersecciéon transversal
con W*(ps). Asimismo, sea ¢ € M un punto de interseccion transversal de W*(p;)
con W#(py) y D* C W¥(py) un disco tal que ¢; € D" y que tiene la misma dimension
que W*(py). Por el Lema de inclinacién, existe un entero kg tal que f*(D") contiene
un disco D que esta ¢ Cl-cerca de D. Entonces, existe un punto § € D N W*(ps).
Como W"(p,) es invariante, entonces f*(D%) C W*(p,), por lo que § es un punto de
interseccion transversal entre W (py) y W*(p3). O
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Corolario 2.5.1.2. Sea f € Diff" (M) y p € M punto periddico hiperbslico de f. Si
WH(p) " W*(p) # O(p), entonces Q(f) no es finito.

Demostracion. Notemos que W*(p) N W#(p) C Q(f). Luego, si ¢ € W*(p) N W?*(p)
y ¢ € O(p), entonces q € Per(f) y O(q) es un conjunto infinito. Pero como Q(f) es
invariante y ¢ € Q(f), entonces O(p) C Q(f). Asi, Q(f) no puede ser finito. O

Queremos enunciar un ultimo corolario importante del Lema de inclinacién. No
obstante, debemos introducir algunas definiciones previas.

Definicion 2.5.1 (Dominio fundamental). Sea f € Diff"(M) y p € M un punto fijo
hiperbolico de f. Sea B* C W} .(p) una bola abierta que contiene a p tal que
f(0B®) C B®, cuya existencia estd garantizada porque f|w: (, es una contraccion.

El anillo G*(p) = B*\ f(B?®) se denomina dominio fundamental G*(p) de W?*(p).
Analogamente, podemos definir un dominio fundamental G*(p) de W*(p).

Definicion 2.5.2 (Vecindad fundamental). Sea f € Diff"(M), p € M un punto fijo
hiperbolico de f y G*(p), G“(p) dominios fundamentales de W#(p) y W*(p),
respectivamente. Cualquier vecindad N*(p) C M de G*(p), disjunta de W*(p), es
llamada vecindad fundamental asociada a W?*(p). Similarmente, una vecindad
N"(p) C M de G*(p), disjunta de W*(p), es llamada vecindad fundamental asociada
a W"(p).

Corolario 2.5.1.3. Sea f € Diff"(M), p € M un punto fijo hiperbolico de f y N*(p)
una vecindad fundamental asociada a W*(p). Luego, U,~q f¥(N*(p)) D U\ W.(p)
para alguna vecindad U C M de p. -

Para finalizar esta seccion, presentamos el enunciado y la prueba del Lema de
inclinacion para campos vectoriales.

Lema 2.5.2 (Lema de inclinacion para campos vectoriales). Sea X € X" (M), p e M
una singularidad hiperbolica de X y W (p), Wit.(p) las variedades locales estable e
inestable de p, respectivamente. Sea B® C W (p) un disco con p € B*, B* C W.(p)
un disco con p € B* yV = B* x B*. Sea ¢ € W .(p) y un disco D" de dimension
n'* = dimWg.(p) tal que ¢ € D" y D" es transversal a W .(p) en q. Sea Dy la

componente coneza de X'(D") NV que contiene a X'(q). Dado € > 0, existe ty > 0
tal que, sit > ty, entonces DY estd e C'-cerca de B".

Demostracion. Sea K el conjunto compacto K = {X*(q) : t € [0,1]} y, para cada
punto X*(q) € K, considere el disco D*(X*(q)) = X*(D") que contiene al punto X*(q)
y es transversal a W _(p) porque X' es un difeomorfismo y Wi (p) es invariante bajo
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el flujo X'. Sea f = X! el difeomorfismo a tiempo 1 de X. Entonces, p es un punto
fijo hiperbolico de f y las variedades estable e inestable de p bajo f coinciden con las
variedades estable e inestable de p bajo el campo vectorial X. Luego, por el Lema de
inclinacion para difeomorfismos 2.5.1, dado € > 0, existe kg € N tal que, si k > ko,
entonces D (z) esta ¢ C'-cerca de B, donde D}(x) es la componente conexa de
fE(D*(z)) NV que contiene a f*(z) y € K. Esto concluye el resultado para el
campo X. O]

Asimismo, podemos extender las definiciones de dominio y vecindad
fundamental, de forma tal que sean aplicables a campos vectoriales.

Definicién 2.5.3 (Dominio fundamental). Sea X € X"(M) y p € M una
singularidad hiperbdlica de X. Sea B®* C W} _(p) un disco encajado que contiene a p
tal que OB* es transversal al campo X en W?*(p). La esfera G*(p) = OB® se
denomina dominio fundamental G*(p) de W*(p). Analogamente, podemos definir un
dominio fundamental G*(p) de W*(p).

Definicién 2.5.4 (Vecindad fundamental). Sea X € X" (M), p € M una
singularidad hiperbolica de X y G*(p), G*(p) dominios fundamentales de W?*(p) y
W*(p), respectivamente. Cualquier vecindad N*(p) C M de G*(p), disjunta de
W"(p), es llamada vecindad fundamental asociada a W?*(p). Similarmente, una
vecindad N*(p) C M de G"(p), disjunta de W*(p), es llamada vecindad fundamental
asociada a W"(p).

Con las dos definiciones anteriores, los corolarios 2.5.1.1 y 2.5.1.3 son igualmente
aplicables para campos vectoriales y sus pruebas son similares a las de difeomorfismos.

2.6. [Estabilidad local y linealizacion

Desde calculo basico se reconoce la importancia de representar funciones
localmente para reducir el analisis a su parte lineal. Una idea similar pero mas
elaborada desempena un papel principal en el estudio de sistemas dindmicos
diferenciables. Asi, en lugar de trabajar sobre los iterados de un mapa (o el flujo de
un campo), podemos analizar los iterados de su diferencial (o el flujo generado por
este, respectivamente), que es una aplicacion lineal. El objetivo es poder recuperar
la estructura de las orbitas, al menos localmente, cerca del punto donde hemos
calculado la diferencial. Bajo ciertas condiciones y controlando el efecto de
fendmenos no lineales, dicha aproximaciéon puede representar adecuadamente el
comportamiento asintético de las orbitas de forma local. Esta estrategia se
denomina linealizacion y el marco ideal para implementarla es el analisis cerca de un
conjunto hiperboélico [KH95].
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Una vez se tiene informacion local sobre la estructura de las érbitas, es posible
retomar la pregunta acerca del comportamiento ante perturbaciones. Maés
precisamente, queremos identificar si los conjuntos hiperbdlicos permanecen y si el
comportamiento local de las oOrbitas es topolégicamente comparable tras
perturbaciones del sistema. Esta es la nociéon de estabilidad local.

En esta seccion formalizamos el concepto estabilidad local. Ademés, probamos el
Teorema de Hartman-Grobman usando el Lema de inclinacién de la seccion 2.5.
Este resultado dice que la estructura de las o6rbitas de un sistema cerca de un punto
fijo hiperbolico es la misma que la de su parte lineal (el mapa diferencial),
obteniendo como consecuencia la estabilidad local.

Definicion 2.6.1 (Conjugacion local). Sean f, g € Diff" (M) y p,q € M puntos fijos
de f y g respectivamente. Decimos que f y g son localmente topoldgicamente
conjugados en p y ¢, si existen vecindades U, C M de py V;, C M de ¢ y un
homeomorfismo h : U, — V,, con h(p) = ¢, tal que ho f =goh en U,.

Note que el homeomorfismo A no es propiamente una conjugacién topologica
porque f|u, y glv, no necesariamente definen sistemas dinamicos.

Por otro lado, aunque la definicién 2.6.1 se puede adaptar para conjugacion de
flujos, esta no sera utilizada. En su lugar, y siguiendo la idea de la seccion 1.3,
damos la definiciéon correspondiente para equivalencia topologica.

Definiciéon 2.6.2 (Equivalencia topologica local). Sean XY € X" (M) y p,q € M.
Decimos que X y Y son localmente topologicamente equivalentes en p y ¢, si existen
vecindades U, C M de py V, C M de ¢ y un homeomorfismo % : U, — V,, tal que
h(p) = q y h lleva localmente o6rbitas de X en 6rbitas de Y preservando orientacion.

Con estas dos nociones, podemos definir estabilidad local.

Definicion 2.6.3 (Estabilidad local). Sea f € Diff"(M) y p € M un punto fijo de
f. Decimos que f localmente estable en p si para cualquier vecindad U C M de p
existe una vecindad V C Diff"(M) de f tal que, para todo g € V, f en p es
localmente topoldgicamente conjugado a g en ¢, para un ¢ € U. Analogamente, sea
X € X"(M) y p € M. Decimos que X localmente estable en p si para cualquier
vecindad U C M de p existe una vecindad V C X"(M) de X tal que, para todo
Y €V, X en p es localmente topologicamente equivalente a Y en ¢, para un q € U.

Como se mencion6 previamente, el objetivo de esta seccion es demostrar el
Teorema de Hartman-Grobman sobre estabilidad local cerca de puntos fijos
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hiperbolicos. Antes de dicha prueba, enunciamos un resultado sobre la persistencia
de puntos fijos hiperbélicos, cuya demostracion se puede consultar en [Wenl6|.

Lema 2.6.1 (Persistencia de puntos fijos hiperbolicos). Sea f € Diff" (M) yp € M
un punto fijo hiperbolico de f. Entonces, existen vecindades V C Dift" (M) de f y
U C M dep y una funcion continua p 1V — U tal que a cada mapa g € V le asocia
la unica singularidad de g en U y su indice es el mismo de p con respecto a f.

El resultado previo se puede extender a puntos peridédicos hiperbodlicos de
difeomorfismos, y también a singularidades hiperbolicas y orbitas cerradas
hiperbolicas de campos vectoriales. Su significado se puede resumir en que los
elementos criticos hiperbdlicos se preservan localmente bajo perturbaciones. Por
esta razon, este hecho serd utilizado varias veces en argumentos posteriores.

A continuacién, enunciamos el Teorema de Hartman-Grobman para campos
vectoriales y difeomorfismos. Existen varias pruebas y extensiones de este resultado,
que usan una diversidad de herramientas (ver [PAM82|, [KH95]|, [Rob95]| y [Per06]).
En nuestro caso, solo incluimos la prueba para campos vectoriales usando el Lema
de inclinacién 2.5.2 y el siguiente resultado.

Lema 2.6.2. Sea X € X" (M) y p € M una singularidad hiperbdlica de X . Euxiste
una vecindad U C M de p y un mapa continuo 75 : U — B*®, donde B* = U NW}.(p)
es un disco que contiene a p, con las siguientes propiedades:

(i) 77 (p) = B* = UNW.(p) es un disco que contiene a p;
(ii) si x € B*, w7 (z) es una subvariedad C" de M transversal a Wi (p) en z;
(iii) s es de clase C" excepto a lo mds en los puntos de BY;

(iv) la fibracion definida por ms es invariante por el flujo, es decir, sit > 0, entonces
X!(r (@) D m H (X ().

Demostracion. Podemos suponer que X es un campo vectorial en una vecindad V' del
origen en R™ = F*@ E" y 0 es una singularidad hiperbolica de X. También podemos
suponer que Wy (p) C E%y W .(p) C E* son abiertos que contienen al origen. Sea
G*(0) un dominio fundamental para W#(0), luego G*(0) es una esfera contenida en E*
y transversal al campo vectorial X en E*. Sea B* C E" un disco que contiene a 0. Se
puede tomar B* suficientemente pequeno tal que el cilindro G*(0) x B* es transversal
al campo vectorial. En G*(0) x B* tenemos un mapa C", s : G*(0) x B* — W _.(0)
que es la proyeccion sobre la primera componente, por lo que las fibras 7, !(z) a
través de puntos € G*(0) son discos transversales a W _(0). Por el corolario 2.5.1.3,
tenemos que (J,-, X'(G*(0) x B*) D U \ E*, para alguna vecindad U C M de p. Si
r € UN EY, definimos 7,(z) = p. Si € U \ E*, definimos 7,(z) = X!(7,(X (1)),
para el unico ¢t > 0 tal que X *(z) € G*(0) x B". Asi, 75 es C" en U \ E* y la
continuidad de 7, en los puntos de E* se sigue del Lema de inclinaciéon 2.5.2. [
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Es importante resaltar que, aunque el lema anterior estd enunciado para la
variedad estable, existe un resultado completamente anédlogo para la variedad
inestable (basta con tomar el campo vectorial —X). Estos dos resultados son claves
para la demostracion del Teorema de Hartman-Grobman. Ademéas, una
generalizacion de esta idea de fibracién —conocida como familia tubular— sera
utilizada en el siguiente capitulo para probar la estabilidad estructural de campos
Morse-Smale (ver teoremas 3.3.4 y 3.3.9).

Teorema 2.6.3 (Teorema de Hartman-Grobman para campos vectoriales). Considere
X e X' (M) yp e M una singularidad hiperbolica de X. Sea DX, : T,M — T,,M la
diferencial de X en p. Entonces, existen vecindades U C M dep yV C T,M de 0
y un homeomorfismo h : U — V que lleva orbitas de X en orbitas del flujo inducido
por DX, preservando orientacion. En particular, X es localmente estable en p.

Demostracion. Por el lema 2.6.1, podemos elegir V C X"(M) tal que para todo
Y € V tiene una tunica singularidad py cerca de p del mismo indice. Construimos
homeomorfismos h* : W _(p) — W (py) v h* : Wit.(p) — Wi (py) que conjuguen
los flujos de X y Y, definiéndolos en dominios fundamentales y extendiéndolos como
en la proposicion 2.1.9 a W (p) v Wi.(p) usando los flujos X y Y. Consideramos
las fibraciones ©X : U, — Wi (p), 75 : Uy = Wit(p), 77 5 Vyy — Wie(py) v
7V, — Wi (py) dadas por el lema 2.6.2.

Ahora, definimos h : U, — V,,,., dada por g — h(q), donde h(q) es el tinico punto que
satisface m¥ (h(q)) = h*(7X(q)) y 7Y (h(q)) = h*(7X(q)). Luego, h esta bien definida

y es un homeomorfismo que conjuga localmente los flujos de X y Y. Concluimos que
X es localmente estable en p. O]

La prueba del Teorema de Hartman-Grobman para difeomorfismos usando el
Lema de inclinacion es analoga a la dada para campos vectoriales y se puede
encontrar en [Pal69].

Teorema 2.6.4 (Teorema de Hartman-Grobman para difeomorfismos). Sea
f € Diftf"(M) y p € M un punto fijo hiperbdlico de f. Sea Df, : T,M — T,M la
diferencial de f en p. Entonces, existen vecindades U C M dep yV CT,M de0 y
un homeomorfismo h : U — V tal que h o f = Df, o h. En particular, f es
localmente estable en p.
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Capitulo 3

Estabilidad estructural

La nocién de estabilidad estructural fue inicialmente introducida por Andronov y
Pontryagin, en 1937, y surge de la necesidad de considerar la validez de un modelo
mateméatico teniendo en cuenta que estos solo se pueden plantear de manera
aproximada. Por ejemplo, en el estudio de ecuaciones diferenciales, es de interés
conocer la sensibilidad de las soluciones ante minimas variaciones del campo
vectorial que define la ecuacion [ALS88|. Esto justifica el énfasis dado al analisis de
la estructura topologica de las orbitas de un sistema. De hecho, un sistema sera
estructuralmente estable si todos los sistemas cercanos tienen estructuras orbitales
topologicamente indistinguibles [Wen16].

En este capitulo usamos las herramientas de los capitulos previos para formalizar
el concepto de estabilidad estructural, que acabamos de dar de forma cualitativa.
Ademés, introducimos los sistemas Morse-Smale, los cuales tienen el conjunto
no-errante més simple posible y a la vez son estructuralmente estables.

3.1. Definicién

Hemos establecido que la estabilidad de un sistema tiene que ver con el
comportamiento de la estructura de las érbitas de sistemas cercanos. Formalmente,
definimos la cercania entre dos sistemas diferenciables usando la topologia C" y
comparamos la estructura de las orbitas usando las relaciones de equivalencia de la
seccion 1.3, i.e., conjugacion topologica para difeomorfismos y equivalencia
topologica para campos vectoriales. Esto se resume en la siguiente definicion.

Definicion 3.1.1 (Estabilidad estructural). Sea f € Diff"(M). Decimos que f
estructuralmente estable si existe una vecindad V C Diff" (M) de f tal que todo
mapa g € V es topologicamente conjugado a f. Analogamente, sea X € X" (M).
Decimos que X es estructuralmente estable si existe una vecindad ¥V C X" (M) de X
tal que todo campo Y € V es topologicamente equivalente a X.

43
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3.2. Sistemas dindmicos Morse-Smale

Después de definir estabilidad estructural, vamos a introducir un tipo de
sistemas que satisfacen esta cualidad y son los de tipo Morse-Smale. Esta clase de
sistemas se caracteriza por tener un namero finito de elementos criticos (puntos fijos
y periodicos), hiperbolicos y con interseccion transversal de las variedades
invariantes. Las dos tultimas caracteristicas son las que garantizan que las
propiedades dindmicas persistan ante perturbaciones [PdM8&2].

Definicién 3.2.1 (Difeomorfismo Morse-Smale). Sea f € Dift"(M). Decimos que f
es Morse-Smale si

(i) Q(f) es finito (esto implica Q(f) = Per(f) por la proposicion 1.2.4),
(ii) todos los puntos en Per(f) son hiperbolicos,

(iii) para cualquier par de puntos z,y € Per(f), las variedades estable e inestable,
We(x) y W"(y), tienen intersecciéon transversal.

Definicién 3.2.2 (Campo vectorial Morse-Smale). Sea X € X" (M). Decimos que X
es Morse-Smale si

(i) Q(X) es la union de un numero finito de elementos criticos, singularidades
x1,...,x; y oOrbitas cerradas 7yq,...,7v; de X,

(ii) todos los elementos criticos z;, 7; son hiperbolicos,

(iii) para cualquier par de elementos criticos, las variedades estable e inestable
correspondientes tienen interseccion transversal.

Teorema 3.2.1. El conjunto de difeomorfismos Morse-Smale es abierto en Diff" (M).
Andlogamente, el conjunto de campos vectoriales Morse-Smale es abierto en X" (M).

3.3. Estabilidad estructural de sistemas dinamicos
Morse-Smale

En esta secciéon vamos a ver que los sistemas Morse-Smale sobre una variedad
m-dimensional, compacta y sin frontera M son estructuralmente estables. Para esto
usamos resultados presentados en los capitulos 2 y 3 y seguimos la exposicion del
articulo original de Palis-Smale [PS70].

La idea de la demostracion de la estabilidad de sistemas Morse-Smale se puede
esbozar en los siguientes pasos:
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1. establecer un orden parcial (diagrama de fase) entre los elementos criticos del
sistema con el Lema de inclinacion 2.5.1;

2. encontrar una vecindad del sistema original en la que todos los sistemas tengan
exactamente el mismo tipo de elementos criticos y el mismo diagrama de fase,
usando el teorema 3.2.1 y que los elementos criticos hiperboélicos persisten ante
perturbaciones por el lema 2.6.1;

3. construir sistemas de coordenadas locales (familias tubulares) para los elementos
criticos de forma tal que cualesquiera dos sistemas de la vecindad del paso
anterior sean localmente equivalentes;

4. extender las equivalencias locales a una equivalencia global usando la
compacidad de la variedad.

Iniciamos con un resultado que garantiza la existencia del orden postulado en el
paso 1. Si f € Diff"(M) es de tipo Morse-Smale, entonces Q(f) es la uniéon de finitas
orbitas periodicas €2;, con 1 < j < J. De ahora en adelante, usamos la notacion

W2 (Q;) = Upea, W) y WH() = U,pea, W"(p).

Proposicion 3.3.1 (Diagrama de fase). Sea f € Diff" (M) de tipo Morse-Smale. Las
drbitas periddicas Q; C Q(f) estdn parcialmente ordenadas por la relacion €; = €
si y solo si W*(Q2;) N W*(Q,) # @. El grafo inducido por este orden sobre QU(f) se
denomina diagrama de fase.

Demostracion. Para ver la reflexividad de < fijamos ; C Q(f) y p € €; entonces,
p € W) N W) y Q < Q;. La transitividad se tiene del corolario 2.5.1.1 y la
antisimetria por el corolario 2.5.1.2. Luego, < es un orden parcial bien definido. [

Observacion. De ahora en adelante, consideramos un orden simple 2, < --- < Q)
consistente con el orden parcial. Asi, )1 es un atractor y €2; un repulsor.

Continuamos con el paso 2, para esto recordemos que el conjunto de
difeomorfismos de tipo Morse-Smale es abierto y los puntos periédicos hiperbolicos
se preservan ante perturbaciones. Esto permite enunciar el siguiente resultado, cuya
prueba se puede encontrar en [Pal69].

Lema 3.3.2. Sea f € Diff"(M) de tipo Morse-Smale. Entonces, existe una vecindad
V C Dift"(M) tal que, para todo g € V, g es de tipo Morse-Smale, y existe un mapa
p : Per(f) — Per(g) que preserva el indice y el orden dado por la proposicion 3.3.1.
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Finalmente, desarrollamos los pasos 3 y 4, donde los resultados més importantes
son el Teorema de existencia de familias tubulares 3.3.4 y el Teorema de Palis-Smale
3.3.8, respectivamente.

Definicién 3.3.1 (Familia tubular). Una familia tubular 7' de W*(p) = Tj es una
coleccion de subvariedades C” disjuntas {T},} de M indexadas por y € N, donde
N C W*(p) es una vecindad de p, que cumple las siguientes propiedades

(i) V =V (Tp) = U,cn T, es un abierto de M que contiene a Tp,

(i) T

(ili) 7, intersecta N transversalmente en el Gnico punto y,

(iv) el mapa 7 :V — N que envia a T, en y es continuo y la seccion o : V. — G(V)

que envia x € T, al espacio tangente de T}, en x es un mapa continuo de V' en
el fibrado Grasmanniano Gg(v).

Lema 3.3.3. Sea T = {1} una familia tubular para W*($2;) y To = Uerj T,. Sea
W una subvariedad C" de M que intersecta transversalmente a Ty y A C W un
conjunto compacto de W. Suponga que ro : Uy — W es una retraccion continua de
una vecindad Uy de 0Ty N A y cumple que

(i) es C" en cada Ty,
(ii) siy € T, "N\W NU, entonces 15 (y) C Ty y
(ii) la familia {ry*(y)} satisface la condicion (iv) de la definicion 3.3.1.

Entonces existe una retraccion continua v : U — W, donde U es una vecindad de
To N A tal que r satisface (i), (ii) y (ii) y r restringida a alguna vecindad de
dToN A esry.

Teorema 3.3.4 (Existencia de familias tubulares). Sea f € Diff" (M) de tipo Morse-
Smale y sea Q(f) = JQ;, donde Q; son las drbitas periddicas de Q(f) simplemente
ordenadas como se explico antes. Entonces, existe un sistema invariante y compatible
de familias tubulares {T?}, donde cada T es una familia tubular de W*(Q;). Asi,
T = W*(Q;).

Ademas, el mapa 7 : U ey, TS — W(Qy), definido como n(T]) = x = T N W"(Qy)
es C" en T, para todo x y 1 <i < j.

Demostracion. Denotamos como T7 =, N, TJ, aun de ser necesaria una restriccion
de N;. Procedemos por induccion definiendo T' como T" = {W*p) :p € }. Ahora,
suponemos que 7%, ..., T7~! construidos como indica el enunciado del teorema. Vamos
a construir 77. Dado p € ; de periodo n, elegimos un dominio fundamental D
con 0D = Sk U S;. Queremos definir una retracciéon continua = : U(D) — W*¥(p)
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usando un segundo proceso de induccion en T° N U(D) para i = j — 1,...,1, tal
que 7" = f~"m en una vecindad de Sg, las condiciones (i) y (ii) del lema 3.3.3 se
cumplen para cada T con 1 <i < j— 1y {7 !(y)} satisface la condicién (iii) del
mismo lema previo.

Después de construir la retraccion, la familia tubular 77 se obtiene de la siguiente
manera. Sea N C W*(p) una vecindad de p € €2;, con ON = Sg. Para cada v € N
hay un tnico punto y € D\ Sg y un entero k > 0 tal que x = f™(y). Luego, hacemos
T] = f*™ (= (y)) y T] = W*(p). Entonces, {T7},en es una familia tubular de W*(p).
Esto es una consecuencia del Lema de inclinacion 2.5.1. El hecho de que |J, .y 77
es abierto y cumple la condicion (iv) de la definicion 3.3.1 se sigue del Teorema de
Hartman-Grobman 2.6.4.

Ahora, vamos a dar la idea de construccion de la retraccion 7 : U(D) — W*(p).
Partiendo de U(OT) ™" N Sg), se extiende a U(TJ ' N Sg). Luego, aplicando f~",
se induce una retracciéon en U (Tg ns 1), la cual se puede extender del conjunto
UTE ' N Sp) UU(TI ' N S;) a U(TI' N D). Luego, extendemos de U(AT! > N Sg)
a U(T!> N Sg). Esto induce la retraccion en U(TJ >N S;) v la podemos extender
desde U(TL Y UU(TI >N Sg) VU (T >N S;) a U(T'~2N D). Este proceso se repite
sucesivamente para 7% con 1 < i < j — 3.

Formalmente, sea 7 : T9"'NU(Sg) — W*(p) dado por el lema 3.3.3, tomando A = Sg,
W = W% p), T = T77!, usando que T~ N D es compacto y 9Ty N A = &. Dado
que 777! es invariante y f~"(Sg) = S7, la composicién f~"r define una retraccion de
T'=1NU(S;) en W¥(p), que también denotamos como m. Aqui, U(S;) = f~(U(SEg)).
Ahora, aplicamos nuevamente el lema 3.3.3 con A = D para extender 7 a la retraccion
deseada de T"'NU(D) en T"' N D.

Procedemos de manera anéloga para extender m a TN U (D) usando nuevamente el
lema 3.3.3 y el hecho de que T >N D c (TJ"' UTY) N D. Continuando este proceso
con T2 ... T" obtenemos la retracciéon 7 requerida. O

Observacion. Tterando f, el sistema {77} obtenido en el teorema 3.3.4 puede
extenderse para que sea f invariante. Dicho sistema se denota como {77}, mientras
{T7"} va a denotar un sistema analogo de familias tubulares para W*({;). Por su
parte, T7%(z), T%*(z) van a representar el elemento de las familias {77}, {77},
respectivamente, que contienen al punto z.

Observacion. Sean {T%%}, {T7"} para f como arriba. Por el teorema 3.2.1, existe
una vecindad V C Diff"(M) de f tal que para cada g € V podemos construir
sistemas compatibles e invariantes de familias tubulares {T}°}, {T}“} para
W#(Q;(g)), W*(2;(g)). Usamos la convencion {TJ{S} = {T7°}, {T]{“} = {T7%}.
Ademas, podemos asumir que los mapas ¢,(g) = S7° vy ¢u(g) = S)*, g € V, son
continuos en f en subconjuntos compactos de 77, T7*, donde S»* S}* son las
secciones sobre el fibrado Grasmanniano del item (iv) de la definicién 3.3.1 definidas
por {T7*} y {T}"}, respectivamente.
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Lema 3.3.5. Sea {U; : 1 < j < J} una cubierta abierta de M yV C Diff" (M) una
vecindad de la funcion identidad, id € Dift"(M). Entonces, eriste una vecindad
V' C Diff" (M) de id tal que si f € V' entonces existe una factorizacion de f de la
forma f = fyo---o fi, donde f; € V ysupp f; C U;, para todo 1 < j < J.

Proposicion 3.3.6. Sea f € Diff"(M) de tipo Morse-Smale. Entonces, existen
vecindades V C Diff" (M) de f, U;(2;) C M y K > 0 tales que

=>J = UShvy

(ii) para cada g €V, 1<j<Jy0<k<K, f*(U;) C T;’S mTJZ’ung’Sng’uf

(111) T7%(x) y T“(y) se intersectan transversalmente en un tnico punto para cada

z,y € fH(U;).

Demostracion. Las colecciones TJZ’S y T;’“ son familias tubulares de W*(§2;) y W*(£2;),
respectivamente. Entonces, para cada 1 < j < J, podemos elegir U; = U,;(€2;) tales
que (ii) y (iii) se cumplen para k = 0, U, TJZ"S y T;“ Como Q(f) =UQ; y M es
compacta, existe K > 0 tal que {f*(U;)}1<j<s o<k<x €s una cubierta de M. Como
TJZ"S y TJZ’“ son invariantes, (i) y (ii) se cumplen para 0 < k < K, f*¥(U;), Tf’s
y TJZ“ Finalmente, como (Jj<,<x f¥(U;) es compacto, podemos utilizar la segunda
observacion del teorema 3.3.4 para obtener que existe una vecindad V C Diff" (M) de

f que satisface la proposicion. ]

Proposicién 3.3.7. Sea {*(U;)} la cubierta de M yV C Diff"(M) la vecindad de
f dadas por la proposicion 5.3.6. Si g € V ysupp gf ' C f*(U;), para algunos j, k
fijos, entonces existen homeomorfismos n°,n" : M — M tales que para todo 1 < i < J
yxe M

(i) (T () = Ty (x) y° = id en M\ U,
(ii) n* (T (x)) = Ti"(z) y " =1id en M\ U,
(iii) n* om®o f(x) = g(x),
donde, U = f*(U;) U f**1(U;).

Demostracion. Como los sistemas de familias tubulares considerados son compatibles,
basta con probar que existen homeomorfismos 7n°, n* que satisfacen las condiciones
para i = j. En este caso, por la proposicion 3.3.6, el mapa n* : U — U, definido
como n°(x) = Tf’s(x) N g(T7*(f~"(x))), esta bien definido y es un homeomorfismo.
De la misma manera, esto se cumple también para el mapa n* : U — U, dado por
n'(x) = g(T;’S(f_l(x))) N T7"(x). Dado que supp go f~* =V C f¥(U;), entonces
g=fyglt=f"1ten M\W,donde W=V U f(V). Esto implica que °* = n* = id
en U\ Wy, por lo tanto, pueden extenderse a la identidad en M \ U.

A partir de las definiciones anteriores de n® y n“, es claro que nS(T}’S(x)) = T}"S(x) N
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n“(T)"(x)) = T)"(x), para todo € M. De la misma manera, si € U, tenemos que
j7

(
n"on®o f(x) = g(Ty*(x) NT)"(x)) = g(x) y, si © € U, esto se cumple trivialmente.
Luego, n“on®o f =gen M. [l

Teorema 3.3.8 (Teorema de Palis-Smale para difeomorfismos). Sea f € Diff"(M).
St f es Morse-Smale, entonces [ es estructuralmente estable.

Demostracion. Sea {f*(U;)} la cubierta dada por la proposicion 3.3.6. Si
g € Diff"(M) esta cerca de f, entonces, por el lema 3.3.5, go f~! se puede factorizar
como go f~t = fyo---0 fi, donde cada f; esta cerca de la identidad id y, para todo
1 <1 < L, se cumple suppf; C f*(U;) para algunos j, k, donde 1 < j < J,
1 < k < K. De esta manera, como el conjunto de difeomorfismos Morse-Smale es
abierto en Diff"(M), entonces fj o --- o f; o f también es Morse-Smale, para todo
1 <1 < L. Note entonces que, para obtener el resultado principal, basta con probar
que existe una conjugaciéon entre fo---o fio fy fi_i0---0 f; o f. Por lo tanto,
podemos suponer que g se puede escribir como g = f; o f. Pero si g tiene esa forma,
podemos escribirlo como g = n* o n® o f, donde n® y n* son los homeomorfismos
dados por la proposicion 3.3.7. Puesto que n® y n* preservan los elementos de las
familias tubulares {T" JZS} y {T}"}, respectivamente, es suficiente ver que existe una
conjugacion entre n°o fy f.

Sea d = n® o f. Queremos construir una conjugacion h entre f y d. Para esto, vamos
a definir h : M — M de la siguiente manera, dado z € M,

h(z) = lim d" o f7"(z).

n—00

Esta definiciéon equivale a los siguientes casos

z slx € M\UiZOfi(Uj)a
h(z) =< d"o f~"(x) six € U f1(U;) y f7(x) € M\ Uz f1(U5),
T7(2) NW*(Q(g9)) sia € Wu(Q;).

Los dos primeros casos se dan directamente de la definicién de n®. Luego, para obtener
la equivalencia, solo resta ver que h(z) = T7%(x) N W"(;(g)) para x € W*(Q;) N U;.
Como d = n® o f y n*(T%%(x)) = T%*(x), d* o f(T%(x)) = T?*(x) y por tanto
h(T?5(z)) = T7*(x). Por otro lado, como d = (n*)~! o g, el conjunto de puntos
limite de las sucesiones {d"(y) : y € U;} estd contenido en (J;; W*(€%(g)). Luego, el
conjunto de puntos limite de las sucesiones {d"(f~"(y)) : y € U,} esta contenido en
Uic; W (S2:(9)) NU; = W*(S2(g)) N U;. Esto implica que

lim d" o f~"(x) = T7%(z) N W*“(Q;(g)),
n—o0
como queriamos probar.
Ahora, veamos que h esté bien definida, ho f = d o h y es un homeomorfismo.
Es claro que h esta bien definida, pues esta bien definida en M \ W*(§;) y para
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xr € W*(Q;) existe un tnico punto de interseccion T7%(x) N W*(Q;(g)).
Ademés, para todo x € M, doho f~H(x) = lim,_,o d" o f~"F(2) =
hof=doh.

La continuidad de h se sigue de la continuidad en los conjuntos W*(£2;), i < j.
Veamos que h es continua en W"(€2;). De hecho, basta probarlo en W*(€;) N U;.
Sea x,, € U; una sucesion tal que z,,, — = € W*(£2;) N U;. Por un argumento previo,
h(T7%(x,)) = T7%(xy,). Consideramos ahora los siguientes casos. Si z,, € W*(§;),
entonces f~"(z,,) € U; para todo n > 0. Si x,, & W*(£;), existe y,, € f~H(U;) \ Uj,
Ny > 0 tal que 7" (x,,) = Ym. Asi, n, — oo cuando m — oo y h(zy,) = d™ (Ym).
Por un razonamiento similar al de antes, el conjunto de puntos limite de las
sucesiones {d"(y) : y € U; U f~'(U;)} esta contenido en |J;, W"(Qi(g)). Por tanto,
y combinando estos dos casos de ser necesario, el conjunto de puntos limite de
h(zm) estd contenido en [J,o, W*(u(g)) N U; = W*(Q(g)) N U;. Entonces,
h(zy) — T9(x) N W™(,(g)), i.e., h(z,) — h(z), luego h es continua en W*(£;).
La prueba de la continuidad de h en W*(£);), i < j, es similar. Teniendo en cuenta
la compatibilidad de {T"*},<;<;, podemos ver que h(T%*(z)) = T"*(z) para i < j,
pues se cumple para 77*. De la misma manera, si z,, — = € W¥(£);), entonces el
conjunto de puntos limite de h(z,,) estd contenido en W"(€;(g)). Con estas dos
condiciones, es posible concluir que h es continua en W*(£);), para todo i < j. En
consecuencia, h es continua en M.

Finalmente, para ver que h es un homeomorfismo, consideramos el mapa
h : M — M, dado por h(z) = lim,_,o f" o d~"(z), para cada x € M. Por una
prueba completamente analoga a la anterior, h esta bien definida y es continua.
Ademas, desde las definiciones de h y h, es facil verificar que ho h = id = h o h.
Luego, h es un homeomorfismo de M. En conclusion, A es una conjugacion entre d y
f, que era lo que queriamos obtener. O

h(z). Luego,

Para finalizar esta seccién, vamos a enunciar el teorema de estabilidad
estructural para campos vectoriales Morse-Smale. Asi mismo, explicamos coémo se
adapta a este caso la prueba dada para difeomorfismos de este mismo resultado.

Teorema 3.3.9 (Teorema de Palis-Smale para campos vectoriales). Sea
X € X"(M). Si X es Morse-Smale, entonces X es estructuralmente estable.

Demostracion. Note que los pasos 1-4 mencionados antes siguen aplicando
similarmente. La tunica diferencia con el caso de difeomorfismos es que debemos
extender la definicion de familias tubulares a 6rbitas cerradas de un flujo. Como de
costumbre, esto se hace mediante el mapa de Poincaré, que reduce el problema a
encontrar una familia tubular para un punto fijo de un difeomorfismo.

En todo lo demés, la prueba es completamente anédloga a la expuesta para
difeomorfismos. ]



Capitulo 4

De lo global a lo local: linealizacién
de flujos holomorfos

En el ultimo capitulo de este trabajo seguimos tratando el problema de la
descripcion cualitativa de las orbitas de sistemas dindamicos. Mas especificamente,
queremos introducir un tipo de sistema que no se ha discutido hasta el momento: los
flujos holomorfos (seccion 4.1). Este es un tipo de sistema dindmico diferenciable,
sobre el cual queremos extender algunas herramientas usadas en capitulos anteriores
para difeomorfismos y campos vectoriales en variedades reales, con el objetivo de
obtener informacién sobre la estructura de sus orbitas. Dentro de estas técnicas,
resulta nuevamente de gran utilidad contar con una nociéon de hiperbolicidad
(seccion 4.2) y de linealizacion (seccion 4.3). Uniendo estos conceptos, explicamos en
la seccion 4.4 la prueba del Teorema de Guckenheimer, un resultado muy relevante
con respecto a la estructura de las orbitas de un flujo holomorfo y su estabilidad.
Este es un analogo al Teorema de Hartman-Grobman para flujos holomorfos.

4.1. Flujos holomorfos

En esta seccion introducimos el concepto de flujo holomorfo con base en la
definicién 1.1.5. En este caso, tendremos una acciéon holomorfa del grupo C sobre
una variedad compleja M. Asimismo, relacionamos los flujos holomorfos con las
ecuaciones diferenciales y las foliaciones holomorfas. Finalmente, mostramos que
existen flujos reales contenidos en flujos holomorfos.

Definicién 4.1.1 (Flujo holomorfo). Un flujo holomorfo es una tripleta (M, C, @),
donde M es una variedad compleja conexa de dimension complejamy ® : Cx M — M
es una funciéon holomorfa que satisface

(i) ®(0,z2) = z, para todo z € M.

(i) ®(wy, P(wo, 2)) = P(wy + wo, 2), para todo wy,we € C, z € M.

o1
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Podemos enunciar un caso anélogo al dado para flujos reales en el ejemplo 1.1.2.

Ejemplo 4.1.1 (Flujo holomorfo lineal). Tomamos A € M,,(C) una matriz
compleja de tamano n x n. Definimos la funcion ® : C x C* — C" dada por
d(w, z) = e*z. De aqui podemos concluir que ®(0,z) = z, para todo z € C" y
D(wy, + wy,z) = ertwldy — guidewad, — WA (yw,, 1) = ®(wy, ®(wy, 2)), para
todo wy,ws € C, z € C™. Luego, ® define un flujo holomorfo en C™.

Tal como se discutio en el contexto real (ver ejemplo 1.1.2), el caso anterior esta
relacionado con la ecuacion diferencial 2/ = Az en C" y es fundamental para el
desarrollo de este capitulo. Ademas, motiva a relacionar las ecuaciones diferenciales
holomorfas con flujos holomorfos, para obtener un analogo de la proposicion 1.1.1 y
el teorema 1.1.2. Este proceso se discute a continuacion.

Proposicion 4.1.1. Sea M una variedad compleja m-dimensional y ® un flujo
holomorfo en M. Entonces, existe un campo vectorial holomorfo X en M tal que las

funciones ®(-,z) : C — M son superficies integrales de X a través de z, para todo
ze M.

Demostracion. Fijando z € M, obtenemos una superficie de Riemann parametrizada
en M, dada por ®(-,z) : C — M. Sea X(z) el vector tangente a esta superficie en
w = 0, es decir,

X(z) = % wzo@(w,z).
Luego, X es un campo vectorial holomorfo en M. Si X(z) = 0, entonces ®(w, z) = z,
para todo w € C y, como en el caso real, decimos que z es una singularidad del campo.
Si X(z) # 0, la superficie a través de z, u érbita de z bajo el flujo @, tiene dimension

compleja 1 (dimension real 2). O

Por otro lado, si X es un campo vectorial holomorfo en una variedad compleja
conexa M, entonces podemos asociar la ecuaciéon diferencial holomorfa
7= X(z(w)), z € M, w € B(0,e) C C. Las respectivas soluciones definen un flujo
holomorfo local en M. Si podemos extender las soluciones locales de X a todo
w € C, es posible obtener un flujo holomorfo. En tal caso, el campo X se denomina
completo. El siguiente resultado es anédlogo al teorema 1.1.2 y muestra un escenario
donde la condicién anterior se puede garantizar.

Teorema 4.1.2. Sea M una variedad compleja conexa y compacta, y X un campo
vectorial holomorfo en M. Entonces, X es completo. En particular, es posible definir
el flujo holomorfo ® : C x M — M asociado a X. Es decir, ®(0,z) = z y
2®(w,z) = X(®(w, 2)), para todo z € M, w € C.
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Si X es un campo vectorial completo, las superficies integrales son conocidas.

Teorema 4.1.3. Sea M wuna variedad compleja conera y X un campo vectorial

holomorfo completo en M. Las orbitas no singulares de X son biholomorfas a C,
C\{0} o T=C/(Z®Z).

Note que, cuando un campo vectorial X es completo y este no se anula en M, las
trayectorias solucion resultan ser curvas analiticas parametrizadas por C (superficies
de Riemann), que son subvariedades de M. Estas curvas son disjuntas a pares y por
cada punto p € M pasa una unica trayectoria de X. Aunque, en general, una
variedad compleja M puede no admitir campos vectoriales holomorfos globales vy,
aun si admite, estos podrian no ser completos, el objetivo de descomponer la
variedad en una unién disjunta de subvariedades de la misma dimensiéon —que se ven
localmente como la solucion de una ecuacion diferencial- puede implementarse
mediante el concepto de foliacion [L.S97]. Si bien no vamos a profundizar en este
concepto, lo introducimos como herramienta de lenguaje.

Definiciéon 4.1.2 (Foliacion holomorfa por curvas). Sea M una variedad compleja
conexa m-dimensional. Una foliacion holomorfa por curvas F de M es una
descomposicién en subvariedades complejas conexas disjuntas {L},eca, llamadas
hojas de la foliacion F, inmersas en M, tales que

(i) Para todo p € M, existe una tnica subvariedad £, de la descomposicién que
contiene a p (llamada hoja por p).

(ii) Para todo p € M, existe una carta holomorfa de M (llamada carta distinguida
de F), (¢, Up), p € Uy, 9 : Uy = ¢(U,) C C™, tal que, p(U,) = P x Q, donde
P y @ son polidiscos abiertos de C y C™~!, respectivamente.

Definicion 4.1.3 (Foliacion holomorfa singular por curvas). Sea M una variedad
compleja conexa. Una foliaciéon holomorfa singular por curvas F de M es una
foliacion holomorfa por curvas de M \ V, donde V' es una subvariedad analitica de
M de codimensiéon mayor que uno.

Cerramos esta seccion senalando una construcciéon importante sobre flujos
holomorfos que sera utilizada a lo largo del capitulo. Esta consiste en encontrar
flujos reales que estén contenidos en un flujo holomorfo dado.

Ejemplo 4.1.2. Sea M una variedad compleja conexa y ® : C x M — M un flujo
holomorfo. Dado a € C, podemos definir la funcién ¢, : R x M — M, dada por
O, (t,z) = P(ta, z), para cada t € Ry z € M. Es claro que la funcion ®,, satisface
las condiciones de la definicién 1.1.3 y, por lo tanto, es un flujo real contenido en el
flujo holomorfo ®.
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4.2. Hiperbolicidad

En vista de la utilidad del concepto de hiperbolicidad para el anélisis de la
estabilidad de flujos reales, que se explico ampliamente en los capitulos anteriores,
nos gustarfa tener un analogo para flujos holomorfos. En esta seccién, haciendo un
paralelo con el caso real, partimos de flujos holomorfos lineales para construir una
definicion adecuada de singularidad hiperbdlica que luego pueda extenderse a flujos
holomorfos en general.

Consideramos la ecuacion diferencial 2/ = Az, con z € C", del ejemplo 4.1.1.
Vamos a suponer que A es diagonal e invertible, es decir,

N O - 0
0 X --- 0
A=1| . 1, (4.1)
0 0 --- A\,
donde Aq,...,\, € C\ {0}. Esta suposicion no implica una restriccion muy fuerte y

seréd justificada méas adelante. Denotamos como ¢ al flujo inducido por la ecuacion
diferencial. Ahora, usando el ejemplo 4.1.2, consideramos los ntmeros «o; = 27wi/\; y
sus flujos reales asociados ®,; : R x C* — C", con 1 < j < n, que estan dados por
(t, (21, -y 20)) = Po,(E, (21, 20)) = (€12, ... €Tz, eMiz,), para todo
teR, z=(z1,...,2,) € C".

Luego, para cada 1 < j < n, el flujo real asociado @, deja invariante al cilindro
I'y={2=(2,...,2,) € C": |z;| = 1}. Méas aun, el circulo y; = (0, ..., 2;,...,0)NT;,
con z; € C, es una orbita cerrada de perfodo 1 del flujo real ;. Por lo tanto, podemos
asociar a la 6rbita v; su mapa de Poincaré, que esta dado por

(215 ey By zn) > (€M% 2, By MY ),

donde la notacién Z; indica que la componente z; no se incluye. Note que el mapa de
Poincaré tiene valores propios {eM® ... et} = {2/ e2mMa/X) Para que
7; sea una Orbita cerrada hiperbolica, segtn la definicion 2.2.4, debe ocurrir que
ninguno de estos valores propios esté en el circulo unitario. Haciendo este mismo
proceso para cada eje zj, con 1 < j < n, podemos obtener una definicion de
hiperbolicidad para la singularidad 0 € C" de ®, que ademas es la Gnica, pues todos
los A; son distintos de cero.

Definicion 4.2.1 (Flujo lineal holomorfo hiperboélico). Sea & el flujo lineal
holomorfo inducido por la ecuacion 2’ = Az, donde A € M+, (C) es una matriz
diagonal como en (4.1), tal que A; # 0, para todo 1 < j < n. Decimos que @ es
hiperbolico si A\j/A, € R para todo j # k.



4.3. LINEALIZACION 55

Observacion. Note que si la matriz A induce un flujo lineal holomorfo hiperbdlico,
entonces todos los valores propios son R-linealmente independientes dos a dos; en
particular, son no nulos y distintos entre si. Esto justifica la suposicién de que A es
diagonalizable e invertible.

Bajo un razonamiento analogo al desarrollado en la seccion 2.2, podemos
extender esta definicion a singularidades de campos vectoriales holomorfos.

Definicion 4.2.2 (Singularidad hiperbolica de un campo vectorial holomorfo). Sea
M una variedad compleja conexa, X un campo vectorial holomorfo en M y p € M
una singularidad de X, ie., X(p) = 0. Decimos que p es una singularidad
hiperbolica si la diferencial DX, : T,M — T,M induce un flujo lineal holomorfo
hiperbdlico. Es decir, si los valores propios de DX, son R-linealmente
independientes dos a dos.

4.3. Linealizacion

En esta y la siguiente seccion buscamos un analogo para flujos holomorfos de los
enfoques y resultados discutidos en la seccién 2.6 sobre campos vectoriales reales.
Mas especificamente, queremos adaptar la estrategia de linealizaciéon a un campo
vectorial holomorfo cerca de una singularidad. Note que, al ser un problema local,
podemos restringirnos a campos vectoriales holomorfos en C" con una singularidad
aislada en el origen.

Tomemos entonces X un campo vectorial holomorfo en C" con una singularidad
aislada en el origen. Por otro lado, supongamos que h : C* — C" es un
biholomorfismo, entonces h actiia en el espacio de campos vectoriales holomorfos por
la conjugacion v, dada por v,(X)(x) = Dhy-1(;X (h~'(z)). Si existe h definido en
una vecindad del origen tal que 7,(X) induce un flujo holomorfo lineal diagonal,
decimos que h es una linealizacion del campo X.

Vamos a enunciar dos resultados clasicos sobre linealizaciéon, que son los
teoremas de Poincaré y Siegel. Pero antes, debemos introducir algunas definiciones.

Definicion 4.3.1 (Envolvente convexa). Considere zi,...,z, € C. Definimos la
envolvente convexa de zq, ..., 2, como el conjunto

conv(zy, ..., 2,) = {ze@:z:chzj, donde ¢; e R,¢; >0y chzl}.

j=1 j=1
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Definicién 4.3.2 (Dominios de Poincaré y Siegel). Considerando el conjunto C",
definimos el dominio de Poincaré como el conjunto

Pn)={2=(z1,...,2,) €C": 0 & conv(z1,...,2,)}
Analogamente, definimos el dominio de Siegel como el conjunto
Sn)={2=1(z1,...,2,) €C":0 € conv(zy,...,2,)}.

Es claro que el complemento del dominio de Poincaré P(n) en C" es el dominio de
Siegel S(n).

Los teoremas de Poincaré y Siegel garantizan la existencia de linealizaciones en
singularidades aisladas de campos vectoriales holomorfos, teniendo en cuenta el
comportamiento de los valores propios de la parte lineal en la singularidad. La
prueba es constructiva y se basa en encontrar la linealizacion mediante el uso de
series formales y luego verificar su convergencia (ver [ALS88]).

Teorema 4.3.1 (Teorema de Poincaré). Sea X un campo vectorial holomorfo en C"
con una singularidad hiperbolica en 0. Sea A = {\1,..., \,} el conjunto de valores
propios de DXy y supongamos que A pertenece al dominio de Poincaré, A € P(n). Si
ninguna de las relaciones (llamadas de resonancia),
M= ki, keZt, Y k=2 k=1,....n,
J=1 Jj=1

ocurre, entonces X tiene wuna linealizacion en 0. Mads precisamente, X es
biholomdrficamente equivalente a DXy en un abierto U C C" de 0.

Teorema 4.3.2 (Teorema de Siegel). Sea X un campo vectorial holomorfo en C"
con una singularidad hiperbolica en 0. Sea A = {\1,..., \,} el conjunto de valores
propios de DXy y supongamos que A pertenece al dominio de Siegel, A € S(n).
Luego, existe un conjunto T C S(n) de medida de Lebesgue cero tal que, si
A € S(n)\ T, entonces X tiene una linealizacion en 0. Mads precisamente, X es
biholomdrficamente equivalente a DXg en un abierto U C C™ de 0.

Los resultados anteriores implican la existencia una equivalencia biholomorfa
local en las orbitas del flujo con respecto a las oérbitas del flujo de la parte lineal.
Teniendo en cuenta esta linealizaciéon, nos gustaria desarrollar una nociéon de
estabilidad local de flujos holomorfos. Sin embargo, la equivalencia biholomorfa es
muy restrictiva para tratar perturbaciones. Por ejemplo, esta equivalencia exige que
los valores propios de las partes lineales de los flujos sean iguales, lo cual no se
verifica en ninguna vecindad del flujo. Por lo tanto, debemos considerar en su lugar
una equivalencia topolégica, tal como la introducida en la definicién 1.3.3, y que solo
tenga en cuenta la estructura topolodgica de las orbitas. Este proceso se lleva a cabo
en la siguiente seccion.
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4.4. Estabilidad local: Teorema de Guckenheimer

En esta seccion discutimos la prueba del Teorema de Guckenheimer en [Guc72],
que es el punto culminante del presente trabajo. Como se mencion6 antes, este es un
resultado de estabilidad local, analogo al Teorema de Hartman-Grobman 2.6.3, pero
para flujos holomorfos.

Mas especificamente, el Teorema de Guckenheimer dice que si un flujo holomorfo
tiene una singularidad hiperboélica y cuya parte lineal tiene valores propios en el
dominio de Poincaré, entonces el flujo es localmente estructuralmente estable. Note
que, al ser un resultado local, podemos restringirnos al caso de un flujo lineal
holomorfo hiperboélico en C™ cuyo espectro esta en el dominio de Poincaré. Con esto,
la prueba se puede bosquejar en los siguientes pasos:

1. mostrar que la foliaciéon por curvas asociada al flujo es transversal a las esferas
S, ={z € C":|z| = r}, luego, la interseccion de esta foliacion con la esfera S,
es una foliacion por curvas de dimension 1 (reales) de S, que se puede inducir
por un campo vectorial real X, de S,;

2. probar que el campo vectorial X, en S, del paso anterior es Morse-Smale y, por
lo tanto, estructuralmente estable;

3. extender la equivalencia topologica de .S, a todo C™ en el caso de perturbaciones
lineales o a una vecindad del origen adecuada en el caso de perturbaciones
holomorfas (teorema 4.4.3).

Iniciamos con el paso 1, no sin antes anotar que la idea de flujo transversal a las
esferas ya habia sido usada previamente para flujos lineales reales, como se senal6 en
el ejemplo 2.3.1.

Lema 4.4.1. Sea X(z) = Az un campo vectorial lineal holomorfo en C", donde
A € M,,xn(C) es una matriz diagonal como en (4.1) con valores propios en el dominio
de Poincaré, i.e., (A,...,\,) € P(n). Entonces, la foliacion por curvas integrales de
X es transversal a cada una de las esferas S, dadas por S, = {z € C": |z| =r}, con
r>0.

Demostracion. Fijamos S, y z € S,.. Si una curva integral de X no es transversal a S,
en z, entonces aX (z) € T,S,, para todo « € C. Identificando T,C" con C", podemos
ver que el producto interno real entre aX(z) y una normal a S, en z es

Re (Z oz)\j|zj|2> :
j=1

Si aX(z) € T,S,, para todo o € C, entonces

Re (Z Oé)\j|Zj’2> = O,
j=1
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para todo a € C. Esto implica que
n
> Alzl=o.
j=1

Pero si z # 0, esta suma es un miltiplo positivo de un elemento en conv(\, ..., \,).
Luego, como (Aq,...,A,) € P(n), entonces 0 & conv(Ay, ..., \,) ¥

n
Z >\j |Zj|2 7é 0.
j=1
Por lo tanto, S, es transversal a la foliaciéon por curvas integrales de X. [

Una consecuencia del lema es que la interseccion de las curvas integrales de la
foliacion por curvas de X con una esfera S, define una foliacién orientable
1-dimensional de S,. Esta foliacion queda definida por un campo vectorial real
no-nulo X, en S,. Vamos a seguir con el paso 2, probando que dicho campo es
Morse-Smale.

Lema 4.4.2. Sea X(z) = Az un campo vectorial lineal holomorfo en C", donde
A € Myxn(C) es una matriz diagonal como en (4.1) con valores propios en el dominio
de Poincaré, i.e., (A,...,\,) € P(n). Si 0 € C" es una singularidad hiperbdlica,
entonces el campo vectorial X, construido antes es Morse-Smale.

Demostracion. Como A es diagonal, entonces la interseccion de cada eje coordenado
con S, es una oOrbita cerrada de X,. Por otro lado, supongamos que v C S, es una
orbita cerrada de X, que no es la intersecciéon con un eje coordenado. Como 0 € C"
es una singularidad hiperbolica, entonces A\;/\; & R, para todo 1 < j < k < n; en
particular, A\;/A; & Q, para todo 1 < j < k < n, y toda curva integral del campo
vectorial X que no se encuentra contenida en un eje coordenado es biholomorfa a C.
Por lo tanto, v es la frontera de un disco D contenido en una curva integral de X.
Luego, la funciéon de distancia al origen es constante en v = 0D y en consecuencia
tiene un punto critico D. Sin embargo, esto contradice que esta curva integral sea
transversal a las esferas, como se prob6 en el lema 4.4.1. Concluimos que las tinicas
orbitas cerradas de X, estan en los ejes coordenados.

Ahora, vamos a ver como es el conjunto no-errante de X,. Supongamos que z,z € S,
estan en una misma curva integral de X, que no es una orbita cerrada. Luego, z no
estd en un eje coordenado y podemos elegir indices k, [ tales que zxz; # 0. Ademas,
existe w € C tal que Z = ¥4z, i.e., Zj = e"Nz;. Si 2z esta cerca de Z, entonces w esta
cerca de 2mip/A\, v 2miq/\;, para algunos p,q € Z. Como Mg, A; son R-linealmente
independientes, entonces w esté cerca de cero. Por lo tanto, dado z € S, tal que z no
estd en una oOrbita cerrada de X,, existe una vecindad U C S, de z tal que la curva
integral de X, que pasa por z tiene intersecciéon conexa con U. En otras palabras, z
es un punto errante. Asi, el conjunto Q(X,.) es una union finita de 6rbitas cerradas.
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Lo siguiente es probar que cada uno de los elementos criticos del campo X, es
hiperbélico. Teniendo en cuenta los resultados previos, los tinicos elementos criticos
son las orbitas cerradas contenidas en los ejes. Pero, como el origen es una
singularidad hiperbélica para el campo holomorfo X y esta definiciéon se construyo
en la seccion 4.2 precisamente usando los mapas de Poincaré de estas orbitas
cerradas, es inmediato que cada una de ellas es hiperboélica.

Finalmente, vamos a ver que las variedades estables e inestables de las orbitas
cerradas de X, tienen interseccion transversal. Llamamos 7;, con 1 < j < n a la
orbita cerrada contenida en el eje z;, respectivamente. Se puede ver que las
variedades estable e inestable de una oOrbita cerrada son subespacios lineales
generados de ejes coordenados intersectados con S,. Dado que (\i,...,\,) € P(n),
podemos suponer —reordenando y normalizando en caso de ser necesario— que los
valores propios estan ordenados tal que m/2 < arg(A;) < ... < arg(\,) < 37/2. De
esta manera,

w( (@el>ﬂ5 y W) = (@e,>msﬁ

>3 1<j

donde los ¢;, con 1 < [ < n son los generadores canénicos de C". Esto muestra que
W=(v;) y W*(yx) se intersectan transversalmente para todo 1 < j &k < n. Hemos
demostrado que el campo X, satisface (i), (ii) y (iii) de la definicion 3.2.2. Luego, X,
es un campo Morse-Smale. O

Finalmente, procedemos a la prueba del Teorema de Guckenheimer.

Teorema 4.4.3 (Teorema de Guckenheimer). Sea ® el flujo holomorfo definido por
X(z) = Az en C", donde A € M,,xn(C) es una matriz diagonal con valores propios
en el dominio de Poincaré, i.e., (A1,...,A\p) € P(n). Si 0 € C" es una singularidad
hiperbolica, entonces el flujo ® es globalmente estructuralmente estable con respecto
a perturbaciones lineales 1y localmente estructuralmente estable con respecto a
perturbaciones holomorfas.

Demostracion. El Teorema de Palis-Smale 3.3.9 implica que el campo X; construido
previamente es estructuralmente estable. Si X es un campo vectorial lineal holomorfo
cerca de X, X estara C! cerca de X;. Nuevamente, por el teorema 3.3.9, existe una
equivalencia topolégica hy : S; — S; entre X y X,. Sea a € C tal que todos los
valores propios de @A v oA tienen parte real negativa. Considere los flujos reales @,
y @, asociados a los flujos holomorfos ® y ®, respectivamente. Para t € R, definimos
Ry = ®'(S)) = Bo(t, 1) = ®(ta, S1) y Ry = L(Sy) = Oy (2, S1) = P(ta, Sy). Luego,
R, v R, forman familias disjuntas de esferas cuya union es C" \ {0} vy que se contraen
uniformemente a 0 cuando t — co. Definimos h : C* — C" como

h(0)=0 y hl, =d ohod.: R — R
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Dado que ®_*(R;) = Si, h esta bien definida. Es claro que h es un homeomorfismo y
envia orbitas de ® en orbitas de ®. Esto implica que el fluyjo @ es globalmente
estructuralmente estable ante perturbaciones lineales.

Por otro lado, una perturbacion holomorfa X de X suficientemente cercana induce
una foliacién por curvas que también es transversal a las esferas S, para algin r > 0
suficientemente pequeno. Asimismo, existe a € C tal que ®(ta, S,) y @(ta,Sr) se
contraen uniformemente a 0 cuando ¢ — oo. Luego, es posible aplicar el mismo
argumento previo en una vecindad adecuada del origen, iniciando con el campo Xy,
con 0 < 0 < r suficientemente pequeno, en lugar de X;. Asi, ® es localmente
estructuralmente estable bajo perturbaciones holomorfas. O
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