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Resumen

En esta tesis se combinan herramientas fuertes de la teoria de control, como lo es el prin-
cipio del maximo de Pontryagin (PMP), con métodos mds practicos y modernos, como son
los algoritmos de planificacion de movimiento basados en muestreo, con el objetivo de inves-
tigar las trayectorias asintoticamente Optimas en tiempo considerando dindmica de segundo
orden, con aceleracion acotada, en el sistema noholonémico dado por un robot de manejo di-
ferencial controlado por las aceleraciones en sus ruedas. En particular, se estudia el efecto de
utilizar los controles localmente 6ptimos obtenidos con el PMP, como entradas para el méto-
do basado en muestreo SST y la version asintéticamente 6ptima del mismo, llamada SST*,
en términos de la velocidad de convergencia y del costo de las trayectorias encontradas.

Se demuestra que el SST* aplicado con los controles localmente 6ptimos se mantiene
asintéticamente 6ptimo y probabilisticamente completo. Ademas, también se demuestra que
la velocidad de convergencia, al costo 6ptimo es mds rapida cuando se usan dichos controles
en comparacion con el conjunto entero de controles.

Finalmente, se presentan experimentos en simulacidn, que analizan el efecto del ajuste de

algunos pardmetros del método y confirman los resultados tedricos.
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CAPiTULO 1

Introduccion

Este trabajo de investigacion es parte del area de robdtica, especificamente, en la inter-
seccion de la teoria de control 6ptimo y la planificacién de movimiento. Se estudian solu-
ciones de problemas que incluyen cinematica y dindmica (kinodindmicos) en sistemas noho-
lonémicos con métodos de planificaciéon basados en muestreo. Intuitivamente, un sistema
noholonémico es aquel que tiene restricciones de movimiento, formalmente esta propiedad
se puede determinar usando el Teorema de Frobenius [18]. El objetivo de un problema ki-
nodindmico es determinar las entradas de control para conducir un sistema robético desde
una configuracion inicial a una final, evitando colisiones en un ambiente con obstaculos y
respetando restricciones dindmicas fisicas, de este tipo de problemas existen numerosas in-
vestigaciones [21, 9, 2, 17, 18].

La teoria de control 6ptimo, como su nombre lo indica, tiene como objetivo principal
controlar un sistema dindmico desde una configuracion inicial a una final de manera Optima,
respecto a la cuantificacion de algun costo relacionado al sistema. El origen de esta teoria se

remonta a finales del siglo XVII, al igual que el cdlculo variacional, cuando el mitematico



Johann Bernoulli publicé el hoy conocido como el problema de la curva braquistocrona [12].
Desde los 60’s aument6 el estudio y desarrollo de la teoria de control 6ptimo, impulsado
por los problemas de minimo tiempo [33] y su aplicacion en otras dreas, como las ciencias

econdmicas [35].

Otro pensamiento mds convencional sostiene que la teoria del control 6ptimo nacié con la
publicacion del principio del mdximo de Pontryagin [28, 33], el cual proporciona condiciones
que deben cumplir las trayectorias de control para la optimizacidn, en caso de que existan tra-
yectorids Optimas. Por tanto ayuda a identificar o reducir los posibles candidatos a controles

optimos, lo que conlleva a aplicaciones directas en la planificaciéon de movimientos.

Historicamente, la planificacién de movimientos se refiere a encontrar un plan para con-
ducir un sistema desde una posicion inicial a una final sin chocar con obstaculos, semejante
a la teoria de control 6ptimo pero sin la optimizacion de la trayectoria, como objetivo prin-
cipal. Ademas, utiliza una gran variedad de herramientas y dreas de estudio como geometria
computacional, programacion dindmica, probabilidad, optimizacidn, por supuesto teoria de
control y muchas otras [16]. Se han propuesto planificadores de movimiento completos, es
decir, aquellos que resuelven cualquier problema que tenga solucién y dicen cuando es irre-
soluble, sin embargo, en general se requiere un tiempo exponencial en el nimero de grados
de libertad del robot [7, 25]. Por tanto, tales planificadores completos no son dtiles para la
mayoria de problemas practicos, que tienen un nimero elevado de grados de libertad, lo que
conllevo a desarrollar algoritmos mas aplicables y eficientes, como los planificadores basados

€n muestreo.

Los planificadores basados en muestreo realizan una exploracién en el espacio de estados
o de configuraciones del robot con un esquema de muestreo, el cual es mas eficiente que
hacer una construccién explicita de todo el espacio incluyendo los obstaculos, enfoque usual
y hasta el momento necesario en los planificadores completos [20, 7]. Cabe mencionar que
los planificadores basados en muestreo no se especializan en la deteccion de colisiones, para
esta tarea utilizan otros algoritmos [11, 6, 10], lo que permite el desarrollo de algoritmos de

planificacién que son independientes de modelos geométricos particulares [15]. Aunque son
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Capitulo 1. Introduccion

métodos que permiten abordar problemas complicados de planificacion en altas dimesiones,
en su desarrollo y en la busquedad de eficiencia practica, pierden la deseable propiedad de
completitud. Sin embargo, presentan propiedades que dan garantias para su aplicacion, que
son la completitud probabilistica y la optimalidad asintotica [13, 22], el cumplimiento de
estas garantias requeria la solucion de un problema de frontera de dos puntos (BVP), el cual
no es facil de hacer para muchos sistemas dindmicos interesantes, hasta que Yanbo Li, Zakary
Littlefield y Kostas Bekris [22] describieron como lograr dichas propiedades sin solucionar
un BVP con la invension de los algoritmos SST y SST*. Para el sistema dinamico en el que
se enfoca este trabajo, un robot de manejo diferencial (DDR), no se conoce la solucién a un
BVP, lo que convierte a dichos algoritmos en buenos candidatos para resolver cuestiones de

planificacion de movimiento sobre este sistema.

El sistema dindmico noholonémico dado por un robot de manejo diferencial se caracteriza
por tener dos ruedas con motores independientes, que le permite girar en su lugar. Existen
numerosos problemas e investigaciones que involucran este sistema, por ejemplo, mantener
la vigilancia a otro robot [27], estrategias Optimas en problemas de persecucién y evasion
[31, 26], experimentos en reconocimiento de objetos [4], trayectorias minimas en tiempo con
dindmica de primer orden [1] y por supuesto, el problema central del presente trabajo que
son las trayectorias minimas en tiempo con dindmica de segundo orden, considerando las

aceleraciones de sus ruedas [29, 30].

En esta tesis se combinan herramientas fuertes de la teoria de control, como lo es el
principio del maximo de Pontryagin, con métodos mds practicos y modernos, como son los
algoritmos de planificacién de movimiento basados en muestreo, con el objetivo de investigar
las trayectorias asintticamente optimas en tiempo considerando dindmica de segundo orden,
con aceleracion acotada, en el sistema noholonémico dado por un robot de manejo diferencial
controlado por las aceleraciones en sus ruedas, utilizando las trayectorias localmente 6ptimas
obtenidas con el principio del maximo de Pontryagin y los métodos de muestreo SST y SST*.
La metodologia que se desarrolla en el DDR para alcanzar el objetivo general de este trabajo

se generaliza y mecaniza para su aplicacion en otros sistemas. Se prueba que el SST* con




las modificaciones propuestas es probabilisticamente completo y asintéticamente 6ptimo, y
se dan las condiciones para que converja mas rapido que el SST* convencional, cuando se
aplica en el DDR. Ademas se realiza un estudio experimental donde se observa que, el uso de
los controles obtenidos con el principio del maximo de Pontryagin aumenta la velocidad de
convergencia a un costo de trayectoria dado y reducen el costo de las trayectorias obtenidas
por los algoritmos.

El contenido de esta tesis se organiza de la siguiente manera. En el capitulo 2 se describe
la informacion y terminologia necesaria para entender los métodos basados en muestreo, con
enfoque en la solucion de problemas kinodindmicos y noholonémicos, se define el problema
a resolver y se explica el funcionamiento de los algoritmos PRM, RRT con sus versiones
optimas PRM* y RRT*, respectivamente. Finalmente, se describe en detalle el SST, el cual
es el algoritmo principal en este trabajo. El capitulo 3 explica y define los conceptos necesa-
rios para comprender el principio del maximo de Pontryagin, proporciona una interpretacion
geométrica, un ejemplo de como se utiliza este principio y encuentra los controles extremos
del DDR que generan las trayectorias localmente Optimas. El capitulo 4 describe el marco
de trabajo en el cual se basan los algoritmos SST y SST*, la adaptacién de los algoritmos
al sistema DDR con dindmica de segundo orden y con controles extremos a dicho marco
de trabajo y el cumplimiento de las hipétesis, demuestra que dicha adaptacion mantiene las
propiedades relacionadas con completitud probabilistica y optimalidad asintética, generaliza
la metodologia que se desarroll6 en el DDR para alcanzar el objetivo general de este trabajo,
menciona algunos aspectos de la implementacion y analiza la complejidad de cada una de las
partes de los algoritmos, finalmente se analizan los resultados de las ejecuciones. El capitulo

5 contiene las conclusiones y los posibles futuros trabajos sobre esta tesis.




CAPITULO 2

Planificacion de movimiento basada en muestreo

La planificaciéon de movimiento basada en muestreo utiliza muestras aleatorias del espa-
cio de configuraciones o el espacio de estados del robot para construir de manera réapida y
efectiva una estructura de datos, espeficamente un grafo, donde los nodos son estados del
robot y las aristas son caminos factibles entre los estados, el cual se utiliza para responder
consultas de planificacion. El muestreo surge por la necesidad de cubrir rdpidamente un espa-
cio de alta dimensién y por la complejidad o costo computacional de resolver el problema de
conectar una configuracién de inicio y una configuracion objetivo a lo largo de una trayectoria
valida. La mayoria de los métodos basados en muestreo garantizan completitud probabilisti-
ca, esto significa que si existe solucion, la probabilidad de encontrar una converge a uno a
medida que el nimero de muestras o cardinalidad del grafo tiende a infinito. Por otro lado,
los métodos basados en muestreo no son concluyentes a problemas sin solucion, es decir,

cuando no existe solucién no tienen la capacidad de decir que el problema es irresoluble.

En este capitulo se describe la informacién y terminologia necesaria para entender los

métodos basados en muestreo, con enfoque en la solucién de problemas kinodindmicos y
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2.1. Formulacién del problema

noholonémicos, se define el problema a resolver y se explica el funcionamiento de los algo-
ritmos PRM, RRT con sus versiones 6ptimas PRM* y RRT*, respectivamente. Finalmente,

se describe en detalle el SST, el cual es el algoritmo principal en este trabajo.

2.1. Formulacion del problema

Se consideran sistemas dindmicos que cumplen restricciones diferenciable invariantes en

el tiempo de la forma:
= f(z(t),u(t)) z(t) € X,u(t) e U (2.1)
Donde X y U se definen acontinuacion, asi como otros conceptos importantes.
Definicion 2.1.

= El espacio de trabajo es el espacio fisico en el que se encuentra el robot. Generalmente
es acotado y se supone que los limites del espacio representa un obstaculo para el robot.

Se denota por W.

= El espacio de configuraciones es el conjunto de configuraciones del robot, donde una
configuracion indica la posicion y orientacion en que el robot puede estar en el espacio
de trabajo. Se supone que es una variedad, ya que permite propiedades ttiles y necesa-
rias, como la deficion de la norma euclidiana y el concepto de bola, para la deteccién
de colisiones. Se denota por C. Ademas, el conjunto de las configuraciones para las

cuales el robot estd libre de colision se denota por Cy.

= El espacio de estados es el conjunto de los valores de las variables de estado, las cuales
son un conjunto de variables linealmente independientes del sistema, que representan
su estado dindmico completo en un determinado instante. Se denota por X. Ademas, el
conjunto de todos los estados para los cuales el robot esta libre de colision se denota

por X;.




Capitulo 2. Planificacién de movimiento basada en muestreo

= El espacio de controles es el conjunto de los posibles controles que se pueden aplicar

al sistema. Se denota por U.

En el siguiente ejemplo se puede apreciar las anteriores definiciones y la representacion

dada por (2.1) de las restricciones diferenciales de un sistema.

Figura 2.1: DDR (imagenes extraidas de [20, 31], respectivamente de izquierda a derecha)

Ejemplo 2.2. Considere un robot de manejo diferencial o DDR por sus siglas en inglés (figura
2.1), el cual se caracteriza por tener dos ruedas con motores independientes que permiten que
el robot gire en su lugar. Se supone que las ruedas tienen radio r y distancia entre ellas igual a
2b. Suponiendo que el robot tiene o no profundidad, se tendria que el espacio de trabajo es R?
o IR?, respectivamente. Por otro lado, como la profundidad del robot es constante, entonces
solo hay dos variables linealmente independientes y es conveniente definir VW = R2, ya que
describe por completo la posicién de robot y es de menor dimensién. Luego, C = R? x S!
donde (x,y) son las coordenadas del punto de referencia ubicado entre las ruedas y 6 la
orientacién del robot con respecto al eje x. El estado del sistema puede ser expresado con
(2,9,0,v,,v) € R? x S1 x R?, donde v, y v; denotan respectivamente las velocidades del
punto de contacto de la rueda derecha e izquierda con el piso, por tanto X = R? x S x R2.
En la figura (2.1) se muestras las velocidades angulares de las ruedas w; y wo, las cuales se

relacionan con la velocidades tangenciales por las ecuaciones v; = wir'y vo = wyr. Ademas,
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2.1. Formulacién del problema

es claro que w = 0.
Los controles del sistema son las aceleraciones a; y a, de la rueda izaquierda y derecha,
respectivamente, si se supone que las ruedas tienen aceleracion acotada por a, entonces U =
[—a,a] X [—a,al.

Las restricciones diferenciales o representacion dindmica del sistema vienen dadas por la

formula (seccién 13.1.2.2 de [20]):

I UTTW’I“ cos 6
v ”’"TJ””T sin 6
S = 22)
Uy a,
Q.Jl a;

La anterior ecuacidén también se conoce como ecuacion de transicion de estado, la cual

coincide con la ecuacién (2.1).
Definicion 2.3.

= Un sistema noholonémico es aquel que tiene restricciones de movimiento, por ejem-
plo, no puede moverse instantineamente en todas las direcciones. Mas formalmente, la
propiedad de no holonomia de un sistema se puede determinar usando el Teorema de

Frobenius [18].

= El problema kinodindmico corresponde a determinar las entradas de control para con-
ducir un sistema robdtico desde una configuracion inicial a una configuracion final,
evitando colisiones en un ambiente con obsticulos y respetando restricciones dindmi-

cas fisicas. Planificacion kinodindmica fue propuesta en [8].

El sistema dado por un DDR, ejemplo (2.2), es un sistema noholonémico. Dado que no
se puede mover en direccion perpendicular a la orientacion de sus ruedas. Ademds, cuando se
quiere encontrar controles que muevan el DDR de una configuracion a otra, considerando que

la velocidad y aceleracion de las ruedas son acotadas, se trata de un problema kinodindmico.
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Capitulo 2. Planificacién de movimiento basada en muestreo

Definicion 2.4. Una trayectoria 7 es una funcion continua 7 : [0, ¢,] — Xy, donde ¢, es su
duracion, 7(0) es el estado donde comienza la trayectoria y 7(,) es el estado donde termina.
La trayectoria 7 es generada desde 7(0) aplicando una funcién de control ¥ : [0,¢,] — U

por integracion directa de la ecuacion (2.1). Se dice que ¥ mueve el sistema de 7(0) a 7 ().

Note que en la definicion de trayectoria se empleé como codominio a Xy, por tanto tra-
yectoria se definié equivalentemente, a lo que comtinmente se llama, trayectoria factible o
valida. Ya que no considera a las funciones con iméagenes en X — X, es decir, excluye las
“trayectorias” con colisiones. Por otro lado, para sistemas controlables, como es el caso del
ejemplo (2.2), una funcion de control dice qué controles se deben aplicar en cada instante de
tiempo de la duracién de la trayectoria, para generarla.

A partir de las definiciones anteriores, en principio el objetivo de un planificador de mo-
vimiento kinodindmico es encontrar una funcion de control, para generar una trayectoria en
el espacio de estados del robot desde un estado inicial a un estado o regién objetivo. Los
planificadores basados en muestreo se implementan de modo que la funcién de control es

constante por partes, concepto se define a continuacion.

Definicion 2.5. Una funcion de control constante por partes W es una concatenacion de

funciones de control constantes de la forma V; : [0, ¢;] — {u;}, donde u; € U.

De la anterior definicion se sigue que la duracion de una funcién de control constante por
partes U es > ti y que t; es el tiempo que se aplica el control u;.

Después de la invencion de algoritmos que asintéticamente garantizan encontrar una tra-
yectoria solucién a problemas de planificaciéon de movimiento, se puede considerar tal enfo-
que en la solucién del problema en que se centra la teoria de control 6ptimo. La cual tiene
como objetivo principal la determinacidn de la trayectoria de costo dptima para las variables
de control. Para el problema de este trabajo, el costo lo consideramos como el tiempo de la

trayectoria, por tanto se hace la siguiente definicion.

Definicién 2.6. Una trayectoria 7* : [0, t,«] — X/ se dice que es 6ptima u 6ptima en tiempo

de z, a zy, si comienza en x,, termina en z; y para toda trayectoria 7 : [0, ;] — X/ tal que

9



2.2. Planificadores basados en muestreo

7(0) = x5y m(tx) = wy, se cumple que ¢« < t,. Ademds, cualquier funcién de control
U* : [0,t.«] — U que genere a 7* se conoce como funcién de control éptima u éptima en

tiempo de z; a x;.

Para el sistema noholonémico dado por un robot de manejo diferencial se conocen las tra-
yectorias Optimas en tiempo, en un ambiente sin obtaculos y con dindmica de primer orden,
es decir, velocidad acotada y puede ser discontinua [1]. Para dichas trayectorias se utilizaron
los controles extremos generados por el principio del maximo de Pontryagin, los cuales gene-
ran trayectorias que contienen a las trayectorias Optimas, este método se explica con detalle
en el capitulo 3.

Al considerar dindmica de segundo orden, es decir, velocidad y aceleracion acotadas,
no se conocen las trayectorias Optimas en tiempo para un DDR. Sin embargo, se conocen
las trayectorias localmente 6ptimas como consecuencias del PMP, por tanto las trayectorias
Optimas son concatenaciones de ellas. Es aqui donde se utilizan los metodos basados en
muestreo, para hacer concatenaciones con las trayectorias localmente Optimas e investigar la
optimalidad global, es decir, si la solucion tiende a ser 6ptima cuando aumenta el ndmero de
nodos en el grafo. A partir de lo anterior surge el objetivo general de este trabajo.

Objetivo general: Investigar las trayectorias asintoticamente optimas en tiempo consi-
derando dindmica de segundo orden, con aceleracion acotada, en el sistema noholonéomico
dado por un robot de manejo diferencial (DDR) controlado por las aceleraciones en sus rue-
das, utilizando las trayectorias localmente optimas obtenidas con el principio del mdximo de

Pontryagin y el método de muestreo SST.

2.2. Planificadores basados en muestreo

En general los planificadores basados en muestreo tiene dos fases: la seleccion y la propa-
gacion del grafo. Donde la fase de seleccion es la que se encarga de escoger el o los posibles
vértices del grafo para aplicar la propagacion, se debe disefiar para aumentar la probabilidad

de buscar en partes no exploradas de X . La fase de propagacion es la que apartir de un vérti-

10



Capitulo 2. Planificacién de movimiento basada en muestreo

ce del grafo y con algiin método genera un nuevo estado que puede ser parte del grafo. En el
algoritmo (2.1) se muestra un resumen en alto nivel de un planificador basado en muestreo,
donde V' y E son el conjunto de vértices y aristas respectivamente, y se contruye un arbol
enraizado en el estado inicial (condicion inicial del problema). Cabe mencionar que el hecho
de que la estructura de datos sea un drbol y esté enraizado en el estado inicial, es un enfoque
mas moderno y difiere a los comienzos de los planificadores basados en muestreo, como se

observa en la siguiente seccion.

Algoritmo 2.1: Planificador ingenuo

1 Ve A{xh E«0;

2 G=(V,E);

sfor:=1,...,ndo

4 Tselected <— UN elemento aleatorio de V;

5 Tnew <— con informacidn de xejeceq ¥ algin método se genera un nuevo vértice;
6 if la trayectoria de x seiected @ Tnew estd libre de colision then

7 V +— VU{Znew}s

8 E+—FEU {(-rselecteda xnew)}

9 end
10 end

1 return G = (V. E)

22.1. PRM

El algoritmo PRM es el primer método de planificacion basado en muestreo, esté dirigido
principalmente a aplicaciones de consultas [15]. Lo interesante de este método es que para
robots con muchos grados de libertad, responde las consultas eficientemente, es decir, en
un tiempo de ejecucion razonable. Lo cual es destacable, ya que en el momento en que se
publicé [15], pocos métodos efectivos de planificaciéon de movimiento estaban disponibles

para resolver problemas en altas dimensiones. Ademds, es probabilisticamente completo.
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2.2. Planificadores basados en muestreo

El método construye un grafo de trayectorias libres de colisiones, para robots que se mueven
en un espacio de configuracién con y sin obtdculos y procede en dos fases: una fase de
aprendizaje y una fase de consulta.

Para describir el método se definen las siguientes funciones, la cuales también se utilizan

en posteriores algoritmos:
= Sample(X): Genera una muestrea aleatoria de X.

= Near(Y, z,r): Genera el conjunto de puntos en Y que estdn a una distancia de x menor

oigual ar.

= Collision_Free(z, y): Funcion booleana que devuelve 1 si la trayectoria que recorre el

sistema dindmico para ir de x a y estd libre de colision, y 0 en otro caso.

Algoritmo 2.2: PRM

1 V0 E«~0;

2 G=(V,E);

sfor:=1,...,ndo

4 Tyand <— Sample(Xy);

5 W « Near(V, 2414, 7);

6 V +— VU{Zrana}s

7 | fora’ € W, en orden creciente de ||z' — yqnq|| do
8 if 2,400 y @' no estdn en la misma componente conexa de GG then
9 if Collision_Free(x', x,4nq) then

10 E +— FEU{(2, %rana)}

11 end

12 end

13 end
14 end

15 return G = (V, E)

12



Capitulo 2. Planificacién de movimiento basada en muestreo

La fase de aprendizaje, descrita en el Algoritmo (2.2), comienza con un grafo vacio.
En cada iteracion se muestrea un punto z,.,q € Xy y se agrega al conjunto de vértices V.
Luego, se comprueban las conexiones entre x,.,q y los vértices en V' que estdn dentro de
la bola de radio r centrada en z,,,4, €n orden creciente de distancia a z,,,q, utilizando un
planificador local, por ejemplo, conexion en linea recta. Cuando hay una conexion exitosa, es
decir, sin colision, se agrega una nueva arista al grafo, en especifico, al conjunto de aristas F.
Como el objetivo del algoritmo es conectar una configuracién con otra, para evitar calculos
innecesarios, no se conectan con x,..,q los vértices que estdn en la misma componente conexa
del grafo. Por lo tanto, el grafo creado por el PRM es un bosque, es decir, una coleccion de
arboles.

Después de la fase de aprendizaje, se pueden responder multiples consultas. Una consulta
solicita una trayectoria entre dos configuraciones libres del robot. Para procesar una consulta,
el método primero intenta encontrar una trayectoria desde las configuraciones de inicio y
objetivo a dos nodos del grafo. Luego, se realiza una busqueda en el grafo para encontrar
un camino que conecte estos nodos del grafo. En caso de existir, ese camino encuentra una

trayectoria para responder a la consulta.

2.2.2. RRT

Los arboles aleatorios de exploracion rapida (RRTs) son el primer enfoque aleatorio de la
planificacion kinodindmica [19, 21], estan principalmente dirigidos a aplicaciones de consulta
unica. El RRT es una estructura de datos y un algoritmo disefiado para buscar de manera
eficiente en espacios no convexos de alta dimension, mediante la construccion aleatoria de
un arbol de trayectorias factibles, el cual tiene como raiz el estado inicial.

Se definen las siguientes funciones para describir el método, la cuales también se utilizan

en posteriores algoritmos:
= Nearest(Y, z): Devuelve el elemento de Y que estd mds cerca a x, bajo alguna métrica.

= Select_Input(z, y): Selecciona algtin control u, bajo algiin método, muestreo o heuristi-
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2.2. Planificadores basados en muestreo

ca con el objetivo de minimizar la distancia de = a y.

= New_State(x,u): Devuelve el estado en el que se encuentra el sistema después de

aplicar el control u desde x, por algun intervalo de tiempo.

En el Algoritmo (2.3) se proporciona un esquema del método estandar, el primero que
se publicé [19]. El algoritmo se inicializa con un grafo de un tnico vértice que representa el
estado inicial y sin aristas. En cada iteracion se muestrea un punto 4,4 € Xy y se encuentra
el vértice mas cercano a 4,4, €n términos de alguna métrica, se denota por x,cqres- LUEgO,
selecciona algun control u, que minimiza la distancia de Zyeqrest @ Trand> €5 decir, se intenta
expandir el arbol hacia x,.,4. Se aplica el control, ya sea por un tiempo fijo o aleatorio en
algtn intervalo, para generar un nuevo estado x,.,, por integracion directa de la ecuacién de
transicion de estados. Finalmente, se comprueba que la trayectoria de x,cqrest @ Thnew €5ta li-
bre de colisiones, en caso afirmativo, se agrega .., al conjunto de vértices y (Zpearest; Tnew)

al conjunto de aristas.

Algoritmo 2.3: RRT
1V {xh E«0;

2 G=(V,E),

sfori=1,...,ndo

4 Trana < Sample(X;);

5 Tnearest < Nearest(G, Trana)s

6 u < Select Input(,and, Tnearest)s
7 Tnew < New_State(Tpearest; U);

8 if Collision_Free(x cqrest, Tnew) then
9 V — VU{Znew}s

10 E + EU{(Tnear, Tnew) }3

11 end

12 end

13 return G = (V, E);
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Capitulo 2. Planificacién de movimiento basada en muestreo

Luego se utiliza el arbol para resolver el problema de planificacion, basta con verificar si
alguno de los vértices del arbol es el estado objetivo o esta en la region objetivo.

El PRM y el RRT comparten la misma idea de conectar muestras aleatorias en el espacio
de configuracion o de estados, pero difieren en la forma en que construyen el grafo. Ademas,
se puede resaltar que un RRT siempre es conexo, incluso el nimero de aristas es minimal. Al
igual que el PRM, un RRT es probabilisticamente completo en condiciones muy generales
[21]. Ambos métodos han demostrado que funcionan bien en la prictica, sin embargo, no

proporcionan optimalidad en ningun criterio.

2.3. Planificadores optimos basados en muestreo

Luego de la invencion de algoritmos basados en muestreo como PRM y RRT, los cuales
se demostrd que son probabilisticamente completos, por un tiempo se dedic6 poco esfuerzo al
andlisis formal de la calidad de la solucion devuelta por dichos algoritmos. Hasta que en [13],
se analiz6 rigurosamente el comportamiento asintético del costo de la solucion devuelta por
los algoritmos basados en muestreo a medida que aumenta el nimero de muestras, ademas
se presentaron los algoritmos PRM* y RRT*, que son asint6ticamente 6ptimos, es decir, el
costo de la solucion devuelta converge casi seguramente al costo optimo. Dichos algoritmos

se presentaran en esta seccion.

2.3.1. PRM*

Este algoritmo es similar a la version estdndar, con una diferencia en el tamafio de la bola
centrada en z,.,4. El algoritmo PRM comprueba conexiones entre vértices del grafo que
estan dentro de un radio fijo r entre si, por tanto la constante  es un pardmetro del algoritmo,
mientras que en el PRM* el radio de conexién r se elige en funcién del nimero de muestras

n por medio de la siguiente funcion:

r(n) = vpru(log(n) /n) !¢
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2.3. Planificadores 6ptimos basados en muestreo

donde vprar > 2(1 + 1/d)Y(1u(Cy)/Ca)"4, d es la dimensioén de C, 11(Cy) es la medida de
Lebesgue de Cy y (4 es el volumen de la esfera unitaria de dimension d. Claramente, el radio
de conexion r(n) disminuye a medida que aumenta el nimero de muestras n. En promedio,

el nimero de conexiones de un vértice dado es del orden log(n) [13].

2.3.2. RRT*

El algoritmo RRT* es una extension del RRT, en el sentido de que hacen lo mismo hasta
agregar un nuevo nodo al arbol (linea 9 del algoritmo 2.3), aunque se formaliza la idea de
expandir el arbol hacia 4,4, luego se hace un proceso de conexion para garantizar que se
llegue a un vértice dado a través del camino mds corto. Otra diferencia importante entre
RRT y RRT*, es que RRT* considera el costo acumulativo desde la raiz del arbol hasta
un nodo y hace un proceso de reconexion para obtener la optimizacion, ya que el RRT* es
asintéticamente 6ptimo [13].

Antes de describir el algoritmo, es fundamental conocer la siguiente definicion.

Definicion 2.7. Dados dos puntos =,y € X, la funcién de direccion Steer : X x X — X
devuelve un punto z tal que minimiza ||z — y|| al mismo tiempo que mantiene ||z — z|| < p,

para un valor predeterminado p > 0, es decir:
Steer(z,y) = arg min ||z — y|
2€Bz,p

La definicién anterior es la formalizacion de la idea de prolongar el arbol hacia x,,,4 en
el RRT, fundamental para la construccion del arbol y la optimalidad asintética. En el caso
de un sistema dindmico, la funcién de direccién corresponde a la solucién de un problema
de frontera de dos puntos (BVP, por sus siglas en inglés). Abordar este problema concierne
a resolver una ecuacién diferencial, al tiempo que satisface ciertas condiciones de contorno.
Sin embargo, no es facil producir una solucién a un BVP para muchos sistemas dindmicos
interesantes.

Como se menciond anteriormente el algoritmo RRT*, descrito en el algoritmo (2.4), agre-

ga vértices a V' de manera similar al RRT, aunque en este algoritmo se utiliza la funcién de
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Capitulo 2. Planificacién de movimiento basada en muestreo

Algoritmo 2.4: RRT*

1 Ve {rh E<~0;
2 G=(V,E);
3fori=1,...,ndo

4 Trand <— Sample(Xy);

5 Tnearest <— Nearest(G, Trand);

6 | Tnew < Steer(Tnearest; Trand);

7 if Collision_Free(x cqrest, Tnew) then

8 Xnear < Near(G, Tpew, 7(1));

9 V +— VU{Znew};

10 Trmin < Tnearest; Cmin <~ COSUZnearest) + COSU(Tnearest, Tnew));
11 for x,c0r € Xpear do

12 if Collision_Free(Tpeqr, Tnew) and

Cost(Tpear)+Cost((Tnears Tnew)) < Cmin then

13 Tmin  Tnear; Cmin < COSUZnear) + COSt((Tnear, Tnew))
14 end

15 end

16 E «+— EU{(Tmin, Tnew) };

17 for z,cor € Xear do

18 if Collision_Free(Zy ey, Tnear) and

Cost(Tpew )+ CoSt((Tnew, Tnear)) <COSH Xpeqr) then

19 Tparent < Parent(Tyeqr)s

20 E « (E\{<$parent’ xnear)}) U {(xnewa xnear)}

21 end

22 end

23 end

24 end

25 return G = (V, E);
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2.4. SST

direccion en vez de muestrear los controles, y para conectar el nuevo vértice ., al arbol,
solo considera los vértices dentro de una distancia dada r(n) de x,.., que estd determinada
por el nimero actual de vértices n en el arbol. La ecuacion que determina este radio es la

siguiente:
r(n) = min(ygar. (log(n)/n)"4,n)

donde, similar al RPM*, ygrr. > 2(1 + /d)Y(1u(Cf)/Ca)"%, d es la dimensién de C,
1(Cy) es la medida de Lebesgue de Cy, (; es el volumen de la esfera unitaria de dimensién d
y 1 es una costante que acota el tamafio del radio.

No todas las conexiones factibles dan como resultado nuevas aristas en el grafo. En par-
ticular, se crea una arista dentro del vecindario X,,.,,, si esa arista esta libre de colisiones
y tiene la trayectoria de costo minimo para x,., desde un vértice en X,.,.. Luego, en el
proceso de reconexion, se crean aristas desde x,., a vértices en X,,..., digamos 2/, si la
trayectoria a través de x,,,, tiene un costo menor que la trayectoria actual a z’. En ese caso,

la arista que une el vértice ' a su padre actual se elimina para mantener la estructura de arbol.

24. SST

Algunas de las propiedades deseables de los algoritmos de planificacion de movimiento
basados en muestreo, son la completitud probabilistica y que sean asintoticamente optimos.
Para lograr esta dltima propiedad en sistemas dindmicos, se requiere resolver un BVP en el
espacio de estados. Por ejemplo, en el RRT* en la utilizacién de la funcién Steer y en el
PRM* se debe encontrar la trayectoria entre dos estados. Sin embargo, no es facil produ-
cir una solucioén a un BVP para muchos sistemas dindmicos interesantes. Entonces, surgio
el interrogante de qué si era posible lograr garantias de optimizacion al planificar sistemas
sin resolver un BVP. Yanbo Li, Zakary Littlefield y Kostas Bekris [22] describieron como
lograr dichas propiedades sin solucionar un BVP con la invension de los algoritmos SS7' y

SST* que son asintéticamente casi Optimo y Optimo, respectivamente. Ademds, se muestra
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Capitulo 2. Planificacién de movimiento basada en muestreo

que los algoritmos convergen rdpidamente a trayectorias de alta calidad, mientras mantie-
nen una estructura de datos de poco tamafio, comparado con otros métodos, lo que los hace
computacionalmente eficientes [22].

Para lograr la optimalidad en los algoritmos SST y SST*, se introdujo un nuevo marco de
trabajo y varias hipétesis que debe cumplir el sistema dado por la ecuacién (2.1), descrito en
la seccién (4.1).

Adicional a las fases de seleccion y propagacion, el SST agrega una fase de poda, la cual
es su principal caracteristica, y consiste en eliminar vertices para mantener el grafo de menor

tamano, aunque se debe hacer de tal forma que no afecte el objetivo del método. El algoritmo

(2.5) describe el SST.

Algoritmo 2.5: SST(N, dgy, ds)

1 Victive < {on}, Vinactive < ®, E+ 0 5
2 G = (V = Vaetive U ‘/inactivea E),
3 50 < o3 sp.rep = 203 S = {s0};

4 fori=1,...,Ndo

5 Tselected < Best_First_Selection(X s, Vicrive, 0BN);
6 Trew < Propagation(zeiccted);

7 if Collision_Free(x sojocted, Tnew) then

8 if Is_Locally the Best(x ey, 05) then

9 Vactive <= Vactive U {Z0};

10 B EU{(Tsetecteds Tnew) }3

1 Prune_Dominated Nodes (e );

12 end

13 end
14 end

15 return G = (V, E);

Antes de describir como funciona el algoritmo, o mejor dicho, como se realiza cada una
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2.4. SST

de las fases (seleccion, propagacion y poda), se debe definir los siguiente:
= Los vértices del arbol V' estan divididos en dos conjuntos disjuntos, a saber:

* Vactive: Contiene a los vértices que son localmente optimos, es decir, en una ve-

cindad o regién local tienen el mejor costo de trayectoria desde la raiz.

* Vinactive: Contiene a los vértices dominados, es decir, en una vecindad o region
local no tienen el mejor costo de trayectoria desde la raiz, pero tienen hijos que
son localmente optimos. Estos vértices se conservan para mentener la conexidad
con vértices que si son localmente 6ptimos, ademés de mantener y estructura de

arbol.

= EI SST tiene dos pardmetros de entrada, dgy y ds, los cuales se utilizan de la siguente

manera.:

* dpn: Influye en el nimero de vértices que se consideran para seleccionar el vértice
a propagar, ya que se hace una bola de radio d gy centrada en la muestra aleatoria
y se elige el de menor costo contenido en esa bola (figura 2.2). Entonces cuanto
mas grande sea este parametro se consideran mds vértices del grafo y por tanto
se generan trayectorias de mejor calidad. Aunque, es mas probable que se ignore
la exploracion, ya que en regiones estrechas se pueden seleccionar con mayor

probabilidad los mismos vértices para la propagacion.

* 0,: Es el pardmetro responsable de realizar la poda, cuanto mayor sea este pardme-
tro, mds vértices se eliminan de V.. y agregaran a Vj,,cive O S€ eliminan del

arbol. Por tanto, controla que tan disperso es el arbol.

= Se define un conjunto S'y sus elementos se llaman “testigos”, los cuales no se eliminan
ni se modifican. Digamos que s € S. A cada elemento de S se le asocia un vértice del
arbol, se le conoce como representante del testigo, se denota con s,., al representante
de s. El vértice s,, tiene el mejor costo de trayectoria desde la raiz dentro de una

distancia d; al testigo s. Por la anterior propiedad que debe cumplir s,.,, se tiene que
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Figura 2.2: Imagen extraida de [22].

Srep € modifica cada vez que un nuevo vértice tenga el mejor costo de trayectoria desde

la raiz y esté a una distancia menor que d; a s.

Durante la descripcion del algoritmo se van entendiendo los conceptos anteriores y €l

porqué de su definicion.

Seleccion

El conjunto Ve se utiliza en el proceso de seleccion (linea 5 del algoritmo 2.5), aplicando
el algoritmo (2.6). El proceso todavia promueve la seleccion de vértices en partes de X ; poco
exploradas, como en los enfoques originales, pero localmente solo se seleccionan los vértices
que corresponden a la mejor ruta desde la raiz. En caso de que no existan vértices del arbol

en el vecindario local, devuelve el vértice de V.t MAs cercano a Z,qnd-
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2.4. SST

Algoritmo 2.6: Best_First_Selection(Xy, V,ctive, d5n)

1 Zyang < Sample(Xy);

2 Xpear < Near(Vacsive, Trand, 0BN )3
3 if X,,c0r = 0 then

4 ‘ return Nearest(V,ctive, Trand)

5 else

6 ‘ return arg min,cy,,,. Cost(z)

7 end
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Capitulo 2. Planificacién de movimiento basada en muestreo

Propagacion

Se emplea un proceso de propagacion totalmente aleatorio tanto en términos del control
seleccionado como de la duracién de la propagacién (Algoritmo 2.7), es decir, dado un tiem-
po méaximo de propagacion T;,,,, se muestrea la duracion en que se va aplicar un control,
también aleatorio, en el intervalo [0, 7}.,]. Luego, con integracion directa de la ecuacién
(2.1), se encuentra el estado del sistema después de aplicar el control seleccionado por el

tiempo muestreado.

Algoritmo 2.7: Propagation( sejected)

1 trana < Sample([0, Tprop) )
2 u < Sample(U);
3 Tpew fotmnd f(.%‘(t), u) dt + Tselecteds

4 return T,,c,;

El estado z,., va ser parte del arbol si el camino hacia €l es libre de colisiones y es el
mejor localmente. El proceso de verificar que x,.,, €s el mejor localmente, respecto al costo,

esta descrito en el algoritmo (2.8).

Algoritmo 2.8: Is_Locally_the Best(z ey, 5)

1 Spew < Nearest(S, Tpew);

2 if ||Zhew — Snew|| > 05 then

3 S <+ SU{Zpew}s

4 Snew < Tnews

5 Spew-1T€p <— NULL;

¢ end

7 Tpeer <= Snew-TED;

8 if Zpeer == NULL and Cost(xpey) < Cost(Tpeer) then
9 return true;

10 end

11 return false;
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2.4. SST

Primero, se calcula el testigo més cercano a z,,,, del conjunto S, se denota por . Si
Snew tiene una distancia mayor a ds de x,,¢,,, Entonces &, se convierte en un nuevo elemento
de S, por tanto él se convierte en el elemento de .S mds cercano a si mismo y por el momento
no tiene representante. El representante de s,,,, se almacena en la variable x,,..,. Luego, para

agregar T, al arbol se debe cumplir al menos una de las siguientes condiciones:

= El costo de z,,.,, €s menor que el costo del representante del testigo mas cercano a él, el
cual estd almacenado en z,..,. En este caso, x,.,, remplazara al representante de s,

ya que tiene mejor costo en la vecindad de s,,.,, (figura 2.3).

SES SES
@ ® / P L Fa
Xnew; /55 ‘ / xnew/ /55
P xselectedf 'f” @ peer | 4 XSeIected
o - == P—— - P
%o O COst(X, ) < COSt(X e} %o ‘ »

new

Figura 2.3: Imagen extraida de [22]. Los elementos de S son representados de color verde opaco y los
vértices del arbol de azul. Se muestra el proceso de propagacion cuando C'ost(Zpew) < Cost(Zpeer).

El vértice peer se elimina (poda) y el borde recién propagado se agrega al arbol.

= La variable x,.., es nula, es decir, la muestra x,.,, se acaba de agregar como testigo,
esto significa que no hay un vecindario local alrededor de elementos de S que contenga

a Tpew, €5to se puede observar en la figura (2.4). Por tanto x,,.,, €s locamente 6ptimo.

En caso de no cumplir ninguna de las anteriores condiciones, es decir, x,.,, estd en una
vecindad al rededor de un testigo y Cost(Zpeer) < C0St(Tpew), €l Vértice ., permanece en

el arbol y la dltima propagacion Tsejected — Tnew €S 1gnorada y x,,.,, N0 se agrega al arbol.
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Figura 2.4: Imagen extraida de [22]. Se muestra el proceso de propagacion cuando ¢, NO estd cerca
de un testigo. La arista (Zsejected, Tnew) S€ agrega al arbol y se agrega un testigo a S en la ubicacion

de Tpew-

Poda

Los vecindarios centrados en los elementos de S, los cuales son bolas de radio 4,, utiliza-
dos para decidir el agregar o no a x,,,, al arbol, también se utilizan para el proceso de poda
(Algoritmo 2.9), que consiste en desactivar los vértices dominados y eliminar los que sean
hojas.

Se definen las siguientes funciones, la cuales se utilizan en el algoritmo (2.9):

» Is_Leaf(z): Es una funcién booleana que devuelve 1 si = es un vértice hoja del arbol,

y 0 en caso contrario.

= Parent(x): Devuelve el vértice padre de x, esto es, el primer vértice que estd conectado

con x en el camino que va desde z hasta la raiz.

Primero se encuentra s, el testigo mas cercano de x,.,, el vértice que se acaba de
agregar al arbol, y se almacena su representante en Zc.,. Cuando existe Zp.,, se elimina del
conjunto activo de vértices V. ¥ s€ agrega al inactivo Vj,qcrive, Ya que estd dominado por
Tnew, €5t0 pasa cuando ., estd en alguna de las vecindades alrededor de los elementos de
S. Luego, %y, reemplaza a x,.., como el representante de S,c,,. Si Tpeer €8 un vértice hoja,
entonces se elimina del arbol. Se mantiene en el arbol cuando no es un vértice hoja, lo cual

mantiene la conexién con hijos que son localmente optimos. La eliminacion de x,.., puede
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2.4. SST

causar un efecto en cascada para sus padres, los cuales se eliminan del arbol si estdn en el
conjunto inactivo Vj,.ctive, Ya que la Unica razon por la que se mantuvieron en el arbol fue
porque estaban conduciendo a z,..,. Dicho proceso de cascada se detiene cuando se llega a

un vértice que es localmente Optimo, es decir, estd en V...

Algoritmo 2.9: Prune_Dominated Nodes(Ze.,)

1 Spew < Nearest(S, Tpew);
2 xpeer % Sne’wrep;

if 2pee,! = NULL then

w

4 V;zctive — Vactive\{xpeer};
S V;'nactive — Vvinactive U {$peer};

¢ end

3

Snew-T'EP <~ Tnews

=)

while Is_Leaf(xpeer) and peer € Vipactive d0
9 Tparent < Parent(Tpeer);

10 E <« E\(xpa’r’enta xpeer);

11 ‘/inactive — V;nactive\{xpeer};

12 xpeer — xparent;

13 end

El proceso de poda da como resultado una estructura de datos dispersa y de tamafio aco-
tado, en lugar de aumentar el nimero de vértices indefinidamente a medida que el nimero de
iteraciones crece. En la figura (2.5) se muestra la relacion entre los conjuntos Vi tive, Vinactive

y S. También el proceso de cascada cuando se modifica el representante de un elemento de

S.
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Figura 2.5: Imagen extraida de [22]. (A) Una trayectoria x, — x. — x, donde x, es el representante
de s € Sy algunos de sus vértices estin dominados localmente, por tanto pertenecen a Vinactive ¥
se mantienen en el drbol para la conexién con z,. (B) Se genera un nuevo vértice xy, el cual tiene
un mejor costo que x,. Luego, x, se elimina de Vspe v se agrega a Vinactive- (C) Ty €s el nuevo
representante de s. La trayectoria x. — x, que se encuentra en Vi,qctive S€ elimina por el proceso de

cascada generado por la poda.

24.1. SST*

El SST no es asintoticamente Optimo, principalmente debido a la operacion de poda de
tamano fijo, la cual acota el tamafio del arbol. La solucién a esto es reducir lentamente los
pardmetros dgy Y 05, esto genera que eventualmente el SST converga en comportamiento
al enfoque del algoritmo ingenuo de planificacion basada en muestreo (algoritmo 2.1). En
efecto, ya que cuando dpy tiende a cero, se consideran menos vértices en el proceso de
seleccidn y tiende a explorar mas, hasta que funciona de manera uniforme, es decir, selecciona
Tselecteq de manera aleatoria y uniforme entre los nodos del arbol. Cuando 9, tiende a cero
aumentan el tamafio del arbol, lo que conlleva a mejores trayectorias en termino de costo, por
tanto se hace mas dificil realizar la poda, hasta el punto que se elimina el proceso de poda y
se generaran todos los estados libres de colision.

Siguiendo la idea anterior, se crea el meta-algoritmo SST* (algortimo 2.10) que ejecuta
repetidamente al SST en una misma estructura de datos, es decir, en una ejecucion del SST

se continua el proceso con el arbol que devolvid la ejecucion anteriér. Ademds se agrega un
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proceso que va reduciendo los pardmetros dgy y 05, mientras aumenta el nimero de iteracio-
nes del SST (lineas 4-5). Donde £ € (0,1) y d y [ son las dimensiones del espacio de estados

y de controles, respectivamente.

Algoritmo 2.10: SST*(n, Ny, 0Ny, 05,5 )

1 N < No; 0pn < 0pNys 0s <= g3
2forj=1,...,ndo

3 SST(N, dpn, ds);

4 0s = & - 05; Opn < &+ 0N

5 | N« (1+1logj)- W@+ Ny

¢ end

Note que la relacién entre el PRM con el PRM* y el SST con el SST* son muy similares,
dado que el PRM* también es un meta-algoritmo que ejecuta repetidamente el PRM con un
proceso de reduccion de parametro. Y igual que el PRM*, el SST* cumple con la propiedad

deseable de la optimalidad asintética.
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CAPITULO 3

Principio del maximo de Pontryagin

La teoria de control ptimo tiene como objetivo principal la determinacion de la trayecto-
ria de costo Optima para una variable de control u(¢), en un sistema dindmico. Por supuesto,
una vez se ha encontrado la trayectoria de control 6ptima u*(t), también se puede encon-
trar la trayectoria de estado dptima x*(¢), que corresponde a la ejecucion del control u * (¢).
De hecho, las rutas optimas u*(¢) y x*(t) generalmente se encuentran en el mismo proceso,
aplicando el principio del maximo de Pontryagin (PMP).

Este capitulo explica y define los conceptos necesarios para comprender el principio del
maximo de Pontryagin, proporciona una interpretacion geométrica y un ejemplo de como se

utiliza este principio y encuentra los controles extremos del DDR.

3.1. Formulacion de problema

El concepto de optimizacion en sistemas dindmicos estd relacionado con maximizar o
minimizar alguna cantidad estrechamente relacionada al problema en cuestion, tal que el

valor de esa cantidad exprese la calidad de la solucién encontrada, 1o que motiva la definicién
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3.1. Formulacién de problema

de funcional objetivo.

Definicion 3.1. El funcional objetivo da una medida cuantitativa del comportamiento del

sistema en el tiempo. Se consideran funcionales de la forma:

T(u) = /t.f L(a(t), u(t)) dt + G(x(t,)) 3.1)
donde:

= z es la variable de estado, tal que x(¢) € 2 conjunto abierto de R" o x(t) € M una

variedad n-dimensional, para todo t.

= u es la variable de control, tal que u(t) € U subconjunto de R™ de controles admisibles,

para todo ¢.
m [ es la funcion de costo del recorrido.

» G(x(ts)) es la funcién de costo terminal.

siendo mds riguroso, se deberia escribir z(¢,u) en vez de x(t), ya que la trayectoria que
recorre el sistema en el espacio de estados estd determinada por la trayectoria de control. Por

tanto, se debe entender que z(t) es la trayectoria de se generd con u(t).

En términos del funcional objetivo, el problema a resolver en la teoria de control ptimo
se expresa de la siguiente manera: Dado un sistema dindmico y dos estados x, y 7 se quiere
encontrar una trayectoria de control que sea admisible, diriga el sistema del estado z, a x5 y

haga que el funcional objetivo alcance el valor minimo. Expresado en términos matematicos:

min J(u)
sujetoa: @ = f(x,u) (3.2)

con: z(ts) = x5y x(ty) = xy.

donde f(z,u) es la funcién de transicién de estado y x(t;) = x, y x(tf) = s son las con-
diciones de frontera del sistema. Se tiene una expresion andloga cuando se quiere maximizar

el funcional objetivo.
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Capitulo 3. Principio del mdximo de Pontryagin

Antes de enunciar el principio del maximo de Pontryagin es fundamental la siguiente

definicion.
Definicion 3.2. El Hamiltoniano asociado al problema (3.2) se define como:

H(z,u,¢) = (¢ (#), f(2,w)) + L(z, u)

donde (-, -) es el producto interno usual y a la variable 1)(t) se le conoce como adjunta o de

coestado.

Teorema 3.3 (Principio del Maximo de Pontryagin). Sean x*(t) y u*(t) las trayectorias dpti-

mas de estado y control, respectivamente, del problema (3.2). Entonces existe 1*(t) tal que:

. OH (z* .u* ab* OG (x*(t .. .
ot = D) ot (ty) = 9w UD) g ecuacion anterior se conoce como
Ox Ox

ecuacion adjunta.

» u*(t) optimiza el Hamiltoniano, es decir, cuando se quiere maximizar el funcional se
cumple que H(x*, u*,v*) > H(x*,u,v*) y cuando se quiere minimizar se tiene que
H(z* u*, ") < H(x*, u,v*). Ademds H(x*(t),u*(t),1*(t)) es constante en el domi-

nio de t.

La demostracion rigurosa de este teorema se encontra en [28]. Utilizando métodos de
calculo variacional, en [34], estd la demostracion del teorema para el caso particular cuando
las variables de estado y control son unidimensionales.

Es importante mencionar que el principio del maximo de Pontryagin proporciona con-
diciones que deben cumplir las trayectorias para la optimizacidn, en caso de que existan
trayectorids Optimas, no establece ninguna informacion acerca de la existencia o no de dichas
trayectorias. El problema de la existencia no se aborda en este trabajo, se encontran resulta-
dos sobre esto en [16, 23]. E1 PMP solo ayuda a identificar los posibles controles 6ptimos y
cada uno de estos candidatos se debe analizar més a fondo para determinar si es realmente

Optimo, estos controles se nombran controles extremos.
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3.2. Interpretacién geométrica

3.2. Interpretacion geométrica

No se pretende dar una demostracién del PMP, para esto ya se menciond anteriormente
dos referencias, la idea es mostrar la relacion entre la optimizacion del funcional objetivo, el
hamiltoniano y las consecuencias del PMP. Tal interpretacion se obtuvo de [16] al igual que
la figura (3.1), donde se supone que la variable de estados tiene dos dimensiones.

Para obtener un significado geométrico del PMP, es conveniente considerar el valor del
funcional J como una nueva variable de estado. Entonces se define z(t) = (J(z(t), u(t)), z(t))
y su vector velocidad es Z(t) = f(x,u) = (L(x(t),u(t)), f(x(t),u(t))). Con esta represen-
tacion el problema a optimizar (maximizar) se puede describir de la siguiente manera:

Sea D la linea que pasa a través de (0, ) paralela al eje %. Entre todas las
trayectorias que comienzan en Ts = (0, x5) y alcanzan D, se busca la que maximiza

la primera coordenada x del punto de interseccion x = (x,xs) con D.

N

Plane (x', x?)

Figura 3.1: Imagen extraida de [16]. Interpretaciéon geométrica del PMP.

Por el principio de optimalidad, si u*(¢) es la trayectoria de control éptima, entonces
en todo momento ¢ debe ocurrir que Z(t), la trayectoria de estado asociada a u*(t), esta en

OR(Zs,t), donde R(Zs,t) es el area alcanzable desde i en el tiempo ¢.
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Capitulo 3. Principio del mdximo de Pontryagin

Considere otras trayectorias de control 4(t), tales que difieren de u*(t) en pequefios in-
tervalos de tiempo y estdn infinitesimalmente cerca de u*(¢). Luego el conjunto de puntos
x(t,u(t)) alcanzados por esas trayectorias “perturbadas”, constituye un cono C' con vértice
en x(t,u*(t)), que esta contenido en R(xs,t). Este cono se aproxima localmente al conjun-
to R(xzs,t) y no intersecta la semirrecta D~ que comienza en z(¢,u*(t)) en la direccién de
disminucién de x(, de no ser asi, contradice la optimalidad de u*(t) (ver figura 3.1).

Luego es posible encontrar un hiperplano H tangente a C' en z(t, u*(t)), separando C'y
la semirrecta D™, y que contiene el vector f(xz(t),u*(t)) tangente a la trayectoria &(t) pa-
ra todo t. Luego, como el vector adjunto ) = (10, 1) esta definido como el que optimiza
y hace constante el Hamiltoniano, para la trayectoria 6ptima en cada instante, entonces 1&
es ortogonal al hiperplano H en cada momento. Siguiendo el principio de evolucion 6pti-

ma, la proyeccion del vector f(z(t),u*(t)) en la linea paralela a ¢)(¢), pasando a través de

x(t,u*(t)), debe ser maxima para el control w.

3.3. Aplicacion del PMP

Veamos con un ejemplo como se puede utilizar el PMP para resolver un problema de

control 6ptimo como (3.2). Se considera el siguiente ejercicio:

mAax /S(U(t)x(t) —u(t)? — z(t)?) dt
w 1
sujetoa: = +u
con:z(l) =2
Identificando lo anterior con lo definido en la seccién (3.1), se tiene que:

L(x(t),u(t)) = u(t)z(t) —u(t)’ —2(t)*,  G(z(5) =0,  flz.u)=z+u

entonces H (x,u, ) = ¢ (z + u) + uz — u? — 2% Luego, por consecuencia del PMP:

OH (z*,u*, ") _ 0G(z*(5))
Ox B Ox

¥ =x"4+u" con z*(1)=2 (3.4)

§ =

=2z" —u" — " con ¢*(H) =0 (3.3)
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3.3. Aplicacién del PMP

y «* maximiza el hamiltoniano, por tanto

OH (z*, u*, ")
0:
ou
2

=" 4+ " —2u*

(3.5)

con el criterio de la segunda derivada se verifica que es un mdximo. Remplazando (3.5) en

(3.3) y (3.4) se tiene que:

P = ST YT con r(5) =0 (3.6)
3 1
T = 51'* + 5@/)* con z*(1)=2 (3.7)
De (3.7) se sigue que
Y*=23" — 32" (3.8)
Ut = 26 — 3d*

sustituyendo las anteriores ecuaciones en (3.6) se tiene que
=3z =0

entonces z* = AeV3 + Be=V3!, Por tanto, con la ecuacidn (3.8), se puede encontrar ¥*; con
las condiciones de (3.6) y (3.7) se pueden encontrar las constantes A y B; por dltimo con la
ecuacion (3.5) se encuentra el control 6ptimo u*.

A partir de lo anterior se podria “mecanizar”, en el sentido de seguir unas instrucciones,

la aplicacion del PMP.
1. Identificar los elementos del problema para definir el hamiltoniano.
2. Optimizar el hamiltoniano para encontrar una expresién del control éptimo.

3. Resolver el sistema de ecuaciones del PMP, es decir, la ecuacion adjunta y la ecuacion

de transicion de estado, para encontrar las trayectoria 6ptimas.
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Capitulo 3. Principio del mdximo de Pontryagin

3.4. Controles extremos del DDR

En esta seccion se utiliza el PMP en el sitema dado por un DDR controlado por las
aceleraciones en sus ruedas (ejemplo 2.2), para encontrar los controles extremos. Se quiere
minimizar el tiempo del movimiento del robot entre dos estados, con z = (x,y,0,v,,v;),
donde el estado inicial es z, = (0,0,0,0,0) y el estado final z;. Se define el funcional

objetivo como:
tf
J(u):/ dt =ty —t,
ts
y segtin la notacion de la seccion (3.1) se tiene que L(z, u) = 1y G(z(ts)) = 0. Entonces, con

la ecuacién de transicién de estado (2.2) que define a f(z, u), se tiene que el Hamiltoniano

del sistema es:

H(z,u,v) =y (UT ;_ Ul) 7 cos O+, (UT ; Ul) rsin 0+1)3 (%2— Ulr) +hga,+1Y5a;+1

donde u = (a,,a;) y ¥ = (11,12, 13,14,15) son las variables control y adjunta, respecti-
vamente. Suponga que z*(¢) y u*(¢) son trayectorias que minimizan el funcional objetivo,

entonces aplicando el PMP se tiene la existencia de ¢*(t), tal que:

0" OH(E (0, w(0), (1) .
W(15) — o con Y*(ty) =0 (3.9)
S0 = (0,00 0) 3.10)
H(a*,u', %) < H(z",u,0") Vu # u® 3.11)

Por la definicién del hamiltoniano y que u* = (a;, a;) lo minimiza, esta claro que cuando
las variable v} y 1) son ambas distintas de cero, el control extremo es saturado (la magnitud

es maxima) y los signos de las coordenadas depende de v} y 1% de la siguiente manera:

a, = —sing(¥})a a; = —sing(¥5)a (3.12)

A continuacion se prueba que cuando ¥ o ¢} se anulan en un intervalo no degenerado de
tiempo, necesariamente los controles extremos son saturados.

De la ecuacién adjunta (3.10) se tiene que:

OH .. 9H .. OH

wlz ax:07w2:_a_y:07w3:_ﬁa

oW .. oH
w4 - _avr7 5 81}[ (3'13)
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3.4. Controles extremos del DDR

Sin perdida de generalidad se supone que la funcién ¢} (¢) se anula en un intervalo de tiempo

distinto de cero, entonces:

Uy = _g_w = —%TCOSQ— %rsinG— %r =0

3 = —b(¢] cos O + 15 sin 0)
al derivar v3 se tiene que:
Uz = b(p} sin @ — % cos 0)
Por la ecuacién de transicion de estados:

Upr — U1

7/’3: 9

(] sin @ — 13 cos 0)

Ademads, de la ecuacion adjunta se sigue que:

= OH v+

R i (1] sin @ — 3 cos 6)

Igualando las ecuaciones (3.14) y (3.15) se obtiene:
v (Y7 sinf — 5 cos @) =0
Se tiene entonces dos casos:
1. vy =0.

2. ¢7sinf — 3 cosh = 0.

(3.14)

(3.15)

El primer caso correponde a una rotacién en sitio, que depende de v,, ya que el punto de

contacto de la rueda izquierda con el piso no estd en movimiento. El segundo caso, dado que

Y] y 3 son constantes, consecuencia de la ecuacién (3.13), entonces # es constante y por

tanto corresponde a moverse en linea recta. En los dos casos, una condicidon necesaria para

que el movimiento sea Optimo en tiempo es que la aceleracion de las ruedas tengan magnitud

maxima. Utilizando razonamiento andlogo en el caso que %(¢) se anule en un intervalo no

degenerado de tiempo, se demuestra que los controles extremos son saturado.

36



Capitulo 3. Principio del mdximo de Pontryagin

En conclusidn, la trayectoria de control éptima w*(t) toma valores solo en el conjunto
U, = {—a,a} x {—a,a} y al cambiar entre estos valores genera discontinuidades, que en
este caso se conocen como interruptores, ya que estas caracteristicas definen a u*(t) como
bang-bang [23].
El conjunto U, es el de controles extremos para el sistema DDR controlado por las acelera-

ciones en sus ruedas.

Dado que las trayectorias Optimas se obtienen con |a.| = |a;| = a, se tiene dos tipos de
curvas:
1. Cuando a, = —a; = =a se tiene que la aceleracién lineal del robot es nula, entonces

v(t) = v, cuando vy = 0 se produce la rotacion pura. Se sigue que la longitud del

recorrido es s(t) = vt y las ecuaciones de las velocidades son:

v (t) = £at + vy v (t) = Fat + vy w(t) = + 4 + wp.

b
por tanto la curvatura de la trayectoria es:
w(t) a wo
)= —==x—s(t) + —
(®) v(t) bvgs< )+ Vo

entonces la curvatura en cualquier punto es proporcional a la distancia a lo largo de la
curva medida desde el origen, esto define una clotoide. Bajo condiciones para el estado
inicial [16], se puede encontrar la parametrizacion de la curva con integrales de Fresnel,

asi se obtiene la figura (3.2).

2. Cuando a, = a; = =a se tiene que la aceleracion angular del robot es nula, entonces
w(t) = wo y 0(t) = wot + by, cuando wy = 0 se mueve en linea recta. Ademds, la
aceleracion lineal es 0(t) = sign(a,)ay v(t) = sign(a,)at + vy. El radio de curvatura
de la trayectoria es:

. a v
— = szgn(aT)E(Q(t) —b6y) + w—(;.
0

tal radio de curvatura define una involuta de un circulo. Andlogamente al caso anterior,
bajo condiciones para el estado inicial, se puede encontrar la parametrizacion de la

curva [16], asi se obtiene la figura (3.3) involuta de circulo:
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o
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Figura 3.2: Imagen extraida de [16]. Clotoide obtenida con a, = —a; = a
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Figura 3.3: Imagen extraida de [16]. Involuta de circulo obtenida con a, = a; = a
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CAPITULO 4

Aplicaciéon del SST y SST* al sistema DDR con controles

extremos

Los algoritmos SST y SST* no requieren solucionar un BVP para lograr la optimalidad
asintética, convirtiéndolos en buenos candidatos para resolver cuestiones de planificacion de
movimiento para el sistema dado por un DDR controlado por las aceleraciones en sus ruedas,
ya que para dicho sistema no se conoce la solucion a un BVP. Ademds, como se vio en el
capitulo 3, para dicho DDR se sabe que los controles 6ptimos en tiempo estdn contenidos
en {—a,a} x {—a,a}, lo cual reduce a cuatro la cantidad de controles a considerar en la
implementacion del SST y SST*. En ese sentido se puede ver la ventaja o utilidad de la
integracion de resultados encontrados con fuertes herramientas tedricas, como lo es el PMP,
con métodos mds practicos y modernos, como lo son los planificadores basados en muestreo.

La optimalidad en los algoritmos SST y SST* se logré con la definicién de un nuevo
marco de trabajo y varias hipotesis que debe cumplir el sistema dindmico [22]. Por tanto, para
justificar la aplicacion del SST y SST* al sistema DDR con controles extremos, se muestra

que el problema de planificacion a tratar cumple o se adapta a dicho marco de trabajo.
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4.1. Introduccion

En esta seccion se describe el marco de trabajo en el cual se basan los algoritmos SST
y SST*. Ademas, la adaptacién de los algoritmos al sistema DDR con dindmica de segundo
orden y con controles extremos a dicho marco de trabajo y el cumplimiento de las hipotesis.
La siguiente definicién es el concepto principal en el que se basa la teoria que justifica la

optimalidad de los algorimos SST y SST*.

Definicion 4.1 (Trayectorias d-similares). Las trayectorias 7 y 7’ son d-similares si para una
funcién de escala, continua y no decreciente o : [0,t,] — [0, ¢,/] se cumple que 7'(c(t)) €

Bs(m(t)), donde Bs(m(t)) es la bola abierta centrada en 7 (¢) de radio 4.

Intuitivamente dos trayectorias son J-similares cuando al hacer un recorrido simultaneo
por ambas trayectorias (uso de la funcién o), los puntos no se alejan una distancia mayor a
9. La funcién o : [0,t,] — [0, ] es la tipica biyeccion entre dos intervalos, la cual en este

caso tiene la siguiente forma:

Hipotesis 4.2. El sistema descrito por (2.1) satisface las siguientes propiedades:

1) Condicion de Chow sobre accesibilidad local en pequefio tiempo, es decir, se cumple
que el conjuto de estados alcanzables R(z,T) C V, desde cualquier estado x en un
tiempo menor o igual a 7', sin salirse de una vecindad V' C X de x, tiene la misma

dimension del espacio de estados del sistema X.

ii) Tiene segunda derivada acotada, es decir, existe M € R tal que |%(¢)| < M.

Veamos que el DDR con controles extremos cumple la hipétesis i). Para z = (x, y, 6, v, v;)

se definen los campos vectoriales
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Capitulo 4. Aplicacion del SST y SST* al sistema DDR con controles extremos

UTT—H}IT cosf 0 0

vTTﬂlr sin 0 0 0

ho(z) = by ; hi(z)=10], ha(z) = | 0
0 0 1

0 1 0

entonces el sistema (2.2) es igual a
(:ta ?J’ é? U.Tu Ul) = hO(’Z) + alhl(z) + arh2(Z)'

Veamos que el algebra de Lie £(A), de la distribucién A = {hy, hq, hy}, tiene dimension
5 [20]. Se completan los campos vectoriales para una base a partir del corchete de Lie [, -].

Se definen los siguientes campos vectoriales:

hs(2) = [h1, ho), ha(z) = [ha, ho), hs(2) = [ha, [ho, hal]
5 cost 5 cost g—isme
5 sin 6 5 sin 6 —50089
hs(z)=| —% |, ha(z) = 5% ; hs(z) = 0
0 0 0
0 0 0

El determinante de la matriz [hy he hs hy hs], que tiene las columnas a los h;, es igual a
—%. Como 7 y b son distintos a cero, entonces hy, ho, h3, hy y hs son linealmente indepen-
dientes y por tanto el algebra de Lie £(A) tiene dimensién 5, por tanto cumple la condicién
de Chow descrita en [14] y esto implica que el sistema localmente accesible en pequefio tiem-
po [32], es decir, cumple la hipétesis 1).

Dado que el algoritmo sélo genera funciones de control constantes por partes, el supuesto
de la hipotesis (4.7) y la discretizacion del espacio de control, entonces carece de sentido las

derivadas de las variables de control. Por tanto, para la validez de las hipotesis ii) solo se

consideran las variables de estado (z,y, @), entonces sus primeras derivadas se expresan en
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el siguiente sistema:

T UTT—H)ZT cos 6
y| =" rsing 4.1)
0 Ul

2b

De la ecuacién (4.1) se sigue que:

z Gty cos() — =F Ly sin(6)6
g | = | =F%rsin(f) + =5 cos(0)0 4.2)
0 a"2_ba’ T

Utilizando la norma infinito se tiene que:

( .
|—‘”"2H”rcos(9) — —”*;”lrsin(9)9|,
[1(, §,60)|loo = méx § |99y gin () 4 L=Er cos ()],

2
\

25 cos(6)| + [2524r sin(6)d]

< max ’CLTTWT sin(0)| + |””T+”lr 008(9)9],

ar—ayp
\ 2b

|

dado que la magnitud de las aceleraciones y las velocidades estdn acotadas por a y v,

respectivamente, se cumple lo siguiente:

1665 0) e < mic{a- 407 (a4 0-r- i, )

<méx{a-r+v-

=a-r-max{l +

v a
regngrd
1
a- b’b

Lo que demuestra que el sistema (4.1) cumple con la hipétesis ii). Se utiliz6 la norma infinito

por facilidad de célculo, pero el resultado es valido para cualquier norma, ya que en espacios

de dimesidn finita todas las normas son equivalentes [24].
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Hipoétesis 4.3. La funcién f del sistema (2.1) es lipschitz para los dos argumentos, es decir,

existen K, i{,, > 0 tales que:
£ (20, u0) — f(z1,u0)l| < Kyl[ro — 24]|

£ (20, w0) — f(xo, ur)|| < Kullug — ur]-

Sea (f1, f2, f3, f1, f5) la representacion en funciones coordenadas de la funcién f del

sistema dado por el DDR (2.2) que corresponde a la representacion en (2.1), por tanto:

Uy + U;

fl('xau): 92 TCOSH, f2(x7u>zvr+vl

Ur — U

2b

rsinf,  f3(x,u) = r

f4(ZL',U) = G, f5(x,u) = ay.

Sean Ty, T, € Xy ug, u1 € UconZy = (2o, Yo, o, Vor, Vor), T1 = (21, Y1, 01, V1p, V1), g =

(aor, agy) y u1 = (ay,, ay;). Veamos que f es lipschitz en la variables de estado:

1 (@o, o) — f(@1,wo)|| = ||| f3(To,u0) — f3(T1, uo)

f3(ZTo, uo) f3(Z1, o)

La ultima igualdad expresa que f en la variable de estado es lipschitz si y sélo si la

funcién
f1(T, up) L2y cos 0
9@) = | fol@, w) | = Lty sin 4
f3 (Ea Uo) UTQ_ZWT

es lipschitz. La funcion g coincide con la parte derecha de la ecuacion (4.1). El desarrollo

que le sigue a la ecuacion (4.1) demuestra que la funcién g tiene derivada acotada, lo cual
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implica que g, y por tanto f en la variable de estado, es lipschitz (corolario 1 de la seccién 5
del capitulo 5 de [24]).
Para el cumplimiento de la hipétesis (4.3) falta probar que es lipschitz en las varialbles de

control, lo cual se demuestra a continuacion:

£ (Zo, uo) — f(To, ur)|| = [[(0,0,0, ap, — a1, aor — ax)|
= H(aoham) - (&1r,&1l)!|

= [|uo — uq]|

mas aun se sigue que K, = 1.

El concepto de despeje dindmico (Teorema 4.4) es fundamental en los sistemas en que se
aplican los métodos basados en muestreo, ya que el hecho de querer encontrar una trayectoria
en especifico es desacertado, dado que tiene probabilidad cero de ocurrir. Por tanto los pla-
nificadores se centran en encontrar trayectorias de alguna manera “similares” a la trayectoria

objetivo, en este caso, trayectorias d-similares.

Teorema 4.4. Sea 7 una trayectoria para un sistema como (2.1) que satisface la condicion
de Chow sobre accesibilidad local en pequerio tiempo. Entonces existe 6y > 0, llamado el
despeje dindmico, tal que Yo € (0,0, Y2y € Bs(m(0)) y Yo'y € Bs(n(ts)), existe una

trayectoria 7' tal que ©'(0) = 2y, 7'(t.) = 2’y y my 7’ son trayectorias 0 similares.
Demostracion. Apéndice A en [22]. O
Definicion 4.5.

= El despeje de obtaculos ¢ de una trayectoria 7 es la minima distancia desde los
obsticulos a todos los estados en , es decir, € = infyciy,]2,ex, ||T(t) — 20|, don-

de XO = X\Xf

= Una trayectoria para un sistema dinamico que sigue la ecuacion (2.1), es llamada ¢

robusta si su despeje de obstaculos y despeje dindmico son mayores que 9.

A partir de las definiciones anteriores se puede definir el problema que trata de resolver

este marco de trabajo.
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Definicion 4.6. Dado un sistema dindmico que sigue la ecuacion (2.1), el subconjunto libre
de colisiones X; C X, un estado inicial z, € Xy, una region objetivo X C X'y que existe
una trayectoria ¢ robusta que conecta zy con un estado en X, la planificacion de movimiento

factible 6 robusta encuentra una trayectoria solucién 7 para la cual 7(0) = 2o y 7(t,) € Xg.

Note que la definicién anterior no pide que la trayectoria solucién sea d-similar a al-
guna trayectoria, pero es necesario que exista una trayectoria o robusta que sea solucién al
problema de planificacion. Ademas, dado que los planificadores basados en muestreo se im-
plementan de modo que la funcién de control es constante por partes, es necesario hacer la

siguiente hipdtesis.

Hipotesis 4.7. Para un problema de planificaciéon de movimiento factible § robusto, existe

una trayectoria ¢ robusta 7 generada por una funcién de control constante por partes V.

Como se puede notar, la base del marco de trabajo son las trayectorias d robustas, entonces
propiedades deseables en planificadores de movimineto se deberian redefinir en este enfoque.
Por tanto, la siguiente definicion relaja y adapta el concepto de completitud probabilistica

para los algoritmos con propiedades que dependen del concepto de trayectorias ¢ robusta.

Definicion 4.8 (Completitud probabilistica 6-robusta). Sea HﬁLG el conjunto de las trayec-
torias obtenidas por un algoritmo basado en muestreo en la iteracién n. Un algoritmo basado
en muestreo es probabilisticamente j-robusto completo, si para cualquier problema de plani-

ficacion de movimiento factible J robusto (X, z¢, X¢, ) se tiene que:

ALG
liminf P(37 € H . m es solucién de (Xy, 29, Xg,0)) =1

n—oo
n

Un algoritmo es probabilisticamente ¢ robusto completo cuando eventualmente encuentra
trayectorias de solucidn, en el caso de que exista una trayectoria solucion J robusta.
De igual manera, se debe adaptar el concepto de optimalidad asintética para los algorit-

mos con propiedades que dependen del concepto de trayectorias d robusta.

Definicion 4.9 (Asintoticidad J-robusta casi ptima). Sea c¢* el costo minimo de todas las

trayectorias solucién para un problema de planificaciéon de movimiento factible ¢ robusto
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(Xy, 29, Xg, 0). Sea Y,AL¢ 1a variable aleatoria que representa costo minimo de las trayecto-
ALG

n

riasen [ [, El algoritmo es asintéticamente § robusto casi 6ptimo si

P(limsup Y229 < h(c*,0)) =1

n—oo

donde h: RXR — R es funcién del costo éptimo y el despeje dindmico § tal que h(c*, d) > c*.

La propiedad en la definicion de la funcién h garantiza que el costo de la solucién encon-
trada tiene una cota superior relacionada con el costo éptimo. En los algoritmos propuestos
en [22] se exhibe la propiedad anterior donde A tiene la forma: h(c*,d) = (1 +«-0) - ¢* para
alguna constante o > 0.

Si se argumenta que un algoritmo satisface las definiciones (4.8) y (4.9) para todos los
valores decrecientes de d, entonces este algoritmo satisface las propiedades tradicionales de

completitud probabilistica y optimalidad asintética [22].

4.2. Completitud y optimalidad asintética

Esta demostrado que en un sistema que cumple el marco de trabajo definido en la sec-
cién anterior, el algoritmo SST es probabilisticamente  robusto completo y asintéticamente
0 robusto casi Optimo; y el algoritmo SST* es completo y asintéticamente ptimo [22]. Pro-
piedades deseables para los algoritmos que se implementan en este trabajo, los cuales difieren
con el enfoque cldsico, como ya se ha mencionado, que en la propagacion no se considera

todo el conjunto de controles, solamente los obtenido con el PMP, es decir:
U=[-a,a] X [-a,a] = U={—-a,a}x{—aqa,a}. 4.3)

Por tanto, al demostrar que el método de propagacion, con esa modificacion, sigue teniendo
los atributos requeridos para obtener las propiedades deseables de los algoritmos, se obtiene

el cumplimiento de las mismas propiedades en los algoritmos implementados en este trabajo.

Se requiere que el método de propagacion cumpla el Teorema 17 de [22], el cual garan-

tiza que la probabilidad de que el método de propagacién genere una trayectoria ¢ similar
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a otra es distinta de cero. Esta propiedad muestra que la propagacion es vélida para su uso
en un planificador de movimiento asintéticamente optimo. Antes de enunciar y demostrar el

resultado andlogo a dicho teorema, el cual es el 4.11, se necesita el siguiente lema.

Lema 4.10. El cumplimiento de la hipdtesis (4.3) implica que para dos trayectorias w, 7' y

T > 0 tal que w(0) = 7'(0) = xo y Au = sup,{||u(t) — u/(t)|

}, se cumple que:
[|7(T) —7'(T)|| < K- T -1 . Au
Demostracion. Apéndice B en [22]. O

Teorema 4.11. Suponga que el conjunto de control U de un sistema, que satisface las hipote-
sis (4.2) y (4.3), es finito y tiene N elementos. Sea T una trayectoria generada por una funcion
de control constante por partes V. La probabilidad de éxito para que la propagacion gene-
re una trayectoria 7' §-similar a w, cuando se ejecuta desde el estado 7'(0) = w(0), estd

acotada inferiormente por un valor positivo ps > 0.

Demostracion. Suponga que 7 es concatenacion de n trayectorias 7y, mo, . . ., T, las cuales
son generadas por las funciones de control constantes que concatenadas generan a W, los
controles que se aplican son uq, us, . . . , u, y con duraciones 11, 715, . . ., T,,, respectivamente,
y son menores a 7}, €l tiempo maximo en la propagacién. Ademads, que 7’ es generada por
los controles ), uj, ..., u, con duraciones 77,75, ..., T/, respectivamente. Sea A € (0, 1),
se define los siguientes conjuntos para un estado x que pertenece a la trayectoria 7, es decir,
x € Imagen(r):

Qx(z) = {z € I'magen(r) | Bxs(2) C Bs(x)}
M) = | Bu(2)

Note que 25 (x) C Ax(xz)NImagen(m)y Ax(x) C Bs(z). Considere el conjunto 2, (71 (77))
el cual coincide con una trayectoria contenida en 7. Sea [ty, ;] el intervalo de tiempo en el
que 7 recorre dicha trayectoria. El Teorema (4.4) garantiza la existencia de una trayectoria

similar a 7m; que tiene estado terminal en Ay (7(77)) y aplicando el lema (4.10) se tiene que

Ad

/ / ! /
W) =m(@ <A cwandouh —wil| <

4.4)
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4.2. Completitud y optimalidad asintética

entonces para que 7’ sea 0 similar a 7r; y mds atn su estado terminal esté en A (7 (77)) se
debe cumplir que w/ satisface la desigualdad (4.4) y T} € [t;,1,]. Por tanto la probabilidad

para que el método de propagacion desde 7’(0) genere una trayectoria ¢ similar a 7; es

hoti m _h-t m
TPTOP |U| TPTOP N

donde 14; es el nimero de controles u} que cumplen la desigualdad (4.4). Como consecuencia
del Teorema (4.4) existe una trayectoria ¢ similar a 7w que empieza en 7'(77), por tanto
siguiendo un proceso andlogo desde 7'(7}) se genera un trayectoria d similar a 7 |my con

probabilidad

2?1 —tl & fg—tz ,12 _ (fl—tl)(l?g—tg) )
N Tpp N N2T2 Hatiz

prop prop

continuando este proceso, se sigue que la probabilidad de que la propagacién genere una

trayectoria ¢ similar a 7 es

N»T™

prop

i (l—t) T
[Ty ( ) T (4.5)
i=1
dado que p; > 1 para todo 7, una cota inferior para la probabilidad es

L (E—t
ps = —HR;n(Tn ) (4.6)

prop

]

Aplicando el anterior teorema al DDR con controles extremos, donde N = 4, se tiene que
la probabilidad de que el método de propagacion genere una trayecteria ¢ similar a alguna 7,

generada por una funcidn de control constante por partes, estd acotada inferiormente por
H:’L:l(fi — ti). (4.7)

4T

En conclusion, dado que el sistema DDR con controles extremos cumple con el marco de
trabajo y el teorema anterior garantiza que el cambio en el método de propagaciéon (4.3)
no afecta las propiedades requeridas por los algoritmos, entonces el SST aplicado a dicho

sistema es probabilisticamente o robusto completo y asintticamente J robusto casi 6ptimo;

y el algoritmo SST* es completo y asintéticamente optimo.
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4.2.1. Mayor velocidad de convergencia

El Teorema 4.11 tiene la hipétesis de que el conjunto de control es finito, ya que se queria
ver que el DDR con el subconjunto de controles extremos cumple el marco de trabajo para
aplicar el SST, pero también es valido si se considera todo el conjunto de controles (Teorema
17 de [22]), en el caso del DDR es U = [—a,a] x [—a,a]. A partir de la demostracién del
Teorema 4.11 se puede argumentar, bajo algunas suposiciones, que es mds probable que para
un problema de planificacion con el sistema DDR, se encuentre una solucién mas rapido si
se restringe a los controles extremos.

Considerando todo el conjunto de controles en el DDR y siguiendo los mismo pasos, al igual

que la terminologia, de la demostracion del Teorema 4.11, la ecuacion (4.5) se transforma en:

[Lo (i —t) I =) T,

prop prop

donde el 4a* que aparece en el denominador es la medida del conjunto de controles [—a, a] x
[—a,a] y fi; es la medida (drea) del conjunto de controles u que satisfacen la desigualdad:

Ad

/
[[u; — wil| < K, T, ke

4.9)

Comparando la cota inferior de la probabilidad de que el método de propagacidn, en el DDR
con controles extremos, genere una trayectoria ¢ similar a otra (férmula 4.7), con la parte
derecha de la ecuacion (4.8), se observa que difieren en los términos

L Lk

4n (4a?)"
respectivamente. Para homogeneizar un poco los anteriores términos, se supone que a = 1.
En este caso, la diferencia depende totalmente de ], fi;, se da la igualdad cuando ese
producto es igual a 1. Entonces, si [}, i, < 1 conlleva a que el término (4.7) sea mayor
y por tanto la cota inferior de la probabilidad de que la propagacion genere una trayectoria
0 similar a otra, en el sistema DDR con todo el conjunto de controles, es menor al sistema

DDR con el conjunto de controles extremos. En términos précticos, puede significar mayor
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velocidad de convergencia en la ejecucion del SST con los controles extremos, esto se puede
apreciar en los resultados de la seccién 4.5.3.
Para que [}, fi; < 1, es suficiente que cada fi; sea menor que 1. El valor mdximo de

A0 7 centrada en u; de R2, en caso de que esté

(t; es la medida de la bola de radio KooK Tr

contenida en [—a, a] X [—a, a] (4.9). Entonces, (i; < 1 se cumple cuando:

A0 1

_ 4.10

ya que \/i; es el radio de la bola unitaria de R?. La validez de la desigualdad (4.10) se

puede justificar por cualquiera de los siguientes comentarios:

= En la seccién 4.1 se probé que K, = 1y no se encontré un valor para K, pero se
puede utilizar un valor suficientemente grande, condicionado a los valores de 7; de la

trayectoria, tal que para todo ¢ se satisfaga (4.10).

= El valor de ¢ es intrinseco del sistema y del espacio de trabajo, pero por la definicion
de una trayectoria ¢ robusta, es valido sustituir a ¢ por cualquier elemento de (0, §]. Por
tanto, se puede considerar ¢ suficientemente pequefio para que se cumpla la desigualdad
(4.10), para todo i. Andlogamente, se puede considerar cualquier valor para A en (0, 1),

ya que asi se defini6 en la demostracion del Teorema 4.11.

4.3. Metodologia General

Parte del contenido y desarrollo de secciones anteriores se enfocan en el sistema DDR,
ya que en este sistema estd orientado el objetivo general de este trabajo, que se defini6 en
la seccién 2.1. Por otro lado, hay contenido no relacionado a un sistema en especifico, por
ejemplo, casi todo el capitulo 2 y el Teorema 4.11, esto permite generalizar y mecanizar la
metodologia que se desarrollé en el DDR para otros sistemas.

Es importante recordar que el principal aporte en esta metodologia es la combinacion de
herramientas fuertes en la teoria de control, como lo es el PMP, en métodos més practicos y

modernos, como son los algoritmos SST y SST*. La causalidad de esta combinacién es la
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finitud del conjunto de controles extremos del DDR, teniendo esto en cuenta a continuacion
se describe, en resumen, lo que debe cumplir o los pasos que se tienen que hacer para aplicar
lo hecho en este trabajo a un sistema dindmico, ademds de sus consecuencias.

En primera instancia, la metodologia se aplica a sistemas dindmicos considerando el con-
junto de controles extremos, el cual debe ser de cardinalidad finita. Luego, suponiendo que
(2.1) representa su ecuacion de transicion de estado, para dicho sistema se deben comprobar

las siguientes tres propiedades:
= La condicion de Chow sobre accesibilidad local en pequefio tiempo.
» Tiene segunda derivada acotada, es decir, existe M € R tal que |Z(t)] < M.

= La funcién de transicion de estado del sistema es lipschitz para los dos argumentos, a

saber, la variable de estados y la de controles.

Como consecuencia del cumplimiento de estas propiedades y el Teorema 4.11, al aplicar los
algoritmos SST y SST* a dicho sistema muestreando sélo el conjunto de controles extremos,
se cumplen sus propiedades sobre completitud y optimalidad asintética. Finalmente, como
resultado destacable, se tiene que la aplicacion del SST* a un problema de planificacion de

movimiento, obtiene la trayectoria Optima en costo.

4.4. Implementacion y Complejidad

Se menciona algunos aspectos de la implementacion de los algoritmos SST y SST*, con
las que se obtienen los datos de la siguiente seccidn, con el fin de obtener la complejidad de
dichas implementaciones. Se analiza la complejidad de cada una de las partes del algoritmo

(seleccidn, propagacion y poda), pero antes es conveniente hacer la siguiente definicion.

Definicion 4.12. Si la ejecucion del sistema se emplea en un subconjunto acotado del espacio
de estados, esto es lo usual, se detona por M5, al mdximo ntimero de vertices que puede tener

el arbol.
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Note que M, estd indizado por 5, ya que este parametro es el que controla la dispersion
del arbol y por tanto Mj, estd completamente determinado por el valor de J;.

La complejidad se va a definir en términos del nimero de muestras /V.

1. Seleccion: Cada vez que se aplica el proceso de seleccion se recorre el conjunto Vi 4ipe,
el cual puede crecer linealmente a medida que aumenta el nimero de muestras, hasta
que la cantidad de vértices se aproxima a Ms,. Por tanto, el proceso de seleccion em-
pieza con complejidad cuadrética y luego lineal. Suponiendo que /N, es la iteraciéon
donde la cardinalidad de V., €s igual a M;_, entonces:

O(N) = O(N%) LN < N (4.11)

O(Ms,N) siN > N,
Por comodidad se utiliza la cota lineal para la complejidad del proceso de seleccidn,
es decir, O(M;s,N). Es claro que esta cota también es valida para el comienzo del

algoritmo, por la definicién de Mj,.

2. Propagacion: El proceso de propagacién utiliza los algoritmos (2.7) y (2.8). Para el
primero se utiliza un método de integracién nimerica compuesta, mds especificamente
la regla de Simpson de 3 subintervalos, la cual hace una aproximacion de la forma:

n—2

[ @ar=5 3 (@) + 45 ) + S

i=0,i=i+2
donde h es la longitud de una particion regular del intervalo [a,b] en n subinterva-
los [5]. La complejidad de este método depende de la particion del intervalo, y como
en la implementacion de utiliz6 una particion de cadinalidad constante, entonces esta
parte de la propagacion tiene orden constante, es decir, O(1). Lo que conlleva a una

complejidad lineal en el SST, es decir, O(N).

La segunda parte de la propagacion tiene el mismo comportamineto que la seleccidn,
ya que en cada interacioén debe recorrer todos los elementos de S, el cual tiene la misma

cardinalidad de V tye.
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En conclusion, al igual que la seleccion, una cota para la complejidad de la propagacion

es O(Ms N).

3. Poda: Las funciones I/s_Leaf y Parent que se utilizan en el algoritmo (2.9) tiene
complejidad 1, ya que esa informacién se guarda en el vértice del arbol. El buscar el
elemento mds cercano de S (linea 1 de 2.9), tiene la misma complejidad de la segunda
parte de la propagacion. Luego, el saber si X,y € Vinactive €5 Orden logaritmico en
el tamafio de Vi, qcrive, €ntonces estd acotado por log(Ms, ). Suponiendo que el camino
mas largo desde la raiz a una hoja es de tamafio L, entonces el bucle while se repite a

lo mas L veces.

Todo lo anterior ocurre en cada ejecucion de la fase de poda, entonces en la ejecucion

del SST esta fase tiene la complejidad acotada por:

O(My.N + Llog(M;,)N) = O(Ms,N)

4. Detector de colisiones: Esta funcion se utiliza en la muestra aleatoria y en la trayectoria
que se genera cuando se propaga un vértice, por tanto es bastante utilizada por el SST.
Se implementd una deteccion de colisiones mediante recubrimientos simpliciales [11],
mas especificamente, la deteccion de colision 2D de una circunferencia, que contiene
el robot, con poligonos. La complejidad de este algoritmo depente de la cantidad de
vértices de los poligonos, por tanto tiene complejidad constante, ya que el espacio
de trabajo es fijo. Entonces, la deteccion de colisiones tiene complejidad O(N) en la

ejecucion del SST.

En conclusioén, el SST tiene complejidad lineal en el nimero de muestras por el maximo

ntimero posible de vértices del arbol, es decir, O(M;s N).

4.5. Resultados

El algoritmo SST tiene varios pardmetros para su ejecucion, los cuales influyen de forma

directa en el resultado. Por tal motivo, es de interés ver el comportamiento del algoritmo con
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la variacion de los pardmetros. En esto consiste la presente seccion.
Las variables correspondientes a las caracteristicas del robot y algunas componentes del al-
goritmo se fijan para todas las ejecuciones con las que se obtiene el contenido de esta seccion,

a menos que se especifique lo contrario. Las variables que se fijan son las siguientes:
= El robot inicialmente se encuentraenel estadoxr =y =60 = v, = v, = 0.
= Radio de las ruedas: 1
= Distancia entre el centro del robot y las ruedas: 0.71
= Magnitud médxima de velocidad : 5
= Magnitud maxima de aceleracion: 1
= Intervalo del tiempo de propagacién: [0, 2]
= Nudmero de iteraciones: 150000

Para el analisis del funcionamiento del SST y SST* se hacen 25 ejecuciones en cual-
quier configuracion de los pardmetros a analizar. Ademads, como el principal interés es ver el
comportamiento del algoritmo cuando se cambia el conjunto de controles por los controles
extremos, entonces se fijan las muestras del espacio de estados y tiempo de propagacién con
las que se van a ejecutar el algoritmo. Con el objetivo de que cuando se comparen resultados
de ejecuciones con los mismos pardmetros no influya la parte aleatoria en el resultado, sélo
el cambio del conjunto de controles. Ademas, se utilizan dos espacios de trabajo (figura 4.1)

y cada una tiene una region objetivo diferente:

= Region objetivo 1, espacio de la figura (4.1a): circulo de radio 1 con centro en (55, 55),

no se considera la componente 6.

= Region objetivo 2, espacio de la figura (4.1b): circulo de radio 1 con centro en (0, 55),

de igual manera s6lo se considera la posicion y no la orientacion.

Los resultados en las tablas de esta seccion significan lo siguiente:
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(a) (b)

Figura 4.1: Espacios de trabajo a utilizar en las ejecuciones. El robot es la figura color morado, la

region objetivo es el circulo rojo y los poligonos de color amarillo son los obticulos.

C.E.: Especifica si el algoritmo se ejecutd con el conjunto de controles extremos o0 no.

Exitos: Dice el niimero de veces, que en las 25 ejecuciones, se encontrd una solucién

al problema de planificacion.

Minimo: Es el menor costo que se obtuvo para resolver el problema de planificacion.

Media: Es la media aritmética de los costos obtenidos en las ejecuciones exitosas.

Maximo: Es el mayor costo que se obtuvo para resolver el problema de planificacion.

Des. estandar: Es la desviacion estdndar de los costos obtenidos.

Activos: Es la media aritmética de la cantidad de vértices activos en los arboles que

encontraron una solucion al problema de planificacidn.

Inactivos: Es la media aritmética de la cantidad de vértices inactivos en los arboles que

encontraron una solucién al problema de planificacidn.
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4.5.1. Variacion de 6, en el SST

El parametro J, es el que controla que tan disperso es el arbol, mas especificamente, la
regién donde estd uno y so6lo uno de los nodos del arbol. Por tanto, se espera que a menor
valor de d; mayor la cantidad de nodos en el arbol y mejor costo, como se ve observa en los
resultados. Ademas, el pardmetro gy se fijé en 3.

Se comienza analizando los datos obtenidos en el espacio de trabajo de la figura (4.1a).

C.E. | 6, | Exitos | Minimo | Media | Maximo | Des. estindar | Activos | Inactivos
No | 1.6 23 22.1506 | 25.8749 | 33.0772 29162 2934 1907
No | 1.1 25 21.8181 | 23.5459 | 26.8525 1.31601 8787 4887
No | 0.6 25 20.9869 | 23.2918 | 27.8029 1.4627 29337 9386

Si | 1.6] 23 22.3595 | 24.916 | 32.3435 2.63386 4208 2337
Si | 1.1 25 21.1239 | 23.0156 | 25.293 1.04612 10330 5200
Si 06| 25 21.0409 | 22.4064 | 24.5296 0.84457 33737 9091

Tabla 4.1: Variacion de J, en la regién objetivo 1.

Observando la media aritmética y la desviacion estdndar se puede decir que el algoritmo
tiene mejor rendimiento y es mas estable a medida que d disminuye, independiente de si los
controles son extremos o no. Esa mejora no es gratis, ya que se ve un aumento considerable
del nimero de vértices del arbol y esto conlleva a un mayor tiempo de ejecucion. Dichos
aumentos, del tamafio del arbol y tiempo de ejecucion, se pueden ver en las figuras (4.2) y
(4.3), donde los puntos azules son los vertices del drbol, los segmentos verdes son las aristas
y se distingue el camino de menor costo, el resultado del algoritmo, con el color naranja. La
figura (4.2) corresponden a la aplicacién de los controles extremos y la figura (4.3) a todo el
conjunto de controles.

Cabe aclarar que el camino que se distingue en las figuras (4.2) y (4.3) no es la trayectoria
real del robot en el espacio de configuraciones, sino las aristas que unen los nodos del arbol,
que son lineas rectas. La trayectoria real del robot no difiere mucho en forma, pero se puede

apreciar que el movimiento es suave. Con la figura (4.4) se ve la semejanza global y algunas
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(b) (©)
Figura 4.2: Se utiliz6 el conjunto de controles extremos y gy = 3 (a) s = 1.6, costo= 24.85
y tiempo de ejecucion 32.46 seg. (b) 6; = 1.1, costo= 23.62 y tiempo de ejecucion 68.88 seg. (c)
ds = 0.6, costo= 22.18 y tiempo de ejecucion 194.95 seg.

(b) (0

Figura 4.3: Se utiliz6 todo el conjunto de controles y dpn = 3 (a) 65 = 1.6, costo= 26.69 y tiempo
de ejecucion 21.04 seg. (b) §; = 1.1, costo= 24.23 y tiempo de ejecucion 74.92 segq. (¢) §; = 0.6,

costo= 23 y tiempo de ejecucion 210.49 seg.

partes donde difieren.

S

Figura 4.4: La trayectoria encontrada con el drbol de la figura (4.3a) que sigue el robot.
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Comparando los resultado en base a los controles no cabe duda que el algoritmo tiene
mejor rendimiento con los controles extremos en todos los datos que se analizaron, ya que
tiene mejor media aritmética en el costo de la trayectoria encontrada y es mas estable (menor
desviacion estdndar). Ademads, no se aprecia ningtin efecto contraproducente, por ejemplo, no
hay una relacion significante entre el nimero de vértices del drbol y el conjunto de controles a
considerar, por tanto no se afecta el tiempo de ejecucion del algoritmo. Lo cual es de esperar,
dado que cuando se cambia el conjunto de controles, de tal manera que todo el espacio siga
siendo accesible, no deberia de producir un cambio significante en el tiempo de ejecucion por
como esta disefiado el algoritmo.

Se continua con los datos obtenidos en el espacio de trabajo de la figura (4.1b). Se fij6 el

valor de dgy en 3.5.

C.E. | 0, | Exitos | Minimo | Media | Maximo | Des. estandar | Activos | Inactivos
No | 16| 23 18.5735 | 20.5786 | 23.4071 1.27582 3213 2040
No |1.1| 25 17.3841 | 19.2869 | 21.0414 1.02427 9519 5117
No |06 | 25 17.6257 | 18.8793 | 20.5908 0.70956 31932 10425
Si | 1.6] 25 17.4214 | 19.8232 | 21.505 0.99553 4047 2154
Si | 1.1 ] 24 17.3393 | 18.778 | 20.1891 0.835335 10206 4928
Si 06| 25 16.7247 | 18.1696 | 19.4867 0.659846 33126 9356

Tabla 4.2: Variacion de d5 en la region objetivo 2.

Los anteriores resultados coinciden, en comportamiento, con los de la tabla (4.1). Por
tanto, los comentarios hechos al respecto de los datos de la tabla (4.1) también son validos

para la variacion del d; en la regién objetivo 2.

Las siguientes figuras muestran trayectorias solucion para la region objetivo 2, donde
la figura (4.5) corresponde a los controles extremos y la figura (4.6) a todo el conjunto de

controles.
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)

Figura 4.5: Controles extremos, dpny = 3.5, 03 = 0.6, costo= 17.43 y tiempo de ejecucién 214.45

seg.

§

Figura 4.6: Conjunto completo de controles, dpny = 3.5, 5 = 0.6, costo= 19.9 y tiempo de ejecucion

205.5 seg.

4.5.2. Variacion de 65y en el SST

El pardmetro ¢ g define el tamafio de la vecindad alrededor de la muestra aleatoria, para
la seleccion del nodo con el que se hace la propagacion. Por tanto, se espera que a mayor
valor de dgy se seleccionen nodos de mejor calidad, lo que conlleva a rutas de menor costo,

lo cual se puede apreciar en los datos de esta seccion.

La siguiente tabla muestra los datos obtenidos en el espacio de trabajo de la figura (4.1a),

donde el pardmetro J; se fijé en 1.
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C.E. | gy | Exitos | Minimo | Media | Maximo | Des. estandar | Activos | Inactivos
No 2 25 23.2764 | 28.8982 | 35.5592 3.40427 13238 6836
No 3 25 22.0702 | 24.3506 | 29.0564 1.66873 11137 5770
No 4 25 21.6289 | 23.1105 | 24.9665 0.978608 10384 5309

Si 2 25 22.5136 | 27.251 | 33.6239 2.88247 16873 7766
Si 3 25 21.6273 | 22.8603 | 24.8791 0.915915 12858 6011
Si 4 25 21.2718 | 22.3563 | 24.2754 0.693503 11854 5527

Tabla 4.3: Variacién dp en la region 1.

Los resultados concuerdan con lo que se espera. En efecto, a mayor valor de d gy mejor
costo en promedio y menor desviacion estdndar, independiente de si los controles son ex-
tremos o no. Andlogo a la variacion ¢, tal mejora no es gratis, ya que aumenta el tiempo de
computo al considerar mds vértices para seleccionar el que se propaga. Aunque, este aumento
de tiempo es menor comparado con el que proporciona la variacién de J, ya que el tamafio
del arbol no depende tanto de dz como de J,, esto se puede apreciar en la figura (4.7) y
comparando con la variacion de J, en la figura (4.2). En la figura (4.8) se puede ver, con mas

detalle, las trayectorias solucion de la figura (4.7).

(a) (b)

Figura 4.7: Se utilizaron los controles extremos y d; = 1. (a) gy = 2, costo= 24.33 y tiempo
de ejecucion 43.67 seqg. (b) dpn = 3, costo= 22.84 y tiempo de ejecucion 45.73 seg. (¢) dpy = 4,

costo= 20.97 y tiempo de ejecucion 48.54 seg.
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J

(a) (b) (c)
Figura 4.8: (a) trayectoria de la figura (4.7a). (b) trayectoria de la figura (4.7b). (c) trayectoria de la
figura (4.7¢)

Se continua con los datos obtenidos en el espacio de trabajo de la figura (4.1b). Se fij6 el

valor de §, en 0.9.

C.E. | 0pn | Exitos | Minimo | Media | Maximo | Des. estindar | Activos | Inactivos
No | 2.5 25 17.8023 | 20.233 | 22.7573 1.31228 17878 8442
No | 3.5 25 17.6186 | 19.2117 | 20.5853 0.80627 15176 7135
No | 4.5 25 17.0747 | 18.3405 | 20.6235 0.824177 13351 6364

Si | 25 25 17.5062 | 19.0992 | 20.2248 0.646655 19565 8216
Si | 35 25 17.5454 | 18.6663 | 19.9323 0.634101 15539 6576
Si | 45 25 17.1304 | 18.2113 | 19.3288 0.520687 13836 5889

Tabla 4.4: Variacion dpy en la region 2.

Al igual que en la variacién del d,, los resultado de la regién objetivo 2 tiene el mismo
comportamiento que los obtenido en la region objetivo 1 al variar a gy, lo que da mas
de soporte a lo esperado tedricamente. Ademads, se puede notar una diferencia un poco mas
significativa en el nimero de vértices del arbol al variar a gy, que en los resultados de
la region 1. Disminuye el nimero de vértices a medida que crece dpy. Ya que entre mas
grande es dpy se tiende a perder la exploraciéon y como la cantidad méxima de vértices

esta controlada por J,, esa perdida de exploracion se ve reflejada en el nimero de vértices.
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Este comportamiento es mas notable en la tabla (4.4) que en la tabla (4.3) ya que se utilizd
un valor de §, mds pequefio, esto conlleva a que halla mas vértices en la misma region del
espacio de trabajo y por tanto una mayor diferencia en el tamano del drbol cuando se reduce

la exploracion. En las figuras (4.9a) y (4.9b) se puede apreciar ligeramente esta diferencia del

tamano de los arboles.

(@ (b) (0
Figura 4.9: Se utilizaron los controles extremos y d; = 1. (a) gy = 2.5, costo= 19.41, tamafio del
arbol 20904 y tiempo de ejecucion 105.36 seg. (b) dpn = 3.5, costo= 18.79, tamaiio del arbol 17380
y tiempo de ejecucion 89.63 seg. (c) dpny = 4.5, costo= 18.53, tamafio del arbol 16085 y tiempo de

ejecucion 89.5 seg.

(a) (b) (c)
Figura 4.10: (a) trayectoria de la figura (4.9a). (b) trayectoria de la figura (4.9b). (c) trayectoria de la
figura (4.9¢)

Comparando los resultado en base a los controles, en un algoritmo con los mismo parame-

tros y ambiente, se tiene mejor rendimiento con los controles extremos, ya que tiene mejor
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media aritmética y es mas estable. Ademds, tampoco se aprecia ningtn efecto contraprodu-

cente como en la seccidn anterior.

4.5.3. SST*

El meta-algoritmo SST* (2.10) tiene un proceso que va reduciendo a dgy y ds mientras
aumenta NV, parametros del SST, el cual depende de un £ € (0, 1). El proceso de incremento
de N es exponencial, por tanto puede aumenta considerablemente el tiempo de ejecucion del
SST en cada iteracién, dependiendo del valor de . Cuando £ es “cercano” a 1 los pardmetros
varian mds lento que cuando se “aleja” de 1. Ademads, una variacién “lenta” de o5 y dpn
hace que el nimero de vértices del arbol también aumente “lento”, por lo que se necesita un
valor de n (ver algoritmo 2.10) mas grande para lograr llenar todo el espacio y asi alcanzar
la optimalidad (figura 4.11). Por otro lado, una variacién “rapida” de d,, dpny y N hace que
el nimero de vértices del drbol aumente “rapido”, lo que conlleva al tiempo de ejecucion del
SST aumentar enormemente y sélo se pueda utilizar valores pequefios de n (figura 4.12).

Las figuras 4.11 y 4.12 muestran la variacion de los parametros del DDR para dos valores
de &, donde el eje horizontal son las iteraciones del SST en el SST*. En la figura 4.11 se
observa una variacion lenta de los parametros, se pueden hacer hasta 17 ejecuciones del
SST antes que N llegue al orden de 10°, pero en las 20 ejecuciones del SST ya se habria
acumulado una cantidad aproximada de 9 x 10° muestras aleatorias, donde los pardmetros
0pN Yy 05 sOlo variaron de 4 a 2.72 y de 1.6 a 1.09, respectivamente. En la figura 4.12 se
observa una variacién mds rapida de los parametros, con una variacién mas significativa de
ds ¥ 0pn, pero solo se pueden hacer 5 ejecuciones del SST antes que N llegue al orden de
105 y en s6lo con n = 10 se acumula mas de 23 x 10° muestras aleatorias, lo que conlleva a
gran tiempo de ejecucion.

En conclusion es dificil, computacionalmente hablando, llegar a una reduccion significati-
va de d, y dpn para apreciar el maximo potencial del algoritmo. Atn asi, se hace la ejecucion
del SST* para las dos regiones objetivo que se estan considerando, con £ = 0.95 que permite

realizar 7 ejecuciones del SST antes que /N alcanze un orden cercano a 10° y una reduccién

63



4.5. Resultados

considerable de d, y dpn.
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(a) (b) (©
Figura 4.11: Se definen Ny = 30000, 5, = 1.6, épn, = 4y & = 0.98 (a) Variacién de N. (b)

Variacion de §. (¢) Variacion de dgp.
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(a) (b) (©)
Figura 4.12: Se definen Ny = 30000, ds, = 1.6, dpn, = 4y & = 0.93 (a) Variacién de N. (b)

Variacion de 6. (¢) Variacion de dgp.

Andélogo a la seccion anterior, se hacen 25 ejecuciones del SST* con muestras aleatorias
fijas y los resultados se muestran en la tabla 4.5. Para las dos regiones objetivo se utilizaron
los mismos pardmetros, los cuales son Ny = 30000, 65, = 1.6, dpn, =4, n =Ty § = 0.95.

Cada ejecucion utilizé aproximadamente 1.6 x 10° muestras aleatorias.

Region | C. Extremos | Minimo | Media | Médximo | Des. estdndar | Activos | Inactivos
1 No 20.9366 | 21.8188 | 22.4758 0.389646 8397 5019
1 Si 20.8318 | 21.8505 | 22.9701 0.507127 9136 5009
2 No 16.604 | 17.6786 | 18.5719 0.5324 9535 5333
2 Si 17.1365 | 17.8446 | 18.5764 0.387081 9785 4885
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Tabla 4.5: SST* con £ = 0.95.

No se puede extraer informacion significativa de la tabla 4.5 para comparar el cambio del
conjunto de controles, por la semejanza de los resultados, entonces se analiza el comporta-
miento del SST* en el transcurso de su ejecucion de la siguiente manera: en cada iteracion
del SST, en el SST*, se guarda el menor costo de una trayectoria a la region objetivo, en caso
de que exista, para cada una de las 25 ejecuciones del SST*. Con esos valores se hace un
promedio y asi se genera la figura 4.13. El eje horizontal marca la iteracién del SST en la

ejecucion del SST* y el vertical el costo promedio.

40.0
3.5 8
5.0 %
25
24
300
2
275

5.0 20

25 L 13 e

(a) (b)
Figura 4.13: La gréfica azul corresponde al SST* con controles extremos y la de color naranja al

SST* usual. (a) Region objetivo 1. (b) Regién objetivo 2.

Ademas se hacen experimentos con una modificacion de los pardmetros diferente a la
establecida en el algoritmo 2.10, con el fin tener mas datos para observar el comportamiento
del SST*, ya que es limitada la informacién que se encuentra con sélo las 7 ejecuciones del
SST que se realizaron en los anteriores experimentos. Se opta por una modificacion lineal
de los parametros, con el objetivo de hacer més iteraciones y poder hacer una reduccion mas
significativa de d5 y dgy, sin que se aumente enormemente el tiempo de ejecucion del SST.
Esta actualizacion también permite considerar pardmetros iniciales mds grandes, lo cual se
aplicé a o5, y dpn,. Sin embargo, con una actualizacién lineal de los datos es mds dificil

alcanzar optimalidad asistética del SST*, ya que el aumento de N no es suficiente para ma-
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nejar el aumento del tamafio del arbol que resulta en la reduccién de 65 y dpy, pero estos

experimentos se hacen bajo la premisa de que el comportamiento obtenido con el cambio de

controles no tiene porque diferir al que se obtiene con la actualizacion usual, como muentran

los resultados.

Andlogo a como se realiza la toma de datos en los experimentos anteriores, se hacen 25

ejecuciones del SST* con muestras aleatorias fijas y los resultados se muestran en la tabla

4.7. En este caso, la actualizacion de los pardmetros esta en la tabla 4.6 y en ambas regiones

objetivo el algoritmo SST se ejecuta 13 veces, en una ejecucion del SST*, por tanto al final

se tienen los parametros s = 0.6, gy = 2y N = 150000 para el SST.

Parametros | Region objetivo 1 Region objetivo 2
Ny = 30000 Ny = 30000
Iniciales 05y = 1.8 05y = 1.8
dpn, =44 BN, =D
N = Ny + 10000 -7 | N = Ny+ 10000 -2
Actualizacién | 65 = 05, — 0.1 -7 ds =05y —0.1-12
0pny = 90BN, —0.2-4 | dpy = 0pn, —0.25 -4

Tabla 4.6: Parametros iniciales y actualizacion de ellos en los experimentos con variacion lineal.

Region | C. Extremos | Minimo | Media | Méaximo | Des. estandar | Activos | Inactivos
1 No 20.5528 | 21.5342 | 22.2097 0.442993 42715 12350
1 Si 20.8637 | 21.5716 | 22.3695 0.406407 50399 14027
2 No 16.3869 | 17.3313 | 18.2553 0.533243 47944 13908
2 Si 16.8044 | 17.6388 | 18.3213 0.421347 54783 13408

Tabla 4.7: SST* con actualizacién lineal de los pardmetros.

Como se ve en la tabla 4.7, el unico valor que difiere significativamente al cambiar el

conjunto de controles es el nimero de vértices en el arbol. Por tanto, el tiempo de ejecucion
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con los controles extremos es mayor y solo en ese sentido, a partir de los datos que muestra
la tabla, se puede afirmar que el SST* tiene peor rendimiento considerando s6lo los controles
extremos, ya que se tiene resultados similares en el costo, con mayor tiempo de ejecucion.
Sin embargo, esto no es suficiente para analizar los resultados, por tanto se observa el com-
portamiento del SST* en el transcurso de su ejecucion con la figura 4.14, de la misma forma

que se genero la figura 4.13.
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(a) (b)
Figura 4.14: La gréfica azul corresponde al SST* con controles extremos y la de color naranja al

SST* usual. (a) Region objetivo 1. (b) Regidén objetivo 2.

Como primera observacion, las figuras 4.13 y 4.14 concuerdan con lo mencionado en la
seccion 4.2.1, de que al considerar el conjunto de controles extremos se tiene mayor velo-
cidad de convergencia. En efecto, ya que en la primera ejecucion del SST, en el SST* con
actualizacion lineal, se encontraron trayectorias que solucionan los problemas de planifica-
ciéon de movimiento, caso contrario al considerar todo el conjunto de controles. Ademads, en
iteraciones del SST también se observa mayor cantidad de éxitos con los controles extremos,
como se ve en las tablas 4.8 y 4.9. Por tanto, es mds probable encontrar una solucion, con
menor nimero de muestras aleatorias, con el conjunto de controles extremos.

El anterior andlisis fue en términos de solucionar el problema de planificacion, ahora se
analiza la calidad de las soluciones. En principio, con los controles extremos se encuentran

soluciones de mejor calidad, pero a medida que aumenta las iteraciones del SST se van igua-

67



4.6. Modificaciones en el SST

lando los resultados, hasta el punto de no poder distinguir las graficas (figuras 4.13a 'y 4.14a).
Ademas, no se puede apreciar un dominio en toda la ejecucion del algoritmo, ya que se ven
intersecciones de las gréaficas (figura 4.13b y 4.14b). Este comportamiento puede explicarse
por la optimalidad asintética del SST*, ya que cualquier conjunto de controles que mantenga
las condiciones expuestas en la seccion 4.3, hace que el algoritmo converga al 6ptimo, por

tanto tiende a dar resultado similares al aumentar el nimero de ejecuciones del SST.

Exitos en ejecuciones del SST Iteracién

Region C. Extremos 1123 ]4
1 No 151222323
1 Si 1924|2425
2 No 1923|2325
2 Si 23 1251|2525

Tabla 4.8: Numero de éxitos en las primeras 4 ejecuciones del SST, en las 25 ejecuciones del SST*

con & = 0.95.
Exitos en ejecuciones del SST Iteracion
Regién C. Extremos 11234
1 No 0 [13]23]23
1 Si 18 12212323
2 No 0 [15]23 |24
2 Si 19 123124 |24

Tabla 4.9: Numero de éxitos en las primeras 4 ejecuciones del SST, en las 25 ejecuciones del SST*

con actualizacién lineal.

4.6. Modificaciones en el SST

En esta seccion se proponen dos modificaciones en el SST, aplicado a un sistema con

el conjunto de controles extremos finito, con el fin de mejorar el costo de las soluciones
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encontradas, a saber, una heuristica y un método exhaustivo. Las modificaciones se hacen en

el método de propagacion, de la siguiente manera:

= Método exhaustivo: Desde el vértice seleccionado a propagar se van generando nue-
vos estados, con integracion directa, aplicando cada uno de los controles extremos, con
la misma muestra para el tiempo de integracion, y cada vez que se genere un estado
que cumple la condicion para ser un nuevo vértice, esto es que sea localmente el me-
jor (Algoritmo 2.8), se agrega al arbol con su respectiva arista, es decir, se hace una

propagacion.

= Heuristica: Similar al método exhaustivo se van generando nuevos estados desde el
vértice a propagar con cada uno de los controles extremos, pero en este caso, se va se-
leccionando el control a aplicar de manera aleatoria (uniforme) y s6lo se agrega al drbol
el primer estado que cumpla lo requerido para ser el nuevo vértice. Andlogamente, el

tiempo de integracion es el mismo para los estados generados.

El método exhaustivo se aparta de la metodologia clasica de la planificacion de movi-
miento basada en muestreo, ya que en una iteracion se puede agregar mas de un vértice al
arbol, los cuales estan conectados con el mismo vértice. A diferencia de la heuristica que a lo
mas agrega un vértice, aunque similarmente, puede que utilice todos los controles extremos.

Cabe mencionar que no se analizard con rigor estas modificaciones, ya que son propues-
tas para futuros trabajos, s6lo se mostraran algunos resultados para ver su comportamiento.
Ademds, solo se aplican a la actualizacion linal de pardmetros.

Para analizar estas modificaciones, se ejecutan en el SST* con el DDR y se generan gréficas
como 4.13 y 4.14 que muestran el comportamiento del SST, con sus iteraciones en el SST*.
La actualizacion y el comienzo de los parametros del SST es la misma, en cada region objeti-
vo, que en la seccion anterior y ademads se hacen las 25 ejecuciones con las mismas muestras,
para evitar mayor influencia de la parte aleatoria, aunque en este caso s6lo se hacen 11 ite-
racion del SST en el SST*. Los resultados de esta propuesta de andlisis de muestran en la

figura (4.15), ademds, para hacer una comparacidn, también se muestran de los resutados del
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Figura 4.15: Las graficas de color azul corresponden al SST* usual con el conjunto de controles
extremos, son las mismas de la seccidn anterior, las rojas al método exhaustivo y las verdes a la

heuristica. (a) Region objetivo 1. (b) Regién objetivo 2.

SST* usual con el conjunto de controles extremos, graficas azules de la seccidn anterior.

Se obtienen los resultados esperados, ya que en las primeras iteraciones del SST las dos
modificaciones encuentran soluciones de mejor calidad. Esta mejora no es gratis, pues se
aumenta las operaciones que debe hacer el algoritmo y conlleva a un mayor tiempo de ejecu-
cion. Ademas, se puede apreciar un mejor comportamiento con la heuristica, ya que en gran
parte de las ejecuciones es la que presenta los menores costos y el tiempo de ejecucion es me-
nor que el del método exhaustivo. Por otro lado, a medida que aumentan las iteraciones del
SST, se encuentran resultados similares, esto debido a la propiedad de optimalidad asintética

del SST*, como se menciond en la seccidén anterior.
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CAPITULO 5

Conclusiones y futuros trabajos

En este trabajo se estudio el efecto de utilizar los controles localmente dptimos obteni-
dos con el principio del maximo de Pontryagin, como entradas para los métodos basados en
muestreo SST y SST*, en términos de la velocidad de convergencia y del costo de las trayec-
torias encontradas, aplicados a problemas kinodindmicos en el sistema noholonémico dado
por un robot de manejo diferencial controlado por las aceleraciones en sus ruedas, con lo que
se logrd concluir que el uso de esos controles aumenta la velocidad de convergencia a un
costo de trayectoria dado y reducen el costo de las trayectorias obtenidas por los algoritmos,
para un numero fijo de iteraciones. Ademads, debido a que el SST* es asintéticamente 6ptimo,

se obtienen las trayectorias minimas en tiempo.

En cuanto a las aportaciones de esta tesis, la metodologia que se desarrollé en el DDR
para alcanzar el objetivo general de este trabajo se generalizé y mecanizd para su aplicacion
en otros sistemas, se demostro que el SST* con las modificaciones propuestas es probabilisti-
camente completo y asintticamente 6ptimo. Ademas, se dieron justificaciones para que los

algoritmos con controles extremos converjan mas rapido que los convencionales, aplicado al
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sistema DDR, esto acompafiado de un estudio experimental.

Como futuros trabajos se puede buscar mas sistemas dindmicos para aplicar la metodo-
logia que se generalizé en esta tesis, hacer un andlisis profundo sobre la velocidad de conver-
gencia y la calidad de las soluciones encontradas por los algoritmos con las modificaciones
propuestas en 4.6, incorporar trayectorias obtenidas con la metodologia, en algin sistema,
en cascos de realidad virtual para exponer a usuarios humanos a dichas las trayectorias y

determinar si les son agradables [3].
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