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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de la probabilidad de ruina para un proceso de riesgo
de renovacion con reclamos con cola de variacion regular. Este problema ha sido ampliamente
estudiado en el caso que se tiene un horizonte infinito, es decir la probabilidad de que acurra la
ruina en algin momento, ademads bajo el supuesto de que los reclamos llegan de acuerdo a una
variable aleatoria Poisson. Los resultados presentados en este trabajo se enfocan en estudiar
aproximaciones de la probabilidad de ruina en un horizonte finito, que en general es mds
complicada de calcular. También se presentan resultados importantes de Teoria de Valores
Extremos, los cuales permiten determinar en qué casos es posible aplicar las aproximaciones
estudiadas, utilizando bases de datos. Por ultimo se muestran ejemplos en los cuales se aplica

a detalle la metodologia estudiada.
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Introduccion

Pensemos en una empresa que se dedica al aseguramiento de bienes. Los asegurados
pagan primas por los seguros en ciertos periodos de tiempo y a su vez la empresa recibe
reclamos de forma aleatoria. Suponemos que las reclamaciones se producen seguin un proceso
puntual N = (N(¢) : t > 0), también que las reclamaciones (Y} : £ € N) forman una
sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas con E[Y;] = pu >
0, y ademads que el capital inicial de la empresa es © > 0 y que los asegurados pagan una
prima de riesgo ¢ > 0 por unidad de tiempo. Asi que el capital de la empresa a través
del tiempo como modelo matematico, se puede plantear como el proceso de riesgo R(t) =
U+ ct — i\/:(tl) Y%, paratodo t > 0.

Ahora, definimos el tiempo de ruina del proceso R(¢) como la primera vez que la empresa
tiene una reserva de riesgo negativa, es decir, 7' := inf{t > 0 : R(t) < 0}. Uno de los
problemas importantes de la teoria del riesgo hace referencia al célculo de la probabilidad de
ruina ¢(u) = P[T < oo|R(0) = wul, es decir, la probabilidad de que el proceso de riesgo
llegue a ser negativo. Por otro lado, una compaiiia de seguros normalmente esta interesada en
conocer la probabilidad de que la ruina ocurra antes del tiempo ¢. La probabilidad de ruina de
tiempo finito ¢(u, t) se define por ¢(u,t) = P[T < t|R(0) = u|. Muchos de los resultados

de estas distribuciones son expresiones complicadas que se han obtenido utilizando métodos
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analiticos. Una metodologia interesante para dar una aproximacion de las probabilidades de
ruina, es el estudiar bajo que condiciones estos procesos de riesgo convergen débilmente a
procesos a-estables, dado que para ellos se conocen resultados asintéticos relacionados con

funcionales de ruina.

Este trabajo tiene como finalidad presentar a detalle resultados que permiten aproximar
débilmente procesos de riesgo a procesos a-estables, y que a su vez sus respectivos tiempos
de ruina también converjan débilmente al tiempo de ruina de un proceso de riesgo a-estable,
esto con el objetivo de poder establecer aproximaciones para la probabilidades de ruina de

dichos procesos.

En el Capitulo 1 se estudian los resultados necesarios sobre convergencia débil en espa-
cios métricos para el desarrollo de la tesis. Se presentan resultados sobre el espacio de Sko-
rohod D(R™, E), donde E es un espacio métrico, debido a que los procesos aproximantes al
proceso de riesgo tienen trayectorias en este espacio. Luego, se exponen los resultados prin-
cipales sobre convergencia débil en D(R™, F). También se muestran resultados importantes
acerca de variables y procesos a-estables que son de gran utilidad para los capitulos poste-
riores del trabajo. En el Capitulo 2 se exponen los resultados mds importantes del articulo
Furrer et al. (1997), los cudles estdn enfocados en dar condiciones suficientes bajo las cudles
una sucesion de procesos de riesgo convergen débilmente a un proceso a-estable con deriva,
ademds de mostrar como esto implica que también hay convergencia débil entre sus tiempos
ruina. Para concluir este capitulo se presenta una relacién asintdtica para la probabilidad de
ruina de procesos a-estables con deriva, que en conjunto con los resultados anteriores per-
mitird dar aproximaciones de la probabilidad de ruina de dichos procesos de riesgo. En el
tercer capitulo se presentan resultados relevantes de la teoria de valores extremos. También
se estudian resultados que permiten caracterizar los dominios de atraccién maximales, esto
con la justificaciéon de que si conocemos el dominio de atraccién maximal de la distribucién
de los montos por reclamos en una sucesion de procesos de riesgo, bajo ciertas condiciones,
es posible conocer el tipo de proceso a-estable con deriva al que convergen débilmente estos

procesos sin la necesidad de conocer la distribucién original de los reclamos. Por tltimo en el
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Capitulo 4 se muestra como utilizar los resultados de los Capitulos 2 y 3 para dar aproxima-
ciones de la probabilidad de ruina de ciertos procesos de riesgo en el caso que no se conoce la
distribucién de los montos por reclamo. También para ciertos procesos de riesgo especificos
se compara la aproximacion de la probabilidad de ruina presentada en el Capitulo 2 con una

aproximacion obtenida mediante simulaciones.







CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo se presentan resultados acerca de la convergencia débil de procesos es-
tocdsticos en la topologia de Skorohod. En la primera seccion se estudian conceptos preli-
minares de convergencia débil, asi como su definicidn y distintas caracterizaciones de ella.
Posteriormente, se estudia la métrica de Skorohod que esta definida sobre el espacio D el
cudl corresponde a la clase de las funciones cddldg, es decir, la clase de las funciones conti-
nuas por la derecha y con limites por la izquierda. Con base en esto se introduce la nocién y
resultados importantes de convergencia débil de procesos estocasticos con trayectorias en el
espacio D. Estos resultados se pueden consultar en Billingsley (2013). Por tltimo se presenta
el concepto de proceso a-estable y algunos resultados que serdn de utilidad en el siguiente

capitulo.

1.1. Convergencia débil en es espacios métricos

Denotemos por (S, d) un espacio métrico, donde d corresponde a la métrica, ademas

denotemos por S la clase de subconjuntos de Borel de S. También denotemos por P(S) el
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1.1. Convergencia débil en es espacios métricos

conjunto de medidas de probabilidad sobre S.

El siguiente resultado indica que todas las medidas de probabilidad en P(S) pueden ser
caracterizadas por sus valores en conjuntos cerrados, es decir si P y () son medidas de pro-
babilidad en (S, S) y para cualquier abierto A € S se cumple que P(A) = Q(A), entonces
P(FE)=Q(FE) paratodo E € S.

Teorema 1.1.1. Cualquier medida de probabilidad en (S, S) es regular, es decir, para cual-
quier subconjunto A C Sy cualquier ¢ > 0 existe un conjunto cerrado F'y un abierto G tal

que FCACGyP(G—-F)<e

Otra forma distinta de caracterizar las medidas de probabilidad es a través de funciones

uniformemente continuas como se presenta en el siguiente resultado.

Teorema 1.1.2. Sean Py Q medidas de probabilidad en S, estas coinciden si [ fdP =

[ fdQ para toda funcién real f acotada y uniformemente continua.

Un concepto que resulta relevante en nuestro estudio es el de tension en un espacio de
probabilidad (.S, S). La importancia de este concepto se centra en proveer un criterio para
probar convergencia débil de procesos estocasticos. Intuitivamente, una medida es tensa si
ella se concentra en algin conjunto compacto, es decir, que la medida de su complemento

resulta ser muy cercana a cero.

Definicion 1.1.1. Una medida de probabilidad P en (S, S) es tensa si para cada € > ( existe

un conjunto compacto K tal que P(K.) > 1 — ¢

En de nuestro interés conocer bajo que condiciones se tiene tension. Para ello, es impor-
tante recordar el siguiente par de conceptos, los cudles tienen relevancia en dar un criterio

suficiente para probar tension.

Definicion 1.1.2. Sea (E,r) un espacio métrico, decimos que es separable si existe un con-

junto A C E denso y numerable.

Definicion 1.1.3. Sea (E, ) un espacio métrico, decimos que E es completo si toda sucesion

de Cauchy de elementos de E converge en E.
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El siguiente teorema nos da condiciones para las cuales una medida de probabilidad es

tensa.

Teorema 1.1.3. Si (S, 1) es espacio métrico separable y completo, entonces toda medida de

probabilidad en (S, S) es tensa.

En ocasiones resulta de gran utilidad caracterizar una medida probabilidad en estructuras
mas pequeiias que la sigma algebra generada, por ello se presenta la siguiente definicion y un

teorema que nos permite caracterizar en espacios mas pequeiios las medidas de probabilidad.

Definicion 1.1.4. Sea G C S una clase de subconjuntos de S, se llama separante si para

cualesquiera probabilidades Py () tal que P(A) = Q(A) para todo A € G, se tiene que
P=qQ.

Teorema 1.1.4. Sea (2, F) espacio medible y sea G C F un m-sistema tal que o(G) = F.
Py Q son probabilidades en (), F) tales que P(A) = Q(A) para todo A € G, entonces

P=0Q.

Recordando que la finalidad de este trabajo es presentar herramientas mediante las cudles
sea posible aproximar a un proceso a-estable por medio de ciertos procesos de riesgo, in-
troducimos el concepto de convergencia débil el cudl sera el tipo de convergencia entre los

procesos de riesgo y el proceso a-estable que se presenta en el siguiente capitulo.

Definicion 1.1.5. Sea (S, S)espacio métrico y P, P probabilidades en (S,S). Decimos que
P, converge débilmente a P (denotado por P, = P) si para toda f € Cy(S) se cumple que
P.f = [ fdP, — Pf := [ fdP.

A continuacidn se presenta uno de los teoremas mds importantes de la teoria de conver-
gencia débil. Este resultado toma relevancia porque brinda distintas formas de probar dicha

convergencia.

Teorema 1.1.5. (de Portmanteau). Sea (S, S)espacio métrico y P,, P probabilidades en

(S,8). Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1.1. Convergencia débil en es espacios métricos

1. P,= P

N

. P.f — Pf paratoda f € Cy(S) uniformemente continua.

o

. limsup,,_, ., P,(F) < P(F) paratodo F € S cerrado.
4. liminf P, (G) > P(QG) para todo G € S abierto.
5. P,(A) — P(A) paratodo A € S tal que P(0A) = 0, donde 0A = AN Ae.

Es posible determinar convergencia débil a partir de clases de conjuntos mas simples. El

siguiente resultado nos da nocién de esta idea.

Teorema 1.1.6. Sea Ap C S un w-sistema tal que que cualquier abierto en S es union de
una familia contable de conjuntos en Ap. Si P,(A) — P(A) para todo A € Ap, entonces
P, = P.

Hemos visto que otra forma de probar convergencia débil, es mostrar que P,,(A) — P(A)
para cierta clase de conjuntos. Andlogamente a la definicién de clase separante, se tiene un
concepto para la clase de conjuntos que determinan la convergencia débil de una sucesion de

medidas de probabilidad.

Definicion 1.1.6. Se dice que una clase de subconjuntos de S, A C S determina convergen-
cia débil si para cualesquiera probabilidades P,, P en (S,S), tal que P,(A) — P(A), para
todo A € Atal que P(0A) = 0, se sigue que P, = P.

Una observacién importante es que si A C S determina convergencia, entonces A es
clase separante.
El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes para que haya convergencia

débil de una sucesion de medidas de probabilidad.

Teorema 1.1.7. P, = P si, y sdlo si, cada subsucesion de { P, },,cn, contiene una subsuceson

que converge débilmente a P.
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A continuacion se presentara el teorema del mapeo continuo y un resultado similar, que
son importantes en este contexto porque permiten introducir la definicién de convergencia
débil de procesos estocdsticos a partir de la definicién de convergencia débil de variables
aleatorias. Ademads, el siguiente par de resultados tienen relevancia en nuestro estudio ya que
son herramienta importante en las demostraciones del siguiente capitulo, en particular en el
Teorema 2.0.2, ya que nos permitiran demostrar que para X,,, X procesos estocdsticos se

cumple que X, (7'(X,)) = X(T(X)) donde T'(X) es el tiempo de ruina del proceso X.

Teorema 1.1.8. (del Mapeo continuo). Sean (S,d) y (S',d') espacios métricos. Sea h :
(S,d) — (S, d') funcién medible y continua, y ademds P, = P en S. Entonces P,h™' =
Ph=Yen S

Teorema 1.1.9. Sea h : (S,d) — (5, d’) una funcién medible y denotemos por Dy, el con-

Jjunto de puntos de discontinuidad de h, es decir,

Dy, = {t . existe una sucesion s,, — t tal que lim h(s,) # h(t)} :

n—oo

Si P, = PenSy P(D;, =0), entonces B,h~* = Ph™L.

Si P, = P en el espacio C, es decir, el espacio de funciones continuas, entonces se
tiene la convergencia de las distribuciones finito dimensionales, sin embargo, el reciproco no
es cierto, es decir, convergencia de las distribuciones finito dimensionales no necesariamente
implica convergencia débil. Ahora introduciremos el concepto de compacidad relativa, el cual
va de la mano con resultados donde hay convergencia débil en espacios mas generales.

La siguiente caracteristica resulta interesante dado que a partir de ella es posible conocer

si hay convergencia débil.

Definicion 1.1.7. Una familia 11 C P(S) = {P : P es medida de probabilidad sobre S'}
es relativamente compacta, si para cada sucesion {P,},cn en 11, existe una subsucesion

{P,, }ken y una medida () € P(S) tal que P,, = Q.

Abhora se presenta el concepto de tension en la familia de medidas de probabilidad.
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1.2. El espacio D

Definicion 1.1.8. Una familia 11 € P(S) se dice tensa si para todo € > 0 existe K C S

compacto tal que

finf P(K)>1—e.

Pell
A continuacidn se presenta el teorema de Prohorov, este resultado de condiciones para

determinar si una familia de medidas de probabilidad es tensa o relativamente compacta.

Teorema 1.1.10. (Teorema de Prohorov). Sea (S, d) un espacio métrico y II C P(S) una
clase de medidas de probabilidad en (S, S).

1. Si 1l es tensa, entonces es relativamente compacta.

2. 8i S es separable y completo, y 11 es relativamente compacta, entonces 11 es tensa.

1.2. El espacio D

Los procesos que se abordan en el siguiente capitulo son procesos estocasticos con tra-
yectorias en el espacio D, por ello es necesario proveer de una métrica este espacio, dicha
métrica induce una topologia la cudl es conocida como la topologia de Skorohod.

Sea (E,r) un espacio métrico, denotemos por D(R™, F) al espacio de las funciones cad-

lag con valores en E, es decir,
DRT,E)={f:R" - E: h'inf(s) = f(t),Vt > O,h}nf(s) = f(t—) existe}.
slt sTt
Denotemos por C(R™, E) el subespacio de funciones positivas continuas en E, es decir,

CR*,E):={f:R* = E: fescontinua} .

Sean
A ={\:R" - R" : )\ es estrictamente creciente }
A ={Xe A" : \esLipschitzy y(\) < oo},
donde
Y(A) 1= esSssups=1>0 logw ,

10



Capitulo 1. Preliminares

y donde esssup denota el supremo escencial de una funcién, es decir, esssup(f) = inf{a €
R: u({x: f(z) > a}) = 0}, donde p es la medida de Lebesgue.

Es posible definir una métrica en D(R™, E') de tal forma que el espacio sea separable y
completo.

Sean z,y € D(R', E), definimos

d(z,y) := inf {fy(/\) \// e‘”d’(x,y,)\,u)du},
0

AEA

donde

d'(z,y, \,u) := sup q(x(t Au), y(A(t) A u)), con q(s,t) =r(s,t) A 1.

>0
El siguiente resultado hace referencia a que tipo de propiedades hereda el espacio de

Skorohod del espacio métrico del que es inducido.

Teorema 1.2.1. Sea (E,r) espacio métrico y D(R", E) el espacio de Skorohod correspon-

diente.

1. Si E es separable, entonces D(R* | E) es separable.
2. d es una métrica en D(R*, E).

3. Si (E,r) es completoy separable entonces (D(R™, E), d) también es completo y sepa-

rable.

La topologia que induce la métrica d en D (R™, E) se denomina la topologia de Skorohod.
Se tiene el proximo teorema que da equivalencias para convergencia de funciones en el

espacio D(R™, E) con la métrica de Skorohod definida anteriormente.

Teorema 1.2.2. Sean x,,x € D(]0,00), E). Son equivalentes las siguientes afirmaciones
a) lim,, o d(x,,x) = 0.
b) Existe {\,} C A tal que

lim y(\,) =0

n—oo
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1.2. El espacio D

lim sup r(z(A\, (1)), x,(t)) =0

n—oo t<T

para todot > 0.
¢) Paratodo T > 0, existe {\,} C A\ tal que

lim sup |A,(t) —t| =0,

n—oo t<T

lim sup r(x(A,(t)), z,(t)) = 0.

n—oo tST

d) Para toda sucesion {t, },en, tal que lim t,, = t se cumple

i ({r (2, (tn), ©(8))] A [r(zn(tn), 2(t=))]) = 0,

n—oo

Una observacion importante, es que en general no existe necesariamente una relacion

entre convergencia puntual y convergencia en D(R™, F).

Proposicion 1.2.1. Sean z,, € D([0,00), E) una sucesion, v € C([0,00), E). Si z,, — =,

entonces Sup,sq |, (t) — x(t)| — 0, cuando n — oo.

La definicién y teoremas previos nos dan herramientas para caracterizar la convergencia

débil de procesos estocdsticoscon trayectorias en D(R™, E).

Definicion 1.2.1. Sea X = {X(t),t > 0} un procesos estocdstico con valores en un espacio

métrico (E,r).Diremos que X tiene trayectorias en D(R™', E) si
P[X(-) e DIR*, E)] =1.

Si X toma valores en D(R™, E) es posible definir su distribucién sobre £ como P =
PX~1(-). Asi, el estudio de convergencia débil de procesos estocasticos se reduce a estudiar
la convergencia de sus respectivas distribuciones. El siguiente concepto es una extencion de
la definicién de tensiéon de medidas de probabilidad. Su importancia radica en determinar un

criterio para saber si hay o no convergencia débil de procesos estocasticos.
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Capitulo 1. Preliminares

Definicion 1.2.2. Sea { X, }ncs una familia de procesos con trayectorias en D(R™, E). Di-

remos que { X, }acr es tensa si la correspondiente familia de distribuciones
€

{Pa() == Pa(XZ'() Yaer
es tensa en P(D(R*, E)).

El siguiente resultado establece condiciones bajo las cudles una familia de procesos es-

tocasticos es tensa.

Teorema 1.2.3. Sea (S, S)un espacio métrico separable y completo. Sea { X, }acr una fami-
lia de procesos con trayectorias en D(R™| E). Entonces { X, }oc1 es relativamente compacta,

si, y solo si,
» Paracadan >0yt € QF, existe un compactoI',,; C E, tal que
mf P [Xo(t) €7, <1 -1,

donde

- g
Ly, ={rek: ygrlf,t r(z,y) < n}.

w» Paracadan >0y T > 0, existe 6 > 0, tal que

sup P[w'(X,,0,T) > n] <n,

dado 6 > 0y T > 0 denota w'(x,d,T) el médulo de continuidad de x, es decir,

w'(x,0,T) := infméx sup  r(zs, x),
{t:i3 ¢ S,te[ti_l,ti)

con {t;} tales que

O=ty<t1 <..<t,1<T<Ht,, y II?fHOfi—ti,l) >5,n€N.

<i<n
Definicion 1.2.3. Sea {X M) :n e N}, X procesos estocdsticos con trayectorias en D(RT | E).
Decimos que {X ) :ne N} converge débilmente a X si para cualquier funcion f continua

y acotada en D(R", E) se tiene que

lm E [f (X™)] = E[f(X)].

n—0o0
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1.3. El proceso a-estable

Sean { X, }, X procesos estocdsticos, si X,, converge débilmente a X lo denotaremos por
X, = X.Enel caso que { X, }, X sean variables aleatorias la notaciéon X,, = X representa
convergencia es distribucion.

El siguiente resultado da una caracterizacion importante de convergencia débil de proce-
sos estocdsticos. Establece que si tenemos que la familia de procesos estocdsticos es tensa y
ademds sus distribuciones finito dimensionales convergen a las distribuciones finito dimen-

sionales de cierto proceso, entonces hay convergencia débil entre estos procesos.

Teorema 1.2.4. Sean (S, S)separable, X y X,, procesos con trayectorias en D(R", E) y sea
Cont(X)={t>0:P[X;,=X,_]=1}.

» Si X, = X, entonces (X

tyo e

L X7) = (X4, .., Xy,), para todo conjunto finito
{t1,...,tx} C Cont(X). Ademds, para cada conjunto finito {t1, ...,t;;} C [0, 00), exis-

ten sucesiones
{th} C [t1,00), ..., {t5} C [tn, o0), tF € Cont(X)
tales que t¥ — t; cuando k — ooy

(X7

t17

W XP) = (X e Xy

» Si {X"}, es relativamente compacta en P(D(R™, E)) y existe B C R denso tal que

(X4,

t17°

LX) = (X, X))

para todo subconjunto finito {ti, ...,t,} C B, entonces X,, = X en D(RT  F).

1.3. El proceso a-estable

En el estudio del comportamiento de capital de compaiias de seguros se ha encontrado
que los reclamos o pérdidas que sufren en muchas ocasiones siguen una distribucion de cola
pesada. El proceso a-estable tiene utilidad porque se obtiene como limite de procesos de

riesgo cuyos reclamos tienen colas de variacién regular. Como veremos en el Capitulo 2, tener
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Capitulo 1. Preliminares

al proceso a-estable como limite permite obtener expresiones asintoticas para la probabilidad
de ruina que en general resultan complicadas de calcular atun utilizando métodos numéricos.
Mas atin, como veremos mds adelante es posible, mediante este tipo de resultados asintéticos,
encontrar aproximaciones para la probabilidad de ruina en horizonte finito, para la cudl son
pocos los resultados y expresiones que se conocen en la teoria de riesgo.

Empecemos por definir una variable aleatoria estable.

Definicion 1.3.1. Decimos que una variable aleatoria X es estable si para X1, X copias

independientes de X, y ay > 0, y as > 0 constantes, existen constantes cy d > 0 tales que

c+ dX 2 a1X1 + CZQXQ.

La notacion X ~ S, (o, 8, n) indica que la variable aleatoria X tiene una distribucion
estable, la cudl depende de cuatro pardmetros, 0 < o < 2 (pardmetro de estabilidad), o >
0 (pardmetro de escala ), —1 < < 1 (pardmetro de simetria) y © € R (pardmetro de
localizacidn). Una variable aleatoria X es estable si su funcidn caracteriztica puede escribirse

como

ot o, B,v,1) = FE [em] = exp [ itu—|yt|* (1—if sgn(t)P) | (1.1)

donde sgn(t) es la funcién signo de ¢ y ¢ viene dada por & = tan(mw«/2) para todo «,
excepto o = 1, en cuyo caso: & = —% log [¢].

Las variables aleatorias estables tienen densidad, sin embargo, existen pocos casos en
los cuales es posible conocer de forma explicita la funcién de densidad. Estos casos son
cuando o = 1/2 (distribucion de Lévy), o = 1 (distribuciéon Cauchy) y v = 2 (distribucién
normal). Una caracteriztica importante del indice de estabilidad es que cuanto mas pequeio,
mas pesadas son las colas de la distribuciéon. Ademads, una variable aleatoria estable X con
indice v < 2, cumple que E[|X|°] = oo para cualquier § > a'y E[|X|°] < copara0 < § <
.

La siguiente proposicion es relevante en nuestro estudio ya que determina la rapidez con
la cual decaen las colas de una distribucion estable. En particular las de una distribucién

estable son de variacion regular.
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1.3. El proceso a-estable

Proposicion 1.3.1. Sea X ~ S, (0,5, 1), con 1 < a < 2. Entonces

! -
lim A P(X > \) = Coi 200 donde €, = S
A—r00 2 ['(2 — a)cos(75})

La demostracion de este resultado se puede encontrar en Samorodnitsky et al. (1994).

Sean { X, } una sucesién de v.a.i.i.d. F',y sea S,, = X; +... + X,,. Sea U una distribucién
estable, decimos que ' pertenece al dominio de atraccion estable de U si y sOlo si existen

constantes a,, = n/® y b, tal que la distribucién de a,; L(S, — b,) tiende a la distribucién U.

El siguiente teorema muestra la relacion que hay entre las distribuciones con cola de

variacion regular y las distribuciones que pertenecen al dominio de atraccidn estable.

Teorema 1.3.1. Una distribucion F' pertenece al dominio de atraccion estable de una dis-
tribucion estable S,(1,1,0), con indice de variacion 0 < a < 2 si 'y sélo si la cola de la

distribucion varia regularmente con exponente «.

La demostracion de este resultado se puede consultar en Feller (2008).

A continuacién se presenta la definiciéon de un proceso a-estable. Este concepto toma
relevancia dado que en el siguiente capitulo se establece de que forma y bajo que condiciones
el monto total por reclamos o perdidas de cierto proceso de riesgo converge débilmente a un

proceso a-estable.

Definicion 1.3.2. Un proceso estocdstico Z, = (Z4(t) : t > 0) con trayectorias en D es

llamado «o-estable estandar si

1. Z,(0) = 0 casi seguramente.
2. Z, tiene incrementos independientes.
3. Zo(t) = Za(s) ~ Sa((t — s)a, B,0) para cualquier 0 < s < t < ooy para algunas

constantes 0 < o < 2, |3] < 1.
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Capitulo 1. Preliminares

Proceso o -estable

-1
I

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Figura 1.1: Se ilustra la simulacién de un proceso a-estable, con pardametros o = 1.2y 5 = 0.

Cuando o = 2, el proceso Z, es un movimiento browniano. Los procesos a-estable son
1/c-similares (a menos que o = 1, 5 # 0), es decir, para todos ¢ > 0, (Z,(ct) : t > 0)y
(c'/*Z,(t) : t > 0) tienen la mismas distribuciones finito-dimensionales. Ademds, la funcién

caracteristica de Z,,(t) es de la forma

E[eieza (t)] _ etv,b(@)

donde / € Ry
0) = [ —-1--"Y
0(0) = [ (@ = 1= ()

con

p q
II(dy) = ymlm,m) (y)dy + |y,mh—oo,o)(y)dy,
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1.3. El proceso a-estable

para dos constantes p, g tales que p, g > 0.

Se demuestra que 5 = %. Por lo tanto, si por ejemplo, 5 = —1, es decir, p = 0,
la medida IT no atribuye masa a la media linea positiva y, en consecuencia no hay saltos
positivos del proceso Z,,.

Abhora, el siguiente resultado da una manera de construir procesos a-estables.

Proposicion 1.3.2. Sea Z, un proceso a-estable, con 1 < « < 2. Entonces se tiene la

representacion
oo

Zay = CH* 3 (0 1 (m < ) — B,

=1

donde 0 <t <1y (v :1€N) es una sucesion de v.a.i.i.d. que satisfacen

)=S0+ 8)

~
2
I
N
I
—_
|
~
=
[

Ademds (I'; : i € N) es la sucesion de los tiempos de llegadas de un proceso Poisson con
tasa unitaria entre llegadas 'y (7, : i € N) es una sucesion de v.a.i.i.d. uniforme en [0, 1]. Las

: . . 1
sucesiones {7;}, {T;} son independientes y C&'“, bga) son constantes.

La demostracion de este resultado se puede encontrar en Samorodnitsky et al. (1994).
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CAPITULO 2

Convergencia débil al proceso a-estable.

En este capitulo expondremos los resultados del articulo Furrer et al. (1997). Como primer
primer resultado importante se presentara las condiciones bajo las cudles una sucesion de
procesos de riesgo converge débilmente a un procesos a-estable con deriva. Posteriormente
se presenta la prueba del resultado que establece que si cierta sucesion de procesos de riesgo
converge débilmente a un procesos a-estable con deriva entonces los tiempos de ruina de
estos procesos también convergen débilmente. Como tultimo resultado relevante se presenta
una relacion asintotica para la probabilidad de ruina del proceso a-estable con deriva.

Comencemos por definir un proceso de riesgo. Consideremos el proceso estocéstico R =

{R(t),t > 0} dado por

N(t)
R(t)=u+ct—» Y, t>0, 2.1)
k=1

donde u, ¢ con constantes positivas, N(t) = max{n: > ;_, T <t} es un proceso de re-
novacion con tiempos entre llegadas 7}, y Yj son variables aleatorias independientes con la
misma distribucién F' con media p. En la teoria de riesgo resulta comun modelar el capital de

una compaiiia de seguros a traves del tiempo mediante este proceso. Podemos interpretar a u
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como el capital inicial de la compaiiia, el valor de ¢ como una prima por unidad de tiempo
que recibe la compania como pago de los asegurados, N (t) el nimero de reclamos que ha
recibido la compaiiia hasta el tiempo ¢ y Y} el monto que se paga por el k-ésimo reclamo.

Una de las preguntas de mayor interés para una compaiiia aseguradora es la siguiente:
(Hasta qué punto la compaiiia aseguradora puede solventarse? Es decir, interesa conocer
cudl es la probabilidad de que la compaiiia se arruine en tiempo finito o en un intervalo de
tiempo dado.

Consideremos el proceso R definido en 2.1. Para conceptualizar la probabilidad de ruina
del proceso R definamos la variable aleatoria 7' como el primer momento en que el proceso

R es menor que cero, es decir,

00, R(t) >0,vt>0
T(R) = 2.2)
inf{t >0:R(t) <0} otro caso

Con la finalidad de evitar que el proceso llegue a la ruina casi seguramente suponemos
lim; o, E[R(t)]/t > 0.

Sea (Q™ : n € N) una sucesién de procesos de riesgo dada de la siguiente manera. Para
cadan € N, u(™ > 0 denota el capital inicial, ¢™ > 0 la prima que se recibe por unidad de
tiempo y N el proceso puntual mediante el cual llegan las reclamaciones (Yk(n) : k € N).

Asi que
N (¢)

QW) =u™ + Mt — N v >0, (2.3)
k=1

Ademads supondremos las siguientes afirmaciones. Yk(n) =Y /¢(n), donde (Yy : k € N) es

una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con funcién de distribucion comun F'y media p tal

que

n

ﬁ Z(Yk — 1) = Zy(1),n — o0, (2.4)
k=1

y la funcién ¢ estd dada por ¢(n) = n'/*L(n), donde L es una funcién de variacién lenta. En
otras palabras, decimos que F’ estd en el dominio de atraccién de Z, (1) (ver capitulo 1).
De aqui en adelante supondremos que el parametro de estabilidad es 1 < a < 2. Esta

condicién la suponemos para que E[Z,(t)] < oo, paratodo t > 0.
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Capitulo 2. Convergencia débil al proceso a-estable.

Sea @ = (Q(t) : t > 0) un proceso estocdstico dado por
Q(t) = u+ ct = \a Zy(t), 1 20, 2.5)

donde u y ¢ son constantes positivas y (Z,(t) : t > 0) es un proceso «a-estable estandar con

B=1.

Proceso de riesgo

[ ]
g
F—
(=]
3
o
[ ]
= 2
a
(= ]
g
[Ty
(=]
g |
[Tp]

0 200 400 600 800 1000

t

Figura 2.1: Se ilustran simulaciones del proceso riesgo Q(t) = u + ¢t — AéZa(t) en funcién del

tiempo, donde u = 500, c = 3, A = 0.5, y & = 1.501.

Denotemos D = D([0, 00), R). Usaremos el siguiente resultado, cuya demostracion se

puede consultar en Whitt (1980).

Proposicion 2.0.1. Sea (Z,, : n € N), Z un proceso con trayectorias en D tal que Z,, = Z.

Sea (N, : n € N) una sucesion de procesos con trayectorias no decrecientes que inician
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en 0, tal que N,, = M\, donde A\ > 0 e I denonta el mapeo identidad de [0, c0) en [0, o).
Supongamos que para cada n € N, Z, y N, que son definidos en el mismo espacio de
probabilidad. Entonces

Zn(Ny) = Z(AN),

cuando n — oQ.
El siguiente resultado muestra condiciones bajo las cuales Q™ (¢) = Q(t).

Teorema 2.0.1. Sea {Y}, : k € N} una sucesion de v.a.i.i.d. con distribucién F, y sea { N™

n € N} una sucesion de procesos puntuales tal que

N®)(t) — Ant
¢(n)

en probabilidad en la topologia de Skorohod, donde \ es una constante positiva. Supongamos

— 0,

también que

1m1GW—Amﬁ;):c,mnwm:u. (2.6)

n—00 ¢(n) n—00

Entonces, cuando n — oo

" (1)
1

()+ct——— =+t — A2, (1),
%

en el espacio D con la topologia de Skorohod.

Demostracion. Sea

(t

QM (t) = u™ 4 Mt — 2.7)

1
¢(n
N (1)

:uM+¢(ém—Amj%>—u(ﬁﬁ%%iﬁz)—5%52:(n—u)Q8)

k=1
g (N(n Ezsgm m) -0

cuando n — oo en probabilidad en la topologia de Skorohod.

Ahora, por hipétesis
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Capitulo 2. Convergencia débil al proceso a-estable.

Por hipotesis
n

b
o(n)

se sigue que [’ es variacion regular. Luego por el corolario 7.1 en

(Yk - ,u) = Zoz<1)’ n — oo,

y como ¢(n) = n'/®

Resnick (2007) se tiene que

[nt]

ﬁ Z(Yk — ) = Zy(t),n — o0, (2.9)
k=1

en el espacio D con la topologia de Skorohod.
Ahora, por hipotesis

) St [N
o(n)

. , a—1 .
en el espacio de Skorohod, como lim,, ,,,n = = 00, se sigue que

200

— )\t} = 0, , cuando n — o0,
n

— )\t] = 0, , cuando n = o0,
n

en el espacio de Skorohod, por lo que w = At, cuando n — oo.

De lo anterior y la Proposicién 1 se obtiene que

{nN(:lL)(t)}

N™)(t)
R 1 . o e
w2 Memw=gay L o= Z00SXNIZ0, @10

en la topologia de Skorohod. Ahora, como

(n) () —
u™ 4+ ¢ <c(") — An%) — I <W) = u+ctenD,

se cumple el resultado por el Teorema de Slutsky.

Definimos

N™(t) = N(nt),

para N (t) en (2.1); aqui suponemos que los tiempos entre llegadas son variables aleatorias
positivas independientes. El proceso N se llama proceso de renovacion.

Sea B = (B(t) : t > 0) un movimiento Browniano unidimensional.

23



Proposicion 2.0.2. Sea (N(t) : t > 0) un proceso de renovacion con tiempos entre llegadas
denotados por {1}, : n € N} y suponemos que existen una constante positiva A > 0y una

funcion de variacion lenta L tales que cuando n — o0,

(Tk — %) = B(t),

en la topologia de Skorohod, donde ¢(n) = \/nL(n). Entonces para 1 < o < 2, se tiene que

[nt]

cuando n — oo,

en probabilidad en el espacio de Skorohod D.

Demostracion.

De la suposicion para 1 < o < 2 observemos que
[nu] 1/9 [nu]
1 1 nt/2 1 1
WZ(Tk—a) ZWWZ(Tk—x)-
k=1 k=1

nl/2
nl/a

- 0y % L”:ﬂl (T, — 3) = B(t) en la topologia de Skorohod,

Usando que o) B

obtenemos

[nu]
1 1
Ly <Tk _ X) S0 @.11)

k=1
en probabilidad en la topologia de Skorohod, por lo tanto converge en distribucién también.

Por otro lado, dado que la trayectoria que para todo ¢ es cero es funcidn continua, entonces

por la proposicion 1.2.1 es suficiente probar que para todo ¢ fijo
P{A} — 0, cuando n — oo,

donde A = {w D SUPg< < W > e}.
Siw € A, entonces
N(ns)(w) — Ans
p N)) —Ans|
0<s<t nlt/e

Luego, existe s := s(w) € [0,] tal que N (ns) — Ans > en'/* § N(ns) — Ins < —en'/*. En

el primer caso se obtiene que
[Ans+enl/e]

Z T < ns.
k=1
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Capitulo 2. Convergencia débil al proceso a-estable.

Definimos u tal que nu = Ans + en'/®, por lo que % = <ns + %) Entonces

1
nu

[nu]

1 1/a
3 (Tk - X) < —E”A , (2.12)

k=1

luego, para u = \s + en'/*~! paratodow € A
1| N[ e
/e ; (T — X) > %
De la desigualdad anterior, tomando el supremo en ambos lados sobre u en [0, A\t + ent/ a‘l},
se sigue que para todo w € A se cumple en este caso
[nu]

1 1 €
AC sup 1/aZ(Tk_X) >X

0<u<Atdent/a—1 T 1

Anglogamente, en el caso N(ns) — Ans < —en'/® se obtiene que para todo w € A se

cumple que
[Ans+enl/e]

Z Ty > ns.
k=1

Definimos u tal que nu = Ans — en'/®. Entonces obtenemos de forma similar a (2.12) que

[nu] 1/a
1 en
E T, — — .

k=1

Luego, tomando el supremo sobre u en [0, A\t — en'/*~1], se sigue que
y 1| A
C sup Ta Z E— X > X

0<u<Attenl/a-1 T k=1

De (2.11), se sigue que

1 1
P sup Ta Z(Tk__) >§ — 0, cuando n — o0,

0<u< At +ent/a—1 T

obtenemos por lo tanto

P(A) — 0, cuando n — oo,

obteniendo el resultado. O]
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Definicion 2.0.1. Sea X un proceso con trayectorias en D. Definimos el funcional de tiempo
de ruina de X como T'(X) = inf{t > 0: X(¢t) < 0}, si el conjunto {t > 0 : X(t) < 0} es

no vacio'y T'(X) = 400 en otro caso.

Definido el tiempo de ruina de un proceso estocdstico, se probard que si Q™ = @,

entonces T(Q™) = T(Q), para esto requerimos los siguientes resultados.

Lema 2.0.1. Sea (X (t) : t > 0) un proceso cadlag. Definimos el proceso de saltos de X
como AX = (AX(t):t > 0) donde AX (t) = X(t) — X(t—). Entonces

{AX # 0} = Uit {(w,1);1 2 0,8 = To(w)},

donde T,, son tiempos de paro respecto a X.
La demostracion de este resultado se puede consultar en Jacod, Shiryaev (1987).

Lema 2.0.2. Sea Q = (Q(t) : t > 0), Q(t) = u + ct — \V/*Z,(t) para todo t > 0y sea (7,,)

la sucesion de los tiempos de saltos de (). Entonces
P2 {Q(7.—) = 0}} =0.

Demostracion. Usando de la proposicion 1.3.2 podemos reescribir ()(t) de la forma

o0

Q(t) =u+ct—AVCY* )" (%F;l/%(n <t)— mbg“)) 1> 0.

i=1
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Capitulo 2. Convergencia débil al proceso a-estable.

Utilizando independencia y que 7 tiene distribucién uniforme en [0, 1] se sigue que

P(Q(1—) = 0) =P(AQ(7) = Q(7x))
—P{ut er+ MO Brib
—avegye ST (3 < ) — pmal) = 0}
i=1,i%k

1
= / P{u + e+ AYCMe g b
0

- Al/an/a Z (fyiF;l/al(Ti < 7)) — BkaEa)> = 0|, = t}dt
i=1,itk

1
— / P{u + cty, + AV B b
0

—AVegle 3 (71-1“;1/0‘1(71 <t) - mkb@) _ o}dt
i=1,ik

1
—/ P(ut ct — \V9Z,(t) = Olry > t)dt
0

=0.
[l

Teorema 2.0.2. Sea T el funcional de ruina. Si Q™ = Q, donde Q™ y Q) dados en 2.3 y

2.5 respectivamente, entonces T(Q™) = T(Q).

Demostracion. Sean z,, y x trayectorias de X, y X, es decir, funciones cadlag tales que
x, — x en la topologia de Skorohod.

Supongamos que 7'(x,,) no converge a T'(x), entonces existe una subsucesion de 7'(x,,)
que converge a ty # T'(z).

Analicemos el caso cuando ty > T'(x). Tenemos que z(7'(z)) < 0, entonces para € > 0
existe un 6 > 0 tal que T'(z) + § < to, y T(z) + 0 es punto de continuidad de z. Sea
e < —z(T(x) + §). Entonces para n suficientemente grande se tiene que z,(T(x) + ) <
e+ x(T(x)+0) < 0, por lo que T'(x,) < T(x)+ 0y esto implica que lim,,_,o, T'(x,) <

T(x) + 6 < toy, lo cudl contradice la suposicién de que lim,,_,o, T'(x,,) = to.
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Ahora supongamos que ¢ty < T'(z), se tiene que z,,(T(z,)) < 0y z,(T(x,)) — x(ty) 6
z,(T(x,)) — x(to—), esto implica por teorema 1.2.2 d) que x (o) < 06 z(to—) < 0. Ahora,
si z(tp) < 0, también tenemos que z(ty) > 0, por lo que z(ty) = 0, entonces por la ley de
logaritmo iterado para procesos a- estables, se sigue que el proceso X toma el valor de cero
una infinidad de veces, por lo que existe un § > 0 tal que to + 0 < T'(z) y z(to +9) < 0lo
cudl es una contradiccion.

Si z(tp—) < 0,y como ty < T'(x) tenemos que x(tp—) > 0, por lo cual z(ty—) = 0.
Si to es un tiempo de salto de = por el Lema 2.3.1 P(X (tp—) = 0) = 0, y si to es punto
de continuidad de x, obtenemos que x oscila alrededor de O en ?j, lo que contradice que
to < T'(x).Porlo tanto T'(X,,) = T(X). O

El siguiente resultado nos da una aproximacion asintotica de P{7T'(Q)) < t} cuando el
capital u — oo, es decir, una aproximacién para la probabilidad de que el proceso () se
encuentre por debajo de cero antes del tiempo ¢ cuando el capital inicial es suficientemente

grande.

Proposicion 2.0.3. Sea 7, un proceso o — estable con pardmetro de asimetria —1 < < 1.

Entonces
P{T — A/ Z4(s)) <
T CA e 21C) 0 S
L 148 SN & B—
donde \I/(U, t) = Ca 2 At(u + Ct) Y C r(2— a)cos( ma)

Demostracion. De la Proposicién 1.3.1 Z,(t) tiene cola de variacién regular. Entonces

paras <t
P(T(u+cs—AN/Zy(s) <t))

lim =1

u—oo P (u+ct — ANV Z,(t) <0)

(ver Willikens (1987)). Por ultimo usando de nuevo la proposicion 1.3.1, se tiene que

 Plutct=NZ,(t)<0) P (%% < Z(1)
lim 75 = lim 15 =1,
U—00 CaT/\t(U +ct) U—00 C’aT/\t(u +ct)~@

lo cual concluye la prueba. 0
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CAPITULO 3

Teoria de valores extremos

Este capitulo tiene como objetivo presentar herramientas de teoria de valores extremos
que permitan caracterizar dominios de atraccién maximales de las distribuciones univariadas
de valores extremos. Estos resultados toman relevancia en nuestro estudio porque al conocer
el dominio de atraccion de una funcion de distribucion F' es posible saber si pertenece 6
no al dominio de atraccién estable. En el caso que F' pertenezca al dominio de atraccion
estable y a su vez corresponde a la distribucién de los montos por reclamos en un proceso
de riesgo, es posible utilizar los resultados del capitulo anterior y asi dar aproximaciones de
la probabilidad de ruina del proceso de riesgo correspondiente. Las demostraciones de los

resultados en este capitulo se pueden encontrar en Resnick (1999), Leadbetter et al. (2012).

3.1. Preliminares de teoria de valores extremos

Esta seccion tiene como objetivo presentar un resultado que de condiciones suficientes
para la existencia de constantes normalizadoras para que el maximo normalizado de una su-

cesion de v.a.i.i.d., tenga distribucién limite. Dicho resultado es el teorema de Fisher-Tippett,
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3.1. Preliminares de teoria de valores extremos

el cudl sera de gran utilidad en la continuacion del capitulo.
Para dar inicio a esta seccion presentamos las tres familias de distribuciones que llamare-

mos distribuciones de valores extremos (para maximos).

Definicion 3.1.1. Consideremos las siguientes familias de funciones de distirbucion:

Distribucion Gumbel

e (E5

¢Gumbel($) =ec ,xGR,MER,O’>O.

Distribucion Fréchet

Grrecner(®) = e ) o> ppeR, a0 > 0.
Distribucion Weibull

dweiran(z) = )z < ppeR, a0 > 0.

Las distribuciones de extremos estdn relacionadas con las distribuciones méx estables.
Una funcién de distribucién G no degenerada es max-estable si, para cada n € N, existen
constantes a,, > 0y b, tales que G"(a,x + b,) = G(x) (o equivalentemente G(a,x + b,) =
G (x)).

Se puede probar que todas las distribuciones max-extables son distribuciones de extremos

y todas las distribuciones de extremos son méx-estables (ver, por ejemplo, Leadbetter).

Definicion 3.1.2. Sea G una funcion de distribucion no degenerada. Denotaremos por D(G)

al conjunto de funciones de distribucion

{F clim F™(apz +b,) = G(2),a, > 0,b, € ]R} :

n—oo
Al conjunto D(G) lo llamaremos dominio de atraccion maximal de la distribucion G.
A continuacion se presenta el teorema Fisher-Tippett el cual garantiza que solo existen

tres posibles dominios de atracciéon maximal, los cuéles corresponden a las tres distribuciones

de la familia de extremos.
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Teorema 3.1.1. (Teorema de Fisher-Tippett). Sea {X,,n € N} una sucesion de variables
aleatorias i.i.d. y sea M, = méx,<;{X;}. Supongamos que existen constantes a,, > 0y b,
tales que

an

donde G es una distribucion no degenerada. Entonces G es una de las distribuciones de

extremos dadas en la definicion 3.1.1.

Observese que el Teorema de Fisher-Tippett no da condiciones para determinar cuando
se puede normalizar el maximo para que converja en distribucidon a una variable aleatoria
no degenerada. Una primera opcidn para estudiar este probable surge del siguiente par de

resultados, donde ambas pruebas pueden encontrarse en Leadbetter et al. (2012).

Teorema 3.1.2. (Aproximacion de Poisson). Sea F' una funcion de distribucion. Sea T €

[0, 0] y sea {uy, }nen una sucesion de numeros reales. Los siguientes limites son equivalentes:

lim nF(u,) = T, (3.1)
n—oo
lim P[M,, <u,|=e" (3.2)
n—oo

Este resultado indica que la convergencia del maximo a un limite es una propiedad que se
puede estudiar analizando solamente la cola de la distribucién de las variables sobre las que

se toma el maximo.

Teorema 3.1.3. Sean X, Xs, ... v.a.i.i.d. con distribucion F. Entonces para 0 < 17 < 00,

F(x)

existe una sucesion {u, } tal que 3.1 se cumple si'y solo si lim,_,,,. Fas) = 1, donde wr =

inf{z >0: F(z) = 1}.

Noétese que el Teorema anterior no implica que los términos de la sucesion {u, },en son
de la forma a,z + b,. Consideremos la funcién de distribucion F(z) = 1 — e=#~**"(*) para

x > 0y cero en otro caso (ver De Haan, Ferreira (2007)). Se puede probar que esta funcién de
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distribucion cumple las condiciones del teorema anterior pero no pertenece a algiin dominio
de atraccion maximal.

La utilidad de este Teorema radica en que permite conocer en qué casos no se puede
normalizar el maximo para que converga en distribucion a un limite no degenerado. Por
ejemplo, si se tiene una coleccion de variables aleatorias i.i.d. con distribucién Poisson, no
existe una sucesion {u,, } tal que (3.2) se satisfaga para 7 € (0, 00).

Para dar solucion al problema de determinar el dominio de atraccién maximal en la si-
guiente seccidon veremos resultados que permiten establecer condiciones para que una distri-

bucidn pertenezca a algin dominio de atraccién maximal.

3.1.1. Dominios de atraccion

A continuacion se presentaran resultados que permitiran caracterizar y diferenciar los
distintos dominios de atraccién maximales.
Sea F' una funcién de distribucion. Denotemos por wp = inf{x > 0 : F(z) = 1}. El

siguiente concepto define una relacion de equivalencia entre funciones de distribucion.

Definicion 3.1.3. Se dice que dos funciones de distribucion F y G tienen colas, denotadas

por F'y G, asintoticamente proporcionales si tienen el mismo extremo derecho, es decir, si

Wp = Wwag, y

. F(x)
xl_lglF G(m) =c> 0.

Esta relacion la denotaremos por F(x) ~ G(x), cuando x — oc. Si ¢ = 1, diremos que F'y

G son asintéticamnete equivalentes. El caso ¢ = 0 lo denotaremos como F(x) = o(G(z)).

Definicion 3.1.4. Una funcién medible U : R™ — R, es de variacion regular en oo con

indice o € R (denotado por U € V R,,) si para toda x > 0

lim

s T (D)

Si o = 0 decimos que U es de variacion lenta, y en general denotaremos estas funciones

con la letra L.
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El primer resultado de esta subseccion da condiciones necesarias y suficientes para que

una distribucién pertenezca al dominio de atraccion Fréchet.
Teorema 3.1.4. F € D(Grrecher) iy solo si F € VR_,, para o > 0.

Si F' es absolutamente continua con densidad f, se tiene una condicién suficiente para

que F S D(¢Frechet)-

Teorema 3.1.5. Sea F' absolutamente continua con densidad positiva f en alguna vecindad

de oco. Si para algiin o > 0,

tfm )

% Flo)

entonces F' € D(@prechet). En este caso podemos escoger a,, de modo que a,, f(a,) ~ a/n,

cuando n — 0.

En vista de la Definicién 3.1.4, resulta interesante determinar qué ocurre con el domi-
nio de atraccion maximal al que pertenecen dos funciones de distribucidén cuando estas son

asintéticamente proporcionales.

Teorema 3.1.6. Sean F'y G funciones de distribucion y supongamos que F' € D(¢rrechet)

con constantes de normalizacion a,, > 0, es decir

nlirlolo Fn((lnl') = ¢Frech€t(x)

Entonces

lim G"(an®) = @rrechet(az)
n—oo

para algiin a > 0 si 'y sélo si F(z) ~ a*G(x), cuando v — oo.

Al dominio de atraccién Weibull lo podemos relacionar directamente con el dominio de

atraccion Fréchet bajo cierta transformacion, lo cudl se presenta a continuacion.

Teorema 3.1.7. F € D(¢weipun) si y s6lo si wp < 0oy F(wp —271) € VR_, cuando

xr — 0. En este caso podemos definir
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y tenemos

F"(wp 4 (wp — an)x) = dweibun(T).

En este caso también es posible dar una condicion suficiente y mas facil de probar en el

caso que existe la densidad de la distribucion.

Teorema 3.1.8. Sea F' una funcion de distribucion con extremo derecho wp < oo absolu-
tamente continua con densidad [ estrictamente positiva en algiin intervalo finito (a,wr).
Si

(wp — ) f(x)

lim E DI _ s,

entonces F' € D(dweivun)-

Al igual que en el dominio de atraccion Fréchet, se tiene que este dominio de atraccion

maximal es cerrado bajo proporcionalidad asintética.

Teorema 3.1.9. Sean F'y G f.d. con wp = wg < 00y supongamos que F' € D(dweipurr) cON

constantes de normalizacion a,, > 0, es decir

nlg{; F"(anx + wr) = dweivuu ()

Entonces

lim G"(a,x 4+ wa) = dweibuu ()

n—oo

para algiin a > 0 si 'y sélo si F'y G son asintdticamente equivalentes con

—Q

F()
lfm = — =
mor G()

Ahora, para dar una caracterizacion del dominio de atraccion Gumbel es necesario intro-

ducir la siguiente definicion.

Definicion 3.1.5. Sea F una f.d. con extremo wr < oco. Supongamos que existe z < wr tal

que F tiene representacion
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donde c es una constante positiva, a(-) es una funcién positiva y absolutamente continua
respecto a la medida de Lebesgue, con densidad o' y lim,_,,, a'(x) = 0. Entonces decimos

que F' es una funcion de Von Mises y que a es la funcion auxiliar de F'.

Una caracteriztica importante de las distribuciones de von Mises que utilizaremos como

herramienta mds delante es el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.1. Sea F' una distribucion de von Mises, entonces F' es absolutamente con-

tinua con derivada f. Si wp = 00, entonces lim,_,, %%) = 0Q.

Una observacién importante es que todas las funciones de distribucién que son de von
Mises pertenecen al dominio de atraccion maximal Gumbel. Mds aun, si /' es una funcion de

von Mises las constantes normalizadoras para el maximo pueden escogerse de la forma

by = Q(1 — n_l) Y an = a(by),

donde a es la funcién auxiliar de F', y @ es la funcion cuantil, es decir, Q(p) = inf{z € R :
p < F(r)}.
Ahora, una forma de caracterizar al dominio de atracciom Gumbel se da en el siguiente

resultado.

Teorema 3.1.10. La f.d. F' con extremo derecho wr < oo pertence al dominio de atraccion
G siy solo si existe algiin z < wr tal que F tenga representacion

F(z) = c(x)exp {— /JC %dt} (3.3)

donde ¢y g son funciones medibles que satisfacen c(x) — cy g(z) — 1 cuando v — wp,
y a(.) es una funcion positiva y absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue,
con densidad o' y lim,_,,,,. a'(z) = 0.

En este caso se puede tomar
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El Teorema hace mencion a que todas las funciones de distribucion que son al menos
asintéticamente proporcionales a una funcién de von Mises, estdn también en el dominio
de atracciéon Gumbel. Por otro lado, en ocasiones resulta complicado demostrar que la cola
de una distribucién es de la forma (3.3), atin con la eleccién de a(x) dada en el teorema.
El siguiente resultado provee una condicién mds sencilla para caracterizar el dominio de

atraccion maximal Gumbel.

Teorema 3.1.11. La fd. I' pertenece al dominio de atraccion Gumbel si y soélo si existe

alguna funcion positiva a tal que

lim F(x + ta(x))
TWE F(x)

Una posible seleccion de esta funcion es a(x) = I—,% L8 F(t)dt.

=e ' t>0.

Al igual que en los casos anteriores, el dominio de atracciéon maximal Gumbel también
posee la propiedad cerradura respecto a proporcionalidad asintética, como indica el siguiente

teorema.

Teorema 3.1.12. Sean F'y G f.d. con igual extremo derecho wrp = w¢ y supongamos que F
pertenece al dominio de atraccion Gumbel con constantes normalizadoras a,, > 0y b, € R,
es decir,

lim F™(anx + by) = dcumber(T)

n—00

entonces

lim G”(anx + bn) = ¢Gumbel(m + b)

n—o0
siy solo si F'y G son asintdticamente equivalentes con

F(z) b
lfm ——2 = ¢,
mor G(z)  ©

3.2. Funcion media de excesos

La finalidad de esta seccion es presentar el concepto de la funcion media de excesos y a
la vez estudiar resultados que usan como herramienta este concepto para la detecciéon de un

posible dominio de atraccién maximal.
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Definicion 3.2.1. Sea X una variable aleatoria positiva en ). Para u € R tal que P(X >
u) > 0, definimos el exceso de u como la variable aleatoria X — u condicionada al evento
X >u.

Si X tiene distribucion F, definimos la funcion media de excesos como
er(u) =E[X —u| X > u. (3.4)

En el caso que F(u) # 0, se tiene que

_ S Fly)dy

Flu) (3.5)

er(u)

Si X tiene distribucién F'y denotamos por F'[*/(x) la distribucién de excesos de X sobre

u. Se puede probar que

— F(x +u)
Fl =
Observemos que si F’ es continua,
er(u) = / Fl(z)dz. (3.6)
0

A continuacion se analizard como determinar el tipo de cola de una distribucién a través de
la funcién media de excesos. Para ello definiremos la distribucién de cola integrada. Esta
distribucion caracteriza a la distribucion original, en este contexto si ella es de cola pesada,

la distribucion original también lo sera

Definicion 3.2.2. Sea F' una distribucion con media finita ;v y F(0) = 0. Definimos la dis-
tribucion de cola integrada F; asociada a F como Fi(u) = i Jy F(y)dy para v > 0,
Fr(u)=0siu <0.

Sea F' una funcién de distribucion, denotemos por mp a la funcién generadora de mo-
. _ [°° _rx
mentos de F, es decir mp(r) = [ e"™dF(z).

Ahora definimos a las distribuciones de cola pesada.

Definicion 3.2.3. Sea F' una funcion de distribucion. Diremos que F es de cola pesada si
mp(r) = oo, para todo r > 0. En el caso que F no se a de cola pesada diremos que es de

cola ligera.
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El teorema que a continuacion se presenta muestra como podemos determinar el tipo de
cola de una distribucién a través de saber el tipo de cola correspondiente distribucion a la de

cola integrada.

Teorema 3.2.1. . Sea F' una funcion de distribucion con media finita 1y F(0) = 0. F} es de

cola pesada si y solo si F' es de cola pesada.

Demostracion. Primero observemos que si mpg(r) < oo, entonces

mp(r) = /0 e Plde) /O h ( /0 ey + 1) F(dz)
:r/owery Uyw”d@} dy +1

:7“/ eV F(y)dy + 1
0

Ahora, de la igualdad anterior y de que F} tiene densidad 5, se sigue que mp, (r) =

fooo €mj¥dl’ = %dm. Dado que ©1 < oo se sigue que mp(r) < oo siy sélo si
mp, (r) < 0o, lo cual completa la prueba. O

El siguiente resultado permite conocer el comportamiento de la cola de la distribucion a

partir de la correspondiente funcién media de excesos.

Teorema 3.2.2. Sea F' una funcion de distribucion de una variable aleatoria X no negativa,

con E[X] = pu < oo, y definimos r.(x) = [ep(z)] ™}, entonces
1. lim, o re(z) = 0 implica que F es de cola pesada.
2. liminf, o 7.(x) > 0 implica que F es de cola ligera.
Demostracion. (1) Sea € > 0, existe zy > 0 tal que
F(z)

e :OO_—< 7v Z 9
Te() T~ Fu)du €, Vo > x
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/xo re(u)du = . —fuoo F(r)drdu (3.7

~ log (i / - F(r)dr) _log GL / °° F(r)dr) (3.8)

<e€(x —x9) < ex, (3.9)

entonces
log (i [ F(r)dr) — log </% f;: F(r)d’r)

X

§€9x2x07

por lo tanto
log (}% [ F’(r)dr)
lim
T—00 xX

Por lo anterior y del Teorema 2.3.1 en Rolski et al. (2009) se sigue que Fy(z) = . [ F(r)dr

=0.

0

es de cola pesada, y por el Teorema 3.2.1 F' es de cola pesada.
(2) Supongamos que b := liminf, ,,, r.(z) > 0. Sea ¢ > 0, entonces existe xy > 0 tal

que para todo x > xy se cumple que

re(x) >b—¢,
entonces
x x0 x o _
/ re(u)du:/ re(u)du+/ i“)dl»/ wdw(b_e)ﬂ, (3.10)
0 x 0 z o z 0 L v

para todo z > zy. Ahora, de (3.8) se tiene que

/Ox re(u)du = log (% /:O F(r)dr) = log (F]([E))

Por lo tanto, tomando lim inf en (3.10) y haciendo ¢ — 0 se sigue que

lim inf —log (FI (x))

T—00 €T T—00

_ h’minf/ re(®) 4. > b > 0.
0

T

Por el Teorema 2.3.1 en Rolski et al. (2009) se tiene que F es de cola ligera, por lo tanto,

del Teorema 3.2.1 F' es de cola ligera.
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Observacion 3.2.1. Se puede demostrar que si F' es una distribucion con cola de variacion

regular, entonces F' es una distribucion con cola pesada.

He o) = eap {— [1 b (%)} ;1/5} |

donde y, := méx{y,0}. Se puede probar que H; ,, es una funcién de distribucion. Para

Denotemos por

& > 0 coincide con la distribucién Fréchet, para ¢ < 0 tenemos la distribucién Weibull y la
distribucién Gumbel aparece como limite cuando £ — 0. A esta distribucion se le conoce
como la Distribucién Generalizada de Extremos (para maximos). En adelante denotaremos
por D(Hg ) al dominio de atraccién méaximal de H , ..

Sean b, a, ¢ € Ry consideremos la siguiente distribucion:

Si¢£0
Prustr) =1 (1+(22))

Pg}mb(l‘) =1- 6_(za_b)),

i

siE=0

talquez > 0si{ >0y0 <z < —% + b si & < 0. Se puede demostrar que P es una
funcidén de distribucion. A la distribuciéon P se le conoce como la Distribucion Generalizada
de Pareto.

El siguiente teorema indica que si una funcion de distribucion pertenece a algiin dominio
de atraccién maximal, entonces es posible aproximar la cola de la distribucién mediante una

distribucion generalizada de Pareto.

Teorema 3.2.3. Sea F' una funcion de distribucion. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

a) F € D(Heap).

b) Existe una funcion medible positiva a tal que, para 1 + s > 0, se cumple que

F(z + sa(z)) )1+ £s)7VE sig#0

lim =
TWER F((L’) e~ s Slf =0
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Teorema 3.2.4. (Pickands-Balkema-de Hann). Sea F' una funcion de distribucion, entonces

F € D(¢.) siy solo si

lim su ——— — P ywolx)| =0
U—WE O<m<wlzr—u F(U> Gl )’0( )

para alguna funcion medible y positiva a(u).

Observacion. Si F’ es una distribucion con cola de variacion regular de indice «, entonces
el pardmetro £ en la aproximacién del Teorema 3.2.4 es de la forma & = é, por lo tanto en la
practica es posible utilizar el método de excesos sobre un umbral para estimar c.

El siguiente resultado indica que todas las funciones de distribuciéon que pertenecen al
dominio de atraccion maximal Fréchet son tales que su funcién media de excesos crece de

manera lineal y tiende a infinito.

Teorema 3.2.5. Si F' es una funcion de distribucion tal que F(x) ~ x=*L(x) con a > 1,
donde L es de variacion lenta en infinito y localmente acotada en [x(, ), para algiin xy > 0,

entonces ep(u) ~ = cuando u — oo y por lo tanto lim,,_, ep(u) = oo.

Demostracion. Por (3.6) tenemos

er(u) = [F(u)] / " Flo + wyd = [F(u)]™ / TR,

Por otro lado, como F(x) ~ 2~ cuando x — oo, para ¢ > 0 y u suficientemente grande,

tenemos

(1—¢) /u T e L) de < / T Pz < (1+€) /u e L(2)da,

entonces por el Teorema de Karamata

(1 —e)u'*Ly(u) < /OO F(z)dr < (14 e)u'"“Ly(u) (3.11)
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donde L, es una funcién de variacion lenta en infinito tal que L(z) ~ (o — 1)La(x),
xr — 00. Se sigue que

u' ™ Lo(u) u=*L(u) u' ™ Lo(u) u=*L(u)

1-— — < <(1 — 3.12
(1-¢) uL(u) F(u) — er(u) < (1+¢) uwL(u) F(u) ’ (3.12)
y para u suficientemente grande
1 L2<$>

1— 1 . 3.13
(15 < Fry <+ 77 (3.13)

Usando la hipétesis F'(x) ~ x~L(z), obtenemos que para u suficientemente grande

1 L 1

u*L{u) (3.14)

< < .
1+e F(u) 1—e¢

Luego de (3.12), (3.13) y (3.14) se tiene que

(:2) (ail)USGF(U) < (i; (ail) u (3.15)

Por lo tanto la prueba se concluye haciendo ¢ — 0 y tomando liminf y lim sup cuando

u — oo en (3.15). ]

El siguiente resultado presenta el comportamiento de er® cyando u — wp y F'pertenece

u

al dominio de atraccion maximal Gumbel.

Teorema 3.2.6. Sea F' € D(Pcumper) con wp = 00y funcion media de excesos er tal que

lim, . ep(x) existe. Se cumple que ep(x) = o(x) cuando xr — .
Demostracion. Por el Ejercicio 1.1.1 en Resnick (1999), si F' € D(¢¢), entonces
/ 2 F(dx) < oo, Vk > 0, (3.16)
0

de esto se sigue que ey es finita.

Si F es de cola ligera. Por la hipdtesis de que lim,._,, ep(x) existe y el Teorema 3.2.2 se

tiene que ep(z) — ¢ € [0, 00), por lo que er®) ), cuando z — oc.

xz

Supongamos que F' es de cola pesada, entonces por el Teorema 3.2.2 se sigue que

lim, 00 ep(z) = 0.
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Como F' € D(dgumber), entonces F' es una distribucién como en el Teorema 3.1.10, es
decir, es de von Mises al menos asintoticamente.

Ahora supongamos que F' es exactamente una distribuciéon de von Mises. Entonces por la

Proposicion 3.1.1 F es absolutamente continua con derivada f, tal que %}% — 00, cuando

x — o0. Por (3.16) se tiene que z* f(x) — 0, 2 — oo para todo k € N, por lo tanto, por regla
de L’Hopital:
lim zF(z) = lim @) = 0.

T—00 T—00 J}_2

De lo anterior y utilizando de nuevo regla de L’Hopital se sigue que

* F(y)d —F -1
tm ) g e POy F@) g o
T—o00 T Z—00 ZBF(IB) T—00 F(:)j) — :Ef([E) z—00 | — ﬂ%f((;))

Si F(x) = ¢(x)G(z) con G distribucién de von Mises y ¢(z) — ¢ € (0, 00), para € > 0

y x suficientemente grande se cumplen las siguientes desigualdades:
(c—€e)eg(x) < ep(x) < (c+€)eq(x).

La prueba se concluye dividiendo entre = y usando lo demostrado para el caso cuando F' es

una distribucion de von Mises. L]
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CAPiTULO 4

Aproximaciones numericas de la probabilidad de ruina

En este capitulo presentamos dos secciones dedicadas a la aplicacién de los resultados
previos. En la primer seccion se presenta una comparacion entre las aproximaciones de la
probabilidad de ruina para un proceso de riesgo obtenidas en la Proposicion 2.0.3 y por si-
mulacién. En la segunda seccion se muestra como utilizar los resultados del Capitulo 3 para
poder detectar el dominio de atraccién maximal y de esta forma poder utilizar la aproxima-

cion en la Proposicion 2.0.3.

4.1. Comparacion de aproximaciones de la probabilidad de

ruina

Consideremos el proceso de riesgo clasico R(t) := u+cs— ZkN:(? Y}, donde los reclamos

{Y} } ke son independiente y tienen distribucion Pareto

Fa)=1-(2)",

X
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donde, E(Y;) = 4, a > 1. Supongamos que los reclamos llegan de acuerdo a un proceso

Poisson (N (¢),t > 0) con intensidad \.
Sean N (t) = N(nt), paratodon € N, utilizando la transformada de Laplace se prueba

que
N®)(t) — Ant
nl/a

= 0.

An
nl/a?

Ang
{ (n) _ =
nlggo (C nl/a> -

Consideremos u(™ := u > ( para todan € N. Si definimos

Sea ¢ > 0. Definamos ™ := ¢ +

por lo tanto,

N(n)(t)

QU(t) == u™ + ™t — ni/a > Ve
k=1

Por el Teorema 2.0.1
QM(t) = Q(t) == u+ct — NV Z, (1),
donde Z,(t) es un proceso «-estable.

Por lo tanto del Teorema 2.0.2 y la Proposicion 2.0.3 para n suficientemente grande
P(T(QM(t) <t)~ Yapr(u, 1) = P(T(Q(t)) < t) = Cot(u+ ct)™°,

donde C,, = ch(%m)

Lo anterior permite dar una estimacion de P {T'(R) < t}, bajo los supuestos de que u =
500, 1000, 5000, 1000, 20000, ¢ = 1.575, t = 1000, « = 1.5, A = 1. Dicha estimacién
(denotada por ¥yc(u,t) ) se realizé simulando N = 50000 veces el proceso u + c¢s —
fo:(tl) Y y obteniendo la proporcion de ocasiones que el proceso estuvo por debajo de cero,
con un intervalo de confianza del 95 % de confianza para dicho estimador. Las estimaciones
se comparan con la aproximacién que se obtiene en la Proposicion 2.0.3, lo cual denotamos
POr Yoy (u, t) 1= C’a#/\t(u + ct)~.

Recordemos que el resultado que tenemos para la aproximacién de la probabilidad de
ruina es asintotico con respecto al capital, lo cudl se ve reflejado en la tabla anterior. A partir

de que aumenta el capital inicial, la aproximacion y la estimacion de la probabilidad de ruina

se van aproximando cada vez mas.
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u Yuye(u,t) | Intervalo de confianza Yapr (U, 1)

500 0.02640 (0.02499472,0.0278052815) 0.0042206847
1000 | 0.01020 (0.009319266, 0.0110807342) 0.0030531224
5000 | 0.00094 (0.0006713847,0.0012086153) | 0.0007482839
(
(

10000 | 0.00028 0.0001333476, 0.0004266524) | 0.0003203528
20000 | 0.00012 0.00002398576, 0.0002160142) | 0.0001258879

Tabla 4.1: Estimacion de la probabilidad de ruina del proceso u + ct — Zg:(tl) Y;..

4.2. Aproximacion de la probabilidad de ruina para datos

reales

En el capitulo anterior estudiamos resultados que permiten detectar el dominio de atarc-
cion maximal de cierta funciéon de distribucién F' a partir de analizar el comportamiento
asintdtico de su correspondiente funcion media de excesos. Esto sugiere que si tenemos da-
tos de una funcién de distribucion desconocida, es conveniente estimar la funciéon media de
excesos y en base a su comportamiento poder detectar el dominio de atraccién maximal.

A continuacién presentamos la funcién media de excesos empirica.

Definicion 4.2.1. Sean X1, ..., X,, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribucion F'y sea A, (u) = {k : X, > u}. La funcion media de excesos
empirica estd dada por
(W) 3 (X
enr(t) ———— —u),
P card A, (u) g
keAy, (u)

bajo la convencion de que si card,,(u) = 0, entonces e, p(u) = 0, u > 0.

Yang (1978) establece que e, r es un estimador consistente fuerte de e en intervalos

compactos, es decir, para cualquier b > 0

P | lim sup |e,r(u) —ep(u)| =0 =1
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4.2. Aproximacion de la probabilidad de ruina para datos reales

El siguiente ejemplo ilustra un caso en el que es posible detectar el dominio de atraccion
de un conjunto de datos, ademas de como utilizar la teoria estudiada para dar una aproxima-
cion asintdtica de la probabilidad de ruina para el proceso de riesgo que tiene como reclamos

al conjunto de datos.

Ejemplo 4.2.1. Analizamos la base da datos AutoBi de la libreria insuranceData en R, la
cudl contiene informacion colectada por el Insurance Research Council sobre pérdidas de

aseguradoras.
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En estas grdficas se visualizan los datos correspondientes a las perdidas y la funcion logarit-

mo de estas respectivamente. Podemos observar que no se muestra ningiin patron sobre estas

grdficas, por lo cudl no podemos rechazar el supuesto de que provienen de una muestra in-

dependiente. Ahora analicemos el comportamiento de la funcion media de excesos empirica
er(u)

y el cociente ==,
u
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Primero observemos de las grdficas anteriores que el limite de la funcion media de exce-
sos empirica tiende a infinito, entonces por el Teorema 3.2.2 hay evidencia en contra de
que la distribucion original de los datos sea de cola ligera, por lo que dicha distribucion
no puede pertenecer al dominio atraccion Weibull. También notemos que empiricamente
limy, oo eFT(u) > 0,, entonces por el Teorema 3.2.6 descartamos los datos provienen de una

f-d en el el dominio de atraccion maximal Gumbel.

8
n =
a -
% g ] 1\\-\_‘ - o S
o |
I T T \ T T T
10 12 14 16 18 20
Threshold

De la grdfica anterior, elegimos umbral w = 16. Los estimadores de los pardmetros de la

DGP son o = 0.05y & = 1.501.
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Quantile Plot
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Notemos que los datos se ajustan bien a una distribucion perteneciente al dominio de
atraccion Fréchet. En este caso es posible dar una aproximacion a las probabilidades de
ruina para un proceso tal que la distribucion de los montos por reclamo sea igual a la dis-
tribucon de la cudl provinen los datos de la base AutoBi. En esta caso la estimacion del

pardmetro de forma o es & = 1.501.

Dado el andlisis anterior procedemos a visualizar las probabilidades de los tiempos de
ruina a horizonte con respecto al tiempo y distintos capitales iniciales, utilizando la aproxi-

macion asintotica presentada en la Proposicion 2.0.3.
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Aproximacién de la probabilidad de ruina

Probabilidad
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| | | |
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Figura 4.1: Se ilustran las aproximaciones de la probabilidad de ruina para el modelo Q(t) =
u+ ct — )\éZa(t) en funcién del tiempo obtenidas a partir del teorema 3, donde

u = 100,200, ..., 1500, ¢ = 3, A = 0.5, u = 5.95y a = 1.501.

En el ejemplo anterior es posible detectar el dominio de atracién maximal de los datos y
dar una aproximacion asintética para la probabilidad de ruina, sin embargo, esto no siempre
es posible. El siguiente ejemplo muestra un caso en el que se detecta el dominio de atraccion
maximal pero no es posible dar una aproximacion de la probabilidad de ruina con el método

utilizado anteriormente.

Ejemplo 4.2.2. Consideremos la base datos DanishFire. El conjunto de datos univariable se
colecto en el Reaseguro de Copenhague y comprende 2167 pérdidas por incendio durante el

periodo 1980 a 1990, los cuales se expresan en millones de coronas danesas.
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En las grdficas anteriores se visualizan los datos correspondientes a las perdidas y la
Jfuncion logaritmo de estas respectivamente. Podemos observar que no muestra ningun patron
sobre estas grdficas, por lo cudl no podemos rechazar el supuesto de que provienen de una

muestra independiente.

Procedemos a determinar el dominio de atraccion.

Funcién media de excesos
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Observemos de las grdficas anteriores que la funcion media de excesos empirica tiende
a infinito. Ahora, por el primer inciso de Teorema 3.2.2 tenemos un indicio de que la distri-
bucion de la que provienen los datos es de cola pesada, lo cudl descarta que la distribucion
original pueda pertenecer al dominio de atraccion maximal Weibuill, dado que este dominio

solo se conforma de distribuciones de cola ligera. También podemos notar que empiricam-

er(u)

-— > 0, por lo cual del Teorema 3.2.6 podemos descartar que los datos

nete lim,,_,
provienen del dominio de atraccion maximal Gumbel.

Como se han descartado los dominios de atraccion Gumbel y Weibull, si la distribucion
de la que provienen los datos pertenece a un dominio de atraccion mdximal este debe ser el

Fréchet, dado que para F' en este dominio de atraccion cumple que lim, . ep(u) = ooy

er(u)

lim, o > 0, por lo cudl las grdficas anteriores no aportan informacion en contra de
que la distribucion original pertenece al dominio de atraccion maximal Fréchet. Ahora, el
Teorema 3.2.4 sugiere que podemos aproximar la distribucion de los excesos, esto lo haremos
via el método excesos sobre un umbral, el cual es posible realizar mediante el comando gpd.fit

en el software R.
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Primero determinamos un umbral adecuado para la aproximacion de la cola, es decir,
elegimos u tal que tengamos entre un 3 'y 5% de excedencias. Para esto utilizaremos el

comando gpd.fitrage de la libreria ISMEV.
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Threshold

observamos que un umbral adecuado es w = 10 dado que el porcentaje de excedencias a
partir de el es menor que 0.05 y mayor a 0.01.

Ahora, estimamos los pardmetros de la DGP que aparece en la aproximacion de la dis-
tribucion de los excesos del Teorema 3.2.4. Se obtuvo que los estimadores son ¢ = 0.049 y

& = 2.56.

Probability Plot

1.0

Model

00 02 04 06 08

| I I I ! I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Empirical

55



4.2. Aproximacion de la probabilidad de ruina para datos reales
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En las grdficas anteriores podemos observar que efectivamente los datos se ajustan bien al

dominio de atraccion Fréchet.

Por otro lado, a pesar de que los datos provienen de una distribucion en el dominio de
atraccion maximal Fréchet, es decir, de una distrbucion de variacion regular, no es posible
aplicar la aproximacion de la Proposicion 2.0.3 dado que el estimador de o es & = 2.56 y el

resultado requiere que o < 2.

Abhora estudiemos un caso en el que no es posible detectar el dominio de atraccidn maxi-

mal para la distribucion de un conjunto de datos.

Ejemplo 4.2.3. Consideremos la base de datos AutoCollision de la libreria InsuranceData,

esta base de datos contiene registro de perdidas de polizas de seguros en Reino unido.

56



Capitulo 4. Aproximaciones nimericas de la probabilidad de ruina
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Podemos observar de la grdfica anterior que los datos no presentan algiin patrén, por
lo cudl no tenemos evidencia en contra de que los datos provienen de una muestra inde-
pendiente. Ahora notemos que hay datos atipicos, lo que da evidencia en contra de que la
distribucion original de los datos tenga extremo derecho finito, por lo cual no es posible que

la distribucion pertenezca al dominio de atraccion maximal Weibull.

Por otro lado, a continuacion analizamos la funcion media de excesos empirica y el co-

ciente eFT(“)
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Observemos de las grdficas anteriores que la funcion media de excesos empirica es fini-
ta, por lo cual del Teorema 3.2.5 la funcion de distribucion original es de cola ligera, por lo
cudl descartamos que los datos provienen del dominio de atraccion Fréchet. Por otro lado,
empiricamente eFT(u) el cociente es mayor que cero asintoticamente, entonces por el teorema
3.2.6 esto es evidencia en contra de que los datos pertenezcan al dominio de atraccion Gum-
bel. Por lo tanto, del andlisis anterior tenemos evidencia en contra de que la distribucion

original de los datos pertenezca a algiin dominio de atraccion maximal.

Faltan conclusiones.
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