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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de optimización de portafolios con estrategias de inversión

tipo convergentes, en particular trading a pares. Tales estrategias buscan explotar divergencias

(o errores) en el precio de un activo. Esto mediante la compra y venta de un par de activos

cointegrados, es decir, activos que presentan similitud en el histórico de sus precios. Se supone

además que los errores en los precios asociados a los activos cointegrados están regidos por una

cadena de Markov. De aqúı surgen dos enfoques: completamente observable, donde la dinámica

de la cadena de Markov es conocida por el inversionista; y parcialmente observable, esto es, la

cadena se observa a través de un filtro.

Para resolver este problema se utilizaron técnicas de control estocástico: a partir de la ecuación de

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) se obtiene la estrategia óptima para luego proponer un candidato

a la función de valor del problema de control asociado. Finalmente se verifica que, en efecto, tal

candidato coincide con la solución de la ecuación HJB. Para el caso parcialmente observable se

resuelve primero el problema de filtros, el cual permite pasar del problema de información parcial

a uno equivalente de información completa.

Palabras clave: Control estocástico, información parcial, filtros, optimización de portafolios,

trading convergente.
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Introducción

La optimización de portafolios ha sido un tema clásico y de gran interés dentro del área de finanzas

y desde un punto de vista probabilista, en particular de la teoŕıa de procesos estocásticos [12]. A

grandes rasgos, el problema consiste en encontrar la estrategia óptima que maximice la utilidad

esperada de un portafolio de inversión [10]. Los enfoques desde los que se ha estudiado este

problema han sido variados y se han ido adaptando según las necesidades de los inversionistas,

un ejemplo de esto son las estrategias de inversión de tipo convergente [2].

La comercialización convergente busca explotar divergencias temporales en el precio de un ac-

tivo respecto al precio justo. La estrategia t́ıpica consiste en, simultáneamente comprar activos

subestimados y vender en corto aquellos que estén sobrevalorados, con la expectativa de que en

alguna fecha futura tales divergencias, o errores, se habrán ajustado, beneficiándose aśı de la con-

vergencia de los precios. Dentro de este ámbito una de las estrategias tradicionales es el trading

a pares, éstas consisten en la compra y venta de un par de activos cointegrados, esto es, activos

que presentan similitud en el histórico de sus precios.

En este trabajo se busca resolver el problema de optimización maximizando la utilidad esperada

de portafolios con estrategias de inversión tipo convergentes, en particular trading a pares. El

desarrollo estará basado en el art́ıculo Optimal convergencce trading with unobservable pricing

errors [2] en donde se extiende el modelo implementado en [8]. El objetivo en espećıfico es

resolver el problema desde dos perspectivas: en la primera se supone que los errores en los precios

asociados a los activos cointegrados están regidos por una cadena de Markov a tiempo continuo

y con espacio de estados discreto, la cual no puede ser observada por el inversionista. La razón

detrás de este supuesto se debe a que tales errores dependen de factores económicos o de mercado,

que por su naturaleza son estocásticos y por ende resulta natural suponer que el inversionista no

tenga acceso a este tipo de información. A este problema se le conoce como información parcial ;

la segunda será bajo información completa, esto es, bajo el supuesto de que se tiene acceso a tal

información.

Aunado a lo anterior, bajo las perspectivas antes mencionadas, se analizarán carteras de inversión

beta neutral, es decir, que permitan eliminar por completo el riesgo de mercado. Este tipo de
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carteras suelen ser utilizadas por inversionistas que implementan estrategias tipo trading a pares

[2], por ello la relevancia de estudiar este enfoque.

La estructura de este trabajo será como sigue. En el Caṕıtulo 1 se presentarán una serie de

herramientas de cálculo estocástico, aśı como una breve introducción a la teoŕıa de control es-

tocástico y los resultados más relevantes de este campo. Esto nos permitirá introducir el problema

de optimización de portafolios y su relación con optimización estocástica, lo cual se abordará en

el Caṕıtulo 2. Una vez introducidas tales herramientas, se describirá el modelo bajo el cual se

planteará el problema de control asociado a los casos de información completa e información

parcial. Aśı, podremos abordar el enfoque de información completa en el Caṕıtulo 3, el resultado

principal será obtener la estrategia óptima y caracterizar la función de valor asociada al problema

de control. Para el caso de información parcial primero se resolverá el problema de filtros. Ello nos

permitirá pasar del problema de información parcial a uno equivalente de información completa.

Lo anterior se expondrá en el Caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Cálculo estocástico

Esta sección estará basada en [9], la finalidad es dar un somero repaso de algunas herramientas

de cálculo estocástico que serán necesarias durante el desarrollo del trabajo.

Por brevedad, definiremos a la integral estocástica con respecto a semimartingalas continuas. Sin

embargo, por ser de utilidad para el Caṕıtulo 3, enunciaremos la fórmula de Itô para el caso de

semimartingalas generales. Se omitirá la demostración de los resultados al quedar fuera de los

objetivos de la tesis.

Definiciones y notación

Las semimartingalas se pueden representar como la suma de una martingala local y un proceso

de variación finita. En este apartado introduciremos algunas definiciones y notación relacionadas

con tales conceptos.

Consideraremos (Ω,F ,F,P) un espacio de probabilidad filtrado, donde la filtración F = {Ft, t ≥ 0}
satisface las condiciones usuales, es decir, F es P-completa y continua por la derecha.

Definición 1.1.1. Sea T ≥ 0. Una función continua a : [0, T ]→ R, tal que a(0) = 0 se dice que

es de variación finita si existe una medida con signo µ en [0, T ] tal que a(t) = µ([0, T ]), para toda

t ∈ [0, T ].

Denotaremos por |µ| = µ+ + µ− a la variación total de µ. Para f : [0, T ] → R medible y tal que

3



4 Caṕıtulo 1. Preliminares

∫
[0,T ] |f(s)||µ|(ds) <∞ se tiene que

∫ T

0
f(s)da(s) =

∫
[0,T ]

f(s)µ(ds).

Definición 1.1.2. Un proceso A = (At)t≥0 es de variación finita si es un proceso adaptado y

tal que sus trayectorias son funciones de variación finita, con probabilidad uno. Si además las

trayectorias son no decrecientes, entonces se dice que A es un proceso creciente.

Definición 1.1.3. Un proceso adaptado M = (Mt)t≥0 con trayectorias continuas y tal que M0 = 0

c.s. se dice que es una martingala local si existe una sucesión no decreciente de tiempos de paro

(Tn, n ∈ N) tal que Tn ↑ ∞ y para toda n el proceso parado MTn := {MTn∧t : t ≥ 0} es una

martingala uniformemente integrable.

Más generalmente, si M0 6= 0, se dice que M es una martingala local si Mt = M0 +Nt, donde el

proceso N es una martingala local que inicia en cero.

Dentro de la teoŕıa de cálculo estocástico la variación cuadrática juega un rol muy importante,

concepto que se define como sigue:

Teorema 1.1.1. Sea M = (Mt)t≥0 una martingala local continua. Existe un único proceso cre-

ciente, denotado por ([M,M ]t)t≥0, tal que M2
t − [M,M ]t es una martingala local continua.

Además, para t > 0 fijo, si Πn = {tn0 , tn1 , . . . , tnpn}, con 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t, es una

sucesión no decreciente de particiones del intervalo [0, t] con norma ‖Πn‖ = máx
1≤k≤pn

|tnk − tnk−1|
tendiendo a cero, se tiene que

[M,M ]t = ĺım
n→∞

pn∑
k=1

|Mtnk
−Mtnk−1

|2

en probabilidad. Al proceso [M,M ] se le llama variación cuadrática de M .

Demostración. Ver Le Gall [9, Teorema 4.9].

Definición 1.1.4. Sean M y N martingalas locales. Definimos a la variación cruzada como

[M,N ]t :=
1

2

(
[M +N,M +N ]t − [N,N ]t − [M,M ]t

)
.

La siguiente proposición concluye propiedades similares a las del teorema anterior, respecto de la

variación cruzada

Proposición 1.1.1. Sean M y N martingalas locales. Entonces,
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[M,N ]t es el único proceso de variación finita tal que MtNt − [M,N ]t es martingala local

continua.

Si Πn = {tn0 , tn1 , . . . , tnpn}, con 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t, es una sucesión no decreciente

de particiones del intervalo [0, t] con norma ‖Πn‖ = máx
1≤k≤pn

|tnk − tnk−1| tendiendo a cero, se

tiene que

[M,N ]t = ĺım
n→∞

pn∑
k=1

(Mtnk
−Mtnk−1

)(Ntnk
−Ntnk−1

),

en probabilidad.

Demostración. Ver Le Gall [9, Proposición 4.15]

Observación 1.1.1. Se puede demostrar que, si W = (W 1, . . . ,W d) es un movimiento browniano

con valores en Rd, entonces [W k,W j ]t = δkjt, 1 ≤ k, j ≤ d (ver Le Gall [9] pág.117).

Con las definiciones anteriores podemos ahora introducir a las semimartingalas.

Definición 1.1.5. Un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 es una semimartingala continua si se

puede escribir como Xt = X0 + Mt + At, donde M es una martingala local con M0 = 0 y A es

un proceso de variación finita.

Notación 1.1.1. Para el desarrollo de la siguiente sección se utilizará la siguiente notación:

H2: espacio de martingalas continuas acotadas en L2, esto es, sup
n

E(M2
n) < +∞, y tales

que M0 = 0.

Para M ∈ H2, denotaremos por L2(M) al conjunto de procesos progresivamente medibles

H tales que

E
(∫ t

0
H2
sd[M,M ]s

)
<∞.

Integral estocástica

El calculo estocástico es una de las herramientas centrales en la teoŕıa de matemáticas financieras.

Esta rama surge de la necesidad de darle un significado a las ecuaciones diferenciales estocásticas

[14]. En este aparatado se introduce el concepto de integral estocástica, la idea será definirla para

martingalas, luego para martingalas locales y finalmente para semimartingalas.
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Definición 1.1.6. Se dice que un proceso es simple si es progresivamente medible y tiene la

siguiente representación

Hs(w) =

p−1∑
i=0

Hi(ω)1(ti,ti+1](s),

donde 0 = t0 < · · · < tp y Hi ∈ Fti, i ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Denotaremos por S al conjunto de procesos simples.

Teorema 1.1.2. Sea M ∈ H2 y H ∈ S. El operador H ·M , dado por

(H ·M)t =

p−1∑
i=0

Hi(Mti+1∧t −Mti∧t),

define a un proceso en H2. Además, se satisface lo siguiente:

1. El mapeo H → H ·M induce una isometŕıa de L2(M) a H2.

2. H ·M es la única martingala en H2 tal que [H ·M,N ] = H · [M,N ], para toda N ∈ H2.

3. Si T es un tiempo de paro entonces, (1[0,T ]H) ·M = (H ·M)T = H ·M·∧T .

Utilizaremos la siguiente notación:

(H ·M)t =

∫ t

0
HsdMs

y diremos que H ·M es la integral estocástica de H con respecto de M .

Demostración. Ver Le Gall [9, Proposición 5.4].

Observación 1.1.2. Del punto 2 del teorema anterior podemos decir que la integral estocástica

conmuta con la variación cuadrática. En particular, si M ∈ H2 y H ∈ L2(M) entonces, [H ·
M,H ·M ] = H2 · [M,M ].

El siguiente resultado nos permitirá concluir ciertas propiedades respecto a los momentos de la

integral estocástica.

Proposición 1.1.2. Sea H ∈ L2(M). Si K es un proceso progresivamente medible, entonces

KH ∈ L2(M) si y sólo si K ∈ L2(H ·M). Si lo anterior se satisface entonces, (KH) ·M =

K · (H ·M).

Demostración. Ver Le Gall [9, Proposición 5.5].
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Observación 1.1.3. De la observación y proposición anteriores se sigue que: si M ∈ H2, N ∈
H2, K ∈ L2(N) y H ∈ L2(M), como H ·M y K ·N son martingalas en H2, entonces

E
(∫ t

0
HsdMs

)
= 0 y E

((∫ t

0
HsdMs

)(∫ t

0
KsdNs

))
= E

(∫ t

0
HsKsd[M,N ]s

)
, t ∈ [0,∞],

en particular

E
((∫ t

0
HsdMs

)2)
= E

(∫ t

0
H2
sd[M,M ]s

)
.

En lo siguiente extenderemos la definición de la integral estocástica para martingalas locales.

Para M una martingala local continua, denotaremos por L2
loc(M) al conjunto de procesos H

progresivamente medibles tales que∫ t

0
H2
sd[M,M ]s <∞, ∀t ≥ 0, c.s.

Teorema 1.1.3. Sea M una martingala local continua. Para todo H ∈ L2
loc(M), existe una única

martingala local continua que inicia en cero, denotada por H ·M , tal que [H ·M,N ] = H · [M,N ],

para toda martingala local continua N . Además, se satisface lo siguiente

1. Si T es un tiempo de paro, se tiene que (1[0,T ]H) ·M = (H ·M)T = H ·M·∧T .

2. Si H ∈ L2
loc(M) y K es un proceso progresivamente medible entonces, K ∈ L2

loc(H ·M) si

y sólo si HK ∈ L2
loc(M). Si lo anterior se satisface entonces, H · (K ·M) = HK ·M .

3. Si M ∈ H2 y H ∈ L2(M), la definición de H ·M es consistente con la del Teorema 1.1.2.

Demostración. Ver Le Gall [9, Teorema 5.6].

Observación 1.1.4. Sea M una martingala local continua y H ∈ L2
loc(M). Bajo la condición

E
(∫ t

0
H2
sd[M,M ]s

)
<∞,

las conclusiones en las Observaciones 1.1.2 y 1.1.3 se preservan.

Integral estocástica para semimartingalas

Finalmente podemos extender la definición de integral estocástica para el caso de semimartingalas

continuas.
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Diremos que un proceso H progresivamente medible es localmente acotado si, para toda t ≥ 0,

sups≤t |Hs| <∞ c.s. Si H es progresivamente medible y localmente acotado entonces, para todo

proceso de variación finita V se satisface casi seguramente, para toda t ≥ 0,∫ t

0
|Hs||dVs| <∞.

Definición 1.1.7. Sea X una semimartingala continua con descomposición X = X0 + M + V .

Si H es un proceso progresivamente medible y localmente acotado, la integral estocástica H · X
es la semimartingala continua con descomposición H ·X = H ·M +H · V y la denotamos como

H ·X =

∫ t

0
HsdXs.

Proposición 1.1.3. Sean X y H como en la definición anterior, la integral estocástica H · X
satisface

1. Si T es un tiempo de paro (H ·X)T = H1[0,T ] ·X = H ·X·∧T .

2. Si H es de la forma

Hs(w) =

p−1∑
i=0

Hi(ω)1(ti,ti+1](s),

donde 0 = t0 < · · · < tp y Hi ∈ Fti, i ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, entonces

(H ·X)t =

p−1∑
i=0

Hi(Xti+1∧t −Xti∧t).

3. Si H y K son procesos progresivamente medibles y localmente acotados, entonces H · (K ·
X) = (HK) ·X.

Demostración. Ver Le Gall [9] pág. 109.

El siguiente teorema nos permite extender la definición de integral estocástica para integrandos

continuos.

Proposición 1.1.4. Sea X una semimartingala continua y H un proceso adaptado con trayecto-

rias continuas. Entonces, para cada t > 0 y Πn = {tn0 , tn1 , . . . , tnpn}, con 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn =

t, sucesión de particiones del intervalo [0, t] con norma ‖Πn‖ = máx
1≤k≤pn

|tnk − tnk−1| tendiendo a

cero, tenemos que

ĺım
n→∞

pn−1∑
i=0

Htni
(Xtni+1

−Xn
ti) =

∫ t

0
HsdXs,
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en probabilidad.

Demostración. Ver Le Gall [9, Proposición 5.9].

Fórmula de Itô

La fórmula de Itô es uno de los resultados más importantes en cálculo estocástico. Tal resultado

concluye que si aplicamos una función continua y dos veces diferenciable a un vector de semi-

martingalas, entonces el proceso que resulta de tal aplicación es también una semimartingala y

además se tiene una forma expĺıcita de su descomposición.

Como mencionamos anteriormente, enunciaremos la fórmula de Itô para el caso de semimartin-

galas generales ya que tal resultado será útil en el Caṕıtulo 3.

Teorema 1.1.4. (Fórmula de Itô) Sea X = (X1, . . . , Xn) un vector de semimartingalas y f :

Rn → R una función de clase C2. Entonces, f(X) es una semimartingala y se satisface que

f(Xt)− f(X0) =

n∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs−)dXi

s +
1

2

∑
1≤i,j≤n

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs−)d[Xi, Xj ]cs

+
∑

0≤s≤t

(
f(Xs)− f(Xs−)−

n∑
i=1

∂f

∂xi
(Xs−)∆Xi

s

)
,

donde Xs− = ĺım
s→t,s<t

Xs y [X,X]c denota la parte continua, trayectoria por trayectoria, de [X,X].

Demostración. Ver Protter [13, Teorema 2.7.22].

Para semimartingalas continuas lo expondremos como un corolario del caso anterior.

Corolario 1.1.1. Sea X = (X1, . . . , Xn) un vector de semimartingalas continuas y f : Rn → R
una función de clase C2. Entonces f(X) es una semimartingala y se satisface que

f(Xt)− f(X0) =
n∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs)dX

i
s +

1

2

∑
1≤i,j≤n

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs)d[Xi, Xj ]s.

Demostración. Ver Le Gall [9, Teorema 5.10].

Observación 1.1.5. La fórmula del producto o integración por partes es un caso parti-

cular de la fórmula de Itô, que se obtiene al considerar n = 2 y f(x, y) = xy. Si X y Y son

semimartingalas continuas, entonces

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0
XtdYt +

∫ t

0
YtdXt + [X,Y ]t.
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Teorema de caracterización de Lévy del movimiento browniano

SiW es un movimiento browniano con valores en Rd, en la Observación 1.1.1 vimos que [W k,W j ] =

δkjt, 1 ≤ k, j ≤ d. El teorema de caracterización de Lévy concluye que esta propiedad caracteriza

al movimiento browniano entre las martingalas locales continuas. Más precisamente,

Teorema 1.1.5. Sea X = (X1, . . . , Xd) un proceso adaptado con trayectorias continuas. Las

siguientes son equivalentes:

1. X es un F movimiento browniano.

2. El proceso X es un vector de martingalas locales continuas y [Xi, Xj ] = δijt, i, j ∈ {1, . . . , d}.

En particular, una martingala local continua M es un F movimiento browniano si y sólo si

[M,M ] = t, para t ≥ 0, o equivalentemente, si y sólo si M2
t − t es una martingala local continua.

Demostración. Ver Le Gall [9, Teorema 5.12].

Ecuaciones diferenciales estocásticas

En este apartado definiremos el concepto de ecuación diferencial estocástica y las condiciones

necesarias para la existencia y unicidad de soluciones.

Definición 1.1.8. Sean σ y b funciones medibles localmente acotadas definidas en R+ ×Rd con

valores en Md×m(R) y Rd respectivamente, donde Md×m(R) denota el conjunto de matrices d×m
con coeficientes reales. Denotamos por b(t, x) = (bi(t, x))1≤i≤d y σ(t, x) = (σij(t, x))1≤i≤d,1≤j≤m.

De manera muy somera, una solución de la ecuación diferencial estocástica

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt E(σ, b)

consiste en:

1. un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F ,F,P), donde la filtración siempre se supone que es

completa,

2. un (Ft)-movimiento browniano m dimensional W = (W 1, . . . ,Wm), que inicia en cero,

3. un proceso X = (X1, . . . , Xd) adaptado a la filtración (Ft), con valores en Rd y trayectorias

continuas tal que

Xt = X0 +

∫ t

0
b(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs, t ∈ [0,∞),
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es decir, para cada i ∈ {1, . . . , d},

Xi
t = Xi

0 +

∫ t

0
bi(s,Xs)ds+

m∑
j=1

∫ t

0
σij(s,Xs)dW

j
s .

Si además se cumple que X0 = x ∈ Rd, decimos que X es solución de Ex(σ, b).

Se tienen distintas nociones de soluciones y unicidad para una ecuación diferencial estocástica

E(σ, b):

Definición 1.1.9. Para la ecuación diferencial estocástica E(σ, b) decimos que

existe una solución débil si, para cada x ∈ Rd existe una solución de Ex(σ, b),

existe una solución débil y unicidad débil si además para cada x ∈ Rd, todas las soluciones

de Ex(σ, b) tienen la misma ley,

unicidad por trayectorias si, al fijar el espacio de probabilidad filtrado (Ω,F ,F,P) y el (Ft)-
movimiento browniano W , dos soluciones X y X ′ tales que X0 = X ′0, son indistinguibles

c.s.

Más aún, decimos que X es solución fuerte de Ex(σ, b) si es adaptado respecto a la filtración

canónica completa de W .

Teorema 1.1.6. Supongamos que las funciones b y σ son continuas y satisfacen

‖b(t, x)− b(t, y)‖ ≤ K‖x− y‖, ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖ ≤ K‖x− y‖,

para cada x, y ∈ Rd y t ∈ [0,∞), donde K es una constante positiva.

Entonces existe una solución única por trayectorias de E(σ, b) y, para cada elección de un espacio

de probabilidad filtrado (Ω,F ,F,P) y un (Ft)-movimiento browniano W , para cada x ∈ Rd, existe

una única solución fuerte continua de Ex(σ, b). Además, si X0 = ξ, para ξ ∈ Rd independiente

de W y con segundo momento finito, para cada T > 0 existe una constante C(K,T ), tal que

E
(

sup
t≤T
‖Xt‖2

)
≤ C(1 + E(‖X0‖2))eCt, t ∈ [0, T ].

Demostración. Ver Le Gall [9, Teorema 8.3].

Observación 1.1.6. Si las funciones σ y b fueran localmente Lipschitz es necesario contar con

una condición de crecimiento lineal de la forma

‖σ(t, x)‖ ≤ K(1 + ‖x‖), ‖b(t, x)‖ ≤ K(1 + ‖x‖).
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Existe una gama de ecuaciones diferenciales estocásticas de las cuales se tienen fórmulas bastante

expĺıcitas de las soluciones. A continuación se enuncia una en particular que resulta útil para los

Caṕıtulos 3 y 4.

Lema 1.1.1. La solución a la ecuación diferencial estocástica
dX = (c(t) + d(t)X)dt+

m∑
l=1

(el(t) + f l(t)X)dW l
t

X(0) = X0,

es

X(t) = Φ(t)

(
X0 +

∫ t

0
Φ−1(s)

[
c(s)−

m∑
l=1

el(s)f l(s)

]
ds

)
+

∫ t

0

m∑
l=1

Φ−1(s)el(s)dW l
s,

donde,

Φ(t) := exp

(∫ t

0
d(s)−

m∑
l=1

(f l(s))2

2
ds+

∫ t

0

m∑
l=1

f l(s)dW l
s

)
.

Demostración. Ver Evans [4, Teorema 5.4.3].

1.2. Control estocástico

En el campo de control estocástico se estudian sistemas dinámicos sujetos a perturbaciones alea-

torias, los cuales pueden ser controlados para optimizar cierto criterio. Tal teoŕıa se ha aplicado

en distintos campos, particularmente en problemas de toma decisiones en economı́a y finanzas. En

este apartado se presentarán los resultados principales de control estocástico. Para el desarrollo

de éste se utilizarán como referencias [15] y [12].

1.2.1. Problema de optimización estocástica

Para poder formular un problema de optimización estocástica, en términos generales, se conside-

ran los siguientes elementos:

Sea (Ω,F ,F,P) un espacio de probabilidad filtrado, donde F = {Ft, t ≥ 0} satisface las condiciones

usuales. Además, sea W = {Wt, t ≥ 0} un movimiento browniano definido en (Ω,F ,F,P) con

valores en Rd. Denotaremos por S := [0, T )× Rd, con T ∈ [0,∞).

Proceso de estados. El proceso de estados representará las variables cuantitativas a considerar
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para poder describir el problema de interés.

Proceso de control. Dado un subconjunto U de Rk, denotaremos por U al conjunto de los

procesos progresivamente medibles ν = {νt, t < T} con valores en U . A los elementos en U les

llamaremos procesos de control. Serán éstos los que influirán en la dinámica de un proceso de

estados.

Proceso controlado. Consideremos b : (t, x, u) ∈ S × U → b(t, x, u) ∈ Rd y σ : (t, x, u) ∈
S× U → σ(t, x, u) ∈Mn×d(R), funciones continuas tales que satisfacen

‖b(t, x, u)− b(t, y, u)‖+ ‖σ(t, x, u)− σ(t, y, u)‖ ≤ K‖x− y‖,

‖b(t, x, u)‖+ ‖σ(t, x, u)‖ ≤ K(1 + ‖x‖+ ‖u‖),

para alguna constante K independiente de (t, x, u).

Para cada proceso de control ν ∈ U , consideremos la ecuación diferencial estocástica controlada

dXt = b(t,Xt, νt) + σ(t,Xt, νt)dWt, (1.1)

si la ecuación anterior tiene una única solución, para un valor inicial dado, entonces llamaremos

al proceso X proceso controlado. T́ıpicamente suelen considerarse procesos de control cuadrado

integrables. Aśı, al ser b y σ uniformemente Lipschitz, se puede asegurar la existencia de un

proceso controlado en el intervalo [0, T ′], con T ′ ≤ T .

El siguiente resultado y su demostración se puede consultar en [15].

Teorema 1.2.1. Sea ν ∈ U0 un proceso de control y ξ una variable aleatoria F0 medible y con

segundo momento finito. Entonces, existe un único proceso, Xν , F adaptado que satisface (1.1),

con la condición inicial Xν
0 = ξ. Además, para cada T > 0, existe una constante C > 0 tal que

E
(

sup
0≤s≤t

‖Xν
s ‖2
)
≤ C(1 + E(‖ξ‖2))eCt, t ∈ [0, T ),

donde U0 es la clase de procesos controlados progresivamente medibles y cuadrado integrables.

Los últimos dos elementos a considerar para formular el problema de optimización estocástica

son la función de costo y los controles admisibles, los cuales se describen a continuación:

Función de costo. Para introducir la función de costo necesitamos los siguientes componentes:

sean

f, k : [0, T )× Rd × U → R,

g : Rd → R,



14 Caṕıtulo 1. Preliminares

funciones que supondremos continuas y donde k satisface ‖k−‖∞ < ∞. Además supondremos

que las funciones f y g cumplen

|f(t, x, u)|+ |g(x)| ≤ K(1 + ‖u‖+ ‖x‖2),

para alguna constante K independiente de (t, x, u).

Definimos a la función de costo, J , como

J(t, x, ν) := E
(∫ T

t
βν(t, s)f(s,Xt,x,ν

s , νs)ds+ βν(t, T )g(Xt,x,ν
T )1{T<∞}

)
,

donde βν(t, s) := exp
(
−
∫ T
t k(r,Xt,x,ν

r , νr)dr
)
, y {Xt,x,ν

s , s ≥ t} es la solución a (1.1) con proceso

de control ν y condición inicial Xt,x,ν
t = x.

En lo anterior, la función f se puede interpretar como una función de ganancia corriente, a g

como la ganancia terminal y β como un factor de descuento.

Proceso de control admisible. Para el caso en que T <∞, al tener f y g crecimiento cuadrático

y por ser k− acotada, se tiene que J(t, x, ν) está bien definida para cualquier ν ∈ U0. Para este

caso, U0 representará el conjunto de controles admisibles.

Para el caso en que T =∞, definimos al conjunto de controles admisibles como

U0 :=

{
ν ∈ U : E

(∫ ∞
0

βν(t, s)(1 + ‖Xt,x,ν
s ‖2 + ‖νs‖)ds

)
<∞, ∀x

}
.

El problema de control estocástico. Consideremos el problema de optimización

V (t, x) := sup
ν∈U0

J(t, x, ν), para (t, x) ∈ S.

El objetivo principal en un problema de optimización estocástica es encontrar el proceso de control

ν que maximice la función de costo, J(·).

Diremos que ν∗ es un control óptimo si V (t, x) = J(t, x, ν∗). Además, si el control es de la forma

νs = a(s,Xs) para alguna función medible a : [0, T ] × Rd → U , entonces le llamaremos control

Markoviano.

1.2.2. Principio de programación dinámica

El principio de programación dinámica juega un rol crucial dentro de la teoŕıa de control es-

tocástico. En términos generales, proporciona una manera conveniente de manejar un problema
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de optimización global resolviendo recursivamente una serie de problemas de optimización locales.

Antes de enunciar el principio de programación dinámica introducimos la siguiente notación:

Notación 1.2.1.

V ∗(t, x) := ĺım sup
(t′,x′)→(t,x)

V (t′, x′),

V∗(t, x) := ĺım inf
(t′,x′)→(t,x)

V (t′, x′),

Ut := {ν ∈ U0 : ν es independiente de Ft}.

El siguiente teorema y su demostración se puede consultar en Touzi [15, Teorema 3.3]

Teorema 1.2.2. (Principio de programación dinámica.) Supongamos que la función de valor

V es localmente acotada. Sea (t, x) ∈ S fijo y sea {θν , ν ∈ Ut} una familia de tiempos de paro

independientes de Ft con valores en [t, T ]. Entonces

V (t, x) ≤ sup
ν∈Ut

E
(∫ θν

t
βν(t, s)f(s,Xt,x,ν

s , νs)ds+ βν(t, θν)V ∗(θν , Xt,x,ν
θν )

)
.

Si suponemos además que la función g es semicontinua por abajo y Xt,x,ν
s 1[t,θν ](s) ∈ L∞ para

todo ν ∈ Ut. Entonces

V (t, x) ≥ sup
ν∈Ut

E
(∫ θν

t
βν(t, s)f(s,Xt,x,ν

s , νs)ds+ βν(t, θν)V∗(θ
ν , Xt,x,ν

θν )

)
.

Observación 1.2.1. Si la función de valor V es continua, entonces V = V ∗ = V∗ y aśı el

principio de programación dinámica se reduce a

V (t, x) = sup
ν∈Ut

E
(∫ θν

t
βν(t, s)f(s,Xt,x,ν

s , νs)ds+ βν(t, θν)V (θν , Xt,x,ν
θν )

)
.

1.2.3. Ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman

La ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, o también llamada la ecuación de programación dinámi-

ca, es la versión infinitesimal del Teorema 1.2.2.

Consideremos Sd al conjunto de matrices simétricas d × d, con coeficientes reales. Definimos a

H : S× R× Rd × Sd, como sigue

H(t, x, r, p, γ) := sup
u∈U

{
− k(t, x, u)r + b(t, x, u) · p+

1

2
Tr[σσT (t, x, u)γ] + f(t, x, u)

}
,
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y al operador lineal de segundo orden como

Luφ(t, x) := −k(t, x, u)φ(t, x) + b(t, x, u) ·Dφ(t, x) +
1

2
Tr[σσT (t, x, u)D2φ(t, x)],

donde D y D2 representan el gradiente y la matriz Hessiana de φ, respectivamente.

Observación 1.2.2. Para s ≥ t y φ ∈ C1,2([t, s],Rd), por la fórmula de Itô se satisface que

d
(
βν(0, s)φ(s,Xν

s )
)

= βν(0, s)dφ(s,Xν
s ) + φ(s,Xν

s )dβν(0, s) + d[βν , φ]s

= βν(0, s)
(
b(s,Xν

s , νs) ·Dφ(s,Xν
s ) +

1

2
Tr[σσT (s,Xν

s , νs)D
2φ(s,Xν

s )]
)
dt

+ βν(0, s)
(
∂tφ(s,Xν

s )dt+Dφ(s,Xν
s ) · σ(s,Xν

s , νs)dWs

)
.

De forma integral obtenemos,

βν(0, s)φ(s,Xν
s )− βν(0, t)φ(t,Xν

t ) =

∫ s

t
βν(0, r)

(
∂t + Lν

)
φ(r,Xν

r )dr

+

∫ s

t
βν(0, r)Dφ(r,Xν

r ) · σ(r,Xν
r , νr)dWr.

Proposición 1.2.1. Supongamos que la función de valor V es de clase C1,2([0, T ),Rd). Sean

k(·, ·, u) y f(·, ·, u) continuas en (t, x) para u ∈ U fijo y g semicontinua por abajo. Además,

supongamos que k es acotada por abajo. Entonces, para todo (t, x) ∈ S,

−∂tV (t, x)−H(t, x, V (t, x), DV (t, x), D2V (t, x)) ≥ 0,

con condición terminal V (T, ·) ≥ g(·).

Demostración. Sean (t, x) ∈ S y u ∈ U fijos.

Consideremos el proceso de control constante ν = u y al proceso controlado X con condicón inical

Xt = x.

Definimos, para cada h > 0, al tiempo de paro θh como,

θh := ı́nf{s > t : (s− t,Xs − x) /∈ [0, h)× αB},

con α > 0 constante y B la bola de radio uno con centro en cero.

Notemos que θh → t, P casi seguramente cuando h ↓ 0. Y además θh = t+ h < T , para h ≤ ĥ(ω)

suficientemente pequeña.

Ahora, ya que V es continua, por la segunda desigualdad del Teorema 1.2.2 se sigue que

V (t, x) ≥ sup
v∈Ut

E
(∫ θvh

t
βv(t, r)f(r,Xt,x,v

r , v)dr + β(t, θhv )V (θhv , X
t,x,v
θvh

)

)
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≥ E
(∫ θνh

t
βν(t, r)f(r,Xt,x,ν

r , ν)dr + β(t, θhν )V (θhν , X
t,x,ν
θνh

)

)
,

entonces,

0 ≤ E
(
V (t, x)−

∫ θνh

t
βν(t, r)f(r,Xt,x,ν

r , ν)dr − β(t, θhν )V (θhν , X
t,x,ν
θνh

)

)
.

Y como βν(t, s) = exp
(
−
∫ s
t k(r,Xt,x,ν

r , νr)dr
)
, se tiene que

0 ≤ E
(
βν(0, t)V (t, x)−

∫ θνh

t
βν(0, r)f(r,Xt,x,ν

r , ν)dr − β(0, θhν )V (θhν , X
t,x,ν
θνh

)

)
.

Por otro lado, por la Observación 1.2.2 se satisface que

βν(0, θhν )V (θhν , X
ν
θνh

)− βν(0, t)V (t, x) =

∫ θνh

t
βν(0, r)

(
∂tV (r,Xt,x,ν

r ) + LνV (r,Xt,x,ν
r )

)
dr

+

∫ θνh

t
βν(0, r)DV (r,Xt,x,ν

r ) · σ(r,Xt,x,ν
r )dWr,

aśı,

0 ≤− E
(∫ θνh

t
βν(0, r)

(
∂tV (r,Xt,x,ν

r ) + LνV (r,Xt,x,ν
r ) + f(r,Xt,x,ν

r , ν)
)
dr

)
− E

(∫ θνh

t
βν(0, r)DV (r,Xt,x,ν

r ) · σ(r,Xt,x,ν
r )dWr

)
.

Ahora observemos que, al ser βν(0, r)DV (r,Xt,x,ν
r )·σ(r,Xt,x,ν

r ) continua, es acotada en el intervalo

[t, θh] entonces, la integral estocástica tiene esperanza cero.

Por otra parte, en [t, θνt ], la función βν(0, r)
(
∂tV (r,Xt,x,ν

r ) + LνV (r,Xt,x,ν
r ) + f(r,Xt,x,ν

r , ν)
)

es

acotada. Entonces, para alguna constante C, se satisface que

−E
(

1

h

∫ θνh

t
βν(0, r)

(
∂tV (r,Xt,x,ν

r ) + LνV (r,Xt,x,ν
r ) + f(r,Xt,x,ν

r ν)
)
dr

)
≤ C

h
E(θνh − t) = C,

donde se utilizó que θh = t + h para h ≤ ĥ(ω) suficientemente pequeña. Por lo tanto, por

convergencia dominada,

0 ≤− ĺım
h↓0

E
(

1

h

∫ θνh

t
βν(0, r)

(
∂tV (r,Xt,x,ν

r ) + LνV (r,Xt,x,ν
r ) + f(r,Xt,x,ν

r , ν)
)
dr

)
= −E

(
ĺım
h↓0

1

h

∫ θνh

t
βν(0, r)

(
∂tV (r,Xt,x,ν

r ) + LνV (r,Xt,x,ν
r ) + f(r,Xt,x,ν

r , ν)
)
dr

)
.
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Finalmente, por el teorema fundamental del cálculo,

−∂tV (t, x)− LνV (t, x)− f(t, x, ν) ≥ 0,

pues θνh → t, P-c.s. Como ν fue arbitrario se concluye que

−∂tV (t, x)−H(t, x, V (t, x), DV (t, x), D2V (t, x)) ≥ 0.

Proposición 1.2.2. Supongamos que V es de clase C1,2([0, T ),Rd) y H(·, ·, V,DV,D2V ) < ∞.

Supongamos además que k es acotada y la función H es semicontinua por arriba. Entonces, para

todo (t, x) ∈ S,

−∂tV (t, x)−H(t, x, V (t, x), DV (t, x), D2V (t, x)) ≤ 0,

con condición terminal V (T, ·) ≤ g(·).

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que existe (t0, x0) ∈ S tal que

∂tV (t0, x0) +H(t0, x0, V (t0, x0), DV (t0, x0), D
2V (t0, x0)) < 0. (1.2)

Para ε > 0, definimos a φ ≥ V como

φ(t, x) = V (t, x) + ε(|t− t0|2 + |x− x0|4).

Notemos que

(V − φ)(t0, x0) = 0, D(V − φ)(t0, x0) = 0,

D2(V − φ)(t0, x0) = 0, ∂t(V − φ)(t0, x0) = 0.

Entonces, al ser H semicontinua por arriba y por (1.2) se satisface que

h(t, x) := ∂tφ(t, x) +H(t, x, φ,Dφ,D2φ) < 0,

para (t, x) ∈ Nr, con r > 0 suficientemente pequeño y Nr := (t0 − r, t0 + r) × rBx0 . Donde Bx0

es la bola abierta de radio uno con centro en x0.

Definimos a −η := máx
∂Nr

(V − φ). Notemos que, por definición de φ, −η < 0. Para ν ∈ Ut0 ,

consideremos al tiempo de paro

θν := ı́nf{t > t0 : (t,Xt0,x0,ν
t ) /∈ Nr},
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observemos que, por continuidad de las trayectorias de Xt0,x0,ν
t , (θν , Xt0,x0,ν

θν ) ∈ ∂Nr, entonces,

φ(θν , Xt0,x0,ν
θν ) > η + V (θν , Xt0,x0,ν

θν ), por definición de −η.

Ahora, por la Observación 1.2.2 tenemos que

βν(t0, t0)V (t0, x0) = βν(t0, t0)φ(t0, x0)

= E(βν(t0, θ
ν)φ(θν , Xt0,x0,ν

θν ))

− E
(∫ θν

t0

βν(t0, r)
(
∂tφ(r,Xt0,x0,ν

r ) + Lνφ(r,Xt0,x0,ν
r )

)
dr

)
,

donde utilizamos que (V − φ)(t0, x0) = 0. Además, como βν(t0, t0) = 1 y por definición de h se

satisface que

−h(t, x) + f(t, x, ν) ≤ −
(
∂tφ(t, x) + Lνφ(t, x)

)
,

entonces

V (t0, x0) ≥E(βν(t0, θ
ν)φ(θν , Xt0,x0,ν

θν ))

+ E
(∫ θν

t0

βν(t0, r)
(
f(r,Xt0,x0,ν

r , νr)− h(r,Xt0,x0,ν
r )

)
dr

)
.

Por otro lado, como (r,Xt0,x0,ν
r ) ∈ Nr, en [t0, θ

ν), entonces h(r,Xt0,x0,ν
r ) < 0. Y recordemos que

φ(θν , Xt0,x0,ν
θν ) > η + V (θν , Xt0,x0,ν

θν ),

por lo tanto

V (t0, x0) ≥ ηE(βν(t0, θ
ν)) + E

(∫ θν

t0

βν(t0, r)f(r,Xt0,x0,ν
r , νr)dr + βν(t0, θ

ν)V (θν , Xt0,x0,ν
θν )

)
.

Luego, como k es acotada, observemos que

βν(t0, θ
ν) = exp

(
−
∫ θν

t0

k(s,Xt0,x0,ν
s )ds

)
≤ exp(−r‖k+‖∞),

donde se utilizó la definición de θν . De lo anterior tenemos que

V (t0, x0) ≥ η exp(−r‖k+‖∞) + E
(∫ θν

t0

βν(t0, r)f(r,Xt0,x0,ν
r , νr)dr + βν(t0, θ

ν)V (θν , Xt0,x0,ν
θν )

)
,

y al ser η > 0,

V (t0, x0) > E
(∫ θν

t0

βν(t0, r)f(r,Xt0,x0,ν
r , νr)dr + βν(t0, θ

ν)V (θν , Xt0,x0,ν
θν )

)
.
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Como tomamos ν ∈ Ut0 arbitrario, se satisface que

V (t0, x0) > sup
v∈Ut0

E
(∫ θv

t0

βν(t0, r)f(r,Xt0,x0,v
r , νr)dr + βν(t0, θ

v)V (θν , Xt0,x0,v
θv )

)
,

y como V es continua, lo anterior contradice la Observación 1.2.1 del Teorema 1.2.2.

De las Proposiciones 1.2.1 y 1.2.2, podemos concluir el siguiente resultado:

Teorema 1.2.3. Supongamos que las condiciones de las Proposiciones 1.2.1 y 1.2.2 se satisfacen.

Entonces la función de valor V cumple la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, esto es,

−∂tV (t, x)−H(·, ·, V (t, x), DV (t, x), D2V (t, x)) = 0, en S,

con condición terminal V (T, ·) = g(·).

1.2.4. Verificación

Lo crucial en programación dinámica consiste en demostrar que, dada una solución suave a

la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, este candidato coincide con la función de valor. Tal

resultado es llamado argumento de verificación y el cual se enuncia a continuación:

Teorema 1.2.4. Sea T <∞ y v ∈ C1,2([0, T ),Rd) ∩ C([0, T ),Rd). Supongamos que ‖k−‖∞ <∞
y que v y f satisfacen

|f(t, x, u)|+ |v(t, x)| ≤ C(1 + ‖x‖2 + ‖u‖),

para alguna constante C y (t, x, u) ∈ [0, T )× Rd × U .

i) Supongamos que para todo (t, x) ∈ S, se satisface

−∂tv(t, x)−H(t, x, v(t, x), Dv(t, x), D2v(t, x)) ≥ 0,

con condición terminal v(T, ·) ≥ g(·). Entonces v ≥ V en S.

ii) Sea v solución de la ecuación HJB, esto es,

−∂tv(t, x)−H(·, ·, v(t, x), Dv(t, x), D2v(t, x)) = 0, en S,

con condición terminal v(T, ·) = g(·). Supongamos además que existe û(t, x) minimizador

de

u 7→ Luv(t, x) + f(t, x, u), tal que
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Se satisface

∂tv(t, x) + Lûv(t, x) + f(t, x, û(t, x)) = 0.

La ecuación diferencial estocástica

dXs = b(s,Xs, û(s,Xs))ds+ σ(s,Xs, û(s,Xs))dWs,

tiene una única solución dada la condición inicial Xt = x.

El proceso v̂s := û(s,Xs) está bien definido en U0.

Entonces v = V y v̂ es un control óptimo Markoviano.

Demostración. Demostraremos primero el inciso i). Consideremos ν ∈ U0 un proceso de control

arbitrario y X el proceso de estados asociado con Xt = x. Definimos, para cada n, al tiempo de

paro θn como

θn := T ∧ ı́nf{s > t : |Xs − x| ≥ n}. (1.3)

Ahora, por la Observación 1.2.2 se tiene que

β(t, θn)v(θn, X
t,x,ν
θn

)− v(t, x) =

∫ θn

t
β(t, r)

(
∂tv(r,Xt,x,ν

r ) + Lνv(r,Xt,x,ν
r )

)
dr

+

∫ θn

t
β(r,Xt,x,ν

r )Dv(r,Xt,x,ν
r ) · σ(r,Xt,x,ν

r , νr)dWr. (1.4)

Notemos que ∂tv(r,Xt,x,ν
r )+Lνv(r,Xt,x,ν

r )+f(r,Xt,x,ν
r ) ≤ ∂tv(r,Xt,x,ν

r )+H(r,Xt,x,v
r , v,Dv,D2v) ≤

0, por hipótesis y definición deH. Además, el integrando ∂tv(r,Xt,x,ν
r )+Lνv(r,Xt,x,ν

r )·σ(r,Xt,x,ν
r , νr)

es acotado en el intervalo [t, θn], ya que σ y Dv son continuas y ‖k−‖∞ <∞. Entonces, tomando

esperanza a la ecuación anterior,

v(t, x) ≥ E
(∫ θn

t
β(t, r)f(r,Xt,x,ν

r , νr)dr + β(t, θn)v(θn, X
t,x,ν
θn

)

)
.

Observemos que, como ‖k−‖∞ <∞, se satisface que∣∣∣∣β(t, θn)v(θn, X
t,x,ν
θn

) +

∫ θn

t
β(t, r)f(r,Xt,x,ν

r , νr)dr

∣∣∣∣
≤ CeT‖k−‖∞

(
1 + ‖Xt,x,ν

θn
‖2 +

∫ θn

t
(1 + ‖νr‖)dr

)
≤ CeT‖k−‖∞

(
1 + sup

t≤s≤T
‖Xt,x,ν

s ‖2 +

∫ θn

t
(1 + ‖νr‖)dr

)
,

donde se utilizó la hipótesis sobre las funciones f y v. Además, por el Teorema 1.2.1, la expresión
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anterior es integrable. Entonces, al hacer tender n→∞, por el teorema de convergencia dominada,

de la desigualdad se sigue que

v(t, x) ≥ E
(
β(t, T )v(T,Xt,x,ν

T ) +

∫ T

t
β(t, x)f(r,Xt,x,ν

r , νr)dr

)
≥ E

(
β(t, T )g(Xt,x,ν

T ) +

∫ T

t
β(t, x)f(r,Xt,x,ν

r , νr)dr

)
= J(t, x, ν),

ya que v(T, ·) ≥ g(·). Al ser el control ν ∈ U0 arbitrario, tomando supremo sobre los controles

ν ∈ U0, de lo anterior se concluye que v(t, x) ≥ V (t, x).

Para demostrar ii) procederemos de forma análoga. Consideremos ν ∈ U0 arbitrario y X el proceso

de estados asociado con Xt = x. Tomando θn como en (1.3), análogamente al caso anterior, por

la fórmula de Itô llegamos a que v(t, x) ≥ V (t, x).

Ahora, si tomamos ν̂s = û(s,Xs), de (1.4) se tiene que

β(t, θn)v(θn, X
t,x,ν̂
θn

)− v(t, x) =

∫ θn

t
β(r,Xt,x,ν̂

r )Dv(r,Xt,x,ν̂
r ) · σ(r,Xt,x,ν̂

r , ν̂r)dWr

−
∫ θn

t
β(t, r)f(r,Xt,x,ν̂

r , ν̂r)dr,

donde se utilizó la hipótesis ∂tv(t, x) + Lν̂v(t, x) + f(t, x, ν̂t) = 0.

Aśı, por el mismo argumento anterior, tomando esperanza y por convergencia dominada, se sigue

que v(t, x) = J(t, x, ν̂). Y por definición de V (·), J(t, x, ν̂) ≤ V (t, x), con lo que se concluye la

prueba.

Los resultados anteriores sugieren la siguiente técnica para resolver un problema de control es-

tocástico:

Consideremos la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, dada por,

−∂tv(t, x)− sup
u∈U
{Luv(t, x) + f(t, x, u(t, x))} = 0,

para todo (t, x) ∈ S y con condición terminal v(T, x) = g(x).

1. Para (t, x) ∈ S fijos, resolver supu∈U{Luv(t, x) + f(t, x, u(t, x))} como un problema de

maximización sobre u ∈ U . Denotar por û(t, x) a tal máximo.

2. Sustituir û(t, x) en la ecuación HJB, lo cual resultará en una ecuación diferencial parcial no

lineal.
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3. Si se encuentra una solución suave a tal ecuación diferencial parcial no lineal, digamos v,

entonces v es la solución al problema de control y û(t, x) el control óptimo Markoviano.

Tal técnica será la empleada en la demostración de los resultados expuestos en los Caṕıtulos 3 y

4.

1.3. Optimización de portafolios

El problema de optimización de portafolios consiste en hallar la estrategia óptima que maximice

la utilidad esperada de un inversionista. Este ha sido un problema clásico en control estocástico

y fuente de investigación desde que fue propuesto por Merton (1971) en su trabajo [10].

Problema de optimización de portafolios

Antes de presentar el problema de optimización introduciremos de manera somera dos conceptos

importantes dentro de la teoŕıa de portafolios, las estrategias autofinanciadas y las funciones de

utilidad.

• Estrategias autofinanciadas

Las estrategias autofinanciadas están estrechamente relacionadas con el concepto de arbitraje,

que se refiere a la posibilidad de generar una ganancia segura sin contraer riesgo financiero. En

este sentido, un mercado con ausencia de arbitraje busca replicar el valor de un producto derivado

mediante la negociación simultánea en uno o más mercados, t́ıpicamente, en un activo con riesgo

y en una cuenta de mercado de dinero, o también conocida como activo sin riesgo [14].

Para poder definir a una estrategia autofinanciada, consideremos un portafolio que consta de una

inversión en la cuenta de mercado de dinero a tasa constante r ≥ 0 y πt acciones de un activo

con riesgo, St. Si denotamos por Xt al valor de tal portafolio al tiempo t, notemos que la posición

del inversionista en la cuenta de mercado de dinero está dada por Xt− πtSt. Aśı, la ganancia del

inversionista al tiempo t es

dXt = πtdSt + r(Xt − πtSt)dt. (1.5)

Por otro lado, si denotamos por Mt = ert al valor de una inversión en la cuenta de mercado de

dinero y Γt a la posición invertida en dicha cuenta, entonces

Xt = πtSt + ΓtMt, (1.6)
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y por la fórmula del producto,

dXt = Stdπt + πtdSt +MtdΓt + rΓtMtdt. (1.7)

Luego, si sustituimos (1.6) en (1.5)

dXt = πtdSt + rΓtMtdt, (1.8)

por lo tanto, de (1.7) y (1.8) se sigue que

Stdπt +MtdΓt = 0. (1.9)

Al estar bajo un mercado con ausencia de arbitraje, a cada tiempo t el valor del portafolio debe

ser igual al valor del derivado en cuestión, lo cual nos lleva a tener que rebalancear el portafolio

a cada tiempo t. De forma precisa, en la ecuación (1.9), el primer término indica el costo por

rebalancear la posición en el activo con riesgo y el segundo el costo asociado al rebalancear la

posición en la cuenta de mercado de dinero. Notemos que si la suma de estos dos términos no

es cero, entonces habŕıa oportunidad de arbitraje; pues si ésta fuera positiva, el dinero puede

retirarse como una ganancia y si fuera negativa habŕıa que pagar para poder entrar en la posición

del portafolio deseado. Por lo tanto, diremos que una estrategia es autofinanciada si cumple la

ecuación (1.9).

• Funciones de utilidad

Las preferencias que tiene un agente al momento de hacer una inversión es un elemento importante

a considerar al momento de analizar un portafolio. Tal toma de decisiones está relacionada con

la aversión al riesgo de cada inversionista. Esto es, qué tan conservador o arriesgado es un agente

ante el riesgo financiero [7]. Este aspecto se ve reflejado en los modelos de inversión mediante las

funciones de utilidad, que se definen a continuación.

Definición 1.3.1. Diremos que U : R+ → R, con U ∈ C1 es una función de utilidad si es

estrictamente concava, estrictamente creciente y satisface que

U ′(0) := ĺım
x↓0

U ′(x) = +∞, U ′(∞) := ĺım
x→∞

U ′(x) = 0.

La función potencia es una de las funciones de utilidad más comunes y está definida por

U(x) =

xγ−1
γ , x > 0,

−∞, x ≤ 0,

con γ ∈ (0, 1), al cual se le conoce como coeficiente de aversión al riesgo. El caso γ = 0 corresponde
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a la función de utilidad logaŕıtmica y está dada por

U(x) =

log(x), x > 0,

−∞, x ≤ 0.

Para el desarrollo de este trabajo se utilizará como función de utilidad esta última.

• Problema de optimización

Una vez descritos los conceptos anteriores, podemos definir formalmente el problema de optimi-

zación. Sea (Ω,F ,F,P) un espacio de probabilidad filtrado, donde F = {Ft, t ≥ 0} satisface las

condiciones usuales y consideremos un mercado financiero con un activo sin riesgo, que denota-

remos por S0 y un activo con riesgo, S, donde

dS0
t = S0

t rdt,

dSt = St(αdt + σmdWt),

con r ≥ 0, α ∈ R, σm > 0 constantes y W un movimiento browniano unidimensional definido en

(Ω,F ,F,P).

Representaremos por π = {πt, t ∈ [0, T ]} a la cantidad de dinero invertida por el inversionista en

el activo S y diremos que el proceso π es una estrategia admisible si es autofinanciada, progre-

sivamente medible respecto a F y cuadrado integrable. Aśı, el valor del portafolio asociado a tal

estrategia estará dado por

dXπ
t = πt

dSt
St

+ (Xπ
t − πt)

dS0
t

S0
t

= (rXt + (α− r)πt)dt+ σmπtdWt. (1.10)

Definimos al problema de optimización de portafolios como sigue

V (t, x) := sup
π∈U0

E(U(Xt,x,π
T )), (1.11)

donde Xt,x,π es la solución a (1.10) con condición inicial Xt,x,π
t = x, U(·) es la función de utilidad

asociada al inversionista y U0 el conjunto de estrategias admisibles. Como ya se mencionó, el

objetivo es hallar la estrategia óptima π∗ que maximiza la utilidad esperada de un inversionista.

Notemos que, utilizando el Teorema 1.2.3, la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellaman se ve de la

siguiente forma

−∂tV (t, x)− sup
π∈U0

LπV (t, x) = 0,
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donde el operador LπV (t, x) está dado por

LπV (t, x) =
∂V (t, x)

∂x

(
rx+ (α− r)π

)
+

1

2

∂2V (t, x)

∂x2
σ2mπ

2,

pues para este caso en particular las funciones f(t, x, π) y k(t, x, π) del Teorema 1.2.3 son cero.

El enfoque bajo el cual se plantea el problema de optimización de portafolios se ha ido adaptando

a las distintas preferencias de los inversionistas. Para objetivos de este trabajo será de relevancia

considerar el modelo CAPM y las estrategias tipo convergentes, conceptos que se abordan en el

siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

El modelo

En este caṕıtulo expondremos el trabajo desarrollado en [2], donde estudian el problema de

optimización, y se presentará el contexto financiero de donde emerge tal modelo, como son el

modelo CAPM y las estrategias convergentes. El modelo planteado por Sühan et al. en su trabajo

[2] es una modificación al planteado por Liu y Timmermann en [8], la cual radica en suponer

que los errores en los precios asociados a los activos están regidos por una cadena de Markov a

tiempo continuo y con espacio de estados discreto, también conocido como cambio de régimen.

2.1. Modelo CAPM

El modelo CAPM, por sus siglas en inglés Capital Asset Pricing Model, busca describir la relación

entre el riesgo sistemático y el rendimiento esperado de un activo. De forma más precisa, si

denotamos por r a la tasa libre de riesgo de mercado y αm al rendimiento esperado del mercado,

entonces el riesgo esperado de un activo está dado por

α = r + β(αm − r) = r + βµm,

donde µm denota la prima de riesgo de mercado y β la beta del activo, términos que se explican a

continuación: si un inversionista tiene una posición en el ı́ndice de mercado, además de invertir en

un activo sin riesgo a tasa r, obtendrá un rendimiento esperado extra, αm− r, a éste se le conoce

como prima de riesgo de mercado. Por otro lado, el parámetro β describe la volatilidad de un

activo en comparación con el comportamiento del mercado. Por ejemplo, si β = 1 querŕıa decir

que el activo en cuestión se mueve en promedio igual que el mercado. Los activos con β > 1 se

consideran como agresivos, ya que implican mayor riesgo en la inversión; mientras que si β < 1,

entonces se dice que son activos defensivos [11].

27
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Es de interés para los inversionistas el contar con una estrategia que, independientemente de si

el mercado suba o baje, sea neutral al riesgo sistemático. Diremos que una estrategia es neutral

al riesgo de mercado o beta neutral, si la beta asociada es cero, es decir, el portafolio no tiene

correlación ante movimientos del mercado y aśı el rendimiento esperado será igual a la tasa libre

de riesgo [11].

Problema de optimización bajo el modelo CAPM

Bajo el modelo CAPM la dinámica del activo con riesgo está dada por

dSt = St
(
(r + βµm)dt+ σmdBt

)
,

por lo que el valor del portafolio W asociado a la estrategia π es

dW π
t =

(
rXt + βµmπt

)
dt+ σmπtdBt.

Mientras que el problema de control está definido como en (1.11). Además, en la ecuación HJB

el operador LπV (t, x) está dado por

LπV (t, w) =
∂V (t, w)

∂w

(
rw + βµmπ

)
+

1

2

∂2V (t, w)

∂w2
σ2mπ

2.

Una de las técnicas para resolver el problema de optimización de portafolios es mediante control

estocástico, particularmente como se explicó en la Sección 1.2.

Estrategias tipo convergente

Cuando hay divergencias en el precio de un activo respecto al precio justo se dice que existe un

error en el precio. Las estrategias de tipo convergente buscan explotar errores temporales en los

precios de dos activos que tendrán un payoff igual (o similar) en el futuro [8].

Un ejemplo t́ıpico en este ámbito es el trading a pares, que consiste en simultáneamente comer-

cializar activos cointegrados mediante la compra de aquellos subestimados y vender en corto los

sobrevalorados, con la expectativa de que en alguna fecha futura los errores se habrán ajustado,

beneficiándose aśı de la convergencia de los precios.

La siguiente gráfica muestra el histórico de precios de las acciones de Ford (F ) y General Motors

(GM)1. Esta imagen nos permite describir visualmente el objetivo de una estrategia a pares.

Como se puede apreciar estas dos acciones muestran correlación en el histórico de sus precios y

1Fuente: https://finance.yahoo.com/
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además, en el mes de octubre de 2014 -aproximadamente- podemos ver que los activos comienzan

a comportarse en direcciones opuestas para volver a un comportamiento similar en abril de 2015.

El objetivo es aprovechar el spread (diferencia del logaritmo de los precios) generado al presentar

errores en los precios de estos activos, beneficiándose de la convergencia a futuro de éstos.

Figura 2.1: Histórico de precios de las acciones de Ford (F ) y General Motors (GM).

Para ejemplificar, bajo el modelo CAPM, consideremos el portafolio de inversión descrito en [8],

esto es, un mercado con un activo sin riesgo que ofrece una tasa de rendimiento constante r ≥ 0

y los siguientes activos con riesgo:

Índice de mercado, el cual seguirá la siguiente dinámica

dSmt
Smt

= (r + µm)dt+ σmdB
m
t .

Un par de activos cointegrados con precios dados por

dS1
t

S1
t

= (r + βµm − λ1Xt)dt+ βσmdB
m
t + σdBt + bdB1

t ,

dS2
t

S2
t

= (r + βµm + λ2Xt)dt+ βσmdB
m
t + σdBt + bdB2

t ,

donde σ > 0 y b > 0 son constantes, β ∈ R representa la beta de los activos S1 y S2, µm ∈ R
es la prima de riesgo de mercado, σm > 0 la volatilidad del mercado, r + βµm − λiXt denotan

el rendimiento de los activos Si, i = 1, 2, σdBt + bdBi
t el riesgo asociado al sector financiero

para cada Si, i = 1, 2, y finalmente, (B,B1, B2) es un movimiento browniano tridimensional e

independiente del movimiento browniano Bm. Por otro lado, el spread de los precios está dado

por el proceso X = logS1 − logS2.

Notemos que si, para alguna i = 1, 2, λi = 0, entonces el rendimiento esperado del activo corres-

pondiente satisface el modelo CAPM y por ende éste no presenta errores en el precio.

Denotaremos por W π al valor del portafolio asociado a la estrategia admisible π = (πm, π1, π2),
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donde πm, π1 y π2 representan las fracciones de dinero invertido en Sm, S1 y S2, respectivamente.

Se sigue entonces que la dinámica de W , es decir, el capital ganado debido a cambios en los

activos Sm, S1 y S2, más los intereses generados, está dada por

dW π
t

W π
t

= πmt
dSmt
Smt

+ π1t
dS1

t

S1
t

+ π2t
dS2

t

S2
t

+ r
(
1− πmt − π1t − π2t

)
dt

= rdt+ (πmt + β(π1t + π2t ))(µmdt+ σmdWt)

+ π1t (σdBt + bdB1
t − λ1Xtdt) + π2t (σdBt + bB1

t + λ2Xtdt).

La ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman se ve de la siguiente forma

−∂tV (t, w, x)− sup
π∈U0

LπV (t, w, x) = 0,

donde V (t, w, x) = sup
π∈U0

E(U(W t,w,x,π
T )) y el operador LπV (t, w, x) se define como

LπV (t, w, x) = −(λ1 + λ2)xVx(t, w, x) + b2Vxx(t, w, x) + b2(π1 − π2)wVxw(t, x, w)

+ wVw(t, w, x)
[
r + µm[πm + β(π1 + π2)] + x(λ2π

2 − λ1π1)
]

+
w2

2
Vww(t, x, w)

(
σ2m[πm + β(π1 + π2)]2 + σ2(π1 + π2) + (bπ1)2 + (bπ2)2

)
,

con Vx, Vxx, Vw, Vxw y Vww las derivadas parciales de V (t, w, x).

En el modelo descrito en [2] se utlizan estrategias del tipo convergente, incluyendo además el

caso en que son beta neutrales. Tal modelo es una modificación al que presentamos anteriormente

propuesto por Liu y Timmermann en [8], en la siguiente sección se explica a detalle tal modelo.

2.2. Descripción del modelo

El comportamiento del mercado financiero tiende a cambiar abruptamente, adicionalemente, des-

pués de dicho cambio, el nuevo comportamiento de las variables financieras suele persistir durante

varios peŕıodos. Tal fenómeno es el que se aborda al emplear un modelo de cambio de régimen.

En [8] se estudia la dinámica de asignación óptima de portafolios maximizando la utilidad espe-

rada terminal v́ıa dos activos cointegrados, con errores en los precios, y un ı́ndice de mercado.

La extensión que se hace en [2] consta en emplear un cambio de régimen en los errores de los

precios, o alfas como se conoce en la literatura financiera, el cual supone que el alfa de los activos

cointegrados está regida por una cadena de Markov.

Más precisamente, consideremos (Ω,G,P) un espacio de probabilidad y G = {Gt, t ∈ [0, T ]} una

filtración que cumple las condiciones usuales, donde T es finito y coincidirá con el tiempo terminal
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de la inversión. La filtración G representará todo el flujo de información y los procesos que se

definan de aqúı en adelante serán adaptados a ésta.

Sea Y una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados E = {e1, . . . , ek}, para

k ≥ 2. Denotaremos por Q = (qij)i,j∈E a la matriz infinitesimal de Y . Consideraremos un mercado

con las siguientes caracteŕısticas:

Se podrá invertir en un activo sin riesgo, el cual tendrá una tasa de retorno constante r ≥ 0, y

tres activos con riesgo:

S(m) que representará el ı́ndice de mercado (benchmark) y para el cual supondremos que la

dinámica del precio está dada por:

dS
(m)
t = S

(m)
t [(r + µm)dt+ σmdB

(m)
t ], (2.1)

donde µm ∈ R es la prima de riesgo de mercado, σm > 0 la volatilidad de mercado y B(m)

un movimiento browniano estándar.

S(1) y S(2), que denotan los activos cointegrados y sus precios se modelarán como:

dS
(1)
t

S
(1)
t

= (r + β1µm)dt− λ1(Yt)(Xt − α1(Yt))dt+ β1σmdB
(m)
t + σdB

(0)
t + b1dB

(1)
t , (2.2)

dS
(2)
t

S
(2)
t

= (r + β2µm)dt+ λ2(Yt)(Xt − α2(Yt))dt+ β2σmdB
(m)
t + σdB

(0)
t + b2dB

(2)
t , (2.3)

con β1 ∈ R, β2 ∈ R, b1 > 0, b2 > 0 y σ > 0 constantes, donde (B(0), B(1), B(2)) es un

movimiento browniano tridimensional e independiente de B(m).

Supondremos además que la cadena de Markov Y será independiente del vector (B(m), B(0), B(1),

B(2)) y que las funciones λ(·) y α(·) son localmente Lipschitz continuas y con crecimiento lineal.

Los parámetros en (2.2) y (2.3) se describen enseguida:

el proceso X definido por Xt = logS
(1)
t − logS

(2)
t modelará el spread de los precios. Además,

por la fórmula de Itô dada en el Teorema 1.1.4, se puede ver que

dXt =(r + β1µm)dt− 1

2

(
β21σ

2
m + σ2 + b21

)
dt− λ1(Yt)(Xt − α1(Yt))dt+ β1σmdB

(m)
t + σdB

(0)
t

+ b1dB
(1)
t − (r + β2µm)dt+

1

2

(
β22σ

2
m + σ2 + b22

)
dt− λ2(Yt)(Xt − α2(Yt))dt− β2σmdB(m)

t

− σdB(0)
t − b2dB

(2)
t ,
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por lo que

dXt =
[
Γ1 − λ1(Yt)(Xt − α1(Yt))− λ2(Yt)(Xt − α2(Yt))

]
dt

+ (β1 − β2)σmdB(m)
t + b1dB

(1)
t − b2dB

(2)
t , X0 ∈ R,

con Γ1 = (β1 − β2)µm − 1
2((β21 − β22)σ2m + b21 − b22).

(r + β1µm)dt− λ1(Yt)(Xt − α1(Yt))dt y (r + β2µm)dt− λ2(Yt)(Xt − α2(Yt))dt representan

el rendimiento esperado infinitesimal del activo S(1) y S(2), respectivamente.

La exposición al riesgo de mercado2 para los activos S(1) y S(2) estará modelada por

β1σmdB
(m)
t y β2σmdB

(m)
t , respectivamente.

El riesgo inherente al sector financiero de cada uno de los activos se representa por σdB
(0)
t +

b1dB
(1)
t y σdB

(0)
t +b2dB

(2)
t . A este riesgo se le conoce como diversificable o riesgo idiosincráti-

co y se refiere a aquel tipo de riesgo que afecta exclusivamente a un sector en concreto o a

un grupo de acciones.

Algunas observaciones del modelo

1. Liu y Timmermann en su trabajo [8] suponen que los activos en los que se invierte tienen

el mismo payoff pero se comercializan a distintos precios, notemos que si tomamos β1 = β2

y b1 = b2 rescatamos el modelo descrito en [8] pero con cambio de régimen.

2. Considerar los parámetros λ1 y λ2 dependientes de la cadena de Markov Y implica que

los errores en los precios dependen de algún factor económico o de mercado que no puede

ser directamente observable por el inversionista, esto es, un cambio de régimen en el alfa

de los activos. Esto último nos permite obtener un modelo más realista que se ajusta al

comportamiento visto en tranding convergente [2].

3. Si λi(Yt)(Xt − αi(Yt)) = 0, para alguna i = 1, 2, entonces los rendimientos en los precios

satisfacen el modelo CAPM. Es decir, el rendimiento esperado de los activos dependerá úni-

camente de la tasa libre de riesgo y de la prima de riesgo de mercado, módulo la correlación

entre el activo subyacente y el ı́ndice de mercado.

4. Al permitir que las betas de los activos sean diferentes es posible plantear el problema

de optimización bajo la perspectiva beta neutral. Tal enfoque es una segunda extensión al

modelo de Liu y Timmermann en [8].

2Medida de una futura pérdida potencial resultante de un evento en espećıfico.



Caṕıtulo 3

Optimización bajo información

completa

En este caṕıtulo se estudiará el problema de optimización suponiendo que la cadena de Markov

Y , que rige el alfa de los activos cointegrados, es observable por el inversionista. Se planteará el

problema de control a resolver y finalmente se identificará la estrategia óptima. Se caracterizará

también la función de valor como la única solución a un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias derivado de la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman. Se aborda primero el caso en

el que no se tiene restricción sobre la asignación de los activos, el cual llamaremos clásico. La

segunda parte corresponde al caso beta neutral, donde se restringe el problema a portafolios que

sean neutrales al riesgo de mercado.

3.1. Caso clásico

Definición 3.1.1. Una estrategia h = (h(m), h(1), h(2)) es G-admisible si es una estrategia auto-

financiada y G-predecible tal que

E
(∫ T

0
(h

(m)
t )2 + (h

(1)
t )2 + (h

(2)
t )2dt

)
<∞. (3.1)

Denotaremos por A al conjunto de estrategias G-admisibles.

En lo que sigue,W h representará el valor del portafolio asociado a la estrategia h = (h(m), h(1), h(2)).

Las cantidades h
(m)
t , h

(1)
t y h

(2)
t representan las fracciones de dinero invertido al tiempo t ∈ [0, T ]

en el ı́ndice de mercado S(m) y en los activos cointegrados S(1) y S(2), respectivamente.

La dinámica de W h estará dada por el capital ganado debido a cambios en los activos S(m), S(1)

33
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y S(2), más los intereses generados, esto es

dW h
t = W h

t

[
h
(1)
t

dS
(1)
t

S
(1)
t

+ h
(2)
t

dS
(2)
t

S
(2)
t

+ h
(m)
t

dS
(m)
t

S
(m)
t

]
+ rW h

t

[
1− h(1)t − h

(2)
t − h

(m)
t

]
dt,

sustituyendo (2.1), (2.2) y (2.3), obtenemos

dW h
t = W h

t

[(
r + (h

(m)
t + h

(1)
t β1 + h

(2)
t β2)µm + h

(2)
t λ2(Yt)(Xt − α2(Yt))

− h(1)t λ1(Yt)(Xt − α1(Yt))
)
dt+ σ(h

(1)
t + h

(2)
t )dB

(0)
t + b1h

(1)
t dB

(1)
t + b2h

(2)
t dB

(2)
t

+ σm(h
(m)
t + β1h

(1)
t + β2h

(2)
t )dB

(m)
t

]
= f(t,Xt, Yt)W

h
t dt+

3∑
l=0

gl(t)W
h
t dB

l
t,

con f(t,Xt, Yt) := r+(h
(m)
t +h

(1)
t β1+h

(2)
t β2)µm+h

(2)
t λ2(Yt)(Xt−α2(Yt))−h(1)t λ1(Yt)(Xt−α1(Yt)),

(B0, B1, B2, B3) := (B(0), B(1), B(2), B(m)) y

g0(t) := σ(h
(1)
t + h

(2)
t ),

g1(t) := b1h
(1)
t ,

g2(t) := b2h
(2)
t ,

g3(t) := σm(h
(m)
t + β1h

(1)
t + β2h

(2)
t ).

De lo anterior, usando el Lema 1.1.1, para u ≤ t se tiene que

W h
t = W h

u exp

(∫ t

u

[
f(s,Xs, Ys)−

1

2

3∑
l=0

g2l (s)

]
ds+

3∑
l=0

∫ t

u
gl(s)dB

l
s

)
=: W h

u exp(G(u, t,Xs, Ys;u ≤ s ≤ t)), (3.2)

donde

G(u, t,Xs, Ys;u ≤ s ≤ t) :=

∫ t

u

[
f(s,Xs, Ys)−

1

2

3∑
l=0

g2l (s)

]
ds+

3∑
l=0

∫ t

u
gl(s)dB

l
s.

3.1.1. Problema de control

Antes de definir el problema de control introduciremos el siguiente operador:

Definición 3.1.2. Sea F (t, w, x, i) en C1,2,2([0, T ],R+,R), para cada i ∈ E = {e1, . . . , ek}, defi-
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nimos al operador de segundo orden del proceso (W,X, Y ) como

LhGF (t, w, x, i)

:= Fx(t, w, x, i)
[
Γ1 − λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)

]
+ wFw(t, w, x, i)

[
r + (h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)µm + h(2)λi2(x− αi2)− h(1)λi1(x− αi1)

]
+

1

2
w2Fww(t, w, x, i)

[
σ2m(h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)

2 + σ2(h(1) + h(2))2 + (b1h
(1))2 + (b2h

(2))2
]

+ wFwx(t, w, x, i)
[
σ2m(β1 − β2)(h(m) + h(1)β1 + h(2)β2) + b21h

(1) − b22h(2)
]

+
1

2
Fxx(t, w, x, i)

[
(β1 − β2)2σ2m + b21 + b22

]
+
∑
j∈E

F (t, w, x, i)qij . (3.3)

Más adelante se utilizará la fórmula de Itô para relacionar este operador con la ecuación de

Hamilton-Jacobi-Bellman asociada al problema de control.

Consideremos un inversionista que desea maximizar su utilidad esperada asignando su riqueza a

un mercado como el descrito en el caṕıtulo anterior y con función de utilidad logaŕıtmica.

Formulamos entonces el problema de control de la siguiente manera:

maximizar Et,w,x,i(logW h
T ), sobre todas las estrategias admisibles,

donde Et,w,x,i denota la esperanza condicional dado que Wt = w, Xt = x y Yt = ei. La función

de valor asociada está definida por

V (t, w, x, i) := sup
h∈A

Et,w,x,i(logW h
T ).

Con lo anterior, el resultado principal de este apartado es el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1. Consideremos una inversión con función de utilidad logaŕıtmica. Entonces la

estrategia óptima h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ) ∈ A está dada por

h
(1)
∗ (t, x, i) =

−λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)%2
b21 + b22%2

,

h
(2)
∗ (t, x, i) =

λi2(x− αi2) + λi1(x− αi1)%1
b21%1 + b22

, (HO)

h
(m)
∗ (t, x, i) =

µm
σ2m
− h(1)∗ (t, x, i)β1 − h(2)∗ (t, x, i)β2,

donde %1 = σ2

σ2+b21
y %2 = σ2

σ2+b22
. Además, la función de valor es de la forma

V (t, w, x, i) = log(w) +m(t, i)x2 + n(t, i)x+ u(t, i),

donde las funciones m(t, i), n(t, i) y u(t, i) para cada i ∈ E resuelven el siguiente sistema de
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ecuaciones diferenciales ordinarias

mt(t, i)− 2(λi1 + λi2)m(t, i) +
∑
j∈E

m(t, j)qij + Θi
1 = 0,

nt(t, i)− (λi1 + λi2)n(t, i) +
∑
j∈E

n(t, j)qij + 2(Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2)m(t, i)−Θi

2 = 0,

ut(t, i) +
∑
j∈E

u(t, j)qij + Γ2m(t, i) + (Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2)n(t, i) + Θi

3 = 0,

con condiciones terminales m(T, ·) = 0, n(T, ·) = 0 y u(T, ·) = 0, y los parámetros Γ1, Γ2, Θi
k

están dados por

Γ1 =(β1 − β2)µm −
1

2
((β21 − β22)σ2m + b21 − b22),

Γ2 =σ2m(β1 − β2)2 + b21 + b22,

Θi
1 =

(b1λ
i
2)

2 + (b2λ
i
1)

2 + σ2(λi1 + λi2)
2

2[(b1b2)2 + σ2(b21 + b22)]
,

Θi
2 =

αi1λ
i
1(λ

i
1(b

2
2 + σ2) + λi2σ

2) + αi2λ
i
2(λ

i
2(b

2
1 + σ2) + λi1σ

2)

(b1b2)2 + σ2(b21 + b22)
,

Θi
3 =r +

µ2m
2σ2m

+
(αi1λ

i
1b2)

2 + (αi2λ
i
2b1)

2 + σ2(αi1λ
i
1 + αi2λ

i
2)

2

2[(b1b2)2 + σ2(b21 + b22)]
.

En lo anterior mt, nt y ut denotan las derivadas parciales respecto a t de las funciones m, n y u,

respectivamente.

Demostración.

La idea de la prueba será usar la técnica descrita en la Sección 1.2, esto es, a partir de la ecuación

de Hamilton-Jacobi-Bellman obtener la estrategia óptima h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ). Una vez que

encontremos h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ) se propone un candidato a la función de valor y finalmente se

verifica que, en efecto, ésta coincide con la solución de la ecuación HJB.

1. Estrategia Óptima

Supongamos que la función de valor V (·, i) es de clase C1,2,2([0, T ],R+,R), esto implica que

satisface la ecuación de HJB dada, para cada i ∈ E , por

Vt(t, w, x, i) + sup
h∈A
LhGV (t, w, x, i) = 0, (3.4)

con la condición terminal V (T, ·) = log(w), donde LhG denota el generador del proceso (W,X, Y )

definido en (3.3). Además, por (3.2) podemos escribir a la función de valor como

V (t, w, x, i) := sup
h∈A

Et,w,x,i
[
logW h

T

]
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= sup
h∈A

Et,w,x,i
[
log
(
W h
t exp{G(t, T,Xs, Ys; t ≤ s ≤ T )}

)]
= sup

h∈A

{
Et,w,x,i[logW h

t ] + Et,w,x,i
[
G(t, T,Xs, Ys; t ≤ s ≤ T )

]}
= log(w) + sup

h∈A
Et,w,x,i

[
G(t, T,Xs, Ys; t ≤ s ≤ T )

]
=: log(w) + ν(t, x, i), (3.5)

para alguna función ν(t, x, i), con ν(T, ·, ·) = 0.

Sustituyendo (3.3) y (3.5) en (3.4)

νt(t, x, i) + sup
h∈A

[
νx(t, x, i)

[
Γ1 − λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)

]
+ r + (h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)µm + h(2)λi2(x− αi2)− h(1)λi1(x− αi1)

− 1

2

[
σ2m(h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)

2 + σ2(h(1) + h(2))2 + (b1h
(1))2 + (b2h

(2))2
]

+
1

2
Γ2νxx(t, x, i) +

∑
j∈E

ν(t, x, j)qij
]

= 0, (3.6)

con Γ2 = (β1 − β2)2σ2m + b21 + b22.

Hallaremos el supremo que aparece en (3.6) obteniendo la estrategia óptima h∗ = (h
(m)
∗ , h

(3)
∗ , h

(2)
∗ )

mediante las condiciones de primer orden. Esto es, derivando el argumento del supremo respecto

de h(m), h(1) y h(2) se obtendrán los puntos cŕıticos. Luego, se comprobará que éstos en efecto son

máximos mediante las condiciones de segundo orden.

Por las condiciones de primer, derivando respecto de h(m), h(1) y h(2), obtenemos, respectivamente

µm
σ2m
− h(1)∗ β1 − h(2)∗ β2 − h∗(m) = 0, (3.7)

β1µm − λi1(x− αi1)− β1σ2m(h
(m)
∗ + h

(1)
∗ β1 + h

(2)
∗ β2)− σ2(h(1)∗ + h

(2)
∗ )− h(1)∗ b21 = 0, (3.8)

β2µm + λi2(x− αi2)− β2σ2m(h
(m)
∗ + h

(1)
∗ β1 + h

(2)
∗ β2)− σ2(h(1)∗ + h

(2)
∗ )− h(2)∗ b22 = 0, (3.9)

De la ecuación (3.7),

h
(m)
∗ =

µm
σ2m
− h(1)∗ β1 − h(2)∗ β2, (3.10)

sustituyendo (3.10) en (3.8), obtenemos

−h(1)∗ (σ2 + b21) = λi1(x− αi1) + h
(2)
∗ σ2,
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de donde se sigue que

h
(1)
∗ =

−λi1(x− αi1)− h
(2)
∗ σ2

σ2 + b21
. (3.11)

Luego, por (3.9)-(3.11),

λi2(x− αi2) + λi1(x− αi1)%1 = h
(2)
∗ [σ2(1− %1) + b22] = h

(2)
∗ (b21%1 + b22),

con %1 = σ2

σ2+b21
. Por lo que,

h
(2)
∗ =

λi2(x− αi2) + λi1(x− αi1)%1
b21%1 + b22

. (3.12)

Finalmente, sustituyendo (3.12) en (3.11),

h
(1)
∗ = −λ

i
1(x− αi1)
σ2 + b21

− %1
[
λi2(x− αi2) + λi1(x− αi1)%1

b21%1 + b22

]
= −λi1(x− αi1)

[
b21%1 + b22 + %21(σ

2 + b21)

(σ2 + b21)(b
2
1%1 + b22)

]
− λi2(x− αi2)

[
%1

b21%1 + b22

]
. (3.13)

Pero notemos que,

%1
b21%1 + b22

=
σ2

b21σ
2 + b22(σ

2 + b21)
=

σ2

b21(σ
2 + b22) + b22σ

2
=

%2
b21 + b22%2

, (3.14)

con %2 = σ2

σ2+b22
. Por otro lado,

b21%1 + b22 + %21(σ
2 + b21)

(σ2 + b21)(b
2
1%1 + b22)

=
b21%1 + b22 + %21(σ

2 + b21)

b21(σ
2 + b22) + b22σ

2

=
b21%1 + b22 + %21(σ

2 + b21)

σ2 + b22
· 1

b21 + b22%2

=
b21σ

2 + b22σ
2 + b22b

2
1 + σ4

(σ2 + b21)(σ
2 + b22)

· 1

b21 + b22%2

=
1

b21 + b22%2
. (3.15)

Entonces, de (3.13), (3.14) y (3.15) se concluye que

h
(1)
∗ =

−λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)%2
b21 + b22%2

.

Comprobaremos ahora las condiciones de segundo orden. Obteniendo las segundas derivadas se
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sigue que

A = (aij){i,j=1,2,3} :=

 −σ
2
m −σ2mβ1 −σ2mβ2

−β1σ2m −β21σ2m − σ2 − b21 −β1β2σ2m − σ2

−β2σ2m −β1β2σ2m − σ2 −β22σ2m − σ2 − b22

 .

Veremos que la matriz de segundas derivadas es definida no positiva, equivalentemente, que se

satisfaga

a11 < 0,

1

a11

∣∣∣∣∣a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣ < 0,

det(A)∣∣∣∣∣a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣
< 0,

donde

∣∣∣∣∣a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣ denota el menor de la matriz A.

Notemos que det(A) = −σ2m[b21b
2
2 + σ2(b21 + b22)] < 0 y∣∣∣∣∣a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣ = σ2m(σ21 + b21) > 0,

de donde se verifica que h∗ =
(
h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗
)

en efecto está dada por (HO).

2. Existencia

Para caracterizar la forma de la función de valor sustituiremos la estrategia óptima h∗ =
(
h
(m)
∗ , h

(1)
∗ ,

h
(2)
∗
)

en la ecuación (3.6).

Observemos primero que, sustituyendo h
(m)
∗ en (3.8) y (3.9), obtenemos lo siguiente

−λi1(x− αi1)− σ2(h
(1)
∗ + h

(2)
∗ )− h(1)∗ b21 = 0,

λi2(x− αi2)− σ2(h
(1)
∗ + h

(2)
∗ )− h(2)∗ b22 = 0,

y multiplicando las ecuaciones anteriores por h
(1)
∗ y h

(2)
∗ , respectivamente,

−h(1)∗ λi1(x− αi1)− σ2(h
(1)
∗ + h

(2)
∗ )h

(1)
∗ − (h

(1)
∗ b1)

2 = 0,

h
(2)
∗ λi2(x− αi2)− σ2(h

(1)
∗ + h

(2)
∗ )h

(2)
∗ − (h

(2)
∗ b2)

2 = 0,
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por lo que

σ2(h
(1)
∗ + h

(2)
∗ )2 + (h

(1)
∗ b1)

2 + (h
(2)
∗ b2)

2 = h
(2)
∗ λi2(x− αi2)− h

(1)
∗ λi1(x− αi1). (3.16)

Entonces, sustituyendo h∗ =
(
h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗
)

en (3.6),

νt(t, x, i) + νx(t, x, i)
[
Γ1 − λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)

]
+ r +

µ2m
σ2m

+ h
(2)
∗ λi2(x− αi2)− h

(1)
∗ λi1(x− αi1)

− 1

2

[µ2m
σ2m

+ σ2(h
(1)
∗ + h

(2)
∗ )2 + (b1h

(1)
∗ )2 + (b2h

(2)
∗ )2

]
+

1

2
Γ2νxx(t, x, i) +

∑
j∈E

ν(t, x, j)qij = 0,

y por (3.16),

νt(t, x, i) + νx(t, x, i)
[
Γ1 − λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)

]
+ r +

µ2m
2σ2m

+
1

2

[
h
(2)
∗ λi2(x− αi2)− h

(1)
∗ λi1(x− αi1)

]
+

1

2
Γ2νxx(t, x, i) +

∑
j∈E

ν(t, x, j)qij = 0.

Notemos que,

h
(2)
∗ λi2(x− αi2) =

(λi2)
2(σ2 + b21)(x

2 − 2xαi2 + (αi2)
2) + λi1λ

i
2σ

2(x2 − x(αi1 + αi2) + αi1α
i
2))

b21b
2
2 + σ2(b21 + b22)

,

−h(1)∗ λi1(x− αi1) =
(λi1)

2(σ2 + b22)(x
2 − 2xαi1 + (αi1)

2) + λi1λ
i
2σ

2(x2 − x(αi1 + αi2) + αi1α
i
2))

b21b
2
2 + σ2(b21 + b22)

.

Por lo tanto,

νt(t, x, i) + νx(t, x, i)
[
Γ1 + λi1α

i
1 + λi2α

i
2 − (λi1 + λi2)x

]
+ Θi

1x
2 −Θi

2x+ Θi
3

+
1

2
Γ2νxx(t, x, i) +

∑
j∈E

ν(t, x, j)qij = 0, (3.17)

con Θi
1,Θ

i
2 y Θi

3 dadas como en el enunciado del teorema.

Como función de valor proponemos ν(t, x, i) = m(t, i)x2+n(t, i)x+u(t, i). Sustituyendo en (3.17)

se tiene que, para cada (t, x) ∈ [0, T ]× R, se cumple

mt(t, i)x
2 + nt(t, i)x+ ut(t, i) +

[
Γ1 + λi1α

i
1 + λi2α

i
2 − (λi1 + λi2)x

]
[2m(t, i)x+ n(t, i)]

+ Θi
1x

2 −Θi
2x+ Θi

3 + Γ2m(t, i) +
∑
j∈E

qij [m(t, j)x2 + n(t, j)x+ u(t, j)]

= x2
[
mt(t, i)− 2m(t, i)(λi1 + λi2) + Θi

1 +
∑
j∈E

qijm(t, j)

]

+x

[
nt(t, i) + 2m(t, i)

[
Γ1 + λi1α

i
1 + λi2α

i
2

]
− n(t, i)(λi1 + λi2)−Θi

2 +
∑
j∈E

qijn(t, j)

]
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+ut(t, i) + n(t, i)[Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2] + Θi

3 + Γ2m(t, i) +
∑
j∈E

qiju(t, j)

= 0,

esto es; si para cada i ∈ E , las funciones m(t, i), n(t, i) y u(t, i) resuelven el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias

mt(t, i)− 2(λi1 + λi2)m(t, i) +
∑
j∈E

m(t, j)qij + Θi
1 = 0,

nt(t, i)− (λi1 + λi2)n(t, i) +
∑
j∈E

n(t, j)qij + 2(Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2)m(t, i)−Θi

2 = 0,

ut(t, i) +
∑
j∈E

u(t, j)qij + Γ2m(t, i) + (Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2)n(t, i) + Θi

3 = 0,

con condiciones terminales m(T, ·) = 0, n(T, ·) = 0 y u(T, ·) = 0; resulta que ν(t, x, i) = m(t, i)x2+

n(t, i)x+ u(t, i) resuelve la ecuación de HJB. Luego entonces, la función de valor es de la forma

V (t, w, x, i) = log(w) + ν(t, x, i) = log(w) +m(t, i)x2 + n(t, i)x+ u(t, i).

3. Verificación.

Para verificar que la función de valor propuesta coincide con la solución de la ecuación HJB

utilizaremos el siguiente lema:

Lema 3.1.1. El proceso definido por

Zt =
∑
n≥1

1{YTn=j}1{Tn≤t} −
∫ t

0

∑
i 6=j

qij1{Yr−=i}dr

es (G,P) martingala.

Demostración. Por definición de Zt, es claro que es adaptado a G y además es integrable.

Ahora, para s ≤ t tenemos que

E
(∑
n≥1

1{YTn=j}1{Tn≤t}
∣∣Gs)− E

(∫ t

0

∑
i 6=j

qij1{Yr−=i}dr
∣∣Gs) =

∑
n≥1

1{YTn=j}1{Tn≤s} −
∫ s

0

∑
i 6=j

qij1{Yr−=i}dr

+ E
(∑
n≥1

1{YTn=j}1{s<Tn≤t}
∣∣Gs)− E

(∫ t

s

∑
i 6=j

qij1{Yr−=i}dr
∣∣Gs).
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Pero,

E
(∫ t

s

∑
i 6=j

qij1{Yr−=i}dr
∣∣Gs) =

∫ t

s

∑
i 6=j

∑
l∈E

1{Ys=l}q
ijP(Yr− = i|Ys = l)dr (3.18)

Y por otro lado,

E
(∑
n≥1

1{YTn=j}1{s<Tn≤t}
∣∣Gs) =

∑
n≥1

E(1{YTn=j}1{s<Tn≤t}|Gs)

=
∑
n≥1

P(YTn = j, s < Tn ≤ t|Gs)

=
∑
i 6=j

P(Yt = j|Ys = i)1{Ys=i}

=
∑
i 6=j

1{Ys=i}

(
δij +

∫ t

s

∑
l∈E

qljP(Yr− = l|Ys = i)dr

)

=

∫ t

s

∑
i 6=j

∑
l∈E

1{Ys=i}q
ljP(Yr− = l|Ys = i)dr, (3.19)

en lo anterior se utilizó la ecuación de Kolmogorov y la propiedad de Markov.

Entonces, por (3.18) y (3.19), se tiene que

E
(∑
n≥1

1{YTn=j}1{Tn≤t}
∣∣Gs)− E

(∫ t

0

∑
i 6=j

qij1{Yr−=i}
∣∣Gs)

=
∑
n≥1

1{YTn=j}1{Tn≤s} −
∫ s

0

∑
i 6=j

qij1{Yr−=i}dr = Zs,

con lo que se concluye la prueba.

Luego, sea v(t, w, x, i) de clase C1,2,2([0, T ],R+,R) una solución de la ecuación HJB con creci-

miento cuadrático y h ∈ A una estrategia admisible.

Ahora, definimos las siguientes medidas aleatorias, µ, ρ:

µ([0, t]× {j}) =
∑
n≥1

1{YTn=j}1{Tn≤t}, j ∈ E , t ∈ [0, T ],

ρ([0, t]× {j}) =

∫ t

0

∑
i 6=j

qij1{Yr−=i}dr, j ∈ E , t ∈ [0, T ],

Por otro lado, observemos que∑
t≤s≤T

[v(s,W h
s , Xs, Ys)− v(s,W h

s , Xs, Ys−)]
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=
∑
n≥1

[v(Tn,W
h
Tn , XTn , YTn)− v(Tn,W

h
Tn , XTn , YTn−)]1{t≤Tn≤T}

=
∑
n≥1

∑
j∈E

[v(Tn,W
h
Tn , XTn , j)− v(Tn,W

h
Tn , XTn , YTn−)]1{t≤Tn≤T}1{YTn=j}

=

∫ T

t

∑
j∈E

[v(Tn,W
h
Tn , XTn , j)− v(Tn,W

h
Tn , XTn , YTn−)]µ(dr × {j}),

donde {Tn}n∈N es la sucesión de tiempos de salto de la cadena Y .

Por lo anterior se cumple que∑
t≤s≤T

[v(s,W h
s , Xs, Ys)− v(s,W h

s , Xs, Ys−)] =

∫ T

t

∑
j∈E

[v(r,W h
r , Xr, j)− v(r,W h

r , Xr, Yr−)](µ− ρ)(dr × {j})

+

∫ T

t

∑
j∈E

[v(s,W h
s , Xs, j)− v(s,W h

s , Xs, Ys−)]qYs−jds. (3.20)

Observación 3.1.1. Por la fórmula de Itô, para s ≥ t y h una estrategia admisible, se cumple

que

dv(t,W h
t , Xt, Yt) =vt(t,W

h
t , Xt, Yt)dt+ vw(t,W h

t , Xt, Yt)dWt + vx(t,W h
t , Xt, Yt)dXt

+
1

2

[
vww(t,W h

t , Xt, Yt)d[W,W ]t + vxx(t,W h
t , Xt, Yt)d[X,X]t

+ vxw(t,W h
t , Xt, Yt)d[W,X]t

]
+
∑

0≤s≤t
[v(s,W h

s , Xs, Ys)− v(s,W h
s , Xs, Ys−)],

esto es,

dv(s,W h
s , Xs, Ys) =(

vs(s,W
h
s , Xs, Ys) + vx(s,W h

s , Xs, Ys)
[
Γ1 − λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)

]
+W h

s vw(s,W h
s , Xs, Ys)

[
r + (h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)µm + h(2)λi2(x− αi2)− h(1)λi1(x− αi1)

]
+

1

2
W 2
s vww(s,W h

s , Xs, Ys)
[
σ2m(h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)

2 + σ2(h(1) + h(2))2 + (b1h
(1))2 + (b2h

(2))2
]

+W h
s vwx(s,W h

s , Xs, Ys)
[
σ2m(β1 − β2)(h(m) + h(1)β1 + h(2)β2) + b21h

(1) − b22h(2)
]

+
1

2
vxx(s,W h

s , Xs, Ys)
[
(β1 − β2)2σ2m + b21 + b22

])
ds+

∑
0≤s≤s

[v(s,W h
s , Xs, Ys)− v(s,W h

s , Xs, Ys−)]

+
[
vx(s,W h

s , Xs, Ys)(β1 − β2)σm + σmW
h
s vw(s,W h

s , Xs, Ys)(h
(m) + h(1)β1 + h(2)β2)

]
dB(m)

s

+
[
b1vx(s,W h

s , Xs, Ys) + b1h
(1)W h

s vw(s,W h
s , Xs, Ys)

]
dB(1)

s

+
[
b2h

(2)W h
s vw(s,W h

s , Xs, Ys)− b2vx(s,W h
s , Xs, Ys)

]
dB(2)

s

+
(
W h
s vw(s,W h

s , Xs, Ys)σ(h(1) + h(2))
)
dB(0)

s .
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De forma integral, por la ecuación (3.20), se sigue que

v(s,W h
s , Xs, Ys) =v(t, w, x, i) +

∫ t

t

(
vt(t, w, x, i) + LhGv(r,W h

r , Xr, Yr)
)
dr

+

∫ s

t

(
vx(r,W h

r , Xr, Yr)(β1 − β2)σm
)
dB(m)

r

+

∫ s

t

(
σmW

h
r vw(r,W h

r , Xr, Yr)(h
(m)
r + h(1)r β1 + h(2)r β2)

)
dB(m)

r

+

∫ s

t

(
b1vx(r,W h

r , Xr, Yr) + b1h
(1)
r W h

r vw(r,W h
r , Xr, Yr)

)
dB(1)

r

+

∫ s

t

(
b2h

(2)
r W h

r vw(r,W h
r , Xr, Yr)− b2vx(r,W h

r , Xr, Yr)

)
dB(2)

r

+

∫ s

t

(
W h
r vw(r,W h

r , Xr, Yr)σ(h(1)r + h(2)r )

)
dB(0)

r

+

∫ s

t

(∑
j∈E

[v(r,W h
r , Xr, j)− v(r,W h

r , Xr, Yr−)]

)
(µ− ρ)(dr × {j}),

donde LhG denota el generador del proceso (W,X, Y ).

Para n ≥ 1 introducimos los siguientes tiempos de paro

τn := T ∧ ı́nf{s > t : ‖(Ws, Xs, Ys)− (w, x, i)‖ ≥ n}.

Notemos que τn converge a T P-c.s. Además, por la Observación 3.1.1, se satisface que

v(τn,W
h
τn , Xτn , Yτn) =v(t, w, x, i) +

∫ τn

t

(
vt(t, w, x, i) + LhGv(r,W h

r , Xr, Yr)
)
dr

+

∫ τn

t

(
vx(r,W h

r , Xr, Yr)(β1 − β2)σm
)
dB(m)

r

+

∫ τn

t

(
σmW

h
r vw(r,W h

r , Xr, Yr)(h
(m)
r + h(1)r β1 + h(2)r β2)

)
dB(m)

r

+

∫ τn

t

(
b1vx(r,W h

r , Xr, Yr) + b1h
(1)
r W h

r vw(r,W h
r , Xr, Yr)

)
dB(1)

r

+

∫ τn

t

(
b2h

(2)
r W h

r vw(r,W h
r , Xr, Yr)− b2vx(r,W h

r , Xr, Yr)

)
dB(2)

r

+

∫ τn

t

(
W h
r vw(r,W h

r , Xr, Yr)σ(h(1)r + h(2)r )

)
dB(0)

r

+

∫ τn

t

(∑
j∈E

[v(r,W h
r , Xr, j)− v(r,W h

r , Xr, Yr−)]

)
(µ− ρ)(dr × {j}).

(3.21)
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Luego, como v satisface la ecuación HJB, entonces de (3.21)

v(τn,W
h
τn , Xτn , Yτn) ≤v(t, w, x, i) +

∫ τn

t

(
vx(r,W h

r , Xr, Yr)(β1 − β2)σm
)
dB(m)

r

+

∫ τn

t

(
σmW

h
r vw(r,W h

r , Xr, Yr)(h
(m)
r + h(1)r β1 + h(2)r β2)

)
dB(m)

r

+

∫ τn

t

(
b1vx(r,W h

r , Xr, Yr) + b1h
(1)
r W h

r vw(r,W h
r , Xr, Yr)

)
dB(1)

r

+

∫ τn

t

(
b2h

(2)
r W h

r vw(r,W h
r , Xr, Yr)− b2vx(r,W h

r , Xr, Yr)

)
dB(2)

r

+

∫ τn

t

(
W h
r vw(r,W h

r , Xr, Yr)σ(h(1)r + h(2)r )

)
dB(0)

r

+

∫ τn

t

(∑
j∈E

[v(r,W h
r , Xr, j)− v(r,W h

r , Xr, Yr−)]

)
(µ− ρ)(dr × {j}).

(3.22)

Observemos que los integrandos respecto a B(0), B(1), B(2) y B(m) son acotados por definición de

τn, ya que h cumple (3.1) y v(t, w, x, i) ∈ C1,2,2([0, T ],R+,R). De lo anterior se sigue que tales

integrales tienen esperanza cero.

Además, por definición de τn y al ser v(t, w, x, i) de clase C1,2,2([0, T ],R+,R) se tiene que el

integrando ∑
j∈E

[v(r,W h
r , Xr, j)− v(r,W h

r , Xr, Yr−)]

es acotado. Por lo tanto, por el Lema 3.1.1 y el Lema 3.1 en [5], se sigue que la integral∫ τn

t

∑
j∈E

[v(r,W h
r , Xr, j)− v(r,W h

r , Xr, Yr−)](µ− ρ)(dr × {j})

tiene esperanza cero.

Entonces, tomando esperanza en (3.22) obtenemos Et,w,x,i[v(τn,W
h
τn , Xτn , Yτn)] ≤ v(t, w, x, i).

Además, por la continuidad de v, P-c.s. se tiene que

Et,w,x,i[v(T,WT , XT , YT−)] = Et,w,x,i[ ĺım
n→∞

v(τn,Wτn , Xτn , Yτn)].

Por otro lado, como v tiene crecimiento cuadrático,

|v(τn,Wτn , Xτn , Yτn)| ≤ C
(
1 + |Wτn |2 + |Xτn |2 + |Yτn |2

)
≤ C

(
1 + sup

s≤T

{
|Ws|2 + |Xs|2 + |Ys|2

})
,

y utilizando el Teorema 1.1.6, al ser las funciones λ(·) y α(·) localmente Lipschitz continuas y con

crecimiento lineal, se sigue que sups≤T
{
|Ws|2 + |Xs|2 + |Ys|2

}
es integrable. Aśı, por convergencia
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dominada se satisface que

Et,w,x,i[v(T,WT , XT , YT−)] = ĺım
n→∞

Et,w,x,i[v(τn,Wτn , Xτn , Yτn)] ≤ v(t, w, x, i).

Luego, por la condición terminal v(T, ·) = log(·), se cumple que Et,w,x,i[log(W h
T )] ≤ v(t, w, x, i).

Finalmente, al tomar supremo sobre las estrategias admisibles, concluimos que V (t, w, x, i) ≤
v(t, w, x, i).

Para obtener la otra desigualdad, notemos que si h∗ =
(
h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗
)

es la estrategia óptima

de la ecuación HJB entonces, para toda t,

vt(t, w, x, i) + Lh∗G v(t, w, x, i) = vt(t, w, x, i) + sup
h∈A
LhGv(t, w, x, i) = 0.

Aśı, de (3.21), bajo el mismo argumento anterior y la condición terminal v(T, ·) = log(·), al tomar

esperanza se satisface

Et,w,x,i[log(W h
T )] = Et,w,x,i[v(T,W h

T , XT , YT )] = v(t, w, x, i),

y aśı,

V (t, w, x, i) = sup
h∈A

Et,w,x,i[log(W h
T )] ≥ Et,w,x,i[log(W h

T )] = v(t, w, x, i).

De donde se sigue el resultado.

Observaciones respecto a la estrategia óptima

1. Notemos que h
(1)
∗ y h

(2)
∗ no dependen de los parámetros de mercado, β1, β2, σm y µm, esto

se debe a que la exposición al riesgo de mercado de cada uno de los activos es cubierta al

invertir en el ı́ndice de mercado, S(m).

2. Los parámetros %1 y %2 representan la variación relativa del riesgo idiosincrático, esto es, el

papel de %1 se puede interpretar como un escalamiento de la contribución de la variación

idiosincrática de S(2) y su alfa correspondiente, en h
(1)
∗ . De forma análoga para %2.

3. A pesar de que el ı́ndice de mercado, S(m), es independiente de la cadena de Markov Y , la

estrategia asociada h(m) resulta ser Markov modulada, es decir, depende de los parámetros

de cambio de régimen, λi, αi, i = 1, 2.

4. Si consideramos β1 = β2 = β, α1 = α2 = 0, λi1 = λ1 y λi2 = λ2, para i ∈ {1, . . . , k},
obtenemos la estrategia óptima bajo el modelo propuesto en [8] con función de utilidad
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logaŕıtmica. Expĺıcitamente:

h
(1)
∗ (t, x) = −x(λ1 + %λ2)

b2(1 + %)
,

h
(2)
∗ (t, x) =

x(λ2 + %λ1)

b2(1 + %)
,

h
(m)
∗ (t, x) =

µm
σ2m
− β

(
h
(1)
∗ (t, x) + h

(2)
∗ (t, x)

)
,

con % = σ2

σ2+b2
.

3.2. Caso beta neutral

En esta sección se estudia el problema de optimización con la restricción de que la cartera de

inversión es beta neutral. Más precisamente:

Definición 3.2.1. Una estrategia hβ = (h(β,m), h(β,1), h(β,2)) es beta neutral G-admisible si es

una estrategia autofinanciada y G-predecible tal que

β1h
(β,1) + β2h

(β,2) = 0, t ∈ [0, T ], (3.23)

y satisface

E
(∫ T

0
(h

(β,m)
t )2 + (h

(β,1)
t )2dt

)
<∞. (3.24)

Denotaremos por Aβ al conjunto de estrategias beta neutrales G-admisibles.

Recordemos que una estrategia se dice que es beta nuetral si la beta asociada es cero. Para este

caso, notemos que la beta del portafolio es β1h
(β,1) + β2h

(β,2), que justamente es la condición

(3.23).

El valor del portafolio W hβ asociado a la estrategia hβ seguirá la siguiente dinámica

dW hβ

t =W hβ

t

[
h
(β,1)
t

dS
(1)
t

S
(1)
t

+ h
(β,2)
t

dS
(2)
t

S
(2)
t

+ h
(β,m)
t

dS
(m)
t

S
(m)
t

]
+ rW hβ

t

[
1− h(β,1)t − h(β,2)t − h(β,m)

t

]
dt,

que representa el capital ganado debido a cambios en los activos S(m), S(1) y S(2), más los intereses

generados. Utilizando la restricción de neutralidad (3.23) y sustituyendo (2.1), (2.2) y (2.3),

obtenemos

dW hβ

t =W hβ

t

[(
r + h

(β,m)
t µm + h

(β,2)
t λ2(Yt)(Xt − α2(Yt))− h(β,1)t λ1(Yt)(Xt − α1(Yt))

)
dt
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+ σ
(
h
(β,1)
t + h

(β,2)
t

)
dB

(0)
t + b1h

(β,1)
t dB

(1)
t + b2h

(β,2)
t dB

(2)
t + σmh

(β,m)
t dB

(m)
t

]
=fβ(t,Xt, Yt)W

hβ

t dt+
3∑
l=0

gβl (t)W hβ

t dBl
t,

con (B0, B1, B2, B3) := (B(0), B(1), B(2), B(m)), fβ(t,Xt, Yt) := r + h
(β,m)
t µm + h

(β,2)
t λ2(Yt)(Xt −

α2(Yt))− h(β,1)t λ1(Yt)(Xt − α1(Yt)), y

gβ0 (t) := σ(h
(β,1)
t + h

(β,2)
t ),

gβ1 (t) := b1h
(β,1)
t ,

gβ2 (t) := b2h
(β,2)
t ,

gβ3 (t) := σmh
(β,m)
t .

Por el Lema 1.1.1, para u ≤ t se tiene que, W hβ
t está dado por

W hβ

t = W hβ

u exp

(∫ t

u

[
fβ(s,Xs, Ys)−

1

2

3∑
l=0

(gβl (s))2
]
ds+

3∑
l=0

∫ t

u
gβl (s)dBl

s

)
=: W h

u exp(Gβ(u, t,Xs, Ys;u ≤ s ≤ t)), (3.25)

donde

Gβ(u, t,Xs, Ys;u ≤ s ≤ t) =

∫ t

u

[
fβ(s,Xs, Ys)−

1

2

3∑
l=0

(gβl (s))2
]
ds+

3∑
l=0

∫ t

u
gβl (s)dBl

s.

En el siguiente teorema se da la expresión de la estrategia beta neutral óptima y la función de

valor del correspondiente problema de control.

Teorema 3.2.1. Consideremos una inversión con función de utilidad logaŕıtmica. Entonces la

estrategia beta neutral óptima hβ∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ) ∈ Aβ está dada por

h
(β,1)
∗ (t, x, i) = −

λi1(x− αi1) + β1
β2
λi2(x− αi2)

b21 +
β2
1

β2
2
b22 + σ2

[
1− β1

β2

]2 ,

h
(β,2)
∗ (t, x, i) = −β1

β2
h
(β,1)
∗ (t, x, i), (HBNO)

h
(β,m)
∗ (t, x, i) =

µm
σ2m

.

Además, la función de valor es de la forma

V (t, w, x, i) = log(w) +m(t, i)x2 + n(t, i)x+ u(t, i),
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donde las funciones m(t, i), n(t, i) y u(t, i) para cada i ∈ E resuelven el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias

mt(t, i)− 2(λi1 + λi2)m(t, i) +
∑
j∈E

m(t, j)qij + Φi
1 = 0,

nt(t, i)− (λi1 + λi2)n(t, i) +
∑
j∈E

n(t, j)qij + 2(Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2)m(t, i)− Φi

2 = 0,

ut(t, i) +
∑
j∈E

u(t, j)qij + Γ2m(t, i) + (Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2)n(t, i) + Φi

3 = 0,

con condiciones terminales m(T, ·) = 0, n(T, ·) = 0 y u(T, ·) = 0, y los parámetros Γ1, Γ2, Φi
k

están dados por

Γ1 =(β1 − β2)µm −
1

2
((β21 − β22)σ2m + b21 − b22),

Γ2 =σ2m(β1 − β2)2 + b21 + b22,

Φi
1 =

(β2λ
i
1 + β1λ

i
2)

2

2
[
b21β

2
2 + b22β

2
1 + σ2(β1 − β2)2

] ,
Φi
2 =

(αi1β2λ
i
1 + αi2β1λ

i
2)(β1λ

i
2 + β2λ

i
1)

b21β
2
2 + b22β

2
1 + σ2(β1 − β2)2

,

Φi
3 =r +

µ2m
2σ2m

+
(αi1β2λ

i
1 + αi2β1λ

i
2)

2

2
[
b21β

2
2 + b22β

2
1 + σ2(β1 − β2)2

] .
En lo anterior mt, nt y ut denotan las derivadas parciales respecto a t de las funciones m, n y u,

respectivamente.

Demostración.

La demostración será análoga al Teorema 3.1.1. Esto es, a partir de la ecuación de Hamilton-

Jacobi-Bellman obtener la estrategia beta neutral óptima hβ∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ). Luego pro-

poner un candidato a la función de valor y por último verificar que tal candidato coincide con la

solución de la ecuación HJB.

1. Estrategia Óptima

Supongamos que la función de valor V (·, i) es de clase C1,2,2([0, T ],R+,R), esto implica que

satisface la ecuación de HJB dada, para cada i ∈ E , por (3.4).

Por otro lado, de forma similar al Teorema 3.1.1, por (3.25)

V (t, w, x, i) = log(w) + sup
hβ∈Aβ

Et,w,x,i[Gβ(t, T,Xs, Ys; t ≤ s ≤ T )] =: log(w) + ν(t, x, i), (3.26)

para alguna función ν(t, x, i), con ν(T, ·) = 0.
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Sustituyendo (3.26) en (3.4) y usando la hipótesis en (3.23), obtenemos que

vt(t, w, x, i) + sup
hβ∈Aβ

LhβG V (t, w, x,i)

= νt(t, x, i) + sup
hβ∈Aβ

[
νx(t, x, i)

[
Γ1 − λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)

]
+ r + h(β,m)µm + h(β,2)λi2(x− αi2)− h(β,1)λi1(x− αi1)

− 1

2

[
σ2m(h(β,m))2 + σ2(h(β,1) + h(β,2))2 + (b1h

(β,1))2 + (b2h
(β,2))2

]
+

1

2
Γ2νxx(t, x, i) +

∑
j∈E

ν(t, x, j)qij
]

= 0. (3.27)

Para hallar el supremo que aparece en (3.27), al contar con la restricción de neutralidad dada

por (3.23), se obtendrá la estrategia óptima hβ∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ) mediante el método de

multiplicadores de Lagrange. Primero encontrando puntos cŕıticos con las condiciones de primer

orden y luego verificando que éstos son máximos con las condiciones de segundo orden.

Por las condiciones de primer orden, considerando la restricción (3.23) y derivando respecto de

h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ y h

(β,2)
∗ , respectivamente de (3.27), se tiene que

µm
σ2m
− h∗(β,m) = 0, (3.28)

−λi1(x− αi1)− σ2(h
(β,1)
∗ + h

(β,2)
∗ )− b21h

(β,1)
∗ = Λβ1, (3.29)

λi2(x− αi2)− σ2(h
(β,1)
∗ + h

(β,2)
∗ )− b22h

(β,2)
∗ = Λβ2, (3.30)

por lo que

h
(β,m)
∗ =

µm
σ2m

,

además,

1

β1

[
−λi1(x− αi1)− h

(β,1)
∗ (σ2 + b21)− σ2h

(β,2)
∗

]
=

1

β2

[
λi2(x− αi2)− h

(β,2)
∗ (σ2 + b22)− σ2h

(β,1)
∗

]
,

esto es,

h
(β,2)
∗

[
σ2 + b22
β2

− σ2

β1

]
= h

(β,1)
∗

[
σ2 + b21
β1

− σ2

β2

]
+
λi2
β2

(x− αi2) +
λi1
β1

(x− αi1).

Luego, por (3.23), se tiene que

−β1h(β,1)∗ =
β1β2

β1(σ2 + b22)− σ2β2

[
λi2(x− αi2) +

β2
β1
λi1(x− αi1)

]
+ h

(β,1)
∗

[
β2[β2(σ

2 + b21)− β1σ2]
β1(σ2 + b22)− σ2β2

]
,
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entonces,

h
(β,1)
∗

σ2(β1 − β2)2 + β21b
2
2 + β22b

2
1

β1(σ2 + b22)− β2σ2
= − β1β2

β1(σ2 + b22)− σ2β2

[
λi2(x− αi2) +

β2
β1
λi1(x− αi1)

]
.

Por lo tanto,

h
(β,1)
∗

[
σ2
(

1− β1
β2

)2

+ b22

(
β1
β2

)2

+ b21

]
= −

[
β1
β2
λi2(x− αi2) + λi1(x− αi1)

]
,

de donde se concluye que

h
(β,1)
∗ = −

λi2(x− αi2)
β1
β2

+ λi1(x− αi1)

σ2
(
1− β1

β2

)2
+ b22

(β1
β2

)2
+ b21

y

h
(β,2)
∗ = −β1

β2
h
(β,1)
∗ .

Para las condiciones de segundo orden, obteniendo las segundas derivadas se sigue que

Aβ = (aβij){i,j=1,2,3} :=

−σ
2
m 0 0

0 −(σ2 + b21) −σ2

0 −σ2 −(σ2 + b22)

 .

Veamos ahora que la matriz Aβ es definida no positiva, equivalentemente, que se satisface

aβ11 < 0,

1

aβ11

∣∣∣∣∣aβ11 aβ12
aβ12 aβ22

∣∣∣∣∣ < 0,

det(Aβ)∣∣∣∣∣aβ11 aβ12
aβ12 aβ22

∣∣∣∣∣
< 0,

donde

∣∣∣∣∣aβ11 aβ12
aβ12 aβ22

∣∣∣∣∣ denota el menor de la matriz Aβ.

Notemos que, det(Aβ) = −σ2m[b21b
2
2 + σ2(b21 + b22)] < 0 y∣∣∣∣∣aβ11 aβ12
aβ12 aβ22

∣∣∣∣∣ = σ2m(σ21 + b21) > 0,
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de donde se verifica que hβ∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ) en efecto está dada por (HBNO).

2. Existencia

De la ecuación (3.29)

Λ =
1

β1

[
−λi1(x− αi1)− σ2(h

(β,1)
∗ + h

(β,2)
∗ )− b21h

(β,1)
∗

]
.

Sustituyendo Λ en (3.30)

β2
β1

[
−λi1(x− αi1)− σ2(h

(β,1)
∗ + h

(β,2)
∗ )− b21h

(β,1)
∗

]
= λi2(x− αi2)− σ2(h

(β,1)
∗ + h

(β,2)
∗ )− b22h

(β,2)
∗ ,

multiplicando la ecuación anterior por h
(β,2)
∗ y utilizando (3.23) se sigue que

−λi1h
(β,1)
∗ (x− αi1) + λi2h

(β,2)
∗ (x− αi2)− σ2(h

(β,1)
∗ + h

(β,2)
∗ )2 − b21(h

(β,1)
∗ )2 − b22(h

(β,2)
∗ )2 = 0.

(3.31)

Por otro lado, sustituyendo hβ∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ) en (3.27)

νt(t, x, i) + νx(t, x, i)
[
Γ1 − λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)

]
+ r +

µ2m
σ2m

− 1

2

(
µ2m
σ2m

+ σ2(h
(β,1)
∗ + h

(β,2)
∗ )2 + (b1h

(β,1)
∗ )2 + (b2h

(β,2)
∗ )2

)
+ h

(β,2)
∗ λi2(x− αi2)− h

(β,1)
∗ λi1(x− αi1) +

1

2
Γ2νxx(t, x, i) +

∑
j∈E

ν(t, x, j)qij = 0,

y por (3.31)

νt(t, x, i) + νx(t, x, i)
[
Γ1 − λi1(x− αi1)− λi2(x− αi2)

]
+ r +

µ2m
2σ2m

+
1

2

(
h
(β,2)
∗ λi2(x− αi2)− h

(β,1)
∗ λi1(x− αi1)

)
+

1

2
Γ2νxx(t, x, i) +

∑
j∈E

ν(t, x, j)qij = 0.

Pero observemos que

−h(β,1)∗ λi1(x− αi1) =
(λi1)

2(x2 − 2αi1x+ (αi1)
2) + β1

β2
λi1λ

i
2(x

2 − x(αi1 + αi2) + αi1α
i
2)

b21 +
β2
1

β2
2
b22 + σ2

(
1− β1

β2

)2
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y

h
(β,2)
∗ λi2(x− αi2) =

β1
[
λi1λ

i
2(x

2 − x(αi1α
i
2) + αi1α

i
2) + β1

β2
(λi2)

2(x2 − 2xαi2 + (αi2)
2)
]

β2
[
b21 +

β2
1

β2
2
b22 + σ2

(
1− β1

β2

)2] ,

por lo que,

νt(t, x, i) + νx(t, x, i)
[
Γ1 + λi1α

i
1 + λi2α

i
2 − (λi1 + λi2)x

]
+ Φi

1x
2 − Φi

2x+ Φi
3

+
1

2
Γ2νxx(t, x, i) +

∑
j∈E

ν(t, x, j)qij = 0, (3.32)

con Φi
1,Φ

i
2 y Φi

3 dadas como en el enunciado del teorema.

Luego, como función de valor proponemos ν(t, x, i) = m(t, i)x2 + n(t, i)x + u(t, i), la cual al

sustituirla en (3.32), para cualquier (t, x) ∈ [0, T ]× R, se satisface

mt(t, i)x
2 + nt(t, i)x+ ut(t, i) +

[
Γ1 + λi1α

i
1 + λi2α

i
2 − (λi1 + λi2)x

]
[2m(t, i)x+ n(t, i)]

+ Φi
1x

2 − Φi
2x+ Φi

3 + Γ2m(t, i) +
∑
j∈E

qij [m(t, j)x2 + n(t, j)x+ u(t, j)]

= x2
[
mt(t, i)− 2m(t, i)(λi1 + λi2) + Φi

1 +
∑
j∈E

qijm(t, j)

]

+x

[
nt(t, i) + 2m(t, i)

[
Γ1 + λi1α

i
1 + λi2α

i
2

]
− n(t, i)(λi1 + λi2)− Φi

2 +
∑
j∈E

qijn(t, j)

]
+ut(t, i) + n(t, i)[Γ1 + λi1α

i
1 + λi2α

i
2] + Φi

3 + Γ2m(t, i) +
∑
j∈E

qiju(t, j) = 0.

Entonces, si para cada i ∈ E , las funciones m(t, i), n(t, i) y u(t, i) resuelven el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias

mt(t, i)− 2(λi1 + λi2)m(t, i) +
∑
j∈E

m(t, j)qij + Φi
1 = 0,

nt(t, i)− (λi1 + λi2)n(t, i) +
∑
j∈E

n(t, j)qij + 2(Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2)m(t, i)− Φi

2 = 0,

ut(t, i) +
∑
j∈E

u(t, j)qij + Γ2m(t, i) + (Γ1 + λi1α
i
1 + λi2α

i
2)n(t, i) + Φi

3 = 0,

con condiciones terminales m(T, ·) = 0, n(T, ·) = 0 y u(T, ·) = 0, se cumple que la función

ν(t, x, i) = m(t, i)x2 + n(t, i)x + u(t, i) resuelve la ecuación de HJB. Por lo tanto, la función de

valor está dada por V (t, w, x, i) = log(w) + ν(t, x, i) = log(w) +m(t, i)x2 + n(t, i)x+ u(t, i).

3. Verificación.

Consideremos v(t, w, x, i) de clase C1,2,2([0, T ],R+,R) y con crecimiento cuadrático una solución
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de la ecuación HJB y hβ ∈ Aβ una estrategia admisible.

Por la Observación 3.1.1

v(T,W hβ

T , XT , YT ) =v(t, w, x, i) +

∫ T

t

(
vt(t, w, x, i) + LhβG v(r,W hβ

r , Xr, Yr)
)
dr

+

∫ T

t

(
vx(r,W hβ

r , Xr, Yr)(β1 − β2)σm
)
dB(m)

r

+

∫ T

t

(
b1vx(r,W hβ

r , Xr, Yr) + b1h
(β,1)
r W hβ

r vw(r,W hβ

r , Xr, Yr)

)
dB(1)

r

+

∫ T

t

(
b2h

(β,2)
r W hβ

r vw(r,W hβ

r , Xr, Yr)− b2vx(r,W hβ

r , Xr, Yr)

)
dB(2)

r

+

∫ T

t

(
W hβ

r vw(r,W hβ

r , Xr, Yr)σ(h(β,1)r + h(β,2)r )

)
dB(0)

r

+

∫ T

t

(
σmW

hβ

r vw(r,W hβ

r , Xr, Yr)h
(β,m)
r

)
dB(m)

r

+

∫ T

t

(∑
j∈E

[v(r,W hβ

r , Xr, j)− v(r,W hβ

r , Xr, Yr−)]

)
(µ− ρ)(dr × {j}).

(3.33)

Como v satisface la ecuación HJB, entonces se sigue que

v(T,W hβ

T , XT , YT ) ≤v(t, w, x, i) +

∫ T

t

(
vx(r,W hβ

r , Xr, Yr)(β1 − β2)σm
)
dB(m)

r

+

∫ T

t

(
b1vx(r,W hβ

r , Xr, Yr) + b1h
(β,1)
r W hβ

r vw(r,W hβ

r , Xr, Yr)

)
dB(1)

r

+

∫ T

t

(
b2h

(β,2)
r W hβ

r vw(r,W hβ

r , Xr, Yr)− b2vx(r,W hβ

r , Xr, Yr)

)
dB(2)

r

+

∫ T

t

(
W hβ

r vw(r,W hβ

r , Xr, Yr)σ(h(β,1)r + h(β,2)r )

)
dB(0)

r

+

∫ T

t

(
σmW

hβ

r vw(r,W hβ

r , Xr, Yr)h
(β,m)
r

)
dB(m)

r

+

∫ T

t

(∑
j∈E

[v(r,W hβ

r , Xr, j)− v(r,W hβ

r , Xr, Yr−)]

)
(µ− ρ)(dr × {j}).

(3.34)

Bajo el mismo argumento del Teorema 3.1.1, localizando se puede ver que las integrales respecto

a B(0), B(1), B(2), B(m) y (µ− ρ) tienen esperanza cero. Entonces, al tomar esperanza en (3.34)

y usando la condición terminal v(T, ·) = log(·), se cumple que Et,w,x,i[log(W hβ

T )] ≤ v(t, w, x, i).

Finalmente, al tomar supremo sobre las estrategias admisibles se concluye que V (t, w, x, i) ≤
v(t, w, x, i).
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Por otro lado, si hβ∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ) es la estrategia óptima de la ecuación HJB, entonces

vt(t, w, x, i) + Lh
β
∗

G V (t, w, x, i) = vt(t, w, x, i) + sup
hβ∈Aβ

LhβG V (t, w, x, i) = 0.

Luego, por (3.33) y la condición terminal v(T, ·) = log(·), se satisface que

Et,w,x,i[log(W hβ

T )] = Et,w,x,i[v(T,W hβ

T , XT , YT )] = v(t, w, x, i),

por lo que

V (t, w, x, i) = sup
h∈Aβ

Et,w,x,i[log(W hβ

T )] ≥ Et,w,x,i[log(W hβ

T )] = v(t, w, x, i).

Observaciones respecto a la estrategia óptima

1. Notemos que el cociente β1
β2

tiene la misma interpretación que %2 en el Teorema 3.1.1.

2. Si consideramos β1 = β2 obtenemos una estrategia delta neutra, es decir, aquella en donde

se invierte la misma cantidad de dinero en ambos activos, h
(1)
∗ = −h(2)∗ . Más precisamente:

h
(1)
∗ (t, x, i) = −h(2)∗ (t, x, i) = −λ

i
1(x− αi1) + λi2(x− αi2)

b21 + b22
,

h
(m)
∗ (t, x, i) =

µm
σ2m

.
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Caṕıtulo 4

Optimización bajo información

parcial

En el caṕıtulo anterior se supone que la cadena de Markov que rige los alfas de los activos

cointegrados es observable por el inversionista. Sin embargo, tales errores dependen de factores

económicos o de mercado, que por su naturaleza son estocásticos y por ende resulta natural

suponer que el inversionista no tenga acceso a este tipo de información [2]. De aqúı la importancia

de estudiar el problema de optimización desde la perspectiva de información parcial, lo cual

constituye el objetivo de este caṕıtulo.

Análogamente al caṕıtulo anterior, se planteará el problema de control a resolver, se obtendrá la

estrategia óptima y se caracterizará la función de valor como la única solución a un sistema de

ecuaciones diferenciales parciales derivado de la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, tanto para

el caso clásico como el caso beta neutral. Para ello, primero se resuelve el problema de filtros, lo cual

permite pasar del problema de información parcial a uno equivalente de información completa

[3].

4.1. Problema de filtros

Dado que el inversionista no tendrá acceso a toda la información, para poder resolver el problema

de optimización, mediante filtros se reducirá el problema de control a uno equivalente de infor-

mación completa. Esto es, se reemplazará la cadena de Markov Y , que no es observable, por su

proyección sobre la filtración observada; a esto se le conoce como el problema de filtros [3].

El modelo que se empleará seguirá siendo el descrito en el Caṕıtulo 2, recordemos que la filtración

G representa todo el flujo de información, consideraremos ahora la filtración F := {Ft, t ∈ [0, T ]},

57
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con Ft = σ(S
(m)
r , S

(1)
r , S

(2)
r , 0 ≤ r ≤ t) y donde S(m), S(1), S(2) representarán el benchmark y los

activos cointegrados, respectivamente. La información a la que tendrá acceso el inversionista será

la generada por F. Bajo este contexto, un filtro estará definido como sigue:

Definición 4.1.1. Filtro. Para f : E → R, definimos al filtro π(f) como la proyección del

proceso f(Yt) sobre la filtración Ft, esto es, para t ∈ [0, T ]

πt(f) := E
[
f(Yt)|Ft

]
=
∑
i∈E

f(ei)P(Yt = ei|Ft),

donde E = {e1, . . . , ek} denota el espacio de estados de la cadena Y .

Notación 4.1.1. Para el desarrollo de este caṕıtulo se utilizará la siguiente notación

πit := P(Yt = ei|Ft),

π := (π1, . . . , πk)T ,

µ1(Xt, Yt) := −λ1(Yt)(Xt − α1(Yt)),

µ2(Xt, Yt) := λ2(Yt)(Xt − α2(Yt)),

µi(Xt) := (µi(Xt, e1), . . . , µi(Xt, ek)).

Introduciremos a continuación los procesos de observación, que están en función de Y y a partir

de los cuales definiremos al proceso de innovación que nos permitirá hallar, para cada i ∈ E , la

dinámica del proceso πit = P(Yt = ei|Ft), para t ∈ [0, T ].

Definición 4.1.2. Dada t ∈ [0, T ], definimos a los procesos de observación como

R
(1)
t := σB

(0)
t + b1B

(1)
t −

∫ t

0
λ1(Ys)(Xs − α1(Ys))ds, (4.1)

R
(2)
t := σB

(0)
t + b2B

(2)
t +

∫ t

0
λ2(Ys)(Xs − α2(Ys))ds, (4.2)

y a los procesos estocásticos Z(1) y Z(2) por

Z
(1)
t :=

σB
(0)
t + b1B

(1)
t

σ1
, (4.3)

Z
(2)
t :=

σB
(0)
t + b2B

(2)
t

σ2
, (4.4)

con σ1 =
√
σ2 + b21 y σ2 =

√
σ2 + b22.

Observación 4.1.1. De las ecuaciones (2.2) y (2.3), por el Lema 1.1.1, podemos expresar a S(1)

y S(2) como

S
(1)
t = S

(1)
0 exp

{∫ t

0

(
r + β1µm − λ1(Ys)[Xs − α1(Ys)]

)
ds
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− t

2

(
β21σ

2
m + σ2 + b21

)
+ β1σmB

(m)
t + σB

(0)
t + b1B

(1)
t

}
,

S
(2)
t = S

(2)
0 exp

{∫ t

0

(
r + β2µm + λ2(Ys)[Xs − α2(Ys)]

)
ds

− t

2

(
β22σ

2
m + σ2 + b22

)
+ β2σmB

(m)
t + σB

(0)
t + b2B

(2)
t

}
.

De donde obtenemos que

R
(1)
t = lnS

(1)
t − J1(t, B(m)) y R

(2)
t = lnS

(2)
t − J2(t, B(m)),

con Jl(t, B
(m)) = βlσmB

(m)
t + lnS

(l)
0 + t

[
r + βlµm − 1

2(β2l σ
2
m + σ2 + b2l )

]
, l = 1, 2.

Por lo tanto, al ser R(1) y R(2) función de los procesos S(1) y S(2), la σ-álgebra generada por

(S(1), S(2), S(m)) y (R(1), R(2), S(m)) coinciden.

Con los siguientes resultados se construirá un proceso Z̃(2) independiente del proceso Z(1), para

finalmente poder definir al proceso de innovación I.

Lema 4.1.1. Los procesos Z(1) y Z(2) son (G,P)-movimientos brownianos correlacionados con

coeficiente de correlación ρ := σ2

σ1σ2
.

Demostración. Notemos que Z(1) y Z(2) son (G,P)-movimientos brownianos, pues (B(0), B(1),

B(2)) es (G,P)-movimiento browniano tridimensional.

Por otro lado, recordemos que la correlación de dos variables aleatorias X,Y , está definida por

corr(X,Y ) =
cov(X,Y )√

V ar(X)V ar(Y )
.

En este caso, al ser Z(1) y Z(2) (G,P)-movimientos brownianos, sabemos que

√
V ar(Z

(i)
t ) =

√
t,

para i = 1, 2. Además, como E(Z
(i)
t ) = 0, para i = 1, 2, se tiene que

cov(Z
(1)
t , Z

(2)
t ) = E(Z

(1)
t Z

(2)
t )

=
1

σ1σ2
E
(
σ2(B

(0)
t )2 + σB

(0)
t (b1B

(1)
t + b2B

(2)
t ) + b1b2B

(1)
t B

(2)
t

)
=

σ2t

σ1σ2
,

donde se utilizó que (B(0), B(1), B(2)) es un movimiento browniano tridimensional.
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De lo anterior concluimos que

corr(Z
(1)
t , Z

(2)
t ) =

σ2

σ1σ2
.

Lema 4.1.2. El proceso Z̃(2), definido por

Z̃(2) :=
Z(2) − ρZ(1)√

1− ρ2
,

es un (G,P)-movimiento browniano estándar.

Demostración. Demostraremos que {(Z̃(2)
t ,Gt), t ∈ [0, t]} es martingala continua con variación

cuadrática t. Luego, por el teorema de caracterización de Lévy 1.1.5 se sigue que Z̃(2) es (G,P)-

movimiento browniano.

Notemos que los procesos Z(1) y Z(2) son combinación lineal de movimientos brownianos y por

ende son martingalas continuas respecto a la filtración G, con Z
(1)
0 = 0 y Z

(2)
0 = 0. Por lo tanto,

{(Z̃(2)
t ,Gt), t ∈ [0, T ]} es una martingala continua, con Z̃

(2)
0 = 0.

Por otro lado,

[Z̃(2)]t =
1

1− ρ2

(
[Z(2)]t − 2ρ[Z(1), Z(2)]t + ρ2[Z(1)]t

)
=

1

1− ρ2

(
t− 2ρ2t+ ρ2t

)
= t,

con lo que concluimos el resultado.

Lema 4.1.3. Los procesos Z(1) y Z̃(2) son independientes.

Demostración. Ya que Z(1) y Z̃(2) son martingalas continuas con Z
(1)
0 = 0 y Z̃

(2)
0 = 0, y se

satisface que [Z̃(2)]t = t, [Z(1)]t = t y

[Z(1), Z̃(2)]t =
1

2
([Z(1) + Z̃(2)]t − [Z(1)]t − [Z̃(2)]t)

=
1

2

(
t[1 + (ρ−

√
1− ρ2)2 − 2ρ(ρ−

√
1− ρ2)]

1− ρ2
− t− t

)
=

1

2

(
2t(1− ρ2)

1− ρ2
− 2t

)
= 0,

por el Teorema 1.1.5 se sigue que (Z(1), Z̃(2)) es (G,P)-movimiento browniano bidimensional y en

particular que Z(1) y Z̃(2) son independientes.

Definición 4.1.3. Proceso de innovación. Definimos al proceso de innovación I = (I(1), I(2))T ,
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para t ∈ [0, T ], como sigue

I
(1)
t := Z

(1)
t +

∫ t

0

µ1(Xu, Yu)− µ1(Xu)Tπu
σ1

du,

I
(2)
t := Z̃

(2)
t +

∫ t

0

σ1[µ2(Xu, Yu)− µ2(Xu)Tπu]− ρσ2[µ1(Xu, Yu)− µ1(Xu)Tπu]

σ1σ2
√

1− ρ2
du,

donde µi(Xt)
Tπt = E(µi(Xt, Yt)|Ft).

En forma matricial, para t ∈ [0, T ],

It = Zt +

∫ t

0
Σ−1

[
A(Xu, Yu)− πu(A(Xu, Yu))

]
du,

con Zt = (Z(1), Z̃(2))T , A(X,Y ) = (µ1(X,Y ), µ2(X,Y ))T y

Σ =

(
σ1 0

σ2ρ σ2
√

1− ρ2

)
.

Observación 4.1.2. De la Definición 4.1.2, tenemos que

I
(1)
t =

R
(1)
t

σ1
−
∫ t

0

µ1(Xu)Tπu
σ1

du, (4.5)

I
(2)
t =

R
(2)
t

σ2
√

1− ρ2
−
∫ t

0

µ2(Xu)Tπu

σ2
√

1− ρ2
du− ρR

(1)
t

σ1
√

1− ρ2
+

∫ t

0

ρµ1(Xu)Tπu

σ1
√

1− ρ2
du. (4.6)

De lo anterior, heuŕısticamente, para δ pequeña, la observación Rt+δ − Rt tiene una parte que

se puede predecir por δπs(A(Xs, Ys)) y un componente adicional It+δ − It. Es por ello que al

proceso estocástico I se le conoce como proceso de innovación, pues aporta información nueva a

la obtenida mediante π.

En lo siguiente veremos que I es (F,P)-movimiento browniano y con ello obtendremos una re-

presentación de martingalas respecto a tal proceso. Tal resultado será de utilidad para probar la

forma que tiene el proceso π.

Teorema 4.1.1. El proceso I = (I(1), I(2)) es (F,P)-movimiento browniano.

Demostración. Utilizaremos el teorema de caracterización de Lévy, es decir, veremos que el

proceso I es una martingala continua con I0 = 0 y que se satisface que [I(j)]t = t, para j = 1, 2

y [I(1), I(2)]t = 0.

1. I es martingala continua.

Por definición se satisface que I(1) e I(2) son integrables. Además por (4.5) y (4.6) y la

Observación 4.1.1 son también adaptados a F.
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Veamos ahora que se cumple la propiedad de martingala. Para s ≤ t,

E(I
(1)
t |Fs)− I(1)s = E

(
Z

(1)
t +

∫ t

0

µ1(Xu, Yu)

σ1
du
∣∣Fs)− E

(∫ t

0

µ1(Xu)Tπu
σ1

du
∣∣Fs)

− Z(1)
s −

∫ s

0

µ1(Xu, Yu)

σ1
du+

∫ s

0

µ1(Xu)Tπu
σ1

du

= E
(
R

(1)
s

σ1
+ Z

(1)
t − Z(1)

s +

∫ t

s

µ1(Xu, Yu)

σ1
du
∣∣Fs)

− E
(∫ t

0

µ1(Xu)Tπu
σ1

du
∣∣Fs)− R

(1)
s

σ1
+

∫ s

0

µ1(Xu)Tπu
σ1

du,

y al ser el proceso R
(1)
s y

∫ s
0 µ1(Xu)Tπudu Fs-medibles, obtenemos

E(I
(1)
t |Fs)− I(1)s = E(Z

(1)
t − Z(1)

s |Fs) + E
(∫ t

s

µ1(Xu, Yu)

σ1
du
∣∣Fs)

− E
(∫ t

s

µ1(Xu)tπu
σ1

du
∣∣Fs)

= E(E(Z
(1)
t − Z(1)

s |Gs)|Fs) + E
(∫ t

s

µ1(Xu, Yu)− µ1(Xu)Tπu
σ1

du
∣∣Fs)

= E
(∫ t

s

µ1(Xu, Yu)− µ1(Xu)Tπu
σ1

du
∣∣Fs),

en donde se utilizó que F es sub σ-álgebra de G y que Z(1) es (G,P)-movimiento browniano.

Por otro lado, utilizando el teorema de Fubini

E
(∫ t

s

µ1(Xu, Yu)− µ1(Xu)Tπu
σ1

du
∣∣Fs)

=

∫ t

s
E
(
µ1(Xu, Yu)− µ1(Xu)Tπu

σ1

∣∣Fs)du
=

∫ t

s

1

σ1

[
E(µ1(Xu, Yu)|Fs)− E(E(µ1(Xu, Yu)|Fu)|Fs)

]
du

=0,

de donde se sigue que I(1) es martingala continua.

Para I(2) notemos que

I
(2)
t =

R
(2)
t

σ2
√

1− ρ2
−
∫ t

0

µ2(Xu)Tπu

σ2
√

1− ρ2
du− ρI

(1)
t√

1− ρ2
,

por lo tanto, análogamente al caso anterior podemos ver que

R
(2)
t

σ2
√

1− ρ2
−
∫ t

0

µ2(Xu)Tπu

σ2
√

1− ρ2
du
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es (F,P)-martingala y aśı I(2) también lo es.

Con ello concluimos que I es martingala continua y es claro que I0 = 0.

2. Como Z(1) y Z̃(2) son (G,P)-movimientos brownianos independientes, por definición del

proceso I, se tiene que [I(1)]t = t, [I(2)]t = t y [I(1), I(2)]t = 0.

De lo anterior se sigue el resultado.

Observación 4.1.3. De las ecuaciones (4.5) y (4.6) podemos concluir que (S(m), R(1), R(2)) y

(S(m), I(1), I(2)) generan la misma σ-álgebra, la prueba se puede consultar en [2].

Teorema 4.1.2. Supongamos que I es un proceso de Wiener en (Ω,F ,F,P). Entonces toda

(F,P)-martingala local tiene la siguiente representación M = M0 + H · I, para algún proceso H

localmente cuadrado integrable.

Demostración. Ver Jacod y Shiryaev [6, Teorema 3.4.34].

Observación 4.1.4. Vimos que el proceso I es (F,P)-movimiento browniano entonces, por el

Teorema 4.1.2 y la Observación 4.1.3, toda (F,P)-martingala local M tiene la siguiente represen-

tación

Mt = M0 +

∫ t

0
γudIu,

con t ∈ [0, T ] y para algún proceso γ bidimensional y F-predecible tal que∫ T

0
||γu||2du <∞,

P-c.s.

Con los resultados obtenidos podemos ahora demostrar el resultado de interés.

Proposición 4.1.1. Para cada i ∈ E, el proceso πit satisface el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales estocásticas

dπit =
∑
j∈E

qijπjt dt+H i(Xt,πt)dIt,

con πi0 = p0 y para i ∈ E, el proceso bidimensional H i(X,π) está dado por

H i,(1)(Xt,πt) =
πit(µ1(Xt, ei)− µ1(Xt)

Tπt)

σ1
,

H i,(2)(Xt,πt) =
πit[σ1(µ2(Xt, ei)− µ2(Xt)

Tπt)− σ2ρ(µ1(Xt, ei)− µ1(Xt)
Tπt)]

σ1σ2
√

1− ρ2
,
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para t ∈ [0, T ] con σ1 =
√
σ2 + b21 y σ2 =

√
σ2 + b22.

Para la prueba de la proposición anterior utilizaremos el siguiente resultado:

Proposición 4.1.2. Sea Y una cadena de Markov continua con espacio de estados E = {e1, . . . , ek}.
Para toda función f : E → R Borel medible y acotada, el proceso Mf = {Mf

t , t ≥ 0} definido por

Mf
t = f(Yt)− f(Y0)−

∫ t

0
Qf(Ys)ds,

es una (G,P)-martingala, donde Q el generador de la cadena Y , dado por Qf(i) =
∑

j∈E q
ijf(j).

Demostración. Notemos que si definimos, para j ∈ E , al proceso M j = {M j
t , t ≥ 0} como

M j
t = 1{Yt=j} − 1{Y0=j} −

∫ t

0
qYsjds,

entonces podemos escribir a Mf como

Mf =
∑
j∈E

f(j)M j .

Aśı, basta probar que el proceso M j , para j ∈ E , es (G,P)-martingala.

Por definición de M j
t , es claro que es adaptado a G y además M j

t es integrable. Veamos que se

cumple la propiedad de martingala, para s ≤ t, tenemos lo siguiente

E(M j
t |Gs) = P(Yt = j|Gs)− 1{Y0=j} − E

(∫ t

0
qYrjdr

∣∣Gs).
Por otro lado, recordemos que por la ecuación de Kolmogorov haćıa adelante se satisface que

P(Yt = j|Ys = i) = δij +

∫ t

s

∑
l∈E

qljP(Yr = l|Ys = i)dr,

aśı, utilizando la expresión anterior y la por la propiedad de Markov se sigue que

P(Yt = j|Gs) = P(Yt = j|Ys)

=
∑
i∈E

P(Yt = j|Ys = i)1{Ys=i}

=
∑
i∈E

1{Ys=i}

(
δij +

∫ t

s

∑
l∈E

qljP(Yr = l|Ys = i)dr

)

= 1{Ys=j} +

∫ t

s

∑
i∈E

∑
l∈E

1{Ys=i}q
ljP(Yr = l|Ys = i)dr
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= 1{Ys=j} + E
(∫ t

s
qYrjdr

∣∣Gs).
Por lo tanto,

E(M j
t |Gs) = 1{Ys=j} + E

(∫ t

s
qYrjdr

∣∣Gs)− 1{Y0=j} − E
(∫ t

0
qYrjdr

∣∣Gs)
= 1{Ys=j} − 1{Y0=j} − E

(∫ s

0
qYrjdr

∣∣Gs)
= M j

s .

Con lo que concluimos que, para j ∈ E , M j es (G,P)-martingala y aśı el proceso Mf también lo

es.

Demostración. (De la Proposición 4.1.1).

Por la Proposición 4.1.2, para f : E → R Borel medible y acotada, tenemos que el proceso M1
t ,

definido por

M1
t = f(Yt)− f(Y0)−

∫ t

0
Qf(Ys)ds, t ∈ [0, T ], (4.7)

es (G,P)-martingala.

Entonces,

E(M1
t |Ft) = E(f(Yt)|Ft)− E(f(Y0)|Ft)− E

(∫ t

0
Qf(Ys)ds

∣∣Ft), t ∈ [0, T ].

Notemos que M2
t = E(M1

t |Ft) es (F,P)-martingala, pues es integrable ya que M1 lo es y por

definición es adaptada a F. Además, para s ≤ t

E
[
M2
t |Fs

]
= E

[
E(M1

t |Ft)|Fs
]

= E(M1
t |Fs)

= E
[
E(M1

t |Gs)|Fs
]

= E(M1
s |Fs)

= M2
s ,

donde se utilizó que F es sub σ-álgebra de G.

Por lo tanto, por la Observación 4.1.4, tenemos lo siguiente

E
[
f(Yt)|Ft

]
− E

[
f(Y0)|Ft

]
− E

(∫ t

0
Qf(Ys)ds

∣∣Ft) =

∫ t

0
γudIu, t ∈ [0, T ], (4.8)
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para algún proceso γ bidimensional y F-predecible tal que∫ T

0
||γu||2du <∞, P− c.s.

Consideremos ahora el proceso

mt = It +

∫ t

0
Σ−1πu(A(Xu, Yu))du, t ∈ [0, T ], (4.9)

donde It, el proceso de innovación y A(X,Y ) están definidos en (4.1.3).

Notemos que el proceso m es adaptado a la filtración F. Además, por la Definición 4.1.3 lo

podemos escribir como

mt = Zt +

∫ t

0
Σ−1A(Xu, Yu)du. (4.10)

Luego, de las ecuaciones de (4.7) y (4.10), aplicando la fórmula de integración por partes a los

componentes f(Yt)mt = (f(Yt)m
(1)
t , f(Yt)m

(2)
t ) llegamos a

d(f(Yt)m
(1)
t ) = m

(1)
t Qf(Yt)dt+m

(1)
t dM1

t + f(Yt)dZ
(1)
t + f(Yt)(Σ

−1A(Xt, Yt))1dt+ d[Z(1),M1]t,

d(f(Yt)m
(2)
t ) = m

(2)
t Qf(Yt)dt+m

(2)
t dM1

t + f(Yt)dZ̃
(2)
t + f(Yt)(Σ

−1A(Xt, Yt))2dt+ d[Z̃(2),M1]t,

donde (Σ−1A(Xt, Yt))k denota la entrada k del vector Σ−1A(Xt, Yt), para k = 1, 2. Por lo tanto,

d(f(Yt)mt) = mtQf(Yt)dt+mtdM
1
t + f(Yt)dZt + Σ−1f(Yt)A(Xt, Yt)dt+ d[Z,M1]t,

esto es,

f(Yt)mt =

∫ t

0
msQf(Ys)ds+

∫ t

0
msdM

1
s +

∫ t

0
f(Ys)dZs +

∫ t

0
Σ−1f(Ys)A(Xs, Ys)ds+ [Z,M1]t.

Proyectando sobre la filtración Ft, obtenemos

E
[
f(Yt)mt|Ft

]
= E

(∫ t

0
msQf(Ys)ds

∣∣Ft)+ E
(∫ t

0
Σ−1f(Ys)A(Xs, Ys)ds

∣∣Ft)+M3
t , (4.11)

donde, M3
t es (F,P) martingala, definida por

M3
t = E

(∫ t

0
msdM

1
s

∣∣Ft)+ E
(∫ t

0
f(Ys)dZs

∣∣Ft)+ E([Z,M1]t|Ft).

Por otro lado, de la ecuación (4.8), por el teorema de Fubini se tiene que

πt(f) = E(f(Yt)|Ft) = E(f(Y0)|Ft) +

∫ t

0
E(Qf(Ys)|Ft)ds+

∫ t

0
γudIu, t ∈ [0, T ]. (4.12)
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Análogamente, aplicado integración por partes a los componentes del producto πt(f)mt, de (4.9)

y (4.12), obtenemos que

d(πt(f)mt) = mtE(Qf(Yt)|Ft)dt+mtγtdIt + πt(f)dIt + Σ−1πt(f)πt(A(Xt, Yt))dt+ γtdt,

de forma integral,

πt(f)mt = E(f(Yt)|Ft)mt

=

∫ t

0
msE(Qf(Ys)|Fs)ds+

∫ t

0
Σ−1πs(f)πs(A(Xs, Ys))ds+

∫ t

0
γsds+M4

t , (4.13)

donde M4
t es (F,P) martingala local, y está dada por

M4
t =

∫ t

0
msγsdIs +

∫ t

0
πs(f)dIs.

Luego, como E(f(Yt)mt|Ft) = mtE(f(Yt)|Ft), por ser m adaptado a F, comparando los términos

de variación finita de (4.11) y (4.13), obtenemos que, para t ∈ [0, T ]

γt = Σ−1
[
E(f(Yt)A(Xt, Yt)|Ft)− E(f(Yt)|Ft)E(A(Xt, Yt)|Ft)

]
,

esto es,

γ
(1)
t =

E(f(Yt)µ1(Xt, Yt)|Ft)− E(f(Yt)|Ft)E(µ1(Xt, Yt)|Ft)
σ1

,

γ
(2)
t =

σ1[E(f(Yt)µ2(Xt, Yt)|Ft)− E(f(Yt)|Ft)E(µ2(Xt, Yt)|Ft)]
σ1σ2

√
1− ρ2

− σ2ρ[E(f(Yt)µ1(Xt, Yt)|Ft)− E(f(Yt)|Ft)E(µ1(Xt, Yt)|Ft)]
σ1σ2

√
1− ρ2

,

ya que

Σ−1 =
1

σ1σ2
√

1− ρ2

(
σ2
√

1− ρ2 0

−σ2ρ σ1

)
.

Ahora, si consideramos f(Yt) = 1{Yt=ei}, se tiene que

γ
(1)
t =

πitµ1(Xt, ei)− πitE(µ1(Xt, Yt)|Ft)
σ1

,

γ
(2)
t =

σ1[π
i
tµ2(Xt, ei)− πitE(µ2(Xt, Yt)|Ft)]− σ2ρ[πitµ1(Xt, ei)− πitE(µ1(Xt, Yt)|Ft)]

σ1σ2
√

1− ρ2
,

pues E(1{Yt=ei}µk(Xt, Yt)|Ft) = P(Yt = ei|Ft)µk(Xt, ei) = πitµk(Xt, ei), para k = 1, 2.
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Aśı, de la ecuación (4.8), la dinámica de πit, para cada i ∈ E , está dada por

dπit =
∑
j∈E

qijπjt dt+H i(Xt,πt)dIt,

con H i(Xt,πt) como en el enunciado del teorema.

Además, al ser los términos de deriva y de difusión continuos, acotados y localmente Lipschitz,

se tiene existencia y unicidad de la solución del sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas

anterior.

Finalmente, podemos ahora reescrbir la dinámica de los activos cointegrados en términos de

la dinámica del proceso π. Observemos primero que, de las ecuaciones (4.5) y (4.6) y por la

Definición 4.1.2 se tiene que

I
(1)
t =

σB
(0)
t + b1B

(1)
t

σ1
−
∫ t

0

µ1(Xu)Tπu
σ1

du,

I
(2)
t =

σB
(0)
t + b2B

(2)
t

σ2
√

1− ρ2
−
∫ t

0

µ2(Xu)Tπu

σ2
√

1− ρ2
du− ρ[σB

(0)
t + b1B

(1)
t ]

σ1
√

1− ρ2
+

∫ t

0

ρµ1(Xu)Tπu

σ1
√

1− ρ2
du.

Por lo anterior y las ecuaciones (2.2) y (2.3) obtenemos que

dS
(1)
t

S
(1)
t

= (r + β1µm)dt+ β1σmdB
(m)
t + σ1dI

(1)
t + µ1(Xt)

Tπtdt, (4.14)

dS
(2)
t

S
(2)
t

= (r + β2µm)dt+ β2σmdB
(m)
t + σ2ρdI

(1)
t + σ2

√
1− ρ2dI(2)t + µ2(Xt)

Tπtdt, (4.15)

con S
(1)
0 > 0 y S

(2)
0 > 0. Notemos que la dinámica de S(m) no cambia pues no está afectada por

la cadena Y .

Aśı, aplicando la fórmula de Itô al proceso Xt = logS
(1)
t − logS

(2)
t , llegamos a

dXt = µm(β1 − β2)dt+ σm(β1 − β2)dB(m)
t + σ1dI

(1)
t − σ2ρdI

(1)
t + µ1(Xt)

Tπt

− σ2
√

1− ρ2dI(2)t − µ2(Xt)
Tπtdt−

1

2

[
β21σ

2
m + σ21 − β22σ2m − σ22ρ2 − σ22(1− ρ2)

]
dt

=
[
Γ1 + µ1(Xt)

Tπt − µ2(Xt)
Tπt

]
dt+ (β1 − β2)σmdB(m)

t

+ (σ1 − ρσ2)dI(1)t − σ2
√

1− ρ2dI(2)t , (4.16)

con Γ1 = (β1 − β2)σm − 1
2

[
(β1 − β2)σ2m + b21 − b22

]
.

Para las siguientes secciones se supone que λk(y) = λk, para k = 1, 2. Esto permitirá poder

obtener una forma expĺıcita de la función de valor módulo la solución de un sistema de ecuaciones

diferenciales parciales. Para este caso los coeficientes de difusión no dependerán del proceso X,
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esto es, para t ∈ [0, T ],

H i,(1)(Xt,πt) = H i,(1)(πt) =
λ1π

i
t[α

i
1 −αT1 πt]
σ1

,

H i,(2)(Xt,πt) = H i,(2)(πt) =
−λ2σ1πit(αi2 −αT2 πt)− σ2λ1ρπit(αi1 −αT2 πt)

σ1σ2
√

1− ρ2
,

ya que, al no haber dependencia del proceso X, para cada i ∈ E , µ1(Xt, ei) = λ1α1(ei) =: λ1α
i
1 y

µ2(Xt, ei) = −λ2α2(ei) =: −λ2αi2. Y además se satisface que

µ1(Xt)
Tπt = λ1E(α1(Yt)|Ft) = λ1(α1(e1), . . . , α1(ek))πt =: λ1α

T
1 πt,

µ2(Xt)
Tπt = −λ2E(α2(Yt)|Ft) = −λ2(α2(e1), . . . , α2(ek))πt =: −λ2αT2 πt.

4.2. Caso clásico

Para el caso clásico se supone que no hay restricción sobre las carteras de inversión. Para un agente

que desee invertir su riqueza en un mercado como el ya descrito definiremos a las estrategias

admisibles como sigue:

Definición 4.2.1. Una estrategia h = (h(m), h(1), h(2)) es F-admisible si es una estrategia autofi-

nanciada y F-predecible y que satisface la condición de integrabilidad (3.1). Denotaremos por AF

al conjunto de las estrategias F-admisibles.

Aśı, la dinámica del portafolio W h, asociado a la estrategia h = (h(m), h(1), h(2)), estará dado por

los intereses generados más el capital ganado debido a cambios en los activos S(m), S(1) y S(2),

es decir,

dW h
t = W h

t

[
h
(1)
t

dS
(1)
t

S
(1)
t

+ h
(2)
t

dS
(2)
t

S
(2)
t

+ h
(m)
t

dS
(m)
t

S
(m)
t

]
+ rW h

t

[
1− h(1)t − h

(2)
t − h

(m)
t

]
dt,

y por (2.1), (4.14) y (4.15), obtenemos

dW h
t = W h

t

([
r + (h

(m)
t + h

(1)
t β1 + h

(2)
t β2)µm + h

(1)
t µ1(Xt)

Tπt + h
(2)
t µ2(Xt)

Tπt
]
dt

+ σm(h
(m)
t + h

(1)
t β1 + h

(2)
t β2)dB

(m)
t + (σ1h

(1)
t + ρσ2h

(2)
t )dI

(1)
t + σ2

√
1− ρ2h(2)t dI

(2)
t

)
= f(t,Xt,πt)W

h
t dt+

2∑
l=0

gl(t)W
h
t dB

l
t, (4.17)

conW h
0 > 0 y donde f(t,Xt,πt) := r+(h

(m)
t +h

(1)
t β1+h

(2)
t β2)µm+h

(1)
t µ1(Xt)

Tπt+h
(2)
t µ2(Xt)

Tπt,
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(B0, B1, B2) := (B(m), I(1), I(2)) y

g0(t) := σm(h
(m)
t + h

(1)
t β1 + h

(2)
t β2),

g1(t) := σ1h
(1)
t + ρσ2h

(2)
t ,

g2(t) := σ2
√

1− ρ2h(2)t .

Por lo que, usando el Lema 1.1.1, para u ≤ t, podemos escribir a W h de la siguiente forma

W h
t = W h

u exp

(∫ t

u

[
f(s,Xx,πs)−

1

2

2∑
l=0

g2l (s)

]
ds+

2∑
l=0

∫ t

u
gl(s)dB

l
s

)
=: W h

u exp(G(u, t,Xs,πs;u ≤ s ≤ t)), (4.18)

donde

G(u, t,Xs,πs;u ≤ s ≤ t) :=

∫ t

u

[
f(s,Xx,πs)−

1

2

2∑
l=0

g2l (s)

]
ds+

2∑
l=0

∫ t

u
gl(s)dB

l
s.

4.2.1. Problema de control

En la sección 4.1 se obtuvo la existencia y unicidad del proceso π y con esto se expresó la dinámica

de los procesosX yW respecto a la filtración F. Esto nos permite plantear, en términos del proceso

de estados (W,X, π), el problema de control equivalente bajo información completa. Para ello,

definiremos primero el siguiente operador:

Definición 4.2.2. Sea F (t, w, x,p) en C1,2,2,2([0, T ],R+,R,∆k), definimos al operador de segun-

do orden

LhFF (t, w, x,p)

:=Ft(t, w, x,p) + Fx(t, w, x,p)[Γ1 + µ1(x)Tp− µ2(x)Tp] +
∑
i,j∈E

Fpi(t, w, x,p)qijpj

+
[
r + (h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)µm + h(1)µ1(x)Tp+ h(2)µ2(x)Tp

]
wFw(t, w, x,p)

+
1

2
Fxx(t, w, x,p)Γ2 +

1

2

∑
i,j∈E

Fpipj (t, w, x,p)
[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
+

1

2
Fww(t, w, x,p)w2

[
(h(m) + β1h

(1) + β2h
(2))2σ2m + (σ1h

(1) + ρσ2h
(2))2

+ σ22(1− ρ2)(h(2))2
]

+ Fwx(t, w, x,p)w
[
σ2m(β1 − β2)(h(m) + h(1)β1 + h(2)β2) + σ21h

(1) − σ22h(2)

− ρσ1σ2(h(1) − h(2))
]

+
∑
i∈E

Fwpi(t, w, x,p)w
[
H i,(1)(p)(σ1h

(1) + ρσ2h
(2)) +H i,(2)(p)

√
1− ρ2σ2h(2)

]
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+
∑
i∈E

Fxpi(t, w, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)−H i,(2)(p)σ2

√
1− ρ2

]
, (4.19)

con Γ2 = σ2m(β1 − β2)2 + b21 + b22, σ1 =
√
σ2 + b21 y σ2 =

√
σ2 + b22, donde ∆k := {(p1, . . . , pk)T :∑

1≤i≤k pi = 1, pi ≥ 0,∀i}.

Consideremos entonces un inversionista que desea maximizar su utilidad esperada asignando su

riqueza a un mercado como el descrito y además con función de utilidad logaŕıtmica. Tenemos

aśı el siguiente problema de control:

maximizar Et,w,x,p(logW h
t ), sobre todas las estrategias h ∈ AF,

donde Et,w,x,p denota la esperanza condicional dado que (Wt, Xt,πt) = (w, x,p), con w ∈ R+,

x ∈ R y p ∈ ∆k.

En este contexto definimos a la función de valor como sigue

V (t, w, x,p) := sup
h∈AF

Et,w,x,p(logW h
T ).

Teorema 4.2.1. Supongamos que λ1(y) = λ1 ∈ R, λ2(y) = λ2 ∈ R y consideremos una inversión

con función de utilidad logaŕıtmica. Entonces la estrategia óptima h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ) ∈ AF es

h
(1)
∗ (t, x,p) =

µ1(x)Tp− µ2(x)Tp%2
b21 + b22%2

,

h
(2)
∗ (t, x,p) =

µ2(x)Tp− µ1(x)Tp%1
b22 + b21%1

,

h
(m)
∗ (t, x,p) =

µm
σ2m
− β1h(1)∗ (t, w,p)− β2h(2)∗ (t, w,p).

Además, la función de valor es de la forma V (t, w, x,p) = log(w) + m̄(t)x2 + n̄(t,p)x + ū(t,p),

donde la función m̄(t), para 0 ≤ t ≤ T , resuelve la ecuación diferencial ordinaria

m̄t(t)− 2m̄(t)(λ1 + λ2) + Θ1 = 0, (4.20)

con condición terminal m̄(T ) = 0. Y las funciones n̄(t,p) y ū(t,p), para 0 ≤ t ≤ T , resuelven el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

n̄t(t,p)− n̄(t,p)(λ1 + λ2) +
∑
i,j∈E

n̄pi(t,p)qijpj + 2m̄(t)(Γ1 + λ1α
T
1 p+ λ2α

T
2 p)

+
1

2

∑
i,j∈E

n̄pipj (t,p)(H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p))−Θ2(p) = 0, (4.21)

ūt(t,p) + Γ2m̄(t) + n̄(t,p)(Γ1 + λ1α
T
1 p+ λ2α

T
2 p) + Θ3(p)
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+
∑
i,j∈E

ūpi(t,p)qijpj +
1

2

∑
i,j∈E

ūpipj (t,p)(H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p))

+
∑
i∈E

n̄pi(t,p)

[
b21√
σ2 + b22

H i,(1)(p)−
√
σ2(b21 + b22) + b22b

2
1√

σ2 + b21
H i,(2)(p)

]
= 0, (4.22)

con condiciones terminales n̄(T,p) = 0 y ū(T,p) = 0 y donde los parámetros Γ1 y Γ2 están dados

como en el Teorema 3.1.1 y

Θ1 =
(σ2 + b22)λ

2
1 + (σ2 + b21)λ

2
2 + 2σ2λ1λ2

2(σ2(b21 + b22) + b21b
2
2)

,

Θ2(p) =
λ1α

T
1 p(λ1(b

2
2 + σ2) + λ2σ

2) + λ2α
T
2 p(λ2(b

2
1 + σ2) + λ1σ

2)

b21b
2
2 + σ2(b21 + b22)

,

Θ3(p) = r +
µ2m
2σ2m

+
(λ1b2α

T
1 p)2 + (λ2b1α

T
2 p)2 + σ2(λ1α

T
1 p+ λ2α

T
2 p)2

2(b21b
2
2 + σ2(b21 + b22))

.

En lo anterior m̄t, n̄t, ūt, n̄pi y ūpi denotan las derivadas parciales de las funciones m̄, n̄ y ū,

respectivamente.

Demostración. A partir de la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman se obtendrá la estrategia

óptima h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ) para luego proponer un candidato a la función de valor y finalmente

verificar que éste coincida con la solución de la ecuación HJB.

1. Estrategia Óptima

Supongamos que la función de valor V es de clase C1,2,2,2([0, T ],R+,R,∆k), lo cual implica que

satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, dada por (3.4), sujeto a la condición terminal

V (T, ·) = log(w).

Por otro lado, por (4.18) podemos escribir a la función de valor como

V (t, w, x,p) = sup
h∈AF

Et,w,x,p[logW h
T ]

= sup
h∈AF

Et,w,x,p[log(W h
t exp{G(t, T,Xs,πs; t ≤ s ≤ T )})]

= sup
h∈AF

{
Et,w,x,p[logW h

t ] + Et,w,x,p[G(t, T,Xs,πs; t ≤ s ≤ T )]

}
= log(w) + sup

h∈AF
Et,w,x,p[G(t, T,Xs,πs; t ≤ s ≤ T )]

=: log(w) + v(t, x,p), (4.23)

para alguna función v(t, x,p), con v(T, ·, ·) = 0.
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Entonces, sustituyendo en (4.19), la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman es de la siguiente forma

sup
h∈AF

{
vt(t, x,p) + vx(t, x,p)[Γ1 + µ1(x)Tp− µ2(x)Tp] +

∑
i,j∈E

vpi(t, x,p)qijpj

+ r + (h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)µm + h(1)µ1(x)Tp+ h(2)µ2(x)Tp+
1

2
Γ2vxx(t, x,p)

+
1

2

∑
i,j∈E

vpipj (t, x,p)
[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
− 1

2

[
(h(m) + β1h

(1) + β2h
(2))2σ2m + (σ1h

(1) + ρσ2h
(2))2 + σ22(1− ρ2)(h(2))2

]
+
∑
i∈E

vxpi(t, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)−H i,(2)(p)σ2

√
1− ρ2

]}
= 0. (4.24)

Para hallar el supremo de la ecuación anterior, mediante las condiciones de primer orden se

obtendrán los puntos cŕıticos. Luego, con las condiciones de segundo orden se comprobará que

son máximos, obteniendo aśı la estrategia óptima h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ).

De las condiciones de primer orden, derivando (4.24) respecto de h(m), h(1) y h(2) obtenemos,

respectivamente

µm
σ2m
− (h

(m)
∗ + β1h

(1)
∗ + β2h

(2)
∗ ) = 0, (4.25)

β1µm + µ1(x)Tp− β1σ2m(h
(m)
∗ + β1h

(1)
∗ + β2h

(2)
∗ )− (σ21h

(1)
∗ + ρσ1σ2h

(2)
∗ ) = 0, (4.26)

µmβ2 + µ2(x)Tp− β2σ2m(h
(m)
∗ + β1h

(1)
∗ + β2h

(2)
∗ )− (ρ2σ22h

(2)
∗ + ρσ1σ2h

(1)
∗ )− σ22(1− ρ2)h(2)∗ = 0.

(4.27)

De donde,

h
(m)
∗ =

µm
σ2m
− β1h(1)∗ − β2h(2)∗ , (4.28)

sustituyendo (4.28) en (4.27),

µ2(x)Tp− (σ22ρ
2h

(2)
∗ + ρσ1σ2h

(1)
∗ )− σ22(1− ρ2)h(2)∗ = 0,

esto es,

µ2(x)Tp− σ22h
(2)
∗ − ρσ1σ2h(1)∗ = 0,

por lo que

h
(2)
∗ =

µ2(x)Tp− σ2h(1)∗
σ22

, (4.29)
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ya que ρ = σ2

σ1σ2
.

Luego, sustituyendo (4.28) y (4.29) en (4.26) se tiene que

µ1(x)Tp− σ21h
(1)
∗ − σ2

(
µ2(x)Tp− σ2h(1)∗

σ22

)
= 0,

entonces,

µ1(x)Tp− µ2(x)Tpσ2

σ2 + b22
− h(1)∗

(
σ2 + b21 − σ2 ·

σ2

σ2 + b22

)
= 0,

pues σ1 =
√
σ2 + b21 y σ2 =

√
σ2 + b22.

Por lo tanto,

h
(1)
∗ =

µ1(x)Tp− µ2(x)Tp%2
b21 + b22%2

, (4.30)

con %2 = σ2

σ2+b22
y donde se utilizó que

σ2 + b21 − σ2 ·
σ2

σ2 + b22
=
σ2(b21 + b22) + b21b

2
2

σ2 + b22
=
b21(σ

2 + b22) + b22σ
2

σ2 + b22
= b21 + b22%2.

Finalmente, de (4.29) y (4.30), obtenemos

h
(2)
∗ =

µ2(x)Tp

σ2 + b22
− %2

[
µ1(x)Tp− µ2(x)Tp%2

b21 + b22%2

]
= µ2(x)Tp

[
1

σ2 + b22
+

%22
b21 + b22%2

]
− µ1(x)Tp%2

b21 + b22%2
. (4.31)

Observemos que

%2
b21 + b22%2

=
σ2

b21(σ
2 + b22) + σ2b22

=
σ2

b22(b
2
1 + σ2) + b21σ

2
=

%1
b22 + b21%1

, (4.32)

con %1 = σ2

σ2+b21
.

Por otro lado,

1

σ2 + b22
+

%2

b21 + b22%2
=
b21 + b22%2 + %2(σ2 + b22)

(σ2 + b22)(b
2
1 + b22%2)

=
b21 + b22%2 + %2(σ2 + b22)

b21(σ
2 + b22) + b22σ

2

=
b21 + b22%2 + %2(σ2 + b22)

b22(σ
2 + b21) + b21σ

2
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=
b21 + b22%2 + %2(σ2 + b22)

σ2 + b21
· 1

b22 + b21%1

=
b21(σ

2 + b22) + b22σ
2 + σ4

(σ2 + b21)(σ
2 + b22)

· 1

b22 + b21%1

=
1

b22 + b21%1
. (4.33)

Aśı, por (4.32) y (4.33), de (4.31) se sigue que

h
(2)
∗ =

µ2(x)Tp− µ1(x)Tp%1
b22 + b21%2

.

Veamos ahora que h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ) en efecto es óptimo.

Obteniendo las segundas derivadas se llega a

A =

 −σ
2
m −β1σ2m −β2σ2m

−β1σ2m −β21σ2m − σ21 −β1β2σ2m − σ2

−β2σ2m −β1β2σ2m − σ2 −β22σ2m − σ22

 .

Notemos que tal matriz es igual a la del Teorema 3.1.1, por tanto es definida no positiva y aśı

concluimos que h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ) es la estrategia óptima.

2. Existencia

Caracterizaremos ahora la forma de la función de valor. Para ello sustituiremos h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ )

en (4.24).

Notemos primero que de las ecuaciones (4.26), (4.27) y (4.28), se tiene que

µ1(x)Tp− σ21h
(1)
∗ − ρσ1σ2h(2)∗ = 0,

µ2(x)Tp− σ22h
(2)
∗ − ρσ1σ2h(1)∗ = 0,

multiplicando las ecuaciones anteriores por h
(1)
∗ y h

(2)
∗ , respectivamente

µ1(x)Tph
(1)
∗ − σ21(h

(1)
∗ )2 − ρσ1σ2h(2)∗ h

(1)
∗ = 0,

µ2(x)Tph
(2)
∗ − σ22(h

(2)
∗ )2 − ρσ1σ2h(1)∗ h

(2)
∗ = 0,

esto es,

µ1(x)Tph
(1)
∗ − σ21(h

(1)
∗ )2 − 2ρσ1σ2h

(2)
∗ h

(1)
∗ + µ2(x)Tph

(2)
∗ − σ22(h

(2)
∗ )2 = 0. (4.34)
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Entonces, reemplazando h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ) en (4.24),

vt(t, x,p) + vx(t, x,p)[Γ1 + µ1(x)Tp− µ2(x)Tp] +
∑
i,j∈E

vpi(t, x,p)qijpj

+ r +
µ2m
2σ2m

+ h
(1)
∗ µ1(x)Tp+ h

(2)
∗ µ2(x)Tp+

1

2
Γ2vxx(t, x,p)

+
1

2

∑
i,j∈E

vpipj (t, x,p)
[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
− 1

2

[
(σ1h

(1)
∗ )2 + 2ρσ1σ2h

(1)
∗ h

(2)
∗ + (σ2h

(2)
∗ )2

]
+
∑
i∈E

vx,pi(t, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)−H i,(2)(p)σ2

√
1− ρ2

]
= 0,

y por (4.34),

vt(t, x,p) + vx(t, x,p)[Γ1 + µ1(x)Tp− µ2(x)Tp] +
∑
i,j∈E

vpi(t, x,p)qijpj

+ r +
µ2m
2σ2m

+
1

2

[
h
(1)
∗ µ1(x)Tp+ h

(2)
∗ µ2(x)Tp

]
+

1

2
Γ2vxx(t, x,p)

+
1

2

∑
i,j∈E

vpipj (t, x,p)
[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
+
∑
i∈E

vx,pi(t, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)−H i,(2)(p)σ2

√
1− ρ2

]
= 0.

Por otro lado, notemos que

µ1(Xt)
Tπt = −λ1E(Xt − α1(Yt)|Ft) = −λ1(Xt −αT1 πt)

y

µ2(Xt)
Tπt = λ2E(Xt − α2(Yt)|Ft) = λ2(Xt −αT2 πt).

Por lo que,

µ1(x)Tph
(1)
∗ =

λ21(x−αT1 p)(x−αT1 p) + λ1λ2(x−αT1 p)(x−αT2 p)%2
b21 + b22%2

=
λ21(x−αT1 p)(x−αT1 p)(σ2 + b22) + λ1λ2(x−αT1 p)(x−αT2 p)σ2

σ2(b21 + b22) + b21b
2
2

=
λ21(σ

2 + b22)(x
2 − 2xαT1 p+ (αT1 p)2) + λ1λ2σ

2(x2 − x[αT1 p+αT2 p] +αT1 pα
T
2 p)

σ2(b21 + b22) + b21b
2
2

=
x2(λ21(σ

2 + b22) + λ1λ2σ
2)− x(λ1α

T
1 p(λ2σ

2 + 2λ1(σ
2 + b22)) + λ1λ2σ

2αT2 p)

σ2(b21 + b22) + b21b
2
2

+
σ2(λ21(α

T
1 p)2 + λ1λ2α

T
1 pα

T
2 p) + (λ1b2α

T
1 p)2

σ2(b21 + b22) + b21b
2
2

,
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y

µ2(x)Tph
(2)
∗ =

λ22(x−αT2 p)(x−αT2 p) + λ1λ2(x−αT2 p)(x−αT1 p)%1
b22 + b21%1

=
λ22(x−αT2 p)(x−αT2 p)(σ2 + b21) + λ1λ2σ

2(x−αT1 p)(x−αT2 p)

σ2(b21 + b22) + b21b
2
2

=
λ22(σ

2 + b21)(x
2 − 2xαT2 p+ (αT2 p)2) + λ1λ2σ

2(x2 − x[αT1 p+αT2 p] +αT1 pα
T
2 p)

σ2(b21 + b22) + b21b
2
2

=
x2(λ22(σ

2 + b21) + λ1λ2σ
2)− x(λ2α

T
2 p(λ1σ

2 + 2λ2(σ
2 + b21)) + λ1λ2σ

2αT1 p)

σ2(b21 + b22) + b21b
2
2

+
σ2((λ2α

T
2 p)2 + λ1λ2α

T
1 pα

T
2 p) + (λ2b1α

T
2 p)2

σ2(b21 + b22) + b21b
2
2

.

Entonces,

vt(t, x,p) + vx(t, x,p)[Γ1 − λ1(x− αT1 p)− λ2(x− αT2 p)] +
∑
i,j∈E

vpi(t, x,p)qijpj

+
1

2

∑
i,j∈E

vpipj (t, x,p)
[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
+
∑
i∈E

vxpi(t, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)−H i,(2)(p)σ2

√
1− ρ2

]
+

1

2
Γ2vxx(t, x,p) + Θ1x

2 −Θ2(p)x+ Θ3(p) = 0, (4.35)

con Θ1,Θ2(p) y Θ3(p) como en el enunciado del teorema.

Ahora bien, proponemos como función de valor v(t, x,p) = m̄(t)x2 + n̄(t,p)x + ū(t,p). Si susti-

tuimos en (4.35), se satisface

m̄t(t)x
2 + n̄t(t,p)x+ ūt(t,p) + [Γ1 − λ1(x− αT1 p)− λ2(x− αT2 p)][2m̄(t)x+ n̄(t,p)]

+
1

2

∑
i,j∈E

[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
[n̄pipj (t,p)x+ ūpipj (t,p)]

+
∑
i∈E

n̄pi(t,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)−H i,(2)(p)σ2

√
1− ρ2

]
+ Γ2m̄(t)

+ Θ1x
2 −Θ2(p)x+ Θ3(p) +

∑
i,j∈E

qijpj
[
n̄pi(t,p)x+ ūpi(t,p)

]
= 0,

es decir,

x2
[
m̄t(t)− 2m̄(t)(λ1 + λ2) + Θ1

]
+ x

[
n̄t(t,p)− n̄(t,p)(λ1 + λ2) +

∑
i,j∈E

n̄pi(t,p)qijpj + 2m̄(t)(Γ1 + λ1α
T
1 p+ λ2α

T
2 p)
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+
1

2

∑
i,j∈E

n̄pipj (t,p)(H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p))−Θ2(p)

]
+ ūt(t,p) + Γ2m̄(t) + n̄(t,p)(Γ1 + λ1α

t
1p+ λ2α

T
2 p) + Θ3(p)

+
∑
i,j∈E

ūpi(t,p)qijpj +
1

2

∑
i,j∈E

ūpipj (t,p)(H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p))

+
∑
i∈E

n̄pi(t,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)−H i,(2)(p)σ2

√
1− ρ2

]
= 0.

Notemos que,

σ1 − ρσ2 =
b21√
σ2 + b21

,

σ2
√

1− ρ2 =
√
σ22 − σ22ρ2 =

√
σ2(b21 + b22) + b21b

2
2√

σ2 + b21
.

Por lo tanto, si las funciones m̄(t), n̄(t,p) y ū(t,p) satisfacen (4.20), (4.21) y (4.22), con condicio-

nes terminales m̄(T ) = 0, n̄(T,p) = 0 y ū(T,p) = 0 entonces, v(t, x,p) = m̄(t)x2+n̄(t,p)x+ū(t,p)

resuelve la ecuación de HJB y aśı, la función de valor es de la forma

V (t, w, x,p) = log(w) + v(t, x,p) = log(w) + m̄(t)x2 + n̄(t,p)x+ ū(t,p).

3. Verificación

Sea ν(t, w, x,p) de clase C1,2,2,2([0, T ],R+,R,∆k) y con crecimiento cuadrático una solución a la

ecuación HJB, dada en (4.24), y h ∈ AF una estrategia admisible.

Para cada n ≥ 1 definimos los siguientes tiempos de paro

τn := T ∧ ı́nf{s > t : ‖(Ws, Xs,πs)− (w, x,p)‖ ≥ n}.

De la definición se observa que τn converge a T P-c.s.

Aplicando la fórmula de Itô a ν(τn,Wτn , Xτn ,πτn) tenemos que

dν(τn,Wτn , Xτn ,πτn) =νt(t,W
h
t , Xt,πt)dt+ νw(t,W h

t , Xt,πt)dW
h
t + νx(t,W h

t , Xt,πt)dXt

+
∑
i∈E

νpi(t,W
h
t , Xt,πt)dπ

i
t +

1

2
νwx(t,W h

t , Xt,πt)d[W,X]t

+
1

2
νww(t,W h

t , Xt,πt)d[W,W ]t +
1

2
νxx(t,W h

t , Xt,πt)d[X,X]t

+
1

2

∑
i∈E

νwpi(t,W
h
t , Xt,πt)d[W,πi]t +

1

2

∑
i∈E

νxpi(t,W
h
t , Xt,πt)d[X,πi]t
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+
1

2

∑
j,i∈E

νpipj (t,W
h
t , Xt,πt)d[πi, πj ]. (4.36)

Usando la independencia entre los procesos I y B(m), de la Proposición 4.1.1 y las ecuaciones

(4.16) y (4.17), obtenemos que

d[W,W ]t = W 2
t

[
σ2m(h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)

2dt+ (σ1h
(1) + ρσ2h

(2))2dt+ σ22(1− ρ2)h(2)dt
]

d[W,X]t = Wt

[
σ2m(β1 − β2)(h(m) + h(1)β1 + h(2)β2)dt+ (σ21h

(1) − ρσ1σ2h(1) − σ22h(2)

+ σ1σ2ρh
(2))dt

]
d[X,X]t = (σ2m(β1 − β2)2 + b21 + b22)dt

d[W,πi]t = Wt

[
H i,(1)(πt)(σ1h

(1) + σ2ρh
(2))dt+H i,(2)(πt)

(
σ2
√

1− ρ2h(2)
)
dt
]

d[X,πi]t = H i,(1)(πt)(σ1 − σ2ρ)dt−H i,(2)(πt)σ2
√

1− ρ2dt

d[πi, πj ]t = H i,(1)(πt)H
j,(1)(πt)dt+H i,(2)(πt)H

j,(2)(πt)dt. (4.37)

Por lo tanto, de forma integral se tiene que

ν(τn,W
h
τn , Xτn ,πτn) = ν(t, w, x,p) +

∫ τn

t
LhFν(s,W h

s , Xs,πs)ds

+

∫ τn

t

[
W h
s νw(s,W h

s , Xs,πs)(h
(m)
s + β1h

(1)
s + β2h

(2)
s ) + νx(s,W h

s , Xs,πs)(β1 − β2)
]
σmdB

(m)
s

+

∫ τn

t

[
W h
s νw(s,W h

s , Xs,πs)(σ1h
(1)
s + ρσ2h

(2)
s ) + νx(s,W h

s , Xs,πs)(σ1 − ρσ2)
]
dI(1)s

+

∫ τn

t

∑
i∈E

νpi(s,W
h
s , Xs,πs)H

i,(1)(πs)dI
(1)
s

+

∫ τn

t
σ2
√

1− ρ2
[
W h
s h

(2)
s νw(s,W h

s , Xs,πs)− νx(s,W h
s , Xs,πs)

]
dI(2)s

+

∫ τn

t

∑
i∈E

νpi(s,W
h
s , Xs,πs)H

i,(2)(πs)dI
(2)
s , (4.38)

donde LhF denota el generador del proceso (W,X,π) definido en (4.19).

Además, como ν satisface la ecuación HJB, entonces de (4.38) tenemos

ν(τn,W
h
τn , Xτn ,πτn) ≤ ν(t, w, x,p) +

∫ τn

t

∑
i∈E

νpi(s,W
h
s , Xs,πs)H

i,(1)(πs)dI
(1)
s

+

∫ τn

t

[
W h
s νw(s,W h

s , Xs,πs)(h
(m)
s + β1h

(1)
s + β2h

(2)
s ) + νx(s,W h

s , Xs,πs)(β1 − β2)
]
σmdB

(m)
s

+

∫ τn

t

[
W h
s νw(s,W h

s , Xs,πs)(σ1h
(1)
s + ρσ2h

(2)
s ) + νx(s,W h

s , Xs,πs)(σ1 − ρσ2)
]
dI(1)s

+

∫ τn

t
σ2
√

1− ρ2
[
W h
s h

(2)
s νw(s,W h

s , Xs,πs)− νx(s,W h
s , Xs,πs)

]
dI(2)s
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+

∫ τn

t

∑
i∈E

νpi(s,W
h
s , Xs,πs)H

i,(2)(πs)dI
(2)
s .

Luego, por definición de τn, por ser ν función de clase C1,2,2,2([0, T ],R+,R,∆k) y al cumplir h la

condición de integrabilidad (3.1), podemos concluir que los integrandos respecto a B(m), I(1) y

I(2) son acotados y aśı tales integrales tienen esperanza cero.

Por tanto, tomando esperanza en la ecuación anterior se sigue que Et,w,x,p[ν(τn,W
h
τn , Xτn ,πτn)] ≤

ν(t, w, x,p).

Por otro lado, al ser ν continua se tiene que

Et,w,x,p[ν(T,W h
T , XT ,πT )] = Et,w,x,p[ ĺım

n→∞
ν(τn,W

h
τn , Xτn ,πτn)], P-c.s.

Luego, como ν tiene crecimiento cuadrático, se satisface que

|ν(τn,W
h
τn , Xτn ,πτn)| ≤ C(1 + sup

s≤T
{|W h

s |2 + |Xs|2 + |πs|2}),

y por el Teorema 1.1.6, al ser α(·) localmente Lipschitz, continua y con crecimiento lineal, se tiene

que sups≤T {|W h
s |2 + |Xs|2 + |πs|2} es integrable. Entonces, por convergencia dominada obtene-

mos

Et,w,x,p[ν(T,W h
T , XT ,πT )] = Et,w,x,p[ ĺım

n→∞
ν(τn,W

h
τn , Xτn ,πτn)]

= ĺım
n→∞

Et,w,x,p[ν(τn,W
h
τn , Xτn ,πτn)]

≤ ν(t, w, x,p).

Utilizando la condición terminal ν(T, ·) = log(·), obtenemos Et,w,x,p[logW h
t ] ≤ ν(t, w, x,p) y

tomando supremo sobre las estrategias admisibles llegamos a V (t, w, x,p) ≤ ν(t, w, x,p).

Finalmente, bajo el mismo razonamiento anterior, ahora si h∗ = (h
(m)
∗ , h

(1)
∗ , h

(2)
∗ ) es la estrategia

óptima, al tomar esperanza en la ecuación (4.38) se sigue que

ν(t, w, x,p) = Et,w,x,p[ν(T,W h
T , XT ,πT )] = Et,w,x,p[logW h

t ],

donde se utilizó la condición terminal ν(T, ·) = log(·). Por lo tanto,

ν(t, w, x,p) = Et,w,x,p[logW h
t ] ≤ sup

h∈AF
Et,w,x,p[logW h

t ] = V (t, w, x,p),

con lo que concluimos la prueba.

Observación 4.2.1. Respecto a las propiedades de la estrategia óptima, en general comparte las

descritas en el caso de información completa, reemplazando los parámetros no observables en
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términos del proceso de filtros, π.

4.3. Caso beta neutral

Se estudiará ahora el caso en que las carteras de inversión son neutrales al riesgo de mercado, es

decir, estrategias de inversión como se definen a continuación:

Definición 4.3.1. Una estrategia hβ = (h(β,m), h(β,1), h(β,2)) es beta neutral F-admisible si es

autofinanciada, F-predecible y satisface la condición de neutralidad dada en (3.23) y la condi-

ción de integrabilidad (3.24). Denotaremos por AF,β al conjunto de estrategias beta neutrales

F-admisibles.

Notemos que la dinámica del portafolio asociado a la estrategia hβ está dada por

dW hβ

t = W hβ

t

[(
r + h

(β,m)
t µm + h

(β,1)
t µ1(Xt)

Tπt + h
(β,2)
t µ2(Xt)

Tπt
)
dt

+ σmh
(β,m)
t dB

(m)
t +

(
σ1h

(β,1)
t + ρσ2h

(β,2)
t

)
dI

(1)
t + σ2

√
1− ρ2h(β,2)t dI

(2)
t

]
= fβ(t,Xt,πt)W

hβ

t dt+
2∑
l=0

gβl (t)W hβ

t dBl
t,

con fβ(t,Xt,πt) := r+h
(β,m)
t µm+h

(β,1)
t µ1(Xt)

Tπt+h
(β,2)
t µ2(Xt)

Tπt, (B0, B1, B2) := (B(m), I(1),

I(2)) y

gβ0 (t) := σmh
(β,m)
t ,

gβ1 (t) := σ1h
(β,1)
t + ρσ2h

(β,2)
t ,

gβ2 (t) := σ2
√

1− ρ2h(β,2)t .

De tal forma que, por el Lema 1.1.1, para u ≤ t, podemos escribir a W hβ
t como sigue

W hβ

t = W hβ

u exp

(∫ t

u

[
f(s,Xs,πs)−

1

2

2∑
l=0

(gβl (s))2
]
ds+

2∑
l=0

∫ t

u
gl(s)dB

l
s

)
=: W hβ

u exp(Gβ(u, t,Xs,πs;u ≤ s ≤ t)), (4.39)

donde

Gβ(u, t,Xs,πs;u ≤ s ≤ t) :=

∫ t

u

[
f(s,Xs,πs)−

1

2

2∑
l=0

(gβl (s))2
]
ds+

2∑
l=0

∫ t

u
gl(s)dB

l
s.

En el siguiente teorema se da la expresión de la estrategia beta neutral óptima y la función de
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valor del correspondiente problema de control.

Teorema 4.3.1. Supongamos que λ1(y) = λ1 y λ2(y) = λ2 y consideremos un inversionista con

función de utilidad logaŕıtmica. Entonces la estrategia beta neutral óptima hβ∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ ,

h
(β,2)
∗ ) ∈ AF,β está dada por

h
(β,1)
∗ (t, x,p) = −

λ1(x−αT1 p) + β1
β2
λ2(x−αT2 p)

b21 +
β2
1

β2
2
b22 + σ2[1− β1

β2
]2

,

h
(β,2)
∗ (t, x,p) = −β1

β2
h
(β,1)
∗ (t, x,p),

h
(β,m)
∗ (t, x,p) =

µm
σ2m

.

Además la función de valor es de la forma

V (t, w, x,p) = log(w) + m̄(t)x2 + n̄(t,p)x+ ū(t,p),

donde, para 0 ≤ t ≤ T , la función m̄(t) es solución de la ecuación diferencial ordinaria

m̄t(t)− 2m̄(t)(λ1 + λ2) + Φ1 = 0, (4.40)

con condición terminal m̄(T ) = 0. Y las funciones n̄(t,p) y ū(t,p), para 0 ≤ t ≤ T , resuelven el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

n̄t(t,p)− n̄(t,p)(λ1 + λ2) +
∑
i,j∈E

n̄pi(t,p)qijpj + 2m̄(t)(Γ1 + λ1α
T
1 p+ λ2α

T
2 p)

+
1

2

∑
i,j∈E

n̄pipj (t,p)(H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p))− Φ2(p) = 0, (4.41)

ūt(t,p) + Γ2m̄(t) + n̄(t,p)(Γ1 + λ1α
t
1p+ λ2α

T
2 p) + Φ3(p)

+
∑
i,j∈E

ūpi(t,p)qijpj +
1

2

∑
i,j∈E

ūpipj (t,p)(H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p))

+
∑
i∈E

n̄pi(t,p)

[
b21√
σ2 + b22

H i,(1)(p)−
√
σ2(b21 + b22) + b22b

2
1√

σ2 + b21
H i,(2)(p)

]
= 0, (4.42)

con condiciones terminales n̄(T,p) = 0 y ū(T,p) = 0 y donde Γ1 y Γ2 están dados como en el

Teorema 3.1.1 y

Φ1 =
(β2λ1 + β1λ2)

2

2(β22b
2
1 + b22β

2
1 + σ2(β1 − β2)2)

,

Φ2(p) =
(β2λ1α

T
1 p+ β1λ2α

T
2 p)(β1λ2 + β2λ1)

β22b
2
1 + b22β

2
1 + σ2(β1 − β2)2

,

Φ3(p) = r +
µ2m
2σ2m

+
(β2λ1α

T
1 p+ β1λ2α

T
2 p)2

2(β22b
2
1 + b22β

2
1 + σ2(β1 − β2)2)

.
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En lo anterior m̄t, n̄t, ūt, n̄pi y ūpi denotan las derivadas parciales de las funciones m̄, n̄ y ū,

respectivamente.

Demostración. Como se ha hecho en los casos anteriores, a partir de la ecuación de Hamilton-

Jacobi-Bellman se obtendrá la estrategia beta neutral óptima, se propondrá un candidato a la

función de valor y finalmente se verificará que éste coincide con la solución a la ecuación HJB.

1. Estrategia Óptima

Supongamos que la función de valor V es de clase C1,2,2,2([0, T ],R+,R,∆K), ello implica que se

satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman dada por (3.4), con condición terminal V (T, ·) =

log(w). Además, por (4.39), de forma análoga al Teorema 4.2.1, se tiene que V (t, w, x,p) =

log(w) + v(t, x,p), para alguna función v(t, x,p) con v(T, ·) = 0.

Aśı, sustituyendo la función de valor en la expresión del generador dada en (4.19) y por la

restricción de neutralidad descrita en (3.23), tenemos que

sup
hβ∈AF,β

{
vt(t, x,p) + vx(t, x,p)[Γ1 + µ1(x)Tp− µ2(x)Tp] +

∑
i,j∈E

vpi(t, x,p)qijpj

+ r + h(β,m)µm + h(β,1)µ1(x)Tp+ h(β,2)µ2(x)Tp+
1

2
vxx(t, x,p)Γ2

+
1

2

∑
i,j∈E

vpipj (t, x,p)[H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)]

− 1

2

[
(h(β,m)σm)2 + (σ1h

(β,1) + ρσ2h
(β,2))2 + σ22(1− ρ2)(h(β,2))2)

]
+
∑
i∈E

vxpi(t, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)−H i,(2)(p)σ2

√
1− ρ2)

]}
= 0. (4.43)

Al contar con la restricción de neutralidad definida en (3.23), para poder obtener el supremo en

(4.43), hallaremos primero los puntos cŕıticos mediante el método de multiplicadores de Lagrange

y luego se verificará que son máximos con las condiciones de segundo orden.

Entonces, por la condiciones de primer orden, considerando la restricción (3.23) y derivando

respecto e h(β,m), h(β,1) y h(β,2), respectivamente de (4.43) se sigue que

µm
σ2m
− h(β,m)

∗ = 0, (4.44)

µ1(x)Tp− σ21h
(β,1)
∗ − σ2h(β,2)∗ = Λβ1, (4.45)

µ2(x)Tp− σ22h
(β,2)
∗ − σ2h(β,1)∗ = Λβ2, (4.46)
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de donde

h
(β,m)
∗ =

µm
σ2m

,

y

1

β1

[
µ1(x)Tp− σ21h

(β,1)
∗ − σ2h(β,2)∗

]
=

1

β2

[
µ2(x)Tp− σ22h

(β,2)
∗ − σ2h(β,1)∗

]
,

esto es

µ1(x)Tp

β1
− µ2(x)Tp

β2
=
σ2h

(β,2)
∗
β1

− σ22h
(β,2)
∗
β2

+
σ21h

(β,1)
∗
β1

− σ2h
(β,1)
∗
β2

.

Utilizando la restricción de neutralidad h(β,2) = −β1
β2
h(β,1), tenemos que

β2µ1(x)Tp− β1µ2(x)Tp

β1β2
= h

(β,1)
∗

[
β22(σ2 + b21)− 2β2β1σ

2 + β21(σ2 + b22)

β1β22

]
,

ya que σ21 = σ2 + b21 y σ22 = σ2 + b22.

Por lo tanto,

β22µ1(x)Tp− β1β2µ2(x)Tp = h
(β,1)
∗

[
σ2(β22 − 2β1β2 + β21) + β22b

2
1 + β21b

2
2

]
,

de donde concluimos que

h
(β,1)
∗ = −

λ1(x−αT1 p) + β1
β2
λ2(x−αT2 p)

b21 +
β2
1

β2
2
b22 + σ2

(
1− β1

β2

)2 ,

pues µ1(Xt)
Tπt = −λ1(Xt −αT1 πt) y µ2(Xt)

Tπt = λ2(Xt −αT2 πt).

Además, por (3.23)

h
(β,2)
∗ = −β1

β2
h
(β,2)
∗ .

Para verificar las condiciones de segundo orden, obteniendo las segundas derivadas obtenemos

Aβ =

−σ
2
m 0 0

0 −(σ2 + b21) −σ2

0 −σ2 −(σ2 + b22)

 ,

notemos que Aβ es igual a la del Teorema 3.2.1, por lo tanto es definida no positiva y se verifica

que h∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ) es óptimo.
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2. Existencia

Antes de proponer un candidato a la función de valor notemos que, de la ecuación (4.45)

Λ =
1

β1

[
µ1(x)Tp− σ21h

(β,1)
∗ − σ2h(β,2)∗

]
,

sustituyendo en (4.46)

β2
β1

[
µ1(x)Tp− σ21h(β,1) − σ2h

(β,2)
∗

]
= µ2(x)Tp− σ2h(β,1)∗ − σ22h

(β,2)
∗ ,

multiplicando por h
(β,2)
∗ y utilizando la restricción de neutralidad, obtenemos

−h∗(β,1)µ1(x)Tp+ σ2(h
(β,1)
∗ )2 + b21(h

(β,1)
∗ )2 + σ2h

(β,1)
∗ h

(β,2)
∗

− h(β,2)∗ µ2(x)Tp+ σ2h
(β,2)
∗ h

(β,1)
∗ + σ2(h

(β,2)
∗ )2 + b22(h

(β,2)
∗ )2 = 0. (4.47)

Por otro lado, sustituyendo h∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ) en (4.43) se tiene que

vt(t, x,p) + vx(t, x,p)[Γ1 + µ1(x)Tp− µ2(x)Tp] +
∑
i,j

qijpjvpi(t, x,p)

+ r +
µ2m
2σ2m

+ h
(β,1)
∗ µ1(x)Tp+ h

(β,2)
∗ µ2(x)Tp− 1

2

[
σ2(h

(β,1)
∗ + h

(β,2)
∗ )2 + (b1h

(β,1)
∗ )2 + (b2h

(β,2)
∗ )2

]
+

1

2
vxx(t, x,p)Γ2 +

1

2

∑
i,j∈E

vpipj (t, x,p)
[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
+
∑
i∈E

vxpi(t, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)− σ2

√
1− ρ2H i,(2)(p)

]
= 0,

y por (4.47)

vt(t, x,p) + vx(t, x,p)[Γ1 + µ1(x)Tp− µ2(x)Tp] +
∑
i,j

qijpjvpi(t, x,p)

+ r +
µ2m
2σ2m

+
1

2

[
h
(β,1)
∗ µ1(x)Tp+ h

(β,2)
∗ µ2(x)Tp

]
+

1

2
vxx(t, x,p)Γ2

+
1

2

∑
i,j∈E

vpipj (t, x,p)
[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
+
∑
i∈E

vxpi(t, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)− σ2

√
1− ρ2H i,(2)(p)

]
= 0.

Pero, recordemos que µ1(Xt)
Tπt = −λ1(Xt −αT1 πt) y µ2(Xt)

Tπt = λ2(Xt −αT2 πt), entonces

h
(β,1)
∗ µ1(x)Tp = −λ1(x−αT1 p) ·

−λ1(x−αT1 p)− β1
β2
λ2(x−αT2 p)

b21 + b22
β2
1

β2
2

+ σ2
(β2−β1

β2

)2
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=
λ21β

2
2(x−αT1 p)(x−αT1 p) + β1β2λ1λ2(x−αT1 p)(x−αT2 p)

β22b
2
1 + b22β

2
1 + σ2(β2 − β1)2

=
β22λ

2
1(x

2 − 2xαT1 p+ (αT1 p)2) + β1β2λ1λ2(x
2 − x(αT1 p+αT2 p) +αT1 pα

T
2 p)

β22b
2
1 + b22β

2
1 + σ2(β2 − β1)2

,

y

h
(β,2)
∗ µ2(x)Tp = −λ2(x−αT2 p) ·

β1
[
−λ1(x−αT1 p)− β1

β2
λ2(x−αT2 p)

]
β2
[
b21 + b22

β2
1

β2
2

+ σ2
(β2−β1

β2

)2]
=
β1β2λ1λ2(x−αT2 p)(x−αT1 p) + β21λ

2
2(x−αT2 p)(x−αT2 p)

β22b
2
1 + b22β

2
1 + σ2(β2 − β1)2

=
β1β2λ1λ2(x

2 − x(αT1 p+αT2 p) +αT1 pα
T
2 p) + β21λ

2
2(x

2 − 2xαT2 p+ (αT2 p)2)

β22b
2
1 + b22β

2
1 + σ2(β2 − β1)2

,

por lo que

vt(t, x,p) + vx(t, x,p)[Γ1 + µ1(x)Tp− µ2(x)Tp] +
∑
i,j

qijpjvpi(t, x,p)

+ Φ1x
2 − Φ2(p)x+ Φ3(p) +

1

2
vxx(t, x,p)Γ2

+
1

2

∑
i,j∈E

vpipj (t, x,p)
[
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
+
∑
i∈E

vxpi(t, x,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)− σ2

√
1− ρ2H i,(2)(p)

]
= 0, (4.48)

con Φ1, Φ2(p) y Φ3(p) definidos como el enunciado del teorema.

Ahora, proponemos como función de valor v(t, x,p) = m̄(t)x2 + n̄(t,p)x + ū(t,p), la cual al

sustituirla en (4.48), se satisface

m̄t(t)x
2 + n̄t(t,p)x+ ūt(t,p) + [Γ1 + µT1 p− µ2(x)Tp][2m̄(t)x+ n̄(t,p)]

+
∑
i,j∈E

qijpj
[
n̄pi(t,p)x+ ūpi(t,p)

]
+ Φ1x

2 − Φ2(p)x+ Φ3(p) + Γ2m̄(t)

+
1

2

∑
i,j∈E

[
n̄pipj (t,p)x+ ūpipj (t,p)

][
H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p)

]
+
∑
i∈E

n̄pi(t,p)
[
H i,(1)(p)(σ1 − ρσ2)− σ2

√
1− ρ2H i,(2)(p)

]
= 0,

es decir,

x2
[
m̄t(t)− 2m̄(t)(λ1 + λ2) + Φ1

]
x

[
n̄t(t,p)− n̄(t,p)(λ1 + λ2) +

∑
i,j∈E

n̄pi(t,p)qijpj + 2m̄(t)(Γ1 + λ1α
T
1 p+ λ2α

T
2 p)
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+
1

2

∑
i,j∈E

n̄pipj (t,p)(H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p))− Φ2(p)

]
+ ūt(t,p) + Γ2m̄(t) + n̄(t,p)(Γ1 + λ1α

t
1p+ λ2α

T
2 p) + Φ3(p)

+
∑
i,j∈E

ūpi(t,p)qijpj +
1

2

∑
i,j∈E

ūpipj (t,p)(H i,(1)(p)Hj,(1)(p) +H i,(2)(p)Hj,(2)(p))

+
∑
i∈E

n̄pi(t,p)

[
b21√
σ2 + b22

H i,(1)(p)−
√
σ2(b21 + b22) + b22b

2
1√

σ2 + b21
H i,(2)(p)

]
= 0.

Por lo que, si las funciones m̄(t), n̄(t,p) y ū(t,p) resuelven los sistemas de ecuaciones dados en

(4.40), (4.41) y (4.42), respectivamente, con condiciones terminales m̄(T ) = 0, n̄(T,p) = 0 y

ū(T,p) = 0, entonces la función v(t, x,p) = m̄(t)x2 + n̄(t,p) + ū(t,p) satisface la ecuación HJB.

Por lo tanto, la función de valor es de la forma V (t, w, x,p) = log(w)+m̄(t)x2 + n̄(t,p)x+ ū(t,p).

3. Verificación

Sea ν(t, w, x,p) de clase C1,2,2,2([0, T ],R+,R,∆K) y con crecimiento cuadrático una solución a la

ecuación HJB, dada en (4.43), y hβ ∈ AF,β una estrategia admisible.

Aplicando la fórmula de Itô a ν(T,WT , XT ,πT ), de las expresiones dadas en (4.36) y (4.37), y

utilizando la hipótesis de neutralidad, tenemos que

ν(T,W h
T , XT ,πT ) = ν(t, w, x,p) +

∫ T

t
LhβF ν(s,W h

s , Xs,πs)ds

+

∫ T

t

[
W h
s νw(s,W h

s , Xs,πs)h
(m)
s + νx(s,W h

s , Xs,πs)(β1 − β2)
]
σmdB

(m)
s

+

∫ T

t

[
W h
s νw(s,W h

s , Xs,πs)(σ1h
(1)
s + ρσ2h

(2)
s ) + νx(s,W h

s , Xs,πs)(σ1 − ρσ2)
]
dI(1)s

+

∫ T

t

∑
i∈E

νpi(s,W
h
s , Xs,πs)H

i,(1)(πs)dI
(1)
s

+

∫ T

t
σ2
√

1− ρ2
[
W h
s h

(2)
s νw(s,W h

s , Xs,πs)− νx(s,W h
s , Xs,πs)

]
dI(2)s

+

∫ T

t

∑
i∈E

νpi(s,W
h
s , Xs,πs)H

i,(2)(πs)dI
(2)
s , (4.49)

donde LhβF denota el generador del proceso (W,X,π) definido en (4.19).

Además, como ν satisface la ecuación HJB, entonces

ν(T,W h
T , XT ,πT ) ≤ ν(t, w, x,p) +

∫ T

t

∑
i∈E

νpi(s,W
h
s , Xs,πs)H

i,(1)(πs)dI
(1)
s

+

∫ T

t

[
W h
s νw(s,W h

s , Xs,πs)h
(m)
s + νx(s,W h

s , Xs,πs)(β1 − β2)
]
σmdB

(m)
s
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+

∫ T

t

[
W h
s νw(s,W h

s , Xs,πs)(σ1h
(1)
s + ρσ2h

(2)
s ) + νx(s,W h

s , Xs,πs)(σ1 − ρσ2)
]
dI(1)s

+

∫ T

t
σ2
√

1− ρ2
[
W h
s h

(2)
s νw(s,W h

s , Xs,πs)− νx(s,W h
s , Xs,πs)

]
dI(2)s

+

∫ T

t

∑
i∈E

νpi(s,W
h
s , Xs,πs)H

i,(2)(πs)dI
(2)
s .

Si localizamos como se hizo en el Teorema 4.2.1 se puede ver que las integrales respecto a B(m),

I(1) y I(2) tienen esperanza cero. Por lo que, de la expresión anterior, Et,w,x,p[ν(T,W hβ

T , Xt,πT )] ≤
ν(t, w, x,p) y por la condición terminal ν(T, ·) = log(w) se sigue que Et,w,x,p[logW hβ

t ] ≤ ν(t, w, x,p).

Luego, tomando supremo sobre las estrategias admisibles hβ, V (t, w, x,p) ≤ ν(t, w, x,p).

Por otro lado, si h∗ = (h
(β,m)
∗ , h

(β,1)
∗ , h

(β,2)
∗ ) es la estrategia beta neutral óptima, de (4.49), análogo

al Teorema 4.2.1, obtenemos

Et,w,x,p[ν(T,W hβ

T , Xt,πT )] = ν(t, w, x,p),

y por la condición terminal,

Et,w,x,p[logW h
T ] = ν(t, w, x,p),

por lo que

V (t, w, x,p) = sup
hβ∈AF,β

Et,w,x,p[logW h
T ] ≥ Et,w,x,p[logW h

T ] = ν(t, w, x,p),

de donde se sigue el resultado.

Observaciones respecto a la estrategia óptima

1. Al igual que en el caso de información completa, notemos que el cociente β1
β2

tiene la misma

interpretación que %2 en el Teorema 3.1.1.

2. Si consideramos β1 = β2 volvemos a obtener una estrategia delta neutral, es decir,

h
(1)
∗ (t, x,p) = −h(2)∗ (t, x,p) = −λ1(x−α

T
1 p) + λ2(x−αT2 p)

b21 + b22
,

h
(m)
∗ (t, x,p) =

µm
σ2m

.



Conclusiones

Este trabajo resulta ser una monograf́ıa del art́ıculo Optimal convergence trading with unobserva-

ble pricing errors [2], donde se estudia el problema de optimización de portafolios con estrategias

convergentes. El modelo propuesto es una modificación al expuesto en [8], la cual supone que los

errores en los activos cointegrados están regidos por una cadena de Markov. De aqúı surgen dos

enfoques: información parcial, donde se supone que la cadena no es observable por el inversionista;

e información completa, bajo el supuesto de que tal cadena śı es observable. Además, se estudia

el caso en que las carteras de inversión se restringen a ser beta neutrales.

La herramienta principal para resolver el problema de optimización fue control estocástico, par-

ticularmente la técnica descrita en la Sección 1.2. Los resultados obtenidos fueron:

1. Caso información completa: se obtuvo la estrategia óptima del problema de control, tanto

para el caso clásico como para el caso beta neutral. Asimismo, se caracteriza la función de

valor como la única solución a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias derivado de

la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman.

2. Caso información parcial: para este enfoque, al ser la cadena de Markov no observable por

el inversionista, primero se pasó de un problema de información parcial a uno equivalente

de información completa. Lo anterior v́ıa el problema de filtros, el cual permitió obtener la

probabilidad condicional de la cadena de Markov dada la información a la cual tiene acceso

el inversionista. Una vez se planteó el problema equivalente bajo información completa,

análogamente al caso anterior, se encontró la estrategia óptima y se caracterizó la función

de valor como la única solución a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales derivado

de la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Aunado a lo anterior, al ser este un trabajo monográfico, durante el desarrollo me fue posible

profundizar conocimientos en ciertos campos, particularmente el problema de optimización de

portafolios desde un punto de vista de la teoŕıa de control estocástico, aśı como ciertos conceptos

referentes a cálculo estocástico.
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