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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de optimizaciéon de portafolios con estrategias de inversién
tipo convergentes, en particular trading a pares. Tales estrategias buscan explotar divergencias
(o errores) en el precio de un activo. Esto mediante la compra y venta de un par de activos
cointegrados, es decir, activos que presentan similitud en el histérico de sus precios. Se supone
ademas que los errores en los precios asociados a los activos cointegrados estan regidos por una
cadena de Markov. De aqui surgen dos enfoques: completamente observable, donde la dindmica
de la cadena de Markov es conocida por el inversionista; y parcialmente observable, esto es, la

cadena se observa a través de un filtro.

Para resolver este problema se utilizaron técnicas de control estocastico: a partir de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) se obtiene la estrategia 6ptima para luego proponer un candidato
a la funcién de valor del problema de control asociado. Finalmente se verifica que, en efecto, tal
candidato coincide con la solucién de la ecuacién HJB. Para el caso parcialmente observable se
resuelve primero el problema de filtros, el cual permite pasar del problema de informacién parcial

a uno equivalente de informacién completa.

Palabras clave: Control estocastico, informaciéon parcial, filtros, optimizacién de portafolios,

trading convergente.
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Introduccion

La optimizacion de portafolios ha sido un tema clasico y de gran interés dentro del area de finanzas
y desde un punto de vista probabilista, en particular de la teoria de procesos estocésticos [12]. A
grandes rasgos, el problema consiste en encontrar la estrategia éptima que maximice la utilidad
esperada de un portafolio de inversién [I0]. Los enfoques desde los que se ha estudiado este
problema han sido variados y se han ido adaptando segun las necesidades de los inversionistas,

un ejemplo de esto son las estrategias de inversién de tipo convergente [2].

La comercializacién convergente busca explotar divergencias temporales en el precio de un ac-
tivo respecto al precio justo. La estrategia tipica consiste en, simultaneamente comprar activos
subestimados y vender en corto aquellos que estén sobrevalorados, con la expectativa de que en
alguna fecha futura tales divergencias, o errores, se habran ajustado, beneficidndose asi de la con-
vergencia de los precios. Dentro de este &mbito una de las estrategias tradicionales es el trading
a pares, éstas consisten en la compra y venta de un par de activos cointegrados, esto es, activos

que presentan similitud en el histérico de sus precios.

En este trabajo se busca resolver el problema de optimizacién maximizando la utilidad esperada
de portafolios con estrategias de inversion tipo convergentes, en particular trading a pares. El
desarrollo estard basado en el articulo Optimal convergencce trading with unobservable pricing
errors [2] en donde se extiende el modelo implementado en [8]. El objetivo en especifico es
resolver el problema desde dos perspectivas: en la primera se supone que los errores en los precios
asociados a los activos cointegrados estan regidos por una cadena de Markov a tiempo continuo
y con espacio de estados discreto, la cual no puede ser observada por el inversionista. La razén
detras de este supuesto se debe a que tales errores dependen de factores econémicos o de mercado,
que por su naturaleza son estocdsticos y por ende resulta natural suponer que el inversionista no
tenga acceso a este tipo de informacion. A este problema se le conoce como informacion parcial;
la segunda sera bajo informacion completa, esto es, bajo el supuesto de que se tiene acceso a tal

informacion.

Aunado a lo anterior, bajo las perspectivas antes mencionadas, se analizaran carteras de inversién

beta meutral, es decir, que permitan eliminar por completo el riesgo de mercado. Este tipo de



carteras suelen ser utilizadas por inversionistas que implementan estrategias tipo trading a pares

[2], por ello la relevancia de estudiar este enfoque.

La estructura de este trabajo serd como sigue. En el Capitulo [I| se presentardn una serie de
herramientas de cdlculo estocédstico, asi como una breve introduccién a la teoria de control es-
tocastico y los resultados més relevantes de este campo. Esto nos permitira introducir el problema
de optimizacion de portafolios y su relacién con optimizacién estocastica, lo cual se abordara en
el Capitulo [2l Una vez introducidas tales herramientas, se describira el modelo bajo el cual se
planteard el problema de control asociado a los casos de informacién completa e informacién
parcial. Asi, podremos abordar el enfoque de informacién completa en el Capitulo [3], el resultado
principal serd obtener la estrategia éptima y caracterizar la funcién de valor asociada al problema
de control. Para el caso de informacién parcial primero se resolvera el problema de filtros. Ello nos
permitird pasar del problema de informacién parcial a uno equivalente de informaciéon completa.

Lo anterior se expondra en el Capitulo [4]



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Calculo estocastico

Esta seccién estard basada en [9], la finalidad es dar un somero repaso de algunas herramientas

de calculo estocastico que seran necesarias durante el desarrollo del trabajo.

Por brevedad, definiremos a la integral estocastica con respecto a semimartingalas continuas. Sin
embargo, por ser de utilidad para el Capitulo [3], enunciaremos la férmula de It6 para el caso de
semimartingalas generales. Se omitira la demostracion de los resultados al quedar fuera de los

objetivos de la tesis.

Definiciones y notacién

Las semimartingalas se pueden representar como la suma de una martingala local y un proceso
de variacién finita. En este apartado introduciremos algunas definiciones y notacién relacionadas

con tales conceptos.

Consideraremos (€2, F, F, P) un espacio de probabilidad filtrado, donde la filtracion F = {F;,t > 0}

satisface las condiciones usuales, es decir, F es P-completa y continua por la derecha.

Definicién 1.1.1. Sea T > 0. Una funcion continua a : [0,T] — R, tal que a(0) = 0 se dice que
es de variacion finita si existe una medida con signo p en [0,T] tal que a(t) = p([0,T]), para toda
te[0,T].

Denotaremos por |u| = py + p— a la variacion total de p. Para f:[0,T] — R medible y tal que
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f[o,T] | f(s)||u](ds) < oo se tiene que

T
/ foyda(s) = [ F(s)u(ds).
0 [0,T7]

Definicién 1.1.2. Un proceso A = (At)i>0 es de variacion finita si es un proceso adaptado y
tal que sus trayectorias son funciones de variacion finita, con probabilidad uno. Si ademds las

trayectorias son no decrecientes, entonces se dice que A es un proceso creciente.

Definicién 1.1.3. Un proceso adaptado M = (My)i>o con trayectorias continuas y tal que My = 0
c.s. se dice que es una martingala local si existe una sucesion no decreciente de tiempos de paro
(Th,,m € N) tal que T,, T oo y para toda n el proceso parado My, = {Mp,r :t >0} es una

martingala uniformemente integrable.

Mas generalmente, si Mg # 0, se dice que M es una martingala local si My = My + N, donde el

proceso N es una martingala local que inicia en cero.
Dentro de la teoria de céalculo estocédstico la variaciéon cuadréatica juega un rol muy importante,
concepto que se define como sigue:

Teorema 1.1.1. Sea M = (M;)>0 una martingala local continua. Existe un tunico proceso cre-

ciente, denotado por ([M, M]¢)i>0, tal que MZ — [M, M]; es una martingala local continua.

Ademds, para t > 0 fijo, si II, = {t, ?,...,tgn}, con 0 =ty <ty <--- <t, =1, es una

sucesion no decreciente de particiones del intervalo [0,t] con norma |IL,| = lglc:ix [t — th_4|
SRSPn
tendiendo a cero, se tiene que
Pn
. 2
0 = i 5 0t |
k=1
en probabilidad. Al proceso [M, M] se le llama variacion cuadrdtica de M.
Demostracién. Ver Le Gall [9, Teorema 4.9]. ]

Definicion 1.1.4. Sean M y N martingalas locales. Definimos a la variacion cruzada como
1
[M,N]; = 5([M + N,M + N]; — [N,N]; — [M, M];).

La siguiente proposicién concluye propiedades similares a las del teorema anterior, respecto de la

variaciéon cruzada

Proposicion 1.1.1. Sean M y N martingalas locales. Entonces,



1.1. Calculo estocéastico 5

» [M, N]; es el dnico proceso de variacion finita tal que MyN; — [M, N]; es martingala local

continua.
» Silly, = {t§,t7,...,ty }, con 0 =t <t} <--- <ty =1, es una sucesion no decreciente
de particiones del intervalo [0,t] con norma ||IL,| = 121}1:’2}( [ty — t}_,| tendiendo a cero, se
SRSPn
tiene que
P
(M, NJy = lim > (M = My )(Neg = Nig_,).
k=1
en probabilidad.
Demostracién. Ver Le Gall [9, Proposicién 4.15] |
Observacién 1.1.1. Se puede demostrar que, si W = (W1, ..., W%) es un movimiento browniano

con valores en RY, entonces [W* W3], = 6;t, 1 < k,j < d (ver Le Gall [9] pdg.117).

Con las definiciones anteriores podemos ahora introducir a las semimartingalas.

Definicién 1.1.5. Un proceso estocdstico X = (X¢)i>0 es una semimartingala continua si se
puede escribir como Xy = Xg + My + A¢, donde M es una martingala local con My =0 y A es

un proceso de variacion finita.

Notacion 1.1.1. Para el desarrollo de la siguiente seccion se utilizard la siguiente notacion:

» H?2: espacio de martingalas continuas acotadas en L?, esto es, supE(M?2) < +o0, y tales
n

que My = 0.

» Para M € H?, denotaremos por L*(M) al conjunto de procesos progresivamente medibles

E(/Ot HZd[M, M]S) < oo.

H tales que

Integral estocastica

El calculo estocastico es una de las herramientas centrales en la teoria de matematicas financieras.
Esta rama surge de la necesidad de darle un significado a las ecuaciones diferenciales estocésticas
[14]. En este aparatado se introduce el concepto de integral estocdstica, la idea serd definirla para

martingalas, luego para martingalas locales y finalmente para semimartingalas.
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Definicion 1.1.6. Se dice que un proceso es simple si es progresivamente medible y tiene la

stguiente representacion

p—1

Hs(w) = Z Hi(w):[]‘(ti,ti+1](8)7

i=0
donde 0=ty <---<t,yHyeF,, ic{0,1,...,p—1}.
Denotaremos por S al conjunto de procesos simples.
Teorema 1.1.2. Sea M € H? y H € S. El operador H - M, dado por

p—1

(H-M);=> Hi(My,,n— M),

1=0

define a un proceso en H?. Ademds, se satisface lo siquiente:

1. El mapeo H — H - M induce una isometria de L*>(M) a H?.
2. H-M es la tinica martingala en H? tal que [H - M,N| = H - [M, N], para toda N € H>.

3. 8i T es un tiempo de paro entonces, (1jopH) - M = (H - MY = H - Mr.
Utilizaremos la siguiente notacion:
t
(H - M), = / H,dM,
0

y diremos que H - M es la integral estocdstica de H con respecto de M.

Demostracién. Ver Le Gall [9, Proposicién 5.4]. ]

Observacién 1.1.2. Del punto 2 del teorema anterior podemos decir que la integral estocdstica
conmuta con la variacion cuadrdtica. En particular, si M € H?> y H € L*(M) entonces, [H -
M,H-M]=H?-[M,M)].

El siguiente resultado nos permitira concluir ciertas propiedades respecto a los momentos de la
integral estocastica.

Proposicién 1.1.2. Sea H € L*(M). Si K es un proceso progresivamente medible, entonces
KH € L*(M) si y sélo si K € L>(H - M). Si lo anterior se satisface entonces, (KH) - M =

Demostracién. Ver Le Gall [9, Proposicién 5.5]. |
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Observacién 1.1.3. De la observacion y proposicion anteriores se sigue que: si M € H?, N €
H?, K € L*(N) y H € L*(M), como H-M y K - N son martingalas en H?, entonces

E(/OtHSdMS) =0 y E((/OtHSdMS> (/OtKSdNS>) —E(/OtHSKSd[M,N]S), t €0, 0],
en particular
E((/Ot Hde5>2> = E(/Ot H2d[M, M}s>.

En lo siguiente extenderemos la definicién de la integral estocdstica para martingalas locales.

2
loc

Para M una martingala local continua, denotaremos por L7 (M) al conjunto de procesos H

progresivamente medibles tales que
t
/ H2d[M,M], < oo, Vt>0, c.s.
0

Teorema 1.1.3. Sea M una martingala local continua. Para todo H € L (M), existe una tnica
martingala local continua que inicia en cero, denotada por H-M, tal que [H-M,N] = H-[M, N],

para toda martingala local continua N. Ademds, se satisface lo siguiente

1. Si T es un tiempo de paro, se tiene que (LjopH) - M = (H - M) = H - Mr.

2. SiHecL? (M) yK es un proceso progresivamente medible entonces, K € L2 (H - M) si

loc loc

y solo si HK € L? (M). Si lo anterior se satisface entonces, H - (K - M) = HK - M.

loc

3. SiM e H? y Hc L?>(M), la definicion de H - M es consistente con la del Teorema .

Demostracién. Ver Le Gall [9, Teorema 5.6]. |

2
loc

Observacion 1.1.4. Sea M una martingala local continua y H € L;. (M). Bajo la condicion

E(/Ot H2d[M, M]S) < o0,

las conclusiones en las Observaciones[1.1.9 y[1.1.3 se preservan.

Integral estocastica para semimartingalas

Finalmente podemos extender la definicién de integral estocdstica para el caso de semimartingalas

continuas.
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Diremos que un proceso H progresivamente medible es localmente acotado si, para toda t > 0,
supg<; |Hs| < 0o c.s. Si H es progresivamente medible y localmente acotado entonces, para todo

proceso de variacion finita V se satisface casi seguramente, para toda t > 0,

t
/ \H||dVs| < oo.
0

Definicion 1.1.7. Sea X una semimartingala continua con descomposicion X = Xg+ M + V.
Si H es un proceso progresivamente medible y localmente acotado, la integral estocdstica H - X

es la semimartingala continua con descomposicion H-X =H -M + H -V y la denotamos como
¢
H- X :/ H,dX;.
0

Proposiciéon 1.1.3. Sean X y H como en la definicion anterior, la integral estocdstica H - X

satisface

1. Si T es un tiempo de paro (H - X)T = Hlgp - X=H Xar.
2. Si H es de la forma
p—1
Hs(w) = ZHi(w)]l(ti,ti+1](8)7
i=0
donde 0=ty <---<t,yHe€F,, i€{0,1,...,p—1}, entonces
p—1
(H-X)i=> Hi(Xp, n — Xeont)-
i=0
3. St H y K son procesos progresivamente medibles y localmente acotados, entonces H - (K -

X)=(HK)-X.

Demostracién. Ver Le Gall [9] pag. 109. ]

El siguiente teorema nos permite extender la definicién de integral estocastica para integrandos

continuos.

Proposicion 1.1.4. Sea X una semimartingala continua y H un proceso adaptado con trayecto-

rias continuas. Entonces, para cada t > 0 y II,, = {tg,t7, ... ,t;}n}, con 0 =1ty <ty <---<t, =
t, sucesion de particiones del intervalo [0,t] con norma ||I1,| = 1£I}€é<x [ty —t}_,| tendiendo a
SRSPn

cero, tenemos que

pn—1 t
lfm Y Hyn (Xpn, — X7) = / H,dX,,
1=0 0

n—oo 4
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en probabilidad.

Demostracién. Ver Le Gall [9, Proposicién 5.9]. [

Formula de Ito

La férmula de It es uno de los resultados méas importantes en cédlculo estocastico. Tal resultado
concluye que si aplicamos una funcién continua y dos veces diferenciable a un vector de semi-
martingalas, entonces el proceso que resulta de tal aplicacién es también una semimartingala y

ademas se tiene una forma explicita de su descomposicion.

Como mencionamos anteriormente, enunciaremos la férmula de It6 para el caso de semimartin-

galas generales ya que tal resultado serd ttil en el Capitulo

Teorema 1.1.4. (Férmula de It6) Sea X = (X',..., X™) un vector de semimartingalas y f :

R™ — R una funcion de clase C%. Entonces, f(X) es una semimartingala y se satisface que

f(Xt)—f(Xo):Z/ ga:i( dXz—i_* Z /83:15)3;] X XS

i=1"0 1<z i<n
s (f<X8> RSO <XS>AX;),
0<s<t !
donde X - = htm<t X5 y [X, X]¢ denota la parte continua, trayectoria por trayectoria, de [ X, X].
s—t,S
Demostracién. Ver Protter [I3, Teorema 2.7.22]. [

Para semimartingalas continuas lo expondremos como un corolario del caso anterior.

Corolario 1.1.1. Sea X = (X!,..., X™) un vector de semimartingalas continuas y f : R® — R

una funcion de clase C?. Entonces f(X) es una semimartingala y se satisface que

_ . 8f i % j
s - 100 =3 [ Logaxig 3 [ 2 a0,
= 1<z J<n
Demostracién. Ver Le Gall [9, Teorema 5.10]. [

Observacién 1.1.5. La féormula del producto o integracion por partes es un caso parti-
cular de la formula de Ité, que se obtiene al considerar n = 2 y f(z,y) = zy. Si X y Y son

semimartingalas continuas, entonces

t t
X,Y; = XoYp + / XudYi + / YidX, + [X, Y],.
0 0
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Teorema de caracterizacion de Lévy del movimiento browniano

Si W es un movimiento browniano con valores en R%, en la Observacién vimos que [W¥, W] =
Oxjt, 1 < k,j < d. El teorema de caracterizaciéon de Lévy concluye que esta propiedad caracteriza

al movimiento browniano entre las martingalas locales continuas. Més precisamente,

Teorema 1.1.5. Sea X = (Xl,...,Xd) un proceso adaptado con trayectorias continuas. Las

stguientes son equivalentes:

1. X es un F movimiento browniano.

2. Elproceso X es un vector de martingalas locales continuas y [X?, X7] = §;t,i,j € {1,...,d}.

En particular, una martingala local continua M es un F movimiento browniano si y solo si

[M,M] =t, parat >0, o equivalentemente, si y sélo si M? —t es una martingala local continua.

Demostracién. Ver Le Gall [9, Teorema 5.12]. [

Ecuaciones diferenciales estocasticas

En este apartado definiremos el concepto de ecuacion diferencial estocéstica y las condiciones

necesarias para la existencia y unicidad de soluciones.

Definicién 1.1.8. Sean o y b funciones medibles localmente acotadas definidas en RT x R¢ con
valores en Myxm(R) y R? respectivamente, donde Mgy, (R) denota el conjunto de matrices dxm

con coeficientes reales. Denotamos por b(t, x) = (bi(t,x))i1<i<qa y 0(t,x) = (04;(t, T))1<i<d,1<j<m-
De manera muy somera, una solucion de la ecuacion diferencial estocdstica
dX; = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th E(O’, b)

consiste en:

1. un espacio de probabilidad filtrado (2, F,F,P), donde la filtracién siempre se supone que es

completa,
2. un (Fy)-movimiento browniano m dimensional W = (W1 ... . W™), que inicia en cero,
3. un proceso X = (X1, ..., X4 adaptado a la filtracion (F;), con valores en R? y trayectorias

continuas tal que

t t
X: =X +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs, t€]0,00),
0 0
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es decir, para cada i € {1,...,d},
. . t m t .
X! =X} +/ bi(s, Xs)ds + Z/ 0ij(s, Xo)dW7.
0 — Jo
7j=1

Si ademds se cumple que Xo = x € R?, decimos que X es solucion de E,(o,b).

Se tienen distintas nociones de soluciones y unicidad para una ecuacion diferencial estocastica
[E'(0,b)
Definicién 1.1.9. Para la ecuacion diferencial estocdastica |E (o, b)| decimos que

= existe una solucion débil si, para cada x € R? existe una solucion de E.(o,b),

= existe una solucion débil y unicidad débil si ademds para cada x € R, todas las soluciones

de E;(0,b) tienen la misma ley,

» unicidad por trayectorias si, al fijar el espacio de probabilidad filtrado (2, F,F,P) y el (F;)-
movimiento browniano W, dos soluciones X y X' tales que Xo = X{), son indistinguibles

C.S.

Mads ain, decimos que X es solucion fuerte de E.(o,b) si es adaptado respecto a la filtracion

canonica completa de W.

Teorema 1.1.6. Supongamos que las funciones b y o son continuas y satisfacen
16(t,z) = b(t, )| < Kz —yll, ot z) —ot,y)ll < Kz —yl|,
para cada x,y € R? y t € [0,00), donde K es una constante positiva.

Entonces existe una solucion unica por trayectorias de|E(o,b)|y, para cada eleccion de un espacio
de probabilidad filtrado (Q, F,F,P) y un (F;)-movimiento browniano W, para cada x € RY, existe
una inica solucion fuerte continua de E,(o,b). Ademds, si Xo = &, para & € R? independiente

de W y con seqgundo momento finito, para cada T > 0 existe una constante C(K,T), tal que

E(supnxtu?) < C(L+E(IXolP)e", ¢ e [0,T]
t<T

Demostracién. Ver Le Gall [9, Teorema 8.3]. |

Observacion 1.1.6. Si las funciones o y b fueran localmente Lipschitz es necesario contar con

una condicion de crecimiento lineal de la forma

lo(t,2)| < K@+ [lz]), bt 2)]| < K1+ [l])-
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Existe una gama de ecuaciones diferenciales estocasticas de las cuales se tienen férmulas bastante

explicitas de las soluciones. A continuacién se enuncia una en particular que resulta util para los
Capitulos [3] y

Lema 1.1.1. La solucion a la ecuacion diferencial estocdstica

dX = (c(t) + d(t)X)dt + i(el(t) + {1 X)dw}
=1

X(0) = Xo,
= t_ls cs—melsls S 'S “L(s)el(s !
x(0) = 20 (Xo+ [ 79 [cts) > ()f()]d)+/0;¢ (s)e!(s)aW.
donde,
— ox ! S_m(fl(s))28 ' I(s l
v(0) = exp ([ dto) > +/Olz;f()dWs>-
Demostracién. Ver Evans [4, Teorema 5.4.3]. ]

1.2. Control estocastico

En el campo de control estocastico se estudian sistemas dindmicos sujetos a perturbaciones alea-
torias, los cuales pueden ser controlados para optimizar cierto criterio. Tal teoria se ha aplicado
en distintos campos, particularmente en problemas de toma decisiones en economia y finanzas. En
este apartado se presentaran los resultados principales de control estocastico. Para el desarrollo

de éste se utilizardan como referencias [15] y [12].

1.2.1. Problema de optimizacién estocastica

Para poder formular un problema de optimizacion estocastica, en términos generales, se conside-

ran los siguientes elementos:

Sea (2, F,F,P) un espacio de probabilidad filtrado, donde F = {F;,t > 0} satisface las condiciones
usuales. Ademads, sea W = {W,,t > 0} un movimiento browniano definido en (2, F,F,P) con

valores en RY. Denotaremos por S := [0,T) x R%, con T € [0, 00).

Proceso de estados. El proceso de estados representara las variables cuantitativas a considerar
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para poder describir el problema de interés.

Proceso de control. Dado un subconjunto U de R*, denotaremos por U al conjunto de los
procesos progresivamente medibles v = {14, t < T} con valores en U. A los elementos en U les
llamaremos procesos de control. Seran éstos los que influirdn en la dindmica de un proceso de

estados.

Proceso controlado. Consideremos b : (t,z,u) € S x U — b(t,z,u) € RY y o : (t,z,u) €

SxU — o(t,z,u) € Myxq(R), funciones continuas tales que satisfacen
||b(t,37,u) - b(t,y,’U,)H + ||0-(t7377u) - U(tvya U)” < KH‘T - y||7
16Ct, 2, w)|| + llo(t, 2, w)l] < K1+ [lz]| + [Jull),
para alguna constante K independiente de (t,z,u).

Para cada proceso de control v € U, consideremos la ecuacion diferencial estocastica controlada
dXi = b(t, Xp,») + o(t, Xo, ve)dWr, (1.1)

si la ecuacién anterior tiene una tnica solucion, para un valor inicial dado, entonces llamaremos
al proceso X proceso controlado. Tipicamente suelen considerarse procesos de control cuadrado
integrables. Asi, al ser b y o uniformemente Lipschitz, se puede asegurar la existencia de un

proceso controlado en el intervalo [0, 7"], con T < T.

El siguiente resultado y su demostracién se puede consultar en [I5].

Teorema 1.2.1. Sea v € Uy un proceso de control y & una variable aleatoria Fo medible y con
segundo momento finito. Entonces, existe un unico proceso, X", F adaptado que satisface (|1.1)),

con la condicion inicial X = £. Ademds, para cada T > 0, eziste una constante C' > 0 tal que

E( sup IIX;’H2> < CUL+E(lEP)e™, te0,T),
0<s<t

donde Uy es la clase de procesos controlados progresivamente medibles y cuadrado integrables.
Los ultimos dos elementos a considerar para formular el problema de optimizacién estocastica
son la funcidn de costo y los controles admisibles, los cuales se describen a continuacion:

Funcion de costo. Para introducir la funcién de costo necesitamos los siguientes componentes:

sean

fk:[0,T) xR x U — R,
g:]Rd—HR,
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funciones que supondremos continuas y donde k satisface ||k™ || < co. Ademds supondremos

que las funciones f y g cumplen
[tz w)| + lg(@)] < K1+ [lu] + [|2[?),
para alguna constante K independiente de (¢, z,u).

Definimos a la funcién de costo, J, como
T t
J(t,z,v) = E(/ BY(t, ) f(s, X0 vg)ds + B (t, T)g(XT’m’V)]l{T<OO}>,
t

donde 8”(t,s) == exp (— ftTk(r, xber vp)dr), y {XE™", s >t} es la solucién a (1.1)) con proceso
= 7.

L t
de control v y condicién inicial X,

En lo anterior, la funcién f se puede interpretar como una funcién de ganancia corriente, a g

como la ganancia terminal y 8 como un factor de descuento.

Proceso de control admisible. Para el caso en que T' < 00, al tener f y g crecimiento cuadratico
y por ser k~— acotada, se tiene que J(t,z,v) estd bien definida para cualquier v € Uy. Para este

caso, Uy representard el conjunto de controles admisibles.

Para el caso en que T' = 0o, definimos al conjunto de controles admisibles como

Uy = {y cu: E</ BY(t,s)(1 + || XEm |2 + ||Vs|y)ds> < qux}.
0

El problema de control estocastico. Consideremos el problema de optimizacién

V(t,z) == sup J(t,x,v), para (t,z) € S.
velyp

El objetivo principal en un problema de optimizacion estocéstica es encontrar el proceso de control

v que maximice la funcién de costo, J(-).

Diremos que v* es un control éptimo si V (¢, z) = J(¢, x,v*). Ademds, si el control es de la forma
vs = a(s, X,) para alguna funcién medible a : [0,7] x R? — U, entonces le llamaremos control

Markoviano.

1.2.2. Principio de programacion dinamica

El principio de programacion dindamica juega un rol crucial dentro de la teoria de control es-

tocastico. En términos generales, proporciona una manera conveniente de manejar un problema
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de optimizacion global resolviendo recursivamente una serie de problemas de optimizacién locales.

Antes de enunciar el principio de programacién dindmica introducimos la siguiente notacién:

Notacion 1.2.1.
V*(t,x) = limsup V(¥ '),
(" z")—(t,z)

Vi(t,z) ;== liminf V(¢,2),
( ) (" 2")—(t,x) ( )

Uy ={v €Uy : v es independiente de F;}.

El siguiente teorema y su demostracién se puede consultar en Touzi [15, Teorema 3.3]

Teorema 1.2.2. (Principio de programacion dindmica.) Supongamos que la funcion de valor
V' es localmente acotada. Sea (t,z) € S fijo y sea {0",v € Ui} una familia de tiempos de paro

independientes de F; con valores en [t,T]. Entonces

01/
V(t,z) < sup IE( BY(t,s)f(s, XEY vg)ds + BY (t,0")V*(0", ng“”)).
vel, t

Si suponemos ademds que la funcion g es semicontinua por abajo y Xﬁ’x’yﬂ[tﬂu](s) € L™ para

todo v € U;. Entonces

9U
V(¢ ) = sup E( BU(t,5)f (s, Xo™, vs)ds + B (L, 0") V2 (0", Xé’f’”)).
vEU: t

Observacion 1.2.1. Si la funcion de valor V' es continua, entonces V.= Vx = V, y asi el

principio de programacion dindmica se reduce a

91/
V(t,x) = sup E( BY(t,s)f (s, X vs)ds + B (t,0")V (0", Xé’f’”)).
vEU t

1.2.3. Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

La ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman, o también llamada la ecuacién de programacién dinami-

ca, es la versién infinitesimal del Teorema [1.2.2

Consideremos S; al conjunto de matrices simétricas d x d, con coeficientes reales. Definimos a

H:S xR xR x S, como sigue

1
H(t,anTapa’Y) = sup { - k(tﬁ[fau)r + b(t,:v,u) “p+ §TT[0—O—T(t7$>u)’Y] + f(tv xz, u)}a
uelU
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y al operador lineal de segundo orden como
1
£u¢(t7 x) = _k(t7 z, U)¢(t, .’13) + b(tv z, U) ’ D(b(tv .’13) + §TT[UO—T(t7 Ly U)DQ(b(t, [IJ)],

donde D y D? representan el gradiente y la matriz Hessiana de ¢, respectivamente.

Observacién 1.2.2. Para s >t y ¢ € CV2([t, s],R?), por la férmula de Ité se satisface que

d(ﬁy(o7 S)QZ)(S, X;/)) = Bu(ov 5)d¢(57 X;;/) + ¢(87 X;/)dﬂy((), 8) + d[ﬁya ¢]s
= (0, 5)(bls, XY vs) - D{s, XY) + 3 Trloo” (s, XY ,va) D*6(s, X))t
+ B8%(0,5) (8¢ d(s, X2 )dt + Do(s, XY) - o(s, XY, vs)dWs).

De forma integral obtenemos,

BY(0, 5)6(s, X¥) — B(0, 1)b(t, XY) = / 80, ) (9 + L) $(r, X2 )dr

+ / T80, 1) D, XYY - o(r, XY, vy)dWV).
t

Proposicién 1.2.1. Supongamos que la funcion de valor V es de clase CY2([0,T),R?). Sean
E(-,-yu) y f(-,-,u) continuas en (t,x) para w € U fijo y g semicontinua por abajo. Ademds,

supongamos que k es acotada por abajo. Entonces, para todo (t,z) € S,
—0,V(t,x) — H(t,x,V(t,z), DV (t,x), D*V(t,2)) > 0,
con condicion terminal V(T,-) > g(-).
Demostracién. Sean (t,z) € Sy u € U fijos.
Consideremos el proceso de control constante ¥ = u y al proceso controlado X con condicén inical

Xt:.I.

Definimos, para cada h > 0, al tiempo de paro 65, como,
Op =inf{s>t:(s—t,Xs;—x) ¢ [0,h) x aB},
con a > 0 constante y B la bola de radio uno con centro en cero.

Notemos que 0, — t, P casi seguramente cuando h | 0. Y ademads 0, =t + h < T, para h < ﬁ(w)

suficientemente pequena.

Ahora, ya que V es continua, por la segunda desigualdad del Teorema se sigue que

01)
V(t,x) > sup E( "8t (r, X5, w)dr + B, 61V (61 X;g“”))
vEUL t
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91/
> IE( h BY(t,r) f(r, XE™Y v)dr + B(t, 00)V (67, ng,,,))
t
entonces,

01/
0< E(V(t, 2) = [ B () fr XET ) — Bt 02V (0L, ng“"’”)).
t

Y como 5Y(t,s) = exp (— j;s E(r, XL VT)dT), se tiene que

o
0< BB 00V ()~ [ 800 X5 ) - 500V 01, X))
t h

Por otro lado, por la Observacién [I.2.2] se satisface que

01/
BY(0,60)V (6, X4) — 80,00V (t,2) = [ B(0,7) (B (r, X1) + LYV (r, XL ) dr
t
91./
+ [ B0, 7)DV (r, XE) - o (r, XEOVYAW,,
t

asi,

01/

0<-— E( ' By(oa ’l“) (atV(T‘, X;E’LV) + EVV(Ta X;?Ly) + f(ra Xﬁ,m,u7 y))dT)
t

91—/
- IE( " 87(0,1) DV (r, Xb%) - o(r, Xﬁ’“’“)dWT> ,
t

Ahora observemos que, al ser 87(0,7)DV (r, X0™")-o(r, X/™") continua, es acotada en el intervalo

[t,0] entonces, la integral estocdstica tiene esperanza cero.

Por otra parte, en [t,607], la funcién ﬁ”(O,r)(@tV(r, Xﬁ’m’y) + LYV (r, Xﬁ’m’y) + f(r, Xbm V)) es

acotada. Entonces, para alguna constante C| se satisface que

1 GZ v t,x,v v t,x,v t,x,v C v
-E E ﬁ (OaT) (8,5V(r, )('r7 ’ ) +L V(Tv ‘Xv'r7 ’ ) + f(Tv Xr’ ’ V))dT < EE(eh - t) = Ca
t

donde se utiliz6 que 6, = t + h para h < ﬁ(w) suficientemente pequenia. Por lo tanto, por

convergencia dominada,

1 (%
0<— 1}%}3@ / " B”(0,7)(0V (r, XE™Y) + LYV (r, XE™) + f(r, X2, u))dr>
t

1 /%
- (lfﬂ B0 @V XY + £V, X + f(r, X0 v>>dr)-
t
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Finalmente, por el teorema fundamental del calculo,
-0V (t,x) — L'V (t,x) — f(t,z,v) >0,
pues 0y — t, P-c.s. Como v fue arbitrario se concluye que
—0,V(t,x) — H(t,x,V(t,z), DV(t,z), D*V(t,z)) > 0.

Proposicién 1.2.2. Supongamos que V es de clase CY2([0,T),R?) y H(-,-,V,DV,D?*V) < cc.
Supongamos ademds que k es acotada y la funcion H es semicontinua por arriba. Entonces, para
todo (t,x) € S,

—0,V(t,x) — H(t,z,V(t,z),DV(t,z), D*V(t,z)) <0,

con condicion terminal V(T,-) < g(-).

Demostracién. Procederemos por contradiccién. Supongamos que existe (tg, zg) € S tal que
AV (to, z0) + H(to, z0, V (to, z0), DV (to, z0), D*V (to, 7)) < 0. (1.2)
Para ¢ > 0, definimos a ¢ > V' como
6t 7) = V(t,) + (|t — tol? + & — ol .
Notemos que

(V = ¢)(to,x0) =0, D(V —¢)(to,z0) =0,
D2(V—¢)(t07x0) =0, 8t(V—¢)(t0,a;0) =0.

Entonces, al ser H semicontinua por arriba y por (|1.2)) se satisface que
h(t,z) = 0i6(t,x) + H(t,x, 6, Do, D*¢) <0,

para (t,z) € N, con r > 0 suficientemente pequenio y N, = (ty — r,to + r) X rB,,. Donde By,

es la bola abierta de radio uno con centro en zy.

Definimos a —n = %ﬁx(v — ¢). Notemos que, por definiciéon de ¢, —n < 0. Para v € Uy,

consideremos al tiempo de paro

0" = if{t > to : (t, X;O°") ¢ N, },
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observemos que, por continuidad de las trayectorias de Xfo’xo’y, (OV,X;S’xO’V) € ON,., entonces,
B(0”, X;0"0Y) >+ V(0”, X,2™), por definicién de —7.

Ahora, por la Observacién tenemos que

B” (to, to)V (to, zo) = B (to, o) #(to, xo)
= E(B" (to, 0") (6", Xgo™"))

91/
- E( B (t0, ) (rp(r, X;070) + L7 (r, Xﬁ“’””“’”))d’) ’

to

donde utilizamos que (V' — ¢)(to, z0) = 0. Ademds, como 5”(tg,t9) = 1 y por definicién de h se
satisface que

—h(t,2) + f(t,7,v) < —(0ud(t,7) + L(1, ),

entonces
V(to, o) ZE(B" (to, 0") (6", Xy ™))

91—/
+ IE< B (to,r) (f(r, Xlo-roV ) — h(r, Xﬁo’xo’”))dr)

to

Por otro lado, como (r, X;0"") € N, en [tg, "), entonces h(r, X[2**") < 0. Y recordemos que
B0, Xgo ™) >+ V(0”, X0 ™),

por lo tanto

91/

V(to,z0) = nE(B"(to,0")) + E( B (to,r) f(r, XL0m0V v )dr + Y (to, 0V)V (67, ngv“v”)).

to
Luego, como k es acotada, observemos que
9V
5°(t0.0%) =exp (= [ ks, 107075 ) < expl-ri* )
to
donde se utilizé la definiciéon de 6¥. De lo anterior tenemos que

91/

V(to, o) = nexp(—r||k™* o) + E( B (to,r) f (r, X307 vy )dr + B (to, 0")V (6, Xf;‘i’zo’”)> ;

to

y al ser n > 0,

01—/
V(ty, 20) > E( B (0, 1) f (1, X170 v, Y + B (to, 0%V (6. Xé‘i’”‘“’”)>.

to
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Como tomamos v € Uy, arbitrario, se satisface que

01}
V (to, z0) > sup E( B (to,r) f (r, X070 vy )dr +5”(750,9”)‘/(9”,)(52’”0”)),

vGUtO to

y como V es continua, lo anterior contradice la Observacion del Teorema |1.2.2 [

De las Proposiciones y podemos concluir el siguiente resultado:

Teorema 1.2.3. Supongamos que las condiciones de las Proposiciones y[1.2.9 se satisfacen.

Entonces la funcion de valor V- cumple la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman, esto es,
—(9tV(t, ZC) - H('? K V(tv x)a DV(t, .CI}), DQV(tv ZC)) =0, ensS,

con condicion terminal V(T,-) = g(-).

1.2.4. Verificacion

Lo crucial en programacion dinamica consiste en demostrar que, dada una solucién suave a
la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman, este candidato coincide con la funcién de valor. Tal

resultado es llamado argumento de verificacion y el cual se enuncia a continuacion:

Teorema 1.2.4. Sea T < oo y v € CY2([0,T),RY) NC([0,T),RY). Supongamos que ||k~ ||oo < 00
y que v y [ satisfacen

[t 2, w)| + [o(t, )| < OO+ 2] + [ull),

para alguna constante C y (t,z,u) € [0,T) x R x U.

i) Supongamos que para todo (t,x) € S, se satisface
—Op(t,z) — H(t,z,v(t,z), Du(t,z), D*v(t,z)) > 0,
con condicion terminal v(T,-) > g(-). Entonces v >V en S.
i1) Sea v solucion de la ecuacion HJB, esto es,
—0w(t,z) — H(-,-,v(t,x), Dv(t,z), D*v(t,z)) =0, en S,

con condicion terminal v(T,-) = g(-). Supongamos ademds que existe G(t,x) minimizador
de
u— LY(t,x) + f(t,z,u), tal que
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= Se satisface
ow(t, ) + L%(t, ) + f(t,z,a(t,z)) = 0.
» La ecuacion diferencial estocdstica
dXs = b(s, Xs,u(s, Xs))ds + o(s, Xs, u(s, Xs))dWs,

tiene una Unica solucion dada la condicion inicial X; = x.

» El proceso U = u(s, Xs) estd bien definido en Up.

Entonces v =V y v es un control éptimo Markoviano.

Demostracién. Demostraremos primero el inciso 7). Consideremos v € Uy un proceso de control
arbitrario y X el proceso de estados asociado con X; = x. Definimos, para cada n, al tiempo de

paro 6,, como
Op, =T Ninf{s > t: |Xs — x| > n}. (1.3)

Ahora, por la Observacién [1.2.2] se tiene que
On

B(t, GH)U(GH,X;’:C’V) —o(t,x) = B(t, r) (dpv(r, XF*Y) + L0 (r, X057 dr
t

On
+ / Br, Xp™Y)Do(r, Xp™) - o (r, X5 vy )dW,. (1.4)
t
Notemos que dyv(r, Xp" )+ LY v(r, X0 )+ £ (r, X0V < Opw(r, X"+ H (r, X", v, Dv, D?v) <
0, por hipétesis y definicién de H. Ademés, el integrando dyv(r, X,t«’x’y)—i—[:”v(r, Xﬁ’x’y)-a(r, xLer vy)

es acotado en el intervalo [t, 6,], ya que o y Dv son continuas y ||k~ ||cc < co. Entonces, tomando

esperanza a la ecuacién anterior,

On
’U(t, J)) > E (/ B(tv T)f(?", Xﬁ,x,y’ Vr)dT’ + ﬂ(t, en)’l)(en, Xé’:’y)> .
t

Observemos que, como ||k~ |lec < 00, se satisface que

On
\m,en)v(emxéf’”) + [ B X ar
t

On
< CeTlF lloo <1 + ||X;ZC’VH2 —|—/ (1+ ”VTH)dT)
t

On
< etk Nl <1+ sup HXé’x’”H2+/ (1+HVrH>d7“)7
t<s<T t

donde se utilizé la hipdtesis sobre las funciones f y v. Ademds, por el Teorema[I.2.1] la expresion
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anterior es integrable. Entonces, al hacer tender n — oo, por el teorema de convergencia dominada,

de la desigualdad se sigue que

o(t, z) > E(B(t,T)v(ﬂ X5+ / Tﬁ(t,x)f(n X, w)dr)
t

T
zE(ﬁ(t,T)g(X%“"’”H /t 6<t,x)f(r,Xﬁ’x’”,vr>dr)

J(t7 a":’ l/)’

ya que v(T,-) > g(-). Al ser el control v € Uy arbitrario, tomando supremo sobre los controles

v € Up, de lo anterior se concluye que v(t,x) > V (¢, z).

Para demostrar i) procederemos de forma anédloga. Consideremos v € Uy arbitrario y X el proceso
de estados asociado con X; = x. Tomando 6,, como en (1.3]), andlogamente al caso anterior, por

la férmula de It6 llegamos a que v(t,z) > V(t, ).

Ahora, si tomamos U5 = u(s, Xs), de ([1.4) se tiene que

) On ) ) )
B(t, Gn)v(en,X;f’y) —v(t,z) = B(r, XY Do (r, XE5P) - o (r, X257, ) dW,
t

On A
- / B(t, 1) (r, X057, 0,)dr,
t

donde se utilizé la hipétesis dyv(t, z) + L7v(t,x) + f(t,z,7;) = 0.

Asi, por el mismo argumento anterior, tomando esperanza y por convergencia dominada, se sigue
que v(t,z) = J(t,z,v). Y por definicién de V (), J(t,z,v) < V(t,z), con lo que se concluye la
prueba. [

Los resultados anteriores sugieren la siguiente técnica para resolver un problema de control es-

tocastico:

Consideremos la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman, dada por,

—ow(t,x) — sup{ L (t,z) + f(t,x,u(t,x))} =0,
uel

para todo (¢,z) € S y con condicién terminal v(T, x) = g(z).
1. Para (t,xz) € S fijos, resolver sup,cy{L"v(t,z) + f(t,z,u(t,z))} como un problema de
maximizacién sobre u € U. Denotar por 4(t, z) a tal méximo.

2. Sustituir 4(¢, x) en la ecuacién HIB, lo cual resultard en una ecuacién diferencial parcial no

lineal.
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3. Si se encuentra una solucién suave a tal ecuacién diferencial parcial no lineal, digamos v,

entonces v es la solucién al problema de control y (¢, z) el control é6ptimo Markoviano.

Tal técnica serd la empleada en la demostracién de los resultados expuestos en los Capitulos [3]y

4l

1.3. Optimizacién de portafolios

El problema de optimizacion de portafolios consiste en hallar la estrategia 6ptima que maximice
la utilidad esperada de un inversionista. Este ha sido un problema clasico en control estocéstico

y fuente de investigacién desde que fue propuesto por Merton (1971) en su trabajo [10].

Problema de optimizacion de portafolios

Antes de presentar el problema de optimizacién introduciremos de manera somera dos conceptos
importantes dentro de la teoria de portafolios, las estrategias autofinanciadas y las funciones de
utilidad.

o Estrategias autofinanciadas

Las estrategias autofinanciadas estan estrechamente relacionadas con el concepto de arbitraje,
que se refiere a la posibilidad de generar una ganancia segura sin contraer riesgo financiero. En
este sentido, un mercado con ausencia de arbitraje busca replicar el valor de un producto derivado
mediante la negociacion simultdanea en uno o mas mercados, tipicamente, en un activo con riesgo

y en una cuenta de mercado de dinero, o también conocida como activo sin riesgo [14].

Para poder definir a una estrategia autofinanciada, consideremos un portafolio que consta de una
inversién en la cuenta de mercado de dinero a tasa constante » > 0 y m; acciones de un activo
con riesgo, St. Si denotamos por X; al valor de tal portafolio al tiempo ¢, notemos que la posicién
del inversionista en la cuenta de mercado de dinero estd dada por X; — m:S;. Asi, la ganancia del

inversionista al tiempo ¢ es
dX; = mdS; + T(Xt — ﬂ'tSt)dt. (15)

Por otro lado, si denotamos por M; = e"* al valor de una inversién en la cuenta de mercado de

dinero y I'y a la posicién invertida en dicha cuenta, entonces

Xt == 7TtSt + FtMt, (16)
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y por la férmula del producto,
dXt == Stdﬂ't + TI'tdSt + MtdFt + T‘FtMtdt. (17)

Luego, si sustituimos (|1.6]) en ([1.5)

dXt = Wtdst + T’FtMtdt, (18)

por lo tanto, de (1.7 y (1.8) se sigue que
Sidmy + Mydl'y = 0. (19)

Al estar bajo un mercado con ausencia de arbitraje, a cada tiempo ¢ el valor del portafolio debe
ser igual al valor del derivado en cuestiéon, lo cual nos lleva a tener que rebalancear el portafolio
a cada tiempo t. De forma precisa, en la ecuacién , el primer término indica el costo por
rebalancear la posiciéon en el activo con riesgo y el segundo el costo asociado al rebalancear la
posicién en la cuenta de mercado de dinero. Notemos que si la suma de estos dos términos no
es cero, entonces habria oportunidad de arbitraje; pues si ésta fuera positiva, el dinero puede
retirarse como una ganancia y si fuera negativa habria que pagar para poder entrar en la posicién
del portafolio deseado. Por lo tanto, diremos que una estrategia es autofinanciada si cumple la
ecuacién (1.9).

e Funciones de utilidad

Las preferencias que tiene un agente al momento de hacer una inversién es un elemento importante
a considerar al momento de analizar un portafolio. Tal toma de decisiones esté relacionada con
la aversién al riesgo de cada inversionista. Esto es, qué tan conservador o arriesgado es un agente
ante el riesgo financiero [7]. Este aspecto se ve reflejado en los modelos de inversién mediante las

funciones de utilidad, que se definen a continuacion.

Definicién 1.3.1. Diremos que U : Rt — R, con U € C' es una funcion de utilidad si es

estrictamente concava, estrictamente creciente y satisface que

U'(0) :==1limU'(z) = 00, U'(c0):= lim U'(z) =0

z0 T—00

La funcién potencia es una de las funciones de utilidad més comunes y estd definida por

z7—1
Ul@)=4{ "~
—o0, x<0,

, x>0,

cony € (0,1), al cual se le conoce como coeficiente de aversion al riesgo. El caso v = 0 corresponde
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a la funcién de utilidad logaritmica y estd dada por

log(x), x>0,
Ula) = g(z)
—00, x <0.

Para el desarrollo de este trabajo se utilizard como funcién de utilidad esta tltima.
e Problema de optimizacién

Una vez descritos los conceptos anteriores, podemos definir formalmente el problema de optimi-
zacién. Sea (Q, F,F,P) un espacio de probabilidad filtrado, donde F = {F;,t > 0} satisface las
condiciones usuales y consideremos un mercado financiero con un activo sin riesgo, que denota-

remos por S y un activo con riesgo, S, donde

dsp = SPrdt,
dS; = St(Oédt + O'det),

con 7 > 0, € R, 0y, > 0 constantes y W un movimiento browniano unidimensional definido en

(Q,F,F,P).

Representaremos por m = {m,t € [0,T]} a la cantidad de dinero invertida por el inversionista en
el activo S y diremos que el proceso m es una estrategia admisible si es autofinanciada, progre-
sivamente medible respecto a F y cuadrado integrable. Asi, el valor del portafolio asociado a tal

estrategia estara dado por

- dS; - dsy
dXt = Wt?t + (Xt - Wt)??
= (TXt + (Oé — T)Wt)dt + oy dWh. (110)

Definimos al problema de optimizacién de portafolios como sigue

V(t,x) = sup E(U(XE"T)), (1.11)

TEUY
donde X5*7 es la solucién a (1.10)) con condicién inicial X;*™ = z, U(-) es la funcién de utilidad
asociada al inversionista y Uy el conjunto de estrategias admisibles. Como ya se menciond, el

objetivo es hallar la estrategia éptima 7" que maximiza la utilidad esperada de un inversionista.

Notemos que, utilizando el Teorema la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellaman se ve de la

siguiente forma

-0V (t,x) — sup L™V (t,x) =0,
TEUp
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donde el operador L™V (¢, z) estd dado por

oV (t,x)

2
V) = L 10°V(t,2) 5 5

(re+ (a —r)m) + 3 g2 OmT

pues para este caso en particular las funciones f(t,z,m) y k(t,z, ) del Teorema son cero.

El enfoque bajo el cual se plantea el problema de optimizacion de portafolios se ha ido adaptando
a las distintas preferencias de los inversionistas. Para objetivos de este trabajo sera de relevancia
considerar el modelo CAPM y las estrategias tipo convergentes, conceptos que se abordan en el

siguiente capitulo.



Capitulo 2

El modelo

En este capitulo expondremos el trabajo desarrollado en [2], donde estudian el problema de
optimizacion, y se presentara el contexto financiero de donde emerge tal modelo, como son el
modelo CAPM y las estrategias convergentes. El modelo planteado por Siithan et al. en su trabajo
[2] es una modificacién al planteado por Liu y Timmermann en [§], la cual radica en suponer
que los errores en los precios asociados a los activos estan regidos por una cadena de Markov a

tiempo continuo y con espacio de estados discreto, también conocido como cambio de régimen.

2.1. Modelo CAPM

El modelo CAPM, por sus siglas en inglés Capital Asset Pricing Model, busca describir la relacién
entre el riesgo sistematico y el rendimiento esperado de un activo. De forma mas precisa, si
denotamos por r a la tasa libre de riesgo de mercado y ., al rendimiento esperado del mercado,

entonces el riesgo esperado de un activo estd dado por
a=r+B(am —1) =1+ Bum,

donde p,, denota la prima de riesgo de mercado y 3 la beta del activo, términos que se explican a
continuacién: si un inversionista tiene una posicion en el indice de mercado, ademas de invertir en
un activo sin riesgo a tasa r, obtendra un rendimiento esperado extra, a.,, —r, a éste se le conoce
como prima de riesgo de mercado. Por otro lado, el parametro 3 describe la volatilidad de un
activo en comparacién con el comportamiento del mercado. Por ejemplo, si § = 1 querria decir
que el activo en cuestién se mueve en promedio igual que el mercado. Los activos con [ > 1 se
consideran como agresivos, ya que implican mayor riesgo en la inversion; mientras que si 8 < 1,

entonces se dice que son activos defensivos [11].
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Es de interés para los inversionistas el contar con una estrategia que, independientemente de si
el mercado suba o baje, sea neutral al riesgo sisteméatico. Diremos que una estrategia es neutral
al riesgo de mercado o beta neutral, si la beta asociada es cero, es decir, el portafolio no tiene
correlaciéon ante movimientos del mercado y asi el rendimiento esperado sera igual a la tasa libre

de riesgo [11].

Problema de optimizacion bajo el modelo CAPM

Bajo el modelo CAPM la dinamica del activo con riesgo estd dada por
dSy = Si((r + Bum)dt + 1, dBy),
por lo que el valor del portafolio W asociado a la estrategia 7 es
AW = (rXt + ﬂumﬂt)dt + 0, dBy.

Mientras que el problema de control estd definido como en ((1.11]). Ademds, en la ecuacién HJB
el operador L™V (¢, z) estda dado por

AV (t,w)

1 2
LTV (t,w) = T(mu + Bpm) + 1V w) 2,

2 w2 "

Una de las técnicas para resolver el problema de optimizacién de portafolios es mediante control

estocdstico, particularmente como se explico en la Seccién [1.2

Estrategias tipo convergente

Cuando hay divergencias en el precio de un activo respecto al precio justo se dice que existe un
error en el precio. Las estrategias de tipo convergente buscan explotar errores temporales en los

precios de dos activos que tendrén un payoff igual (o similar) en el futuro [§].

Un ejemplo tipico en este ambito es el trading a pares, que consiste en simultaneamente comer-
cializar activos cointegrados mediante la compra de aquellos subestimados y vender en corto los
sobrevalorados, con la expectativa de que en alguna fecha futura los errores se habran ajustado,

beneficidndose asi de la convergencia de los precios.

La siguiente gréfica muestra el histérico de precios de las acciones de Ford (F') y General Motors
(GM )H Esta imagen nos permite describir visualmente el objetivo de una estrategia a pares.

Como se puede apreciar estas dos acciones muestran correlacion en el histérico de sus precios y

!Fuente: https://finance.yahoo.com/
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ademas, en el mes de octubre de 2014 -aproximadamente- podemos ver que los activos comienzan
a comportarse en direcciones opuestas para volver a un comportamiento similar en abril de 2015.
El objetivo es aprovechar el spread (diferencia del logaritmo de los precios) generado al presentar

errores en los precios de estos activos, beneficidndose de la convergencia a futuro de éstos.

F 15.73 l GM 33.43 % Momento en que los activos se
mueven en direcciones opuestas.

GM: Accion General Motors

Momento en que los activos
retornan al mismo comportamiento.

Oct 2013 Api Ju Oct 2014 Api Ju Oct

Figura 2.1: Histérico de precios de las acciones de Ford (F') y General Motors (GM).

Para ejemplificar, bajo el modelo CAPM, consideremos el portafolio de inversién descrito en [§],
esto es, un mercado con un activo sin riesgo que ofrece una tasa de rendimiento constante r > 0

v los siguientes activos con riesgo:

= Indice de mercado, el cual seguird la siguiente dindmica

dsm
S

= Un par de activos cointegrados con precios dados por

ds}

:Tf = (r + Bm — M Xy)dt + o dB™ + 0dB; + bd B},
t

d 2

% — (r+ Biim + NoX,)dt + BomdBI + 0dB, + bdB?,
t

donde ¢ > 0 y b > 0 son constantes, 8 € R representa la beta de los activos S1 y So, pm € R
es la prima de riesgo de mercado, o, > 0 la volatilidad del mercado, r + By — A Xy denotan
el rendimiento de los activos S;, i = 1,2, 0dB; + bdB} el riesgo asociado al sector financiero
para cada S;, i = 1,2, y finalmente, (B, B, B%) es un movimiento browniano tridimensional e
independiente del movimiento browniano B™. Por otro lado, el spread de los precios estd dado

por el proceso X = log S! — log S2.

Notemos que si, para alguna ¢ = 1,2, \; = 0, entonces el rendimiento esperado del activo corres-

pondiente satisface el modelo CAPM y por ende éste no presenta errores en el precio.

Denotaremos por W7 al valor del portafolio asociado a la estrategia admisible 7 = (7™, 7!, 72),
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donde 7™, 7! y w2 representan las fracciones de dinero invertido en S™, S! y S2, respectivamente.
Se sigue entonces que la dindmica de W, es decir, el capital ganado debido a cambios en los

activos 8™, S y S?, mas los intereses generados, estd dada por

AW asm ds} dS?
W = g bt Hr (L )

= rdt + (7" + B(r} + 7)) (mdt + 0pdWy)
+ mf(0dBy + bdB} — M\ Xydt) + 77 (0d By + bB} 4+ Ao X;dt).

La ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman se ve de la siguiente forma

=0V (t,w,x) — sup L™V (t,w,x) = 0,
TeUp

donde V (t,w,z) = sup E(U(W"""™)) y el operador LTV (t,w,z) se define como
TEUy

L™V (t,w,x) = —(A + M)z Ve(t,w, z) + b*Vee (t, w, ) + b2 (7! — 7wV (t, z, w)

+ WV (t, w, ) [+ p[7™ + Bt + 72)] + z(Aom® — Nt

w2

+ 5 Vau(t, 2, w) (a;[wm + B(rt + 7)) + (! + 7)) + (br)? + (b772)2),

con Vo, Viw, Vi, Vaw ¥ Vaw las derivadas parciales de V (¢, w, x).

En el modelo descrito en [2] se utlizan estrategias del tipo convergente, incluyendo ademds el
caso en que son beta neutrales. Tal modelo es una modificacién al que presentamos anteriormente

propuesto por Liu y Timmermann en [§], en la siguiente seccién se explica a detalle tal modelo.

2.2. Descripcién del modelo

El comportamiento del mercado financiero tiende a cambiar abruptamente, adicionalemente, des-
pués de dicho cambio, el nuevo comportamiento de las variables financieras suele persistir durante
varios periodos. Tal fenémeno es el que se aborda al emplear un modelo de cambio de régimen.
En [§] se estudia la dindmica de asignacién éptima de portafolios maximizando la utilidad espe-
rada terminal via dos activos cointegrados, con errores en los precios, y un indice de mercado.
La extensién que se hace en [2] consta en emplear un cambio de régimen en los errores de los
precios, o alfas como se conoce en la literatura financiera, el cual supone que el alfa de los activos

cointegrados esta regida por una cadena de Markov.

Maés precisamente, consideremos (€2, G,P) un espacio de probabilidad y G = {G;,t € [0,T]} una

filtracion que cumple las condiciones usuales, donde T es finito y coincidira con el tiempo terminal
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de la inversion. La filtracién G representara todo el flujo de informacion y los procesos que se

definan de aqui en adelante serdn adaptados a ésta.

Sea Y una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados €& = {ey,...,er}, para
k > 2. Denotaremos por @ = (¢"/); jes a la matriz infinitesimal de Y. Consideraremos un mercado

con las siguientes caracteristicas:
Se podra invertir en un activo sin riesgo, el cual tendra una tasa de retorno constante r > 0, y

tres activos con riesgo:

= S(M) que representars el indice de mercado (benchmark) y para el cual supondremos que la

dindmica del precio esta dada por:
as;”’ =S, [(r + pm)dt + omdB, ], (2.1)

donde p,;, € R es la prima de riesgo de mercado, o,,, > 0 la volatilidad de mercado y B (m)

un movimiento browniano estandar.

» Sy S que denotan los activos cointegrados y sus precios se modelardn como:

25 N

07 = (o Buam)dt = X (Y) (X = aa(Y)de + BromdB™ + 0dB” +bidB{", (2.2)
t

25

. L = (4 Bapu)dt + Mo (Y1) (X — az(Y))dt + BoomdB™ + 0dBY) + b,dB?,  (2.3)

con 1 € R, B € R, by >0, by >0y o > 0 constantes, donde (B(O),B(l),B(2)) es un

movimiento browniano tridimensional e independiente de B(™).

Supondremos ademas que la cadena de Markov Y serd independiente del vector (B(m), B B,

B®) y que las funciones A(-) y a(-) son localmente Lipschitz continuas y con crecimiento lineal.

Los pardametros en (2.2) y (2.3]) se describen enseguida:

= ¢l proceso X definido por X; = log S}Sl) —log St@) modelara el spread de los precios. Ademés,
por la férmula de Ité6 dada en el Teorema se puede ver que

1 m
dX; =(r + Bupta)dt — 3 (807, + 0% + B7)dt = M (V) (X — (Vo)) dt + BrowdBy™ + od B,

1 m
+bdBY — (r + Bopim)dt + 5 (8300, + 0® + B3)dt — oY) (Xe — an(Y0))dt - ByomdB™

— 0dBY — bydB?,
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por lo que

dX; =[T1 = M(Y)(Xe — a1 (V3)) — Ao (Vo) (Xy — aa(Y2))] dt
+ (81 — B2)omdB™ + b1 dBY — b,dBP, Xo € R,

con Iy = (B1 = Bo)pm — 5((BF — B3)o7, + b] — b3).

(r + Brpwm)dt — M (Ye) (Xt — ar (Yy))dt y (r + Bopem)dt — Mo (Y2)(X; — aa(Y:))dt representan

el rendimiento esperado infinitesimal del activo S y S respectivamente.

La exposicién al riesgo de mercad para los activos S y S estard modelada por

BlamdBt(m) y BgamdBt(m), respectivamente.

El riesgo inherente al sector financiero de cada uno de los activos se representa por adBfO) +
b1 dBt(l) y O'dB,fO)—f—bgdB?). A este riesgo se le conoce como diversificable o riesgo idiosincrdti-
co y se refiere a aquel tipo de riesgo que afecta exclusivamente a un sector en concreto o a

un grupo de acciones.

Algunas observaciones del modelo

1. Liu y Timmermann en su trabajo [8] suponen que los activos en los que se invierte tienen

el mismo payoff pero se comercializan a distintos precios, notemos que si tomamos 51 = (B2

y by = by rescatamos el modelo descrito en [§] pero con cambio de régimen.

. Considerar los pardmetros A\; y Ao dependientes de la cadena de Markov Y implica que

los errores en los precios dependen de algin factor econémico o de mercado que no puede
ser directamente observable por el inversionista, esto es, un cambio de régimen en el alfa
de los activos. Esto ultimo nos permite obtener un modelo méas realista que se ajusta al

comportamiento visto en tranding convergente [2].

. Si (V) (Xe — a(Y2)) = 0, para alguna i = 1,2, entonces los rendimientos en los precios

satisfacen el modelo CAPM. Es decir, el rendimiento esperado de los activos dependera tini-
camente de la tasa libre de riesgo y de la prima de riesgo de mercado, médulo la correlacion

entre el activo subyacente y el indice de mercado.

. Al permitir que las betas de los activos sean diferentes es posible plantear el problema

de optimizacién bajo la perspectiva beta neutral. Tal enfoque es una segunda extension al

modelo de Liu y Timmermann en [g].

2Medida de una futura pérdida potencial resultante de un evento en especifico.
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Optimizacién bajo informacion

completa

En este capitulo se estudiara el problema de optimizacion suponiendo que la cadena de Markov
Y, que rige el alfa de los activos cointegrados, es observable por el inversionista. Se planteara el
problema de control a resolver y finalmente se identificara la estrategia Optima. Se caracterizara
también la funcién de valor como la Unica soluciéon a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias derivado de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman. Se aborda primero el caso en
el que no se tiene restriccion sobre la asignaciéon de los activos, el cual llamaremos cldsico. La
segunda parte corresponde al caso beta neutral, donde se restringe el problema a portafolios que

sean neutrales al riesgo de mercado.

3.1. Caso clasico

Definicién 3.1.1. Una estrategia h = (b, (V) 1) es G-admisible si es una estrategia auto-

financiada y G-predecible tal que

T
E(/ (h{™)? + (hi)? 4 (h§2>)2dt> < co. (3.1)
0
Denotaremos por A al conjunto de estrategias G-admisibles.

En lo que sigue, W" representaré el valor del portafolio asociado a la estrategia h = (h(m), AON h(Q)).
Las cantidades h,(5m)7 h,gl) y h§2) representan las fracciones de dinero invertido al tiempo ¢ € [0, T]

en el indice de mercado S y en los activos cointegrados S() y S| respectivamente.
La dindmica de W" estard dada por el capital ganado debido a cambios en los activos S, (1)
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y S més los intereses generados, esto es

(1) (2) (m)
1 dS. 2 dS. m dS 1 2 m
dw} = wf [hﬁ : S(tl) + h{? S(tz) + h{™ S(tm) + Wl L= b = hP — n™)dt,
t t t

sustituyendo (2.1)), (2.2) y (2.3), obtenemos
aw = wy {(r + (™ + 1V B+ b B2 + B Ao (V) (X — aa(¥2))
— N (V) (X — ar (V) dt + o (b)) + B)aB® + b, dBY + byh(P d B

+ om(h™ + 1AV + Byh{PyaB™

3
= f(t, Xe, YOW/dt + > gu(t)W]dB],
=0

con f(t, X1, Y3) == r+ (h{"™ +8) 8141 Bt + 1P Mo (V) (X — a2 (V7)) — A A (V) (X~ (V7)),
(B°, B!, B2, B3) := (B, B, B?) Bm) y

go(t) = a(hy” + ),

g1(t) = bih{”,

g (t) = boh(,

95(t) = o (h{™ + Bih{") + B2V

W = Whexp (/: [f(s,XS,YS) - ;igf(s)] ds + i/t gl(s)ng)

= W exp(G(u,t, Xs, Yesu < s < 1)), (3.2)

donde

G(u7t7X8?Y:9;uSS St) ::/

u

t 1. x0v) - ;igﬂs)} i5+Y [ oty

3.1.1. Problema de control

Antes de definir el problema de control introduciremos el siguiente operador:

Definicién 3.1.2. Sea F(t,w,x,i) en CH22([0,T],R*,R), para cada i € & = {ey,...,ex}, defi-
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nimos al operador de sequndo orden del proceso (W, X,Y) como
ﬁ@F(t, W, T,1)

= Fp(t,w,x,i)[T1 — N (z—al) — No(z — ag)]
+ wFy(t,w, @, i) [r + (h(m) 4 h(l),ﬁl + 2P Bo) i + KNy (z — ) — KN (2 — al)]

+ %w2Fww(t,w,x,z’) (02, (A" + h W) + B By)2 + g2 (W) + A2 + (A M)2 + (bhP)?]
+ wFy (8, w, 2,4) [0, (51 —ngh( W51 + 1@ gy) + 020D — 63n?)]
1 -
+ 5 Fra(tw, 2, ) [(B1 = o) o7, + b + b%} + ) F(t,w,x,i)g". (3:3)
JjEE

Mds adelante se utilizard la formula de Ité para relacionar este operador con la ecuacion de

Hamilton-Jacobi-Bellman asociada al problema de control.

Consideremos un inversionista que desea maximizar su utilidad esperada asignando su riqueza a

un mercado como el descrito en el capitulo anterior y con funcién de utilidad logaritmica.

Formulamos entonces el problema de control de la siguiente manera:
maximizar Eq ,, 4 ;(log W), sobre todas las estrategias admisibles,

donde E;,, . ; denota la esperanza condicional dado que Wy = w, X; = x y Y; = e;. La funcién

de valor asociada esta definida por

V(t7 w, T, Z) = sup ]Et,’w,w,i(log W%)
heA

Con lo anterior, el resultado principal de este apartado es el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1. Consideremos una inversion con funcion de utilidad logaritmica. Entonces la

estrategia optima hy, = (him), hg), hfkg)) € A esta dada por

—Al(z — af) — Ny(z — ab)os
52 + b2Q2

Ay(x — ab) + M(z —af)or
b%g1 + b2

h(m)(t x,1) = 'LL—Q yAS )(t x,1)p1 — )(t x,1) P2,

)

WV (t, i) =

hg) (t,x,i) = ; (HO)
donde o1 = ﬁ Yy 02 = 2+b2 Ademds, la funcién de valor es de la forma
1

V(t,w,x,i) = log(w) + m(t,i)z* + n(t,i)x + u(t, i),

donde las funciones m(t,i), n(t,i) y u(t,i) para cada i € £ resuelven el siguiente sistema de
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ecuaciones diferenciales ordinarias

ma(t,8) — 2008 + A)m(t,i) + Y m(t, )¢ + 6% =0,

je€
ne(t, i) — (XL 4+ Xp)n(t, i) + > n(t,j)g”7 + 21 + Mo + Nyab)m(t, i) — 04 =0,
je&
u(t,8) + Y u(t, ))g7 + Tam(t, i) + (T1 + Mo + Nsab)n(t, i) + 05 =0,

jeE
con condiciones terminales m(T,-) = 0, n(T,-) = 0 y u(T,-) = 0, y los parametros I'1, I'y, @};
estdn dados por
1
Iy =(B1 — B2)pim — 5(@% — B3)om, + b7 —b3),

Ty =U,2n(51 — 52)2 + b% + 557
(b1A5)% + (b2 A])? + o2 (N] + A))?

o = 7
' 2[(b1b2)? 4 02(bF + b3)]
; (b1b2)? + o2(b3 + b3) ;
Ol —p + Him, n (0 Nibg)2 + (alAbb1)? + o2(ai N + al\b)?
3 207, 2[(b1b2)2 + o2(b? + b3)]

En lo anterior my,ny y up denotan las derivadas parciales respecto a t de las funciones m, n y u,

respectivamente.

Demostracion.

La idea de la prueba sera usar la técnica descrita en la Seccion [1.2], esto es, a partir de la ecuacién

de Hamilton-Jacobi-Bellman obtener la estrategia éptima h, = (him),hfkl),hf)). Una vez que

encontremos h, = (hgﬁm), hgl), hg?)) se propone un candidato a la funcion de valor y finalmente se

verifica que, en efecto, ésta coincide con la solucién de la ecuacion HJB.
1. Estrategia Optima

Supongamos que la funcién de valor V(-,i) es de clase C122([0,7],RT R), esto implica que

satisface la ecuacién de HJB dada, para cada ¢ € &, por

Vi(t,w,z,i) + sup E&V(t,w,x,i) =0, (3.4)
heA

con la condicién terminal V (7T, -) = log(w), donde L% denota el generador del proceso (W, X,Y)
definido en (3.3)). Ademas, por (3.2)) podemos escribir a la funcién de valor como

V(t,w,x,i) = sup E¢ .y, [log W%]
heA
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= sup Et 4 2 [log (Wth exp{G(t,T, X5, Ys;t < s < T)})]
heA

= iua {Et,w,x,i [log Wth] + Et,w,x,i [G(t) T, X57 sz; t<s< T)] }
S

= log(w) + sup E¢ 1.2,i [G(t,T, X, Yt <s< T)]
heA
=:log(w) + v(t, x,1), (3.5)
para alguna funcién v(t,x,i), con v(T,-,-) = 0.

Sustituyendo (3.3) y (3.5)) en (3.4)

Vt(tal‘a 7’) + sup Vx(t,.’l/’,i) [Fl - )‘71(33 - azl) - )\7'2(56 - 0512)]
heA

+r 4 (B + BBy + h® By) iy + hI N ( — ab) — hIN (z — o)

- %[Ufn(h(m) +hWB + 1P B)2 + o2 (W) + A2+ (b1h )2 + (b2hP)?]

1 . N

+ §F2umx(t, x, i) + Z v(t, m,])q”] =0, (3.6)
jee€

con I'y = (B1 — B2)%02, + b2 + b2.

Hallaremos el supremo que aparece en (3.6)) obteniendo la estrategia éptima h, = (hfkm), hf’), hff))

mediante las condiciones de primer orden. Esto es, derivando el argumento del supremo respecto

de K™ K1) v (2 se obtendrén los puntos criticos. Luego, se comprobard que éstos en efecto son

maximos mediante las condiciones de segundo orden.

Por las condiciones de primer, derivando respecto de h("™), b1 y h(? | obtenemos, respectivamente

Em _ pVg, — gy — ™ =0, (3.7)

m

Butm — Ai (@ — ad) = BioZ, (W™ + 1Y g1+ b ) — o (hY + 1) —nVi2 =0, (3.8)
Battm + No(z — o) — BooZ (W™ + 281 + hPBy) — 2 () + Py — P2 =0, (3.9)

De la ecuacién (3.7)),
™) :Z%” — 18 — P, (3.10)

sustituyendo (3.10]) en (3.8)), obtenemos

—hM (0% +8) = Aj (e — af) + hPo?,
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de donde se sigue que

Nz —al) — h? 52
o2+ b2

p) = =

Lueg07 por "‘ )
i i P i _ 1@ 201 _ 21 _ 1 (2) 32 2
)\Q(JJ 042) + )\1(55 al)gl = h* [0' (1 Ql) + bQ} = h* (b1Q1 + b2)7

con g1 = Por lo que,

_a?
o2+b7"

Nz ad) + M@ —aDar
5%01 +b§ )

p?)

Finalmente, sustituyendo (3.12)) en (3.11]),
QO AMz—at) T —ah) + Ai(z - aj)ar
" o2+ b2 b2 01 + b3

: . [0301 + b3 + 0% (0 + b3) : A 01
— A — ot 1 2 1 1:|_)\zx_az |: :|
o) | it | )

Pero notemos que,

2 2
01 o g 02

o+ 02 Vo2 + 0202 +b2) b0+ b2) +b202 b2+ blos

)

con gy = Por otro lado,

_o?
0'2+b§ :

bior + b3 + 0f(0? +b1)  bio1 + b3 + 0i(0? + bY)

(02 +b7)(bor +03) — bi(o? +b3) + b3o
_bor+ b3 +of(0® +07) 1
N o2 + b2 b? + b2 o9
_ boP 4+ bo® bkt +ot 1
(0® +07)(0? +03)  bi +b50r
1
N bt + b302”

Entonces, de (3.13)), (3.14) y (3.15) se concluye que

Ai(z = a}) = Ny(z — ah)os

h ==
bi + b302

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Comprobaremos ahora las condiciones de segundo orden. Obteniendo las segundas derivadas se
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bt

sigue que
—02, —02. 31
A= (aij)(ij=123) = | —Piop, —Biop, —o® —
—paoz,  —Pifror, —0®

—Ugnﬁz
—B1Bo02, — o
oty

Veremos que la matriz de segundas derivadas es definida no positiva, equivalentemente, que se

satisfaga
ayy <0,
1 a1 a2
— <0,
ail |ajp aoo
det(A
7() < 0’
ai; a2
aig a2
ailr a2 .
donde denota el menor de la matriz A.
a2 a2

Notemos que det(A) = —o2,[b3b3 + o2(bF +b3)] <0y

a a
P =0 (of + )

a2 a2

>0,

de donde se verifica que h, = (hgﬁm), hgﬁl), hg)) en efecto esta dada por (HO).

2. Existencia

Para caracterizar la forma de la funcién de valor sustituiremos la estrategia 6ptima h, = (h* s ha

hg)) en la ecuacién (3.6)).

Observemos primero que, sustituyendo hfkm) en (3.8)) y (3.9), obtenemos lo siguiente

Nz —al) — (W + By — nVp? = 0,
No(z — ab) — o2(hY + Py — nPp2 = 0,

y multiplicando las ecuaciones anteriores por hfkl) y th)

—hIN (2 — o)

, respectivamente,

— (0 + B — (V8,2 = o,

RO Ny( — ab) — 02 (WY + B — (hPby)? = 0,
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por lo que
o2(hY + B2 4 (B2 + (WP1)? = AP (2 — ) — YN (2 — od). (3.16)

Entonces, sustituyendo h, = (hfkm), h&l), h§<2)) en (3.6)),

2

v(t, @) + vp(t,z, 1) [T — Nz —al) = No(x — aé)] +r + BEm o p(? ))\é(az —ab) — hg))\i(x —ad)
1 12 .
= 5[5+ PR + W) 4 b)Y 4 (02 )%] + §F2vm<t, z,i) + Y _v(t,,5)g7 =0,
Tin jeE
y por (3.16)),
Mm

ve(t,z, i) + v (t, z, ) [I‘l A i(x— 041) )\’2(:1: — o/é)] +r + —
1 B2 yi i JAOY i 1 . NG 7
+ 3 | P Hx —ab) — hy ' Nj(z — o) | + §F2ym(t,:c,z) + Zu(t,m,j)q = 0.
JjEE
Notemos que,
(AD)*(0? + b9) (2 — 2205 + (05)?) + A Ay (2? — 2(af + o)) +afad))
bib3 + o2(b7 + b3) ’

(A2 (02 +b3) (2% — 2zt + (a})?) + N \oo? (22 — z(af + ab) + a1a2))
bib3 + o2 (b + b3)

PNy (w = ah) =

—hVN (z - af) =

Por lo tanto,

velt, 1) + vo(t, 2,1) [T1 + Mo + Aoy — (A} + Ay)a] + ©ja® — Oz + 6}

1 g
+ 5TV (t, 2,1) + > vt x,§)g7 =0, (3.17)
jEE

con O}, 0% y O} dadas como en el enunciado del teorema.

Como funcién de valor proponemos v(t,z,4) = m(t, i)z +n(t, i)z +u(t,i). Sustituyendo en ([3.17)

se tiene que, para cada (t,x) € [0,7] x R, se cumple

ma(t, )2 +ne(t, )z + ue(,7) + [T+ Maj + Nyah — (A + Ay)a] [2m(t, i)z + n(t, 1))

+ 0%2? — @bz + ©% + Tymi(t,i —G—Zq” (t, )z +n(t, )z + u(t, j)]
je&
= a” [mt@, i) = 2m(t, ) (A} + ) + O] + q”'m(t,j)]
JjEE

+a [nt(t, i) +2m(t,0) [Ty + Aaj + Mab] — n(t,))(X] + X5) — 05+ qijn(t,j)]
je€
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Fug(t, i)+ n(t,9)[T1 + Xjof + Asah] + ©% + Tam(t, i) + > _ qult, 5)
JjEE
= (]’

esto es; si para cada i € £, las funciones m(t,1), n(t,i) y u(t,?) resuelven el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias

me(t, 1) — 200 + A)m(t,i) + > m(t, )¢ + % =0,

jee€
ni(t,i) — (N + A)n(t,6) + Y nlt, 5)g”7 + 2(T1 + Xjaf + Myab)m(t, i) — ©h =0,
je€
we(t, i) + Y u(t, j)g7 + Tom(t,i) + (T1 + Maj + Ayad)n(t, i) + ©% =0,

jeE

con condiciones terminales m(T,-) = 0,n(T,-) = 0y u(T, -) = 0; resulta que v(t, z,i) = m(t,i)x>+
n(t,i)x + u(t,i) resuelve la ecuacién de HJB. Luego entonces, la funcién de valor es de la forma
V(t,w,z,i) = log(w) + v(t,z,i) = log(w) + m(t,i)x? + n(t, i)z + u(t, ).

3. Verificacion.

Para verificar que la funcién de valor propuesta coincide con la solucién de la ecuacién HJB

utilizaremos el siguiente lema:

Lema 3.1.1. El proceso definido por

t .
Zt = Z H{YTn:j}H{TnSt} — /0 qu ]l{YT,:i}dr

n>1 i#£j

es (G,P) martingala.

Demostracién. Por definicién de Z;, es claro que es adaptado a G y ademaés es integrable.

Ahora, para s <t tenemos que

t ..
E(Z H{Ym—j}ﬂ{nqﬂgs) - E(/O ZQ’”{YTzi}d"“\gs> =

n>1 i#j
S
> v Lim<s) — / D dly, —ydr
n>1 0 =5

t ..
+ E(Z Vv, -3 Ls<m<} !93> - E(/ > qz]]l{Yri}dT\gs>'

n>1 i#]
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Pero,
E(/ Z‘J”H{Yr-ﬂ}dr‘%) _/ DD Ly=pd’P(Y, =ilY; = l)dr (3.18)
5 it S itj le€
Y por otro lado,

E(Z ﬂ{yTn_j}]l{s<Tn<t}\gs> =Y E(Ljyy, 3 Lis<t,<t|Gs)

n>1 n>1

=Y B(Yr, = j,s < T < 1|Gs)

n>1
=Y PYi = j|Ys = i)lgy,_y
i#£j
t
i) S leg
t
- / S Ly d R (Y =1Ys = i)dr, (3.19)
S i#j leg

en lo anterior se utilizé la ecuaciéon de Kolmogorov y la propiedad de Markov.

Entonces, por (3.18) y (3.19)), se tiene que

t ..
E(Z ]l{YTnj}]l{TnStﬂgs) - E( /0 Zqz’ﬂmz‘}\gs>

"= i75
S
B Z Lo,y m<sy — / Zq”ﬂ{yr _pydr = Zs,
n=t 0 i
con lo que se concluye la prueba. .

Luego, sea v(t,w,z,i) de clase C122([0,T],R*,R) una solucién de la ecuacién HJB con creci-

miento cuadratico y h € A una estrategia admisible.

Ahora, definimos las siguientes medidas aleatorias, u, p:

p(0,6) x {31 = Vg —py Lr<y, GEE, t€[0,T),

n>1

t
p0)x (D) = [ S a1y —gdr jee e
i#£]j

Por otro lado, observemos que

Z [U(37W£7X87Y;) - U(S7W£7X87YS*)]

t<s<T
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= Z[U(TW WZIETU XT'n? YTn) - U(Tm W’_;“Ln’ XTn’ YTn* )] ]l{thngT}
n>1

= > > (T, Wi, X, 5) = 0(To, Wi, X1, Y, =)L, <7y v, =)
n>1je€

T
- / S (T W, X, ) — (T, W X, Y, lpa(dr x {5),
v jeg

donde {7}, },en es la sucesién de tiempos de salto de la cadena Y.

Por lo anterior se cumple que

Z [U(vashyXSv}/s) - U(57W£L7X87}/8*)] =

t<s<T
T
/ S o, W, X, ) — 0(r, W, X0, Y, )] — p)(dr x (7))
v jeg
T .
+/ Z[U(S,W;‘,Xs,j)—v(s,Wg,Xs,Y;f)]qu—]ds. (3.20)
t <
jeE

Observacién 3.1.1. Por la formula de Ito, para s > t y h una estrategia admisible, se cumple

que

dv(t, W], Xo, Yi) =vi(t, W', Xo, Ya)dt + vy (t, W), X4, Yi)dW; + va (£, W, X3, V) d X,

1
5 [vwn (W X, Y)W, Wi + vaa (8, W', X5, Yi)dIX, Xy

+ Opw (6, W X0, YO AW, X o) + Y [o(s, W, X, Ya) — v(s, WE, X, Y,-)),

0<s<t

esto es,

du(s, Wsh,XS,YS) =

(vs(s, W, X, Ys) + v (8, WE, X, Vi) [T1 — A (2 — o) — Na(z — ah)]

+ Who, (s, Wh X, Y,) [r+ (W™ 4+ BBy + B P o), + BN (2 — ab) — KON (2 — al)]

+ %vaww(s, W X, Yo) [0 (™ + 20 By 4+ 1P 85)% 4+ 0 (b 4+ h®))? + (15 1)? 4 (b2h?))?]
+ W (s, Wi, X, Y5) o7, (B1 = Ba) (R + B 1+ 1h®) By) + bIaD) — 031

1
e (s, WL X, Ya) [(B1 = o), + B + B3] )ds + ) [o(s, WL, X, V) = w(s, WU, X, Y, )]
0<s5<s
[va (s, W' X, YO) (B = B2)om + omWivw (s, W], X, Ya) (™ + b3y + 1) y)]dB{™
[b1va (s, WE, X5, Ys) + bih Wl (s, W, X, V5)]dBY
[b2h @ Whoy, (s, Wh, X, Ys) — bavy (s, WP, X, Y5)]dB

n
n
n
+ (Wl (s, WP X, Y)o (b + n?))aB).
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De forma integral, por la ecuacion (3.20)), se sigue que
t
v(s, W;L,XS,YS) =v(t,w, 1) +/ (vt(t,w,:n, i)+ E%U(T, WTh,XT,YT))dr
t
S
+/ ( o (r, W X, m(ﬁl—52)am>dB§m>

+ O Wy (r, W, X, Y, ) (B + hD 3y + h,€2)52)>dB§m)

_l’_

_|_
— S S S S S

b2h(2 Whvw T W;La X, K”) - bQUCC(Tv thv Xr, Y;“))qu("Q)

(blvx r W X, Y, + b AWy, (r, W XT,Y)>dB(1)
“J (

Whow(r, W X, V) (hD + h£?>)>dB,€0>

[ (T X0 ) = o WX o] = ) (),

jEE
donde E(}é denota el generador del proceso (W, X,Y).
Para n > 1 introducimos los siguientes tiempos de paro
o =T Ninf{s >t : [|(Ws, X5, Ys) — (w, z,7)|| > n}.
Notemos que 7, converge a T P-c.s. Ademads, por la Observacion [3.1.1], se satisface que
Tn
(T, W s X, Yr ) =v(t,w, z,1) —I—/ (ve(t, w,2,4) + Lho(r, W X, Y,))dr

+ o (r, Wh, X, Y)(51—52)0m>d35m>

_l_

oWy (r, W, X, Y, ) (B + hD 3 + h,<?>52)>dB§m>

+

_|_

" b h O W o (r, W, X, V) — b (r, WZL,XT,YT))dBf?)

_l_

e R

Whoy(r, WP, X,., Y,)o (h§1>+h§2>))d3,€0>

(blvm r W X, Y,) + bi AV W oy, (r, W XT,Y))dB(l)
* (

Sl W X 5) = o W X0, )] = ) ()

JeE
(3.21)
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Luego, como v satisface la ecuacién HJB, entonces de ((3.21))

ol W Xey, Vo) St i)+ [ < <r,Wﬁ,Xr,m<m—62>am>dB£.m>

+ Wi (r, WP, X0, V) (B + h(D 3y + A2 62)>dB ™)

+

brog(r, WP, X, Y3) + bi AV Wy, (r, W XT,Y))dB(l)

+

_1_
@\P\@\@\W\J

Whoy(r, WP, X, Y,)o (h§1>+h§2>))d3,€0>

<b2h<2 Wy (r, WP, X, Y;) — byvg(r, W[L,Xr,n))dBQ
J

Sl W X 5) = o W X0, )] = ) ()

JeE
(3.22)

Observemos que los integrandos respecto a B, BM) B®) y B(M) son acotados por definicién de
T, ya que h cumple (3.1)) y v(t,w,z,i) € CH22([0,T],R*,R). De lo anterior se sigue que tales

integrales tienen esperanza cero.

Ademés, por definicién de 7, y al ser v(t,w,x,4) de clase CH?2([0,T],R*,R) se tiene que el
integrando

Z[U(’F, WfaXij) - v(r, Wf’Xﬁ Y;”—)]
je€

es acotado. Por lo tanto, por el Lema y el Lema 3.1 en [5], se sigue que la integral

Sl W X ) = o WX Yo ) ¢ ()

je&

tiene esperanza cero.

Entonces, tomando esperanza en (3.22]) obtenemos E;  »i[v (Tn,W v Xrn Yo )] < v(t,w,x,d).

Ademsds, por la continuidad de v, P-c.s. se tiene que
Et,w,x,i[U(Ta WT; XT7 YT* )] = Et,w,x,i[nh;ngo U(Tna W’Tna X’Tn7 YTn)]'
Por otro lado, como v tiene crecimiento cuadratico,

V(T Wa, X7, Yo ) S C(L+ [Wo, |2+ [ X5, [P+ Ve, P) < C(1+sup { Wi ? + [ X7 + Vi }),
s<T

y utilizando el Teorema al ser las funciones A(+) y «(+) localmente Lipschitz continuas y con

crecimiento lineal, se sigue que sup,<p {|Ws|* 4 |X;|> 4 |Y;|?} es integrable. Asi, por convergencia
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dominada se satisface que

Et,w,x,i[U(T’ Wr, X, YT— )] = Lngo Et,w,x,i[U(Tna WTna XTn7 YTn)] < U(t, w, T, 2)

n

Luego, por la condicién terminal v(7T,-) = log(-), se cumple que E; 4 4 i[log(WH)] < v(t, w,z,1).
Finalmente, al tomar supremo sobre las estrategias admisibles, concluimos que V (t,w,z,i) <
v(t,w,x,1).

Para obtener la otra desigualdad, notemos que si hy, = (hfkm), hgl), hg)) es la estrategia Optima

de la ecuacion HJB entonces, para toda t,

ve(t,w,x,4) + .C{é*v(t,w,x,i) = vi(t,w, 1) + sup LAv(t, w, z,7) = 0.
heA

Asi, de (3.21)), bajo el mismo argumento anterior y la condicién terminal v(7,-) = log(-), al tomar

esperanza se satisface

Et,w,x,i[log(WTi’l)] = Et,w,x,i[U(Ty W%Lv XT7 YT)] = 'U(t, w,x, i),

y asi,
V(t,w,z,i) = sugEt,w,m[log(Wﬁ)] > ]Et,w,m[log(W%)] =o(t,w,z,1).
he
De donde se sigue el resultado. ]

Observaciones respecto a la estrategia 6ptima

1. Notemos que h&l) y hg) no dependen de los pardmetros de mercado, 81, 82, Om ¥ tm, €St0
se debe a que la exposicién al riesgo de mercado de cada uno de los activos es cubierta al

invertir en el indice de mercado, S,

2. Los parametros 0; y g2 representan la variacion relativa del riesgo idiosincratico, esto es, el
papel de p; se puede interpretar como un escalamiento de la contribucién de la variacién

idiosincratica de S@ y su alfa correspondiente, en hfkl). De forma andloga para gs.

3. A pesar de que el indice de mercado, S(™), es independiente de la cadena de Markov Y, la
estrategia asociada h(M) resulta ser Markov modulada, es decir, depende de los pardmetros

de cambio de régimen, \;, o;, 1 =1, 2.

4. Si consideramos 1 = fa = B, a1 = ag = 0, \} = \; y A\ = Ao, para i € {1,...,k},

obtenemos la estrategia 6ptima bajo el modelo propuesto en [§] con funcién de utilidad
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logaritmica. Explicitamente:

(A1 + oA
m(e ) = - 532(11 + 9)2)’
(2) (A2 + 0Mr)
h* (t7$)_ b2(1+g) )
W, x) = B~ (B0 (1) + 0P (8, ),
Um

0.2
con g = m

3.2. Caso beta neutral

En esta seccién se estudia el problema de optimizacién con la restriccién de que la cartera de

inversion es beta neutral. Mas precisamente:

Definicién 3.2.1. Una estrategia h® = (™) KB Rh(B2)) es beta neutral G-admisible si es

una estrategia autofinanciada y G-predecible tal que
iAWY 1 ByR32) =0, te0,T], (3.23)

y satisface
r 1
]E< / (hP™)2 1 (plP >)2dt> < 0. (3.24)
0

Denotaremos por AP al conjunto de estrategias beta neutrales G-admisibles.

Recordemos que una estrategia se dice que es beta nuetral si la beta asociada es cero. Para este
caso, notemos que la beta del portafolio es S1A%Y) + Byh(B2) | que justamente es la condicién
(13-23)).

El valor del portafolio W asociado a la estrategia hP seguird la siguiente dindmica

s sl dSY 2ydS®? y dS™ 5 , 2 m
awl’ =w [hﬁﬁ Y S(tl) + Y S(g) + h{Pm S(tm) ] +r W [1 S e SR
t t t

que representa el capital ganado debido a cambios en los activos .S (m) g(1) y S (2), m4s los intereses
generados. Utilizando la restriccién de neutralidad (3.23) y sustituyendo (2.1), (2.2) y (2.3),

obtenemos

aw’ =w}’ [(r + B+ BP0 (V) (X — (V) — R DM (V) (X — (V) ) di
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+o(h"D + nP)aB® 4 5, n PP aBM + b PaB® + o,,n ™ aB™
=fP(t, Xy, Y)W dt+Zgl 4Bl
=0

con (BY, B, B2, B%) := (B©, BD_ B® BMm) ¢3¢ X, V;) =1+ h{"™ i + KPP A (V) (X, —
as(Y)) — BV (V) (X — a1 (V7)) y

93 (1) = o (Y + ),
g7 () = bay™),

95 () = bah?,

g5 (t) = amhﬁﬁ"")

Por el Lema m para u < t se tiene que, WthB esta dado por

3

t
h8 _ i kP 8 1 l
W =W, exp</u [f (s, Xs,Ys) — 2; ]ds—i—E / dB>
= WZL‘ exp(GP(u,t, X, Ye;u < s < t)), (3.25)
donde
t 1 3
B . _ l
G (u,t,Xs,Ys,ugsgt)L [f (s, Xs,Y5) —5 E ]ds—i— g / s)dBs,.

=0

En el siguiente teorema se da la expresién de la estrategia beta neutral 6ptima y la funcién de

valor del correspondiente problema de control.

Teorema 3.2.1. Consideremos una inversion con funcion de utilidad logaritmica. Entonces la
estrategia beta neutral dptima hf = (h&B’m), th"l), h&ﬁ’z)) e AP estd dada por

h(g, )(t z,i) = _)\’i(l‘—a’i)—l—ﬁé)\é(:r—aé)
2 92
b7+ 5303+ 02[1 - 3]
WPt 2, i) = —gl RPY (¢, 2, 4), (HBNO)
2
h (tx,0) = oz

Ademds, la funcidn de valor es de la forma

V(t,w,x,i) = log(w) + m(t,i)a® + n(t, i)z + u(t,q),
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donde las funciones m(t,i), n(t,i) y u(t,i) para cada i € & resuelven el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias

my(t, i) — 20X + Xo)m(t, i) + > mit, §)q”7 + } =0,

je&
ne(t,i) — (X + Xo)n(t, i) + > n(t,5)g” +2(T1 + Xof + Myad)m(t, i) — ®h =0,
je&
ue(t, i) + Y ult, 5)g7 + Tam(t, i) + (T + Aaf + Myab)n(t, i) + @5 =0,

jeE

con condiciones terminales m(T,-) = 0, n(T,-) = 0 y u(T,-) = 0, y los pardmetros I'y, Ty, ®L

estdn dados por

1

Ty =(B1 = Bo)pim — 5 (BT = B3)or, + 0T — 1),
Ty =02 (81 — B2)? + b% + b3,
i — (BT + B1Ab)?
LT o[02B2 4 0367 + 02(B — B2)?]
Al BoA] + b BIAL) (BIAL + BaAl)

V233 + 367 + o2(B1 — fa)?

(2, (af Bo A + b B105)?
202, 2[b3B3 + V3BT + 02(B1 — B2)?]

@3:(

@é =r+

En lo anterior m¢,ny y up denotan las derivadas parciales respecto a t de las funciones m, n y u,

respectivamente.

Demostracion.

La demostracién serd andloga al Teorema [3.1.1] Esto es, a partir de la ecuacién de Hamilton-

Jacobi-Bellman obtener la estrategia beta neutral 6ptima hf = (hiﬁ ’m), hiﬂ ’1), thB ’2)). Luego pro-

poner un candidato a la funcién de valor y por ultimo verificar que tal candidato coincide con la

solucién de la ecuacion HJIB.
1. Estrategia Optima

Supongamos que la funcién de valor V(-,i) es de clase C122([0,7],RT,R), esto implica que
satisface la ecuacién de HJB dada, para cada i € £, por (3.4).

Por otro lado, de forma similar al Teorema por (3.25)

V(t,w,z,i) =log(w) + sup Et,w@,i[G’B(t,T, Xs, Ys;t < s <T)] =log(w) +v(t,z,i), (3.26)
hBeAB

para alguna funcién v(¢,x,1), con v(T,-) = 0.
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Sustituyendo (3.26)) en (3.4)) y usando la hipétesis en (3.23)), obtenemos que

vi(t,w,z,7) + sup L8V (t,w, i)
hPe AP

= Vt(ta €T, Z) + sup V&U(ta €L, Z) [Fl )‘ (.ﬁU - al) )\12(3: - aZZ)]
hfeAs

+ 74+ WO g+ WP (2 — ab) — hPDX (@ — o)

— %[Ufn(h(ﬂ,m)f + 2(hBY) 4 pB22 4 (p pP1)2 4 (th(@Z))?]
1 g
# §Tavan(ti) + Y wlt )
jeE
=0. (3.27)

Para hallar el supremo que aparece en , al contar con la restriccién de neutralidad dada
por , se obtendra la estrategia éptima hﬁ (h(ﬂ m) h(B 1) h(ﬂ 2)) mediante el método de
multlphcadores de Lagrange. Primero encontrando puntos criticos con las condiciones de primer

orden y luego verificando que éstos son méaximos con las condiciones de segundo orden.

Por las condiciones de primer orden, considerando la restriccién (3.23) y derivando respecto de
hiﬁ’m), hgf’l) y h&ﬁg), respectivamente de (3.27)), se tiene que

fim
g—fﬂ m) =, (3.28)
“N(z - a}) — 2P 4 B - th(ﬂ’” = Ay, (3.29)
Ao(z — o) — o2 (WP + PPy — 2332 = pB,, (3.30)

por lo que

(Bm) _
hy J%,
ademas,

<A@ —al) = BV (02 1) — 02hP] = L[N - ab) — hPD (02 4 83) — o2h V],

A1 ' B2 2
esto es,
2 32 2 2 12 2 i i
B0t +b o ] _ w,l){ff +hi o ] A iy, A i
h — | =ha - — —ay) + (. —ay).
AN F R AR A
Luego, por (3.23)), se tiene que
. . . =+ b2) — ﬁlO'Q]
o h,(k'&l) — '8132 A\ Y @ i h 52[/82( 1
A= BT ) — ot |2 T o) T Ml el B+ ) 0% |
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entonces,
2 _ 2 2p2 4 32p2 8152 ' ‘ By .. '
R (B1 — B2)” + Biby + B3bi No(r— o) 4+ P20 (e — i |
B1(0? + b3) — Bao? Bi(02 4+ b2) — 02 2(z — a3) + b1 1@ —ap)

Por lo tanto,

2 2
thB’l) [02 <1 — g;) + b3 <g;> + b%] =— |:§;)\§(l‘ —ad) + X(z — ai)],

de donde se concluye que

f2

Para las condiciones de segundo orden, obteniendo las segundas derivadas se sigue que

—02, 0 0
AP = (afj){i,jzl,2,3} = 0 —(c*+b7) —a”
0 —o? —(0? 4 b3)

Veamos ahora que la matriz A® es definida no positiva, equivalentemente, que se satisface

B

ay; <0,
B
1 |a a
- 11 22 <0,
ayp |G Qg9
det(AP
B( ,8) <0,
ayp Qo
B
A1 Qg9
B B
a a
donde | L EQ denota el menor de la matriz A.
A1 Qo9

Notemos que, det(A?) = —o2,[b3b3 + o2(b3 +13)] <0y

B B
ay; Qo
B

8 =02 (o} +b%) >0,
A1g Q99
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de donde se verifica que hf = (hgﬁ’m), hsﬁ'g’l), h&ﬂ’”) en efecto estd dada por (HBNO)).

2. Existencia

De la ecuacién ((3.29))
1 . .
1

Sustituyendo A en ((3.30)

gf Nz —ah) = 2P+ PP~ 2R | = Ni(a - ab) — o (0D + hPP) — 135,

multiplicando la ecuacién anterior por hgﬂ 2) y utilizando (3.23)) se sigue que

(3.31)

Por otro lado, sustituyendo Ko = (h&ﬁ’m),hﬁﬁ’l),hﬁﬂ’z)) en (|3.27))

2
Vt(t,l’,i) + V$<t,.%',i) [Fl - )\ﬁ_(x - all) - )\’é(m — 0412)] +7r+ %
m

1 2
-2 <“;” + o2 (h%Y 4+ WP 4 (0 pPY)? 4 (bzhffg’m)Q)

2\ o7,

. . . . 1 g
+ DN (@ — o) — hPVN (2 — al) + gTevea(t,2,0) + Y vit, . )Y =0,

jEE
y por (3.31)
v(t,z, 1) + vp(t, 2, 1) [[1 — Aj(z — o) — Ny(z — o) +r + 2o
1 , . . . 1 _ o
+ 3 (hiﬁ72)/\12(x —ay) — hiﬁ’l))\ll(ac — aﬁ)) + §F21/m(t, x,1) + Z v(t,z,j)q” = 0.
JEE

Pero observemos que

(AD2(2? — 20w + (a])?) + GEN N (@? — 2(af + ab) + afad)

—hPON (e = af) =
* 52 2
b + b3 + o2 (1 - %)
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Bi[N Ay (2% — z(afab) + ajas) + %(AQ)QWZ — 2zaj + (ah)?)]
Bl + o3 +02(1- )’

KPP N — ab) =

)

por lo que,

v(t,2,9) + v (t, 2, 8) [T1 + Ao + Msad — (N + Ab)a] + @la? — ha + @

1 3
+ 5 Tovaa(t, 2,1) + > vt x,5)q7 =0, (3.32)
jEE

con ®¢, &} y &% dadas como en el enunciado del teorema.

Luego, como funcién de valor proponemos v(t,z,i) = m(t,i)z? + n(t,i)z + u(t,q), la cual al
sustituirla en (3.32)), para cualquier (¢,x) € [0,7] x R, se satisface

my(t,3)2% + gt 0z + ug(t, i) + [T+ Ao + Mgag — (XS + Ny)z] [2m(t, i)z + n(t, i)]

+ ®ia® — Dhw + B + Tom(t, i) + > _ ¢ [m(t, §)a> + n(t, j)z + ult, 5)]
JjeE
=22 [mt(t,i) —2m(t,3) (A} + \b) i 4 Zq”m (t,j }
je€

+x [nt(t, i)+ 2m(t,i) [T1 + Maj + \yad] — n(t, i) (AL + Xp) — B+ q“n(t,j)]
jeEE
tug(t, 1) + n(t,9)[T1 + Njof + Asah] + % + Tam(t,i) + > q7ult, j) = 0.
je&
Entonces, si para cada i € &, las funciones m(t,), n(t,i) y u(t,7) resuelven el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias

ma(t,i) — 2N + Ay)m(t,i) + Y mit, j)q7 + @} =0,

JEE
ne(t, 1) — (A + Ab)n(t, i) + Zn(tvj)qij +2(C1 + Ajaf + Apab)mlt, i) — @5 =0,
je€
ur(t,4) + Y ult, ))g7 + Tam(t, i) + (T1 + Aaj + Nas)n(t, i) + @5 =0,
jEE
con condiciones terminales m(T, ) = 0,n(7T,-) = 0 y u(7T,-) = 0, se cumple que la funcién

v(t,r,i) = m(t,i)z% + n(t, i)z + u(t, i) resuelve la ecuacién de HJB. Por lo tanto, la funcién de
valor estd dada por V(t,w,z,i) = log(w) + v(t,z,i) = log(w) + m(t,i)x? + n(t, i)z + u(t, ).

3. Verificacion.

Consideremos v(t, w, z,i) de clase C122(]0, T],R*,R) y con crecimiento cuadrético una solucién
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de la ecuacién HIB y h® € AP una estrategia admisible.

Por la Observacién B.1.1]
hB . r . hB hB
(T, Wi, Xp, Yr) =v(t,w, z,i) + (Ut(t,w,x,z) + Lg v(r, W, ,XT,YT))dr
t
T 8
-/ <vx<r, WX, V) (B —@)am)dBﬁm)
t
bive(r, W X, V) + b BEDW v (r, W X m) dBW
bohPDW vy (r, W X, Y — booa (r, W X, m) dB?

A
J
T B B
+/ (W,ﬁ v (r, W X, Y, o (R +h§f3’2)))dB§0)
t
|
/A

T
+ oW v (r, W X, mhgﬂ’m> dB(™

T B 8
+ Z[U(T, Wﬁ 7XTaj) - U(T’ W'rfl 7X7’> Y;")]) (lu - p)(d’l" X {]})

JjEE
(3.33)
Como v satisface la ecuacion HJB, entonces se sigue que
T
o(T, W X7, Yr) <v(t,w, z, i) +/ <vx(r, W X, Y.)(B1 — 52)am>dB§m>
t

T

+ / <b1vx(r, W X, Ye) + bihCOWE 0y (1, WﬁB,Xr,m>dBﬁ”
t

T 8 B B

- bahBAWI 4y (r, W X, Y3) — bowg (r, W ,XT,YT))dBf?)

ou(r W X, Y ) (R 4 h&f*’”)) 4B

T

oW v (r, W X, mhq(ﬁ’m)) dB(™

Sl W2 X0 ) = o W X Y, )] ) (7D,
(3.34)

Bajo el mismo argumento del Teorema, localizando se puede ver que las integrales respecto
a B(O), B(l), B(Q), B(m) y (i — p) tienen esperanza cero. Entonces, al tomar esperanza en
y usando la condicién terminal v(7),-) = log(-), se cumple que Etywyx,i[log(Wi}ﬁﬁ)] < v(t,w,z,1).
Finalmente, al tomar supremo sobre las estrategias admisibles se concluye que V (t,w,xz,i) <

v(t, w,x,1).
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Por otro lado, si h*ﬁ = (hiﬂ’m), hS!B’I), h£6’2)) es la estrategia éptima de la ecuacién HJB, entonces

. B . . 8 .
v(t, w, x,1) + E%*V(t,w,x,z) = v (t,w,z,i) + sup E% V(t,w,z,i) = 0.
hBeAB

Luego, por (3.33) y la condicién terminal v(7,-) = log(+), se satisface que
hB hB .
Et,wﬂ?,i[log(WT )] - Et,w,fﬂ,i[v(T? Wr, Xr, YT)} = U(t’ w, T, Z),
por lo que

V(t,w,2,i) = sup Epueilog(WE)] > ErweilogWi)] = v(t, w, z,1).
heAB

Observaciones respecto a la estrategia 6ptima

1. Notemos que el cociente % tiene la misma interpretacion que g en el Teorema

2. Si consideramos (31 = (2 obtenemos una estrategia delta neutra, es decir, aquella en donde
se invierte la misma cantidad de dinero en ambos activos, hfkl) = —hf). Mas precisamente:
Az —af) + Ny(z — o))

(1) ; (2) ;
h* ta ) = _h* t? 9 = - )
(t,z,1) (t,2,1) b 102

™ (¢, 1) = B
Um



56

Capitulo 3. Optimizacién bajo informacién completa




Capitulo 4

Optimizacién bajo informacion

parcial

En el capitulo anterior se supone que la cadena de Markov que rige los alfas de los activos
cointegrados es observable por el inversionista. Sin embargo, tales errores dependen de factores
econémicos o de mercado, que por su naturaleza son estocdsticos y por ende resulta natural
suponer que el inversionista no tenga acceso a este tipo de informacién [2]. De aqui la importancia
de estudiar el problema de optimizacion desde la perspectiva de informacion parcial, lo cual

constituye el objetivo de este capitulo.

Andlogamente al capitulo anterior, se planteara el problema de control a resolver, se obtendra la
estrategia Optima y se caracterizara la funcién de valor como la tnica solucién a un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales derivado de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman, tanto para
el caso clédsico como el caso beta neutral. Para ello, primero se resuelve el problema de filtros, lo cual

permite pasar del problema de informacién parcial a uno equivalente de informacién completa

3.

4.1. Problema de filtros

Dado que el inversionista no tendra acceso a toda la informacion, para poder resolver el problema
de optimizacién, mediante filtros se reducird el problema de control a uno equivalente de infor-
macién completa. Esto es, se reemplazara la cadena de Markov Y, que no es observable, por su

proyeccioén sobre la filtracién observada; a esto se le conoce como el problema de filtros [3].

El modelo que se empleard seguira siendo el descrito en el Capitulo 2], recordemos que la filtracién

G representa todo el flujo de informacién, consideraremos ahora la filtracién F := {F;, t € [0, T},

o7
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con Fy = G(S,Em), Sq(nl), 552), 0<r<t)ydonde Sm) 51 §(2) representaran el benchmark y los
activos cointegrados, respectivamente. La informacién a la que tendra acceso el inversionista sera

la generada por F. Bajo este contexto, un filtro estara definido como sigue:

Definicién 4.1.1. Filtro. Para f : € — R, definimos al filtro w(f) como la proyeccion del
proceso f(Yy) sobre la filtracion Fy, esto es, para t € [0,T]

m(f) =E[f(VDIF] = 3 fle)P(Y: = el ),
€€
donde € = {e1,...,er} denota el espacio de estados de la cadena Y .

Notacion 4.1.1. Para el desarrollo de este capitulo se utilizard la siguiente notacion

7= P(Y; = e| Fy),

o= (rt,...,7%)T
p1 (X, Yy) = =M (V) ( Xy — a1 (V7)),
p2(Xe, Yy) = X (YVy)(X; — a2(V2)),

i (Xe) = (pi(Xg,en), ..., pi( Xe, ex)).

Y

Introduciremos a continuacién los procesos de observacion, que estan en funcién de Y y a partir
de los cuales definiremos al proceso de innovacion que nos permitird hallar, para cada ¢ € £, la

dindmica del proceso 7 = P(Y; = ¢;|.F;), para t € [0, T].

Definicién 4.1.2. Dada t € [0,T], definimos a los procesos de observacion como
t
RY =B 45, BY — / A (Ya) (X5 — a1 (Yy))ds, (4.1)
0
t
R? = oB" +5,B® + / Ao (V3) (X5 — an(Yy))ds, (4.2)
0

y a los procesos estocdsticos ZY y Z2) por

B + b, B

1 ._
Z, = = : (4.3)
(0) (2)
Zt(2) — M7 (4.4)
g2

con 01 = /0% + b} y oy = /0% + b3.

Observacion 4.1.1. De las ecuaciones (2.2)) y (2.3)), por el Lema podemos expresar a SM
y S@ como

t
s =58 exp { /O (r + Buptm = M (Y5)[Xs — e (Ys)))ds
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t (m
— 5 (Blo%, +0* +0]) + Brow B + B(O)erB(l)}

St(Q) — S((f) exp { /Ot (’r + Bapim + Ao (Ys)[Xs — ag(YS)])ds
—%(ﬁa +o +b2)+ﬁ20m )+UB()+bB()}
De donde obtenemos que
RMY =Y — (6, B™) y RP =8P — Jo(t, B™),

con Jy(t, B(M) = ,Blath(m) +1In S((]l) + t[r + Bim — 3(BioZ + 02 +b})], 1 =1,2.

Por lo tanto, al ser RV y R® funcidn de los procesos S y S®) | la o-dlgebra generada por
(S, 8@ sm)y 4 (RV RB) S coinciden.

Con los siguientes resultados se construird un proceso Z@) independiente del proceso ZW), para

finalmente poder definir al proceso de innovacion I.

Lema 4.1.1. Los procesos Z1) y Z2) son (G, P)-movimientos brownianos correlacionados con
2
o‘?(rg .

coeficiente de correlacion p ==
Demostracién. Notemos que Z() y Z(2) son (G, P)-movimientos brownianos, pues (B(O), B,
B®) es (G,P)-movimiento browniano tridimensional.

Por otro lado, recordemos que la correlaciéon de dos variables aleatorias X, Y, esta definida por

cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y)

corr(X,Y) =

En este caso, al ser Z0) y Z(?) (G, P)-movimientos brownianos, sabemos que Var(Zt(i)) = V1,

para i = 1,2. Adem4s, como IE(Zt(i)) =0, para i = 1,2, se tiene que

cov(ZV, 7y =E(z" 7))
_1lg <(;2(B§0))2 +oB? 10, B +5,B?) + bleB,Sl)B,ﬁQ))

0109

o2t

0-10-2’

donde se utilizé que (B®, BM B®)) es un movimiento browniano tridimensional.
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De lo anterior concluimos que

1) (2 o
Zy70 27 = .
corr(Zy ', Z;”") o102
]

Lema 4.1.2. El proceso Z®, definido por

2 1

5 Z® — pz( >7
1— p?

es un (G, P)-movimiento browniano estandar.

Demostracién. Demostraremos que {(Zt@)7 Gt),t € [0,t]} es martingala continua con variacién
cuadratica t. Luego, por el teorema de caracterizacion de Lévy se sigue que Z? es (G, P)-

movimiento browniano.

Notemos que los procesos Z(0) y Z(2) son combinacién lineal de movimientos brownianos y por
ende son martingalas continuas respecto a la filtracion G, con Z(()l) =0y Zé2) = 0. Por lo tanto,

{(Zt(?), Gi),t € [0, T]} es una martingala continua, con 282) =0.

Por otro lado,

1
=1,

7(2)
2, —

: ([z% —2plz, 7], 4 /ﬁ[z“)]t) - (t ot p%) 1,

con lo que concluimos el resultado. [

Lema 4.1.3. Los procesos ZUN) y Z2) son independientes.

Demostracién. Ya que Z() y Z(2) son martingalas continuas con Z(()l) =0y Z(()Q) =0,y se

satisface que [ZP)]; =t, [ZW], =ty
1z 7@, = %([Zu) + 20, — (20, - 2@,
_ L+ o= VI=p)? =2p(p=VI=p)]
2 1— p?
1/2t(1 - p?)
= — —_— 2 =
2( o)) <o

por el Teorema se sigue que (Z(1), Z(?)) es (G, P)-movimiento browniano bidimensional y en

particular que Z(1) y Z2) gon independientes. [

Definicion 4.1.3. Proceso de innovacion. Definimos al proceso de innovacion I = (I(l), I(Q))T,
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para t € [0,T], como sigue

) 4 /t pi1 (X, Ya) Hl(Xu)Tﬂ'udu
0 g1

)

o1 [p2(Xu, Yu) — (Xu)T'“'u] — poafu1 (X, Yy) — Nl(Xu)Tﬂ'u]

t
~( /
—+ du,
! 0 01024/ 1-— p2

donde [J/i(Xt)TTFt = E(MZ(X,:, }/t)|ft)
En forma matricial, para t € [0,T],

t

= Zi+ / S A(Xo, Ya) — mul A(Xo, Ya))] da,

0
con Zy = (Z(l)a 2(2))T7 A(X> Y) = (Ml(Xa Y)aMQ(Xa Y))T

=" 0 .

ogop 02y/1 — p?
Observacidén 4.1.2. De la Definicion[{.1.3, tenemos que
(1) t T
R Xu ”
It(l) — t _/ Ml( ) i du, (45)
g1 0 g1
(2 t T (1) T
Xu u Xy U
PO S 0. O o P ). P“l( P Xa) Ty

o9y/1 — p? 0 o94/1— p? o1/ 1—p o1\/1 — p?

De lo anterior, heuristicamente, para 6 pequena, la observacion Riys — Ry tiene una parte que
se puede predecir por 0ms(A(Xs,Ys)) y un componente adicional I 15 — I;. Es por ello que al
proceso estocdstico I se le conoce como proceso de innovacion, pues aporta informacion nueva a

la obtenida mediante .

En lo siguiente veremos que I es (F,P)-movimiento browniano y con ello obtendremos una re-
presentacién de martingalas respecto a tal proceso. Tal resultado sera de utilidad para probar la

forma que tiene el proceso .

Teorema 4.1.1. El proceso I = (I, 1)) es (F, P)-movimiento browniano.

Demostracién. Utilizaremos el teorema de caracterizacion de Lévy, es decir, veremos que el

proceso I es una martingala continua con Iy = 0 y que se satisface que [/ (j)]t =1, para j = 1,2
y (10,10, =0,

1. I es martingala continua.

Por definicién se satisface que I(1) e I son integrables. Ademas por (A.5) y ([@.6) y la
Observacién son también adaptados a F.



62 Capitulo 4. Optimizacién bajo informacién parcial

Veamos ahora que se cumple la propiedad de martingala. Para s <,

t t T
]E(It(l)\fs) _ ]s(l) _ E<Zt(1) +/ Mdu‘.ﬂ) _ E(/ ul(X“)deu‘]:s>
0 0

g1 o1

s S T
_Z<1>_/ /Mdu+/ X))
0 0

01 01

(1) t
:E( s +Zt(1)_Z§1)+/ Ml(XUaYu)du‘]:S>

01

t T (1) s T
—E(/ P (Xu) ﬂ-udu|]:s> s _|_/ P (Xu) Tr“du,
0 0

01 01 01

y al ser el proceso Rgl) y fos w1 (X)) . du Fe-medibles, obtenemos

t
E(IV1F) - 10 = B2 - 717 + E(/ M(X"’Y")du?fs)

01
t Xut u
s 01

—EEZY - 20(6,)|7) + E( /

¢ B T
_ E(/ M1 (XIM Yu) 1231 (Xu) Ty du‘]:s> 7
s o1

¢ B T
p1 (X, Ya) — g (Xo) ﬁudu‘}})

01

en donde se utilizé que F es sub o-dlgebra de G y que Z @) es (G, P)-movimiento browniano.

Por otro lado, utilizando el teorema de Fubini

¢ B T
E(/ p1 (X, Ya) — g (Xo) Wudu‘]:s)

01

t o T
s g1

_/ 011|:E(ﬂ1(Xu7Yu)’fS) - E(E(ul(XuaYu)\fu)’fs)} du

=0,

de donde se sigue que IM) es martingala continua.

Para I(® notemos que

7@ R by (Xy) Ty, p1!

! :agx/l—pQ_ 0 o2y/1—p? _\/1—p27

por lo tanto, andlogamente al caso anterior podemos ver que

du

R§2) ! HQ(Xu)TWu

o9v/1 — p? ~Jo o9/ 1 — p?

du
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es (F,P)-martingala y asf 1) también lo es.

Con ello concluimos que I es martingala continua y es claro que Iy = 0.
2. Como ZM) y Z@) son (G, P)-movimientos brownianos independientes, por definicién del
proceso I, se tiene que [I(V]; = ¢, [I?], =ty [IW, 13, = 0.
De lo anterior se sigue el resultado. ]

Observacion 4.1.3. De las ecuaciones (4.5) y (4.6) podemos concluir que (S(m),R(l),R(Q)) Y

(80 1 1)) generan la misma o-dlgebra, la prueba se puede consultar en [2].

Teorema 4.1.2. Supongamos que I es un proceso de Wiener en (Q,F,F,[P). Entonces toda
(F,P)-martingala local tiene la siguiente representacion M = My + H - I, para algin proceso H

localmente cuadrado integrable.

Demostracién. Ver Jacod y Shiryaev [6, Teorema 3.4.34]. ]

Observacién 4.1.4. Vimos que el proceso I es (F,P)-movimiento browniano entonces, por el
Teorema y la Observacz’o’n toda (F,P)-martingala local M tiene la siguiente represen-

tacion
t
M, = Mo + / vudl,
0

con t € [0,T] y para algin proceso ~ bidimensional y F-predecible tal que

T
/ P < oo,
0

P-c.s.

Con los resultados obtenidos podemos ahora demostrar el resultado de interés.

Proposicion 4.1.1. Para cada i € £, el proceso 7} satisface el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales estocdsticas

dﬂ'g = Z q”ﬂ'idt + Hi(Xt, TI't)dIt,
JjEE

con 7r6 =po y para i € &, el proceso bidimensional H' (X, ) estd dado por

i T
HAO(X,, ) = i (k1 (X €q) — py (X) ﬂ't)’
o1

milo1 (2 (X, e0) — po(Xo) ') — oop(pn (X, e0) — py (Xo) o)

o109/ 1 — p? ’

HH? (Xe, ) =
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para t € [0,T) con o1 = \/02 + b3 y o2 = \/o2 + b3.

Para la prueba de la proposiciéon anterior utilizaremos el siguiente resultado:

Proposicién 4.1.2. Sea Y una cadena de Markov continua con espacio de estados € = {e1, ..., ex}.
Para toda funcion f : € — R Borel medible y acotada, el proceso MI = {Mtf,t > 0} definido por

M] = F(Y) — F(Yo) /0 QF (Y.)ds

es una (G, P)-martingala, donde Q el generador de la cadena Y, dado por Qf(i) = ce a7 f(5).

Demostracién. Notemos que si definimos, para j € &, al proceso M7 = {Mtj, t > 0} como

t
. v
My = 1ivi=jy — Live=y) —/0 q'*ds,
entonces podemos escribir a M7 como

M =" f(j)M

JjEE
Asi, basta probar que el proceso M7, para j € &, es (G, P)-martingala.

Por definicion de Mtj , es claro que es adaptado a G y ademas Mtj es integrable. Veamos que se

cumple la propiedad de martingala, para s < ¢, tenemos lo siguiente

B(]10.) = P4 = §16.) ~ 1y - B( [ #7arla.)
0
Por otro lado, recordemos que por la ecuacién de Kolmogorov hacia adelante se satisface que

P(Y; = j|Ys = i) = 6;j + quﬂp = 1|Y, = i)dr,
s leg
asi, utilizando la expresién anterior y la por la propiedad de Markov se sigue que
P(Y: = jlGs) = P(Y; = j|Y5)
=Y PV, = j|Y; = i)L{y,—y

ief
=> Ly (5” + quJ]P’ = 1Y, = i)dr >
i€€ 5 leg

= ]l{ys_]}+/ ZZR{Y_’}QJP r=1Ys =1i)dr

S ie€ leg



4.1. Problema de filtros 65

t
= Liyv=pp + E(/ qy”dr\gs)

Por lo tanto,

. t . t .
E(M]|Gs) = Tyy,—j +E</ quﬂdr\gs> — Liyp=jy — E(/ qy”d’“|gs>
0

S

= Lvi=jy — Lwo=sy — E</0 qude|98)

= M7,

Con lo que concluimos que, para j € £, M7 es (G, P)-martingala y asf el proceso M f también lo

es. |

Demostracién. (De la Proposicién [4.1.1]).
Por la Proposicién para f : £ — R Borel medible y acotada, tenemos que el proceso M},
definido por

t
ML= F07) = 500) = [ Q(ryds. e 0.7, (4.7)
es (G, P)-martingala.

Entonces,
E(M{|F) = E(f(Y)|F) — E(f(Yo)|Fe) — E(/O Qf(Ys)dS!Ft>, te[0,T].

Notemos que M? = E(M}|F;) es (F,P)-martingala, pues es integrable ya que M! lo es y por

definicién es adaptada a F. Ademas, para s <t

donde se utilizé que F es sub o-dlgebra de G.

Por lo tanto, por la Observacién tenemos lo siguiente

Blr0l7) - lr00lF) - 5( [ @fisiz) = [an, teor @
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para algin proceso ~ bidimensional y F-predecible tal que

T
/H'yu||2du<oo, P —cs.
0

Consideremos ahora el proceso
t
my = Iy +/ S (A(Xy, Yy))du, t€0,T), (4.9)
0

donde Iy, el proceso de innovacién y A(X,Y) estdn definidos en (4.1.3)).

Notemos que el proceso m es adaptado a la filtracién F. Ademés, por la Definicion lo

podemos escribir como
t
0

Luego, de las ecuaciones de (4.7) y (4.10)), aplicando la férmula de integracién por partes a los
componentes f(Y)m; = (f(Yt)mgl), f(Yt)m?)) llegamos a

d(f(Yomy") = mDQF(vy)dt +mVdM} + f(Y)dz + F(Ye) (ST A(Xy, i)t + d[2D, MY,
d(f(Ym?) = mP QF(vy)dt + mPdM} + f(Y)dZ + F(Yi) (ST A(Xe, Yi))adt + d[Z®), M,

donde (X71A(Xy,Y;))r denota la entrada k del vector X1 A(Xy,Y;), para k = 1,2. Por lo tanto,
d(f(Ye)me) = meQf (Yo)dt + mud My + f(Yy)dZy + 271 f(Y) A(Xy, Ye)dt + d[Z, M)y,
esto es,
t t t t
f(Y)m = / msQf(Ys)ds + / msdM} + / f(Yy)dZ, +/ STUA(Y)A(X, Ys)ds + [Z, MY,
0 0 0 0
Proyectando sobre la filtracién F;, obtenemos
t t
E[f(Yy)m|F] = E( / msQﬂYs)ds\ft) +E< / zlf%)A(Xs,m)dsyft) FME ()
0 0

donde, M} es (F,P) martingala, definida por

M} = E(/Ot mdesl}}"t> +E</Ot f(Ys)dZs|}'t> + E([Z, M| F).

Por otro lado, de la ecuacién (4.8]), por el teorema de Fubini se tiene que

m(f)ZE(f(E)J’t)ZE(f%)\J’t)Jr/O E(Qf(%)lft)der/O Yudly, t€[0,T].  (4.12)
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Andlogamente, aplicado integracién por partes a los componentes del producto 7 (f)my, de (4.9)

y , obtenemos que
d(me(f)me) = mE(Qf(Y2)|Fe)dt +myyedly + 7o (f)dl + S (f)m (A(Xy, Ya))dt + vedt,
de forma integral,

me(f)me = E(f(Ye)| Fe)mu

t t t
:/ mSE(Qf(S/;)].FS)ds+/ Z_lws(f)ws(A(Xs,S/;))ds+/ veds+ M3, (4.13)
0 0 0

donde M} es (F,P) martingala local, y estd dada por

t t
Mf:/ msfysdls+/ ms(f)dIs.
0 0

Luego, como E(f(Y;)m¢|F) = mE(f(Yz)|F:), por ser m adaptado a F, comparando los términos
de variacién finita de (4.11)) y (4.13), obtenemos que, para ¢ € [0, 7]

=S E(f (V) A(X, Ya)|F) — E(f (Y2) ) E(A(Xe, )| F)]

esto es,
%51) _ E(f (Yo (Xe, Vo) | F) — E(F (V) |F)E(p (X, Y%)|-7:t)7
g1
MO o1 [E(f (V) pa(Xe, Yo)|F2) — E(f (YO F)E(u2(Xy, Y2) | F2)]
! o109/ 1 — p?
~ oap[E(f (Vo) pa (X, Vo) [ Fy) — B(f (V2)[Fo)E(p (X, Vi) | F2)]
01024/ 1— p2 ’
ya que

. 1 o/T—p2 0
o109\ 1 — p? —09p o]

Ahora, si consideramos f(Y:) = 1iy,—,), se tiene que

VO i (Xy, ) — TE(u (Xy, Y1) | Fr)
M _

9

a1
NON! [mi (X, €1) — mE(p2(Xe, Yi)|F1)] — o2plmipn (X, ei) — mE(pa (Xy, V)| 7))
K 01024/ 1-— ,02 ’

pues E(1yy,—e,yir(Xe, V)| Ft) = P(Yy = ei| Fo) pw( Xy, €3) = (X, €;), para k =1,2.
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Asi, de la ecuacién ({4.8), la dindmica de 7%, para cada i € £, estd dada por

dﬂ't qu dt+H Xt,'Tl't)dIt,
Jjee€

con H'(Xy,m¢) como en el enunciado del teorema.

Ademas, al ser los términos de deriva y de difusién continuos, acotados y localmente Lipschitz,
se tiene existencia y unicidad de la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales estocédsticas

anterior. [ ]

Finalmente, podemos ahora reescrbir la dindmica de los activos cointegrados en términos de
la dindmica del proceso m. Observemos primero que, de las ecuaciones (4.5) y (4.6) y por la
Definicién se tiene que

PR CELY. Sy P L
t - U
g1 0 01

)

(2) OBt(O) + bQBt(Z) t ILQ(Xu) Ty p[o Bt(o) + blBt(l)] /t p“l(xu) Ty
lt = — du + —_—
0

o9v/1 — p? 0 o9y/1— p? - o1/ 1 — p? 2

Por lo anterior y las ecuaciones (2.2)) y (2.3)) obtenemos que

du.

o1v/1—p

ds™

st
dS(2) (m)
S(g) = (1 + Bapim)dt + BooimdB{™ + oapdI MY + o9/1— p2dIP) + py(Xy) mydt,  (4.15)

t

= (r + Bipim)dt + B1omdB™ + o1dIY + py (X)) b, (4.14)

con S(()l) >0y 562) > 0. Notemos que la dindmica de S™ no cambia pues no estd afectada por

la cadena Y.

Asi, aplicando la formula de It6 al proceso X; = log St(l) — log St(Q), llegamos a

dX: = (1 — Bo)dt + am(ﬁl — B)dB™ + oyd1l?) — ngdft(l) + oy (X)) T
o2/1 = p2dL? — po(Xe) T eedt — 7[610 +oi = Biom, — o5p® — o3(1 — p*)]dt
=1+ M(Xt)TTFt — o (Xy) ] dt + (81 — ﬂ2)0md3§m)

+ (01 — po)dIY) — oy /1 — p2dI?, (4.16)
con I'y = (B — B2)om — 5[(B1 — B2)o2, + b — b3].

Para las siguientes secciones se supone que A\p(y) = Mg, para k = 1,2. Esto permitird poder
obtener una forma explicita de la funcién de valor médulo la solucién de un sistema de ecuaciones

diferenciales parciales. Para este caso los coeficientes de difusién no dependerdn del proceso X,
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esto es, para t € [0, 7],

. , il — T
H"W (X, 7) = H" V() = Mimilay — g Wt]’

01

—Xooymi(ad — ad'my) — oo pri(al — ad'my)

o109/ 1 — p? ’

ya que, al no haber dependencia del proceso X, para cada i € &, u1(Xy, e;) = Mai(e;) = Aal y

Hi’(z) (Xt, Tl't) = Hi’(2) (Trt) =

po(Xi, e;) = —daaa(e;) = —aady. Y ademds se satisface que

[j,l(Xt)Tﬂ't = ME(aq1(Yy)|F) = M(aa(er), ..., ai(eg))me = AlalTﬂ't,
u2(Xt)T7rt = —XE(ao(Y)|F) = —Aa(aa(er), ..., aa(eg))m = —)\ga2T7rt.

4.2. Caso clasico

Para el caso clasico se supone que no hay restriccién sobre las carteras de inversion. Para un agente
que desee invertir su riqueza en un mercado como el ya descrito definiremos a las estrategias

admisibles como sigue:

Definicion 4.2.1. Una estrategia h = (h(m), [AOR h(2)) es F-admisible si es una estrategia autofi-
nanciada y F-predecible y que satisface la condicion de integrabilidad (3.1]). Denotaremos por A®

al conjunto de las estrategias F-admisibles.

Asi, la dindmica del portafolio W, asociado a la estrategia h = (h(m), AOR h(2)), estard dado por

los intereses generados més el capital ganado debido a cambios en los activos S, §() v §(2)

es decir,
ds® dS(Q) dS( m) .
AWl = wh {hg” S(’;) +hy? = ) S| T rW[L =Y — P — (™,
t t t

y por (1), (E14) y (EI5), obtenemos

AWl = Wth<[r + (W™ + 1M By + B Bo) i + Yy (X0) Ty + B o (X)) T dt

+ o (™ 4+ 28y + 1P B)dB™ + (011 + poah®)arY + o0/1T = p2hP ar? )
2
= f(t. X, ) Widt + ) qi(t)W/'dBy, (4.17)
=0

con Wé‘ > 0y donde f(t, X;, ) = r—i—(h( ﬂl—i—h Bg)um—l—h( )ul(Xt)TTrt+h§2)u2(Xt)T7rt,
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(BY, B, B?) == (B, 1M, @) y

9o(t) == am (™ + V1 + b Ba),
gi (t) = O'lhgl) + p0'2h§2),

g2(t) == o9v/1 — p2h§2).

Por lo que, usando el Lema m, para u < t, podemos escribir a W" de la siguiente forma

wt = whes ([ [t 50w - L3 ko] +g [ oz

=0
= Wf exp(G(u, t, Xs, ms;u < s < 1)), (4.18)

donde

2

[f(s, X, ) — % Zg?(S)] ds + lﬁ; /ut gi(s)dBy.

=0

t
Gu,t, Xg,mg5u < s<t) ::/

u

4.2.1. Problema de control

En la seccién se obtuvo la existencia y unicidad del proceso 7 y con esto se expreso la dinamica
de los procesos X y W respecto a la filtracién F. Esto nos permite plantear, en términos del proceso
de estados (W, X, 7), el problema de control equivalente bajo informacién completa. Para ello,

definiremos primero el siguiente operador:

Definicién 4.2.2. Sea F(t,w,x,p) en CH222([0, T],RT, R, A,), definimos al operador de sequn-

do orden

E%F(t, w, T, P)

=Fy(t,w,2,p) + Fy(t,w, 2, p)[T1 + py (@) 'p — pa() D] + D Fy,(t,w,2,p)g"p’
i,jEE

4 (W 4 BBy h P o) + By (2)Tp + hP g (2) T plwFy (¢, w, 2, )
1 ) ) ) )
Fo(t,w, 2. p)la 5 D Fpp, (tw, 2, p) [HO (p) HHD (p) + HYP (p) P (p)]
1,j€EE
Fow(t,w, 2, p)w? [(RT™ + 810D + 520202, 4 (018 V) + pogh(P))?
+03(1— p*)(n*)?]
+ Fua(t,w, z, p)w[op,(B1 — B2) (W™ + BV By + 2 3y) + o7 n M) — o5
— poroa(hY) — h(2))}

+ Z Fup, (t,w, z, p)w [Hi’(l)(p)(o*lh(l) + poah?) + H>P) (p)y/1 — ,020211(2)]
€€

—

_|_
_|_

+

N~ N~
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+ Z Fmpi (ta w, T, p) [HZ7(1) (p>(01 - PUQ) - Hi7(2) (p)UQ 1- P2]7 (419)
€€

con Ty = o, (B1 = B2) + b} + 13, 01 = /02 + ] y 02 = \/0? + B3, donde Ay = {(p1,...,px)"
Elgigk pi = 1,p; > 0,Vi}.

Consideremos entonces un inversionista que desea maximizar su utilidad esperada asignando su
riqueza a un mercado como el descrito y ademas con funcién de utilidad logaritmica. Tenemos

asi el siguiente problema de control:
maximizar Ey 5 (log Wth), sobre todas las estrategias h € A”,

donde Eq 2 p denota la esperanza condicional dado que (Wi, Xy, ;) = (w,z,p), con w € RT,
reRypeA.

En este contexto definimos a la funciéon de valor como sigue

V(t,w,z,p) = sup By .p(log WhH).
he AF

Teorema 4.2.1. Supongamos que A\i1(y) = A1 € R, A\a(y) = A2 € R y consideremos una inversion

con funcion de utilidad logaritmica. Entonces la estrategia optima hy, = (him), hg), th)) e AF es

T, T
WOt 2, p) = 1) P = Ha(@) poz

bi + b32
T, T
hg)(t,x,p) _ pao () 127 H;(x) po1
b2 + blgl
h>(km)(t7x’p) = 5_7;” - 51h’>(k1)(t7w7p) - B2h>(k2)(t7wap)

m

Ademds, la funcién de valor es de la forma V (t,w,z,p) = log(w) + m(t)z? + a(t,p)x + u(t, p),

donde la funcion m(t), para 0 <t < T, resuelve la ecuacion diferencial ordinaria
mt(t) — 2771(75)()\1 + )\2) + 01 =0, (4.20)

con condicion terminal m(T) = 0. Y las funciones n(t,p) y u(t,p), para 0 < t < T, resuelven el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

et p) — At p) (A1 + A2) + Y Ay, (£, p)g7p’ + 2m(t)(T1 + Ml p + Moo p)
i,j€E
5 D T, (10) (HY O (p)HH D (p) + H) (p) 7P (p)) — ©2(p) = 0, (4.21)
1,j€E

iy (t,p) + Tam(t) + a(t,p)(T1 + Mal p + daal p) + O3(p)
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+ >y, (t,p)g T + 5 > iy, (t,p)(HYW (p) H? D (p) + HYP) (p) H?)(p))
i,jeE ijeE

2 . 2012 1 12 573
+D_ iy, (t,p) |:b1HZ’(1)(p) _ VR0 + ) + bib

Lgs®2) =0, 4.22
= Vo2 +bs Vo2 +by (@) (4.22)

con condiciones terminales n(T,p) = 0 y u(T,p) = 0 y donde los parametros T'y y 'y estan dados

como en el Teorema Yy

(02 + b3 + (02 + b)A3 + 202 A1 Ao

@ B )
1 2(o%(b7 + b3) + bb3)
O2(p) = Malp(A (03 + 02) + X20?) + Aaad p(A2 (b3 + 02) + Ai0?)
0263 + o2 (b7 + 13) :
2 A1b T )2 \ob T..\2 2 \ T A\ T \9
O3(p) =1+ P Mibaag p)” + (Aabicg p)” + 0" (Mieg p + Ay p) .

202, 2(b3b3 + o2(b2 + b3))

En lo anterior my, 7y, Us, Ny, Y Up, denotan las derivadas parciales de las funciones m, n y u,

respectivamente.

Demostracion. A partir de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman se obtendra la estrategia
optima h, = (hfkm), hgl), h,(,?)) para luego proponer un candidato a la funcién de valor y finalmente

verificar que éste coincida con la solucién de la ecuacién HJB.
1. Estrategia Optima

Supongamos que la funcién de valor V es de clase C+%22([0, T],R*, R, Ay), lo cual implica que
satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman, dada por (3.4)), sujeto a la condicién terminal
V(T, ) = log(w).

Por otro lado, por (4.18) podemos escribir a la funcién de valor como

V(t,w,z,p) = sup E¢y 4 pllog lef]
he AF

= sup an’z,p[log(Wth exp{G(t, T, Xs,ws;t < s <T)})]
heAF

= supF {Et7w7x7p[log Wth] + Et 2 plGt, T, Xs, g3t < s < T)]}
he A

= log(w) + sup E; 2 plG(t, T, Xs, me;t < s <T)]
he AF

=: log(w) + v(t, z, p), (4.23)

para alguna funcién v(t, z, p), con v(7},-,-) = 0.
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Entonces, sustituyendo en (4.19)), la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman es de la siguiente forma

o {Ut(t’ z,p) + vz (t, 2,p)[T1 + ()" — po(2) 'p] + Z vp, (t, 2, p)gp’
heA e

1
74 (W + h OBy + h® B + B (1) p + B po(2) ' + ST ovs (2, )

1 ) j ) ]
5 D Uy (1 p) [H D () HF D (p) + HYP (p) P ()

i,jEE
1
= L[ 1 D 4 B3, + (kD + prsh®) + (1 - A
+ Y vy, (t,2,p) [H D (p) (01 — poa) — H*®)(p)oar/1 - p?] } =0. (4.24)
€€

Para hallar el supremo de la ecuacién anterior, mediante las condiciones de primer orden se
obtendran los puntos criticos. Luego, con las condiciones de segundo orden se comprobara que
son maximos, obteniendo asi la estrategia éptima h, = (him), hfkl), hg)).

De las condiciones de primer orden, derivando (4.24)) respecto de R hMD v b2 obtenemos,

respectivamente

’;’” (W™ + B + ByhP) = (4.25)
Bipim + py (2)Tp — B2, (W™ + 818 + Bon?) — (6281 + poioahlP) = 0, (4.26)

pimBo + iy (2)Tp — B0, (W™ + 818 + BohP) — (02030 + poioahV) — 03(1 - p?)nl? = 0.

(4.27)
De donde,
m = B~ Bl — Boh, (4.28)
sustituyendo en ,
pa(2)"p — (03717 + poroah) — o3(1 — )R =0,
esto es,
po(z)T'p — th( ) palaghg) =0,
por lo que
B _ Ha(@) 1;%— 02’19)’ (4.29)
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— 0'2
ya que p = .

Luego, sustituyendo (4.28) y (4.29) en (4.26]) se tiene que

pa(z)"p — thi”) L,

1
py (2)7p — o2h) — 02( 3
93
entonces,

T 2 2
oy (2)"p — ua(t) Po” () <02 +0 -0t ) =0,

o2 + b3 ' 0274—63
pues o1 = \/0% + b} y 02 = /02 + b3.
Por lo tanto,
hg) _ Nl(x)Tp — H2($)TP92 (4.30)
bt + b300
con g9 = injbg y donde se utilizé que
ERRTEp 202 . o?(0f +b3) + 6705 _ bi(o® +03) +b30* _ B 4 o,
02 + b3 0?4+ b3 o2 + b3
Finalmente, de y , obtenemos
B _ m@)'p [ul(m)Tp - u2(m)Tpgz}
o2 + b2 b7 + b300
2 T
P g g e as
Observemos que
02 o? _ o’ ___ o (4.32)

B+ 020y D202+ 02) + o2 362+ 0%) + b2 B2+ bloy

2

con o1 = O'QUTI)%

Por otro lado,

L BiBetde k)
O'2+b% b%ﬂLb%QQ (02+b§)(b%+b%£}2)
_ b + 302 + 0*(0? + 3)
b2(02 + b3) + b3o2
_ b} + 302 + 0*(0® + b3)
b3(o? + b3) + bio?
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_ B+ 0ort+ %0’ +05) 1
o2+ b2 b2 + b1
_ 0(0® +63) +b30% + 0t 1
(0% +b7) (02 +b3) b3 +bier
1
. 4.33

Asi, por (4.32) y (4.33)), de (4.31) se sigue que

L@ _ #2(@)'p — (@) par
" b3 + b? 0 '

Veamos ahora que hy, = (him), h& ), h(z)) en efecto es éptimo.

Obteniendo las segundas derivadas se llega a

—o2, —B102, —5207271
A= |—-pio2, —Bio2 —o? —515202 -
—Boc?,  —PBiBeo2, —0? —B30% — o3

Notemos que tal matriz es igual a la del Teorema por tanto es definida no positiva y asi

concluimos que h, = (h&m), hff), th’) es la estrategia 6ptima.

2. Existencia

Caracterizaremos ahora la forma de la funcién de valor. Para ello sustituiremos h, = (h&m), hgl), hg))

Notemos primero que de las ecuaciones (4.26)), (4.27)) y (4.28)), se tiene que

py(z)Tp — th( ) p0'10'2h( ) = 0,

o () 'p — J2h( ) po1 oot = 0,
(2)

o . . 1 .
multiplicando las ecuaciones anteriores por hi ) y h;’, respectivamente

()T phlY

esto es,

w1 () phl" — o2 (W)? — 2p01050 P 1Y + () Tphl? — o3(hP)? = 0. (4.34)
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Entonces, reemplazando h, = (hfkm), hgl), hg)) en (4.24]),

’Ut(t,l',p) +’Ux(t,ll,‘,p)[rl +l’l’1( ) b—- “2 + Z UPZ t I‘,p) ij]
i,j€E

1
+r+ 2“7’” + 1 (@)"p + W o) p + STt 2, p)

1 i . i .
5 D Uy (1 p) [HY O () HHD (p) + HYP (p) P ()]
i,j€E

- %[(Ulh£1))2 + 2p0’10’2h£1)h§<2) + (0—2h>(‘<2))2]

+ 3 vtz p) [H WV (p) (01 — pos) — H'P (p)oz/1 - p?] =0,
€€

y por (4.34),

ve(t, 2, p) + vy (t, 2, P)[T1 + py (2)7p — po ()] + D vy, (£, 2, p)g 7
1,j€E

1
o+ 2“—”; +3 L P ()T + b2 () Tp) + o12vea (. 2, P)

1 i A i A
5 > vy, (toa,p) [HO (p) PV (p) + HY) (p) HF?) ()]
i,j€E
+ 3 v (2. 0) [H O () (01 — poa) — HYP (p)oa/T— 2] = 0.

€€

Por otro lado, notemos que

(X)) ' = —ME(X; — aa (V)| F) = =M (X — af )

po(Xo) 7 = ME(X; — aa (V)| Fy) = Xo(Xy — o my).

Por lo que,

7 ) ANz—alp)(z—alp)+ Mz —afp)z—alp)e
Hl(x) ph* - 2
b +b2Q2
_ Mz —afp)(z — afp)(0® +b3) + Mide(z — afp)(z — ajp)o”
o2(b? + b3) + b3b3
_ A0 +53)(a? — 2zafp + (afp)®) + Mreo®(2® — a[afp + af p] + af pag p)
o2(b? + b3) + b2b3
.%‘2()\%(0'2 + b%) + )\1)\20’2) — .T()\la?p()qo‘2 + 2)\1(0’2 + b%)) + AlAQUQQgp)
o2(b? + b3) + b2b3
a?(\2(al'p)? + M alpalp) + (Abal'p)?
o2(b? + b3) + b2b3 ’

+
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y
(@) Tph? = M(z — g p)(z — afp) + Mde(z — afp)(x — afp)or
2 ’ b2 + 201
_ M@~ ofp)(z — afp)(0? +b]) + MAeo®(z — af p)(z — af p)
02(b2 + b2) + b2b2
_ (0% +0])(a? — 2z0dp + (afp)®) + MAeo®(2® — z[afp + afp] + af pafp)
o2(b? + b3) + b3b3
B 22(A\2(0% + b2) + M A20?) — x(Aaad p(M10? + 2X2(0? +b2)) + M Ae02al p)
B o (b3 + b3) + bib3
N o?((A2ad p)? + M al palp) + (Aabial p)
o%(b3 + b3) + b3b3
Entonces,

’Ut(t,w,p) + ’Uz(t,.’IJ,p)[Fl - )\1(.7} - aclrp) - /\2(.’E - agp)] + Z Up; (t,x,p)q”]ﬂ
1,j€E

1 , , , ,
53 gy ) [0 () 9 () 4+ ) (p) O ()]
1,jEE

+ > vap, (t, 2, p) [H D (p) (01 — poa) — H"® (p)oa/1 — p?]
ic&
1
+ 520 (t 2, p) + ©12° — O2(p)z + O3(p) = 0, (4.35)

con ©1,05(p) y ©3(p) como en el enunciado del teorema.

Ahora bien, proponemos como funcién de valor v(t,x,p) = m(t)x? + A(t,p)z + u(t,p). Si susti-

tuimos en (4.35)), se satisface

g (t)a® + et p)x +(t,p) + [T1 — M(z — a] p) — Xo(z — of p)][2m(t)z + A(t, p)]

+ 3 Z Hz p)H 1)( )+ ;S (p)Hj’@)(p)} [Tipip; (£, P)T + Up,p, (t, P)]

7365
+3 i1, (1,9) [ (p) (01 — por2) — HYP (p)oa /T — p?] + Taiin(t)
€€
+ 0127 — Oa(p)x + O3(p) + Y ¢7p [Ny, (1, )z + Uy, (t,p)] =0,

1,jEE

es decir,

22 [y (t) — 2m(t) (M + A2) + O1]

+ x|t p) — At p) (M + A2) + D 7, (£,p)d7p + 2m(t)(T1 + Mol p + Aol p)
1,j€E
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| Z. . Z. |
5 D T, (6P (HD (p) HF D (p) + HY® (p) ) (p)) — O2(p)
i,j€E

+ @ (t,p) + Tom(t) + a(t,p)(T1 + Miaip + Aol p) + O3(p)

+ Yy, (t,p)gUp +% > iy, (t,p) (HYD (p) HY W (p) + H?) (p) B (p))

»j€E ijeE
T Zﬁpi (t,p) [Hi’(l)(P)(O'l — pog) — H»?) (p)ag\/ﬁ] =0.
€€

Notemos que,

bt

o2 + b2

1
0-2 b2+b2 —l—b2b2
N

Por lo tanto, si las funciones m(t), n(t,p) y u(t, p) satisfacen (4.20)), (4.21) y (4.22), con condicio-

01— pog =

)

nes terminales m(7T) = 0, n(T,p) = 0y a(T, p) = 0 entonces, v(t, z, p) = m(t)x>+n(t, p)r+u(t, p)

resuelve la ecuacién de HJB y asi, la funcién de valor es de la forma

V(t,w,z,p) = log(w) + v(t, z, p) = log(w) + m(t)z* + a(t, p)x + u(t, p).

3. Verificacion

Sea v(t,w,z,p) de clase C1222([0, T],RT,R, A}) y con crecimiento cuadratico una solucién a la
ecuacién HIB, dada en (4.24), y h € A una estrategia admisible.

Para cada n > 1 definimos los siguientes tiempos de paro

T =T ANnf{s >t : |(Ws, Xs,75) — (w,z,p)|| > n}.
De la definicién se observa que 7, converge a T P-c.s.
Aplicando la férmula de It6 a v (7, W, , X5, , 7+, ) tenemos que

Av (1o, Wy, Xy 707, ) =05 (8, W, Xy, m00)dt 4 v (8, WP, Xy, 700 dWE + v, (8, W, Xy, 0)d X
|
D v (0 W X)W X e ) d[W. X,
ie&
1 1
+ §wa <t7 Wthu Xt7 Wt)d[VVa W]t + §Vl‘$(t7 Wth') Xta Tl't)d[X, X]t

1 ) 1 )
T3 ;pri(ta W, Xe, m0)d[W, 7] + 5 ;pri(t, Wk, X, m)d[X, 7
(2 (2
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1 o
+3 > Vi, (W Xy, my)d[ 7). (4.36)
J,ie€

Usando la independencia entre los procesos I y B de la Proposicién y las ecuaciones
(4.16]) y (4.17)), obtenemos que
AW, W1y = W[o2,(h™ + kW By + b B)2dt + (o1hWY + poah@)2dt + 03 (1 — p?)h P dt]

AW, Xs = Wi [o2,(B1 — B2)(h™ + hV By + h P Bo)dt + (0FhMV) — poioeh™) — 62n@)
+ o109 ph(Q))dt}

d[X, X]; = (07,(B1 — B2)* + b7 + b3)dt

AW, 7', = W, [ HYD(7,) (01hY + g2ph@)dt + H® (1) (521/1 — p2h2))dt]

d[X, 7y = H"D (1) (01 — oop)dt — H*P (70)o9/1 — p2dt

dir’, 7], = H*O (7)) H> D (7)) dt + H*? (70,) H?) (7, dit. (4.37)

Por lo tanto, de forma integral se tiene que

(Tn,W s Xr, 7)) = V(t,w, z,P) +/ ’ Lhv(s, Wh X, 7,)ds
+ / (Wiltv (s, W Xoy 70s) (RS + B1h{) + 820 ) + vo(s, WE, X, m5) (B1 — B2) | omd BI™)
t
—i—/ ’ (Whv (s, WE, X, 7s) (01h{) + poahP)) + vy (s, W, X, 7w4) (0 — pag)]dls(l)
t

/ S v (5, W, X0 BV () d 1D

€€

02\/ 1— p? [W:’hg)uw(s, Wh X, 7)) — va(s, Wh, X, TI'S)]dIs(2)
t

/ > v (s, W X, m ) HYO (m,)d I, (4.38)

€€
donde EH’; denota el generador del proceso (W, X, ) definido en (4.19).

Ademas, como v satisface la ecuacién HJB, entonces de (4.38]) tenemos

V(T W X mr) < v(t,w, 2, p) + / Zypl wh X, 7w ) HD () dIM
€€

+/ (Wi (s, Wh, X, ) (B + 818D + Boh @) + v, (s, WE, X, 705) (81 — B2)] 0md BI™
t
—i—/ ! [Ws}luw(s, WS}”,XS, TI'S)(O'lhgl) + pazhg)) + v (s, Wsh, Xs,7ms) (o1 — pag)]dls(l)

¢

o9/ 1 — p? [W:’hgz)uw(s, Wh X, 7y) — va(s, Wh, X, TI'S)]dIs(Q)
t
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+/ nZupi(s,Wsh,Xs,ﬂs)Hia(2)(,Ts)dIS(2).
b ee

Luego, por definicién de 7,, por ser v funcién de clase C1222([0, T],R*, R, Ax) y al cumplir h la
condicién de integrabilidad (3.1]), podemos concluir que los integrandos respecto a Bm) 1) y

I® son acotados y asf tales integrales tienen esperanza cero.

.7 . . h
Por tanto, tomando esperanza en la ecuacién anterior se sigue que E¢ y, 5 p[v(0, W, X1, 71, )] <

V(t7 w? x? p) °
Por otro lado, al ser v continua se tiene que
Etw#ﬁ,P [V(Tv Wi@v XT’ 7TT)] = Et,w@@ [nlingo V(Tm Wqﬁ;’ XTnv WTn)]’ P-c.s.

Luego, como v tiene crecimiento cuadratico, se satisface que

[v(7n, W;ﬁu Xr, w0, S C(1+ Sgg{]WShF + ’XS‘Q + ‘7"5|2})7
s<

y por el Teorema al ser «(+) localmente Lipschitz, continua y con crecimiento lineal, se tiene
que supSST{|VVSh|2 +|Xs|? + |ms|?} es integrable. Entonces, por convergencia dominada obtene-

1mos

Et,w,r,p [V(Ta th“a XTa 7TT)} = Et,w,r,p [nlirgo V(Tna W—;}; s XTn7 777%)]
= ﬂ;linolo Etvwvxap [V(Tn’ Wj’;’ XTTL7 71-7—71,)]

<v(t,w,z,p).

Utilizando la condicién terminal v(T),-) = log(-), obtenemos B¢z p[log W} < v(t,w,z,p) y
tomando supremo sobre las estrategias admisibles llegamos a V (¢, w, z,p) < v(t,w, z, p).
Finalmente, bajo el mismo razonamiento anterior, ahora si h, = (hgﬁm), hg), hg)) es la estrategia

6ptima, al tomar esperanza en la ecuacién (4.38) se sigue que
V(ta w, T, p) = Et,w,xm[”(T? W%? Xr, WT)] = EEU}J,P [log Wth]7
donde se utiliz6 la condicién terminal v(7T',-) = log(-). Por lo tanto,

V(ta U], .’E, p) = Et,w,$,p[log Wth] S SUPF Et,w,m,p [log Wth] = V<t7 w? .’E, p)7
heA

con lo que concluimos la prueba. [

Observacion 4.2.1. Respecto a las propiedades de la estrategia optima, en general comparte las

descritas en el caso de informacion completa, reemplazando los pardametros no observables en
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términos del proceso de filtros, .

4.3. Caso beta neutral

Se estudiara ahora el caso en que las carteras de inversién son neutrales al riesgo de mercado, es

decir, estrategias de inversién como se definen a continuacién:

Definicién 4.3.1. Una estrategia h? = (%™ B n(B2)) es beta neutral F-admisible si es
autofinanciada, F-predecible y satisface la condicion de neutralidad dada en (3.23|) y la condi-

cion de integrabilidad (3.24). Denotaremos por AFP al conjunto de estrategias beta neutrales
F-admisibles.

Notemos que la dindmica del portafolio asociado a la estrategia hP estd dada por
aw}” =wi’ [(T + 27+ BED (X)) T+ B g (X))t
+ 0 b dBM™ + (010 + poshP NI + 693/ T = 202 a1

= [Pt Xy, )W) dt+Zgl (tyw}” B!,
=0

con fO(t, Xty me) = 4+ B o+ 07D iy (X T+ 1y (X) T, (Bo, By, B) = (B0, 1)
[(2)) y

)

530 = P

glﬁ(t) =0 h(ﬁ’ )+p0 h(52)
B

2

(t) = o9\/1 — p2h{"?.

De tal forma que, por el Lema m para u < t, podemos escribir a Wthﬁ como sigue

wh” = wh” exp (/ut {f(s,Xs,ﬂ's) - ;Z ]ds+2/ dBl>

1=0
= WZ}B exp(GP(u,t, Xy, mg;u < s < t)), (4.39)

g

donde

GPlut, Xg,mg;u < s < t) = /ut I:f(37X877Ts) — ;i(gf(S)) }ds + Z/ g1(s)dBL..

=0

En el siguiente teorema se da la expresién de la estrategia beta neutral 6ptima y la funcién de



82 Capitulo 4. Optimizacién bajo informacién parcial

valor del correspondiente problema de control.

Teorema 4.3.1. Supongamos que Ai(y) = A1 y X2(y) = A2 y consideremos un inversionista con

funcion de utilidad logaritmica. Entonces la estrategia beta neutral optima hf = (hSK’B’m), h&ﬂ’l),

hff’z)) € A"P estd dada por

Mz —alp) + 2 da(z — alp)
ﬂQ
b + b3 + o[l — £)2

)

WDt @, p) = -

WO, p) = -2 1,2 ),
B2
(8,m) _ Hm
hy™ (t, 1, p) = o2

Ademas la funcion de valor es de la forma
V(t,w,z,p) = log(w) + m(t)z? + a(t, p)x + a(t, p),
donde, para 0 <t < T, la funcion m(t) es solucion de la ecuacién diferencial ordinaria
me(t) —2m(t)(AM + A2) + @1 =0, (4.40)

con condicion terminal m(T) = 0. Y las funciones n(t,p) y u(t,p), para 0 <t < T, resuelven el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

At p) — A, P) Mt + A2) + 3 (£, P)g 7P + 2m(t) (T + Malp + Asadp)
i,jEE
1 . . . .
5 D gy, (6 D) H O () HHV (p) 4+ HYO) () HI (p)) — s (p) =0, (4.41)
1,j€EE
ty(t, p) + Tam(t) + n(t, p)(T1 + Miedp + Xoad p) + O3(p)
7 (P + 5 D gy, (8 p) (H D (p) H OV (p) + YD) (p) ) ()
i,jEE i,jEE
2 , 2012 2 272
+ 3 0) | b0 ) - YO B

L@ (p)| =0, 4.42
2 iR TR (p) (4.42)

con condiciones terminales n(T,p) = 0 y u(T,p) = 0 y donde T'1 y 'y estdn dados como en el

Teorema Y

o — (B2 + B1)2)?
YT 28202 + 1282 + 02(B1 — Ba)?)

Dy (p) = (Bl p + Bidocg p) (B2 + f21)
8307 + 0367 + 0% (1 — B2)? ’
P3(p) =71+ Hin (Baaaip + Bidsaip)?

202, 2(B3b3 + 367 + o2(B1 — B2)?)’
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En lo anterior my, g, Uy, Ny, Y Up, denotan las derivadas parciales de las funciones m, n y u,

respectivamente.

Demostracién. Como se ha hecho en los casos anteriores, a partir de la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi-Bellman se obtendra la estrategia beta neutral 6ptima, se propondra un candidato a la

funcién de valor y finalmente se verificarda que éste coincide con la solucién a la ecuacion HJB.
1. Estrategia Optima

Supongamos que la funcién de valor V es de clase C1222([0, T],RT, R, Ag), ello implica que se
satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman dada por , con condicién terminal V (T, -) =
log(w). Ademds, por , de forma andloga al Teorema m se tiene que V(t,w,z,p) =
log(w) 4+ v(t, xz, p), para alguna funcién v(t, z, p) con v(T,-) = 0.

Asi, sustituyendo la funcién de valor en la expresiéon del generador dada en (4.19) y por la
restriccion de neutralidad descrita en (3.23]), tenemos que

BSHIJ)FB {Ut(tvxap) + Ux(tvxap)[Fl + l’l’l(x)Tp - /’l’2(x)Tp] + Z Upz(t>$>p)qu]
hP e A ijEE

1
1 B gy RO gy (2)Tp + RO g (2)Tp + S (£ 7, p)T

1 . . . .
5 D Uy (b2 p) D (p) P (p) + 1P (p) HFP ()]
i,j€E
1

= 5[0 4 (1h D+ poah D) 4 o3 (1~ ) (D))

+ Z Vap, (t, 7, p) [Hi’(l)(P)(Ul — poy) — H>(?) (p)oav/1— p2)] } =0. (4.43)

€€

Al contar con la restriccién de neutralidad definida en (3.23)), para poder obtener el supremo en
(4.43), hallaremos primero los puntos criticos mediante el método de multiplicadores de Lagrange

y luego se verificard que son maximos con las condiciones de segundo orden.

Entonces, por la condiciones de primer orden, considerando la restricciéon (3.23) y derivando
respecto e hBm) p(B1) ¢ p(B:2) regpectivamente de (4.43) se sigue que

P (Bm) _
o2 hm™ =0, (4.44)
py (2)7p — o2V — 2 = apy, (4.45)

py(2)p — o2 — 2RV = Ap,, (4.46)
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de donde
(Bm) _
h. 0_2 ,
y

1 , 2 1 2 1

*[ul(x)Tp—fﬁh(ﬂ 1) thfkﬁ )] _ 7[u2($)Tp_02h(,3 ) thﬁ )]7

b1 B2
esto es

qu(x)Tp B Hg(x)Tp _ O'2h>(.f872) B J%hgf’z) U%hg&l) B 02]”05(@1)
B B2 B B2 B By

Utilizando la restriccién de neutralidad h(%2) = —%h(ﬁ’l), tenemos que

Bopy (z)Tp — Bipy ()T _ pBD) B3(0? 4+ b3) — 2B2B10% + BE(0? + b3)
B152 B132 ’

ya que 07 = o2 + b} y 05 = 0% + b3.
Por lo tanto,
B3 (2)Tp — B1Bapss(x)Tp = HPY [02(85 — 28182 + BY) + B3bT + Bib3 ),

de donde concluimos que

h(ﬁ’l) - )\l(x - O‘%Fp) + %)\2(x - agp)
* - /32 2
@+%@+ﬂu—%)

pues ) (X)) 'y = =M (Xy — o mp) y po(Xy) e = Xo( Xy — o ).

Ademss, por (3.23)

pB2) _ Py
&

Para verificar las condiciones de segundo orden, obteniendo las segundas derivadas obtenemos

—02, 0 0
A= 0 —(*+b}) -0 :
0 —o? — (0% + b2)

notemos que A? es igual a la del Teorema por lo tanto es definida no positiva y se verifica

que h, = es Optimo.
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2. Existencia

Antes de proponer un candidato a la funcién de valor notemos que, de la ecuacién (4.45))

A= 2p (B0 _ 2h£'8’2)],

;1[#1(95) p—0o

sustituyendo en (4.46))

Pa

5 [m@"p = oth Y = 0] = py(a)Tp — PR — R,

multiplicando por hfkﬁ 2) y utilizando la restriccién de neutralidad, obtenemos

—h*(ﬁ’l)ﬂl(l')Tp“‘02(h>(k5’1))2 +b%(hs¥871))2+O'2h>(,<'871)h5<5’2)
B hiﬂ’Z)ug(x)Tp+02h£5’2)h5<6’1) + 02(hiﬁ’2))2 + b%(hgﬂa))Q =0. (4.47)

Por otro lado, sustituyendo hy = (hff’m), hff’l), hff’”) en (4.43) se tiene que

/Ut(tvxap) —l—vx(t,x,p)[Fl +IJ’1( ) D - MZ +Zq]pjvpz t 1"7p)
7j

1
+rt 2”“; + Wy (@) 4+ B () o — [0 (B + RO 4 (612 4 (b2

1 1 . . . .
t+ (2, T2+ 5 D vpy, (12, p) [HYD (p) HD (p) + H) (p) ) (p)]

2 1,jEE
+ > Vap, (2, p) [H W (p) (01 — po2) — 021/1 — pP2H"P (p)] =
€€
y por (4.47)
vilt 2, p) + va(t 2, D)1 + g (@) = pa(2)" ] + 3 7P vy (1,2, )
7‘7
m 1 1
+r QMU + 5 [ @)+ B (@) p) 4 Svas (b, p)T
5 S vy, (6, ) [ ) YO () 4+ ) (p) ) )]
i,j€E
+ ) vay, (t, 2, p) [H D (p) (01 — porz) — 091/1 — p? H"P) (p)] = 0.
€€
Pero, recordemos que gy (X;)Tm; = A\ (Xy — ol m) vy po(X)Tmw = Mo(Xy — al'my), entonces
- :1;—an —5—1)\ :c—an
hgﬁ’l),ul(a:)Tp _ —)\1(.%' B Otr{p) . 1( 1 ) 2( 2 )

b? + b§52 + o2 (2’
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_ MB3(z — afp)(z — aip) + fiflide(z — af p)(z — af p)

- 367 + B33 + 02(Ba — B )?

_ BN (® — 20afp + (o] p)®) + ﬁlﬁzAMz(w2 —z(afp+ajp) + afpaip)
- B33 + 367 + 0%(B2 — f1)? ’

Bi[-Ai(z —alp) - *)\2(35 —agp)]
Ba[b3 + bgﬁz +02 (727
_ Bifhida(z — of p)(z — af'p) + fiM(z — afp)(z — ajp)
B2b3 + b232 + 02(By — B1)?
_ Bibhide(a? — z(afp+ afp) + afpajp) + fiA(a? — 2zag p + (] p)°)
8367 + 0387 4 02(B2 — B1)? ’

pa(2)'p = —a(z — a3 p) -

por lo que

vi(t, 2, p) + va(t, 2, p)[T1 + py (2) P — po(2)"p] + D ¢7pvy, (¢, 2, p)
7]

1
+ (1311172 - (I)Q(p)x + (1)3(17) + §Uxa:(ta :C,p)PQ

1 . ) . .
+ 5 D oy (62, 0) [HO (p) D (p) + HY?) (p) PP (p)]
i,jEE

+ ) vy, (2, p) [H D (p) (01 — poa) — 021/1 — p2H"®)(p)] =0, (4.48)
€€

con &1, Po(p) y P3(p) definidos como el enunciado del teorema.

Ahora, proponemos como funcién de valor v(t,z,p) = m(t)x? + n(t,p)r + u(t,p), la cual al

sustituirla en (4.48)), se satisface

me(t)z? + g (t, p)x + Ue(t, p) + [T1 + pi p — po(z) pl2m(t)z + a(t, )]
+ ) ¢7p A, (t, p)z + 1y, (£, p)] + 127 — Do(p)a + 3(p) + Tamn(t)
i,jEE
+ % > [Apip, (. )7 + Ty, (¢, p) | [HD () HF MV (p) + H") (p) H? ) (p)]
1,JEE
+ Zﬁpi(t7p) [HW(p) (01 — po2) — 02/1 — p2H*@ (p)] =0

i€

es decir,

2® [me(t) — 2m(t) (A1 + A2) + @]

T [nt(t,p) —a(t,p) (A + X)) + Y iy, (£, p)g7p’ + 2m(t)(T1 + 1] p + Aa0] p)
1,j€E
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1 , . , .
45 X o (PO @O )+ 1 () ) ~ 220
1,jEE

+ @ (t, p) + Tom(t) + at,p)(T1 + Miap + Aoad p) + P3(p)

+ > U (EP)gTY + 5 Y iy, (6p) (HYD () HHY (p) + HY® (p) ) (p))
1,jEE 1,jEE

2 _ 72 2
+anztp{ b ) - Vo “b”“lH’@)( >]=o.

Por lo que, si las funciones m(t), n(t,p) y u(t,p) resuelven los sistemas de ecuaciones dados en

€€

(4.40), (4.41) y (4.42)), respectivamente, con condiciones terminales m(T) = 0, a(T,p) = 0y

a(T,p) = 0, entonces la funcién v(t, x, p) = m(t)z? + n(t, p) + u(t, p) satisface la ecuacién HIB.
Por lo tanto, la funcién de valor es de la forma V (¢, w, z, p) = log(w) +m(t)x? +n(t, p)x +u(t, p).

3. Verificacion

Sea v(t,w, z,p) de clase C1?22([0,T],R*,R, Ax) y con crecimiento cuadratico una solucién a la
ecuacién HIB, dada en (#.43)), y h? € AFP una estrategia admisible.

Aplicando la férmula de Itd a v(T, W, X7, 7r), de las expresiones dadas en (4.36) y (4.37), y

utilizando la hipdtesis de neutralidad, tenemos que
T s
T WE X ) =vltwap) + [ L w5, W0 X ) ds
t
T
+ / [Wshyw(37 Wsha X, Ws)hgm) + Vx(57 Wsha X, Ws)(ﬁl - ﬁQ)] Umngm)
¢
T
+/ [(Whvy (s, WE X, m5) (010 + poahP) + vy (s, WP X, w5) (01 — poa)]dIY
t

T
+/ > v (s, W X, m ) HYD () dI M
t

€€

T
+ [ oo/ 1= 2 [WERPuy (s, Wh X, 75) — va(s, WP, X, 74)]dIP
t
T
+ / > v (s, W X, ) HYO (7)1, (4.49)
tee

donde ﬁﬂfﬁﬁ denota el generador del proceso (W, X, 7) definido en (4.19).

Ademsds, como v satisface la ecuacién HJB, entonces

V(T7 WJI})XTaﬂ-T) < u(t,w,:r,p / Zypl Xsaﬂs)Hi,(l)(ws)djgl)
€€

T
+/ [(Whvy (s, WE, X, m)BS™ + vy (s, WP, X, 705) (81 — B2)]omd B{™
t
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T
+/ [W;Lyw(s’ Wsh,XsﬂTS)(Ulhgl) + paghg2)) + va(s, WL:LvX& ms) (o1 — PU2)]dI£1)
t
T
+ o2V 1- p2 [Wshhg)yw(‘s? Wsha Xs,ﬂ-s) - V$(37 Wsha XS’T‘-S)] dIs(2)
t

T
+/ Zypi(saWshaXsaﬂ's)Hl’(Q)(ﬂ's)dIS(Q).
tiee

Si localizamos como se hizo en el Teorema se puede ver que las integrales respecto a B,
I y I® tienen esperanza cero. Por lo que, de la expresién anterior, Etweplv(T, W{fﬂ , X, r)] <
v(t,w,z,p)y por la condicién terminal v(T', -) = log(w) se sigue que E; 4, 4 p[log Wthﬁ] <v(t,w,z,p).

Luego, tomando supremo sobre las estrategias admisibles h?, V(t,w,z,p) < v(t,w,z,p).

Por otro lado, si hy, = (h&ﬁ’m), hiﬁ’l), hff’z)) es la estrategia beta neutral éptima, de (4.49)), andlogo
al Teorema, obtenemos

B
Et7w7x,p[V(T= W’Z@ 7Xt7 WT)] = V(ta w, T, p))

y por la condicion terminal,

Etv“’@vﬁ [log W%] = V(t> w,zx, p)v

por lo que
V(t,w,z,p) = sup E;,zpllog W:’ﬁ] > Kt z2.pllog W:}p‘] =v(t,w,z,p),
hBeAF:B
de donde se sigue el resultado. [

Observaciones respecto a la estrategia 6ptima

1. Aligual que en el caso de informacién completa, notemos que el cociente % tiene la misma

interpretacion que o2 en el Teorema [3.1.1
2. Si consideramos (31 = P2 volvemos a obtener una estrategia delta neutral, es decir,

Mz —afp)+ Xo(z — alp)
b + b3 ’

MVt z,p) = - (t,2,p) = —

WMt 2, p) = P

2
Oim,



Conclusiones

Este trabajo resulta ser una monografia del articulo Optimal convergence trading with unobserva-
ble pricing errors [2], donde se estudia el problema de optimizacién de portafolios con estrategias
convergentes. El modelo propuesto es una modificacién al expuesto en [§], la cual supone que los
errores en los activos cointegrados estan regidos por una cadena de Markov. De aqui surgen dos
enfoques: informacién parcial, donde se supone que la cadena no es observable por el inversionista;
e informaciéon completa, bajo el supuesto de que tal cadena si es observable. Ademas, se estudia

el caso en que las carteras de inversién se restringen a ser beta neutrales.

La herramienta principal para resolver el problema de optimizacién fue control estocastico, par-

ticularmente la técnica descrita en la Seccién [[.2] Los resultados obtenidos fueron:

1. Caso informacién completa: se obtuvo la estrategia éptima del problema de control, tanto
para el caso clasico como para el caso beta neutral. Asimismo, se caracteriza la funcién de
valor como la tnica solucién a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias derivado de

la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman.

2. Caso informacion parcial: para este enfoque, al ser la cadena de Markov no observable por
el inversionista, primero se pasé de un problema de informacién parcial a uno equivalente
de informacién completa. Lo anterior via el problema de filtros, el cual permitié obtener la
probabilidad condicional de la cadena de Markov dada la informacién a la cual tiene acceso
el inversionista. Una vez se planted el problema equivalente bajo informaciéon completa,
analogamente al caso anterior, se encontré la estrategia 6ptima y se caracterizé la funcion
de valor como la tinica solucién a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales derivado

de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Aunado a lo anterior, al ser este un trabajo monogréfico, durante el desarrollo me fue posible
profundizar conocimientos en ciertos campos, particularmente el problema de optimizacion de
portafolios desde un punto de vista de la teoria de control estocastico, asi como ciertos conceptos

referentes a célculo estocastico.
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