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Introduccion

La teoria de procesos de ramificacion es un drea importante dentro de la
teoria de procesos estocésticos. Esta familia de procesos modelan la dindmica
de una poblacién, y el ejemplo mas simple es la cadena de Bienaymé-Galton-
Watson (BGW). Este modelo fue propuesto en el ano 1874 por Francis Galton
y Henry William Watson en [12], con el objetivo de estudiar la probabilidad de
que ciertos apellidos de aristécratas britanicos desaparezcan. No obstante, anos
después se descubrio que dicho modelo habia sido estudiado anos antes por
Irénée-Jules Bienaymé de forma independiente al trabajo de Galton y Watson.
Este es uno de los modelos clasicos en el area de procesos estocasticos, y es
usado en la actualidad para modelar fenémenos biolégicos, epidemioldgicos,
fisicos, quimicos, entre otros.

Por otro lado, la caminata aleatoria ramificante (CAR) es una generaliza-
cién del Modelo de BGW, no solo cuenta la cantidad de individuos presentes en
la poblacién en cada generacion, sino ademas anade una componente espacial.
En otras palabras, ademas de saber cuantos individuos hay en cada generacién,
podemos saber cual es la posicién de cada uno de ellos. Esto permite modelar
de mejor manera poblaciones que se mueven en cierta region y asi estudiar
fendmenos mas complejos, que involucran la dispersién de la poblacion.

El objetivo principal de este trabajo, es dar una breve introducciéon al es-
tudio de la CAR, asi como algunas propiedades asintéticas importantes del
modelo. En particular, nos enfocamos en el comportamiento asintético de la
particula o individuo mas a la izquierda de una poblacién que se desarrolla
en la recta real. Para lo cual primero se estudiarda una martingala asociada al
proceso, que permite estudiar el crecimiento espacial de la CAR. En particu-
lar, conocer a dicha martingala nos permite estudiar el comportamiento de la
particula mas a la izquierda.

La principal referencia en el desarrollo de este trabajo ha sido el extenso
estudio que Zhan Shi ha tenido sobre el tema, principalmente en [3] [10] y [11]
ademés del articulo de Kyprianou [5]. Por otro lado, también se estudiaron
diversos articulos como Lyons [6], Neveu [7] y Kingman [4] para conocer més
a fondo algunas de los resultados presentados.



En el Capitulo 1 se introduce a los procesos de BGW, asi como la defi-
nicién de arboles asociados a dichos procesos. Ademads, vamos a introducir a
los arboles de tamano sesgado, que se usaran, via un cambio de medida, para
después probar el Teorema de Kesten-Stigum, el cual nos permite estudiar la
probabilidad de extincién del arbol por medio de una martingala.

En el Capitulo 2 se introduce a la caminata aleatoria ramificante y a la
martingala aditiva asociada a esta. El resultado principal de este capitulo es el
Teorema de convergencia de martingalas de Biggins, que es una generalizacion
del Teorema de Kesten-Stigum, en el contexto de la CAR. Para esto hacemos
uso de un cambio de medida, el cual se deriva de la martingala aditiva, asi
como de la descomposicién de la espina de la CAR.

En el Capitulo 3 se presentan los dos resultados principales del trabajo,
los cuales tratan sobre la convergencia de la posicion del individuo mas a la
izquierda en el arbol bajo ciertas normalizaciones. El primero es una ley fuerte
de los grandes niimeros, mientras que el segundo es un teorema del tipo limite
central.



Capitulo 1

Arboles de
Bienaymé-Galton-Watson

En este capitulo vamos a introducir el concepto de arboles de Bienaymé-
Galton-Watson (BGW). Estamos interesados en estudiar el comportamiento
de dichos arboles para tiempos largos. Para esto veremos un par de propie-
dades clasicas de los procesos de BGW e introducimos los arboles de tamano
sesgado, para asi probar el Teorema de Kesten-Stigum. Este tltimo nos da una
interpretacion del crecimiento del arbol de BGW.

1.1. Arboles de Bienaymeé-(Galton-Watson y sus
probabilidades de extincion.

Estamos interesados en arboles con raiz. El arbol con raiz mas sencillo es el
arbol [-regular con raiz, donde se inicia con un individuo, llamado raiz y cada
vértice tiene un nimero fijo [ > 1, de descendientes. En este caso podemos
definir a Z,, como el nimero de vértices que estan a una altura n. A lo largo de
este trabajo también interpretaremos a los vertices del arbol como particulas
o individuos. En particular Z,, = [", para todo n > 0.

Dado que el caso anterior puede estudiarse de forma clara sin dificultad, no
serd de nuestro interés. Para muchas aplicaciones es mejor pensar en arboles
en los que el numero de descendientes de cada vértice es aleatorio. El caso
mas sencillo es cuando este niimero aleatorio estd dado por una coleccién de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Este darbol es
conocido como el arbol de Bienaymé-Galton-Watson.
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En general, vamos asumir que un arbol de Bienaymé-Galton-Watson ini-
cia con un numero determinista de individuos. Cada uno de dichos individuos
producen un cierto nimero de descendientes, de acuerdo a una distribucion
de probabilidad fija, y de forma independiente con respecto a los otros indivi-
duos presentes en la poblaciéon. A los descendientes de la poblacién inicial se
le conoce como la primera generacién. Después, cada uno de los individuos en
la primera generacién produce nuevos individuos de acuerdo a la misma dis-
tribucion de probabilidad que sus padres. De igual manera, lo hacen de forma
independiente entre cada uno de ellos. Este procedimiento se realiza de forma
iterativa para poder producir el arbol.

Poblacion

Generacion

Figura 1.1: Realizacion de una poblacion de BGW.

Como en el caso [-regular, vamos a denotar por Z,, al nimero de individuos
en la n-ésima generacién. Notemos que en este caso Z,, es una variable alea-
toria. Por construccion, es claro que si Z,, = 0 para algin n, entonces Z; = 0
para todo n < k.

Ademas se cumple la propiedad de ramificacién, la cual nos dice que al
considerar un arbol con a individuos iniciales es igual que considerar a arboles
independientes, cada uno con un solo individuo inicial. En términos del tamano
del arbol, lo podemos escribir como sigue: si Zy = a+b, con a,b € N, entonces

T L 20 4 70
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donde (Z,(f) in > 1) y (Zﬁb) n > 1> corresponden a arboles de BGW inde-
pendientes, tales que Zéa) =ay Zéb) =b.

Por simplicidad consideraremos Z; = 1. A este individuo lo llamaremos
ancestro comun o raiz. La propiedad de ramificacion justifica dicha suposicién.

Sea ¢ la variable aleatoria con valores en {0, 1,2, ...}, que caracteriza la ley
de reproduccion de los individuos del arbol. Vamos a denotar

la probabilidad de que un individuo tenga i descendientes. También usaremos

m =B =) kpx,

k>0

el nimero esperado de descendientes por individuo. Por construccion, se cum-
ple la siguiente relacién de recurrencia

Zn
Zoa =Y &Y, Zy=1, (1.1)
k=1

donde {f,(cn) k=1,2,...;n=0,1,2,.. } es una coleccion de v.a. indepen-

dientes con la misma distribuciéon comun de &.

Una de las primeras preguntas que nos gustaria responder, es ;Cudl es la
probabilidad de extincién del arbol? En otras palabras, nos interesa el valor
de

P(Z, =0 para algin n) = P (U{Zn = 0}>
n=1

la cual denotaremos por q.

Un primer indicador del crecimiento del arbol lo podemos encontrar en el
valor esperado de Z,,. Tomando en cuenta la ecuacién (|1.1)) y la independencia

de las v.a. &, tenemos que Z, es independiente de & para todo k € Ny



6 CAPITULO 1. ARBOLES DE BIENAYME-GALTON-WATSON

m < n. Entonces

E[Zn11] = E [E[Zn11|Z0]]

S
=E[E|> &2,
L k=1

usando la condicién inicial Z; = 1, resolviendo la recurrencia anterior encon-
tramos que
E[Z,] = m", paran > 0.

Entonces, de la igualdad anterior podemos concluir que

0, param <1,
lim E[Z,] =<1, param =1,

n—oo
oo, para m > 1.

En otras palabras, tenemos una transicion de fase en m = 1, en el comporta-
miento a largo plazo del proceso Z, esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Consideremos el proceso (Z,, : n > 1) descrito anteriormente
y m la esperanza de la ley de reproduccion asociada. Decimos que el proceso es
sub-critico cuando m < 1; critico, cuando m = 1; y super-critico, cuando
m > 1.

Por construccién, el proceso (Z, : n > 0) corresponde a un proceso de
BGW, el cual se ha estudiado desde hace mas de un siglo. El siguiente resultado
es clasico y presentamos su prueba para desarrollar técnicas que nos seran de
utilidad en lo subsecuente.

Teorema 1.1. La probabilidad de extincion q es la raiz mas pequena de la
ecuacion f(s) = s para s € [0,1], donde

f(s)=E[sf] = Zskpk

es la funcion generadora de probabilidad de &. En particular, g =1 si y solo si
m < 1.
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Demostracion.

Comencemos recordando que al ser f una funcién generadora de probabilidad
cumple que f(0) =P =0), f(1) =1, f'(1) = E[{] y que, al ser una serie de
potencias con coeficientes positivos, es estrictamente continua y estrictamente

convexa. Mas aun, estas propiedades las cumple cualquier funcién generadora
de probabilidad.

Luego, condicionando al valor de Z,,, usando la ecuacién (1.1]) tenemos que
E[s%1]2,] = (E[s)™ = f(s)".

Por lo que, si denotamos por h, a la funcién generadora de probabilidad de
Zn7
hui(s) = E [s741] = E [f(s)%] = ha(f(5))-

En particular, como Z; < ¢, tenemos que hao(s) = f(f(s)). Més atin, podemos
concluir que h,, en realidad es igual a la n-ésima convolucion de f consigo
misma, por lo que también se cumple la relacion

hni1(s) = f(hn(s)).

También, se tiene que P(Z,, = 0) = h,(0).
Por otro lado, como {Z,, = 0} C {Z,+1 = 0}, se cumple que

n—oo n—oo

g="P (U{Zn = 0}) = lim P(Z, = 0) = lim h,(0),
n=1
y por definicién de h,, tenemos que

lim 1y (0) = £ (lim By 1(0)) = £(g),

n—oo

al ser f es continua. Esto es, ¢ es solucion de la ecuacién

f(s) =s.

Ahora, consideremos la funcion

g(s) = f(s) — s, parase|[0,1].

Supongamos que m < 1. Usando la observacién inicial, tenemos que la

funcién g es tal que g(0) = po > 0, g(1) = 0. Ademas cumple ¢'(s) es estric-
tamente negativa en [0, 1), ya que ¢ estrictamente creciente (por serlo f’) y
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) =m — 1 < 0. Entonces, g es estrictamente decreciente en [0, 1)

ademads ¢'(1
1) = 0, podemos concluir que

y como g(
f(s) > s para s € [0,1).

Esto es, no existe ninguna raiz de la ecuacién f(s) = s en [0, 1), lo que implica
que
q=1.

Ahora consideremos el caso m > 1. De nuevo usando que f'(1) = m,
tenemos que
Jg(1)=m—-1>0.

Entonces, por la continuidad de ¢/, podemos encontrar un sy < 1 tal que para
todo s9 < s < 1 se cumple que ¢'(s) > 0. Asi, del teorema del valor medio,
existe un s; € (sg, 1) tal que

9(1) B 9(30> /
1= s g (s1) ,
y lo que implica que
g(so) <0,

ya que ¢g(1) = 0. Entonces, como g(0) = py > 0y g(so) < 0, por la continuidad
de g existe un sy € (0, sg) tal que

g(s2) =0,

esto es
f(SQ) = So.

Ademas, de la convexidad estricta de f podemos afirmar que s, es la tnica
raiz de dicha ecuacién en (0, 1). Ahora bien, al ser s, punto fijo de f es facil
deducir que también lo es de h,,, ya que

hi(s2) = hn-1(f(s2)) = hn-1(s2).
También tenemos que al ser f,, mondtona creciente
hn(0) < hy(s2) = s2
y por tanto tenemos que

= lim fn(o) < $9,

n—oo

de donde tenemos que ¢ = sq, al ser sy el inico punto fijo de f en (0,1). En
particular se cumple que ¢ < 1. Con esto termina la prueba. O
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El resultado anterior nos dice que, tanto en el caso critico, como en el
subcritico el proceso de BGW muere con probabilidad 1. Mientras que en el
caso supercritico existe probabilidad positiva de que el arbol sobreviva. Co-
mo estamos interesados en el comportamiento a largo plazo de los arboles de
BGW, el caso més interesante para nosotros es el caso supercritico, i.e. m > 1.

A continuacion, presentamos un objeto que serd de mucha ayuda para el
analisis siguiente. Definimos

el cual estd bien definido siempre que m < co. El facil ver que (W,, : n > 0) es
una martingala de media 1, con respecto a la filtracién {F, },>1 generada por
(Z, : n > 0). En efecto, usando la ecuacién (1.1)), gracias a la independencia
vemos que

E[Zn 1| Fn] = mZ,,

de donde se sigue que
EWal =1y E[Win|F] =W,

como se buscaba.

Por otro lado, como (W,, : n > 0) es una martingala no negativa, tenemos
que
W, — Wy, c.s.

n— o0
para alguna variable aleatoria no negativa W.
Del Lema de Fatou, podemos afirmar que
0 < E[W4] < liminf E[W,] =1,
n—oo

sin embargo puede ocurrir que W, = 0 con probabilidad 1, por lo que es
importante saber cuando W, es estrictamente positivo, ya que de ser el caso,
tiene sentido escribir

Zn ~m"We,

para n suficientemente grande. Esto es, cuando n crece, el arbol de BGW se
comporta casi del mismo modo que el arbol m-regular. Sin embargo, esta in-
terpretacion se pierde cuando W, toma el valor cero.

Dado que Z, = 0 implica que W, = 0, se sigue que ¢ < P(W,, = 0),
por lo que es natural preguntarse ;Estas cantidades son iguales?, ;Qué tan
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diferentes son? Cuando m < 1, ¢ = 1 por lo que P(W, = 0) = 1. Asi, el
caso interesante es nuevamente el caso supercritico, es decir cuando m > 1.
El siguiente resultado responde la pregunta anterior, dando una clara relacion
entre la probabilidad de extincién y P(Wy = 0).

Proposicién 1.1. Supongamos que m < co. Entonces P(W,, = 0) es igual a
qgo 1.

Demostracion. Si m < 1, el resultado ya fue discutido anteriormente. Consi-
deremos el caso 1 < m < oo.
Por la propiedad de ramificacién, sabemos

A
Zn+1 = Z Zr(z,k)7
k=1

donde Zr(Lk), k > 1 son copias de Z,, independientes entre si y de Z;. Ahora,
como m < 00, Z; es finito con probabilidad 1, por lo que, dividiendo por m"™
y haciendo n — oo, tenemos que

A
mWe =Y W,
k=1
donde Wéf), k > 1 son copias de W, independientes entre si y de Z;. Asi

A
P(We =0)=P Y W :0)
k=1

PWH =0,k=1,...,2)

d

=B [E [ty )
=E :E [1{Woo:O}] Zl}

=E [P(Ws = 0)7]

= [(P(Ww = 0))

esto es, P(W,, = 0) es raiz de f(s) = s en [0,1], de donde se sigue el
resultado. O

=E ]E[l

dl

Terminamos esta seccion presentando un resultado que nos da una condi-
cién suficiente para encontrar el valor de P(W,, = 0).
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Proposicién 1.2. Si E[¢?] < co y m > 1, entonces
EW,l=1y PW,=0)=q.

Demostracion.
Comencemos probando que sup,,~, E [W?] < oo.

Recordemos a la funcién generadora de probabilidad de Z,, la cual deno-
tamos anteriormente por f,, por lo que

"

fu() = E[Za(Z, - 1)] = E[Z;] — E[Z,].

También, como fu(s) = f(fa-1(s)), tenemos que f;(s) = f'(fa-1(5))fr_1(s).
Por lo tanto

1"

FuD) = F"(fuct W) foo (U2 4/ (Fuer (1)) fo_y (1)
= () fy (1) + F1 (1) £y (1),

ya que f,(1) = 1 para todo n > 1. Luego, como f/ (1) = E[Z,] = m™ para
n > 1 se obtiene que

fu@) = £ @m0 £ mf, (1),
Resolviendo la relacion de recurrencia anterior, encontramos que

L @) ="M m 4 mP),

donde f"(1) = E[¢?] — E[£] es una constante finita por hipdtesis. Entonces

"

E(Z}] = f,(1) +E[Z,) = f/()(m" " + ..+ m*™ ) + m",

por lo que

E[Z2
E[W?] = ng%?] = "(D)m ™+ 4+ m )Y

de donde podemos concluir que sup,,, E[W?] < oo, al ser m > 1.

Ahora, dado que sup,, E[W?] < oo entonces (Z, : n > 0) es uniformemente
integrable, lo cual, sumado a la convergencia c.s. hacia W, implica que
lim E[W,,] = E[W,].
n—oo
Como E[W,] =1 para todo n > 1, entonces E[W] = 1.

Por dltimo, como E[W,] = 1, de la proposicién anterior se sigue que
P(Wy =0) =gq. O
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1.2. Arboles de tamaiio sesgado.

Si bien el teorema anterior nos dio una condicién suficiente para encontrar
el valor de P(W,, = 0), el pedir que ¢ tenga segundo momento finito puede
ser una condicién bastante restrictiva. Para poder debilitar dicha condicién
es necesario introducir el concepto de arboles de BGW de tamano sesgado,
para esto, necesitamos ver a los arboles como elementos aleatorios en un cierto
espacio de probabilidad.

Sea U = {@} U (Up2(N*)¥), donde N* = {1,2,...}. Un elemento distinto
de @ en U es de la forma u =iy --- 1, para algin n > 1, donde i, € N* para
todo k=1,...n.

Definicién 1.2. Si u,v € U, denotamos por uv el elemento concatenado,
donde Gu = ug = u.

Definicién 1.3. Un arbol T' es un subconjunto de U que cumple las siguientes
propiedades:

1. oel.
2. Si uj pertenece a T para algin j € N*, entonces u € T'.

3. Siu €T, entonces uj € T siy solosil<j< N,(T), para algun entero
no negativo N, (7).

En otras palabras, si u € T, entonces u es un vértice del arbol, el cual tiene
N, (T') descendientes (y denotamos N = Ny). Los vértices de T" estan etique-
tados por su linea genealdgica, si v = uy - --u, € T', entonces u pertenece a la
n-ésima generacion, es el u,-ésimo descendiente del vértice uy - --u,_1, que a
su vez es el u,_1-ésimo descendiente de u; - - - u,_o, y asi sucesivamente hasta
llegar al ancestro comiin o raiz @. Denotamos por |u| a la generacién en la que
vive u, por lo que |u| =n si u = uy -+ - uy,.

Sea T el conjunto de todos los arboles. Ahora lo dotaremos de una o-
algebra. Para cada u € U, sea T, = {T € T : u € T}, el espacio de los arboles
que contienen a u como vértice. (en particular, Ty = T). Asi, la o-dlgebra que
buscamos para T, esta dada por

F=0{Tu,ucl}.
Ademds vamos a considerar

Fo=0{Ty:uel,|u] <n}.
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Se cumple que (F, : n > 1) es una filtracion en (7, F) ya que
(Towel ul <n} C{To:uelh,ful <n+1)

y por tanto F,, C F,i1. Ademads, por construccion se tiene que F es la minima
o-algebra que contiene a todos los F,,.

Para cada v e U y T € 7T, definimos el conjunto
T, (T)={veld:uveT}

Es facil ver que dicho conjunto es un arbol, por lo que el mapeo T, : T, — T
estd bien definido para cada u € U. En particular, si u = @ entonces T = Ty
es la funcién identidad en el espacio de los arboles.

Para cualquier darbol T' € T, sea Z,(T) el nimero de individuos en la n-
ésima generacion del arbol. Afirmamos que Z,, es una variable aleatoria que
toma valores en N.

A continuacién presentamos el teorema que nos asegura la existencia de
una medida en el espacio de los arboles, tal que se cumplen las propiedades
que buscamos.

Teorema 1.2 (Neveu). Para toda P = (pg : k > 0) medida de probabilidad
en N ezxiste una unica medida de probabilidad P sobre el espacio (T,F) de
arboles, que dota a la variable N la ley P, y para la cual, condicionada al
evento {N = j}, las variables aleatorias con valores en T, T;;1 < i < j, que
corresponden a los sub-arboles con raiz en los individuos de la primera gene-
racion, son independientes e idénticamente distribuidas bajo P, con la misma
distribucion que T.

Mas generalmente, para toda n € N*, condicionadas a F,, las variables
aleatorias {T, : |u| = n}, son independientes y siguen la misma ley P, lo que
significa que para cualesquiera funciones medibles positivas f, : T — Ryu € U

ul=n lul=n

Por otro lado, la sucesion de variables aleatoria (Z, : n > 0) definida sobre
(T, F,P) forma un proceso de BGW, con ley de reproduccion P y estado inicial
Zy = 1.
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La prueba se puede encontrar en [7].

Tomemos una probabilidad (py, & > 0) y definamos m = >~ ; kpy. El Teo-
rema nos asegura la existencia de una medida de probabilidad P en (7, F)
bajo la cual (Z,, : n > 1) es un proceso de BGW con ley de reproduccién dada
por (pg, k > 0).

Al igual que en la seccién anterior definimos W,, = %, para n > 1. Por
otro lado, para cadan =1,2,... y A € F,, definimos

P(A) = /A W, dP.

Dado que (W, : n > 0) es una martingala de media 1, se sigue que P es una
medida de probabilidad en (7, F). Ademds, notemos que

o~

P(Zn > 0) = E[lz,-0W,] = E[W,] = 1,

por lo tanto, HS(Z,L > 0,n > 1) = 1. En otras palabras, bajo @, la probabilidad

de extincion del arbol de BGW T es cero. El arbol de BGW T bajo P se conoce
como el arbol de BGW de tamano sesgado.

Sea N = N el nimero de descendientes de la raiz. Sean Tq,Ts,...,Tn los
sub-arboles que tienen como raiz a los individuos en la primera generacion.

Proposicion 1.3. Para k > 1, Ay, ..., Ay € F, se cumple que

P(N =k, Ty € Ay,... Ty € Ay)

Demostracion.
Primero, consideremos que Ay, ..., Ay € F,, para algiin n > 1. Entonces

R Z,
P(N =k T €Ay, ....,Ty € Ay) =E [ﬁl{Nk,TleAl TreAL} | -

-----

Por la propiedad de ramificacién, tenemos que, cuando N = k,

k
Zy=Y_ ZY 0T,

j=1
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donde ZY, j =1,2,...,k son copias independientes de Z, 1, tal que Z\, o

n—1 n—1
T; denota el nimero de individuos en la generacién n — 1 del sub-arbol T}.

Sustituyendo en la expresién anterior vemos que

k
P 1
P(N =k,T; € Ay,... Ty € A) = — S E(ZY) 0 T) 1 n—kmieas,.. Trean)]
j=1
1 k
— W ]E[(Z J)l oT, )1{'11‘16A1 77777 TkEAk}|N = k;]]P’(N k.)
j=1
P . ;
= m—k; ZE[(Zr(L‘]Jl (¢] Tj>1{T1€A1 ..... TkEAk}|N — k]
j=1

Ya que P(N = k) = pg. Luego, del Teorema , tenemos que para cada
j=1,.k,

E[(ZY) o T)lnieay,..teean) = ElZn-11imeany] [[P(T € A))
i#]
=m"'P(4;) [ P(A)
i#]
ya que dado N = k, Ty, ..., T} son independientes e idénticamente distribuidos,

con la misma distribucién que T.
Entonces, sustituyendo la expresion anterior obtenemos lo buscado

k
~ B B p 1
P(N =k Ty € Ay, ..., Tp € Ay) = HEZ -)HIP(A
J=1 i#]
Ahora probemos el caso general, lo cual haremos de forma iterativa. Tome-
mos k > 1y A,, ..., Ay tal que pertenecen a F, para algin n. Consideremos la
siguiente coleccion

Ay ={A; € F: Ay, ..., Ay cumplen la ecuacién (|1.2)}

De lo probado anteriormente y del hecho que (F,, : n > 1) es una filtracion,
tenemos que
Fm C Ay, para todo m > 1.

En efecto, si tomamos A; € F,,, siempre se cumple que Ay, A,, ..., Ay pertene-
cen todos a Fpy, v se puede aplicar el caso ya probado. No es dificil ver A;
es una o-algebra, lo que implicara que

F C Ay,



16 CAPITULO 1. ARBOLES DE BIENAYME-GALTON-WATSON

al ser F la o-algebra generada por toda la filtracién.
Por ejemplo, probemos que si A € A; entonces A° € A;. Primero notemos
que
P(N =k T, € A%, ..., Ty € A) =PB(N =k, T, €T, ..., Ty € A)
—PB(N =k, T; € A,... Ty € Ayp),

y como A,T € Aj;, entonces

P(N =k, Ty € A%, ..., Ty, € Ay) :mié Z:: ( B) [[e(B:) - B(Cy) HIP(@))

i#] i#]

donde By =7T,C; = Ay B, = C; = A; para i # 1. Desarrollando la expresion
anterior obtenemos que A° cumple la ecuacién ((1.2) y por tanto pertenece a
Aj.

Entonces, podemos concluir que
F C Al,

y por tanto si tomamos k > 1, A; € Fy As, ..., Ay € F,, para algin n, entonces
se cumple el resultado.

Ahora, sea k > 1, A; € Fy As, ..., A, € F, para algin n. Consideremos la
coleccién

Ay = {Ay € F: Ay, A, ..., Ay cumplen la ecuacién }
de forma analoga con A;, se cumple que
Fm C Ay, para todo m > 1.
y de igual forma se cumple que
F C As.

Repitiendo este procedimiento iterativamente se obtiene el resultado buscado.

]

De la expresién anterior podemos deducir dos cosas principalmente. La
primera es que, bajo PP, la variable aleatoria N tiene una distribucién sesgada,

dada por

~ k
P(N = k) :ﬂ, para k > 1.
m
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En la segunda, vemos que de los individuos en la primera generacién, uno es
elegido al azar de manera uniforme, tal que el sub-arbol que crece de dicho
vértice es un arbol de tamano sesgado, mientras que los otros sub-arboles son
arboles de BGW usuales, independientes entre si. Una consecuencia directa es
que obtenemos una descomposicion del arbol de BGW de tamano sesgado en
una espina infinita y en copias independientes del arbol de BGW usual. La
raiz & = wuyg, tiene descendientes de acuerdo a la distribucion sesgada. Entre
los hijos de la raiz, un individuo se elije al azar, de forma uniforme, como uq,
el elemento de la espina en la primera generacion. En los individuos no elegi-
dos inician sub-arboles de BGW independientes, mientras que u; tiene hijos
de acuerdo a la distribucion sesgada. Este procedimiento se repite de forma
infinita, lo que nos da la descomposicién mencionada anteriormente.

Por ultimo, veamos que existe una relacion entre el arbol de BGW de
tamano sesgado y el proceso de BGW con inmigracién, la cual nos serd de gran
ayuda para lo que sigue. Recordemos que un proceso de BGW con inmigracién
que inicia con cero individuos esta caracterizado por una ley de reproduccién
y una ley de inmigracién. Durante la generacién n, cada uno de los individuos
presentes tienen descendencia de forma independiente de acuerdo a una ley
de reproduccion fija, mientras que de forma independiente, llega una cierta
cantidad de individuos que se incorpora a la poblacién.

Si E, representa el nimero de individuos en la generaciéon n, podemos
describir la dinamica de la poblaciéon mediante la relacién de recurrencia:

Eop1 ="+ 460 + Y1, Eo=0, (1.3)

donde {Y},}>1 es una sucesién de v.a.i.i.d. que representan los individuos que
llegan a la poblacién, y {5,&”) ck=1,2,..;n=0,1,2,...} es la coleccién de v.a.
idénticamente distribuidas, independientes entre si y de la sucesién {Y, },>1,
que representan a la dindmica de reproducciéon que ocurre por parte de cada
individuo.

Entonces, podemos describir al drbol de tamano sesgado de la siguiente
forma, bajo P el proceso (Z,—1,n > 0) es un proceso de BGW con inmigracién,
donde la ley de inmigracion esta dada por la ley de NV —1, donde @(N =k)=
%, para k > 1.

Mas aun, sustituyendo en la relaciéon anterior, tenemos que
Ly = fgn) +.F f(zz)_l + Npy1,

donde { N, },>1 son copias independientes de N. Esta relacién concuerda con la
explicacién dada anteriormente. De los Z,, individuos en la generacion n, uno
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de ellos (elegido al azar) genera descendientes segun la distribucién sesgada,
mientras que los restantes siguen la ley de reproduccién usual.

1.3. EIl Teorema de Kesten—Stigum.

A continuacién, presentamos el Teorema de Kesten-Stigum, el cual nos da
una condiciones necesarias y suficientes para determinar el valor de P(W,, =
0), que son menos restrictivas que la condicién de segundo momento E[¢?] < oo
de la Proposicién[1.2} En lo siguiente vamos a denotar log™ (z) = log(max{1, z}).

Teorema 1.3 (Kesten-Stigum). Supongamos que 1 < m < co. Entonces
EW,] =1 <= P(W, =0) =q <= E[¢log"(¢)] < .

Para probar el Teorema de Kesten-Stigum haremos uso de la representacion
del arbol de tamano sesgado por medio de un proceso de BGW con inmigracién
como en la seccién anterior. Por esta razon primero probaremos el Teorema de
Seneta, el cual es un resultado importante para nuestro propésito.

Teorema 1.4 (Seneta). Sea (E,, : n > 1) un proceso de BGW con inmigracion
{Y.}n>1 v ley de reproduccion . Sea m = E[£] tal que 1 < m < co. Entonces:

1. Si E[log™(Y1)] < oo, entonces lim,,_,o 22 eziste y es finito, P-c.s.

En _

mn

2. Si Ellog™ (Y1)] = oo,entonces limsup,, .. oo, P-c.s.
Demostracion.
Recordemos que el proceso (E, : n > 1) cumple la relacién de recurrencia
dada por la ecuacion ([1.3)).
Primero, supongamos que Eflog™(Y})] = co. Entonces, usando la Proposi-

cién tenemos que
log(Yy)

limsup ———= = o0
n—oo n

Ahora, sabemos que Y,, < E,,, por lo que también
log(En)

lim sup = 00
n—00 n

y se cumple que para todo ¢ > 0

log(E,)/n > ¢, infinitas veces, P-c.s.
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Entonces, para todo ¢ > 0, se cumple que

E,

— > ¢, infinitas veces, P-c.s.
mr

Asi, se sigue que limsup,, , % = o0, P-c.s.

Ahora tomemos que E[log™ (Y;)] < co. Primero veamos que

i LZ < 00, P-c.s.

m
n=1

Como E[log™ (Y})] < oo, de la Proposicién se cumple que

logt (Y,
08" (Yn)

n—oo n

=0.

Luego, tomemos 0 < € < log(m). Asi, para casi todo w, existe N = N(w) tal
que para todo n > N

log™ (Y,
OSOg(n)<€’
n

esto es
Y, < (e9)".

Por otro lado, como 0 < € < log(m), entonces 0 < i_; < 1y por tanto

ya que para n > N

Entonces, se cumple que

2|

[o¢]
n=1
como buscabamos.

Ahora, sea G la o-dlgebra generada por la sucesién {Y,,},>1, v sea H,, =
o(Ey, ..., E,). Luego

E[Eni1[Hn, G] = mEn + Yoia,
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entonces
E[En+1|Hn7 g] 2 mEn

de donde se sigue que (% in > 0) condicionado a G es una sub-martingala.
También se tiene que para n > 1

]E[EnJrl‘g] = mE[En’g] + Yn+17

por lo que
E, Y}
E| gl =S £
le] =
ya que Ey =Y.
En particular, bajo el conjunto A = {377, X2 < oo},

E,
sup E {—‘Q} < 00
n>1 m"
y como P(A) = 1, se sigue que lim,, % existe P-c.s., al ser una submartin-
gala no negativa acotada en Lq, lo que prueba lo buscado. O

Para proceder a la prueba del Teorema de Kesten-Stigum, recordemos que
bajo P, (Z, — 1,> 1) es un proceso de BGW con inmigracién, donde la in-
migracion sigue la ley de N — 1 y la reproduccién sigue la ley de . También
haremos uso del Lema mostrado en el Apéndice, tomando W,, = &,, y
Wy =E&.

Prueba del Teorema de Kesten-Stigum.
Primero, observemos que

log kg E EEE log™ (&),

De donde podemos afirmar que
Ellog" (N)] < 0o <= E[¢log"(¢)] < oo.

Ahora, supongamos que E[¢log™ (£)] < oo. Entonces, de la observacién
inicial tenemos que R
Bllog™ (V)] < o0,

y por lo tanto, también R
Efllog™ (N —1)] < oo
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Del Teorema de Seneta

Ly —
lim

existe y es finito P-c.s.,
n—oo MM

por lo que W,, = 572 también converge a un limite finito W, P-cs.

Del Lema [A.2]

Ahora, si E[¢log" £] = oo, entonces
Ellog™ N] = 0o
y del Teorema de Seneta

Z. PR
limsup — es infinito P-c.s..
n—oo M"

Del Lema se sigue que

entonces

P(Wa = 0) = 1,

al ser una v.a. no negativa. Esto prueba el resultado.
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Capitulo 2

La caminata aleatoria
ramificante

En este capitulo vamos a introducir al objeto principal de este trabajo, la
caminata aleatoria ramificante (CAR) y su respectiva martingala aditiva. El
resultado principal de este capitulo es el Teorema de convergencia de martin-
galas de Biggins, el cual es una generalizacién del Teorema de Kesten-Stigum,
en el contexto de la CAR. Para probar dicho teorema haremos uso de un
cambio de medida, el cual se deriva de la martingala aditiva, asi como de la
descomposicion de la espina de la CAR.

2.1. La caminata aleatoria ramificante y la mar-
tingala aditiva

De manera intuitiva, la caminata aleatoria ramificante es una generaliza-
ci6n del proceso de Bienaymé-Galton-Watson (BGW), en el sentido de que no
solo describe la dinamica de una poblacion dada, sino que también considera
la posicién de cada uno de los individuos en el espacio.

Recordemos que un proceso de BGW esta caracterizado por una ley de re-
produccién. En la CAR ademaés de dicha ley de reproduccion, vamos a anadir
una componente espacial la cual vamos a representar por una variable aleato-
ria. Esto es, si denotamos por £ el nimero de descendientes de un individuo
arbitrario, les podemos asignar posiciones (j, ..., (¢ a cada uno de ellos. Dichas
posiciones se eligen con respecto a la posicion de su ancestro directo. Podemos
pensar a la coleccién de variables aleatorias {(i, ..., (¢} como el soporte de la

23
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medida atémica aleatoria o proceso puntual

£
i=1

Este objeto caracteriza por completo a la caminata aleatoria ramificante, ya
que combina la componente reproductiva con la componente espacial de la
poblacién.

De aqui en adelante vamos a considerar que el espacio donde viven los indi-
viduos es la recta real, por lo que las posiciones (i, ..., (¢ son variables aleatorias
independientes real valuadas, mientras que la medida aleatoria Z definida an-

teriormente es una medida sobre los conjuntos de Borel en R, denotados por
B(R).

Definicién 2.1. Definimos la siguiente operacion, para funciones f : R — R
tales que el lado derecho esté bien definido:

3

(f,2) =) f(G).

=1

Para cada individuo u, vamos a denotar por V' (u) su posicién con respecto
al origen. Entonces se cumple

V) => G,

v=u

donde v < u indica todos los ancestros v del individuo wu, incluido el mismo u.
De igual forma, v < v indica todos los ancestros v de u, pero sin incluir a .

La caminata aleatoria ramificante se puede entender como sigue: comenza-
mos con un ancestro comun situado en el origen de la recta real. Dicho ancestro
genera descendientes de acuerdo al proceso puntual Z descrito anteriormente.
Cada uno de estos individuos conforman la primera generaciéon y cada uno de
ellos generan nuevos individuos cuyas posiciones son determinadas de acuerdo
al mismo proceso puntual Z considerando la posicién de su ancestro directo, y
asi sucesivamente. Como en el caso del proceso de BGW, suponemos que cada
individuo se reproduce de forma independiente a los demas.
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Poblacion

Posicién

76543210123 40656867

Generacién

Figura 2.1: Realizacién de una CAR.

Para formalizar lo enunciado anteriormente, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.2. Representamos a la caminata aleatoria ramificante por medio
de la siguiente coleccién de medidas atémicas aleatorias (Z,(-) : n > 0) dadas
por

Zn
Z(4) = Y8, (A),
=1

donde Z, = Z,(R) no es mas que el nimero de individuos en la n-ésima
generacion y u&n), e u(Znn) son dichos individuos. Por simplicidad, supondremos

que iniciamos con un solo individuo situado en el origen, por lo que Zy = dy.

Observacion. Al igual que en el proceso de BGW, tenemos una relacion del
proceso entre dos generaciones consecutivas. Dicha dependencia distribucional
entre generaciones esta dada por la siguiente relacion

Zn
Zon(A) =D 2 (A - V),
=1

donde Z-(n), 1 = 1,2,...,7,, son copias independientes de Z, V(ugn)) para

1
1=1,..., 72, denotan las posiciones de los individuos en la n-ésima generacion,

yA—xz={yeR:y+xe A}
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Notemos que al tomar A = R en la igualdad anterior, tenemos que el pro-
ceso definido por Z,, = Z,(R) tiene el mismo comportamiento descrito en la
ecuacién (1.1). En otras palabras, el proceso (Z, : n > 0) que denota la can-
tidad de individuos en cada de generacién de la CAR es un proceso de BGW.
De acuerdo a lo estudiado en el capitulo anterior, el comportamiento a largo
plazo de la CAR esta relacionado con el valor de m = E[{]. En particular, la
probabilidad de extincion o supervivencia de la CAR es la misma que la del
proceso de BGW asociado.

Al igual que en el capitulo anterior, y como en muchos otros casos en
la teoria de probabilidad para estudiar el comportamiento a largo plazo es
necesario encontrar una martingala adecuada. A continuacion procedemos a
deducirla. Primero, sea

m(f) =E[(e™® 2)]=E

§
ZeeCk] , 0 eR.
k=1

Notemos que el lado derecho puede ser infinito, y que m(0) = m.

Definicién 2.3. Para cada 6§ € R tal que m(0) < oo, definimos al proceso
(W,o(0) : n > 0) como

2 SN et )

= m)"

donde u,(Cn), para k = 1,...Z,, denotan a los individuos en la n-ésima generacion.

Podemos observar que al tomar 6 = 0, el proceso definido anteriormente se
reduce a la martingala estudiada en el capitulo anterior.

Proposicién 2.1. El proceso (W, (0) : n > 0) es una P-martingala.

Demostracion. SeaH, = o <{V (u,gm)) k=1,2,....Z,,m< n}), la o-4lge-
bra que contiene la informacion de las primeras n generaciones en la CAR.
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Ahora notemos que

E[(e~", Zuon) o] = E |3 e, 20 - vw%»'m]

Lk=1

"

I
&=

Z<€_e('+w“<km))7 2™
L k=1

Al tomar esperanza a ambos lados, obtenemos que
E[(e™", Zu1)] = E[{e™, Za)]m(0),

de donde se sigue

Entonces, se cumple
E[[W,(0)]] = E[W,L(0)] = 1 y E[W,11(0)|F.] = Wa(0),

lo que prueba el resultado.
O

Al proceso (W, (6) : n > 0) lo conocemos como la martingala aditiva. Al
igual que en el capitulo anterior, al ser (W, (0) : n > 0) una martingala no
negativa tenemos que

WL(0) — Wi (0), P-c.s.

n—oo

para alguna variable aleatoria no negativa W (0), la cual cumple que
E[W.(0)] < 1.

Mas adelante veremos que existe una relacion entre dicha variable limite y
la probabilidad de extincion de la CAR, gracias al Teorema de Biggins.
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2.2. La espina de la CAR

A continuacion, vamos a introducir elementos que nos seran de gran ayuda
para probar el Teorema de convergencia de martingalas de Biggins, el cual es
el resultado principal de este capitulo.

Sea U = {@} U (U3 (N*)¥), donde N* = {1,2, ...}. como en la seccién 1.2.
Un elemento u de U distinto de & se escribe de la forma u = u; - - - u,,, donde
uy, ..., u, € N* para algin n > 1, y decimos que |u| = n.

Ademéds, consideremos U = {(u,V(u)) : x € U,V : U — R}, donde V(u)
es la posicion del vértice u como se definié6 anteriormente. También, vamos
a introducir T* el espacio de arboles marcados, que consiste en todos los
subconjuntos de U tales que, el conjunto

T={uel: (u,V(u)eT}

forma un arbol en el sentido de la Definicién [I.3] Recordemos que, dados dos
vértices u,v € T', decimos que

u=<v < v=uw,par algin w € U,w # I,

en otras palabras, u < v indica que v es descendiente de wu.

Ahora dotaremos a 7* de una o-algebra, de forma anédloga a lo hecho en
la seccion 1.2.

Para cada u € U, sea T = {T* € T* : (u,V(u)) € T*}, el espacio de
los arboles marcados que contienen a u como vértice. Asi, la o-algebra que
buscamos para T, esta dada por

F=oc{T ,uecl}.
Ademas vamos a considerar
Fo=0{T ,uecl,|u <n}.
Se cumple que (F, : n > 1) es una filtracién en (7, F) ya que
{Truel,|lul <n} C{T ,uel,|u <n+1}

y por tanto F,, C F,+1. Ademas, por construccion se tiene que F es la minima
o-algebra que contiene a todos los F,,.

Cada arbol marcado T* € T™ es la realizacién de una poblacién. En parti-
cular, contiene toda la informacion referente a los individuos que la conforman
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y cuales son sus posiciones. Por lo tanto, tiene sentido reescribir a la coleccion
de medidas (Z, : n > 0) considerada en la seccién anterior, como sigue

ZH(A’T*) = Z 1{u€T}5V(u)<A)7 n>1

lu|=n

para A € B(R) .

De acuerdo a Neveu en [7], es posible generalizar el Teorema en el
contexto de arboles marcados descrito anteriormente y podemos enunciar el
siguiente Teorema.

Teorema 2.1. Dada una probabilidad P = (py : k > 0) sobre N, y una distri-
bucion ¢ en R, eziste una medida de probabilidad P sobre el espacio (T*,F)
de drboles marcados, tal que los individuos tienen descendientes segun la ley
P, los cuales se posicionan en R de acuerdo a la ley C.

Por lo tanto el proceso de medidas (Z, : n > 0) se comporta del mismo
modo al descrito en la seccién anterior.

Entonces, tenemos que el proceso (Z, : n > 0) dado por Z, = Z,(R) es
de nuevo un proceso de BGW, donde el mecanismo de reproduccién £ toma la
forma

§T7) = #{ueT: |ul =1},

y tenemos la funcién m(#) de igual forma que en el capitulo anterior,

m(0) = E Z e~V

Jul=1

De la misma manera podemos reescribir a la martingala aditiva (W,,(0) :
n > 0) como sigue

e—GV(u)
W (0)(T™) = Z Wl{ueT}-

|ul=n

De aqui en adelante obviaremos la dependencia en T* y el término 1.7}, a
menos de que sea necesario.
Luego, para cada u € T con |u| = n para algin n > 0, definimos

ZW = 3" 4,

|z|=n+1
u<x
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donde ¢, = V(z) — V(u), el desplazamiento de = con respecto de u. Se sigue
que bajo P, Z™ es igual en distribucién a Z = Z;.

El resultado de Neveu nos garantiza que bajo IP, los objetos antes mencionados
se comportan del mismo modo que en la seccién anterior.

Ahora, consideremos a la martingala aditiva (W, (0) : n > 0) y para cada
n=12 ..y A€ F,, definimos la medida P= IP’g como sigue

:[ﬁnwmp

Dado que (W,(6) : n > 0) es una martingala de media 1, se sigue que P es
una medida de probabilidad en (7%, F).

A la CAR bajo la medida P se le conoce como la caminata aleatoria ra-
mificante de tamano sesgado. Describamos la dinamica de la CAR de tamano
sesgado. El proceso inicia con un individuo posicionado en el origen, a dicho
individuo lo etiquetamos como wy. Después, suponiendo que ya contamos con
un individuo etiquetado w,, en la n-ésima generacién, el proceso para obtener
el siguiente individuo etiquetado w,; es el siguiente:

» relativo a su posicién espacial, el individuo etiquetado, w,, tiene descen-
dientes de acuerdo al proceso puntual Z = Z;,

= los individuos no etiquetados generan descendientes de forma indepen-
diente, de acuerdo a un proceso puntual Z*, donde la distribucién de Z*
bajo P es la misma que la de Z bajo P. Esto mismo se cumple para to-
dos los descendientes subsecuentes. En otras palabras, los individuos no
etiquetados actiian como ancestros iniciales para CAR independientes,

= dado &, el nimero de hijos del individuo etiquetado y sus posiciones
{V(w),...,V(ug)}, uno de estos hijos es elegido y etiquetado w,, 11, donde
cada hijo u tiene probabilidad de ser elegido proporcional a e~V (®).

Notemos que N
P(Zy = 0) = E[l{z,-yWa(6)] = 0,

en otras palabras, la CAR de tamano sesgado nunca se extingue. Por lo tanto,
obtenemos una sucesién infinita (wy,),>o de individuos tales que w,, es padre
de wy41. A esta sucesion la conocemos como la espina de la CAR.

Por construccién, tenemos que bajo P, la coleccién de medidas aleatorias
atémicas (Z (wn) + > 0) son independientes e idénticamente distribuidas, ya
que cada uno de los elementos de la espina (w,),>o siguen el mismo método
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(e*9'72(wn)>
m(0)

independientes e idénticamente distribuidas. Mds aun, son copias de W;(0) ya
que

de reproduccion. Asi, podemos concluir que ( ‘n > O) también son

1 (e? Z(wO))
Wi () = — v — = = T
0= 2 (o)
Por dltimo, notemos que el proceso (V(w,) : n > 0) es una caminata

aleatoria bajo IP, ya que las variables aleatorias V' (w,,) — V (w,_1) son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas por construcciéon. Mas atn, tenemos que
para cada u con |u| = n,

e—OV(u)

P(w, = u|F,) = Wa

lyl=n
en particular
~ o0V () e~V (w)
P(w, = u|Fy) = S e VW) - m(0)W1(0)’

ly|=1

por lo que

&)

[V(wl)] 1{w1=uk}v(uk)

|
&
]~

I
&

3

¢ o—0V (ur)
2 (“’“)m<e>wl<e>]
£ o= 0V (ug)

MOLAG Wl(e)]

I
&
<

Entonces E[V (w)] < oo, siempre que exista un 6 € R tal que

3
m'(0) = —E Z V (uy,)e 0 ()
k=1
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sea finito.

2.3. El Teorema de Biggins

Ahora, procedemos a probar el Teorema de convergencia de martingalas de
Biggins, el cual es una generalizacion del Teorema de Kesten-Stigum [1.3]

Primero vamos a considerar la siguiente proposicion, la cual generaliza la
Proposicién vista en el Capitulo 1, al contexto de la CAR y la martingala
aditiva.

Proposicién 2.2. Considere la martingala aditiva (W,,(0) : n > 0) y sea W (0) =

limy, 00 Wi(0). Suponga que 1 < m < oo y sea q la probabilidad de extincion
del proceso de BGW subyacente. Entonces P(Wn,(0) = 0) es igual a 1 o q.

Demostracion. Sea f la funcién generadora de probabilidad de &, i.e. f(s) =
[E[s¢]. Notemos que

- 0 6—0\/(33)
TL+1( ) - W
|z|=n+1
=2 Y o
|u|=1 |z|= n+1
u<x
Z e~V (u e~ 0(V(z)=V(u))
Ju|=1 ) |z|=n+1 m<8)n
u=<zw
—OV
= > o ),
ul=1
donde —0(V(2)=V(u))
W () = c
|.’E|=-:L+1

son copias independientes de W, () para cada u con |u| = 1, al hacer referen-
cia a sub-arboles independientes, que tienen como raiz a los individuos en la
primera generacion.

Ahora, procedemos de forma andloga a la demostracién de la Proposi-
cién [L.1] Como E[¢] < oo, entonces £ < oo c.s. y como & = #{u : |u| = 1}, al
hacer n — co encontramos que
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donde W& son copias independientes de W, (). Luego,
P(Wao(6) = 0) = P(WL(0) = 0,V u: Ju] = 1) = E [P(We(6) = 0)°] ,

de donde podemos concluir que P(W,(6) = 0) es solucién de s = f(s) en
(0,1], de donde se sigue el resultado al usar el Teorema [1.1]
[

Teorema 2.2. Supongamos que m > 1 y que existe 0 € R tal que m(0) < oo

Y
ZV 79\/ uk]

existe y es finito. Entonces las siguientes son equivalentes:

1. P(Wy(0) =0) =
2. EW,(0)] =1
3. E[W1(0)log™ (W1(0))] < oo y log(m(0)) > 0m’(0)/m(0).
donde q es la probabilidad de extincion del proceso de BGW subyacente.
Demostracidn. Primero, de la Proposicién 2.2] se cumple que
P(W,(0) =0)=q < P(W(0) =0) <1,

por lo que en lo siguiente, para probar la condicién (1) del Teorema conside-
raremos la desigualdad del lado derecho.

Notemos que al ser (V(w,) : n > 0) una caminata aleatoria bajo P,

ACORN ) —Zfe&; Bcs.
y por tanto
-0V (wy,) —nn log(m(#)) n_m\ f(6) = 9”7;/((90)) — log(m(8)), @—c.s.

Supongamos que se cumple (3). Como log(m(#)) > 0m/(6)/m(0), entonces
f(#) < 0. Luego, tomando ¢ > 0, tal que f(f) + € < 0, P-c.s., existe un
N; = Ny(w) tal que para todo n > Ny

—0V (w,) — nlog(m(0)) < n(f(f)+¢) <0,
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en particular

exp (—0V (w,) — nlog(m(0))) < (eV@+)n,
Por otro lado, como

Eflog™ W1(6)] = E[W; () log* (W1 (6))] < oo,

entonces, tomando (W7 ,,(6) : n > 0) copias independientes de W;(6) bajo P,
de la Proposicién tenemos que

_l’_
Hm log Wl,n (0)

n—oo n

=0, P-css.

En particular, para todo € > 0, tenemos que P-c.s. existe un Ny = Ny(w) tal

que para todo n > N,
Win(0) <e".

Combinando ambos resultados, podemos concluir que existen ci,c2 < 0 tales
que, P-c.s., a partir de un k suficientemente grande se cumple que

efOV(wk)fklogm(G)Wl’k(e) < ekcl’ y efOV(wk)fklogm(H) < ekCQ’

y por tanto
Z G—GV(wk)—klogm(G)WLk(g) — Z e~ 0V (wi)—klogm(0) - P-c.s. (2.1)
k=0 k=0

Ahora, descomponiendo W,,(0) en las distintas lineas genealdgicas genera-
das a partir de los individuos en la espina (w,,),>0, tenemos que

-0V (y)
(&
lyl=n
fGV (wn) 79V
Y S
ly|=n
#wn
79V (wn) 79V
3D O
k=0 [a|=k—+1 |y|=
WE =T :v<y
TFWE41
V) e ngzl efev w) o0V @)=V () 5 o—0(V 1)~V (@)
B m(6 m(6) m(f)n—k-1 7
=0 jal—h+1 lyl=n
WE =T <y

TFWE 1
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donde la tercera igualdad se obtiene al considerar los hijos de wy que no son
Wgt1, ¥V luego contar a los descendientes en la n-ésima generacién de cada
uno de esos hijos. Luego, tomemos G = O’(Z(w") :n > 0), la o-dlgebra que
contiene toda la informacién de w,,, V (w,) y los hijos de w,. Tenemos que por
construccién, para cada x tal que wy < x, con x # w1, dado G, el sub-arbol
que inicia tomando a x como raiz no contiene elementos de la espina, por lo
que bajo P, condicionado a G,

OV @)~V (@)

ZW

ly|=n
<y

tiene la misma distribucién que W,,_x_1(6) bajo P. Por lo tanto

Asi, tenemos que

e—OV(wn) Nl —6V(wy)

EW.0)16] = 55

+
Q
3
=
HM
)
=

k=0 |z|=k+1
W <T
TAWE L1
e—OV(wn) Nl 6V (wy) Z e—0(V(z) V(wk)) nl =0V (weia)
= —+ _
n k k—i—l
ZOR = RTOMN NI ~
Wi <T

=0V (wn) n—1 __gv(wy)

BEI0OR +}; Ok x;k:ﬂ m@) < m(e)F

L eV ) (o=0 Zlw)y L emOV(wn)
m(0)t  m(0) = m(0)*

—9 w n—1
_ N7 0V (w)—klogm(0) (< Z( k) ) Ze OV (i)~ log m(6)
=1

k=0

n

3 =
= O

<679»72(1uk)>
m(0)

k> 0) son copias independientes de W, (6) bajo ]IAD,
de la ecuacion (2.1]) tenemos que

Ahora, como <

lim E[W,(0)|G] < 00,  P-cs.

n—o0
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Por tanto, del Lema de Fatou,

E [h'm inf Wn(e)‘g] < liminf E [W,,(0)|G] < o,
n—o0 n—oo
en particular, R
lim inf W,,(0) < oo, P-c.s. (2.2)
n—oo

—W:(G).n > 1) bajo la convencién de que

Ahora consideremos la sucesién (

-~

1 = 0si W, (0) = 0. Veamos que es una P-supermartingala. En efecto, sean

Wn(0)
m<ny A€ F,. Dela definiciéon de P y del hecho de que W,,(8) = 0 implica

que W,+1(0) = 0, tenemos que

)

N 1 N
E {an)u} — P(A, W(8) > 0) < P(A, W, (6) > 0) = B [

lo que implica que
7 {; ot
Wa(0) Wi (0)
como se buscaba. Ahora bien, al ser una supermartingala no negativa, converge
m> es0siW, =0

para algiin n > 0, mientras que, si W, () > 0 para todo n > 1, tenemos que

) -

P-c.s. a un limite. De forma trivial, dicho limite de

1 1
lim ———— = limsup

1
n—oo W, (0) nsoo. Win(0) — liminf, o W,(6)’

por lo tanto, usando la ecuacién (2.2)), podemos afirmar que

lim

n—00 Wn(e)

> 0,

cuando W, (0) > 0 para todo n > 1, y bajo este caso tenemos que

1 1
0< I = lim inf =
oo W, (0) e W,(0) limsup,_,. W,(0)
lo que implica que
lim sup W,,(0) < oc.

n—0o0

Entonces, podemos concluir que

lim sup W, (6) < oo, P-c.s.

n—oo
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Asi, del lema [A.2]

Y por tanto
P(W.(0) =0) < 1.

Hasta aqui hemos probado las implicaciones (3) — (2) = (1) del
Teorema.

Ahora, supongamos que no se cumple la condicién (3). Primero, si log(m(6)) <
Om'(6)/m(8), entonces f(6) > 0 y usando la observacién inicial, tenemos que
para € > 0 tal que f(0) — e > 0, P-c.s. existe un N = N(w) tal que para todo
n>N

—0V (wy,) —nlog(m(0)) > n(f(#) —e) >0

En particular
exp (—0V (w,) — nlog(m(6))) > (eV =),

y por tanto
lim e~V (wn)—nlog(m(0))
n—oo

Luego, si log(m(#)) = 6m/(0)/m(8), entonces

= OQ.

o~

OE[V (wi) = V(wp—1)] = —log(m(0)),

esto es, (—0V (w,) — nlog(m(f)),n > 1) es una caminata aleatoria de media
0, por lo que

lim sup {—0V (w,,) — nlog(m(0))} = oo, P-c.s.

n—oo

de donde

—0V (wn)—nlog(m(0)

limsupe ) = o0, P-c.s.

n—oo

Esto es, siempre que log(m(0)) < 0m’(0)/m(6), tenemos que

V(wn)—n log(m(6))

lim sup e ~* = 0., P-c.s.

n—oo
Por otro lado, supongamos que E[W;(6)log™ (W;(6))] = oo. Dado que

<% in > 0) son copias independientes de W7 () bajo I@, donde

E [log" W1(0)] = E[W;(0) log* W1(6)] = oo,
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entonces, de la Proposicién tenemos que

log™ <<e-@',z<wm>>
m(60 ~
lim sup © = 00, P-c.s.
n—00 n
y por tanto
lim sup log™ (M> = 00, P-c.s.
n—oo m(9>
Asi,
lim sup exp (logJr (M)) = 00, P-c.s.
n—00 m(@)
Ahora, notemos que
—OV(v) =0V () =V (1))
Woi1(0) = —_—
0= 2 Ty (o)
lv|=n |u|V:_<nu+1

—0(V (u)=V (wn,
> e_gv(wn)—nlogm(e) Z e ( )( )( )
- m(0

|u|=n+1
Wn<U
— e—GV(wn)—nlogm(G) <€_9.7 Z(wn)>
m(6)
—0- Wp,)
— e—GV(wn)—nlogm(G) exp log <€ 7Z( > .
m(0)

Entonces, del lado derecho tenemos un producto de dos términos, tales que
siempre que la condicién (3) del Teorema falla, al menos uno de ellos crece

P-c.s. a oo cuando n — oo, por lo que podemos concluir que

lim sup W, (#) = oo, P-c.s.

n—oo

Asi, del lema

y por tanto
P(Wa(6) = 0) = 1.

Lo que concluye la prueba del Teorema.



Capitulo 3

Teoremas limites de la CAR

En este capitulo presentamos los dos resultados principales de este trabajo
de tesis, los cuales tratan sobre la convergencia de la posicién del individuo
mas a la izquierda en el arbol bajo ciertas normalizaciones. El primero es una
ley fuerte de grandes ntimeros, mientras que el segundo es un teorema del tipo
limite central.

3.1. La ley fuerte de los grandes nimeros en
la CAR

A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccién, un teo-
rema tipo ley de los grandes nimeros, para la posicién del individuo més a la
izquierda en la CAR.

Teorema 3.1 (Ley de los grandes numeros). Supongamos que m > 1, y que
existe un 0 > 0 tal que m(0) < co. Entonces, bajo el evento de no extincion

1
lim — inf V(u) =7, P-c.s.

n—00 N |ul=n
donde v = inf{a : k(a) > 1}, con r(a) = mf{e*m(0) : > 0}.

Antes de pasar a la prueba del teorema, necesitamos de algunos lemas
auxiliares, los cuales procedemos a enunciar.

Lema 3.1. Para cada a € R, la funcion
mq(0) := " m(0), 0cR,

€es convexa.

39
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Demostracion. Primero notemos que

mq(0) = e’*m(0) = e Z V@ | — Z o0V (@)=a)
|z|=1 |z|=1
Ahora, dado que la funcion exponencial es convexa, tenemos que, para 6,60, €
Ry0<t<I1,
E Ze—(t91+(1—t)92)(\/(x)—a)

|z|=1

—F Z e—té’l(V(x)—a)—(l—t)Qg(V(x)—a)

z|=1

ma(t01 + (1 — t)0s)

<TF Z t6—91(V($)—‘1) + (1 _ t>692(v($)—‘1)

_|x|:1
= tma(Ql) + (1 — t)ma(eg).

lo que termina la prueba. O

Notemos que, en particular al tomar a = 0, tenemos que m(6) es una fun-
cién convexa. Para simplificar la notacién, definamos las siguientes funciones

() :=log(m(0)) y J(a):=log(k(a)).
Ahora probemos el siguiente lema.
Lema 3.2. La funcion 1(0) es conveza.

Demostracion. La demostracién es directa y para ello haremos uso de la de-
sigualdad de Holder dos veces. Tomemos 01,60, € Ry 0 < t < 1. Definamos
p=1/ty qg=1/(1—1), los cuales cumplen que }D + % =1.

Primero notemos que

Z 6—(t01+(1—t)02)V(:c) — Z e—telV(x)e—(l—t)GgV(z)

|z|=1 |z[=1
< Z (6—t01V(m))p Z (6—(1—t)92V(x))q
|z|=1 |z|=1

1
q

LA

_ Z 6791‘/(:1:) Z 6702\/(:1:)

|lz|=1 |lz|=1
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Ahora, tomamos esperanza y de nuevo usamos la desigualdad de Holder,

P q

E Z e~ (t01+(1-1)62)V (2) <E Z e~ 01V(@) Z e~ 02V (2)

|z|=1 |z|=1 |z|=1

<E Z e V@) [ R Z e~ 02V (@)

|z|=1 |z|=1
t 1-t

. ) Z 6—91\/(:(:) E 6—92‘/(95)

S I=
Q=

| [z[=1 ] |z|=1
Por ultimo,
Yt + (1 —1)0,) =log [E | Y e (r=00V ()
[ |z]=1
~ t 91—t
<log | E Z e V@ | E Z e 02V@)
| |z|=1 |z|=1
=tlog | E Z e V@ (1 —t)log [ E Z e~V
lz|=1 lz]=1

= 1(01) + (1 = )3(6s).

lo que concluye la prueba.
m

La demostracion del Teorema[3.1]se realizara en dos partes. Primero proba-
remos la cota inferior y después la cota superior. Para la cota inferior, haremos
uso del siguiente lema.

Lema 3.3. Suponga que eziste un 0 > 0 tal que m(0) < co. Entonces
v =sup{a € R: k(a) < 1}.
Demostracion. Observemos que
J(a) =log(k(a)) = inf{fa + 1 (0) : 6 > 0}.

Notemos que al fijar > 0, el mapeo a +— Oa + () es lineal y por tanto
céncavo, por lo que J sigue siendo concava. Ademads, J es no decreciente, y
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podemos afirmar que es continua en el interior de {a :€ R : J(a) > —oco}. Més
aun, es posible probarﬂ que

Y(0) = sup [J(a) — ab)]. (3.1)

a€eR

Ahora, notemos que el conjunto {a : J(a) < 0} es no vacio. De lo contrario,
tendriamos que para todoa € Ry 6 >0

0 < J(a) < ab +9(6),

lo cual implica que 1(f) = oo para todo # > 0, lo cual es una contradiccion.
Asi, existe algin a € R tal que J(a) < 0.

Luego, usando la ecuacién (3.1)), tenemos que sup,cp J(a) = ¥(0) > 0,
esto es, existe algin a € R tal que J(a) > 0. Por lo tanto, de la monotonia y
continuidad de J, se sigue que el conjunto

A={aeR: J(a) =0}

es no vacio y a lo mas es un intervalo. Veremos que en realidad A solo consta
de un punto, gracias a la concavidad de J.

Supongamos lo contrario. Tomemos z,y € A tal que z < y. Sea b tal que
J(b) > 0. De la monotonia de J tenemos que x < y < b y podemos tomar un
t € (0,1) tal que y = (1 — t)x + tb. Asi, usando la concavidad de J tenemos
que

0= J(y) > (1—)J(x) + £I(b) = tJ(b),
lo cual es una contradiccién, ya que tJ(b) > 0.
Por lo tanto A = {ap} para algin ag € R. Luego, de la continuidad de J
se sigue que
inf{a e R: J(a) >0} =ap =sup{a € R: J(a) < 0}.

Entonces, ag = v y por tanto se tiene lo buscado. O]

Ahora, procedamos a probar la primer desigualdad del Teorema [3.1]

!Esto lo tenemos al ser ¢ convexa y al haber una relacién directa entre ¢ y J por medio
de la transformada de Lengendre. Para més informacién revisar [9], en especifico el Teorema
12.2.
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Prueba de la cota inferior. Para probar la cota inferior, haremos uso del lema
anterior. Tomemos un a € R tal que k(a) < 1. Sea

Xy = Z 1{V(u)§na}-

lu|=n
De la definicién de X, y la desigualdad de Markov
(X, > 0) = B(X, > 1) < E[X,].

Ahora tomemos 6 > 0. Notemos que 1y ()<ney < exp(fna — 6V (u)), por lo
que

]P)(Xn > 0) < eénaE Z 6—0V(u) _ e@nam(e)n
|u|=n
va que W, (0) =3, _, % tiene media 1. Como 6 fue arbitrario, entonces

P(X, >0) < érzl(f) (e”m(9))" = (inf eeam(H)) = r(a)".

0>0

Por hipétesis x(a) < 1, lo que implica que
> P(X, >0) < o0
n=1

Aplicando el Lema de Borel-Cantelli, tenemos que para todo n suficientemente
grande, c.s. se cumple que X,, = 0 y por tanto V(u) > na, para todo u con
|u| = n. En particular inf},—, V' (u) > na. Entonces

lim inf {l inf V(u)} > a, c.s.

n—00 n |ul=n
Y como tomamos a arbitrario tal que k(a) < 1, se sigue lo buscado. O]

Para probar la segunda desigualdad, haremos uso de hipdtesis adicionales.
Supongamos que m(f) < oo y que E[W;()log™ W, ()] < oo, ambos para
todo 6 > 0. Ahora recordemos que m = m(0) es la esperanza de la ley de
reproduccién de la CAR. Probemos el siguiente Lema.

Lema 3.4. Supongamos que m(6) < oo para todo @ >0, y que m > 1. Sea a €
R tal que 1 < k(a) < m. Entonces existe un > 0 tal que m'() = —am(pB).
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Demostracion. Del Lema sabemos que my(0) = e®m(f) es una funcién
convexa, y como

k(a) = mf{e’m(0) : 6 > 0} < m = m(0),

se sigue que m, () es decreciente en una vecindad a la derecha de 0, por lo
que su derivada en el punto 6 = 0 no es positiva, i.e.

am(0) +m'(0) < 0.
Ahora, supongamos que
am(B) +m'(B8) # 0, para todo > 0,

por lo tanto, tenemos que

d

@ma(ﬁ) Vs # 0, para todo 5 > 0,

En particular, de la convexidad de m,(f) se sigue que no solo es decreciente
en una vecindad a la derecha de 0, si no en todo (0,00) y se cumple que
k(a) = lim m,(0).
60— o0
Ahora, tomemos b < a, suficientemente cerca de a tal que x(b) > 1, el cual

existe gracias a la continuidad de x. Como m(6#) > 0 para todo 6 > 0, tenemos

que

d d
— < — <
deb(Q) < dema(Q) <0,

y al igual que antes podemos concluir que

k(D) = lim e m(h).

0—00

En particular, tenemos que

1 < k(b) = alirgo e®m(0) < elggo " m () = k(a) < m.

En consecuencia, tenemos que

/46((1) _ alirgo €6am(0) _ elirgo eebm(g)ee(a—b) > /i(b) alirgo 619(a—b) = 00,

lo cual es una contradiccidn.
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Por lo tanto, se sigue que existe un g > 0 tal que

am(B) +m'(8) = 0

y por tanto
m'(B) = —am(p).

lo que prueba el resultado.
m

Ahora podemos proceder a probar la segunda desigualdad del Teorema 3.1}
pero antes recordemos a la medida auxiliar P definida en el capitulo anterior,
dada por

dP|,

dP|7,
donde F,, es la o-algebra generada por la CAR hasta la generacion n. Ademss,
recordemos que la espina {w, : n > 0} cumple

=W,(0), 6 >0,

e—@V(u) 6—9V(u)

P(w, = u|F,) = S = @) (3.2)

lyl=n

Prueba de la sequnda desigualdad. Sea a € R tal que 1 < k(a) < m. Del lema

anterior, existe § > 0 tal que m’(3) = —am(f). En particular, se cumple que
_ (B
0 < log(k(a)) < af +logm(p) =—p () + logm(5). (3.3)
Tomemos € > 0 y definamos
A, = 6_?;;).
lu|=n: |V (u)—na|>ne m
Ahora usemos @, tomando 6 = .
E[An] =K ——1 V(u)—na|>ne
MZ::TL m(ﬁ)n {IV (u)—nal>ne}
~ [ e_ﬂv(u)
=E — 1 u)—na|>ne
PR R UG
=E Z 1{|V(u)—na|>ne}1{wn:u} )
| [ul=n
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donde la dltima igualdad la obtenemos al usar la ecuacién (3.2). Por lo tanto,
tenemos que E[A,] = P(|V (w,) — an| > ne). Ahora, recordemos que

donde la ultima igualdad se sigue por la hipétesis sobre 5. Luego, como
(V(wy,) : n > 1) es suma de variables aleatorias i.i.d. bajo P, de la Ley fuerte
de los grandes nimeros se tiene que

V(wy) >

lim ——— =a, P-cs.,
n—oo n

por lo tanto se cumple

Z]IA”(W(wn) —an| > ne) < 00,

n>1

lo que implica que ) -, E[A,] < co y por tanto ) ., A, < oo, P-c.s., al ser
A, > 0 para todo n > 1. En particular, tenemos que A, — 0, P-c.s., cuando
n — oo.

Por otro lado, por hipétesis, y usando la ecuacion , tenemos que

m'(B)
m(p3)

por lo que del Teorema de Martingalas de Biggins, se cumple que bajo el evento
de no extincién

E[W1(0)log™ W,(0)] < 00, v 0< —f + logm(p),

lim W, (8) = W (B) > 0, c.s.

n—oo

Ahora bien, tenemos que

W.(5) YA
' s [P —naigne AT
—Bn(a—)
< W#{]u\ =n:V(u) <nla+e€)}+ A,.
Sabemos que A,, — 0, entonces, bajo el evento de no extincién
¢—Bnla—o)
0< ligiorc}f W#{M =n:V(u) <nla+e}, cs.

En particular, se sigue que para todo n suficientemente grande

#{u| =n:V(u) <nla+¢€)}>1, cs.
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Por lo tanto

1
h’msup{— inf V(u)} <a+te

n—oo n |ul=n

Por 1ltimo, haciendo € — 0,

1
limsup{— inf V(u)} <a

n— 00 n |ul=n

lo que prueba el resultado, al ser a € R arbitrario tal que 1 < k(a).

3.2. Teorema de Limite Central en la CAR.

En la seccion anterior, encontramos un resultado de tipo ley fuerte de
grandes numeros para la posicién del individuo mas a la izquierda en la ca-
minata aleatoria ramificante, dada por inf|,—, V' (z). En esta seccién seguimos
estudiando el comportamiento de dicho individuo, pero ahora bajo una nor-
malizacion logaritmica. Esto es, estudiamos el comportamiento de

inf V(x
para tiempos grandes.

A lo largo de esta seccion, vamos a suponer que para 6, 0y, y 0_ estricta-
mente positivos, se cumple que

E [¢] < oc. (3.4)
E Z e~ V@) | L ' Z V@ | < . (3.5)
jol=1 l1=1

Notemos que la condicién (3.5) implica que para todo 6 € [—d0_,1 + d4],
m(0) < co. Ademds, vamos a suponer que

m(0) > 1, log(m(1)) = == =0, (3.6)

Recordemos que m(0) > 1 implica que el proceso de BGW asociado es super-
critico, mientras que la segunda igualdad la podemos reescribir como

(1) =4'(1) =0,
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en términos de la funcién ¢(0) = log(m(#)) definida en la seccién anterior.
La condicién ((3.6) puede ser un tanto restrictiva. En general mientras exista
un ty € (0,00) tal que

toy'(to) = (to), (3.7)

es posible recuperar la condicion . Para ello consideramos una CAR au-
xiliar con posicién dada por V(z) = t,V(z) + ¥(to)|z], la cual cumplir la
condicién (3.6]).

En efecto, consideremos una CAR que cumple la ecuacién (3.7 para algin
to > 0. Denotemos

Dty =log [E | e V@ | |,
|z|=1
donde V (z) = t,V () + ¥(to)|z|. Entonces

zZ(l) =log | E Z e V@

|$\—1

=log | E Z e~ toV(z) o —(to)la|

|lz|=1

= (to) — P(to)
=0

Mientras que
-1

) =—[E|Y @ E|Y Vi) ®

|z|=1 |z|=1

GJ(I)E Z (tov<(ﬂ) + ¢(t0))e_tov(m)6_¢(t0)

lz|=1

_qp(to)t ]E Z V —tOV . w(to)e—’d)(to)E Z e—t()V(:E)

|z[=1 |z|=1

=t (to) — ¥(to)
= 0.
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Asi, obtenemos que al cumplirse la condicién podemos obtener una CAR
modificada que cumple la condicién . Por lo tanto de aqui en adelante
tomaremos la condicién (3.6)) como cierta.

Por otro lado, la condicion nos permite conocer el valor exacto de la
constante v de la ley de los grandes ntimeros, lo cual podemos resumir en el
siguiente lema.

Lema 3.5. Supongamos que se cumple la condicion (3.6)), entonces v = 0.

Demostracion. Recordemos que la condicion en términos de la funcién
Y esP(0) >0y (1) =¢'(1) =0, lo cual en particular implica que 1(t) > 0
para todo ¢t > 0, al ser ¢ una funcién convexa.

Ahora, notemos que para todo a € R

J(a) = fnf {at +¥(t)} < a+ (1) =q,

i.e., J(a) < a, por lo que
(—00,0) C{aeR: J(a) <0}

Nos interesa probar la igualdad de ambos conjuntos, lo cual a su vez implica
el resultado buscado, ya que v = sup{a € R : J(a) < 0}. Notemos que para
todoa>0yt>0,

at +1(t) > 0.

Entonces, J(a) > 0 para todo a > 0y por tanto
(—00,0) ={a€eR: J(a) <0},
de donde podemos concluir que v = 0. O]

Gracias al Lema anterior, la ley de los grandes niimeros nos dice que bajo
el evento de no extincién

1
lim — inf V(z)=0,c.s.

Ademas, bajo la condicién (3.6)), el Teorema de Biggins nos dice que

Z e V@) 0, cs.,

|z|=n
lo que implica que

‘ilnf V(z) = 400, c.s., conforme n — oo.
Tr|=n
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Esto es, bajo el evento de no extincion, la poblacién se traslada hacia la parte
positiva de la recta real.
Para lo que resta de esta seccién, denotemos

Yn(e) _ Z 6—9V(ac)7
|z|=n
Y, (0)

paran = 1,2,... y € R. Entonces, tenemos que W, (0) = O La condi-
cién (3.6)) implica que W, (1) = Y,,(1), lo cual denotaremos simplemente por Y,,.

El resultado principal de esta seccién es el Teorema de limite central, que
enunciamos a continuacion.

Teorema 3.2 (Teorema de limite central). Suponga (3.4), (3.5), v (3.6]). En-

tonces, bajo el evento de no extincion, se cumple lo siguiente

/7 z 3
hgljip{ oan Iqhnan(u)} =5 P-c.s., (3.8)
lim inf{ ! inf V(u)} _ 1 P-c.s. (3.9)
n—00 logn lu|=n 2’ ’
lim { ! inf V(u)} _3 en probabilidad. (3.10)
n—00 10gn |u|=n 2’

De aqui en adelante consideraremos la condicién adicional

sup |V(z)|+£ < C, cs, (3.11)

jo|=1

para alguna constante C' > (. Esta condicién no es necesaria pero nos ayuda
a simplificar los calculos.

Ademas, consideraremos P igual que en el capitulo anterior, pero usando
0 =1, esto es

=W,(1) =Y,,
donde F,, es la o-algebra generada por la CAR hasta la generacion n.

Teorema 3.3. Suponga (3.4), (3.5), v (3.6), y sea 8 > 1. Para toda 0 < r < %

se cumple que

E[Y,(6)] = n29t0  p 5 . (3.12)



CAPITULO 3. TEOREMAS LIMITES DE LA CAR 51

Demostracion. Recordemos que, para u con |u| = n,

efv(u)

Y, ’

@(wn =u|lF,) =

por lo que, para cualquier variable aleatoria X > 0 F,-medible, tenemos que

~ =6V (u) N
EV,(0)X] =E | Y S X | =B | Y Lpupmge VX
|u|=n " |u|l=n
lo que implica que
E[Y,(0)X] = E [e-@ DV x] | (3.13)

Ahora, tomemos 0 < r < % y A > 0. Denotemos s := 1 — r. Usando la

ecuacion (3.13]), vemos que

E[Y,(0)' ] < n~ U792 L E[Y,(0)' " Liy, g)sn-o]
—(6-1)V (wn)

(s ~[e
=N (1 )0/\+E Wl{yn(9)>n*0>\}

Ahora, procedemos a estimar la esperanza del termino a la derecha. Sea a > 0,
¢ > b >0, tales que (0 — 1)a > sOX, y (0s — (6 — 1)b) > 3. Denotemos
w, al individuo w, =< w, tal que V(w,) = min,<,, V(u). Consideremos los
siguientes eventos

Ein, ={V(w,) > alogn} U{V(w,) < —blogn}
By = {V(w,) < —clogn, V(w,) > —blogn}
Es, ={V(w,) > —clogn, —blogn < V(w,) < alogn}
Se puede ver claramente que P (E;,, U Ey,, U E3,,) = 1.
En el evento Fy, N {Y,(0) > n=%}, tenemos que si V(w,) > alogn,
entonces

—(0=1)V (wn)

e
< sOX—(0—1)a
v.0r "

y si V(w,) < —blogn entonces

e~ (6=1)V (wn)

< pls—(0-1)V(wn)  —(05—(0-1))b
Y.(0)° <e <n ,
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va que s > 6 — 1y Y,(0) > e ?V(“»). Ahora, como sO\ — (0 — 1)a < -2 y
(s6 — (f —1))b > 2, podemos concluir que

N e—(@—l)V(wn) iy
Yn(e)s 1E17nﬂ{Yn(9)>n*9)‘} S n .
Ahora, como s > 0, tomamos s; > 0y sg > 0 tales que s = s7 + s9.
Entonces, en el evento Ey,, N{Y,(0) > n~%} tenemos que

e~ (O=DV(wn) g2V (wa)=(0-DV (wn) o052V (wa) ~052V (wa)

_ < = 0529+(0—1)b+0rs1 €
Y, (6)° V.00 V0w Val0)

Afirmamos que para s, > 0 suficientemente pequeno, existe K > 0 tal que

K

~ 67932‘/(%)
<n.

E|l—
Yo (0)

La demostracién se puede encontrar en la pagina 27 de [3].
Entonces, tomando ¢ suficientemente grande tal que

3
—Osec+ (0 —1)b+0Xs; + K < ~5

tenemos que
~ [e—(0—D)V(wn) 372
E WlEQ,nm{Yn(0)>n_9)‘} S n .

Tomamos un ntmero entero M > 2 y sea a; = —b + i%, 0<i< M.
Denotamos

Es,i ={V(w,) > —clogn,a;logn < V(wy,) < a1 logn},

por lo que Ej3,, = Ui]\iglE&n,i.

Sea 0 < ¢ < M — 1. Tenemos dos situaciones con respecto a a; y A. Si
a; < A, entonces en el evento Ej,; tenemos que Y,,(6) > eV (wn) > p=fain
que e~ =DV (wn) < p=00-Da: Ko lo que

—(0—-1)V (wn,
e (0—1)V(wn) < n39ai+1*(971)ai < n(s‘gf(@*l))k+s'9(a+b)/M

a0 - ’
yaque s — (0 —1) >0y

sOa; 1 —(0—1)a; = sba;—(0—1)a;+s0(a+b)/M < (s0—(0—1))A\+s0(a+b)/M.
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Entonces, podemos concluir que

I/E\; e’(‘g’l)v(w”)lE <n(s&—(@—1)))\+30(a+b)/MI/F\>(E )
Ya(0)r ] T e

Ahora, veamos el segundo caso, i.e. a; > A. Bajo el evento
B3 i N {Yn(0) > n~"}

tenemos que

—(0=1)V (wn)
€ sOA—(0—1)a; (s6—(6—1))A
- < <
RO n <n ,

y por tanto

A{ —(0=1)V(wn)

E WlEanm{Yn( )>n_9)\}:| < n(sa (9 1))A]P)<E3nl)

Entonces, hemos probado que

~ [e—(6—D)V(wn) (0—1)V (wn)
E {—Y (9)5 1E3 2N{Yn(0)>n— 9A}:| Z E |: 1E3,n,iﬂ{Yn(9)>n*“}

< n(s@ (6—1))\+s6(a+D) /MP(Eg n)

Ahora, para estimar @(E&n), recordemos que bajo P, (V(wy,) :n > 1) es una
caminata aleatoria, la cual es centrada, ya que debido a la condicién (3.6 se
tiene que

- (1)

E[lV = — =

Luego, aplicando el Lema [A.4] presentado en el Apéndice, vemos que
@(Edn) —P (V(%) > —clogn,—blogn < V(w,) < alog n) < 3/ e()
Por lo tanto, podemos concluir que

E[Yn(e)l—s] < 2n—(1—s)9)\ + 271,_3/2 + n(s@—(0—1)))\+sn9(a+b)/M—3/2+o(1)‘

Ahora, tomando A = 3/2 y haciendo M — oo, tenemos que

R[Y,(h)"] < n=30r/2+e) (3.14)
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Resta probar una desigualdad, la cota inferior. Dado que r < 1, entonces
para a > 0y b > 0 tenemos que (a + b)" < a” + b". Entonces, para alguna
constante K > 0 tenemos que

r

Yn(e)r < Kzefrm/(wj,l) Z Z efG(V(x)fV(u)) + efr‘HV(wn)

j=1 u€B; \ |z|=n

u<x
donde B; es el conjunto de hermanos de wj;, esto es, el conjunto de y tales
que w;_1 < y, con y # w;. Sea G, la o-dlgebra generada por la espina hasta
la generacién n. Ahora bien, de la condicion , sabemos que #B; estd
acotado por una constante casi seguramente. También, para todo u € B;, el
sub-arbol que tiene como raiz a u no contiene elementos de la espina, por lo

que bajo ]IAD, > e~ 0V@)=V®) condicionada a G, tiene la misma distribucién
A
que Y,_;(#) bajo P. Entonces, para alguna constante /; > 0 se cumple que

E[Y;(@)’gn] < K, ZQ_TGV(WJ'—HE[Yn_j(mr] + oV (wn)

Jj=1

Sea € > 0 y definamos t := %r@ — €. Usando la cota superior obtenida ante-
riormente para E[Y,,_;(8)"] (dada por la ecuacién (3.14)), tenemos que para
algunas constantes positivas Ks, K3,

E[Y7(0)|G,] < K, Ze—TW(wj—l)(n — )t eV wn)

J=1

< Kzze—re‘/(wjfl)(n — i+ 2)—15 + e—rOV(wn)
j=1

<Kz eV (n—j+1)7"
7=0

Por otro lado, dado que V(w,) es G, medible, usando la desigualdad de
Jensen, tenemos que

v

E [e 00V, (6)] 2 B [ OV ORI, 0)' 16,

Entonces, tenemos que
E[Yn(e)l_s} _ I/E\: [6_(0_1)V(w")Yn(9)_s}
[e—(e—l)V(wn)E[Yn(e)l—s|gn]—1:9} .

v
&
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Por lo tanto,

E[Y (0)1 ] 1 ]E e—(@—l)V(wn)
W(0) 7] > 7 ; .
K;/l—s >, e~ =900V (w,) (7 — j 4 1)—t)s/1=s

Ahora, tomando V; = V(w,) — V(w,_;) para 0 < j <n, tenemos que

E[Y,(0)'~] >

1 IE 6(98—(9—1))‘/”
Kg/l—s (Z;L:O e(1-8)0V; (] + 1)—t)s/1—s

Tomemos K, > 0 constante y definamos los siguientes eventos

[n¢]—1

By = () {Vi € —Kk*} {20 < Vo) < =0},
k=1

n—|nc|-1
Eaz= ] {Vi <=k A-k)P0{-20" <V, pg < -0}

k=|n¢]+1

n—1
3 3 — 3

Es= () {Vk < §1og(n)} N { 5 “log(n) < Vy < §log(n)} .

k=n—|nc]+1

Bajo N2_, E,;, es claro que e0s=(0=1))Vn > pB=90s=(0-1))/2 va que s > 6 — 1.
Més aun, afirmamos que ) 7, =90 (5 + 1)7t < Ksn*, donde K5 > 0 es
una constante. Primero observemos

[n€]—1 [n€]—1 (] I 1)6
(1-5)0V; (- —t __ (1-s)0V;

'21 € G+ = Z € ’ (j + 1)30-9)0/2

‘7:

J=1

Inf)-1
S Z e—(l—s)9K4k1/3(j+1)E

)1
< Z (j + 1)
< ([n] = D([n°))
< con®,

para € > 0 suficientemente pequeno.
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De igual forma, para k = |n€| tenemos que

1 oo - (] +1)° 1 o
. (1 S)QVI_nEJ € t — (1 S)GVI_nEJ
0< 256 (Ln J + 1> (LTLEJ + 1)3(1—5)9/2 n2€€

(Ln€J + 1)6 —(1—s5)0nc/?
2¢ €
n

(T,

€ € . . L
ahora bien, como (%) — 0 cuando n — oo, implica que también

IN

IN

1 —S8 € € —
ﬁe(l )OVL" J(Ln J + 1) t — O,

asi, para alguna constante c¢; tenemos que
e(l_s)evtnej (LneJ + 1)—t < 617126.
De forma similar podemos probar los demas casos. Entonces, tenemos que

E[Yn(e)l—s] > (K3K5)—s/(l—s)n—Qes/(l—s)n(3—e)(95—(9—1))/2@ (mg’zlEn,i) ] (315)

Por lo que ahora nos interesa acotar P (N3_, E,.;). Denotemos ¥; la o-dlgebra
generada por Vi, ..., V;. Notemos que E,, ; y E, » pertenecen a %,_|,|. Por otro
lado, al usar la propiedad de Markov, tenemos que bajo el evento {V,,_|,¢| €

I, == [-2n/?, —n/?]}, ]IAD(EMM —|ne]) €s mayor o igual que

inf P <V(wi) < 3log(n) — 2,¥1 < i < [n°] L)

3.16
2<log(n) < Vipe + 2 < 2 log(n) (816)

z€Ily

Tanto la probabilidad de arriba como otras usadas més adelante son es-
timadas en [3]. Para ver las ideas mds formales vease el Apéndice A.2 de la
monografia de Shi [10], donde estimaciones muy similares se obtienen para
caminatas aleatorias entre barreras.

Aqui no haremos estos cédlculos, los vamos asumir para mantener este tra-
bajo en un tamano razonable. Entonces, siguiendo los argumentos en [3], te-
nemos que la probabilidad en es mayor o igual que |n¢|~1/#°(1) Como
consecuencia, tenemos que

P (M2 ,Eny) > |0 V2 OB(E, N E,y) > n S OB(E, N E,,).

Ahora, siguiendo la observacién anterior, I/P\)(£7]n72|§4[ne |) > n@=9/2eM) v como
E, 1 es 9, -medible, se cumple que

P (mg):lEn,i) > nfe/2+o(1)n7(376)/2+o(1)@(Enyl)_
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De nuevo, de la observacion anterior, tenemos que para K, suficientemente
pequeiio se cumple que P(E, 1) > n~/*°()_ Entonces

@ (m?:IEn,i) > n—¢/2+0(1) = (3—€)/2+0(1) , —€/2+0(1)

Substituyendo en la ecuacién (3.15) y haciendo ¢ — 0, obtenemos la cota
buscada, esto es
E[Yn(e)lfs] > n73(1fs)6/2+o(1)’

lo que termina la prueba. ]

Teorema 3.4. Suponga (3.4), (3.5)), v (3.6). Para todo a € [0,1), se cumple

que
0 < liminf E [(n'/2Y,)"] < limsupE [(n'/?Y,)"] < oc.

n—00 n—00

La prueba de este teorema es similar a la del Teorema [3.3] Se puede en-
contrar en la pagina 32 de [3].

Teorema 3.5. Suponga (3.4), (3.5), y (3.6) y sea @ > 1. En el evento de no

extincion tenemos que

Y,.(0 0
Hfznjcgp log(fn) =—g P-c.s. (3.17)
lim iann—w) = —§9, P-c.s. (3.18)

n—oo  logn 2

Y, (0) =n~ 20 en probabilidad. (3.19)

Demostracion. A continuacién presentamos la prueba de las ecuaciones (3.18)
y (3.19). La prueba de la ecuacion (3.17)) se presentara mas adelante.

Sea € > 0. De la desigualdad de Markov, y al usar un r adecuado en el
Teorema [3.3] se tiene que

P[Y,(6) > n*(39/2)+e] _ P[an)% > n—(39r)+2r6]
E[Y,(6)*']

— n—(30r)+2re

~ n7(39r)+o(1) —2re

lo cual puede ser tan pequeno como queramos cuando n — oo, i.e.

P[Y,,(6) > n~ G2+ 0, cuando n — oo.
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Por lo tanto, Y,,(#) < n~G%2+°() en probabilidad, lo que da la cota superior
en la ecuacién (3.19)), que a su vez, implica que existe una subsucesion {Y,, (6)}

tal que
log (Y,

3
< —=0, P-cs.
koo log(ng) — 27 5

lo que nos da la cota superior en la ecuacion (3.18)).

Ahora, usemos la desigualdad de Paley-Zygmundy el Teorema [3.3| con un
r adecuado

P[Y,(6) > n’(39/2)+0(1)] =PV, (0) >n~ (36r/2)+ro(1 ]

- (1 B n —(36r/2) +r0(1)) [ ( ) ]

B EY.(0)1 /) E[Ya(0)*]

_ (1 B n—(30r/2)+ro(1)) n —(36r)+20(1)
n—(30r/2)+0(1) n—(36r)+o(1)

—(1—-n <1)<r—1>)2 o(1)

> oW, (3.20)

Luego, definamos 7, := inf{k > 1: #{x : |x| = k} > n*'}. Entonces

P (Tn <00, min Y () <n 32 <exp (—0 mMAax V(x)>>

k€[n/2,n] |lz|=Tn
< 3 B (n< oo Yien @ <0 e (-0 mix V) ) )
k€n/2,n] fol=n

Ahora, trabajemos con el evento

{’Tn < 00, Yigr, (8) <n 32 exp (—9 MAax V(a:)) } :

|z|=Tn

Primero, notemos que

YkJrTn Z 679\/ Z Z 79V

lyl=k+Tn lul=Tn |y|=k+7n
u<y

2Sea X v.a. no negativa con segundo momento finito y 0 < x < 1, entonces

L E[X]?
E[X?]

P(X > zE[X]) > (1 — )



CAPITULO 3. TEOREMAS LIMITES DE LA CAR 59

—30/2—¢

por lo que, si Yy, (6) <n exp (—0 maxz =, V(z)) tenemos que

TOT O < 5T V)i, ViE)

[ul=Tn ly|=k+Tn [ul=Tn ly|=k+Tn
u=<y u=y
=Y., (0)exp (0 max V(x))

|z|=Tn

S n739/276.

En particular, para todo u con |u| = 7,, se cumple que

Z e—G(V(y)—V(u)) < n—39/2—6.

ly|=k+Tn
u=<y

Por otro lado, tenemos que Y. e ?(VW=V®) gon copias independientes de
lyl=k+75
u=<y

Y} (0) para cada |u| = 7,. Por definicién, 7, cumple que #{x : |z| = 7,,} > [n**]

y por tanto podemos concluir que

Ln?]

P (1, < 00, Yo, () < n~3/2C=0miXei=r, V@) < P (Y;(0) < n=/27)

al usar la propiedad de ramificacién. Asi usando la ecuacién (3.20)), tenemos
que para todo n suficientemente grande

P(Tn < oo, min Y, (0) <n 32 Cexp (—6 max V(m)))

ke[n/2,n) |z|=Tn

< 3 P(i(0) <m0z

k€n/2,m]

< Y P <k
k€n/2,n]

< Y -k
k€n/2,n]

< nexp (—n"|n*]).

Dado que el término del lado derecho es sumable en n, usando el Lema de
Borel-Cantelli, tenemos que casi seguramente, para todo n suficientemente
grande se cumple que

Tm=00 o min Y. () >n3"exp (—9 MAax V(x)) :
kE[n/Q,n] |17|:7'n
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Ahora, del Teorema de Kesten-Stigum, tenemos que bajo el evento de no ex-
tincion #{z : |z| = 7,}/m™ converge a c.s. a una variable aleatoria positiva.
Por otro lado, por definicién de 7,,, #{z : |x| = 7,} es aproximadamente n*.
Asi, bajo el evento de no extincion se tiene que

log(n), para n — oo,
y obtenemos que

Y,(0) > min Yy, () >n 3" exp (—0 max V(m)) .
k€n/2,n] [z|=7n

En particular, de la ley de los grandes niimeros, sabemos que bajo el evento

de no extincion, Ti MAX|y|=r, V() converge casi seguramente a una constante

y por tanto podemos concluir que

Ya(0) > n= /240,

casi seguramente y por tanto también en probabilidad, lo que implica la cota
inferior en (3.19)). Por otro lado, la desigualdad anterior implica que
log(Y,, (0 3
log(¥»(6)) > ——0+o0(1), P-cs.,
log(n) 2
lo que nos da la cota inferior en (3.18)). Con esto concluye la prueba.
m

Teorema 3.6. Suponga (3.4), (3.5), v (3.6). Bajo el evento de no extincion,
se cumple que
Y, =n /20 pocs. (3.21)

Demostracion. Tomemos a € (0,1). Como (Y, : n > 1) es una martingala
positiva, entonces (Y,* : n > 1) es una supermartingala positiva. Asi, usando
el Lema[A .3 enunciado en el apéndice, obtenemos que para todo 0 <n < my
A >0,

E[Y.%] C
3 &> < n
Plagr=) <5 s 5 22
donde C' > 0 es una constante que obtenemos al usar el Teorema (3.4
Ahora, sea ¢ > 0. Definamos n, = [k(*/9], entonces para cada k > 1,

usando la ecuacién ([3.22) tenemos que

P ( max Y;a Z nka/2+e) <

nE<j<ngy1
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por lo tanto

[ —a/2
g ]P’( max Y}“ana/ +6) < 00.
n n
>1 ESISNE41
Por el lema de Borel-Cantelli, casi seguramente, para todo k suficientemente
grande, se cumple que
/ a —a/2+e€
max Y <n,
nE<j<ng41
y por tanto
[ —1/2
méx Y, < n, AT
‘ j k
nEp<j<ngii

Entonces, como €/a puede ser tan pequeno como queramos, podemos concluir
que
Y, < p-l/2o(),

Ahora, la prueba de la segunda desigualdad es igual a la usada en la se-
gunda parte de la prueba del Teorema , pero en lugar de la ecuacion (3.20)),

partimos de
P (Yn > n_1/2+0(1)) > ),

la cual obtenemos usando la desigualdad de Paley-Zygmund y el Teorema [3.4]
O

Asi, podemos proceder a la prueba del Teorema [3.2]
Demostracion del Teorema 3.2. Sabemos que
Y, (0) = Z e VW) > p=0Mmfju—n VW)
u|=n
y también, recordando que Y, = Y, (1),
Y, (0) = Z e OOV W) V(W) <y =01 iflu=n V(W)
|u|=n

ya que # > 1. Por lo tanto

_ llog(Yn(e)) < 1 1 (IOg(Yn) log (Y, (0))

0 log(n) ~ log(n) |i|n:fn Vi) < 6—1\log(n)  log(n)

) . (3.23)

Ahora, usando la ecuacién (3.19) y el Teorema , tenemos que bajo el
evento de supervivencia,

3 1 0 1 3
S< tnf V < 247 ilidad.
5 nln’l {10 (n) ‘le‘n . (U)} (9 1) ( 9 29) , en probabl 1dad
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Como esto se cumple para todo 6 > 1, haciendo § — oo obtenemos que

1
lim {— inf V(u)} = ;, en probabilidad,

n—00 log(n) |ul=n

lo que prueba ecuacion ([3.10)).
De igual forma, partiendo de la ecuacién (3.23), pero ahora usando la
ecuacion (3.18)) y el Teorema , tenemos que bajo el evento de supervivencia,

3 1 0 1 3
2 < inf V(u) ! < —~+29), Pcs.
2 —hﬁnf;fp{log(n) i (“)} =0-1) < SR ) €3

Esto se cumple para todo 6 > 1, por lo que haciendo # — oo obtenemos que

1 3
h’msup{— inf V(u)} =3 P-c.s.,

n—00 IOg(n) lu|=n

lo que prueba ecuacion (j3.8)).

Falta probar ecuacién (3.9) para concluir la prueba. Primero, observemos
que

Y, > exp (— inf V(u)) )

lu|=n
entonces, bajo el evento de no extincion, se cumple que
1 log(Y,
o Vi) > —080%h)
log(n) [ul=n log(n)

y por tanto, usando el Teorema |3.6] podemos concluir que

1 1
fm i [ > —, P-c.s.
h}glo{slf {log(n) hﬁl:fn V(U)} -2 Fres

Ahora probemos la cota superior. Tomemos —0co < a < b < 0oy e > 0. Sea
[ > 1 un entero y tomemos n € {l,{+1,...,2l}. Tomemos ¢ > 0 una constante
fija y definamos A, el conjunto de vertices x tales que |x| = n y satisfacen

alog(l) < V(z) < blog(l),

V(zg) > ga(k), VO<k<n,

donde g, (k) = min{ck'/3, c(n — k)3 4+ alog(l)} y z1 es el ancestro de x en la
k-ésima generacion. Ahora, consideremos el siguiente evento

2
E =] 4.
n=l
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Afirmamos que F; cumple

E[(#El)j] < Jb—ate + lb72a+1/2+e.
E[#E)]

Por ejemplo, calculemos el primer momento de # FE;. Notemos que

El#E] = Z > lean ZE > laeay |

n=l |z|=n |z[=n

luego
~ e_v(x) (@)
|5 tcan| =B [ St
|z|=n |z|=n "
=B (€7 i c,)]
- E [6V( )1{(1log(l)SV(wn)Sblog(l), V(wg)>gn(k), V OSkSN}}
> 1° B (alog(l) < V(w,) < blog(l), V(wg) > ga(k), VO<k<n).

Ahora bien afirmamos que la probabilidad que aparece en el lado derecho
es [~3/2+e(1) Omitimos los célculos para mantener el texto en un tamafo ra-
zonable, pero las ideas detras de la demostracion se pueden encontrar en el
Apéndice A.2 de la monografia de Shi [10]. Entonces

#El > Zla 3/2+o0(1 ll-‘ra 3/240(1) 4+ 9 3/2+0()

De forma similar, trabajando con el segundo momento de #FE, podemos pro-
baif| la desigualdad buscada

E[(#El>22] < lb—a-i—s —|—lb_2a+1/2+6.
E[#E)]

Ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Swarchz, tenemos que

E[(#E)]> = E[(#E)L{#E20)]
< E[(#E,)P(E, #0),

3La prueba rigurosa la podemos encontrar en [3|, pagina 16.
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por lo que

P (l<r|n|1'£121V(x) < blog(l)) >P(E, #0)
E[#E)*

~ E[(#E)Y

Luego, para todo b > 1/2 y € > 0, tomando a > 1/2 suficientemente cerca de
b v [ suficientemente grande, tenemos que

P ( min V(z) < blog(l)) > (3.24)

1<|z|<2
Ahora, tomemos n; = 2’ y definamos
7= mmf{k > 1: #{z: [z| = k} > ni}.

Entonces, podemos proceder de forma similar a la demostracién del Teore-
ma [3.5] y obtenemos que

P(Tj < 00, min V(z) > méx V(x) + blog(nj)>

Tj+n; <|z|<Tj+nia |z|=7;

nj<|z[<n i1

[n3¢]
<P ( min  V(z) > blog(nj))
< (1—ny)kni

donde la primer desigualdad la obtenemos al considerar los sub-arboles que
tienen como raiz a los individuos de la generacién 7;, los cuales son indepen-
dientes, y por definicién de 7; son al menos |n3]. La segunda desigualdad la
obtenemos de la ecuacion ([3.24]).

Ahora bien, como el lado derecho es sumable, por el Lema de Borel-Cantelli,
tenemos que casi seguramente, para todo j suficientemente grande se cumple
que

T;j =00 0 min V(z) < max V(z) + blog(n;).
Tj+n; <|z|<Tj+nji |z|=T;
Ahora, del Teorema de Kesten-Stigum, tenemos que bajo el evento de no extin-
cion 7; ~ bgﬁ log(n;). También, de la Ley de los grandes nimeros, sabemos
que bajo el evento de no extincion %
a una constante positiva ¢, por lo que para j suficientemente grande,

Méx|,|—r, V (7) converge casi seguramente

2ce

ix Vix) <ecrj~ ——1 ).
‘rxrllgii (z) < ey log(m) og(n;)
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Por lo tanto,

min v@g( ace +b) log(n;).

i, <|o|<Ti4n; 11 log(m)

1 ce
. < b
log(n;) nj§|£cr\l£nj+1 Vi) < (log(m) * ) ’

donde 1026671) + b puede ser tan cercano a 1/2 como queramos. Finalmente

concluimos que bajo el evento de no extincion,

lim sup {

n—0o0

1
min V(z) p < =, P-cs.
log(n) lz|=n ( )} -2

lo que nos permite concluir la prueba. O
Ahora, podemos proceder a probar la ecuacién (3.17) del Teorema .

Demostracion de la ecuacion ecuacion ([3.17) del Teorema[3.5. Primero, note-

mos que
0

Ya(0) =Y eV <[y eV ) =)

|z|=n |z|=n

al ser @ > 1. Asi, del Teorema [3.6] tenemos que

lim sup w S—Q, P-c.s.
00 log(n) 2

Ahora, dado que

Yo(0) =Y eV > exp (—0 inf V(x)> :

|z|=n
|z|=n

De la ecuacion (3.9)) en el Teorema de limite central obtenemos la cota inferior,

i.e.
0
lim sup M > ——, P-cs.
n—»o0 log(n) 2
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Conclusiones

En este trabajo, se estudio principalmente a la caminata aleatoria ramifi-
cante (CAR) localizada en la recta real, objeto que es una extensién natural
de la cadena de Bienaymé-Galton-Watson.

En particular, definimos a la CAR y estudiamos algunas de sus propieda-
des. En el caso en que no hay movimiento espacial, i.e. el modelo de BGW, se
estudi6 el Teorema de Kesten-Stigum, el cual nos da una condiciéon suficien-
te para que la poblacién tenga probabilidad positiva de sobrevivir. Por otro
lado, generalizamos este resultado para la CAR. Por tltimo, concluimos con
el estudio de algunos resultados asintoticos relevantes de los individuos a los
extremos de la CAR.

Dentro de nuestro estudio una de las herramientas fundamentales fue la ce-
lebre martingala aditiva, la cual nos permite estudiar otro objeto fundamental
en este trabajo y que es conocido como la espina. Estos objetos son impor-
tantes en nuestro andlisis ya que transforman a nuestro problema original en
un problema mas sencillo que involucra caminatas aleatorias, objetos que han
sido ampliamente estudiados.

Los teoremas limites que en esta tesis se presentan, son muy importantes
y fueron publicados en revistas de alto impacto en el drea de probabilidad.
Estos resultados han tenido un gran impacto no solo en el area de procesos
de ramificacion espaciales sino también en otras areas de la probabilidad y los
procesos estocasticos.
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Apéndice A

Resultados Auxiliares

Proposicién A.1. Sean X1, X, ... variables aleatorias no negativas, indepen-
dientes e idénticamente distribuidas.

1. $i E[X;] < oo, entonces X2 — 0, c.s.

2. Si E[X;] = oo, entonces limsup,,_,,, 22 = oo, c.s.

Demostracion. Denotemos S, = X; + --- + X,,, n > 1. Al ser variables no
negativas, sabemos que en ambos casos

lim S _ E[X,], P-c.s..

n—oo M

Entonces, si E[X;] < oo, tenemos que

, Xn , Sn - Sn—l , Sn , Sn—l
lm — = lim ——— = lim — — lim = 0.
n—oo n n—o0 n n—oo N, n—oo N

Luego, si E[X;] = 0o entonces para todo ¢ > 0 se cumple que
Z P(|X1| > cn) = .
n=1>1
Al ser X7, X, ... no negativas e idénticamente distribuidas, esto implica que
Z P(X,, > cn) = oo,
n=1>1
por tanto, del Lema de Borel-Cantelli, se sigue que

) X
lim sup — > ¢, P-c.s..
n—oo N

Entonces, como ¢ > 0 es arbitrario, se obtiene el resultado buscado. O
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Sea (F,,) una filtracién en un espacio 2. Sean Py P medidas de probabilidad

en (), F) tales que para toda n = 1,2, ..., @|].-n es absolutamente continua
con respecto a P|z, . Sea
P,
gn = |
Pl 7.

¢ =limsupé&,.

n—oo

Es claro que (&, : n > 1) es una P-martingala, y ademads &, — £ P-c.s., donde
¢ < oo P-c.s.

Ademsds, tenemos los siguientes dos resultados que relacionan P y P por

medio de .

Lema A.1. Se cumple que
P(A) = E[¢14] + P(AN {¢ = 00}), VA€ Fu.

Demostracion. Primero supongamos que P<<P.
Sea n = %. Tomemos A € F,. Notemos que

El¢,14] = P(A) = Elyla),

lo que implica que &, = E[n|F,]. Del Teorema de Convergencia de Levy, se
sigue que &, — 7, P-c.s., y en particular n = § P-c.s. y por tanto también
P-c.s., ya que P << P. Ahora, tomemos A € F,,, notemos que

P(A, € < 00) = P(A, 7 < 00) = P(A) = E[¢14],
lo que implica que @(A,f = 00) = 0 y ademds prueba el resultado.

Ahora, consideremos el caso general y definamos

1 ~
Notemos que P << Q y P<< Q y podemos aplicar lo probado anteriormente.
ig B . .
Sean 1, = Q'; LY Sn = Q'é -, ademds definamos s = limsup,_,. S, y

r = limsup,,_,. 7n.
Usando el caso demostrado anteriormente, tenemos que
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P dP

dQ’ dQ’

ambos Q —c.s. Ademas, de la definicién de Q se sigue que r,, +s, =1, Q—c.s
por lo que Q(s = r = 0) = 0. Por lo tanto, tenemos que

Th =T = Y Sp —S=

s lim s S
S0 im 2= 1m &, =&, Q-—c.s,
n—00

T lim,,_yoo 7y, n—o00 T,

en particular, tenemos que {r =0} = {{ = o0} y {r >0} ={{ <0} Q—c.s..
Ahora, tomemos A € F,,. Sabemos que

— [ 510~ [ 51000+ [ stpnd0,
A A A

pero, de acuerdo a lo mostrado anteriormente, se cumple que

/émww@z/?aw@m@zmaﬂwmﬂ=ma&
A A

donde la ultima igualdad se da ya que £ < oo P-c.s. Por otro lado

/ s1ypydQ = / $LiemnydQ = BA N {€ = o0})
A A

lo que prueba el resultado buscado. [
Lema A.2. Considerando el contexto anterior,

1. P<<P < £<o0, P-cs. = E[¢] =1,

2.PLP « ¢=o00, P-cs. « E[¢]=0.

Demostracidn. Primero probemos (1).
SlIF’<<IP> entonces £ < 00, P—c.s. yva que £ < oo, P-c.s.. Tomando A = ()

en el Lema[A.]] se sigue que E[¢] = 1.
Reciprocamente, si E[¢] = 1, tomando A =  en el Lema [A.1] tenemos que

(f = 00) = 0, lo que implica que £ < oo, P — c.s.. Entonces el Lema
implica que IP’( ) = E[¢14], para todo A € F, y por tanto P << P.

Ahora, probemos (2). Supongamos que PLP y sea B € F,, tal que

P(E) =0 = P(E),
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por tanto, del Lema E cumple que
1 =P(E)=P(EN{§=o0}),

lo que implica que I/P\’(f =o0)=1,¢§ =0 P—cs. En particular, tomando
A = Q en el Lema, podemos concluir que que E[¢] = 0.
De forma reciproca, si E[{] = 0 tomando A = €0 en el lema se sigue que

(f o0) = 1y por tanto £ = 0o P-c.s. Asf, tomando E = {€ = 0}, se sigue
que

P(E) =0 = P(E),
por lo que PLP. O

Lema A.3. Sea (X,, : n > 1) una sub-martingala y A\ > 0, entonces
AP ( min X, < —)\) < E[X] — E[X,]
0<k<n

Demostracion. Sea 7 = min{n : X,, < —A} y A = {X;r, < —A}. Ahora, del
Teorema de paro opcional

E[XO] S E[XT/\n] = E[IAXT/\n] + E[lACXT/\n]' (Al)

Por definicién de A,
E[1A X an] < —=AP(A).

Por otro lado, de la definicién de 7 tenemos que X,,,, > —\ implica que 7 > n,
por lo que
E[lpe X an] = E[1xX,] < E[X,] < E[X].

Asi, sustituyendo en la ecuacién (A.1)) tenemos que
E[Xo] < —AP(A) + E[XF],

lo que termina la prueba. O]

Sea (X, : m > 1) una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas tal que E[X;] = 0. Sea S, = X; + -+ + X,,.



APENDICE A. RESULTADOS AUXILIARES 73

Lema A.4. Existe una constante C' > 0 tal que, para todo v > 0,a > 0,b > 0,
yn=>1,

(u+1)(a+1)(b+u+1)

P(S,>-ab—a<S,<b—a+u)<C 73

La demostracién se puede encontrar en |10], corresponde al Lema A.2 en
dicho texto.
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