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Carlos Bruno Rodŕıguez Mart́ınez y Salvador Jaime Garćıa Cid.
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Índice general

Agradecimientos I

1. Introdución 1

2. Preliminares 3

3. Modelo 13

3.1. Modelo Clásico de Riesgo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2. Modelo con Tasas Aleatorias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.3. Modelo bajo Suposiciones Adicionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Caṕıtulo 1

Introdución

El término riesgo tiene muchas acepciones dependiendo del área de estudio que se trate,

y en términos imprecisos puede definirse como la posibilidad de experimentar ciertos eventos

de interés y las consecuencias derivadas de dichos eventos. Los riesgos pueden tener un

sentido positivo o negativo, pero en general tienen una connotación de pérdida. El objetivo

es identificar los riesgos, ponderarlos con base en sus consecuencias, decidir la aceptación o

no de los mismos, y tomar provecho de su existencia. Dentro del área de las matemáticas, la

rama que se encarga de esta tarea es la teoŕıa de riesgo.

La noción de riesgo es un concepto importante en las compañ́ıas aseguradoras, debido

a que es necesario contar con estrategias y métodos para el buen manejo de su capital.

Espećıficamente, la teoŕıa de riesgo se ha centrado en estudiar las fluctuaciones de las reservas

de una compañ́ıa aseguradora y de estimar las posibilidades de ruina de dicha aseguradora,

es decir la probabilidad de que la reserva puede ser negativa en algún momento. Esto se

hace estudiando la dependencia de la ruina de los parámetros del proceso, tales como capital

inicial, el número de reclamos y el tamaño de los reclamos, con el propósito de ponderar las

consecuencias del riesgo de interés.

De manera general una compañ́ıa de seguros opera de la siguiente manera: un grupo

de personas que está expuesto a un tipo determinado de evento, tales como choques de

automóviles, robos, supervivencia, etc., contrata un seguro donde cada una de estas personas

paga una cantidad fija de dinero a la compañ́ıa aseguradora por unidad de tiempo, llamada

prima. Ésta a su vez tiene la obligación de pagar al asegurado el un monto fijado desde el

inicio del contrato, en el momento en que este evento ocurre. Por lo tanto aunque no se

conozca con certeza cuántas personas requerirán del pago de la compañ́ıa, ni el tamaño total

de los montos que la compañ́ıa pagará, el capital obtenido de las primas colectadas más el

capital inicial de la compañ́ıa deben ser suficientes para solventar los gastos que se presenten.

El modelo de Cramér-Lundberg ilustra de manera muy general cómo opera una compañ́ıa

de seguros opera, tiene sus oŕıgenes en la tesis doctoral de Filip Lundberg defendida en el

año de 1903. En este trabajo, Lundberg analiza el reaseguro de riesgos colectivos y presenta

el proceso de Poisson compuesto. En 1930 Harald Cramér retoma las ideas originales de

Lundberg, y las pone en el contexto de los procesos estocásticos, en ese entonces de reciente
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCIÓN

creación. Este modelo es el proceso estocástico a tiempo continuo P := {Pt}t≥0 definido

como

Pt = y + pt−
Nt∑
i=1

Si,

en donde y y p son constantes positivas, N := {Nt}t≥0 es un proceso Poisson con intensidad

λ, S := {Si}i≤1 variables aleatorias positivas independientes e idénticamente distribuidas

(v.a.i.i.d.), que además son independientes de las variables {Nt}t≥0.

La variable Pt representa el balance más sencillo de ingresos menos egresos de una compañ́ıa

aseguradora. Al proceso P := {Pt}t≥0 se le llama nuevamente proceso de riesgo (risk process),

proceso de superávit (surplus process), ó proceso de excedentes.

Nuestro modelo de interés para este trabajo, propuesto por Jostein Paulsen (1993) [1],

estará particularmente centrado en el estudio la ruina tomando en cuenta factores externos

que afectan el proceso de riesgo, como lo son las tasas de interés y la tasa de retorno de la

inversión.

En la primera parte de este trabajo presentaremos un modelo bastante general y luego

analizaremos en detalle una versión más restringida. Introduciremos un modelo general para

describir el excedente de una compañ́ıa aseguradora en un ambiente aleatorio. Este modelo

permite una tasa de rendimiento aleatorios de las inversiones, aśı como un nivel de inflación

aleatorio, permite elegir entre el seguro y el riesgo de inversión.

En la segunda parte se plantea el problema de encontrar la probabilidad de una eventual

ruina, siguiendo las ideas de Harrison (1977) [7], desarrollaremos algunas ecuaciones

integro-diferenciales que pueden ser útiles en el cálculo de la probabilidad de eventual ruina.

Se encuentran condiciones que nos permitan usar estas ecuaciones, podemos encontrar valores

exactos de la probabilidad de ruina eventual en los casos especiales cuando el proceso de

riesgo no inflado sigue un movimiento browniano o un proceso de Poisson compuesto con

reclamaciones distribuidas exponencialmente. De lo contrario solo se obtienen desigualdades.

Por último presenta un ejemplo donde se utilizan los resultados obtenidos en las secciones

previas.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Definición 2.0.1. Un espacio de probabilidad filtrado es un espacio de probabilidad

(Ω,F ,P) equipado con una filtración F = {Ft}t∈R+ . En este caso, una filtración significa

una familia creciente y continua por la derecha de sub-σ-álgebras de F (en otras palabras,

Fs ⊂ Ft para s ≤ t y Ft =
⋃
s>tFs).

Definición 2.0.2. El espacio de probabilidad filtrado, tambien llamado base, (Ω,F ,F,P) se

denomina completa, o se dice que, de manera equivalente, satisface las condiciones usuales

si el σ-álgebra F es P-completo y si cada Ft contiene todos los conjuntos P-nulos de F .

Definición 2.0.3. Si g es una función de la variable real, su variación en el intervalo [a, b]

se define como

Vg ([a, b]) = ĺım
δn→0

n∑
i=1

∣∣g(tni )− g(tni−1)
∣∣ ,

donde a = tn0 < tn1 < · · · < tnn = b es una partición y

δn = máx
1≤i≤n

(tni − tni−1).

Definición 2.0.4. Una semimartingala es un proceso X de la forma X = X0 + M + A

donde X0 es finito-valuada y F0-medible, M es una martingala local con M0 = 0, y A es un

proceso adaptado de variación finita con A0 = 0.

Definición 2.0.5. Sean X, Y semimartingalas la covariación cuadrática de X, Y se define
como

〈X, Y 〉t = XtYt −
∫ t

0

Xs−dYs −
∫ t

0

Ys−dXs.
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4 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Definición 2.0.6. Sean X, Y semimartingalas, el proceso 〈X, Y 〉c de define como la parte

continua (trayectoria-a-trayectoria) de 〈X, Y 〉 y se escribe

〈X, Y 〉t = 〈X, Y 〉ct +X0Y0 +
∑

0<s≤t

∆Xs∆Ys

= 〈X, Y 〉ct +
∑

0≤s≤t

∆Xs∆Ys.

Definición 2.0.7. Un proceso X(t) en un intervalo de tiempo [0, T ], donde T puede ser

infinito, es cuadrado integrable si supt∈[0,T ] E [X2(t)] < ∞ (supt≥0 E [X2(t)] < ∞) , es decir,

los segundos momentos están acotados.

Definición 2.0.8. Un proceso Xt de Markov es estocásticamente continuo, si

ĺım
t→0

P
x [Xt ∈ E \ Vx] = 0,

para todo x ∈ E y con Vx una vecindad abierta de x.

Lema 2.0.1. (Desigualdad de Jessen) Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Si g es una

función real P-integrable y ϕ una función convexa en el eje real, entonces:

ϕ

(∫
Ω

gdP

)
≤
∫

Ω

ϕ ◦ gdP,

usando la notación habitual en teoŕıa de la probabilidad, puede reescribirse aśı:

ϕ (E[X]) ≤ E[ϕ(X)],

donde ϕ es una función convexa.

Proposición 2.0.1 (W. Feller [11]). Sea H una función de distribución con función

caracteŕıstica ϕ, sea h > 0 arbitrario pero fijo. Entonces

H(z + h)−H(z)

h
=

1

2π

∫
R

ϕ(u)
e−iuz − e−iu(z+h)

iuh
du.

Siempre que el integrando es integrable.

En el caso en que
∫
R
|ϕ(u)|du < ∞, H tiene función de densidad continua y acotada fH

dada por

fH(z) =
1

2π

∫
R

ϕ(u)e−iuzdu.
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Teorema 2.0.1. (Teorema de Fubini) Sean X, Y espacios de medida σ-finita, y suponga

que X × Y genera la medida producto (en este caso es única ya que X y Y son σ-finitas).

Si f(x, y) es X × Y -integrable, lo que significa que f(x, y) es una función medible y∫
X×Y
|f(x, y)| d(x, y) <∞,

entonces se cumple que∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dx

)
dy =

∫
X×Y

f(x, y)d(x, y).

Teorema 2.0.2 (Cambio de Variable). Sea X un proceso de variación finita con trayectorias

continuas por la derecha, y sea una función f con primera derivada continua. Entonces

{f(Xt)}t≥0 es proceso de variación finita con trayectorias continuas por la derecha y

f(Xt)− f(X0) =

∫ t

0+

f ′(Xs−)dXs +
∑

0<s≤t

[f(Xs)− f(Xs−)− f ′(Xs−)∆Xs] .

Teorema 2.0.3 (Fórmula de Itô). Sea X = (X1, . . . Xn) una n-tupla de semimartingalas, y

sea f : Rn → R una función con derivadas parciales de segundo orden continuas. Entonces

{f(Xt)}t≥0 es una semimartingala y

f(Xt)− f(X0) =
n∑
i=1

∫ t

0+

∂f

∂xi
(Xs−)dX i

s +
1

2

∑
1≤i,j≤n

∫ t

0+

∂2f

∂xi∂xj
(Xs−)d〈X i, Xj〉cs

+
∑

0<s≤t

[
f(Xs)− f(Xs−)−

n∑
i=1

∂f

∂xi
(Xs−)∆X i

s

]
.

Teorema 2.0.4 (P. Protter [9]). Sea X una semimartingala real y Z un proceso adaptado

càdlàg. Entonces la ecuación diferencial estocástica

dZ = Z−dX con Z0 = 1,

tiene una y solo una solución (salvo por indistinguibilidad) adaptada càdlàg.

Esta solución es una semimartingala, se denota por E(X), y está dada por

E(X)t = exp

{
Xt −X0 −

1

2
〈Xc, Xc〉t

}∏
s≤t

(1 + ∆Xs) exp{−∆Xs},

donde el (posible) producto infinito es absolutamente convergente. Donde 〈Xc, Xc〉 es la

variación cuadrática de la parte continua de X.



6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Demostración: Tenemos que el proceso Xt −X0 − 1
2
〈Xc, Xc〉t es una semimartingala y

exp{x} es una función dos veces diferenciable continua, por lo cual

exp

{
Xt −X0 −

1

2
〈Xc, Xc〉t

}
,

es semimartingala.

Ahora el proceso

∏
s≤t

(1 + ∆Xs) exp{−∆Xs},

es adaptado y càdlàg. Por lo que solo queda ver que sea de variación finita, para que sea una

semimartingala y probar que sea absolutamente convergente.

Ya que X es càdlàg, solo hay un número finito de s tales que |∆Xs| ≥ 1
2

en cada intervalo

finito para un ω fijo.

Por lo cual basta probar que

Vt =
∏

0<s≤t

(
1 + ∆Xs1{|∆Xs|< 1

2
}

)
exp

{
−∆Xs1{|∆Xs|< 1

2
}

}
,

es de variación finita y converge.

Sea Us = ∆Xs1{|∆Xs|≥ 1
2
} entonces

| log(Vt)| =
∑

0<s≤t

|log (1 + Us)− Us|

≤
∑

0<s≤t

U2
s

≤ 〈X,X〉t <∞ c.s.

Por lo tanto log(Vt) es absolutamente convergente casi seguramente ya que |log (1 + x)− x| ≤
x2 cuando |x| < 1

2
.

Entonces log(Vt) tiene trayectorias de variación finita, y por lo tanto Vt también cuenta con

trayectorias de variación finita.

Ahora para mostrar que E(X) es solución, definimos

Kt = Xt −X0 −
1

2
〈Xc, Xc〉t,

St =
∏
s≤t

(1 + ∆Xs) exp{−∆Xs}.
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Sea f(x, y) = yex, entonces Zt = E(X)t = f(Kt, St) y por fórmula 2.0.3 (Teorema de Itô)

Zt − Z0 =

∫ t

0+

∂f

∂x
(Ks−, Ss−)dKs +

∫ t

0+

∂f

∂y
(Ks−, Ss−)dSs +

1

2

∫ t

0+

∂2f

∂x2
(Ks−, Ss−)d〈K,K〉cs

+

∫ t

0+

∂2f

∂x∂y
(Ks−, Ss−)d〈K,S〉cs +

1

2

∫ t

0+

∂2f

∂y2
(Ks−, Ss−)d〈S, S〉cs

+
∑

0<s≤t

[
f(Ks, Ss)− f(Ks−, Ss−)− ∂f

∂x
(Ks−, Ss−)∆Ks −

∂f

∂y
(Ks−, Ss−)∆Ss

]
.

Ya que S es un proceso de saltos puros tenemos:

〈K,S〉c = 〈S, S〉c = 0,

Zs = Zs−(1 + ∆Xs),

Zs−∆Ks = Zs−∆Xs,∫ t
0+
Zs−dSs =

∑
0<s≤t Zs−∆Ss.

Por lo cual la fórmula anterior se convierte en

Zt − Z0 =

∫ t

0+

Zs−dKs +

∫ t

0+

eKs−dSs +
1

2

∫ t

0+

Zs−d〈K,K〉cs

+
∑

0<s≤t

[
Zs − Zs− − Zs−∆Ks − eKs−∆Ss

]
=

∫ t

0+

Zs−dKs +

∫ t

0+

eKs−dSs +
1

2

∫ t

0+

Zs−d〈K,K〉cs +
∑

0<s≤t

−eKs−∆Ss

=

∫ t

0+

Zs−dKs +
1

2

∫ t

0+

Zs−d〈K,K〉cs

=

∫ t

0+

Zs−dXs,

por lo cual E(X) es solución.

Para demostrar la unicidad, sea f(x, z) = ze−x y Y = f(K,Z) = Ze−K y de nuevo por

fórmula de Itô

Yt − Y0 = −
∫ t

0+

Zs−e
−Ks−dKs +

∫ t

0+

e−Ks−dZs +
1

2

∫ t

0+

Zs−e
−Ks−d〈K,K〉cs

−
∫ t

0+

e−Ks−d〈K,Z〉cs +
∑

0<s≤t

[
∆(Zse

−Ks) + Zs−e
−Ks−∆Ks − e−Ks−∆Zs

]
.

Tenemos que:
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〈K,K〉cs = 〈X,X〉cs, 〈K,Z〉cs = 〈X,Z〉cs,

∆Ks = ∆Xs, ∆Zs = Zs∆Xs.

Por lo que la fórmula anterior se convierte en:

Yt − Y0 = −
∫ t

0+

Ys−dKs +

∫ t

0+

Ys−dXs +
1

2

∫ t

0+

Ys−d〈X,X〉cs

−
∫ t

0+

e−Ks−d〈X,Z〉cs +
∑

0<s≤t

[∆Ys + Ys−∆Xs − Ys−∆Xs]

= −
∫ t

0+

Ys−dXs +
1

2

∫ t

0+

Ys−d〈X,X〉cs +

∫ t

0+

Ys−dXs +
1

2

∫ t

0+

Ys−d〈X,X〉cs

−
∫ t

0+

Ys−d〈X,X〉cs +
∑

0<s≤t

∆Ys

=
∑

0<s≤t

∆Ys.

Por lo tanto Y es un proceso de saltos puros de variación localmente finita. Por lo cual

∆Yt = Zte
−Kt − Zt−e−Kt−

= (Zt− + ∆Zt) exp {−Kt− −∆Kt} − Zt−e−Kt−

= (Zt− + Zt−∆Xt) exp {−Kt− −∆Xt} − Yt−
= Yt− [(1 + ∆Xt) exp {∆Xt} − 1] ,

y tenemos que

Yt = 1 +
∑

0<s≤t

Ys−∆As,

donde At =
∑

0<s≤t [(1 + ∆Xs) exp {∆Xs} − 1].

Por lo que queda demostrar que

Yt =
∑

0<s≤t

Ys−∆As,

tiene una única solución cuando Y0 = 0.

Sea Rt =
∫∞

0+
|dA|, por fórmula de Itô y la convexidad de f(x) = xn

Rn
t =

∫ t

0

nRn−1
s− dRs +

∑
0<s≤t

(
∆Rn

t − nRn−1
s− ∆Rs

)
≥

∫ t

0

nRn−1
s− dRs.
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Sea Y ∗t = sups≤t |Ys|, entonces por inducción tenemos que

Y ∗t ≤ Y ∗t
Rn
t

n!
,

para t ≥ 0 y n > 0.

Supongamos que esto último se cumple para n− 1, entonces tenemos que

Y ∗t =
(∑

Y−∆A
)∗
t
≤
Y ∗t

(∫ t
0
nRn−1

s− dRs

)
(n− 1)!

≤
Y ∗t R

n
t−

n!

n→∞−→ 0,

por lo tanto Yt = 0 para todo t > 0.

Si existen procesos Y (1) y Y (2) tales que

Y
(1)
t = 1 +

∑
0<s≤t

Y
(1)
s− ∆As,

Y
(2)
t = 1 +

∑
0<s≤t

Y
(2)
s− ∆As.

Entonces

Y
(1)
t − Y (2)

t =
∑

0<s≤t

(
Y

(1)
s− − Y

(2)
s−

)
∆As = 0,

por lo cual la solución es única.

�

Teorema 2.0.5 (J. Jacod [12]). Sean X,H semimartingalas, T0 = 0 y

Tn+1 = ı́nf{t > Tn : ∆Xt = −1}. Entonces la ecuación

Z = H +

∫
Z−dX (2.0.1)

admite una y solo una solución Z semimartingala, dada por

Z =
∑
n≥0

Z(n)
1[Tn,Tn+1[,

Z(n) = U (n)

{
∆HTn +

∫ (
1

U (n)

)
−
d
(
HTn+1 −HTn

)
−
∫ (

1

U (n)

)
1[0,Tn+1)d〈H,XTn+1 −XTn〉

}
, (2.0.2)

U (n) = E
(
XTn+1 −XTn

)
.

Donde 〈H,XTn+1 − XTn〉 es la covariación cuadrática de H y XTn+1 − XTn, y definiremos

como XTn
t := Xt∧Tn y HTn

t := Ht∧Tn.
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Demostración: La unicidad se deriva del hecho de que si Z y Z ′ son soluciones, entonces

Z−Z ′ = 0+
∫

(Z−Z ′)−dX, entonces Z−Z ′ = 0 por el Teorema 2.0.4. Mostremos ahora que

la semimartingala Z definida por la fórmula (2.0.2) es solución de (2.0.1). Para simplificar

la notación, definiremos

X(n) = XTn+1 −XTn , H(n) = HTn+1 −HTn .

Definimos U (n) = E
(
X(n)

)
, Z(n) y Z como en (2.0.2), y definiremos

K(n) = ∆HTn1[Tn,∞[ +

∫ (
1

U (n)

)
−
dH(n) −

∫ (
1

U (n)

)
1[0,Tn+1[d〈H,X(n)〉.

Si Z̃(n) = U (n)K(n) tenemos que Z̃(n) = Z(n) = Z en [Tn, Tn+1[ y Z̃
(n)
− = Z

(n)
− = Z− en

]Tn, Tn+1]. Por la fórmula de integración por partes se tiene

Z̃(n) =

∫
K(n)dU (n) +

∫
U (n)dK(n) + 〈K(n), U (n)〉

=

∫
K

(n)
− dU (n) + ∆HTn1[Tn,∞[ +H(n) −

∫ (
U

(n)
−

U (n)

)
1[0,Tn+1[d〈H,X(n)〉

+

∫ (
1

U (n)

)
−
d〈H(n), U (n)〉 −

∫ (
1

U (n)

)
1[0,Tn+1[d〈U (n), 〈H,X(n)〉〉,

con U (n) = 1 en [0, Tn].

Pero 〈U (n), 〈H,X(n)〉〉 =
∫

∆U (n)d〈H,X(n)〉 y U (n) = 1 +
∫
U

(n)
− dX(n) por lo tanto

〈H(n), U (n)〉 =
∫
U

(n)
− d〈H(n), X(n)〉. Al simplificar la expresión anterior, obtenemos:

Z̃(n) =

∫
Z̃

(n)
− dX(n) + ∆HTn1[Tn,∞[ +H(n) +

∫
1{Tn+1}d〈H,X(n)〉

Como Z̃
(n)
− = Z− en ]Tn, Tn+1] tenemos

∫
Z̃

(n)
− dX(n) =

∫
Z−dX

(n) como ∆X
(n)
Tn+1

= −1 en

{Tn+1 <∞} se sigue

Z̃(n) =

∫
Z̃−dX

(n) + ∆HTn1[Tn,∞[ +H(n) −∆HTn+11[Tn+1,∞[

Además tenemos por construcción que ZTn = ∆HTn en {Tn < ∞}, Z(n) = 0 en [0, Tn[,

Z = Z̃(n) = Z̃(n) =
(
Z̃(n)

)Tn+1

en [Tn, Tn+1[, finalmente ZTn+1 = ∆HTn+1 y Z̃
(n)
Tn+1

= U
(n)
Tn+1

= 0

en {Tn+1 <∞} esto nos lleva a

Z(Tn+1) − Z(Tn) = Z(n) −∆HTn1[Tn,∞[ + ∆HTn+11[Tn+1,∞[

= H(Tn+1) −H(Tn) +

∫
−
d
(
XTn+1 −XTn

)
.
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Queda ahora para agregar las siguientes igualdades: como ĺımn↑∞ Tn =∞, tenemos una suma

finita para todo t. Obtenemos que Z satisface (2.0.2).

Tenga en cuenta que EH(X) = HE(X) es la única solución de (2.0.1). Tenemos por

supuesto E1(X) = E(X) además, en (2.0.2), si H = 1, entonces Z(n) = 0 para n ≥ 1 mientras

que Z(0) = U (0) = E(X).

�

Teorema 2.0.6 (Desigualdad de Burkholder-Gundy-Davis). Existen constantes cp y Cp que

dependen solo de p, de manera que para cualquier martingala local Mt, nula a cero M0 = 0,

cpE
[
〈M,M〉p/2T

]
≤ E

[(
sup
t≤T
|Mt|

)p]
≤ CpE

[
〈M,M〉p/2T

]
,

para 1 < p <∞. Si además, Mt es continua, entonces el resultado se mantiene también para

0 < p ≤ 1.

Teorema 2.0.7. Sea Mt una martingala local, nula en cero tal que supt<∞ E [〈M,M〉t] <∞,

entonces Mt es una martingala cuadrado integrable.

Teorema 2.0.8. Sea Mt una martingala local tal que E [M∗
∞] = E

[
sup0≤t |Mt|

]
< ∞,

entonces Mt es una martingala uniformemente integrable.

Teorema 2.0.9. Sea X una semimartingala y Y un proceso adaptado cadlag.

Entonces

2n−1∑
k=0

Y
tδ

(n)
k

(
X
tδ

(n)
k+1
−X

tδ
(n)
k

)
P−→
∫ t

0

Ys−dXs cuando n→∞

Donde δ
(n)
k = k2−n, k = 0, 1, . . .





Caṕıtulo 3

Modelo

En este caṕıtulo presentaremos un modelo general para para describir el proceso de

riesgo de una compañ́ıa de seguros, el cual consta de un proceso que representa el balance

más sencillo de ingresos menos egresos a tiempo continuo de dicha compañ́ıa y los procesos de

inflación y de retorno de inversión los cuales suponen tasas fijas. Posteriormente modificaremos

dicho modelo, suponiendo a todos los procesos como semimartingalas, permitiéndonos agregar

aleatoriedad a los procesos de inflación y de retorno de inversión.

Supondremos un proceso vectorial, que conste de los tres procesos, el cual tendrá incrementos

estacionarios e independientes y, por lo tanto, una semimartingala.

Finalmente se supondrán algunas restricciones adicionales en estos procesos para facilitar

su manejo y de esta forma obtendremos el modelo con el que trabajaremos a lo largo del

documento.

3.1. Modelo Clásico de Riesgo

Si denotamos el proceso de riesgo medido en unidades reales por Y := {Yt}t≥0, entonces

Y se obtiene a través de los siguientes pasos:

1. Proceso de excedentes P := {Pt}t≥0 definido como

Pt = y + pt−
Nt∑
i=1

Si,

donde N := {Nt}t≥0 es un proceso Poisson con intensidad λ, S := {Si}i≥0 variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.), que además son

independientes de las variables {Nt}t≥0.

Este proceso describe el excedente de una compañ́ıa aseguradora, tomando en cuenta

que dicha compañ́ıa tiene un capital inicial y, recibe una cantidad p de primas a

tiempo t y esta sujeto a una cantidad aleatoria de reclamaciones
∑Nt

i=1 Si.

13
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2. Proceso de inflación I := {It}t≥0, con tasa ī, que se define como It = īt para todo

t ≥ 0. El nivel de inflación se define como Ī := {Īt}t≥0 que es la solución de

dĪt = Īt−dIt, (3.1.1)

dónde Ī0 = 1. Por lo cual Īt = eīt.

3. Ya que las primas y reclamaciones del proceso de excedentes son afectados por la

inflación, obtenemos el proceso de excedentes afectado por inflación P̄ := {P̄t}t≥0

definido como

P̄t = y +

∫ t

0

Īs−dPs. (3.1.2)

Este proceso ahora expresa el efecto de la inflación sobre el proceso de excedentes P .

4. Proceso de retorno de la inversión R := {Rt}t≥0, con tasa r, que se define como

Rt = rt. Se define el proceso R̄ := {R̄t}t≥0 que es la solución de

dR̄t = R̄t−dRt, (3.1.3)

dónde R̄0 = 1. Por lo cual R̄t = ert.

5. Definimos Ȳ := {Ȳt}t≥0 como la solución a

dȲt = dP̄t + Ȳt−dRt

= Īt−dPt + rȲt−dt

= eītdPt + rȲt−dt, (3.1.4)

dónde Ȳ0 = y.

Por lo tanto podemos escribir (3.1.4) como

Ȳt = ert
(
y +

∫ t

0

e−(r−ī)sdPs

)
.

6. Para terminar se define el proceso de riesgo Y := {Yt}t≥0 es

Yt = Ī−1
t Ȳt. (3.1.5)

Lo cual deriva en la fórmula

Yt = e(r−ī)t
(
y +

∫ t

0

e−(r−ī)sdPs

)

= e(r−ī)ty +

(∫ t

0

e(r−ī)(t−s)dPs

)
. (3.1.6)
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Observación 3.1.1. Si consideramos el proceso de generación de interés real R−I y hacemos

los cálculos en términos de unidades reales, podemos definir dỸt = dPt + Ỹtd(R − I)t. Es

fácil ver que en este caso Ỹ = Y . La razón por la que se distingue entre Ỹ y Y es que

normalmente no son iguales cuando R e I son semimartingalas generales, como se explicará

en la Observación 3.3.1.

Un inconveniente importante de este modelo es que la única fuente de incertidumbre

permitida es el número y la gravedad de las reclamaciones. La tasa de rendimiento de

las inversiones y el nivel de inflación se suponen conocidas. Pero la razón por la que las

compañ́ıas de seguros se enfrentan a problemas financieros se debe con frecuencia a un bajo

o incluso negativo retorno de las inversiones, y esto, por supuesto, es imprevisible. Los niveles

inesperados de inflación también pueden tener un impacto en la solidez de una compañ́ıa de
seguros.

3.2. Modelo con Tasas Aleatorias

Nos permitimos agregar aleatoriedad a los procesos de inflación y de retorno de inversión.

Comenzamos con un modelo muy general en el que el proceso de generación de excedentes

P , el proceso de generación de inflación I y el proceso de generación de retorno de inversión

R, todos son semimartingalas. Este nivel de generalidad nos permite obtener la solución Y

de (3.1.5), pero no mucho más.

Suponemos que todos los procesos y variables aleatorias están en un espacio de probabilidad

filtrado (Ω,F ,F,P) que satisfaga las condiciones usuales. Supondremos que cada semimartingala

será Ft adaptada. Ahora presentaremos el modelo con tasas aleatorias:

1. El proceso generador de excedentes P := {Pt}t≥0 es una semimartingala con P0 = y

y está definido como

Pt = y + pt−
Nt∑
i=1

Si.

Donde N := {Nt}t≥0 es un proceso Poisson con intensidad λ, S := {Si}i≥1 variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.), que además son

independientes de las variables {Nt}t≥0.

2. Proceso generador de inflación I := {It}t≥0, es una semimartingala con I0 = 0. Por

lo cual por el Teorema 2.0.4 la solución de (3.1.1) ahora es

Īt = exp

{
It −

1

2
〈Ic, Ic〉t

}∏
s≤t

(1 + ∆Is) exp{−∆Is}. (3.2.1)
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3. Proceso generador de excedentes afectado por inflación P̄ := {P̄t}t≥0 definido como

en (3.1.2).

P̄t = y +

∫ t

0

Īs−dPs, (3.2.2)

con Ī0− = 0.

4. Proceso generador de retorno de la inversión R := {Rt}t≥0 es una semimartingala con

R0 = 0. Por lo cual, al igual que el proceso I, por el Teorema 2.0.4 la solución de

(3.1.3) ahora es

R̄t = exp

{
Rt −

1

2
〈Rc, Rc〉t

}∏
s≤t

(1 + ∆Rs) exp{−∆Rs}.

5. Por lo que (3.1.4) se convierte en

Ȳt = P̄t +

∫ t

0

Ȳs−dRs, (3.2.3)

con Ȳ0− = 0.

6. Para terminar se define el proceso de riesgo Y := {Yt}0≤t, al igual que (3.1.5), es

Yt = Ī−1
t Ȳt. (3.2.4)

Se supone que 0 < Īt para todo t ≥ 0.

Por notación escribiremos como XTn
t := Xt∧Tn .

Por el Teorema 2.0.5 haciendo Z = Ȳ , H = P̄ y X = R la ecuación (3.2.3), por (2.0.2),

tiene una única solución dada por:

Ȳ =
∑
n≥0

Ȳ (n)
1[Tn,Tn+1[,

Ȳ (n) = U (n)

{
∆P̄Tn +

∫ (
1

U (n)

)
−
d
(
P̄ Tn+1 − P̄ Tn

)
−
∫ (

1

U (n)

)
1[0,Tn+1[d〈P̄ , RTn+1 −RTn〉

}
,

U (n) = E
(
RTn+1 −RTn

)
.
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Ahora haciendo U (n) = R̄(n) y por la ecuación (3.2.4) entonces Y tiene una única solución

dada por

Y =
∑
n≥0

Y (n)
1[Tn,Tn+1[,

Y (n) = Ī−1
t R̄(n)

{
∆P̄Tn +

∫ (
1

R̄(n)

)
−
d
(
P̄ Tn+1 − P̄ Tn

)
−
∫ (

1

R̄(n)

)
1[0,Tn+1[d〈P̄ , RTn+1 −RTn〉

}
(3.2.5)

R̄(n) = E
(
RTn+1 −RTn

)
.

Por (3.2.2), tenemos

∆P̄0 = y,

∆P̄Tn = ĪTn−∆PTn para n ≥ 1,

P̄ Tn+1 − P̄ Tn =

∫
Ī−d(P Tn+1 − P Tn),

〈P̄ , RTn+1 −RTn〉 =

∫
Ī−d〈P,RTn+1 −RTn〉.

Por lo cual definiremos

Ĩ0− = 1, ĨTn− = ĪTn−,

para n ≥ 1, entonces

∆P̄Tn = ĨTn−∆PTn .

Ya que (Ī/R̄(n))− es localmente acotado, utilizando la propiedad asociativa de la integral

estocástica en (3.2.5) tenemos que

Y (n) = Ī−1
t R̄(n)

{
ĨTn−∆PTn +

∫ (
1

R̄(n)

)
−
d

(∫
Ī−d(P Tn+1 − P Tn)

)

−
∫ (

1

R̄(n)

)
1[0,Tn+1[d

(∫
Ī−d〈P,RTn+1 −RTn〉

)}

= Ī−1
t R̄(n)

{
ĨTn−∆PTn +

∫ (
Ī

R̄(n)

)
−
d
(
P Tn+1 − P Tn

)
−
∫ (

Ī−
R̄(n)

)
1[0,Tn+1[d〈P,RTn+1 −RTn〉

}
. (3.2.6)

Esta expresión es bastante complicada, aśı que haremos suposiciones que faciliten su manejo.
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3.3. Modelo bajo Suposiciones Adicionales

Primero, supondremos que el proceso de generación de excedentes P y el proceso de

generación de retorno de inversión R son independientes. Dado que estos procesos modelan

diferentes aspectos de la actividad económica, este supuesto es bastante razonable. Esto

implica que 〈P,RTn+1 −RTn〉 es indistinguible del proceso cero, por lo que (3.2.6) toma una

forma mas sencilla:

Y (n) = Ī−1
t R̄(n)

{
ĨTn−∆PTn +

∫ (
Ī

R̄(n)

)
−
d
(
P Tn+1 − P Tn

)}
. (3.3.1)

A continuación, supondremos que es imposible que todos los activos de la compañ́ıa de

seguros pierdan su valor de una sola vez debido al rendimiento negativo de la inversión.

Este es quizás un supuesto más fuerte. Para expresarlo matemáticamente, recordamos que

T1 = ı́nf{t > 0 : ∆Rt = −1}, por lo que suponemos que P[T1 < ∞] = 0. Luego, utilizando

(3.3.1) en Y en (3.2.5) tenemos:

Y =
∑
n≥0

Ī−1
t R̄(n)

{
ĨTn−∆PTn +

∫ (
Ī

R̄(n)

)
−
d
(
P Tn+1 − P Tn

)}
1[Tn,Tn+1[

= Ī−1
t R̄(0)

{
Ĩ0−∆P0 +

∫ (
Ī

R̄(0)

)
−
d
(
P T1 − P 0

)}
1[0,T1[

+
∑
n≥1

Ī−1
t R̄(n)

{
ĨTn−∆PTn +

∫ (
Ī

R̄(n)

)
−
d
(
P Tn+1 − P Tn

)}
1[Tn,Tn+1[.

Por lo cual Y en (3.2.5), con U = ĪR̄−1 y R̄ = E(R), toma la siguiente forma:

Y = U−1

(
y +

∫
U−dP

)
. (3.3.2)

Observación 3.3.1. El proceso U−1 = R̄Ī−1 = E(R)/E(I) es una medida de retorno sobre

inversión. En la Observación 3.1.1 consideramos el proceso Ỹ dada por

Ỹ = P +

∫
Ỹ−d(R− I).

Bajo los mismos supuestos anteriores, se deduce que la solución única está dada por

Ỹ = Ũ−1

(
y +

∫
Ũ−dP

)
,

donde Ũ = (E(R − I))−1 también es una medida del rendimiento de la inversión, pero

generalmente es diferente de U . De hecho, se tiene que por integración por partes (Definición
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2.0.5)

E(R− I)E(I) = E(R− I)0E(I)0 +

∫
E(R− I)−dE(I)

+

∫
E(I)−dE(R− I) + 〈E(R− I), E(I)〉

= E(R− I)0E(I)0 +

∫
E(R− I)−E(I)−dI +

∫
E(R− I)−E(I)−d(R− I)

+

∫
E(R− I)−E(I)−d〈(R− I), (I)〉

= E(R− I)0E(I)0 +

∫
E(R− I)−E(I)−d(I + (R− I) + 〈(R− I), (I)〉)

= E(R + 〈R− I, I〉),

y por lo tanto

Ũ = UE(R)(E(R + 〈R− I, I〉))−1.

Esto implica que Ũ = U y por lo tanto Ỹ = Y si y sólo si 〈R − I, I〉 = 0. Una condición

suficiente para esto es R− I ó I sea un proceso determińıstico continuo.

Finalmente, supondremos que el proceso vectorial X̄ = (P, I, R) es un proceso con

incrementos estacionarios e independientes con un número finito de saltos en cada intervalo

finito. Luego X̄ (Gihman y Skorohod [13]) tiene la representación

X̄t = X̄0 + āt+ C̄W̄t + V̄t, dónde X̄0 = (y, 0, 0)T . (3.3.3)

Donde W̄ un movimiento browniano tri-dimensional y V̄ es un proceso de Poisson compuesto

tri-dimensional independiente de W̄ , ā es un vector constante y C̄ es una matriz de 3 × 3

con la propiedad

C̄C̄T =

σ2
P 0 0
0 σ2

I ρσIσR
0 ρσIσR σ2

R

 , (3.3.4)

donde |ρ| ≤ 1. Supondremos que el primer componente de V̄ es independiente de los otros dos,

por lo que (3.3.4) implica que P y (I, R) son independientes. En cuanto a los componentes
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de X̄ tenemos

Pt = y + pt+WP,t −
NP,t∑
i=1

SP,i, (3.3.5)

It = īt+WI,t +

NI,t∑
i=1

S̃I,i, (3.3.6)

Rt = rt+WR,t +

NR,t∑
i=1

S̃R,i, (3.3.7)

donde (WP ,WI ,WR)T = C̄W̄ , NP , NI y NR son tres procesos de Poisson con intensidades

λP , λI y λR respectivamente, y NP es independiente de (NI , NR).

También los sumandos en cada suma son v.a.i.i.d. y SP,i y (S̃I,j, S̃R,j) son independientes

para todo i, j.

Denotamos por

SP := {SP,i}i≥0, S̃I := {S̃I,i}i≥0 y S̃R := {S̃R,i}i≥0.

Definimos

FP (s) = P[SP,1 ≤ s], FI(s) = P[1 + S̃I,1 ≤ s], FR(s) = P[1 + S̃R,1 ≤ s], (3.3.8)

con FI(0) = FR(0) = 0.

Observación 3.3.2. El supuesto FI(0) = 0 excluye la posibilidad de que la inflación

sea de -100 % o más, es decir, es imposible que todos los activos en la economı́a pierdan

su valor o tengan un valor negativo. Entonces, desde un punto de vista práctico, este

supuesto no es una restricción en absoluto. De manera similar, el supuesto de que FR(0) = 0

excluye la posibilidad de que todos los activos de la compañ́ıa de seguros pierdan su valor

o tengan un valor negativo debido al rendimiento negativo de las inversiones. Como las

instituciones financieras a menudo se comprometen con responsabilidades financieras mucho

mayores que sus propios activos, este es un supuesto mucho más estricto. Sin embargo,

el siguiente argumento justifica al menos por qué nosotros, en el contexto de la teoŕıa

de la ruina en un intervalo de tiempo infinito, podemos suponer que FR(0−) = 0. Sea

T = ı́nf{t : ∆Rt < −1}. Dado que P y R se suponen procesos de Lévy independientes,

vemos en (3.2.3) que ∆ȲT ,= ȲT−∆RT , por lo tanto, ȲT < 0. Por lo tanto, la ruina ocurre

en el momento T (ó antes de T ). Pero ∆RT = S̃R,NR,T , entonces

Mt =

NR,t∑
i=0

S̃R,i1{S̃R,i<−1},
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es un proceso de Poisson compuesto con intensidad λRFR(0−) y T = ı́nf{t : Mt 6= 0}. Por lo

tanto, FR(0−) > 0 implica que P [T <∞] = 1, es decir, la ruina ocurre con probabilidad uno.

Este argumento también muestra que FR(0) = 0 implica que P [T1 <∞] = 0, esto implica el

paso de (3.3.1) a (3.3.2).

Observación 3.3.3. Aunque pasar de (3.2.5) a nuestro modelo actual implica muchas

suposiciones, todav́ıa estamos en un nivel de generalidad que incluye muchos modelos en

la teoŕıa de las finanzas, incluida la muy celebrada fórmula de precios de opción de Black

and Scholes (1973). En este caso, se supone que el activo subyacente S sigue un movimiento

browniano geométrico, es decir, S es la solución de dSt = St−dRt, donde R, es como en

(3.3.7) con λR = 0. Por lo tanto, es un caso especial de nuestro modelo (3.2.3) con P̄t = S0,

una constante. También en la fórmula de valoración de la opción de difusión de salto más

general de Merton (1976), S es la solución de la misma ecuación, pero ahora λR > 0 y 1+ S̃R,

se supone que está distribuida como lognormal, por lo tanto, FR(0) = 0. Por otro lado, en la

fórmula de precios de opciones de elasticidad constante de varianza de Cox y Ross (1976),

el activo subyacente es la solución de dSt = rSt−dt + S
1/2
t− dWR,t por lo tanto no es un caso

especial de (3.2.3) y (3.3.7).

Ahora procedemos a calcular Y , de (3.3.6) tenemos

〈Ic, Ic〉t = 〈WI ,WI〉t = E[W 2
I,t] = σ2

I t,

∏
0≤s≤t

(1 + ∆Is)e
−∆Is =

NI,t∏
i=1

(1 + S̃I,i) exp

−
NI,t∑
j=1

S̃I,j

 ,

por lo cual de (3.2.1) sustituyendo (3.3.6) obtenemos

Īt = exp

{
It −

1

2
〈Ic, Ic〉t

}∏
s≤t

(1 + ∆Is) exp{−∆Is}

= exp

īt+WI,t +

NI,t∑
i=1

S̃I,i −
1

2
σ2
I t

∏
s≤t

(1 + ∆Is) exp{−∆Is}

= exp

{(
ī− 1

2
σ2
I

)
t+WI,t

}NI,t∏
i=1

(1 + S̃I,i). (3.3.9)

De la misma forma para R tenemos

〈Rc, Rc〉t = 〈WR,WR〉t = E[W 2
R,t] = σ2

Rt,

∏
0≤s≤t

(1 + ∆Rs)e
−∆Rs =

NR,t∏
i=1

(1 + S̃R,i) exp

−
NR,t∑
j=1

S̃R,j

 ,
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por lo cual obtenemos

R̄t = exp

{
Rt −

1

2
〈Rc, Rc〉t

}∏
s≤t

(1 + ∆Rs) exp{−∆Rs}

= exp

r +WR,t +

NR,t∑
i=1

S̃R,i −
1

2
σ2
Rt

∏
s≤t

(1 + ∆Rs) exp{−∆Rs}

= exp

{(
r − 1

2
σ2
R

)
t+WR,t

}NR,t∏
i=1

(1 + S̃R,i). (3.3.10)

Dado que U = R̄−1Ī, tenemos

Ut = exp

{
−
(
r − 1

2
σ2
R

)
t−WR,t +

(
ī− 1

2
σ2
I

)
t+WI,t

}NR,t∏
i=1

(1 + S̃R,i)
−1

NI,t∏
i=1

(1 + S̃I,i)

= exp

{
−
(
r − ī− 1

2
(σ2

R − σ2
I )

)
t+WI,t −WR,t

}NR,t∏
i=1

(1 + S̃R,i)
−1

NI,t∏
i=1

(1 + S̃I,i).

Sea WU movimiento browniano, σU tal que σUWU = WI −WR, entonces

αU = r − ī− 1

2
(σ2

R − σ2
I ) , σ2

U = σ2
I − 2ρσIσR + σ2

R. (3.3.11)

Por lo que la ecuación anterior queda de la forma

Ut = exp {−αU t+ σUWU,t}
NR,t∏
i=1

(1 + S̃R,i)
−1

NI,t∏
i=1

(1 + S̃I,i). (3.3.12)

El problema con esta fórmula es que
∏NR,t

i=1 (1+S̃R,i)
−1 y

∏NI,t
i=1 (1+S̃I,i) no son independientes

normalmente. De (3.3.6) y (3.3.7) podemos representar a R y I como

Rt = rt+WR,t +

NU,t∑
i=1

SR,i,

It = īt+WI,t +

NU,t∑
i=1

SI,i,

donde NU es un proceso de Poisson con intensidad λU , independiente de NP , y los vectores

(SI,i, SR,i) son i.i.d, independientes de los SP,i. Siguiendo los pasos que llevaron a la ecuación

(3.3.12), podemos obtener U de la forma

Ut = exp {−αU t+ σUWU,t}
NU,t∏
i=1

SU,i, (3.3.13)
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donde ambos productos son independientes y SU,i = (1 + SR,i)
−1(1 + SI,i). Si hacemos

FU(s) = P[SU,1 ≤ s], (3.3.14)

ya que FI(0) = FR(0) = 0 entonces FU(0) = 0 y FU(∞) = 1. En el caso en que∏NR,t
i=1 (1 + S̃R,i)

−1 y
∏NI,t

i=1 (1 + S̃I,i) sean independientes se sigue el Lemma 3.3.1.

Lema 3.3.1. Sean
∑NI,t

i=1 S̃I,i como en (3.3.6) y
∑NR,t

i=1 S̃R,i como en (3.3.7) independientes.

Sea

Vt =

NR,t∏
i=1

(1 + S̃R,i)
−1

NI,t∏
i=1

(1 + S̃I,i).

Entonces V se puede escribir como

V =

NV,t∏
i=1

SV,i,

donde NV := {NV,t}t≥0 es un proceso Poisson con intensidad λV = λI + λR, los SV,i son

v.a.i.i.d. independientes de NV y SV,i se distribuye como

FV (s) =
λI
λV

FI(s) +
λR
λV

(
1− FR

(
1

s−

))
.

Demostración: Tenemos que

log Vt =

NI,t∑
i=1

log(1 + S̃I,i)−
NR,t∑
i=1

log(1 + S̃R,i).

Por lo cual definimos

ψI(u) = E

[
exp{iu log(1 + S̃I)}

]
y ψR(u) = E

[
exp{−iu log(1 + S̃R)}

]
.
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Para el caso de proceso Poisson Compuesto (Yt =
∑Nt

i=1Xi) se tiene que

E
[
eiuYt

]
= E

[
eiu

∑Nt
i=1Xi

]
=

∞∑
n=0

P [Nt = n]E
[
eiu

∑Nt
i=1Xi | Nt = n

]

=
∞∑
n=0

P [Nt = n]
n∏
i=0

E
[
eiuXi

]
=

∞∑
n=0

e−λt(λt)n

n!
E
[
eiuXi

]n
= e−λt+λtE[e

iuXi ].

Por lo cual

ϕ = e−λt+λtψ = eλt(ψ−1),

donde ϕ es la función caracteŕıstica de Yt, ψ es la función caracteŕıstica de Xi y λ la intensidad

de Nt.

Por la fórmula anterior y por independencia tenemos

E [exp{iu log Vt}] = exp{λIt(ψI(u)− 1) + λRt(ψR(u)− 1)}

= exp{λV t(ψV (u)− 1)},

donde

ψV (u) =
λI
λV

ψI(u) +
λR
λV

ψR(u),

es la función caracteŕıstica de la mezcla

GV (s) =
λI
λV

GI(s) +
λR
λV

GR(s), GI(s) = P

[
log(1 + S̃I) ≤ s

]
,

y

GR(s) = P

[
− log(1 + S̃R) ≤ s

]
.

Esto significa que Vt es un proceso Poisson con intensidad λV i.e.

log Vt =

NV,t∑
i=1

logSV,i.

Donde logSV tiene distribución GV , por lo tanto SV tiene distribución

FV (s) =
λI
λV

P

[
1 + S̃I ≤ s

]
+
λR
λV

P

[
1

1 + S̃R
≤ s

]
.

�



Caṕıtulo 4

Teoŕıa de la Ruina

En este caṕıtulo encontraremos la probabilidad de ruina eventual de la compañ́ıa de

seguros. Para ello obtendremos el proceso de ingreso de tiempo infinito y su función de

distribución, aśı como su función caracteŕıstica.

Se harán varios supuestos para poder encontrar dichas funciones de manera expĺıcita y

posteriormente daremos supuestos más fuertes con los cuales podamos encontrar la función

de distribución y en algunos casos la función de densidad.

Terminaremos el caṕıtulo con un ejemplo donde se aplicaran los resultados obtenidos a lo

largo de este caṕıtulo.

4.1. Existencia

En esta sección nos dedicaremos a fundamentar las condiciones para poder garantizar la

existencia de una función que nos pueda proporcionar la probabilidad de ruina eventual de

nuestra compañ́ıa de seguros, la cual se obtendrá en función de la función de distribución.

Seguiremos con el supuesto de que Y = U−1
(
y +

∫
U−dP

)
, igual que en la sección

anterior, donde U y P son como en (3.3.13) y (3.3.5).

De aqúı en adelante, salvo que haya ambigüedad, usaremos la siguiente notación

SP := SP,i, SU := SU,i,

para hacer referencia a una sola v.a.

Definimos

mP,k = E[SkP ] , mU,k = E[SkU ],

entonces supondremos que mP,2 y mU,2 ambos existen y son finitos.

Sea

TR =

{
ı́nf{t : Yt < 0} = ı́nf{t : Ȳt < 0},
∞ si Yt ≥ 0 para todo t.

25
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Entonces TR es el tiempo de la ruina, y definiremos como R(y) := P[TR <∞], la probabilidad

de eventual ruina empezando en y > 0. Si definimos la semimartingala Z por Z =
∫
U−dP ,

luego ya que Ut > 0 para todo t (recordando FI(0) = 0 = FR(0) ),

TR = ı́nf{t : Yt < 0}

= ı́nf{t : U−1
t (y + U− · P )t < 0}

= ı́nf{t : U−1
t (y + Zt) < 0}

= ı́nf{t : Zt < −y}. (4.1.1)

Por independencia tenemos

E
[
Uk
t

]
= E

exp {−kαU t+ kσUWU,t}
NU,t∏
i=1

SkU,i


= exp{−kαU t}E [exp {kσUWU,t}]E

NU,t∏
i=1

SkU,i

 ,
como kσUWU,t ∼ N(0, k2σ2

U t) entonces E[exp{kσUWU,t}] = exp{(k2σ2
U t)/2}.

Condicionando con respecto a NU,t obtenemos

E

[
m
NU,t
U,k

]
= E

NU,t∏
i=1

SkU,i


=

∞∑
n=0

E

NU,t∏
i=1

SkU,i | NU,t = n

P [NU,t = n]

=
∞∑
n=0

n∏
i=1

E
[
SkU,i
]
P [NU,t = n]

=
∞∑
n=0

mn
U,k

(λU t)
n

n!
e−λU t

= exp {(mU,k − 1)λU t} .

Por lo cual tenemos

E
[
Uk
t

]
= exp

{
−
(
kαU −

1

2
k2σ2

U − λU [mU,k − 1]

)
t

}
=: exp{−µkt}. (4.1.2)

De tal forma

µk = kαU −
1

2
k2σ2

U − λU [mU,k − 1], (4.1.3)
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de donde se supone que E
[
Uk
t

]
existe. Entonces para 0 < l ≤ k y t > 0, y ya que ϕ(x) = x(k/l)

es convexa para 1 ≤ k/l. Entonces si µk > 0, por la desigualdad de Jensen (Lema 2.0.1 )

para E
[
U l
t

](k/l) ≤ E
[
Uk
t

]
, entonces

E
[
U l
t

]1/l ≤ E
[
Uk
t

]1/k
exp

{
−µlt
l

}
≤ exp

{
−µkt
k

}
< 1

−µlt
l

< 0

µl > 0.

Por lo cual si µk > 0, entonces µl > 0 para l ≤ k.

Entonces por (3.3.11) y (4.1.3) podemos obtener

µ1 = αU −
1

2
σ2
U − λU [mU,1 − 1]

= r − ī− 1

2
(σ2

R − σ2
I )−

1

2

(
σ2
I − 2ρσIσR + σ2

R

)
− λU [mU,1 − 1]

= r − ī− σ2
R + ρσIσR − λU [mU,1 − 1],

µ2 = 2αU −
1

2
22σ2

U − λU [mU,2 − 1] (4.1.4)

= 2

(
r − ī− 1

2
(σ2

R − σ2
I )

)
− 1

2
4
(
σ2
I − 2ρσIσR + σ2

R

)
− λU [mU,2 − 1]

= 2(r − ī)− σ2
R + σ2

I − 2σ2
I + 4ρσIσR − 2σ2

R − λU [mU,2 − 1]

= 2(r − ī)− 3σ2
R − σ2

I + 4ρσIσR − λU [mU,2 − 1].

Tomando en cuenta que la medida de Lebesgue (l) del conjunto {s : Us− 6= Us} es cero

(i.e. l({s : Us− 6= Us}) = 0). Entonces por el Teorema de Fubini (Teorema 2.0.1) y (4.1.2),

podemos definir

m1(t) := E

[∫ t

0

Us−ds

]

=

∫ t

0

E [Us] ds

=

∫ t

0

exp{−µ1s}ds

=
1

µ1

(1− exp{−µ1t}). (4.1.5)
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Se puede observar por (3.3.13) que si s ≥ t, entonces Ut y Us/Ut son independientes y Us/Ut

tiene la misma distribución que Us−t

(basta considerar logUt y log(Us/Ut) = logUs − logUt).

Us
Ut

=
exp {−αUs+ σUWU,s}

∏NU,s
i=1 SU,i

exp {−αU t+ σUWU,t}
∏NU,t

i=1 SU,i
,

Us−t = exp {−αU(s− t) + σUWU,s−t}
NU,s−t∏
i=1

SU,i.

Por lo cual Us
Ut

d
= Us−t. Entonces por (4.1.2)

E [UsUt] = E [(UtUs−t)Ut]

= E
[
U2
t Us−t

]
= E

[
U2
t

]
E [Us−t]

= exp{−µ2t} exp{−µ1(s− t)}

= exp{−µ1s} exp{−(µ2 − µ1)t}.

Y de la misma manera en que definimos (4.1.5) podemos definir

m2(t) := E

[(∫ t

0

Us−ds

)2
]
.

Para facilitar su manejo definiremos Vx =
∫ x

0
Uu−du para 0 ≤ x ≤ t, usando cambio de

variable (∫ t

0

Us−ds

)2

= V 2
t − V 2

0

=
[
V 2
s

]t
0

=

∫ t

0

2VsdVs

= 2

∫ t

0

VsUsds

= 2

∫ t

0

(∫ s

0

Uudu

)
Usds

= 2

∫ t

0

(∫ s

0

UsUudu

)
ds.
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Entonces m2(t) es

m2(t) := E

[(∫ t

0

Us−ds

)2
]

= 2

∫ t

0

(∫ s

0

E [UsUu] du

)
ds

= 2

∫ t

0

exp{−µ1s}
(∫ s

0

exp{−(µ2 − µ1)u}du
)
ds

= 2

∫ t

0

exp{−µ1s}
(

1

(µ2 − µ1)
(1− exp{−(µ2 − µ1)s})

)
ds

=
2

(µ2 − µ1)

∫ t

0

(exp{−µ1s} − exp{−µ2s}) ds

=
2

(µ2 − µ1)

(
1

µ1

(1− exp{−µ1s})−
1

µ2

(1− exp{−µ2s})
)

= 2

(
1

µ1µ2

− 1

µ1(µ2 − µ1)
exp{−µ1t}+

1

µ2(µ2 − µ1)
exp{−µ2t}

)
. (4.1.6)

Ya que si µ2 > 0, se tiene que µ1 > 0, entonces

ĺım
t→∞

m2(t) = 2 ĺım
t→∞

(
1

µ1µ2

− 1

µ1(µ2 − µ1)
exp{−µ1t}+

1

µ2(µ2 − µ1)
exp{−µ2t}

)
= 2

1

µ1µ2

− 2

µ1(µ2 − µ1)
ĺım
t→∞

exp{−µ1t}+
2

µ2(µ2 − µ1)
ĺım
t→∞

exp{−µ2t}

= 2
1

µ1µ2

. (4.1.7)

Se establecerá el siguiente teorema

Teorema 4.1.1. Sea βP = p− λPmP,1. Entonces Zt =
∫ t

0
Us−dPs es

supermartingala si βP < 0,

martingala si βP = 0,

submartingala si βP > 0.

Si se supone que µ1 > 0. Entonces ĺımt→∞ Zt = Z∞ existe y converge casi seguramente y en

L1. La esperanza de Z∞, es

E [Z∞] =
βP
µ1

.

Finalmente si µ2 > 0 entonces E [Z2
∞] <∞.
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Demostración: Recordando que la semimartingala P está dada:

Pt = y + pt+WP,t −
NP,t∑
i=1

SP,i

Descomponemos la semimartingala P en un proceso de la forma Pt = y + Mt + βP t donde

Mt = WP,t −
∑NP,t

i=1 SP,i + λPmP,1t es una martingala local con M0 = 0, y βP t es un proceso

adaptado de variación finita con βP0 = 0. Entonces

Zt =

∫ t

0

Us−d(y +Ms + βP s)

=

∫ t

0

Us−dMs + βP

∫ t

0

Us−ds (4.1.8)

Por (4.1.6), si volvemos a definir el proceso creciente Vt =
∫ t

0
Us−ds, entonces el proceso V

es cuadrado integrable y por (4.1.5) y (4.1.7)

E[V∞] <∞ si µ1 > 0

E[V 2
∞] <∞ si µ2 > 0

Ahora consideramos la martingala local Nt =
∫ t

0
Us−dMs. Sea N∗t = sup0≤s≤t |Ns| y N∗∞ =

sup0≤t |Nt|.
Por la desigualdad de Burkholder-Gundy-Davis (Teorema 2.0.6)

E [(N∗t )p] = E

[
( sup
0≤s≤t

|Ns|)p
]
≤ CpE

[
〈N,N〉p/2t

]
, 0 ≤ t ≤ ∞ (4.1.9)

para p ≥ 1 y alguna constante Cp > 0.

Dado que Nt =
∫ t

0
Us−dMs, por Definición 2.0.5 tenemos

〈N,N〉 =

〈∫
U−dM,

∫
U−dM

〉
=

∫
U2
−d 〈M,M〉 .

También por definición del proceso de variación cuadrática, podemos ver que que

〈M,M〉t = 〈M c,M c〉t +M2
0 +

∑
0<s≤t

(∆Mt)
2

= 〈WP ,WP 〉t +

NP,t∑
i=1

S2
P,i

= σ2
P t+

NP,t∑
i=1

S2
P,i.
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Sean T1 < T2 < · · · los tiempos de saltos de NP . Ya que NP y NU son independientes (no

saltan al mismo tiempo), tenemos UTi− = UTi c.s. Por lo tanto tenemos que se cumple la

siguiente igualdad c.s.

〈N,N〉t =

∫ t

0

U2
s−d 〈M,M〉s

=

∫ t

0

U2
s−d

σ2
P s+

NP,s∑
i=1

S2
P,i


= σ2

P

∫ t

0

U2
s ds+

NP,t∑
i=1

U2
Ti
S2
P,i,

y

〈N,N〉∞ = σ2
P

∫ ∞
0

U2
s ds+

∞∑
i=1

U2
Ti
S2
P,i, (4.1.10)

〈N,N〉1/2∞ ≤ σP

(∫ ∞
0

U2
s ds

)1/2

+
∞∑
i=1

UTi |SP,i|. (4.1.11)

Al condicionar en NP , usando (4.1.2) y (4.1.5) y dado que U y SP son independientes,

entonces

E

NP,t∑
i=1

U2
Ti
S2
P,i

 =
∞∑
m=0

E

NP,t∑
i=1

U2
Ti
S2
P,i | NP,t = m

P [NP,t = m]

=
∞∑
m=0

E

[
m∑
i=1

U2
Ti
S2
P,i | NP,t = m

]
P [NP,t = m]

=
∞∑
m=0

E
[
S2
P

] m∑
i=1

E
[
U2
Ti
| NP,t = m

]
P [NP,t = m]

=
∞∑
m=0

E
[
S2
P

] m∑
i=1

E
[
e−µ2Ti | NP,t = m

]
P [NP,t = m] .

Recordando la función generadora de momentos de la v.a. X que tiene distribución uniforme

en [a, b]

E
[
etX
]

=

{
etb−eta
t(b−a)

si t 6= 0,

1 si t = 0.
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Si condicionamosNP,t = m, entonces T1, · · · , Tm tienen la misma distribución quem variables

aleatorias ordenadas distribuidas uniformemente en [0, t]

E

NP,t∑
i=1

U2
Ti
S2
P,i

 =
∞∑
m=0

E
[
S2
P

]
P [NP,t = m]

m∑
i=1

E
[
e−µ2Ti | NP,t = m

]

=
∞∑
m=0

E
[
S2
P

]
P [NP,t = m]

m∑
i=1

(
e−µ2t − 1

−µ2t

)

= E
[
S2
P

](1− e−µ2t

µ2t

) ∞∑
m=0

P [NP,t = m]m

= E
[
S2
P

](1− e−µ2t

µ2t

)
E [NP,t]

= E
[
S2
P

](1− e−µ2t

µ2t

)
λP t.

Por lo que al final se tiene

E [〈N,N〉t] = E

σ2
P

∫ t

0

U2
s ds+

NP,t∑
i=1

U2
Ti
S2
P,i


= σ2

P

∫ t

0

E
[
U2
s

]
ds+ E

NP,t∑
i=1

U2
Ti
S2
P,i


= σ2

P

1

µ2

(
1− e−µ2t

)
+ E

[
S2
P

](1− e−µ2t

µ2

)
λP

=
1

µ2

(
σ2
P + λPE

[
S2
P

]) (
1− e−µ2t

)
.

Por lo cual, se sigue de Teorema 2.0.7 que N , es una martingala cuadrado integrable. Esto

termina la primera parte del teorema.

Sabiendo que si X ∼ Γ(a, b) entonces

E
[
etX
]

=

(
b

b− t

)a
para t < b.

Usando (4.1.2) y el hecho de que cada Ti, por ser los tiempos de salto del proceso Poisson
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NP , se distribuye Gamma con parámetros (i, λP ), para k = 1, 2, obtenemos

E

[
∞∑
i=1

Uk
Ti
|SP,i|k

]
= E

[
|SP |k

] ∞∑
i=1

E
[
Uk
Ti

]
= E

[
|SP |k

] ∞∑
i=1

E
[
e−µkTi

]
= E

[
|SP |k

] ∞∑
i=1

(
λP

λP + µk

)i
<∞, (4.1.12)

si y solo si µk > 0. Más aún

E

[(∫ t

0

U2
s ds

)1/2
]
≤ E

( ∞∑
n=0

sup
n≤s<n+1

U2
s

)1/2
 ≤ E

[
∞∑
n=0

sup
n≤s<n+1

Us

]
.

Ahora para s > u, Uu y Us/Uu son independientes, y Us/Uu tienen la misma distribución

que Us−u. Por lo tanto

E

[
sup

n≤s<n+1
Us

]
= E [Un]E

[
sup

n≤s<n+1
Us−n

]

= E [Un]E

[
sup

0≤s<1
Us

]
.

Por (3.3.13) tenemos

sup
0≤s<1

Us ≤ eσUB1

NU,1∏
i=1

(SU,i ∨ 1) .

Donde Bt = máx0≤s<tWU,s y como E
[
eσUB1

]
<∞, por lo tanto, por independencia,

E

[
sup

0≤s<1
Us

]
= a <∞. (4.1.13)

Por lo tanto

E

[(∫ ∞
0

U2
s ds

)1/2
]
≤ a

∞∑
n=0

e−µ1n <∞, si y solo si µ1 > 0. (4.1.14)

Combinando (4.1.9), (4.1.11), (4.1.12) y (4.1.14) se obtiene que µ1 > 0 implica E [N∗∞] =

E
[
sup0≤t |Nt|

]
<∞, y por el Teorema 2.0.8 N es una martingala uniformemente integrable.

Tenemos que E
[∫∞

0
U2
s−ds

]
es finito ya que

E

[∫ ∞
0

U2
s−ds

]
=

∫ ∞
0

e−µ2sds <∞.
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De (4.1.2), (4.1.9), (4.1.10) y (4.1.12) vemos que µ2 > 0 implica E [V 2
∞] <∞ y E [(N∗∞)2] <∞.

Esto termina la prueba del teorema.

�

Observación 4.1.1. Con la excepción de la aseveración final, el Teorema 4.1.1 se cumple

bajo las condiciones más débiles E [|SP |] <∞ y E [|SU |] <∞.

Observación 4.1.2. De (4.1.2) vemos que si σ2
U > 0, entonces para k suficientemente grande

el término kσ2
U , será dominante en µk, por lo tanto µk < 0 para todo k ≥ K. Por (4.1.8)

y cálculos similares a (4.1.6), esto implica que E
[
|Zt|k

]
→ ∞ cuando t → ∞, por lo tanto

Z∞, en el Teorema 4.1.1, solo puede tener un número finito de momentos finitos. El mismo

argumento se aplica si λU > 0 dado que SU tiene una probabilidad positiva de tomar valores
mayores que uno.

En el resto del documento, siempre se supondrá µ1 > 0, sin indicarlo expĺıcitamente

todo el tiempo. También se supondrá que el modelo no está totalmente degenerado, es decir,

supondremos que

1) σ2
U ó λU > 0 (Si λU > 0 entonces FU({1}) = FU(1)− FU(1−) < 1.)

ó

2) σ2
P ó λP > 0 (Si λP > 0 entonces FP ({1}) = FP (1)− FP (1−) < 1.)

Si ninguna de las condiciones anteriores se cumple, entonces te pierde toda la aleatoriedad

en el modelo y estaŕıamos el caso del primer modelo propuesto (3.1.6), con la diferencia de

que también se pierde lo aleatorio en el proceso P , por lo cual

Z∞ =

∫ ∞
0

e−(r−ī)sdPs = p

∫ ∞
0

e−(r−ī)sds =
p

(r − ī)

En los documentos que tratan el problema clásico de la ruina, se cumple el supuesto 2),

mientras que el supuesto 1) no se cumple.

Teorema 4.1.2. Sea H la función de distribución de Z∞, donde Z∞, se da en el Teorema

4.1.1. Entonces H es continua y la probabilidad de ruina eventual está dada por

R(y) =
H(−y)

E [H(−YTR) | TR <∞]

Demostración: Por supuestos 1) y 2), el modelo no está totalmente degenerado, es fácil

ver que H no está concentrado en un punto. Sea

Vt = U−1
t−

∫ ∞
t

Us−dPs =

∫ ∞
t

(
Us
Ut

)
−
dPs =

∫ ∞
0

Ũs−dP̃s (4.1.15)
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donde Ũs = Us+t/Ut ∼ Us y P̃s = Pt+s − Pt ∼ Ps. Dado que X̄ = (P, I, R) es un

proceso de incrementos estacionarios e independientes, se deduce que tanto Ũs como P̃s

son independientes de Ft, por lo tanto Vt, es independiente de Ft y VTR , es independiente

de FTR donde TR es cualquier Ft-tiempo de paro. También se desprende de (4.1.15) que

Vt ∼ Z∞ y, por lo tanto, que VTR ∼ Z∞. para cualquier Ft-tiempo de paro TR.

Ahora, sea p la mayor probabilidad de cualquier punto de masa de Z∞. Suponga que

P [Z∞ = ci] = p, i = 1, . . . , K y sea Gt la distribución de U−1
t− (c1 − Zt). Entonces como

Z∞ = Zt + Ut−Vt y ya que poner que Vt es independiente de Ft

p = P [Z∞ = c1] = P [Zt + Ut−Vt = c1] = P
[
Vt = U−1

t− (c1 − Zt)
]

=

∫
R

H({z})dGt(z),

lo que implica que Gt({c1, . . . , cK}) = 1 para todo t. Pero Zt → Z∞ c.s. y Ut → 0 c.s. cuando

t→∞. Por lo tanto

H({c1}) = P [Z∞ = c1] = P [Zn + Un−Vn = c1]

≥ P

[
ĺım sup

n

{
Zn = c1 − Un−

K⋃
i=1

ci

}]

≥ ĺım sup
n

{
P

[
Zn = c1 − Un−

K⋃
i=1

ci

]}
= 1,

lo cual es una contradicción, ya que H no está concentrado en un punto. Por lo tanto p = 0

y H es continua.

Tenemos Y = U−1
(
y +

∫
U−dP

)
, por lo cual Y = U−1(y + Z). Recordando que

TR =

{
ı́nf{t : Yt < 0} = ı́nf{t : Ȳt < 0},
∞ si Yt ≥ 0 para todo t.

entonces en {TR <∞} lo siguiente se cumple c.s.

y + Z∞ = y + ZTR + UTR−VTR

= UTR−
[
U−1
TR−(y + ZTR) + VTR

]
= UTR [YTR + VTR ]

ya que ĪTR = ĪTR− y R̄TR = R̄TR− c.s. Esto se debe a que FU(0) = 0, por lo tanto, la ruina

se producirá como resultado del comportamiento de P en el momento TR, y se ha supuesto
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que P y (I, R) son independientes. Por lo tanto, por continuidad de H y por (4.1.1),

H(−y) = P [y + Z∞ < 0]

= P [TR <∞, UTR [YTR + VTR ] < 0]

= P [TR <∞, VTR < −YTR ]

=

∫
{TR<∞}

P [VTR < −YTR | FTR ] dP

=

∫
{TR<∞}

H(−YTR)dP

= E [H(−YTR) | TR <∞]P [TR <∞]

La tercera igualdad se sigue ya que Ut > 0 para todo t, y la cuarta es solo la definición

de probabilidad condicional. Tenga en cuenta que TR es un Ft-tiempo de paro. La quinta

igualdad sigue ya que VTR , es independiente de FTR y tiene la misma distribución que Z∞ y

YTR es FTR-medible.

�

Observación 4.1.3. En las Proposiciones 4.4.2 y 4.4.3 daremos las condiciones suficientes

para garantizar que H es dos veces diferenciable continua, fortaleciendo aśı la primera parte

del Teorema 4.1.2.

Definición 4.1.1. Decimos que SP tiene tasa de fracaso creciente si

P [SP > t+ s | SP > t] ≤ P [SP > s] ,

para todo t, s > 0.

Decimos que SP tiene tasa de fracaso decreciente si

P [SP > t+ s | SP > t] ≥ P [SP > s] ,

para todo t, s > 0.

Corolario 4.1.1. Siempre se tiene que

R(y) ≤ H(−y)

H(0)

y la igualdad se da cuando λP = 0.

Si SP tiene tasa de fracaso creciente, entonces

R(y) ≥ H(−y)

E [H(SP )]
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Si σ2
P = 0 y SP tiene tasa de fracaso decreciente, entonces

R(y) ≤ H(−y)

E [H(SP )]

con igualdad si SP se distribuye exponencialmente.

Demostración:

• Primero supongamos que la ruina es causada por un reclamo SP,NP,TR y no por el

término de deriva en WP,t. Entonces por (3.2.3) y (3.2.4) tenemos c.s.

Yt = Ī−1
t

(
P̄t +

∫ t

0

Ȳs−dRs

)

= Ī−1
t P̄t + Ī−1

t

(∫ t

0

Ȳs−dRs

)
entonces

∆YTR = Ī−1
TR−∆P̄TR

= ∆PTR

= −SP,NP,TR

Supongamos SP distribuido exponencialmente. Por definición de TR

TR =

{
ı́nf{t : Yt < 0} = ı́nf{t : Ȳt < 0},
∞ si Yt ≥ 0 para todo t.

entonces YTR− ≥ 0 y YTR < 0, entonces tenemos que SP,NP,TR > YTR−. Pero entonces la

propiedad de pérdida de memoria de la distribución exponencial implica que −YTR tiene la

misma distribución que SP , ya que

P [−YTR > s] = P [SP > s+ YTR− | SP > YTR−] = P [SP > s] .

• Ahora, si Sp tiene tasa de fracaso creciente,

P [SP > t+ s | SP > t] ≤ P [SP > s] ,

para todo t, s > 0, entonces

E [H(−YTR) | TR <∞] ≤ E [H(SP )] ,

por lo cual

R(y) ≥ H(−y)

E [H(SP )]
.
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• Ahora, si Sp tiene tasa de fracaso decreciente, es decir,

P [SP > t+ s | SP > t] ≥ P [SP > s] ,

para todo t, s > 0, entonces

E [H(−YTR) | TR <∞] ≥ E [H(SP )] ,

por lo cual

R(y) ≤ H(−y)

E [H(SP )]
.

Tenga en cuenta que una mezcla de tasas de fracaso decrecientes es nuevamente una tasa de

fracaso decreciente.

• Si la ruina es causada por el término de deriva en WP,t, entonces −YTR = 0, entonces

en este caso

R(y) =
H(−y)

H(0)
.

�

4.2. Función Caracteŕıstica

Tenemos que Z∞ es solo un proceso de ingreso de tiempo infinito descontado

aleatoriamente tal que E [Z∞] = βP/µ1 pueda considerarse como valor presente neto.

Ahora se busca encontrar expresiones para H que es la distribución de Z∞, para ello en esta

sección primero obtendremos la forma de su función caracteŕıstica ϕ para que posteriormente

podamos obtener una función expĺıcita de H.

Definimos

ν(u) = iup− 1

2
u2σ2

P − λP [1− φ(−u)], (4.2.1)

donde

φ(u) = E
[
eiuSP

]
. (4.2.2)

Esto implica que

E
[
eiuPt

]
= eν(u)t. (4.2.3)

Definimos

ϕ(u) = E
[
eiuZ∞

]
. (4.2.4)
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Proposición 4.2.1. Usando lo anterior tenemos

ϕ(u) = E

[
exp

{∫ ∞
0

ν(uUs)ds

}]
= E

u

[
exp

{∫ ∞
0

ν(Us)ds

}]
.

Donde el la primera esperanza U0 = 1, mientras que en la segunda U0 = u.

Demostración: La igualdad de las dos esperanzas se deriva del hecho de que

Us = U0

(
Us
U0

)
= U0Ũs,

donde Ũ0 = 1 y Ũs es independiente de U0. Para probar la primera igualdad, sea G = σ{Us :

s ≥ 0}. Tenemos que las σ-álgebras G y σ{Ps : s ≥ 0} son independientes, ya que P es

independiente de (I, R). Sea

δ
(n)
k = k2−n, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, tk = tδ

(n)
k , Uk = Utk y Pk = Ptk .

Entonces por el Teorema 2.0.9

Z
(n)
t =

2n−1∑
k=0

Uk (Pk+1 − Pk)
P−→ Zt cuando n→∞,

usando lo anterior y ya que Zt → Z∞ c.s. cuando t→∞, entonces

ĺım
t→∞

ĺım
n→∞

E

[
eiuZ

(n)
t

]
= ĺım

t→∞
E
[
eiuZt

]
= E

[
eiuZ∞

]
= ϕ(u).

Ahora

E

[
exp

{
iuZ

(n)
t

}]
= E

[
exp

{
iu

2n−1∑
k=0

Uk (Pk+1 − Pk)

}]

= E

[
E

[
exp

{
iu

2n−1∑
k=0

Uk (Pk+1 − Pk)

}]
| G

]
.
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Por independencia entre U y P , y por (4.2.3)

E

[
exp

{
iuZ

(n)
t

}]
= E

[
2n−1∏
k=0

E [exp {iuUk (Pk+1 − Pk)} | G]

]

= E

[
2n−1∏
k=0

exp {ν(uUk) (tk+1 − tk)}

]

= E

[
exp

{
2n−1∑
k=0

ν(uUk) (tk+1 − tk)

}]
.

Por (4.2.1) y (4.2.2) se tiene que Re(ν(uUk)) ≤ 0, y como ν es continua, por el Teorema de

convergencia dominada y, de nuevo, por el Teorema 2.0.9 tenemos

ĺım
n→∞

E

[
exp

{
iuZ

(n)
t

}]
= E

[
exp

{
ĺım
n→∞

2n−1∑
k=0

ν(uUk) (tk+1 − tk)

}]

= E

[
exp

{∫ t

0

ν(uUk)ds

}]
.

Dejando t→∞ y por el Teorema de Convergencia Dominada

ϕ(u) = ĺım
t→∞

ĺım
n→∞

E

[
exp

{
iuZ

(n)
t

}]
= ĺım

t→∞
E

[
exp

{∫ t

0

ν(uUk)ds

}]

= E

[
exp

{
ĺım
t→∞

∫ t

0

ν(uUk)ds

}]
= E

[
exp

{∫ ∞
0

ν(uUk)ds

}]
= E

u

[
exp

{∫ ∞
0

ν(Us)ds

}]
.

�
De ahora en adelante, siempre supondremos que µ2 > 0.

Un problema con ν(u) es que no es acotada. Por eso definimos

u+
n = mı́n{u ≥ 0 : |ν(u)| = n},

u−n = máx{u ≤ 0 : |ν(u)| = n} (4.2.5)

νn(u) = ν([u ∧ u+
n ] ∨ u−n ).

Entonces |νn(u)| ≤ n y νn(u)→ ν(u) cuando n→∞. Definimos

ϕn(u) = E

[
exp

{∫ ∞
0

νn(uUs)ds

}]
. (4.2.6)
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Por simplicidad, definimos

ϕ(k)(u) =
dkϕ(u)

duk
, con ϕ(0)(u) = ϕ(u),

ϕ(k)
n (u) =

dkϕn(u)

duk
, con ϕ(0)

n (u) = ϕ(u).

Observación 4.2.1. Según el Teorema 4.1.1, si µ2 > 0 implica que E [Z2
∞] < ∞. Por lo

tanto, dado que ϕ es la función caracteŕıstica de Z∞, el hecho de que ϕ tenga las siguientes

propiedades se deriva de resultados estándar de las funciones caracteŕısticas. Pero esto no se

aplica a ϕn, por lo que el siguiente Lema es necesario. Algunos de los resultados obtenidos

durante la prueba también se necesitarán más adelante.

Lema 4.2.1. Sean ϕ , ϕn definidas como antes. Entonces ϕ, ϕn ∈ C2 (i.e. tienen segunda

derivada continua), y existen constantes Mk, k = 0, 1, 2 de modo que ∀u, n

|ϕ(k)(u)| ∨ |ϕ(k)
n (u)| ≤Mk,

para k = 0, 1, 2.

También

ĺım
n→∞

ϕ(k)
n (u) = ϕ(k)(u),

para k = 0, 1, 2.

Demostración: Usando que |e−ix − 1| ≤ |x| tenemos por independencia de SP y Us, y

por (4.2.2) que

|φ(−uUs)− 1| = |E [exp{−iuUsSP} − 1 | Us]|

≤ |u|UsE [|SP |]

Y de manera similar∣∣∣∣ ddu(φ(−uUs)− 1)

∣∣∣∣ ≤ UsE [|SP |] y

∣∣∣∣ d2

du2
(φ(−uUs)− 1)

∣∣∣∣ ≤ U2
sE
[
|S2
P |
]

Entonces por lo anterior existe una constante K > 0 tal que por (4.2.1) se tiene

|ν(uUs)| ≤ K|u|Us +
1

2
σ2
Pu

2U2
s , (4.2.7)∣∣∣∣ dduν(uUs)

∣∣∣∣ ≤ KUs + σ2
P |u|U2

s , (4.2.8)∣∣∣∣ d2

du2
ν(uUs)

∣∣∣∣ ≤ KU2
s . (4.2.9)
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Por el supuesto de que E
[∫∞

0
Uk
s ds
]
< ∞, tenemos que

∫∞
0
Uk
s ds < ∞ c.s. para k = 1, 2,

obtenemos por Billingsley (tercera edición, Teorema 16.8, p. 212),

dk

duk

∫ ∞
0

ν(uUs)ds =

∫ ∞
0

dk

duk
ν(uUs)ds, k = 1, 2. (4.2.10)

Se puede probar que νn(uUs) es dos veces continuamente diferenciable en el conjunto [u−n , u
+
n ]

(J. Paulsen, 1993). Entonces, si definimos

d

du
νn(uUs) =

d2

du2
νn(uUs) = 0,

cuando s ∈ Nu, tenemos

|νn(uUs)| ≤
(
K|u|Us +

1

2
σ2
Pu

2U2
s

)
∧ n, (4.2.11)∣∣∣∣ dduνn(uUs)

∣∣∣∣ ≤ (
KUs + σ2

P |u|U2
s

)
1[u−n ,u

+
n ](uUs), (4.2.12)∣∣∣∣ d2

du2
νn(uUs)

∣∣∣∣ ≤ (
KU2

s

)
1[u−n ,u

+
n ](uUs). (4.2.13)

Sea gn(u) =
∫∞

0
νn(uUs)ds. Entonces

gn(u+ h)− gn(u)

h
=

∫ ∞
0

νn((u+ h)Us)− νn(uUs)

h
ds, (4.2.14)

y dado que |νn((u + h)Us) − νn(uUs)| ≤ |ν((u + h)Us) − ν(uUs)|, tenemos por el teorema

de convergencia dominada (como en Billingsley tercera edición, Teorema 16.8), el hecho de

que vn(uUs) es diferenciable en N c
u y que l(Nu) = 0, que el ĺımite cuando h → 0 en el lado

derecho de (4.2.14) existe y es el mismo si h se aproxima a cero desde abajo o arriba. Por

lo tanto, g′n(u) existe, y (4.2.10) se aplica a νn, cuando k = 1. Del mismo modo, podemos

probar que (4.2.10) se aplica a νn cuando k = 2.

Sea

X(u) = exp

{∫ ∞
0

ν(uUs)ds

}
, Xn(u) = exp

{∫ ∞
0

νn(uUs)ds

}
. (4.2.15)

Dado que Re(1− φ(−uUs)) ≥ 0, tenemos

|X(u)| ≤ exp

{
−1

2
σ2
Pu

2

∫ ∞
0

U2
s ds

}
, (4.2.16)
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y ya que por (4.2.5) tenemos que νn(uUs) = ν([uUs ∧ u+
n ] ∨ u−n )

|Xn(u)| ≤ exp

{
−1

2
σ2
Pu

2

∫ ∞
0

U2
s 1[u−n ,u

+
n ](uUs)ds

}
, (4.2.17)

por (4.2.10)

X ′(u) =
d

du
exp

{∫ ∞
0

ν(uUs)ds

}
= X(u)

d

du

∫ ∞
0

ν(uUs)ds

= X(u)

∫ ∞
0

d

du
ν(uUs)ds, (4.2.18)

por (4.2.8) y (4.2.16) tenemos

|X ′(u)| ≤
∫ ∞

0

(
KUs + σ2

P |u|U2
s

)
ds · exp

{
−1

2
σ2
Pu

2

∫ ∞
0

U2
s ds

}
= K

∫ ∞
0

Usds · exp

{
−1

2
σ2
Pu

2

∫ ∞
0

U2
s ds

}
+

∫ ∞
0

σ2
P |u|U2

s ds · exp

{
−1

2
σ2
Pu

2

∫ ∞
0

U2
s ds

}
≤ K

∫ ∞
0

Usds+

∫ ∞
0

σ2
P |u|U2

s ds · exp

{
−1

2
σ2
Pu

2

∫ ∞
0

U2
s ds

}
≤ K

∫ ∞
0

Usds+ σ2
P |u|

∫ ∞
0

U2
s ds · exp

{
−1

2
σ2
Pu

2

∫ ∞
0

U2
s ds

}
.

Y dado que para a > 0 y u ∈ R se cumple la siguiente desigualdad

a|u|e−au2 ≤ e−
1
2

√
a

2
, (4.2.19)

se obtiene por último

|X ′(u)| ≤ K

∫ ∞
0

Usds+ e−
1
2σP

(∫ ∞
0

U2
s ds

) 1
2

. (4.2.20)

Utilizando (4.2.12) y (4.2.17), vemos que (4.2.20) es valido tambien para |X ′n(u)|
(remplazando Us por Us1[u−n ,u

+
n ](uUs)). Ya que ϕ(u) = E [X(u)] y ϕn(u) = E [Xn(u)], tenemos

por el Teorema de convergencia dominada y por (4.2.20),

|ϕ′(u)| =
∣∣∣∣ dduE [X(u)]

∣∣∣∣ = |E [X ′(u)]| ≤ E [|X ′(u)|] ≤M1, |ϕ′n(u)| ≤M1, (4.2.21)
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donde M1 es alguna constante.

Para n suficientemente grande, νn(uUs) = ν(uUs), entonces

d

du
νn(uUs) −→

d

du
ν(uUs) cuando n −→∞.

Por lo cual, por (4.2.12), (4.2.13), (4.2.18) (lo que es válido para Xn también), y por el

Teorema de convergencia dominada

Xn(u) −→ X(u) y X ′n(u) −→ X ′(u) c.s. cuando n −→∞.

Por (4.2.20) y teorema de convergencia dominada, esto implica

ĺım
n→∞

ϕ′n(u) = ĺım
n→∞

E [X ′n(u)]

= E

[
ĺım
n→∞

X ′n(u)
]

= E [X ′(u)]

=
d

du
E [X(u)]

= ϕ′(u). (4.2.22)

Ahora por (4.2.10) y (4.2.18),

X ′′(u) = X(u)

[∫ ∞
0

d2

du2
ν(uUs)ds+

(∫ ∞
0

d

du
ν(uUs)ds

)2
]
. (4.2.23)

Aśı por (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.16),

|X ′′(u)| ≤ K

∫ ∞
0

U2
s ds+

(
K

∫ ∞
0

Usds+ σ2
P |u|

∫ ∞
0

U2
s ds

)2

exp

{
−1

2
σ2
Pu

2

∫ ∞
0

U2
s ds

}
.

Dado que para a, b > 0 y u ∈ R se cumple la siguiente desigualdad por (4.2.19)

(a+ 2b|u|)2e−bu
2 ≤ a2 + 2

√
2be−

1
2a+ 4b.

Entonces tenemos

|X ′′(u)| ≤ (K + 2σ2
P )

∫ ∞
0

U2
s ds+K2

(∫ ∞
0

Usds

)2

+2e−
1
2KσP

(∫ ∞
0

Usds

)(∫ ∞
0

U2
s ds

) 1
2

, (4.2.24)
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por (4.2.24)

E [|X ′′(u)|] ≤ E

[
(K − 2σ2

P )

∫ ∞
0

U2
s ds+K2

(∫ ∞
0

Usds

)2

+2e−
1
2KσP

(∫ ∞
0

Usds

)(∫ ∞
0

U2
s ds

) 1
2

]

= (K − 2σ2
P )E

[∫ ∞
0

U2
s ds

]
+K2

E

[(∫ ∞
0

Usds

)2
]

+2e−
1
2KσPE

[(∫ ∞
0

Usds

)(∫ ∞
0

U2
s ds

) 1
2

]
,

aplicando desigualdad de Cauchy-Schwarz (|E [XY ] |2 ≤ E [X2]E [Y 2]) en la última suma

E [|X ′′(u)|] ≤ (K − 2σ2
P )E

[∫ ∞
0

U2
s ds

]
+K2

E

[(∫ ∞
0

Usds

)2
]

+2e−
1
2KσP

√√√√
E

[(∫ ∞
0

Usds

)2
]
E

[(∫ ∞
0

U2
s ds

)]

≤ (K − 2σ2
P )

∫ ∞
0

E
[
U2
s

]
ds+K2

E

[(∫ ∞
0

Usds

)2
]

+2e−
1
2KσP

√√√√
E

[(∫ ∞
0

Usds

)2
](∫ ∞

0

E [U2
s ] ds

)
.

Entonces

|ϕ′′(u)| =
∣∣∣∣ d2

du2
E [X(u)]

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣E [ d2

du2
X(u)

]∣∣∣∣ ≤ E [|X ′′(u)|] .

Ahora por (4.1.2), (4.1.6) la esperanza de todos los términos a la derecha son finitos, por lo

tanto, para una constante M2,

|ϕ′′(u)| ≤M2 (4.2.25)

Al usar (4.2.11), (4.2.12),(4.2.13) y (4.2.17), vemos que (4.2.24) y por lo tanto (4.2.25)

también son válidos para Xn. El hecho de que ĺımn→∞ ϕ
′′
n(u)(u) = ϕ′′(u) sigue como en

(4.2.22). Finalmente, de (4.2.23), (4.2.24) y teorema de convergencia dominada se desprende

que ϕ′′(u) es continua.

�
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Lema 4.2.2. Sean νn y ϕn como en (4.2.5) y (4.2.6), y sea A el generador débil de U .

Entonces ϕn ∈ DA y es la solución de

Aϕn = −νnϕn.

Demostración: Es fácil ver que U es un proceso estocásticamente continuo, conservativo

de Feller por lo que, según Dynkin (1965, p. 58), el dominio DA del generador débil A que

consiste en todas las funciones la forma

Rαg(u) = E
u

[∫ ∞
0

e−αtg(Ut)dt

]
,

donde α > 0 y g es una función continua y acotada.

Sea α > 0 y definimos

z(u) = E
u

[∫ ∞
0

νn(Ut) exp

{
−αt−

∫ t

0

−(α + νn(Us))ds

}
dt

]

= E
u

[∫ ∞
0

d

dt
exp

{∫ t

0

νn(Us)ds

}
dt

]
= ϕn(u)− 1.

De lo cual por Lema 4.2.1, z es acotada.

Por (4.2.11) y Re(νn(Ut)) > 0,

E
u

[∫ ∞
0

∫ t

0

∣∣∣∣e−αtνn(Ut)(−α− νn(Us)) exp

{
−
∫ t

s

−(α + νn(Uu))du

}∣∣∣∣ dsdt]

≤ (n+ α)Eu
[∫ ∞

0

∫ t

0

|νn(Ut)e
−αs|dsdt

]
≤ (n+ α)

α

∫ ∞
0

E
u [|νn(Ut)|] dt <∞.
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Tenemos

Rα(−(α + νn)z)(u)

= E
u

[∫ ∞
0

e−αs(−(α + νn)z)(Us)ds

]
= E

u

[∫ ∞
0

e−αs(−(α + νn(Us))z(Us)ds

]
= E

u

[∫ ∞
0

e−αs(−(α + νn(Us))

E
Us

[∫ ∞
0

νn(Ut) exp

{
−αt−

∫ t

0

−(α + νn(Uy))dy

}
dt

]
ds

]
= E

u

[∫ ∞
0

e−αs(−(α + νn(Us))

E
u

[∫ ∞
0

νn(Us+t) exp

{
−αt−

∫ t

0

−(α + νn(Us+y))dy

}
dt | Fs

]
ds

]

=

∫ ∞
0

E
u

[
e−αs(−(α + νn(Us))

∫ ∞
0

νn(Us+t) exp

{
−αt−

∫ t

0

−(α + νn(Us+y))dy

}
dt

]
ds

=

∫ ∞
0

E
u

[
(−(α + νn(Us))

∫ ∞
s

νn(Ut) exp

{
−αt−

∫ t

s

−(α + νn(Uy))dy

}
dt

]
ds

= E
u

[∫ ∞
0

(−(α + νn(Us))

∫ ∞
s

νn(Ut) exp

{
−αt−

∫ t

s

−(α + νn(Uy))dy

}
dtds

]

= E
u

[∫ ∞
0

e−αtνn(Ut)

∫ t

0

(−(α + νn(Us)) exp

{
−
∫ t

s

−(α + νn(Uy))dy

}
dsdt

]

= E
u

[∫ ∞
0

e−αtνn(Ut)

(
1− exp

{
−
∫ t

0

−(α + νn(Us))ds

})
dt

]

= E
u

[∫ ∞
0

e−αtνn(Ut)dt

]
− E

u

[∫ ∞
0

νn(Ut) exp

{
−αt−

∫ t

0

−(α + νn(Us))ds

}
dt

]
= Rανn(u)− z(u).

Por tanto, obtenemos

Rα(−(α + νn)z) = Rανn − z. (4.2.26)

Al utilizar la fórmula de inversión (Dynkin [14], Teorema 1.7, pág. 40),

(α− A)Rαg = g

con g = νn y g = −(α + νn)z.

Usando que g = −(α+νn)z en (4.2.26) y finalmente restando las dos expresiones, obtenemos

A(ϕn − 1) = (α− (α + νn))(ϕn − 1)− νn.
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Usando que A1 = 0 da el resultado deseado.

�

Denotaremos por C2
b(R) el espacio de las funciones acotadas dos veces continuamente

diferenciables con una primera y segunda derivadas acotadas. Para tales funciones tenemos:

Lema 4.2.3. El operador integro-diferencial L definido por

Lf(u) =
1

2
σ2
Uu

2f ′′(u)−
(
αU −

1

2
σ2
U

)
uf ′(u) + λU

∫ ∞
0

(f(us)− f(u))dFU(s), (4.2.27)

es igual al generador débil A de U en DA ∩ C2
b (R). Aqúı αU y σ2

U son como en (3.3.11)

αU = r − ī− 1

2
(σ2

R − σ2
I ), σ2

U = σ2
I − 2ρσIσR + σ2

R.

Demostración: Como en (3.1.1) y (3.3.9) tenemos que U (ver (3.3.13)) es la solución de

dUt = Ut−dSt donde U0 = u. (4.2.28)

Aqúı

St = aU t+ σUWU,t +

NU,t∑
i=1

(SU,i − 1),

donde aU = −
(
αU − 1

2
σ2
U

)
y WU,t es un movimiento Browniano. Por la Fórmula de Itô 2.0.3

y (4.2.28) tenemos

f(Ut)− f(u) =

∫ t

0

f ′(Us−)dUs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Us−)d 〈U c, U c〉s

+
∑

0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)− f ′(Us−)∆Us]

=

∫ t

0

f ′(Us−)Us−dSs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Us−)σ2
UU

2
s−ds

+
∑

0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)− f ′(Us−)∆Us]

=

∫ t

0

f ′(Us−)Us−aUds+

∫ t

0

f ′(Us−)Us−σUdWU,s +
∑

0≤s≤t

f ′(Us−)Us−∆Ss

+
1

2

∫ t

0

f ′′(Us−)σ2
UU

2
s−ds+

∑
0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)− f ′(Us−)∆Us]

=

∫ t

0

(
f ′(Us−)Us−aU +

1

2
f ′′(Us−)σ2

UU
2
s−

)
ds+

∫ t

0

f ′(Us−)Us−σUdWU,s

+
∑

0≤s≤t

f ′(Us−)∆Us +
∑

0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)− f ′(Us−)∆Us] .
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Por lo cual tenemos

f(Ut)− f(u) =

∫ t

0

(
f ′(Us−)Us−aU +

1

2
f ′′(Us−)σ2

UU
2
s−

)
ds+

∫ t

0

f ′(Us−)Us−σUdWU,s

+
∑

0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)] . (4.2.29)

Ya que f ′ es acotada y E

[∫ t
0
U2
s ds
]
< ∞, tenemos que

∫ t
0
f ′(Us−)Us−dWU,s es martingala y

por lo tanto

E

[∫ t

0

f ′(Us−)Us−dWU,s

]
= 0. (4.2.30)

Ahora sea c una constante tal que |auf ′(x)|+
∣∣1

2
σ2
Uf
′′(x)

∣∣ ≤ c para toda x. Sea r > 0 dado,

entonces

sup
0≤t≤r

∣∣∣∣1t
∫ t

0

(
f ′(Us−)Us−aU +

1

2
f ′′(Us−)σ2

UU
2
s−

)
ds

∣∣∣∣ ≤ c sup
0≤t≤r

(Ut + U2
t ).

De manera similar a como se hizo para (4.1.13) tenemos que

E

[
sup

0≤t≤r
U2
t

]
<∞.

Por lo cual por el Teorema de convergencia dominada, la continuidad de f ′ y f ′′, continuidad

estocástica de Ut, (4.2.29) y (4.2.30),

Af(u) = ĺım
t→∞

E
u

[
1

t
(f(Ut)− f(u))

]

= ĺım
t→∞

E
u

[
1

t

(∫ t

0

(
f ′(Us−)Us−aU +

1

2
f ′′(Us−)σ2

UU
2
s−

)
ds

+

∫ t

0

f ′(Us−)Us−σUdWU,s +
∑

0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)]

)]

= E
u

[
ĺım
t→∞

1

t

(∫ t

0

(
f ′(Us−)Us−aU +

1

2
f ′′(Us−)σ2

UU
2
s−

)
ds

)]

+ ĺım
t→∞

E
u

[
1

t

(∑
0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)]

)]

= E
u

[
f ′(u)uaU +

1

2
f ′′(u)σ2

Uu
2

]
+ ĺım

t→∞
E
u

[
1

t

∑
0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)]

]

=
1

2
σ2
Uu

2f ′′(u)−
(
αU −

1

2
σ2
U

)
uf ′(u) + ĺım

t→∞
E
u

[
1

t

∑
0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)]

]
.
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Para terminar, ya que P [NU,t ≥ 2] = o(t) y f es acotada, se sigue que

ĺım
t→∞

E
u

[
1

t

∑
0≤s≤t

[f(Us)− f(Us−)]

]
= λUE [f(uSU)− f(u)]

= λU

∫ ∞
0

[f(us)− f(u)]dFU(s).

lo cual termina la demostración.

�

Observación 4.2.2. Si
∑NR,t

i=1 S̃R,i y
∑NI,t

i=1 S̃I,i son independientes, utilizando Lema 3.3.1 y

un cambio de variable en la integral en (4.2.27), se verifica fácilmente que Lf puede escribirse

alternativamente como

Lf(u) =
1

2
σ2
Uu

2f ′′(u)−
(
αU −

1

2
σ2
U

)
uf ′(u) + λU

∫ ∞
0

(f(us)− f(u))dFU(s)

=
1

2
σ2
Uu

2f ′′(u)−
(
αU −

1

2
σ2
U

)
uf ′(u)

+λI

∫ ∞
0

(f(us)− f(u))dFI(s) + λR

∫ ∞
0

(
f
(u
s

)
− f(u)

)
dFR(s). (4.2.31)

Teorema 4.2.1. Sea ν y ϕ como en (4.2.1) y (4.2.4) respectivamente. Entonces ϕ es la

solución de

Lϕ(u) = −ν(u)ϕ(u), (4.2.32)

donde L está dado por (4.2.27) (ó (4.2.31) cuando aplique). Con las condiciones iniciales

ϕ(0) = 1,

ϕ′(0) = iE [Z∞] = i
βP
µ1

.

Demostración: Por el Lema 4.2.1, tanto ϕn como ϕ pertenecen C2
b(R). Por Lema 4.2.2

ϕn ∈ DA y por Lema 4.2.3 Aϕn = Lϕn donde Lϕn es dada en (4.2.27) (ó (4.2.31) cuando

aplique) con f reemplazada por ϕn.

Entonces por Lema 4.2.1 y el teorema de convergencia dominada tenemos que

Lϕn(u)→ Lϕ(u) cuando n→∞,

νn(u)ϕn(u)→ ν(u)ϕ(u) cuando n→∞,

por lo cual por Lema 4.2.2

Lϕ(u) = −ν(u)ϕ(u).
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Ahora por el Teorema 4.1.1 y teorema de convergencia dominada

ϕ′(u) =
d

du
E
[
eiuZ∞

]
= E

[
d

du
eiuZ∞

]
= E

[
iuZ∞e

iuZ∞
]
.

Por lo cual, por el Teorema 4.1.1

ϕ(0) = E
[
ei(0)Z∞

]
= 1

ϕ′(0) = E
[
iZ∞e

i(0)Z∞
]

= i
βP
µ1

.

�

4.3. Ecuación para Función de Distribución

El Teorema 4.2.1 nos da una ecuación para la función caracteŕıstica ϕ de Z∞. Pero como

queremos usar el Teorema 4.1.2 y el Corolario 4.1.1, estamos más interesados en la función

de distribución H de Z∞. El siguiente teorema nos da una ecuación para obtener H.

Teorema 4.3.1. Supongamos:

(A1) Si σ2
U > 0 ó σ2

P > 0, entonces
∫
R
|uϕ(u)|du <∞.

De lo contrario es suficiente que∫
R
|ϕ(u)|du <∞.

(A2)
∫
R
|ϕ′(u)|du <∞.

(A3) E [| log(SU)|] <∞.

Entonces la función de distribución H de Z∞, es dos veces continuamente diferenciable y es

la solución de

1

2
(σ2

Uz
2 + σ2

P )H ′′(z) +

((
αU +

1

2
σ2
U

)
z − p

)
H ′(z)− (λU + λP )H(z)

+λU

∫ ∞
0

H
(z
s

)
dFU(s) + λP

∫
R

H(z + s)dFP (s) = 0. (4.3.1)

Con las condiciones de frontera

H(−∞) = 0,

H(∞) = 1.
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También se tiene que ∫ 0

−∞
H(z)dz +

∫ ∞
0

(1−H(z))dz =
βP
µ1

. (4.3.2)

Si σ2
U = σ2

P = 0 la versión más débil de (A1) es suficiente, y en ese caso H es la solución,

una vez continuamente diferenciable de (4.3.1).

Demostración: Por ahora supondremos que en el caso en que σ2
U > 0, entonces (A1),

(A2), y (A3) implican que ∫
R

|uϕ′′(u)|du <∞. (4.3.3)

Ya que por (A1) y Proposición 2.0.1, con a = z + h

H(z)−H(a) =
1

2π

∫
R

ϕ(u)
e−iua − e−iuz

iu
du. (4.3.4)

Por lo que si hacemos a→ −∞ tenemos

H(z) =
1

2π
ĺım

a→−∞

∫
R

ϕ(u)
e−iua − e−iuz

iu
du. (4.3.5)

Entonces por el Lema de Riemann-Lebesgue (Feller, [11]) y (4.3.5)

H(z) =
1

2π

∫
R

ϕ(u)
e−iuz

−iu
du =

1

2π

∫
R

∫ ∞
z

e−iutdtϕ(u)du.

Por lo tanto

d

dz
H(z) =

1

2π

∫
R

e−iuzϕ(u)du.

Ahora de (4.2.32) desarrollamos

ĺım
a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

2πiu

)
Lϕ(u)du = − ĺım

a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

2πiu

)
ν(u)ϕ(u)du. (4.3.6)

Por lo cual de (4.2.27) el lado izquierdo de (4.3.6) es igual a

ĺım
a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

2πiu

)
×
[

1

2
σ2
Uu

2ϕ′′(u)−
(
αU −

1

2
σ2
U

)
uϕ′(u)

+λU

∫ ∞
0

(ϕ(us)− ϕ(u))dFU(s)

]
du. (4.3.7)
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Desarrollaremos el ĺımite de cada sumando de (4.3.7), para el primero tenemos

ĺım
a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

2πiu

)[
1

2
σ2
Uu

2ϕ′′(u)

]
du =

σ2
U

4π
ĺım

a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

iu

)[
u2ϕ′′(u)

]
du

=
σ2
U

4π

∫
R

i2
(
e−iuz

i

)
uϕ′′(u)du

=
σ2
U

4π

∫
R

(
− d

dz
e−iuz

)
ϕ′′(u)du

= −σ
2
U

4π
i
d

dz

(
z

∫
R

e−iuzϕ′(u)du

)

=
σ2
U

4π

d

dz

(
z2

∫
R

e−iuzϕ(u)du

)

=
σ2
U

4π

d

dz

(
z2 d

dz
(2πH(z))

)

=
σ2
U

4π

(
2π
(
z2H ′′(z) + 2zH ′(z)

))
=

1

2
σ2
Uz

2H ′′(z) + σ2
UzH

′(z). (4.3.8)

La primera igualdad se sigue del Lema Riemann-Lebesgue (Feller, [11]) y (4.3.3). Para la 4ta

y 5ta igualdad se utilizó integración por partes.

Para el segundo sumando de (4.3.7), usando (A1), (A2), (4.3.3)

ĺım
a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

2πiu

)[(
1

2
σ2
U − αU

)
uϕ′(u)

]
du =

σ2
U − 2αU

4π

ĺım
a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

iu

)
uϕ′(u)du

=
σ2
U − 2αU

4π
i

∫
R

(
e−iuz

)
ϕ′(u)du

=
2αU − σ2

U

4π
z

∫
R

(
e−iuz

)
ϕ(u)du

=
2αU − σ2

U

4π
z

(
d

dz
(2πH(z))

)

=
2αU − σ2

U

4π
z (2πH ′(z))

= αUzH
′(z)− 1

2
σ2
UzH

′(z). (4.3.9)
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Ahora demostraremos que∫
R

∫ ∞
0

∣∣∣∣e−iua − e−iuziu
ϕ(us)

∣∣∣∣ dFU(s)du ≤ ∞. (4.3.10)

Para alguna constante c tenemos que∣∣∣∣e−iua − e−iuziu

∣∣∣∣ ≤ c,

para todo u, y dado que |ϕ(u)| ≤ 1 entonces∫ 1

−1

∫ ∞
0

∣∣∣∣e−iua − e−iuziu
ϕ(us)

∣∣∣∣ dFU(s)du ≤ 2c.

Por el Teorema de Fubini 2.0.1 y cambio de variable, tenemos∫ ∞
1

∫ ∞
0

∣∣∣∣e−iua − e−iuziu
ϕ(us)

∣∣∣∣ dFU(s) ≤ 2

∫ ∞
0

∫ ∞
1

∣∣∣∣ϕ(us)

u

∣∣∣∣ dudFU(s)

= 2

∫ ∞
0

∫ ∞
s

∣∣∣∣ϕ(v)

v

∣∣∣∣ dvdFU(s)

= 2

∫ ∞
0

∫ v

0

∣∣∣∣ϕ(v)

v

∣∣∣∣ dFU(s)dv

≤ 2

∫ 1

0

∫ v

0

1

v
dFU(s)dv + 2

∫ ∞
1

∣∣∣∣ϕ(v)

v

∣∣∣∣FU(v)dv

≤ 2

∫ 1

0

∫ 1

s

1

v
dvdFU(s) + 2

∫ ∞
1

∣∣∣∣ϕ(v)

v

∣∣∣∣ dv
= 2E [log(SU ∧ 1)] + 2

∫ ∞
1

∣∣∣∣ϕ(v)

v

∣∣∣∣ dv
< ∞, (4.3.11)

ya que E [|log(SU ∧ 1)|] es finita por (A3). La integral de −∞ a −1 en (4.3.10) se desarrolla

similar a (4.3.11).

Para el primer sumando de la doble integral de (4.3.7), por (4.3.4) y (4.3.3) tenemos

ĺım
a→−∞

∫
R

∫ ∞
0

e−iua − e−iuz

iu
ϕ(us)dFU(s)du = ĺım

a→−∞

∫ ∞
0

∫
R

e−iua − e−iuz

iu
ϕ(us)dudFU(s)

= ĺım
a→−∞

∫ ∞
0

∫
R

e−
iua
s − e− iuzs
iv

ϕ(v)dvdFU(s)

= 2π ĺım
a→−∞

∫ ∞
0

(
H
(z
s

)
−H

(a
s

))
dFU(s)

= 2π

∫ ∞
0

H
(z
s

)
dFU(s),
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donde la primera igualdad se da por el Teorema de Fubini 2.0.1 y (4.3.10), la segunda igualdad

se obtiene por medio del cambio de variable v = us y la última por convergencia monótona.

Por lo cual

ĺım
a→−∞

∫
R

e−iua − e−iuz

2πiu
λU

∫ ∞
0

ϕ(us)dFU(s)du = λU

∫ ∞
0

H
(z
s

)
dFU(s). (4.3.12)

Ahora, por el desarrollo anterior, tenemos directamente

ĺım
a→−∞

∫
R

∫ ∞
0

e−iua − e−iuz

iu
ϕ(u)dFU(s)du = 2πH (z)

∫ ∞
0

dFU(s),

por lo cual (ver (3.3.14)) el segundo sumando de la doble integral de (4.3.7) es

ĺım
a→−∞

∫
R

e−iua − e−iuz

2πiu

∫ ∞
0

(−λU)ϕ(u)dFU(s)du = −λUH (z) . (4.3.13)

Para finalizar los cálculos del lado izquierdo de (4.3.6), al juntar (4.3.8), (4.3.9), (4.3.12) y

(4.3.13), tenemos que (4.3.7) es igual a

1

2
σ2
Uz

2H ′′(z) + σ2
UzH

′(z) + αUzH
′(z)− 1

2
σ2
UzH

′(z)

+λU

∫ ∞
0

H
(z
s

)
dFU(s)− λUH (z) . (4.3.14)

Ahora por (4.2.1) el lado derecho de (4.3.6) es igual a

− ĺım
a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

2πiu

)(
iup− 1

2
u2σ2

P − λP [1− φ(−u)]

)
ϕ(u)du. (4.3.15)

De la misma forma que para (4.3.8), para el primer término de (4.3.15) tenemos

− ĺım
a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

2πiu

)
[iupϕ(u)] du =

p

2π

∫
R

e−iuzϕ(u)du

= p

(
d

dz
(H(z))

)
= pH ′(z), (4.3.16)
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para el segundo término

− ĺım
a→−∞

∫
R

(
e−iua − e−iuz

2πiu

)[
1

2
u2σ2

Pϕ(u)

]
du =

σ2
P

4π

∫
R

i2
(
e−iuz

i

)
uϕ(u)du

=
σ2
P

4π

∫
R

(
− d

dz
e−iuz

)
ϕ(u)du

= −σ
2
P

4π

d

dz

(∫
R

e−iuzϕ(u)du

)

= −σ
2
P

2

d

dz

(
d

dz
(2πH(z))

)
= −1

2
σ2
PH

′′(z). (4.3.17)

Para el tercer término de (4.3.15)

− ĺım
a→−∞

∫
R

e−iua − e−iuz

2πiu
(−λP )ϕ(u)du = λPH (z) . (4.3.18)

Tambien tenemos que∫
R

∫
R

∣∣∣∣e−iua − e−iuziu
e−iusϕ(u)

∣∣∣∣ dFP (s)du <∞.

Por lo tanto, por el Teorema de Fubini 2.0.1, por convergencia monótona y recordando

φ(u) = E
[
eiuSP

]
,

ĺım
a→−∞

∫
R

e−iua − e−iuz

2πiu
φ(−u)ϕ(u)du = ĺım

a→−∞

∫
R

e−iua − e−iuz

2πiu
ϕ(u)

∫
R

e−iusdFP (s)du

= ĺım
a→−∞

∫
R

∫
R

e−iu(a+s) − e−iu(z+s)

2πiu
ϕ(u)dudFP (s)

= ĺım
a→−∞

∫
R

(H(z + s)−H(a+ s))dFP (s)

=

∫
R

H(z + s)dFP (s),

por lo que el ultimo termino de (4.3.15) es

− ĺım
a→−∞

∫
R

e−iua − e−iuz

2πiu
λPφ(−u)ϕ(u)du = −λP

∫
R

H(z + s)dFP (s). (4.3.19)

Para finalizar con el lado derecho de (4.3.6), al juntar (4.3.16), (4.3.17), (4.3.18) y (4.3.19),

tenemos que (4.3.15) es igual a

pH ′(z)− 1

2
σ2
PH

′′(z) + λPH (z)− λP
∫
R

H(z + s)dFP (s). (4.3.20)
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Por lo cual si en (4.3.6) sustituimos (4.3.14) y (4.3.20), obtenemos (4.3.1).

La expresión en (4.3.2) es solo E [Z∞] = βP/µ1.

Sólo queda por demostrar (4.3.3). Entonces dividimos (4.2.32) por 1
2
σ2
U |u| donde L se

define en (4.2.27). Por lo que por el lado izquierdo tenemos

2

σ2
U |u|

[
1

2
σ2
Uu

2ϕ′′(u)−
(
αU −

1

2
σ2
U

)
uϕ′(u) + λU

∫ ∞
0

(ϕ(us)− ϕ(u))dFU(s)

]
= uϕ′′(u)−

(
2αU
σ2
U

− 1

)
ϕ′(u) +

2λU
σ2
U

∫ ∞
0

(
ϕ(us)− ϕ(u)

|u|

)
dFU(s),

y por el lado derecho

− 2

σ2
U

ν(u)

|u|
ϕ(u).

Tomamos valor absoluto, usamos la desigualdad del triángulo e integramos sobre todo R.

Entonces para algunas constantes c1, c2 y c3,∫
R

|uϕ′′(u)|du ≤ c1

∫
R

|ϕ′(u)|du+ c2

∫
R

∣∣∣∣ν(u)

u

∣∣∣∣ |ϕ(u)|du

+c3

∫
R

∫ ∞
0

∣∣∣∣ϕ(us)− ϕ(u)

u

∣∣∣∣ dFU(s)du. (4.3.21)

La primera integral a la derecha es finita por (A2). Por (4.2.7)∣∣∣∣ν(u)

u

∣∣∣∣ ≤ K +
1

2
σ2
U |u|,

por lo tanto, la segunda integral es finita por (A1).

Para la tercera integral en el lado derecho, de Feller [11], fórmula (4.14), p. 514,∫ 1

−1

∫ ∞
0

∣∣∣∣ϕ(us)− ϕ(u)

u

∣∣∣∣ dFU(s)du ≤ βP
µ1

∫ 1

−1

∫ ∞
0

|s− 1| dFU(s)du

≤ 2
βP
µ1

(1 + E [SU ]) <∞.

Más aún∫ ∞
1

∫ ∞
0

∣∣∣∣ϕ(us)− ϕ(u)

u

∣∣∣∣ dFU(s)du ≤
∫ ∞

1

∫ ∞
0

∣∣∣∣ϕ(us)

u

∣∣∣∣ dFU(s)du+

∫ ∞
1

∣∣∣∣ϕ(u)

u

∣∣∣∣ du.
La primera integral de la izquierda es finita por (4.3.11) y la segunda es finita por (A1). La

integral de∞ a −1 es similar, por lo que sigue que la tercera integral a la derecha de (4.3.21)

es finita.

�
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Observación 4.3.1. Si
∑NI,t

i=1 S̃I,i y
∑NR,t

i=1 S̃R,i son independientes, usando (4.2.31) en lugar

de (4.2.27) encontramos que (4.3.1) toma la siguiente forma

1

2
(σ2

Uz
2 + σ2

P )H ′′(z) +

((
αU +

1

2
σ2
U

)
z − p

)
H ′(z)− (λR + λI + λP )H(z)

+λR

∫ ∞
0

H (zs) dFR(s) + λI

∫ ∞
0

H
(z
s

)
dFI(s) + λP

∫
R

H(z + s)dFP (s) = 0.

Proposición 4.3.1. Supongamos:

(B1) Si σ2
U > 0 ó σ2

P > 0, entonces
∫
R
|u2ϕ(u)|du <∞.

De lo contrario es suficiente que∫
R
|uϕ(u)|du <∞.

(B2)
∫
R
|uϕ′(u)|du <∞.

(B3) E

[
1
SU

]
<∞.

Entonces Z∞ tiene función de densidad h, la cual es dos veces continuamente diferenciable

y es la solución de

1

2
(σ2

Uz
2 + σ2

P )h′′(z) +

((
αU +

3

2
σ2
U

)
z − p

)
h′(z) +

(
αU +

1

2
σ2
U − λU − λP

)
h(z)

+λU

∫ ∞
0

h
(z
s

)
dFU(s) + λP

∫
R

h(z + s)dFP (s) = 0.

Con las condiciones ∫
R

h(z)dz, = 1,

h(z) ≥ 0,

para todo z ∈ R. También se tiene que

∫
R

zh(z)dz =
βP
µ1

.

Demostración: Esta prueba se sigue de la misma manera que en el Teorema 4.3.1.

�
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4.4. Casos Particulares

En esta sección comenzaremos mostrando un caso en que las reclamaciones se distribuyen

de manera exponencial.

Posteriormente nos enfocaremos en encontrar algunas condiciones más fuertes con las cuales

(A1) y (A2), del Teorema 4.3.1, se satisfacen. Presentaremos los resultados, de uno bastante

general para terminar con un resultado más particular.

Terminaremos la sesión presentando un ejemplo donde aplicaremos las técnicas obtenidas a

lo largo de este caṕıtulo.

Proposición 4.4.1. Supongamos que las reclamaciones se distribuyen exponencialmente con

la esperanza µ−1, es decir, FP (s) = (1− e−µs)1{0<s}. Supongamos también que σ2
P = 0 y que

(A1) - (A3) de Teorema 4.3.1 se satisfacen.

Sea

V (µ) = E [H(YTR) | TR <∞] = E [H(SP )] =

∫ ∞
0

H(z)µe−µzdz.

(Ver Teorema 4.1.2 y Corolario 4.1.1 para notación.)

Entonces V (µ) es dos veces continuamente diferenciable y es la solución de

1

2
σ2
Uµ

2V ′′(µ)−
(
αU −

1

2
σ2
U + λP

)
µV ′(µ)

− (pµ+ λU)V (µ) + λU

∫ ∞
0

V (µs) dFU(s) = −pµH(0).

Con condiciones de frontera V (0) = 1 y V (∞) = H(0).

Demostración: De (4.3.1) y dado que σ2
P = 0, tenemos

∫ ∞
0

µe−µz
1

2
σ2
Uz

2H ′′(z)dz +

∫ ∞
0

µe−µz
((

αU +
1

2
σ2
U

)
z − p

)
H ′(z)dz

−
∫ ∞

0

µe−µz (λU + λP )H(z)dz +

∫ ∞
0

µe−µzλU

∫ ∞
0

H
(z
s

)
dFU(s)dz

+

∫ ∞
0

µe−µzλP

∫
R

H(z + s)dFP (s)dz = 0.

Los cálculos son muy similares a los de la prueba del Teorema 4.3.1 y se omiten.

�
Ahora encontraremos algunas condiciones suficientes para que (Al) y (A2) del Teorema

4.3.1 se cumplan.
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Proposición 4.4.2. Supongamos que σ2
P > 0 y que

E

[
1

S2
U

]
<∞.

Entonces (A1)-(A3) del Teorema 4.3.1 se satisfacen.

Demostración: Por Proposición 4.2.1 y (4.2.1)

|ϕ(u)| ≤ E

[
e−

u2X
2

]
,

y por (4.2.20) y (4.2.21),

|ϕ′(u)| ≤ c1E

[
Y e−

u2X
2

]
+ c2|u|E

[
Xe−

u2X
2

]
,

donde X = σ2
P

∫∞
0
U2
s ds, Y =

∫∞
0
Usds y c1, c2 son constantes. Por las desigualdades

anteriores, de Fubini y de Cauchy-Schwarz, tenemos

∫
R

|uϕ(u)|du ≤ E

[∫
R

|u|e−
u2X
2 du

]
= 2E

[
X−1

]
,

∫
R

|ϕ′(u)|du ≤ c1E

[
Y

∫
R

e−
u2X
2 du

]
+ c2E

[
X

∫
R

|u|e−
u2X
2 du

]

≤ c1E
[
Y 2
] 1

2

(
E

[(∫
R

e−
u2X
2 du

)2
]) 1

2

+ 2c2

= c1E
[
Y 2
] 1

2

E
(√2π

X

)2
 1

2

+ 2c2

=
√

2πc1E
[
Y 2
] 1

2
(
E
[
X−1

]) 1
2 + 2c2.

Por (4.1.6) tenemos que E [Y 2] <∞, por lo que solo queda probar E [X−1] <∞, es decir

E

[(∫ ∞
0

U2
s ds

)−1

du

]
<∞.

Por (3.3.13)

U2
t = exp {−2αU t+ 2σUWU,t}

NU,t∏
i=1

S2
U,i,
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por lo que definimos

T1 = ı́nf {t : exp {−2αU t+ 2σUWU,t} = exp{−2σU}} ,

T2 = ı́nf {t : NU,t = 2} .

Entonces ∫ ∞
0

U2
s ds ≥ exp {−2σU} (T1 ∧ T2)(1 ∧ S2

U,1).

Por independencia entre T1, T2 y SU,1

E

[(∫ ∞
0

U2
s ds

)−1
]
≤ exp {2σU}E

[
1

(T1 ∧ T2)

]
E

[
1

(1 ∧ S2
U)

]

≤ exp {2σU}
(
E

[
1

T1

]
+ E

[
1

T2

])(
1 + E

[
1

S2
U

])
. (4.4.1)

Por hipótesis

E

[
1

S2
U

]
<∞.

Más aún

E

[
1

T2

]
=

∫ ∞
0

1

t
λ2
U te
−λU tdt = λU <∞.

Tomemos en cuenta que

T1 = ı́nf

{
t : −αU

σU
t+WU,t = −1

}
.

Ahora (por Karatzas and Shreve [8], fórmula 5.12, pag. 197)

E

[
1

T1

]
=

1

2
√

2π

∫ ∞
0

t−
5
2 exp

−
[(

1− αU
σU

)
t
]2

2t

 dt <∞.

Por lo cual (4.4.1) es finita.

�

Observación 4.4.1. Si el supuesto E
[
S−2
U

]
< ∞ en la Proposición 4.4.2 lo fortalecemos a

E
[
S−3
U

]
<∞, entonces se cumplen los supuestos (Bl) - (B3) de la Proposición 4.3.1.
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Ahora consideraremos la tarea más dif́ıcil de verificar (Al) y (A2) en el Teorema 4.3.1

cuando σ2
P = 0.

Lema 4.4.1. Supongamos σ2
P = 0. Sea k(u) = Re(1−φ(−u)) ≥ 0 y consideremos la ecuación

Lf = −αkf, (4.4.2)

donde L está dado por (4.2.27).

Sea y(u) y z(u) soluciones de (4.4.2) con α = λP y α = 2λP respectivamente, y tales que

0 ≤ y(u), z(u) ≤ 1.

Suponga

(C1) Si σ2
U > 0 entonces

∫
R
|uy(u)|du <∞.

De lo contrario es suficiente que∫
R
y(u)du <∞.

(C2)
∫
R
z(u)

1
2du <∞.

Entonces las condiciones (A1) y (A2) del Teorema 4.3.1 se satisfacen.

Demostración: De la misma manera que en (4.2.15), sea

X(u) = exp

{∫ ∞
0

ν(uUs)ds

}
.

Dado que k(·) es real, σ2
P = 0 y por (4.2.1),

|ϕ(u)| = |E [X(u)] | ≤ E [|X(u)|] = E

[∣∣∣∣exp

{∫ ∞
0

(iuUsp− λP [1− φ(−uUs)]) ds
}∣∣∣∣]

≤ E

[∣∣∣∣exp

{
−
∫ ∞

0

λP [1− φ(−uUs)]ds
}∣∣∣∣]

≤ E

[∣∣∣∣exp

{
−λP

∫ ∞
0

k(uUs)ds

}∣∣∣∣]
= E

[
exp

{
−λP

∫ ∞
0

k(uUs)ds

}]
.

Como en el Teorema 4.2.1,

y(u) = E

[
exp

{
−λP

∫ ∞
0

k(uUs)ds

}]
≤ 1,
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es la solución de (4.4.2) con α = λP . Entonces (C1) implica (A1).

Más aún por (4.2.8), (4.2.18) y (4.2.21), tenemos

|ϕ′(u)| ≤ E [|X ′(u)|]

= E

[∣∣∣∣X(u)
d

du

∫ ∞
0

ν(uUs)ds

∣∣∣∣]
≤ KE

[∣∣∣∣X(u)

∫ ∞
0

Usds

∣∣∣∣]

≤ K
(
E
[
|X(u)|2

]) 1
2

(
E

[(∫ ∞
0

Usds

)2
]) 1

2

.

Por (4.1.6) tenemos que E
[(∫∞

0
Usds

)2
]
<∞, entonces para alguna constante c,

|ϕ′(u)| ≤ K
(
E
[
|X(u)|2

]) 1
2

(
E

[(∫ ∞
0

Usds

)2
]) 1

2

≤ c
(
E
[
|X(u)|2

]) 1
2

≤ c

(
E

[∣∣∣∣exp

{
−2λP

∫ ∞
0

k(uUs)ds

}∣∣∣∣]) 1
2

= c(z(u))
1
2 .

De nuevo como en el Teorema 4.2.1,

z(u) = E

[
exp

{
−2λP

∫ ∞
0

k(uUs)ds

}]
≤ 1,

es la solución de (4.4.2) con α = 2λP . Entonces (C2) implica (A2).

�
A continuación usaremos el Lema anterior para demostrar la siguiente proposición:

Proposición 4.4.3. Supongamos σ2
P = λU = 0 y que existen constantes positivas K, c y ε

tales que cuando |u| ≥ K, entonces Re(φ(−u)) ≤ cu−ε.

Supongamos también

−λP > 2αU + 2σ2
U ,

α2
U > 2σ2

UλP .
(4.4.3)

Entonces las condiciones (A1) y (A2) del Teorema 4.3.1 se satisfacen.
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Demostración: La ecuación Ly = −λPky en Lema 4.4.1, dado que σ2
P = λU = 0, toma

la forma

Ly(u) =
1

2
σ2
Uu

2y′′(u)−
(
αU −

1

2
σ2
U

)
uy′(u),

−λPk(u)y(u) = −λPRe(1− φ(−u))y(u)

= −λPy(u) + λPRe(φ(−u))y(u).

En este caso Ly = λPky, toma la forma

L̃y = ry,

donde r(u) = λPRe(φ(−u)) y L̃ es el operador diferencial

L̃ =
1

2
σ2
Uu

2 d
2

du2
−
(
αU −

1

2
σ2
U

)
u
d

du
+ λP .

Primero resolvemos L̃w = 0.

Esta es la ecuación de Cauchy-Euler, y dos soluciones independientes están dadas por

w1(u) = |u|β1 y w2(u) = |u|β2 ,

donde β1, β2 son soluciones de

1

2
σ2
Uβ(β − 1)− (αU −

1

2
σ2
U)β + λP =

1

2
σ2
Uβ

2 − αUβ + λP = 0.

Por lo que solución es

β =
αU ±

√
α2
U − 2σ2

UλP
σ2
U

. (4.4.4)

Usando (4.4.3), obtenemos que

α2
U − 2σ2

UλP > α2
U + 2σ2

U

(
2αU + 2σ2

U

)
= α2

U + 4σ2
UαU + 4σ4

U

=
(
αU + 2σ2

U

)2
.

Si denotamos a β1 como la solución negativa en (4.4.4),

β1 <
αU −

√
(αU + 2σ2

U)
2

σ2
U

=
αU − (αU + 2σ2

U)

σ2
U

= −2.
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Esto también implica que β2 > 2.

Sea u > K, por el método de variación de parámetros, se obtiene una solución general como

y(u) = a1u
β1 + a2u

β2 +

∫ u

K

G(u, t)r(t)y(t)dt,

donde

G(u, t) = −
(

1

β2 − β1

)(
uβ1

tβ1+1
− uβ2

tβ2+1

)
,

es la función de Green de un sólo lado. Esto nos da

y(u) = a1u
β1 − 1

β2 − β1

uβ1
∫ u

K

t−(β1+1)r(t)y(t)dt

+ a2u
β2 +

1

β2 − β1

uβ2
∫ u

K

t−(β2+1)r(t)y(t)dt,

Por hipótesis r(t) ≤ ct−ε cuando t > K. También 0 ≤ y(u) ≤ 1 por Lema 4.4.1, por lo tanto,

para algunas constantes c1 y M ,

uβ1
∫ u

K

t−(β1+1)r(t)y(t)dt ≤ cuβ1
∫ u

K

t−(β1+1+ε)dt ≤ c1

(
uβ1 + u−ε

)
< M. (4.4.5)

Por lo tanto, ya que β2 > 0 y para que 0 ≤ y(u) ≤ 1, debemos tener que

a2 = − 1

β2 − β1

∫ ∞
K

t−(β2+1)r(t)y(t)dt,

lo que implica

y(u) = a1u
β1 − 1

β2 − β1

uβ1
∫ u

K

t−(β1+1)r(t)y(t)dt

−uβ2 1

β2 − β1

∫ ∞
K

t−(β2+1)r(t)y(t)dt+
1

β2 − β1

uβ2
∫ u

K

t−(β2+1)r(t)y(t)dt

= a1u
β1 − 1

β2 − β1

uβ1
∫ u

K

t−(β1+1)r(t)y(t)dt

− 1

β2 − β1

uβ2
∫ ∞
u

t−(β2+1)r(t)y(t)dt. (4.4.6)

Usando las cotas superiores de r(t) y y(t), para alguna constante c2, obtenemos

uβ2
∫ ∞
u

t−(β2+1)r(t)y(t)dt ≤ cuβ2
∫ ∞
u

t−(β2+1+ε)dt ≤ c2u
−ε. (4.4.7)
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Juntando (4.4.5) y (4.4.7) en (4.4.6) y usando la desigualdad del triángulo obtenemos para

alguna constante c3

0 ≤ y(u) ≤ a1u
β1 + c1

(
uβ1 + u−ε

)
+ c2u

−ε

≤ c3

(
uβ1 + u−ε

)
. (4.4.8)

Si ε > 2 entonces
∫∞
K
uy(u)du < ∞, ya que β1 < −2, y podemos detener el argumento.

De lo contrario, para (4.4.8), 0 ≤ y(u) ≤ c3u
−ε para alguna c4 constante, e insertando esta

desigualdad en los lados izquierdos de (4.4.5) y (4.4.7) nos da

uβ1
∫ u

K

t−(β1+1)r(t)y(t)dt ≤ c5

(
uβ1 + u−2ε

)
,

uβ2
∫ u

K

t−(β2+1)r(t)y(t)dt ≤ c6u
−2ε,

para algunas constantes c5 y c6.

Juntando estas desigualdades en (4.4.6) y usando la desigualdad del triángulo obtenemos

para alguna constante c7

0 ≤ y(u) ≤ a1u
β1 + c5

(
uβ1 + u−2ε

)
+ c6u

−2ε

≤ c7

(
uβ1 + u−2ε

)
.

Repetimos estos pasos N veces hasta que Nε > −β1. Luego, para una constante c8, 0 ≤
y(u) ≤ c8u

β1 . De ah́ı obtenemos ∫ ∞
K

uy(u)du <∞.

El caso en que
∫ −K
−∞ |uy(u)|du < ∞ se obtiene de la misma forma. Dado que 0 ≤ y(u) ≤ 1,

por lo cual tenemos que ∫
R

|uy(u)|du <∞. (4.4.9)

Por hipótesis tenemos λP > 2αU + 2σ2
U por lo cual

2λP > 2αU + 2σ2
U ,

por Lema 4.4.1, cuando u > K, entonces 0 ≤ y(u) ≤ c9u
β1 para una constante c9.

Pero β1 < −2 y al igual que 4.4.9, obtenemos∫
R

z(u)
1
2du <∞. (4.4.10)

�
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Observación 4.4.2. En la Proposición 4.4.3, si en lugar de (4.4.3) suponemos

−λP > 3αU +
9

2
σ2
U = 3(r − ī) + 6σ2

I + 3σ2
R − 9ρσIσR (4.4.11)

entonces β1 < −3 (ver (4.4.4)). Se puede demostrar de la misma manera que antes, que esto

implica que tanto (B1) como (B2) en la Proposición 4.3.1 se satisfacen.

4.5. Ejemplo

Supongamos λP = λU = 0 y que σ2
P > 0, por lo cual los procesos Pt y Ut no poseen

saltos. Entonces

Z∞ =

∫ ∞
0

exp {−αU t+ σUWU,t} dPt, (4.5.1)

donde Pt = pt+σPWP,t. Tenemos que WP y WU son movimientos Brownianos independientes.

• Si σ2
U = 0, no tenemos aleatoriedad en las tasas, se sigue directamente de (4.5.1)

Z∞ =

∫ ∞
0

exp {−αU t} dPt,

y las propiedades isométricas de la integral estocástica que Z∞ se distribuye normal con

esperanza p
αU

y varianza
σ2
P

2αU
.

• Si σ2
U > 0, del Teorema 4.3.1 y la Proposición 4.4.2 se sigue que la distribución H de

Z∞ se da como la solución de

1

2
(σ2

Uz
2 + σ2

P )H ′′(z) +

((
αU +

1

2
σ2
U

)
z − p

)
H ′(z)− (λU + λP )H(z)

+λU

∫ ∞
0

H
(z
s

)
dFU(s) + λP

∫
R

H(z + s)dFP (s) = 0.

Entonces, dado que λP = λU = 0, la densidad h de Z∞ es la solución de

1

2
(σ2

Uz
2 + σ2

P )h′(z) +

((
αU +

1

2
σ2
U

)
z − p

)
h(z) = 0. (4.5.2)

La cual tiene solución

h(z) =
h0

(σ2
P + σ2

Uz
2)

1
2

+
αU
σ2
U

exp

{
2p

σUσP
arctan

(
σU
σP
z

)}
, (4.5.3)
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donde h0 es una constante normalizadora. Tenemos para n ∈ {1, 2} y alguna c∫
R

znh(z)dz '
∫
R

zn

(z2)
1
2

+
αU
σ2
U

exp {arctan (z)} dz

<

∫
R

1

z
1+

2αU
σ2
U

−n
(c)dz.

Vemos que h(z) tiene un primer momento finito si y sólo si

1

2
+
αU
σ2
U

> 1,

es decir, si y sólo si

αU −
1

2
σ2
U = µ1 > 0,

por (4.1.2).

De la misma forma, h(z) tiene un segundo momento finito si y sólo si

αU − σ2
U =

1

2
µ2 > 0.

Esto de acuerdo con el Teorema 4.1.1.

Solo sabemos que h(z) es la densidad de Z∞ cuando µ2 > 0. Para obtener (4.5.3)

utilizamos el Teorema 4.2.1, que utiliza la segunda derivada de ϕ(u) = E
[
eiuZ∞

]
, y ϕ′′(0) <

∞ si y sólo si E [Z2
∞] <∞.

Por lo tanto, parece dif́ıcil verificar si h(z) es la densidad de Z∞, bajo la suposición más

débil µ1 > 0.

Por Corolario 4.1.1, la probabilidad de una eventual ruina es

R(y) =
H(−y)

H(0)
. (4.5.4)

De la integral H(x) =
∫ x
−∞ h(z)dz, hacemos

u = arctan

((
σU
σP

)
z

)
,

z =

(
σP
σU

)
tan (u) ,

du =
σUσP

σ2
Uz

2 + σ2
P

dz.
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Por lo cual (4.5.3) se convierte

H(x) =

∫ arctan
((

σU
σP

)
x
)

−π
2

h0

(σ2
P + σ2

Uz
2)

1
2

+
αU
σ2
U

exp

{
2p

σUσP
u

}
σ2
Uz

2 + σ2
P

σUσP
du

=

∫ arctan
((

σU
σP

)
x
)

−π
2

h0

(σ2
P sec2(u))

− 1
2

+
αU
σ2
U

exp

{
2p

σUσP
u

}
1

σUσP
du

=

 h0

σUσP (σP )
−1+

2αU
σ2
U

∫ arctan
((

σU
σP

)
x
)

−π
2

cos
−1+

2αU
σ2
U (u) exp

{
2p

σUσP
u

}
du.

Cancelando términos en (4.5.4), encontramos que

R(y) =
G
(
− arctan

((
σU
σP

)
y
))

G(0)
,

donde

G(x) =

∫ x

−π
2

cosα(v)eβvdv.

Donde α = 2αU
σ2
U
− 1 y β = 2p

σUσP
.

En la siguiente gráfica de R(y) veremos el impacto que ocurre cuando se vaŕıan los valores

de σR = {.05, .3, .4} con los valores

p 1
r 0.1
ī 0
σP 1.5
σI .05

En este caso en espećıfico tenemos que para que la probabilidad de eventual ruina este por

debajo de 0.5, cuando σR = .3 se requiere que y > 3.8, cuando σR = .05 solo se requiere que

y > 2.8, mientras que cuando σR = .4 se requiere que y > 4.
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Figura 4.1: Probabilidad de Ruina
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