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Resumen

La funcién caracteristica del modelo rugoso de Heston, se resume en dar una forma semi
cerrada de la funcidn caracteristica del log-precio de un activo bajo tal modelo, usando apro-
ximaciones por medio de procesos de Hawkes. Este modelo rugoso al igual que el modelo
usual de Heston [11], describe el precio de un activo considerando que la volatilidad sea es-
tocastica y negativamente correlacionada al precio del activo. La diferencia entre estos dos
modelos radica en que el modelo rugoso adopta en la ecuacion diferencial estocdstica de la
volatilidad un comportamiento més “escabroso”, reflejando una dindmica mas apegada a la
realidad actual del mercado financiero [20]. Al final de este trabajo se da una expresion de la
funcidn caracteristica del modelo rugoso de Heston en términos de un ecuacion diferencial

fraccionaria de Riccati, que puede ser solucionada numéricamente.

Palabras Claves
Modelo de Heston, procesos de Hawkes, densidad Mittag-Leffler, convergencia débil,

funcidn caracteristica, Teorema de P. Lévy.
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Introduccidn

La volatilidad de un activo siempre ha sido un talén de Aquiles en la modelacion del precio
del activo, y ha pasado de ser una constante (como es €l caso del modelo de Black-Scholes),
a ser una variable aleatoria que sigue su propia dindmica (como es el caso del modelo de
Heston). Claramente es mds realista considerar que la volatilidad sea estocdstica, haciendo
que las predicciones que se hagan bajo este supuesto sean mds precisas, tanto para el precio
del activo en si, como de los derivados financieros que dependen del precio; pero esto conlleva

a plantearnos nuevos retos, sujeto a que tan errante queremos que sea la volatilidad.

En el modelo usual de Heston propuesto en 1993 [11], se considera que el precio S; de un

activo y su volatilidad V; tiene la siguiente dindmica

dSy = S/ VidWr,
dVy = (0 = V,)dt + yv\/VidB, (1)
donde los parametros v, 6 y v son positivos, y juegan un papel en la forma que toma la

superficie de la volatilidad implicita. Ademds los procesos estocdsticos {IW;} y {B:} son

movimientos brownianos con coeficiente de correlacion p. La volatilidad en este caso es



Introduccién

efectivamente estocdstica y es dirigida por un movimiento browniano.

En estudios recientes como the volatility is rough [20], se observé que un movimiento brow-
niano fraccionario con un pardmetro de Hurst igual a 0.1, modela mejor las series de tiem-
po de las log-volatilidades para una amplia gama de activos, que si lo modeldramos con el
movimiento browniano usual. La representacion de Mandelbrot-van Ness del movimiento

browniano fraccionario (MBF) tiene la siguiente forma

W = NHilﬂL/m«t‘ﬁﬂﬂl‘Fﬁﬂﬂﬂﬂ%
+m/o (t — s)H=12qWw,, )

donde H es el pardmetro de Hurst que esta en el intervalo (0,1/2) y {W;} es un movimiento
browniano estindar. Una forma de considerar las propiedades trayectoriales del MBF en el
modelo usual de Heston, es considerando su kernel (¢ —s)~'/2 dado en (2) y acoplarlo a este
modelo; como resultado obtenemos asi el modelo rugoso de Heston, el cual tiene la siguiente

dindmica para el precio S; con volatilidad V;

dS, = Si\/VidW,,

— 1 ' a—1 1 ! a—1
v, = vo+m/0<t—s> w<e—v;>ds+m/o<t—s> o/ VidB,, (3)

donde los pardmetros v, 8, V y v son positivos, e igualmente como en el modelo usual, juegan
un papel en la forma que toma la superficie de la volatilidad implicita. Ademads los procesos
estocdsticos {W;} y { B;} son movimientos brownianos con coeficiente de correlacion p; y el
pardmetro « pertenece al intervalo (1/2, 1), que en términos del parametro de Hurst es igual

aH+1/2.

Aunque existen modelos menos complicados que el modelo rugoso de Heston, tanto en un
sentido analitico ( son Markovianos y semimartingalas), como en un sentido numérico (la ca-
libracién de los parametros es més eficientes usando técnicas tradicionales), se tiene que estos
no consideran caracteristicas del mercado en el contexto de high frequency trading, como en

el modelo de Heston usual, o no emergen de forma natural de un estudio micro estructural
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Introduccién

[25]. Por estas razones se han invertido esfuerzos en el estudio de este modelo, y mas atin,
en el estudio de modelos de volatilidad rugosa, creando grupos de investigacion alrededor
de este tema y desarrollando nueva técnicas computacionales para que la implementacion de

estos modelos en la industria sea factible [21, 31].

Por otro parte, la funcién caracteristica ha sido de gran importancia a la hora de estudiar el
comportamiento distribucional de variables aleatorias y en el contexto financiero, es posible
usar técnicas en las que se requiere conocer las funciones caracteristicas de las variables
aleatorias que describen los log-precios de activos, para la valuacién de derivados financieros

como lo son las opciones Call y Put [17, 24].

Este trabajo se basara ampliamente en el articulo The characteristic function of rough Heston
model realizado por Omar El Euch y Mathieu Rosenbaun [18], y consistird principalmente
en deducir de forma detallada una expresion semi cerrada de la funcién caracteristica del

log-precio de un activo bajo el modelo rugoso de Heston.

El problema para realizar este calculo, es que aunque la funcion caracteristica de una variable
aleatoria siempre existe, hay casos donde no se puede encontrar una expresion de ella que al
menos nos permita implementarla numéricamente. No existe un método universal para hacer
esto, pero se pueden explorar diferentes técnicas para hallarla, como por ejemplo: considerar
el hecho de que la convergencia débil de una sucesion de variables aleatorias implica la

convergencia de su sucesion de funciones caracteristicas (Teorema 6.3.1 de [5]).

La forma en que pretendemos resolver este problema se fundamenta en el articulo The mi-
crostructural foundations of leverage effect and rough volatility [19]. En este articulo se es-
tudia la forma que debe tener los pardmetros de una sucesion de procesos estocasticos bajo
un modelo tick-by-tick del precio de un activo, que buscan codificar caracteristicas de un
mercado electronico en un contexto de transacciones de alta frecuencia, y que en el limite
emerjan propiedades macroscépicas de la volatilidad, como lo son el efecto de leverage' y

un comportamiento rugoso.

'El leverage hace referencia a la correlacién negativa entre el rendimiento de los precios y la volatilidad.
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En aras de alcanzar nuestro objetivo principal, que recordemos se reduce en llegar a una for-
ma semi cerrada de la funcidn caracteristica del log-precio de un activo bajo el modelo rugoso
de Heston, dividiremos este trabajo en cuatro capitulos. El capitulo 1 asienta el marco tedrico
necesario, donde daremos una breve introduccién y exhibiremos resultados de las nociones
que seran de utilidad en los capitulos posteriores. En estos preliminares se encuentra la defi-
nicion y propiedades de procesos de Hawkes, convergencia débil en la topologia de Skorohod
y la densidad Mittag-Leffler. Aqui encontraremos resultados tan importantes como la repre-
sentacion basada en cluster Poisson de los procesos de Hawkes, la funcidn caracteristica de
un proceso de Hawkes multidimensional y el teorema que nos permitird demostrar la tension

de nuestra sucesion de procesos reescalados.

El capitulo 2 versa sobre la construccion de una sucesion de procesos, que buscan modelar
el comportamiento micro-estructural tick-by-tick del precio de un activo. Este modelo serd
el pilar fundamental de nuestra demostracién, dado que en el limite coincide en ley con
nuestro modelo rugoso de Heston [19]. Ademds de que se observa como los procesos de
Hawkes permiten naturalmente codificar cuatro caracteristicas de un mercado electrénico en
el contexto de (High Frequency Trading) HFT, como lo son la alta endogeneidad del mercado,
la prevencion del arbitraje estadistico, asimetria entre érdenes de compra y venta, y un alto

volumen de transacciones.

En el capitulo 3 se demuestra efectivamente la convergencia en ley entre nuestra sucesion
de procesos bajo el modelo micro-estructural del log-precio, y el proceso del log-precio bajo
el modelo rugoso de Heston, usando en gran medida resultados de convergencia débil en la
topologia de Skorohod. Al final de este capitulo se presenta éste resultado como un corolario,

que resulta ser una consecuencia casi inmediata del teorema principal del capitulo.

Finalmente, se presentard en el capitulo 4 el resultado principal de la tesis, mostrando una
expresion semi cerrada de la funcién caracteristica del log-precio de un activo bajo el mode-
lo rugoso de Heston, como una solucién de una ecuacién diferencia fraccionaria de Riccati.

Gran parte de este capitulo se encamina a corroborar que la sucesion de funciones carac-
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teristicas que provienen de nuestra sucesion de procesos que modelan el comportamiento
micro-estructural del log-precio, cumplen las condiciones necesarias para aplicar el Teorema

de convergencia dominada.




Introduccién




CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo se presentara las herramientas indispensables para entender y desarrollar este
trabajo. Los conceptos tedricos fundamentales que nos permitirdn alcanzar nuestros objetivos
serdn los procesos de Hawkes, convergencia débil en el espacio de Skorohod y la densidad
Mittag Leffler. En los tres casos daremos una breve introduccion de estas nociones, de tal
forma que podamos visualizar un panorama general de las teorias y a la vez ser capaces de

introducir resultados puntuales necesarios.

La primera seccioén de este capitulo serd el referente a los procesos de Hawkes, que es el
pilar fundamental de la construccidon del modelo micro-estructural del precio de un activo, el
cual supondremos estard en un mercado electrénico de alta frecuencia. El segundo capitulo
es el concerniente al concepto de convergencia débil en el topologia de Skorohod, el cual
contiene las nociones necesarias para entender la convergencia del modelo micro-estructural

al modelo rugoso de Heston. En la seccion final se presentard la densidad Mittag Leffler con
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1.1. Procesos de Hawkes

su distribucién asociada, donde encontraremos propiedades de gran interés y utilidad para

efectos de definir el modelo micro-estructural.

1.1. Procesos de Hawkes

Esta seccion se divide en cuatro partes, las cuales dan: una introduccién al lector de los
procesos de conteo de forma general, la nocién de los proceso de Hawkes, la representacion
cluster Poisson de los proceso de Hawkes d-dimensionales y la funcion caracteristica de las
variables que definen a los proceso de Hawkes d-dimensionales. A través de las dos primeras
subsecciones se dardn definiciones con poca construccion y resultados sin pruebas, buscando
con esto que la lectura resulte 4gil y se pueda llegar a resultados de mayor valor para el trabajo

en las siguientes dos subsecciones.

1.1.1. Introduccion a procesos de conteo

Este apartado se basard en resultados de [15, 28, 30], por lo que el lector podrd encontrar mas
detalles al dirigirse a estas tres referencias. Para efectos de facilitar la lectura, se considerara
que las variables aleatorias en esta subseccion estdn definidas en un espacio de probabilidad

(Q, S, P), que no necesariamente serd el mismo para todas las definiciones y enunciados.

La idea de un proceso puntual simple en R U{0}, es la de un proceso que mide el instante de
tiempo en que ocurre un tipo de evento, por ejemplo, la llegada de autobuses a una estacion
de transporte o las veces en las que el precio de un activo cruza cierta barrera. A continuacion

se presenta una definiciéon formal de esta idea.

Definicion 1.1.1 (Proceso puntual). Un sucesion de variables aleatorias T = {T,,}, . que

toman valores en [0, 00), se dice que es un proceso puntual si:
DPO=Ty<T,<Tp<---)=1

ii) P(lim T,, = oc0) = 1.

n—o0
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La condicion (7) nos dice que el proceso es creciente, mientras que la condicién (iz) nos dice
que el numero de eventos que ocurre en un tiempo acotado es finito, es decir que el proceso
no explota. Adicionalmente, diremos que el proceso puntual es simple si la probabilidad de

que ocurran dos 0 mds eventos en un mismo tiempo es cero.

Ahora definiremos un proceso asociado al proceso puntual simple, el cual cuenta el niimero
de eventos que han ocurrido hasta un cierto tiempo finito ¢ > 0, en vez de medir el instante

en los que ocurren estos.

Definicién 1.1.2 (Proceso de conteo). Una sucesidn de variables N = {Ni},c(, ) que toma
valores en N, se dice que es un proceso de conteo si Ny = 0, es finito c.s, y sus trayectorias
son funciones escalonadas, continuas por la derecha y con incrementos de a lo mds tamario

uno.

En la definicién anterior no se evidencia de forma clara la relacién que se tienen entre los
procesos de conteo y puntual simple, por lo que consideramos la siguiente proposicidn para

ver tal relacion.
Proposicion 1.1.1. La relacion entre un proceso puntual simple y de conteo es la siguiente:

i) SeaT = {1}, cy un proceso puntual simple. Si definimos Ny := 0y

Ne:=) Timen),
n=1

parat > 0, se tiene que N = {Nt}te[o s0) €8 Un proceso de conteo, el cual diremos que

esta asociado al proceso puntual T
ii) Sea N = {Nt}te[o,oo) un proceso de conteo, luego si definimos:
T,:=inf{t >0: N, >n},

para todo n € N, se tiene que el proceso T = {T,}, . es un proceso puntual simple,

el cual diremos que esta asociado al proceso de conteo N.

De la primera parte de la anterior proposicion, se observa el porqué del nombre de proceso de

conteo, dado que la suma esta indicando que efectivamente se esta realizando un conteo. Para

9



1.1. Procesos de Hawkes

lo que resta de este trabajo nos enfocaremos en los procesos de conteo, retornando un par de
veces a la nocion de un proceso puntual. La idea de haber introducido los procesos puntuales
nace por la relevancia que tienen a la hora de demostrar propiedades de los procesos de conteo

y de extender la idea de un proceso de conteo a espacios mds generales.

Sea H = {Ht}te[o o0) UNA filtracién que cumple las condiciones usuales y ademds permita

que N sea adaptada, es decir, para todo ¢t > 0
o({Ns:0<s<t})CH.

Esta filtracion H sera la que usaremos de ahora en adelante a menos de que se indique los

contrario.

Un proceso estocdstico que esta asociado a un proceso de conteo, y que en general se puede
definir para una clase mds grande de procesos estocdsticos, es el compensador. Este proceso
surge de aplicar el conocido Teorema de descomposicién de Doob-Meyer y serd de gran
importancia para el desarrollo de la tesis. A continuacidn presentamos un teorema-definicion

para introducir el compensador de un proceso de conteo.

Teorema 1.1.1 (Compensador). Sea N un proceso de conteo arbitrario, entonces existen un
tinico proceso creciente, continuo por la derecha y predecible Ay, tal que Ay = 0 c.s, Ay < 00

c.s para todo t, y el proceso

My == Ny — Ay,
es una martingala local.

Este proceso ha sido un objeto de gran estudio en la teoria de procesos puntuales, dada la
estrecha relaciéon que tiene con N, permitiéndonos derivar propiedades de este ultimo. El
primer resultado que es de nuestro interés, provee una nueva forma de definir el compensador

(ver detalles en el Teorema 3, pg 33 de [34]).

Teorema 1.1.2. La condicion de que M = N — A sea una martingala local en 1.1.1, es

E (/OOO H(s)dNS) _E (/Ooo H(s)d/\s> ,

10
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Capitulo 1. Preliminares

para todo proceso no negativo y predecible H'.

Notemos que la funcion indicadora de [0, t| para todo ¢ > 0 es no negativa y predecible, por

E(N;) =E (/OOO H[Oyt](s)dNS) =E (/OOO H[Oyt](s)d/\8> =E(Ay).

Abhora, se presenta una condicién bajo la cual se puede demostrar que la martingala local M

lo que

asociada a N es una martingala.
Lema 1.1.1. Si E(A;) < oo para todo t, entonces M, := N, — A\, es una martingala.

Un resultado que serd de utilidad en el capitulo de la convergencia débil del modelo micro-
estructural al modelo rugoso de Heston, utiliza Ia nocién de la variacién cuadrética predecible
o también conocido como Bracket process en ingles de una semi martingala, el cual se define
como el compensador de la variacién cuadrética, donde se supone que la semi martingala

tiene variacién cuadritica integrable o localmente integrable’.

Teorema 1.1.3. Sea N un proceso de conteo en |0, 00) con E(N;) < oo para todot > 0, y
sea A\ su compensador. Supongamos que A es continuo casi seguramente, y que E(M?) < oo

para todo t, donde M := N — A. Entonces (M, M) = A, es decir que M? — A es una

martingala continua por la derecha.

También serd de utilidad extender el resultado anterior al caso multivariado, por lo que dare-

mos una definicion que aumenta la dimension de un proceso de conteo.

Definicion 1.1.3. Un proceso d-dimensional (N1, N, . .., Ny) es llamado un proceso de con-

teo d-dimensional si:
1. Cada Nj, con j = 1,2,...,d, es un proceso de conteo.

2. Cualquiera dos componentes del proceso de conteo multivariado no saltan al mismo

tiempo.

'Notemos que las integrales estan bien definidas, donde N como A son proceso de variacién finita.
2Se denota como (M, M) al Bracket process de My como [M, M| a su variacién cuadrtica.

11



1.1. Procesos de Hawkes

Ahora presentaremos un resultado andlogo al Teoremas 1.1.3, que es un poco mds general y

ademds trabaja con la definicion anterior.

Teorema 1.1.4. Sea (N, N2,... N%) un proceso de conteo multivariado, donde para cada
j el proceso N es el compensador de N7. Supongamos que N es un proceso continuo,

entonces:

1. (M7 M7) = N, es decir, N es el tinico proceso creciente, predecible y continuo por
la derecha con N, = 0 c.s, y Al < oo c.s para todo t, tal que (M?)? — A es una

martingala local para todo j = 1,2, ... ,d.
2. 8ii#j, (M;, M;); = 0 c.s, por lo que M’ M" es una martingala local.

Ya que dimos una breve introduccién a procesos de conteo y presentamos algunos resultados
generales, vamos a enfocarnos en un tipo de procesos de conteo en especifico en la siguiente

subseccion.

1.1.2. Introduccion a procesos de Hawkes

Como se mencioné antes, el compensador de una proceso de conteo proviene de aplicar
el teorema de descomposicién de Doob al proceso de conteo, y aunque este teorema nos
garantiza la existencia y unicidad c.s de este proceso, no nos ofrece una forma explicita para
éste. Para ciertos casos si es posible dar una forma del compensador, como el que presentamos

a continuacion.

Teorema 1.1.5. Sea N un proceso de conteo, asociado a un proceso puntual T'. Denotamos
los tiempos interarribos de los eventos por U, = T,.1 — T,, con Ty = 0. Sea F,(t) =
P(Uns1 < t|Ty,...,T,) la distribucion condicional regular de U, 1 paran > 1y Fy(t) =

P(T} < t). Entonces el compensador estd dado por
oo tATi 1 —tNT; dE s
I
—0 J0 1— Fy(s—)
1=0

Notemos que en el caso que cada distribucion F; tengan densidad f;, se sigue que el compen-

12



Capitulo 1. Preliminares

sador se puede expresar en términos de las integrales de f;/(1 — F;), que en la literatura se
conocen como funciones Hazard. Esta forma de presentar el compensador como la integral
de Riemann de una funcién continua por la izquierda no es siempre posible como mostramos
antes, y parte del hecho de que no necesariamente existe la densidad de F;. La existencia de
tales integrandos hacen que los procesos de conteo con esta caracteristica ocupen un puesto
importante, tanto en el estudio de esta teoria, como en su aplicacion. A continuacion presen-

tamos una definicién mas formal de esta nocidn.

Definicién 1.1.4 (Funcién de intensidad). Si existe un proceso A = { i}, ) tal que es no

negativo, F-predecible, continuo por la izquierda , y que ademds
t
A = / Asds, t € [0,00),
0

se le conocerd como la funcion de intensidad del proceso N.

Un ejemplo sencillo de esta funcién de intensidad seria la tasa A de un proceso de Poisson
homogéneo, que en este caso seria una funcidn constante. Notemos que el compensador de
este proceso Poisson efectivamente esta totalmente determinado, puesto que para todo ¢ > 0
el compensador es igual a At. A los procesos de conteo cuya funcién de intensidad existe
como en la Definicién 1.1.4, se les conoce como procesos de conteo regulares; ademas de

que sus incrementos infinitesimales cumplen con las siguientes ecuaciones

IP)(N()H,}L), — Nt— = 0|~Ft—) = 1 — )\th ‘l— O(h),
P<N(t+h)— — Nt— = 1|]:t—) = )\th + O(h),
P(Ntn)— — New =m|F,-) = o(h), m>1.

La propiedad anterior nos indica que la estructura probabilistica de los procesos de conteo
regulares estd totalmente determinada por la funcién de intensidad. Por lo tanto esta funcién,
cuando existe, ayuda a caracterizar los procesos de conteo y dan paso a describir un mundo
nuevo de estos procesos, entre los cuales se encuentra el que nos compete en esta seccion y

se le conoce como proceso de Hawkes.
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1.1. Procesos de Hawkes

Los procesos de Hawkes fueron desarrollados por Alan G. Hawkes en el articulo Spectra
of some self-exciting and mutually exciting point processes de 1971 [10]. Estos procesos se
caracterizan porque se autoexcitan, es decir, que la llegada de un nuevo evento dependerd
de arribos previos. Ejemplos en la naturaleza de este tipo de procesos son los terremotos,
donde tipicamente los sismos son seguidos por las replicas. Otro ejemplo es en el mercado
financiero, donde la compra o venta de cierto activo, produce que aumente o disminuya asi
mismo el nimero de transacciones de este activo. La forma en que Hawkes formalizo esta
idea, fue haciendo que la funcién de intensidad de un proceso de conteo regular dependiera

del mismo proceso de conteo en si.

Definicion 1.1.5 (Proceso de Hawkes). Sea N = {Nt}te[o,‘r] un proceso de conteo regular.
Lo llamaremos proceso de Hawkes, si su funcion de intensidad para todo t € [0, 00) es igual

a
t
p— +/ o(t — s)dN,,
0

donde . > 0y ¢ : [0,00) — [0, 00) es una funcion integrable; estos pardmetros ademds son
conocidos respectivamente como la tasa exogena y funcion de excitacion (o tasa endogena)

del proceso de Hawkes.

A partir de la definicién anterior vemos que el comportamiento de un proceso de Hawkes
dependerd de la eleccion de la tasa exdgena y de la funcidn de excitacidn, por lo que hay una
amplia gama de procesos de Hawkes. Ademas es claro que la funcién de intensidad al tiempo
t depende de los eventos ocurridos hasta este tiempo, por lo que efectivamente podemos ver
la idea de auto-excitacién. Un ejemplo de una funcién de excitacion es la de decaimiento
exponencial, la cual esta dada por ¢(t) = cwexp(—ft) paratodot > 0ycona >0y 3 > 0;
luego, si consideramos como {t1, ts, ...} a los tiempos de llegada de los eventos a modelar,

se sigue que la funcién de intensidad con decaimiento exponencial toma la forma

Nt [ aexp(=gaN. = pt 3 aes(=t),

t;<t

donde notemos que hemos usado que el proceso de conteo va contando de uno en uno.
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Por la forma que tiene la funcién de intensidad, y posteriormente la forma que toma el com-
pensador, pareciera intuitivo que hay una relacion entre los procesos de Hawkes y los proceso

Poisson no-homogéneos; esta relacion se dard con detalle en la siguiente parte del trabajo.

Una extension que podemos hacer a la definicion que dimos de proceso de Hawkes, es al
considerar que la tasa endogena del proceso es dependiente de ¢, es decir que consideramos a
p como una funcién de ¢ que va de [0, 00) a [0, 00). Luego bajo ciertas condiciones de 1y ¢,
se puede mostrar que el compensador del proceso de Hawkes tiene primer momento finito,
donde estas condiciones surgen de querer utilizar el Teorema que describe la solucién de una

ecuacion de renovacion 4.0.2.

Teorema 1.1.6. Sea
t
N = plt) + / 6(t — $)AN,,
0
donde (1 : [0,00) — [0,00) es una funcion medible localmente acotada 'y ¢ : [0,00) —

[0,00) es una funcion integrable cuya norma en Ly es menor que uno. Entonces para todo

t>0,
t
E{/ Ads
0

Demostracion. Aplicando esperanza a \; y usando el Teorema 1.1.2, se obtiene que

BN = wi+E| [ ot x|

= u(t)+E [/Ot¢(t—s)d (/Os)\udu)l

= u(t) + /Ot o(t — s)E[Xs]ds,

< 00.

donde esta ultima igualdad se sigue del hecho de que ¢ y A son no negativas, y por lo tanto
se puede utilizar el Teorema de Fubini-Tonelli. Luego como la anterior ecuacién cumple las
condiciones de una ecuacién de renovacion, se sigue que E[)\] es localmente acotada para

todo s > 0y por lo tanto del Teorema de Fubini-Tonelli se sigue que

t t
E [/ )\Sds} = / E[A]ds < 00, V¥Vt > 0.
0 0
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1.1. Procesos de Hawkes

Ahora presentaremos el dltimo resultado de este apartado, seguido de una observacion que
serd de utilidad en lo que resta del trabajo. El siguiente corolario es consecuencia inmediata

del Lema 1.1.1 y el resultado anterior.

Corolario 1.1.1. Sea N un proceso de Hawkes con funcion de intensidad como en el Teorema

anterior. Se sigue que el proceso M definido como
t
M, := N, —/ Asds, t €]0,00),
0

es una martingala con respecto a la filtracion natural de N.

A partir de la definicién de M, se observa que es la diferencia entre dos proceso finitos c.s
y que ademds tienen trayectorias crecientes, por lo que resulta ser de variacién acotada y
consecuentemente integrar con respecto a ella en el sentido de Riemann-Stieltjes es factible.

Luego, dado que para toda funcidn integrable y no negativa f se tiene

e[ [ s ([ na)| <] [ sonas] = [ < o

concluyendo que

E {/abf(t)th} _E [/abf(t)d]\ft —/abf(t)/\tdt] ~0.

1.1.3. Representacion basada en clister

La representacion de un proceso de Hawkes unidimensional por medio de un proceso de Pois-
son ramificado fue dada por Hawkes y Oakes en [27]. En este articulo, ellos se refieren a los
procesos de Poisson ramificados como procesos de cluster Poisson, y afirman que bajo cier-
tas condiciones de la intensidad exdgena y funcidn de excitacion, existe un proceso puntual
estacionario que se autoexcita (proceso de Hawkes) y que ademads éste tiene una representa-
cién por medio de un proceso cluster Poisson (esta representacion se refiere a que son iguales
en ley). En esta parte del trabajo, buscamos extender la representacion al caso de un proceso

de Hawkes multidimensional y para tal efecto, presentamos formalmente la definicién de un
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proceso de Hawkes d-dimensional’.

Definicién 1.1.6 (Proceso de Hawkes d-dimensional). Sea N; = (N}, -+, N&) un proceso
de conteo d-dimensional, tal que para cada k en {1, ... d}
1 — Xeh + o(h) m =0
P(N{y, — Nf = m|H(t) = A+ o(h) m=1
o(h) m > 1,
donde

d t
v:w@+2/¢mw@dw,
j=1"0

o escrito en forma matricial
t
d=| | =uto+ [t an. (11)
0

donde v : R, — Ri es localmente acotada, ¢ : R, — MR, )* tiene componentes

integrables y tal que el radio espectral’ de ¢ es menor que uno, es decir

) (/OOO qb(s)ds) < 1.

Para hacer el andlogo de la representacion en el caso multidimensional, vamos a recordar
que los procesos cluster Poisson consisten en la modelacion de una poblacion de migrantes
y descendientes, como la superposicion indistinguible de procesos Poisson (los cluster). Hay
uno que es considerado como el principal y representard los migrantes en la poblacion; los
demds procesos serdn secundarios y fungirdn como los modelos de las descendencias de otros

descendientes o migrantes.

*Notemos que los tltimos resultados que se vieron en la subseccién anterior son aplicables en este caso,

dado que se tienen las condiciones del Teorema que da la solucién de una ecuacién de renovacion 4.0.2.
* M4(R ) representa el conjunto de matrices d x d con entradas en los reales positivos.
SEl radio espectral de una matriz cuadrada, se define como el valor maximo en valor absoluto de los valores

propios.
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1.1. Procesos de Hawkes

Ahora, para visualizar la anterior idea en los procesos de Hawkes, consideramos que este
proceso estaria modelando el nimero de migrantes y de descendientes de una poblacion, que
en el caso d-dimensional consistiria de d diferentes clases, especies, razas o tipos. Si nos
fijamos en la forma de la funcién de intensidad de estos procesos, podemos observar que la
tasa exdgena se puede ver como la intensidad de un proceso de Poisson no homogéneo, y que
su integral estarfa representando la tasa con la que llega migrantes a la poblacion; para ver
esto de forma mds clara, consideremos por un instante a ¢ como cero, por lo que el proceso de
Hawkes pasaria a ser un proceso de Poisson no-homogéneo con tasa igual a fg p(s)ds. Enel
caso multidimensional, cada componente 5, de i, estaria representando la tasa de migracion

del migrante de tipo k.

Por otro lado, la funcidn de excitacion ¢ estaria desempefiando el papel de la funcion de inten-
sidad de los procesos Poisson no-homogéneos que modelan la descendencia de los migrantes
u otros descendientes; esta idea es razonable dado a que ¢ esta asociada con la historia desde
cero hasta ¢ del proceso de conteo /N, de tal forma que los valores que toma esta funcién de-
penderan de los tiempos en los que ocurren los eventos (llegada de migrantes o descendientes)
hasta el tiempo ¢. Para el caso multidimensional, la fila k-esima de la matriz ¢ corresponde
a las diferentes tasas con las que son generados descendientes de tipo k, a partir de los mi-
grantes u otros descendientes de tipo j con j € {1,...,d}. Para verlo con mas claridad y
de forma mads precisa estas relaciones, describiremos en tres puntos los diferentes cluster que

conformarian las d diferentes clases de un proceso de Hawkes d-dimensional:

e Para cada k € {1,...,d}, ux denotard la intensidad de un proceso de Poisson no-

homogéneo, que describira la llegada de migrantes a la poblacion.

e Para cada k € {1,....d}, ¢  denotard la intensidad de un proceso Poisson no-
homogéneo, que describird el nimero de descendientes de tipo k que tiene un migrante

de tipo jconj € {1,...,d}.

e Paracada k € {1,...,d}, ¢ ; también denotard la intensidad de un proceso Poisson

no-homogéneo, que describird el nimero de descendientes de tipo k que tienen los
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descendientes de tipo j con j € {1,...,d}.

Luego la representacion por medio de procesos cluster Poisson, significara que la superposi-
cién indistinguible de los procesos descritos en los puntos de arriba, va a ser igual en ley a N*
paracadak € {1,...,d}, porlo que NF estarfa denotando todo los migrantes y descendientes

de tipo k£ hasta el tiempo t.

Esta representacion es de relevancia para la tesis, ya que a partir de esta representacion serd
posible calcular la funcién caracteristica del proceso de Hawkes multidimensional, que even-
tualmente nos permitird calcular la funcion caracteristica del log-pecio de un activo bajo el

modelo rugoso de Heston.

1.1.4. Funcion caracteristica del proceso de Hawkes

Dado que el modelo micro-estructural del log-precio estard descrito por medio de un pro-
ceso de Hawkes bidimensional, es importancia investigar qué forma va a toma la funcién
caracteristica de las variables /V; de un proceso de Hawkes d-dimensional. A continuacién

presentamos un teorema en el que se especifica esta funcion caracteristica.

Teorema 1.1.7. Sea N un proceso de Hawkes d-dimensional cuya funcion de intensidad estd

dada por (1.1). Denotamos para todot > 0y a € R? su funcion caracteristica como
L(a,t) := E [exp(ia - Ny)].
Luego se sigue que
t
Lot =ewp ([ (Clat =) =1 uts)is).

0

donde C : R? x R, — C% es la solucién de la siguiente ecuacion integral
t
C(a,t) = exp (z’a +/ (Cla,t —s) — I)Qb(s)ds) :
0

Demostracion. Como se ha mencionado, esta demostracion se basard en la representacion

por medio de procesos de cluster Poisson del proceso de Hawkes d-dimensional. Lo primero
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1.1. Procesos de Hawkes

que consideraremos es la construccién de d nuevos procesos cluster Poisson d-dimensionales

(N*3)1<jcq con k € {1,...,d}, de tal forma que para cada k € {1,---,d} estos estdn

conformados de la siguiente forma:

e Migrantes de tipo j € {1,...,d} que arriban siguiendo un proceso Poisson no-homogéneo

con intensidad ¢; .

e Descendientesde tipol € {1,...,d}, que proceden de migrantes de tipo j € {1,...,d}

y que arriban siguiendo un proceso Poisson no-homogéneo con intensidad ¢, ;.

e Descendientes de tipo [ € {1,...,d}, que proceden de otros descendientes de tipo j €

{1,...,d} y que arriban siguiendo un proceso Poisson no-homogéneo con intensidad

Prj-

Luego, para cada j € {1,...,d}, Ntk’j representard el nimero de migrantes y descendien-
tes de tipo j hasta el tiempo ¢. Podemos observar que la diferencia de esta representacion
para los d-diferentes procesos (N %3}, <j<a, con la dada en el apartado anterior para nuestro
proceso de Hawkes d-dimensional original (N7);<;<q4, es que las intensidades de migracién
corresponden a las columnas de ¢ en vez de p. Por otra parte, podemos observar que las in-

tensidades de descendencia para los diferentes d procesos (N*7), ;4 es igual a la matriz ¢,

que corresponde a la que tiene el proceso N.

Consideremos ahora como (N%7);<;<4 al vector de procesos Poisson no-homogéneos con
intensidad p, que coincide con los arribos de los migrantes en la representacion por cluster
Poisson del proceso de Hawkes N, es decir: cada Nt0 ok correspondera al nimero de migran-
tes de tipo k que han llegado hasta el tiempo ¢, y cuya distribucién serd Poisson con tasa
fg k. (s)ds. Algo que debemos considerar adicionalmente es que los procesos { N*7}, <j<d
son independientes entre si, puesto que no hay relac i6n entre la llegada de los diferentes

migrantes.

Para cada k € {1,...,d} denotaremos como le < ... < T]’;O,k, a los tiempos de llega-
t

da de los migrantes de tipo % hasta el tiempo ¢. Usando estos tiempos y la representacion
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de N como un proceso cluster Poisson, se puede encontrar una relacién con los d procesos
(Ntk’j )1<j<d» los cuales se pueden considerar adicionalmente independientes de N. Esta rela-
cién es como sigue para todo k: dado que llega un migrante de tipo k al tiempo 7%, el ndmero
de descendientes de las diferentes d clases que tiene este migrante hasta el tiempo t > T,
es igual en ley que el proceso (]\7 f_’jTl,f)lgjgd, dado que a partir del tiempo T¥, este migran-
te comienza a tener descendencia y por lo visto en el apartado anterior, su descendencia se
comporta como un procesos Poisson no-homogéneos de tasa f(f ¢;x(s)ds para cada tipo j.
Usando la notacién anterior y las relaciones expuestas, se llega a que

kley 0,k _]kl)
NEENE S WA 12

1<j<d 1 <1< N

donde para todo j € {1,...,d} yl € N, (Ng7k7(l)>1§k§d serdn copias independientes de

(N?%)<p<q paraj € {1,...,d} e independientes de (N**)o<p<q.

Recordemos que el término de la izquierda de la ecuacion (1.2) en palabras de cluster Poisson,
representa el nimero de migrantes y descendientes de tipo k& que hay hasta el tiempo ¢; de
la misma forma, la expresion derecha de la igualdad (1.2) también representa el niimero
de individuos de tipo k hasta el tiempo ¢, puesto que el primer termino de éste lado de la
igualdad cuenta el niimero de migrantes de tipo k hasta el tiempo ¢, mientras que el segundo
va sumando el nimero de descendientes de tipo k£ que tienen los Nt0 g migrantes de la clase j

conjen{l,...,d}.

Usando la anterior igualdad en ley y denotando la funcién caracteristica de estos d procesos

cluster Poisson como
Lk(a, t) =K [exp (ZCL . (Ntk7j)1§j§d>i| , t>20, ac Rd,
se tiene que

E [exp (ia - N;) |NY]

= [E |exp|ia- NOk—l—Z Z N]k(l NY

1<j<d 0,5
<j<d 1<I< N 1<k<d
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- E ; (N0k> n (NJ“”) NO
exp | ia- . Z Z e |V

1<5<d 1 <1< N

B . 0,k ) vk X
= [E |[exp (w'<Nt >1§k§d) H H P (m.(Nt_le)KKd) M

1<5<d 1<j< NO

)L .

1<5<d 1<l<N0 J

- exp(ia-( )KM) T II & Tj), (1.3)

1<j<d 1 << NP7

donde las dos tltimas igualdades se sigue de la independencia entre los procesos (N J T( )>
T Ji<k<d
y Ny = (Nf k) . Adicionalmente en la dltima igualdad se ha usado que las variables T
1<k<d
son medibles con respecto a la o-dlgebra que genera N, puesto que estos son los tiempos en

los que arriban los migrantes.

Como Nto”c es un proceso de Poisson no-homogéneo con tasa i (t), se sigue por la propiedad

de los estadisticos de orden que el vector (Tf, T

.. 0,k ..
O k) condicionado a N, ", se distribuye

como los estadisticos de orden de las variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (Xl, ey X NO,k) y donde su densidad es igual a ux(s)/ fo i (r)dr, para todo
t

s < t. Usando esta dltima propiedad se sigue que paratodom € Ny j € {1,...,d}

E| [[ Li(at=T)|NY=m| = E| ] L, Xl)]
1§1§Nt0d 1<i<m
= ] ElZ(a.t - X))
1<I<m
t .
= H /Lj(a,t s) t,uj(s) ds
1<i<m 0 fo pi(s)ds

por lo que

E|l I] L T7) [N :(/OtLj(a,t—s)ft“f—(sds) -

1<I<SNY
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L(a,t) = E [exp(ia - N;)]

=E [E [exp (ia - Ny) [NY]]
=E

1<j<d1<i< N7

exp (Z z'athO’j)

J=1

1<5<d 1§l§Nt0’j

1<j<d 1<j<d 1<j< N7

) I L

1<I<KNDY

) I L

1<I<KNDY

) JI L

1<I<KNDY

11

1<j<d

0
exp (ia;N,7)

0
exp (ia;N;7)

E | exp mJN ]

1<I<KNDY

t
exp (z’athO’j) </ Li(a,t—
0

H H L; (a t
H exp (z’athO’j) H H L; (a t

H L]-(at

fo 1 (s)ds

De la anterior igualdad y la ecuacion (1.3), se sigue que paratodoa € R4yt > 0

exp(za NtOJ 1<j<d> H H L; )

T7)

T7)

T))

T)

1) A

le) NtO,j

0,j
Ny

11;(s) ds

-<exp(iaj)/0 Li(a,t— s)mds> :

15(8)

Recordando que la funcién generadora de probabilidades de una variable aleatoria Poisson

con tasa A y al tiempo s, es igual a exp(A(s — 1)), se sigue que

(/Ot pi(s)ds (/Ot e Li(a,t — S)ng(S))dS

(s

)
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~ exp < $ (/Ot eijjm,t—s)ﬂj(s)ds—/otuj(s)dsD

1<j<d
¢
= exp < Z / (e“Lj(a,t —s)—1) M(s)ds) : (1.4)
1<j<d

Observando que el analisis anterior también aplica para cada (N *3)1<j<a, pero que a dife-

rencia de IV, su tasa de migracion es (¢;x), 4> Se obtiene que para todo k € {1,...,d}
t
Li(a,t) = exp ( Z / (eijj(a,t —5) — 1) ¢j,k(s)ds) .
1<j<d 0

Finalmente, si denotamos como

C(a,t) = (" L;(a, t))lgjgd, (1.5)
se deduce de la ecuacion (1.4) y de su equivalente para Lg(a,t), que
L(a,t) = exp (/t(C(a,t —s)—1)- u(s)ds) :
0
donde C es la solucion de la siguiente ecuacion integral
Cla,t) = exp (m + / (Clat—5) 1)¢(5)ds) |
0
O

1.2. Convergencia débil

Esta primera parte se basara en el primer capitulo del libro [4], por lo que teoremas y resulta-

dos se pueden encontrar con més detalle en esta referencia.

Consideraremos a (.5, d) como un espacio métrico, no necesariamente separable o completo.
Definimos S como la o-dlgebra de Borel inducida por las métrica d en S. También definimos

como P(5,d) al espacio de todas las medidas de probabilidad definidas en la o-dlgebra S.

Denotamos la integral con respecto a una medida de probabilidad P en P(S, d), de una fun-

cién integrable real f y que toma valore en S como P f, es decir

Pf:/f(s)dIP’(s).
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Haciendo uso de la notacién anterior, procedemos a enunciar el primer resultado de interés.

Teorema 1.2.1. Si Pf = Qf para toda funcion f acotada y uniformemente continua (u.c)

entonces P = Q.

El anterior teorema nos muestra como las funciones acotadas y u.c empiezan a ser relevantes
para el estudio de las medidas de probabilidad en P (.S, d), dado que nos permite identificar
equivalencia entre medidas. A continuacién presentaremos un término que iremos desarro-

llando y que es un pilar fundamental en esta teoria.

Definicién 1.2.1. Una medida de probabilidad P € P(S,d) es tensa, si para cada € > 0,

existe un conjunto compacto K en la topologia inducida por d en S, tal que P(K) > 1 — .

El término de tension nos dice que la masa de probabilidad la podemos hacer tan insignifi-
cante como queramos fuera de un cierto compacto y concentrdndola en este. Dotando ahora
al espacio (.5, d) con ciertas caracteristicas, se pueden obtener propiedades relacionadas con

la ultima definicion.

Teorema 1.2.2. Si (S, d) es separable y completo, entonces cada medida de probabilidad en

P(S,d) es tensa.

Abhora presentaremos un ejemplo que iremos desarrollando en el transcurso de este apartado,

que nos permitird ejemplificar la importancia de estos términos.

Ejemplo 1.2.1. Sea C' = C|0, 1] el conjunto de funciones continuas x = z(-) en [0, 1]. Se
define la norma en C' como la norma supremo, es decir |||, = sup, |x(t)| y la respectiva
métrica que induce p(x,y) = ||z —yl|| . Se puede demostrar que (C,p) es separable y

completo, por lo que cada medida de probabilidad en P(C, p) es tensa.

Adicionalmente definimos las proyecciones naturales 7, . 4, de C a R¥ para todo 0 < t; <

- <ty como m, 4, () = (x(t1),...,x(tk)). Luego la coleccion C;y de conjuntos de
la forma W;}wtkH donde H € B(R¥) para todo k, es nombrado como el conjunto finito-
dimensional y es una clase separante, es decir, que si dos medidas de probabilidad coinciden

en ella entonces coinciden en toda la sigma dlgebra.
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A continuacion daremos la definicién de convergencia débil, la cual por el Teorema de Port-

manteau se es posible definir de diferentes formas.

Definicion 1.2.2. Una sucesion de medidas de probabilidad P,, en P (S, d) converge débil-
mente a P si P, f — Pf para cada funcion real continua y acotada f en S. Esta convergencia

la denotaremos como P,, = P.

Por el Teorema 1.2.1 se sigue que una sucesion de medidas de probabilidad no puede conver-

ger débilmente a dos limites diferentes, por lo que el limite es tnico®.

Teorema 1.2.3 (Portmanteau). Sean IP,, y P medidas de probabilidad en P (S, d), la siguientes

cinco condiciones son equivalentes:
i) P, =P
ii) P,f — Pf para cada funcion acotada y u.c f en S.
iii) limsupP, (F') < P(F') para todo conjunto cerrado F.
iv) lin}liann(G) > IP(G) para todo conjunto abierto G.

v) P.(A) — P(A) para todo conjunto A tal que P(0A) = 0, donde OA es la frontera de
A,
Ahora daremos un resultado que proporciona una herramienta para demostrar la convergencia
débil.

Teorema 1.2.4. Una condicion necesaria y suficiente para que una sucesion de medidas
de probabilidad {P,,} en P(S,d) converja débilmente a P, es que cada subsucesion {P,,, }

contenga una subsucesion {]P)ni(m)} que converge débilmente (m — oo) a IP.

Una nocién de gran importancia en la teoria de convergencia débil es que una sucesion de

Esta propiedad es de gran importancia, puesto que nos sugiere que esta convergencia pueda ser consecuen-
cia de dotar con una métrica al espacié P(.9, d), y consecuentemente topologizarlo. Efectivamente a este espacio

de medidas de probabilidad se le puede dotar con una métrica llamada métrica de Prohorov.
A estos conjuntos se les conoce como conjuntos de P-continuidad.
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medidas de probabilidad sea relativamente compacta, la cual guarda una estrecha relacion con
el anterior teorema y que bajo otros criterios nos ayudard a probar que una sucesion converja

débilmente.

Definicion 1.2.3. Sea I1 una familia de medidas de probabilidad en (S,S). Nosotros decimos
que 11 es relativamente compacta si toda sucesion de 11 contiene una subsucesion que conver-
ge débilmente, es decir que para todo {P,} en 1], existe {P,.} y una medida de probabilidad
Q sobre (S,S) tal que P,,, =; Q.

Ya que vimos una nocion de convergencia débil de medidas de probabilidad en un espacio
métrico (S, d), vamos a fijar nuestra atencién en unas medidas en particular, que son las
inducidas por elementos aleatorios y que se conocen como sus distribuciones. Primero que
todo, recordemos que una funcién X : (Q, ¥, Pg) — (5, S) donde (2, 3, Pg) es un espacio
de probabilidad, es un elemento aleatorio en S si es /S-medible. Si .S = R, a X se le conoce
como variable aleatoria real, si S = R”, se le conoce como vector aleatorio ysiS =R™, se
le conoce como sucesion aleatoria. La distribucion de un elemento aleatorio X denotado por

PX ! esta definido como sigue
PX 1(A) :=Po(X 'A) = Po({w : X(w) € A}) = Po(X € A),

donde A es un elemento de S. Nosotros diremos que una sucesién {X,,} de elementos alea-
torios converge en distribucion (o en ley) al elemento aleatorio X, si la sucesion de distribu-
ciones {PX '}, converge débilmente a la distribucién PX ~!. Adicionalmente, diremos que
una sucesién {X,,} de elementos aleatorios serd relativamente compacta, si su sucesién de

distribuciones asociadas es relativamente compacta.

Cuando consideramos medidas de probabilidad en un espacio métrico, no es claro que estas
sean inducidas por elementos aleatorios. Mds atn, cuando tenemos una sucesion de medi-
das de probabilidad que son inducidas y que ademds convergen débilmente, en general no
podemos decir mucho sobre la convergencia puntual o c.s de los elementos aleatorios que
generan estas medidas, puesto que en un principio no tienen que estar en el mismo espacio de

probabilidad. A pesar de lo anterior, es posible construir un espacié de probabilidad en el que
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la convergencia débil implique la convergencia puntual de una cierta sucesion de elementos
aleatorio en este espacio. El anterior resultado se le conoce como teorema de representacion

de Skorohod y el cual enunciaremos formalmente a continuacion.

Teorema 1.2.5. Suponga que P,, = Py IP tiene soporte separable. Entonces existen elemen-
tos aleatorios X, y X, definidos en un espacio de probabilidad en comin (2, 3, P), tal que

PX 1 =P, yPX =P yX,(w) = X(w) para todo w € S.

Una aplicacion del anterior resultado, es referente a la preservacion de la convergencia débil

ante transformaciones con propiedades més débiles a la continuidad.

Teorema 1.2.6 (Teorema del mapeo continuo). Sea h una funcion medible del espacio métri-
co (S, d) a otro espacio métrico (S',d'), y sea D), el conjunto de los puntos de discontinuidad

de h. Luego si P(Dy) = 0y si P, = P, entonces P,h~' = Ph~L,

Notemos que al ser /& una funcién S/S’ -medible, se tiene que P,,h~' y Ph~! son distribucio-

nes en P(S",d').

Continuaremos con nuestro ejemplo en el espacio de funciones continuas en [0, 1], mostrando

el papel que juegan estos nuevos conceptos.

Ejemplo 1.2.2 (Continuacién ejemplo 1.2.1 ). Supongamos que las distribuciones finito-
dimensionales de las medidas de probabilidad P,, en P(C, p) convergen débilmente a las de
la medida P, es decir que para todo ky 0 < t; < --- <t < 1, se tiene que Pnﬂ;}...,tk =
Py, ltk Adicionalmente supongamos que {IP,,} es relativamente compacto, por lo que ca-

da {P,,} contiene un subsucesion {Pm(m} que converge débilmente a algiin Q. Como las

8

proyecciones naturales son funciones continuas®, se sigue por el teorema de mapeo continuo

1

- —1 ~1 —1 .
que By, 4 =m Q4. pero como Py = Pry se sigue por el Teorema

Mi(m) otk

1.2.1 que QW;}“_¢]€ = PW;}._M. Luego como habiamos mencionado antes que el conjunto

finito-dimensional Cy es una clase separante, se sigue que P = Q. Por la hipdtesis de que la

8Recordemos que si una funcién es continua entonces es medible y mds aun, el conjunto de discontinuidades

es vacio, por lo que es P-continuo.
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sucesion de medidas de probabilidad {PP,,} es relativamente compacta, y puesto que demos-
tramos que todos los limites subsecuenciales son iguales a P, se sigue del Teorema 1.2.4 que

la sucesion convergen débilmente a P, es decir que P, = P.

Lo anterior nos muestra que las hipétesis de ser relativamente compacto y que las distribu-
ciones finito-dimensionales converjan, serdn herramientas poderosas para demostrar la con-
vergencia débil. Dado que demostrar que una sucesioén de medidas de probabilidad es relati-
vamente compacta no es tan sencillo, en los términos en que se presentd su definicidn, seria
de interés buscar un herramienta que sea equivalente y de mds facil aplicacion. Esta herra-
mienta cosiste en una generalizacion del concepto de tension presentado antes, pero esta vez

considerando a una familia de medidas de probabilidad.

Definicion 1.2.4 (Tensién). Una familia 11 de medidas de probabilidad en P (S, d), es tensa

si para todo € > ( existe un conjunto compacto K tal que P(K) > 1 — € para todo P € 11

Este término de tension, al igual que el presentado antes, indica que uno puede hacer la masa
de probabilidad tan insignificante como uno quiera fuera de un compacto dado K, pero ésta
vez no s6lo con respecto a una sola medida de probabilidad, si no a toda una coleccién. Ahora
presentaremos el Teorema de Prohorov, el cual expone la relacidn existente entre tension y

ser relativamente compacto.

Teorema 1.2.7 (Prohorov). Sea II una coleccion de medidas de probabilidad en un espacio
métrico (S, d). Si Il es tensa, entonces esta es relativamente compacta. Ademds, si (S, d) es

separable y completo, y si 1l es relativamente compacta entonces es tensa.

Observemos que la equivalencia entre los términos de tension y de relativamente compacto
de una sucesién de medidas de probabilidad, se dan cuando el espacio (5, d) es separable y
completo, aunque para los efectos de aplicacion, la primera implicacion que no estd sujeta a
ninguna restriccion del espacio (S, d) es la de mayor interés. A continuacién se presenta un

resultado que se basa en lo expuesto en el ejemplo 1.2.2 y el Teorema de Prohorov

Corolario 1.2.1. Si {P,} es tensa, y si cada subsucesion que converge débilmente en efecto
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converge a P, entonces toda la sucesion converge débilmente a P.

El resultado anterior nos muestra una forma practica de demostrar que una sucesion de me-
didas de probabilidad converge débilmente. A diferencia del ejemplo 1.2.2, que se tenia la
hipétesis de la convergencia de las distribuciones finito-dimensionales, tenemos que toda su-
cesion converge. Es de importancia fijarnos que no siempre se puede proceder como en el
ejemplo, puesto que en este caso el espacio métrico a trabajar es el de las funciones continuas
en [0, 1] con la métrica del supremo, el cual es un espacio donde las proyecciones candnicas
son continuas y es aplicable el teorema del mapeo continuo. El espacio en el que estamos
interesados es el de las funciones cadlag, que son funciones continuas por la derecha y cuyos
limites por la izquierda existen; en este caso las proyecciones candnicas son medibles, pero

son continuas solo bajo ciertas condiciones.

A continuacion se estudiara este espacio de funciones cadlag, dotdndolo de una métrica ade-
cuada y construyendo asi la famosa topologia de Skorohod. Este espacio de funciones es de
gran importancia para nosotros, porque los modelos que desarrollaremos para estudiar el log-
precio de un activo, estardn expresados por procesos estocdsticos cuyas trayectorias estardn

en este espacio de funciones.

1.2.1. Construccion del espacio Dy[0, co)

Esta parte de la seccidn se basara en el capitulo dos de [16], por lo que nos podremos remitir

a esta referencia para ver detalles y pruebas.

Denotemos a (F,7) como un espacio métrico y como Dg[0, c0) al espacio de funciones

cadlag E-valuadas con dominio en [0, o), es decir

Dgl0,00) = {x :[0,00) = E Vi, limx(s) =z(t) y limxz(s) existe} :

s—tt s—t—

Antes de dotar con una métrica a Dg[0, 00), vamos a definir algunos conjuntos y funciones

relevantes. Sea

A = {)\:[0,00) = [0,00) : A es estrictamente creciente}
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A :={X\ € A": \es Lipschitz continuay v(\) < +oo},

donde

v(A) := sup |log

§>1>0 s—t

A@—Mw'

Para A\ € A, 2,y € Dg[0,00) y u € [0, 00) definimos ¢ = 1 A 7 (que resulta ser otra métrica

para E) y
d'(z,y, A\, u) :=sup {qg(x(A(t) Au),y(t Au))}.

t>0

Con las definiciones anteriores, procedemos a definir la siguiente funcién en Dg[0, 00) X
D E [O, OO)
i) = ot S0 v [T e .
0

XEA
Esta funcién d resulta ser una métrica en el espacio Dg[0, 00), y més aun, si (E,r) es sepa-

rable y completo, entonces (Dg[0, 00), d) también lo es.

Al espacio topoldgico que genera la métrica d definida en Dg[0,c0), se le conoce como
topologia de Skorohod. Esta topologia es de gran importancia en el estudio de procesos esto-
casticos, y principalmente cuando queremos probar la convergencia débil de estos, al verlos
como elementos aleatorios de un espacio de probabilidad, al espacio Dg[0, c0). Como vimos
en la primera parte de este apartado, nosotros ya tenemos teoria que nos ayuda a estudiar la
convergencia débil de elementos aleatorios en el espacio métrico (Dg[0,00), d), y mds atn,

podriamos hacer uso del Corolario 1.2.1, el cual se apoya del concepto de tension.

Dado a que hay una relacion entre tension y la completez relativa en el sentido topolégico del
espacio métrico a trabajar (ver Teoremas 7.2,7.3 y 12.3 de [4]), nuestro préximo proposito
serd la identificacion de estos ultimos, basdndonos en el Teorema de Arzeld-Ascoli y que sera
la base de nuestra caracterizacion. A continuacion, se presenta el modulo de continuidad, que
va ser de utilidad en nuestra tarea de precisar los conjuntos relativamente compactos en la
topologia de Skorohod: sea §,7 > 0, x € Dg[0, 00) y definimos el médulo de continuidad
en Dg|[0,00) como

w'(z,0,T) = infmax  sup q(z(s), z(t)),
{ti} v S,tE[t,‘_hti)
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donde {¢;} son particiones de la forma 0 =ty < t; < --- < t,_1 < t, =T con la condicién
que min,(¢; — t;_1) > ¢. Recordando que un conjunto A es relativamente compacto si su

cerradura A es compacta, se enuncia nuestra teorema de caracterizacion.

Teorema 1.2.8. Sea (E,r) completo y separable. Entonces la cerradura de A C Dg|0, o0)

es compacta si y solo si

a) Para todo racional t > 0 existe un conjunto compacto I'y C E tal que x(t) € T'y para

todo x € A.

b) Para todoT > 0,

I{ "(2,6,T) = 0.
Fpsupw(e 0. T)

Dado que ya mostramos de forma resumida como esta constituido el espacio métrico D,
concluiremos esta seccion enunciando un teorema que nos permite verificar si la sucesion de
distribuciones asociada a una sucesion de elementos aleatorios definidos en Dy, es relativa-
mente compacta en el sentido de medidas de probabilidad. En la demostracion se hace uso
de los resultados y conceptos vistos, y para ver detalles de esta prueba nos podemos remitir

al Teorema 2.7 de [16].

Teorema 1.2.9. Sea { X,,} una sucesion de procesos estocdsticos con trayectorias en Dg|0, o),
y sea E completo y separable. Sea F|' = 0(X,,(s) : s < t)y M} la coleccion de F}'- tiempos
de paro T, tal que T < T’ c.s. Supongamos que para todo ¢ > 0y racional t > 0, existe un
conjunto compacto I'y, C E tal que inf, P (X,(t) € I'1.) > 1 — e. Entonces para algiin

B > 0 la siguientes condiciones implican que { X, } es relativamente compacto:

a) Para T, > 0 existe una variable aleatoria v (6) > 0 tal que
E [¢7(Xo(t +8), Xo(0))|F?] <E[3 OIF], 0<t<T,

y im0 lim,, oo E [, ()] = 0.

b) Paratodo T > 0, lim;_,q 1im,, SUP,cpn B [¢°(Xn(T +6),X(7))] =0.
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1.3. Densidad Mittag-Leffler

La funcién Mittag-Leffler fue introducida en 1903 por el matematico sueco Gosta Mittag-
Leffler y posteriormente investigada por otros autores por su importante aplicacién en areas
como la fisica, biologia e ingenieria [33]. Esta funcion en su forma original tiene la siguiente

estructura
(= =
Ea z) = 71 1\
= I'(ak +1)

donde z € Cy a > 0. Como se observa, esta funcién es una generalizacién de la serie de
potencias de la funcién exponencial, donde si consideramos o = 1 se sigue que la funcién
Mittag-Leffler es igual a la funcién exponencial. Una generalizacion de esta funciéon Mittag-
Leffler y a la cual nos referiremos de ahora en adelante serd

k

Eop(z) = Z m7

k>0

donde 3 > 0. Los pardmetros o y 8 pueden ser también complejos, pero con la condicién que
Re(a), Re(8) > 0, aunque para los efectos de este trabajo bastara con considerarlos reales

no negativos.

La relevancia de la funcién Mittag-Leffler para este trabajo serd cuando hagamos el estudio
micro-estructural del precio, por lo que conocer algunas de sus propiedades es de interés. Una
de las propiedades importantes de esta funcién es que es entera y por lo tanto infinitamente
derivable [8]. Otra propiedad importante es que existe la transformada de Laplace al evaluarla
en —yx®, con0 < a<1,=1y~vy > 0,lacual esdadaen [9] y es igual a

Sa—l

v+ s

La forma con la que trabajaremos la funcién Mittag-Leffler serd a partir de su densidad de
probabilidad asociada; aunque para dar su expresion definiremos primero la distribucién de

probabilidad Mittag-Leffler

Foz,’y(l,) =1- E%l(_/yl'a)v r>0,a€ (07 1)77 > 0.
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Luego derivandola, se llega a que su funcién de densidad toma la forma

d d
a,y — O poyy - _ P
T dr Z T'( ak T 1
L Z —k(— )k 10(’}/$a_1
= F(ak +1)

_ ka(—ryaz®)kt
a—1 §
= ’)/x _—_—
= F(ak+1)

e ok D ()t
= 12"t F(a(k+1)+1)

k>0

— ozl _ ozflEaa_ [

k>0

y por lo tanto la densidad Mittag-Leffler se define como

fa"y(x) = ’YxailEa,a(_’an»

Una de las caracteristicas importantes de la distribucion Mittag-Leffler es la forma de la

transformada de Laplace de su cola F™", 1a cual toma la forma
F(s) = / e TF Y (x)dr = / e (1 — F*(x))dx
0 0

e8] Sa—l
= e Ey 1 (—yx®)dx = )
| e B wtia = S

e . . . g
De la transformada de Laplace F' ' se puede derivar varias propiedades asintdticas, como la

siguiente
1 =7 1 a-l 1
fm— F7(s) = lim— =~
sl0 s~ (1-a) 510 s7(1=) v gy
Luego utilizando el Teorema Tauberiano de Karamata [9] se sigue que

b
(1 —a)

(1.6)

T—00 oo

o 1 —a
lim 2 / fo(t)dt = lim —F 7 (z) =

Ahora, usando la relacién entre las transformadas de Laplace de la cola de una distribucién y

la de su densidad, se obtiene

N —aA y
Oty'\/s :1—8F ,YS = .
for(s) 9=
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Dado que

lim s
s—o0 Y + s §—00

se sigue de nuevo por el Teorema Tauberiano de Karamata el siguiente limite

7 l—a ra,y — gl
lﬁglx Jw) ()’

donde notemos que este limite esta describiendo el comportamiento cerca al cero de la den-

(1.7)

sidad Mittag-Leffler. Por otro lado, al aplicarle la regla de L’Hopital a (1.6), se obtiene que

1 1
fm ———— (— foY - -
Jim —— 5 (=f*"(2)) Ti—a)
y por lo tanto
lfm 20+ for () = — 2 1.8
T 49

A partir de los dos resultados asintéticos (1.7) y (1.8), se deriva que la densidad Mittag-Leffler
es cuadrado integrable bajo la condicién adicional de que o € (1/2, 1). Lo anterior se debe a

que para todo € > 0, existen ¢y, 7" > 0 tal que

to to a,’y(t) 2 72 to
V)P dt = [ 2D fo() dt < / 2=y
/0 [f7 ()] /0 o < e+ T(a)2| /, < o0,

00 oo ayy t) 2 o2 00
Y ($)12 df — t—2(a+1) u dt < / 4—2(a+1) gy
| urra= | LV s v i [ o

donde notemos que 0 < 2(a — 1) <1y —4 < —2(a + 1) < —3. Ademds como la densidad

Mittag-Leffler es continua en (0, 00), se sigue que es acotada en compactos, concluyendo que

/0°° [fo‘ﬁ(t)Pdt = /Oto [faﬁ(t)]2 dt + /T [fo‘”(t)fdt + /OO [fow<t)]2 dt < oo.

to T

Para terminar esta seccidon, mostraremos otra propiedad que serd utilizada mds adelante, la
cual indica que la distribucién Mittag Leffler no tiene primer momento finito. Para demostrar
esto notemos que haciendo uso de la trasformada de Laplace de la cola de la distribucién
Mittag-Leffler, y usando el teorema de la convergencia mondtona en la primera igualdad, se

obtiene que

/0 Tl = P (n)da] = /0 T (1 — B () da

concluyendo que la distribucion Mittag-Leffler no tiene primer momento finito.

Safl

= 00,
s=0

s=0— ry—i_sa
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CAPITULO 2

Modelo micro-estructural

A trevés de la historia del los mercados financieros, se puede observar que algunas de las
caracteristicas que han marcado su evolucion han sido el aumento del nimero de transac-
ciones diarias y la velocidad con que se ejercen. Estos cambios son consecuencia de la alta
conectividad que permiten los desarrollos tecnoldgicos, haciendo posible la extraccién, ma-
nipulacién y andlisis de una gran cantidad de datos de forma casi instantdnea. Transacciones
de alta frecuencia o high frequency trading (HFT) en inglés, es el tipo de operaciones que
se pueden encontrar en un mercado electrénico actual, los cuales con ayuda de algoritmos
altamente eficientes son capaces de hacer miles de millones de transacciones por dia [3].
El estudio micro-estructural que realizaremos en este capitulo serd para precios de activos
que se encuentren en un mercado electrénico regido por un marco de transacciones de al-
ta frecuencia, por lo que deberemos considerar en la dindmica micro-estructural del precio,
caracteristicas relevantes de este tipo de mercado como lo son la alta endogeneidad de opera-

ciones, la prevencion del arbitraje estadistico, la asimetria entre las operaciones de compra y
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venta, y grandes volimenes de transacciones [19]. Adicionalmente se tendrdn en cuenta que
los activos a considerar son de un tick' grande, en el sentido que el tick del activo tiene un

valor casi igual a la diferencia entre la oferta y la demanda [1].

En este capitulo construiremos una sucesion de procesos que irdn describiendo la dindmica
micro-estructural del precio de un activo bajo el contexto presentado antes y que, ademas,
sea capaz de converger al modelo rugoso de Heston”. Lo anterior lo desarrollaremos en dos
secciones: en la primera consideraremos un modelo tick-by-tick basado en un proceso de
Hawkes bidimensional y que codificaré en su funcion de excitacion varias caracteristicas que
conforman un mercado electrénico con transacciones de alta frecuencia. En la segunda sec-
cidén trabajaremos con la tasa exdgena del proceso de Hawkes, de tal forma que nos permita

obtener el limite en ley que deseamos.

2.1. Modelo tick-by-tick

Esta seccion se basard principalmente en el articulo [19] y en sus referencias, por lo que el
lector podrd dirigirse a €stas para consultar mds detalles sobre las ideas expuestas en esta

seccion.

Antes de presentar la forma que toma el modelo tyck-by-tick de nuestro estudio micro-
estructural, primero consideraremos cuatro caracteristicas que debemos tener en cuenta y
deseamos codificar, para que podamos considerar nuestro modelo en un mercado electrénico

bajo el contexto de HFT:

1) Evita el arbitraje estadistico, donde el concepto de arbitraje estadistico lo podemos di-
vidir en dos partes: la primera es la nocién usual de arbitraje y que recordemos consiste
en hacer una serie de estrategias que resulten en una ganancia, a partir de una inver-

si6n igual a cero y sin correr ningln riesgo. La otra parte es que debido a la cantidad

'Un tick es una medida del movimiento minimo hacia arriba o hacia abajo del valor de un precio.
2Aunque en realidad nos deberia importarfa la forma micro-estructural del log-precio, estudiar un modelo

para el precio nos dard la intuicién de la forma que debe tomar el log-precio, el cual se vera en el capitulo 3.
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i)

iif)

de informacién disponible de los movimientos de los precios, es posible utilizar técni-
cas estadisticas para poder llevar a cabo este tipo de estrategias, como por ejemplo la

implementacion de la ley de grandes nimeros.

Asimetria entre las operaciones de compra y venta, que significa que la razén con la
que sube el precio de un activo después de haber ejecutado un pedido de compra (el
generador de mercado hace un venta del activo) es menor que la razén con la que baja
el precio seguido de un pedido de venta (el generador de mercado hace una compra del

activo).

Alta presencia de transacciones enddgenas en el mercado, es decir, que varias de las
operaciones que se realizan en un mercado electronico son respuestas de otras opera-
ciones producidas por algoritmos disefiados para hacer frente a transacciones de alta

frecuencia.

Altos volumenes de transacciones que son consecuencia de grandes pedidos en el mer-
cado, que aunque no son ejecutadas en un mismo instante de tiempo, son distribuidas

en pequeiios intervalos de tiempo y ejecutadas por algoritmos.

Es claro que tanto la tercera como la cuarta caracteristica que deseamos codificar hacen parte

de un marco de HFT, mientras que las otras dos son parte de un mercado no necesariamente en

éste contexto. Las evidencias empiricas de estas cualidades se encuentran bien documentadas

en las referencias del articulo que se menciond al inicio.

Abhora, recordando que un anélisis micro-estructural es “el estudio del proceso y los resulta-

dos del intercambio de activos bajo reglas comerciales explicitas” (O’Hara 1995)[26], proce-

deremos a realizar nuestro estudio micro-estructural del precié de un activo, al describir una

sucesion de modelos tick-by-tick bajo las reglas descritas antes.

Sea P! una sucesion de procesos estocasticos indexado por 77, que describird el comporta-

3En lo que resta del trabajo, consideraremos que 7" es una variable discreta.
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miento del precio de un activo y el cual definimos como
T P T:+ T7_
Pt T Nt - Nt ’

donde N7 = (Nt N] ") es una sucesion de procesos de Hawkes bidimensionales cuya
funcién de intensidad estd dada por
T+ +
At p (t

t
=)= () [t an,
A pir (1) 0

la cual cumple las condiciones dadas en 1.1.6 y donde

o1 (t) ¢35 (t)
@3 (t) w1 (t)

La idea de definir de esta forma a P! nace del hecho de que el precio de un activo en un
mercado electrénico esta dispuesto en una rejilla, donde la distancia entre precios serd con-
siderada como un tick. Ademés consideramos que el proceso de Hawkes N7+ representa el
niimero de veces que sube el precio del activo en esta rejilla y en cambio N7>~ representa el

numero de veces que el precio baja.

En este punto es importante recordar la representacion basada en cluster de un proceso de
Hawkes multidimensional, donde recordemos que podemos ver a N7 como un modelo po-
blacional y a cada una de sus componentes como el proceso que cuenta el nimero de indivi-
duos de un cierto tipo, clase o raza. También se vio que cada componente de la funcién de
excitacion puede representar la intensidad de un proceso Poisson no homogéneo, que modela
la descendencia de los migrantes de la poblacién y hasta de otros descendientes. En este caso,
nuestra poblacion consistird de dos tipos: el primero seré las subidas del precio del activo,

mientras que la otra clase consistird en las bajadas del precio de éste.

Lo anterior nos permitiria dar la siguiente interpretacién de las componentes de ¢”: dado
que oI y ! son las componentes que aparecen en A\7>T y estdn asociadas respectivamente

a NI+t y NT'— | se sigue que f(f ¢l (s)ds es la tasa en la que sube el precio en reaccién del
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Capitulo 2. Modelo micro-estructural

histérico de subidas al tiempo ¢ y fg ©T (s)ds es la tasa en la que sube el precio en reaccién
del historico de las bajadas al tiempo ¢. De forma andloga se sigue que fot 0T (s)ds es la tasa
en la que baja el precio en reaccién del histérico de subidas al tiempo ¢ y fot ol (s)ds es la

tasa en la que baja el precio en reaccion del histérico de bajadas al tiempo ¢.

A partir de esta interpretacion inicial podemos comenzar a codificar las caracteristicas que

deseamos en la funcién de excitacion ¢’ :

1) Como se mencionod antes, el arbitraje estadistico usa técnicas estadisticas para aprove-
charse de condiciones del mercado y obtener ganancias sin correr ningin riesgo (claro
estd que estas ganancias deben superar a las obtenidas con una renta fija). Un ejemplo
de estas estrategias se conoce como transaccion a pares, la cual consiste en hallar dos
activos cuyos precios histdricos se encuentren altamente correlacionados; luego cuando
los precios comiencen a presentar una discrepancia, se puede vender en corto el activo
que se estd sobrevalorando y comprar en largo el activo cuyo valor se esta subvaloran-
do. El beneficio se obtiene cuando los precios vuelven a converger, obteniendo como
ganancia la diferencia entre los precios cuando se realizé la estrategia. El hecho de
que haya una gran cantidad de datos nos ayuda a garantizar estadisticamente que estos

precios estdn positivamente correlacionados, por lo que la componente estadistica esta.

Para realizar arbitraje estadistico se debe tener en cuenta el tipo de mercado en que
se estd operando, dado que en un mercado bajo el contexto de HFT es mas dificil
hacer este tipo de estrategias por el ritmo con el que se hace las transacciones. En
HFT se maneja un gran volumen de transacciones en cuestion de milisegundos, por lo
que los precios pueden variar rdpidamente, haciendo que sacar provecho de un estado
del mercado sea casi imposible, al menos para los agentes que no poseen algoritmos
eficientes y competitivos para hacer transacciones. Por esta razén impondremos una
condicion en la funcién de excitacion, con la que buscamos exhibir esta condicion del

mercado.

Una forma de considerar que no es posible el arbitraje en nuestro modelo es suponer
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2.1. Modelo tick-by-tick

que para todo tiempo ¢, el nimero de veces que en promedio sube el activo es igual
al numero de veces que en promedio baja, prohibiéndonos sacar provecho de alguna

tendencia que presente el activo. Por lo tanto, nos interesaria que
Ty _ T,—
E[N; ] = B[N, 7).

o equivalentemente
t t
/ E[AT+]ds — / E[AT]ds.
0 0

Considerando el Teorema 1.1.2 se observa que

t

t
EDT] = E[u;<t>+ / ST (t— $)ANT + / sogT(t—s)sz“’]

t t
= )+ / St — SE()ds + / St — S)E(N)ds,
0 0

y andlogamente
t t
BOT) = s (0) + [ ot = B0 s + [ (- 9B )as.
0 0
Una forma para hacer que las esperanzas coincidan de forma natural, es mediante las

siguientes igualdades

fr =5 =pp Y f 405 =5 + 0. 2.1)

Por lo tanto tenemos nuestra primera condicién para los elementos que conforman la

funcién de intensidad del proceso de Hawkes bidimensional N7

La asimetria entre las operaciones de compra y venta la codificamos de forma sencilla
usando la nocién que tenemos de las ¢! . Recordando que la idea de la asimetria en el
mercado consiste en que el precio sube a una razén menor después de haber ejecutado
una orden de compra, que lo que baja después de haber ejecutado una orden de venta, se
sigue que esto se puede codificar, al considerar ! < ¢, 0 equivalentemente @I > p?
(al considerar la condicién (2.1)). Por lo tanto una forma de simplificar la condicién

anterior es tomando 3 > 1y definir 1 = Bl
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Capitulo 2. Modelo micro-estructural

iif)

De lo anterior y de la condicion (2.1) se concluye hasta ahora que la funcién de excita-

cién toma la siguiente forma:

o1 (t) Beos (1)
@3 (t) @1 (t) + (B —1)ws (t)

Para codificar la presencia de una alta endogeneidad, lo primero que haremos es una

analogia con un proceso de Hawkes unidimensional N con funcién de intensidad

t
At = #+/ p(t — s)ds,
0

donde it > 0y ¢ es una funcidn positiva e integrable. Considerando a N como un mo-
delo poblacional, se sigue nuevamente que p representa la intensidad con la que llegan
los migrantes de la poblacién y ¢ la intensidad con la que se produce la descendencia
de los migrantes u otros descendientes. Ahora, recordando que la media de un proceso
Poisson no homogéneo al tiempo ¢ es igual a la integral de su intensidad hasta el tiempo
t, se sigue que en promedio el nimero de descendientes que tiene un migrante u otro
descendiente es ||¢||,. Por lo tanto, el nimero de descendientes en toda la poblacion a
partir de un solo migrante es igual a

=

2 = Tel,

donde hemos considerado |¢||, < 1 *. Notemos que en un contexto financiero, estos
descendientes estarian ejemplificando las operaciones internas (o sintéticas) que son
una respuesta a una operacion producida de forma externa o de otra operacion ya ge-
nerada internamente. En este caso, buscariamos que el nimero total de operaciones
internas aumentara en comparacion con las externas, por lo que hacer ||¢||, cercano
a uno seria una opcion (considerando asi una condicion cercana a la inestabilidad).
Ademads podriamos considerar hacer la intensidad x4 cercana a cero, haciendo que las

operaciones internas representen la mayor parte de las operaciones.

#||*||, es la norma en L;.
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2.1. Modelo tick-by-tick

Esta tltima idea es la que nos gustaria preservar en el caso de un proceso de Hawkes

bidimensional. Para ello nos basaremos en la informacién dada por

. I sl
s(f ) =5 el Tl + 8- D]l

donde S es el radio espectral de una matriz. Recordando que el radio espectral consiste
en escoger el valor propio més grande en valor absoluto, se podria interpretar éste como
nuestra medida de endogeneidad. Como el polinomio caracteristico de nuestra matriz

de interés toma la forma

PO) = D= (llerlly = e DI = (lerl, + Bllez [1,)]

se sigue que el radio espectral es Hgol H1 + BH%

S(A o7 (5)d )_4wmh+mwau

Ahora nos gustaria que nuestro radio espectral se acercara a la condicion de inestabi-

iy donde hemos considerando que

B > 1y por lo tanto

lidad, es decir que se acercara a uno. Una forma de hacer esto es considerando una
sucesion ar de reales positivos que converja a uno por la izquierda, junto con un par de

funciones ¢ y @9, tales que

||901||1 + 6”%‘72”1 =1, Qpip = aryru, 905 = arys.

Por lo tanto, de la condicién anterior se sigue que nuestra funcién de excitacién toma

la forma

pu(t) Bea(t)

o' (t) = ard(t) = ar
Pa(t) @1(t) + (8 —1)pa

por lo que

s( [ 6 0as) =ars ([ sts1as) = anllnl + Bleal) =or <1

Finalmente podemos considerar que el nimero de operaciones debidas a factores ex-

ternos es baja si imponemos la condicion

T—o00
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iv) Un flujo alto de transacciones se codifica al considerar que las funciones 1 y @2 son

de cola pesada y una forma de considerar esto es tomando « € (1/2, 1), tal que

s [ (o) + Bea(s)ds — €.

para alguna constante C' > 0. El pardmetro o puede ser considerado alrededor de 0.6
en la practica [14], y para una « fijo se ha demostrado en [22] que para obtener un

limite no degenerado, el comportamiento asintético de ar y pu” debe cumplir

(1—apr)T* — a1y ()T — ¢,
T—o0 T—o00

para constantes positivas c¢; y cs.

Bajo las condiciones que ya hemos impuesto en los parametros de la funcidn de intensidad, se

puede demostrar que las distribuciones finito dimensionales de P, reescalado definida como

1-— ar T
\/ ——F, t 1
ClTO‘ tT> S [07 ]7

convergerdan débilmente cuando 7' tiende a infinito al siguiente comportamiento macroscopi-

sigue

co del precio:

2 t
P, = - V2 / osdWs,
1= fo(#1(5) = pa(s))ds Jo
2 1 ' 1 2 1 ' 1
o == [ (t—5)""y(1—05)ds+ ’yy/ (t — $)* " 0sdBs, (2.2)
EENC) /0 P(@) ™ Jo
donde (W, B) es un movimiento Browniano bidimensional con correlacién
1-5
P= T
2(1+5?)
y
2(1+4 p?) o

===
ciea(1+ B)%’ i 'or(1 —a)

Notemos que esta convergencia se asemeja a la que nos gustaria probar entre la sucesion de
procesos que modelan el comportamiento tick-by-tick del precio y el proceso que describe

el modelo rugoso de Heston, con la diferencia de que la convergencia que queremos probar
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2.1. Modelo tick-by-tick

es mds fuerte y la volatilidad inicial del modelo rugoso de Heston toma un valor inicial
diferente de cero, por lo que consideramos este resultado como un caso degenerado. Para
poder llegar a un limite no degenerado tendremos que hacer unas consideraciones adicionales.
En [19] se observa que el hecho de escoger 1 = - hace que la convergencia en el resultado
anterior sea la convergencia débil en la topologia de Skorohod, por lo que supondremos esta
condicién. Ciertas consideraciones adicionales sobre ;7 (t) hardn que obtengamos un limite

no degenerado, las cuales serdn estudiadas en la siguiente seccion.

Antes de estudiar con mds detalle la funcion pr(t), haremos algunas observaciones con res-
pecto a ¢” y exhibiremos una representacién de )\tT’+ que serd de gran importancia para este
trabajo. Una forma de simplificar el trabajo, serd escogiendo tanto a ¢, y @2 como la den-
sidad Mittag-Leffler f*! con pardmetros o € (1/2,1) y v > 0, que por (1.6) se sigue que
es una candidata razonable, aparte de otras propiedades que la hacen de facil manipulacion.
Con base a lo anterior, procederemos a definir la funcion de excitacion de nuestro proceso de

Hawkes bidimensional NT en su versién final.
Definicion 2.1.1. Sea >0, a € (1/2,1) y v > 0 tal que

ar =1-7T7% ¢' =p'¢,
donde

1 1 g T )
=T 5 ) Y =ary, szfa77
1+ 4 1 8

con ! la funcion de densidad Mittag-Leffler.

Notemos que ¢! definida de esta forma cumple todas la propiedades que buscamos codificar

de un mercado electrénico bajo el contexto de HFT.

Antes de reescribir nuestro proceso A\!, notemos que de la igualdad ¢, = ¢, se sigue que
AT+ = AT~ por lo que bastard reescribir una de ellas. Para proceder serd necesario definir

la siguiente funcion:
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donde (p7)*}(t) = T (t), y para k > 1

(<pT)*’“(1t)=/0 o7 (8) (") (¢t — s)ds.

Esta funcion serd ampliamente usada a lo largo de este trabajo, ya que aparecerd como un ele-
mento en la expresién con la que reescribiremos A, *. Por esta razén se dar tres propiedades

que nos permitirdn trabajar con ésta funcidn.

Proposicion 2.1.1. La funcion " definida anteriormente cumple las siguientes propiedades:
i) P x ol =97 — T,
i) [T (x)de = 7;—61 —1para0 < v < 2T°.

iii) T(1 — ap)YT(T) = ap f*, donde f*7 es la densidad Mittag-Leffler con pardmetros
O<a<lyy>NO.

Demostracion.

i) Notemos que al ser (¢7)** no negativa para todo k > 1, se sigue del Teorema de

Fubini-Tonelli que

W) () = [ SR s)ds,

0 k>1

-y / ()M (s)" (¢ — 5)ds,
()¢

k>1

-3

k>1

= PT(t)— (1),

)* k+1)(t>,

concluyendo asi la primera propiedad.

ii) De la definicién de ¥ se sigue que

1 —l—/ooo Yl(z)de = 1 —i—/OOZ((pT)*k(x)dx,

0 k>1
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2.1. Modelo tick-by-tick

donde se ha usado el Teorema de Fubini-Tonelli y el hecho de que la integral de una
convolucién es el producto de las integrales. Por lo tanto, usando la definicién de o7

se sigue que

1+ /OOO Y (@)de =) (/OOO aTso(:c)dx)k => af (/OOO go(x)dx)k = db.

k>0 k>0

Finalmente, de la definicion de a7 obtenemos que para 0 < v < 27¢

«

1+ /OOOwT(;E)d:U = Zal% = Z(l — AT~ = T7

k>0 k>0

i11) Para verificar la igualdad vamos a observar que la transformada de Laplace de

T(1—ar)p™ (1)

Y

ar
coincide con la de f*7. Recordemos que en la seccién 1.3 se vio que la transformada

de Laplace de la densidad Mittag-Lefflee es igual a

T
v+

z >0,

y notemos que

[T s = 0 [T (Daw)*’f(Ts)) exp(—2s)ds

ar ar k>1

-== (Zmﬂo)*'f(s)) exp(—(/T)s)ds
-— Z/Ooo(aTgo)*k(s) exp(—(z/T)s)ds.

Usando que la transformada de Laplace de una convolucién es el producto de las trans-
formadas, se sigue

/0°° T(1—ap)y™(T") exp(—zs)ds = I —ar ﬁ </OOO arp(s) eXp(—(z/T)s)ds)

ar ar
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! ;TQT > </Ooo arg(s) exp(—(Z/T)S)dS)k

k>1

Sy ()

k>1

_l—ay T —~ F
- Z(Ta+za) ?

a
T >1

donde se ha usado que p = f*!, porlo que la segunda igualdad se obtiene al considerar
la transformada de Laplace de f*!'. Como la anterior serie converge para z® > —v

/OmlaT T (Ts) exp(—2s)ds = - [Z (:Z:;Z)k”]

a
T k>0

~T—@ {T“ + 2 1]

- 1—AT~> | v+ 22
VTt T -y
I =T v+ 2
_ 7
=T

por lo que efectivamente las transformadas de Laplace coinciden.

]

Procederemos a reescribir la funcién de intensidad )\tT’Jr, que por la Definicién 2.1.1 toma la

forma

t
)\T,—I- / NT+ i T t— dNT’_.

Definimos M = (M, M) como
t
Ml =N - [ s
0
el cual por el Teorema 1.1.1 es una martingala. Luego considerando que
ANTH = \[Fds +dMIT y  dNTT = AT ds + M

obtenemos la expresion
t

t

1

AT = pr(t) +/ Pl (t—s)AgFds + T35 ), el (t—s) (M + BdM 7). (2.3)
0
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Si definimos la funcién

se observa que la integral con respecto a M1+ + gMI~

t

ol0) = 0 (0) + 155 |7 = @I 4 AT,

existe por ser un proceso de va-

riacién finita y ¢ una funcién continua. Mds aun, como esta martingala se expresa como la

diferencia entre dos procesos que son finitos c.s para todo ¢ > 0 y que ademas tienen trayec-

torias crecientes, se sigue que la integral de ! con respecto a M + BMT~

es también

de variacion finita. Luego, como una funcién de variacion finita en un intervalo cerrado es

acotada, se sigue que g es acotada localmente. Por lo anterior y el Lema 4.0.2 en el apéndice

obtenemos que

T
AT

uT(t)—i-—/ t—s)(dMT++ﬁdMT )

/¢ (t—s) [NT( )+ﬁ S¢T(s—u)(dM§v++BdM§—)} ds
pr(®)+ i [ = @M 5 + s [0 r(s)as
+ﬁ i wT(t—s) /05 (pT(S—U) (dMuT*—l—ﬁdMuT’*) ds
r(0)+ i [ @M 5 + s [0 rls)ds

0

1+6//@/J (t—s)p (s—u)ds( MT++BdMT )
ur <t>+ﬁ St — )(dMPF + AP /w (t — $)pur(s)ds
+ﬁ h YTt —u—s)p" (s)ds (dM] T + 50[]\/[5’_)

<>+# @ panrf) e [ pnsyas
mr 14‘5 @ s s 1+ 8 ; Hr

1
+m (wT x ") (t —u) (dMDT + BdM,]™)
1 t t
pr) + 7 | (= )@ o paT) + ﬁ / WT(t — s)pr(s)ds
g | VT =T =) (@M pavE)

50



Capitulo 2. Modelo micro-estructural

es decir que la funcién A+ se puede reescribir como

Hﬁ/th—suT( ds+—/¢T (AM]T + BdM7) . (2.4)

Notemos que en el célculo anterior se ha usado el teorema de Fubini-Tonelli para el caso de
Riemann-Stieltjes, el cual es aplicable por ser el producto entre 1) y »? una funcién continua

y no negativa.

Esta ultima expresién de AT>* serd la mds utilizada en los capitulos 3 y 4. Su importancia
radica en que nos permitird demostrar propiedades como la tension de una sucesion de pro-
cesos, los cuales demostrardn la convergencia débil entre nuestra sucesion de procesos bajo
el modelo tick-by-tick del log-precio y el proceso que describe el log-precio bajo el modelo

rugoso de Heston.

2.2. Modificacion de la tasa exégena

En este capitulo incluiremos una pieza clave que nos permitird demostrar la convergencia
débil en el espacio de Skorohod, y que a diferencia de lo mostrado en la seccion anterior, no

tendrd un limite degenerado.

En la seccién anterior se mostré que ur debe comportarse asintoticamente como 7%~ con
a € (1/2,1), por lo que una posible eleccion seria escoger pur(t) = uT* ' con p > 0. En
[19] se muestra que esta eleccion de p hace que el modelo tick-by-tick converja al modelo
2.2, el cual recordemos tiene la desventaja de que considera una volatilidad igual a cero.
Una forma de solventar este problema es sumédndole una constante £ > 0 a la dindmica de la
volatilidad, y luego hacer el procedimiento inverso al que se hizo para obtener la convergencia
en ley, de tal forma que podamos llegar a la expresion que debe tomar la funcion de intensidad

exdgena de nuestro proceso de Hawkes.
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Procediendo de esta forma se llega a que la funciéon cumple una ecuacién integral, la cual se

presenta en el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sea pip = pT* 'y & > 0. L3a ecuacion

+/ z/JT(t—s)/lT(s)dzs:uT—i-g/LTl ! —l—,uT(l—f)/ YTt —s)ds (2.5)
0 —ar 0

con jir(t) como incdgnita, tiene como tinica solucion a

1 B b B B Lo -
[ ar (1 /Oso (t S)dS) uTé/o o7 (t — s)ds. (2.6)

Demostracion. Observemos que la expresion en (2.5) es una ecuacion de renovacion, por lo

fir(t) = pr + Epr
que bajo ciertas condiciones tiene una tnica solucion. Efectivamente notemos que (2.5) toma

jn(t) = (s + i+ 1= 9) [ 6Tt —s9as) = [T - noas

- /Ot YT (t — s)ir(s)ds
1 _1aT +pr(1=¢) /Oth(t — s)ds) .

Es claro que g7 es una funcién de R a R continua, acotada en compactos y medible, por lo

la forma

donde

gr(t) = (MT + Epr

que se sigue del Lema 4.0.2 que la ecuacién (2.5) tiene una tnica solucion.

Ahora vamos a calcular esta solucién por un camino diferente al ofrecido por el lema antes

mencionado. Primero consideremos la convolucién de ¢! con el termino izquierdo de la

[+ [ 676 - wirtan] = 70)) 0
— / fir( t—sds+//w (s — u) fir (u)dup” (t — s)ds

0

= /0 fir(s)p” (t — ) ds+/ / DT (s)p" (t — u — s)dsfir(u)du,

= / fir(s)e" (t — s)ds + /Ot(wTwT)(t—u)ﬂT(mdu,

0

ecuacion (2.5)
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donde en la pendltima igualdad se ha usado el Teorema de Fubini-Tonelli y un cambio de

variable. Usando que 97 % o7 = T — 7, se sigue
([ [ o7~ wirtn] =70)) @
= [t = s+ [0 STl )
- / (6 — ) (),
es decir
([0 [wre= o] 7 0)) 1= [0 - vt @

Por otro lado, si hacemos la convolucién de ¢’ con el termino derecho de la ecuacion (2.5),
hacemos un cambio de variable y utilizamos las propiedades de la convolucién, se obtiene

que

(Jpr+ er =t ur1=9) [ 676 =i 1 70)) 0

1—aT
1

= /0 P! (t = s) <MT+§MT1 —

= (1e ) [ - [ [0 -0 st
- <1+51_1QT)/Otso%—s)dswm—5>/t<wTwT><t—u>du

0

) ds + pr(1 —§) /Ut /O V(s — u)dup” (t — s)ds

— (1+5 ) /OtsoT(t—s)deruT(l—&) /Oth(t—m—soT(t—u))du

]_—CLT

= (pr(1+¢ _1 — pr(l=§) t%DT(t_S)dS"‘MT(l—Q t¢T(t_u)dU
1—ar 0 0
) [ttt una-9 [ 7w

= pré (1+

1—6LT

es decir que

(Jpr+ epri o 4 ur1=9) [ 676 = w170 0

1—(1T

= pré <1+ ) /0 ¢! (t —s)ds + pr(1 =€) /0 It —uw)du.  (2.8)

1—CLT
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Luego, como las ecuaciones (2.7) y (2.8) partieron de hacer la convolucién de los términos

de la ecuacion (2.5) con @7, se obtiene la siguiente igualdad

/Ot T (t —w)fir(u)du = pré (1 + 7 —1aT) /Ot O (t — 5)ds + (1 —€) /Ot Ot — u)d.

Al remplazar esta ultima igualdad en la ecuacion (2.5), se sigue que

N 1 ! T ! T

(1) + iz (1+1_GT)/0 . <t—s>ds+uT<1—s>/0 YT (t = s)ds
1 b

(1= [ (=9

ZMT+§MT1

y si ahora de esta ultima se despeja fi7(t), se llega a la solucién de la ecuacién (2.5), la cual

1 t t
T (1 — /0 ol (t — s)ds) - qu/O @’ (t — s)ds

€S

fr(t) = pr + pré

]

Al igual que con el termino AT>", hay una forma de reescribir /i de utilidad, verificando
que es una funcién positiva y garantizando la adecuada definicién de A\***. Recordando la

igualdad ar = 1 — 1T, se sigue

- (1 t—s)ds) qu/ (t —s)ds

R >/Ot¢<t_s>ds)_<1_wa>/0t¢<t_s>ds]

T “(
< /Ogot—s)ds) +7Ta/ot<p(t—s)ds}

[e%s) t
= pr+pré | = / ot —s)ds +~1" / p(t — S)ds} :
T t 0

ar(t) = MT+MT§

= pr+ HTf

= pr+pré | oy
'7

por lo que obtenemos la siguiente forma de expresar jir(t), la cual muestra que es positiva:

1 [e¢) t
fir(t) = pr+pré { — / o(t — s)ds + ’YT_a/ p(t — S)ds} : (2.9)
T t 0

Para finalizar esta seccién, notemos que la funcién /iy (t) es decreciente para 1" suficiente-

mente grande, puesto que al hacer el cambio de variable u = ¢t — s en la solucion de (2.5)
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Capitulo 2. Modelo micro-estructural

obtenemos

for(t) = pr + pré

(1= [ @) e [

Luego derivando con respecto a ¢ obtenemos

d

T (t) = —prg P! () — prée’ ().

1-— ar
Como para T suficientemente grande, cada termino de la ecuacién anterior es negativo, se

sigue que la derivada de fip(t) es negativa para todo ¢ > 0, concluyendo asi que /iy es

decreciente para T suficientemente grande.
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2.2. Modificacidn de la tasa exdgena
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CAPITULO 3

Del modelo micro-estructural al modelo rugoso de Heston

En los dos capitulos anteriores ya hemos presentado tanto herramientas de convergencia débil
en el espacio de Skorohod, como una sucesion de procesos estocdsticos que promete conver-
ger en ley al proceso que describe el modelo rugoso de Heston (3). En este capitulo efectiva-
mente presentaremos la convergencia débil, considerando un reescalamiento de la sucesion
de procesos presentada en el capitulo 2. Para llegar a este resultado, se considerara 6 lemas
y una proposicién que nos ayudaran a construir el teorema principal del capitulo, aunque el
resultado que utilizaremos para derivar la funcién caracteristica, serd una consecuencia de

este teorema y serd presentado como un corolario al final.

Varios resultados de convergencia débil que se utilizaran requieren una construccion mas
elaborada que la que presentamos en el capitulo 1. Por esta razén se le sugiere al lector que

se dirija principalmente a [2] para ver con mds detalles los resultados que se utilizan.

El primer lema que consideraremos proporciona una cota para la esperanza de la integral de
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la funcién de intensidad, que serd de utilidad a la hora de probar la tensién del reescalamiento

del modelo tick-by-tick.

Lema 3.0.1. Existe una constante k > 0 tal que para todot > 0,0 < 6 < 1y T suficiente-

T(t+9)
/ )\T Tds| <
Tt

Demostracion. Recordemos que la funcién de intensidad de nuestro proceso de Hawkes bi-

mente grande
1— ar

E
Tou

(3.1)

dimensional dado por (2.4) cumple que

t
AtT’+=)\tT”_:ﬂT(t)+/ DT (t = s)ivr(s) dS‘i‘m/ T (M + BdM 7).
0

Como ademads la funcién de intensidad es no negativa, notemos que para todo ¢ > 0 el valor

esperado de la integral de )xtT’+ entre Tty T'(t + J) para0 < 0 < les

T(t+9)
/ Mt ds]

(t+6)
/ E )\T+ ds

(t+9)
- / {,:4 /wTs—ruT dr+—/ YT (s —r)(dMPt 4+ BdMT7) | ds

(t+6) (t+8)
= / fir(s ds+/ /w (s —r)jr(r)drds
Tt Tt

Lt 1 T(t+35) |:/ ¢ B )(dMT++6dMT ):|d
1+ 6 Jn !

Tt+6) T(t+6) Tt
_ / Sds 1 / (67 * ir) (s)ds — / (67 % i) (s)ds
0 0

Tt

- /T Hé) ds+<[/w dr}*uT>( (t+96)) ([/ W (r) dr]*w) (T't)
/T t e (s)ds & /0 N (T8 — ) /0 T () drds
- /0 (- ) /O YT (r)drds,

donde hemos usando que fo % g) = ( fo ) * g y que la integral

’ﬂ

’ﬂ

/ »T( YdMEY 4 pdMTT),
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Capitulo 3. Del modelo micro-estructural al modelo rugoso de Heston

tiene media cero, por la observacion que se hizo después del Corolario 1.1.1.

Ahora usando que la funcién [i es decreciente, se obtiene que

T(t+9) TS
/ fir(s)ds < / ir(s)ds,
0

Tt

—pr(Tt —s) < —ar(T(t+0) —s) Vsel[0,Tt,

por lo tanto

T (t+9) T(t+9) T(t+9) s
E / Motds| < / fir(s)ds + / fr(T(t+6) — s) / YT (r)drds
0 0

Tt

- /OTt fr(T(t+6) — s) /O YT (r)drds
< [Crtoas s [ wnr o)) [ wraras

Tt

T6 T6 00
N A T d
< /O fir(s)ds + /0 fir(u) /0 Y (r)drdsu

_ /0 " in(s)ds (1+ /0 OOwT(r)dr> (3.2)

Usando la propiedad (ii) de la proposicién 2.1.1 en (3.2) obtenemos

T(t+9) Te T Totls 1
]E / Azf‘rds S _/ ﬂT(S)d‘S = / I[LT(T(ST)CZ'I" (33)
0 0

Tt 8 7

Para seguir nuestra demostracién, vamos a hallar una cota para la integral de la ultima ecua-
. ) o a1
cion. Para ello consideremos la cola de la distribucién Mittag-Leffler F° y el hecho de que

© = f*1, por lo tanto

1 0o 1
lfim T° / / o(r)drds = lim T° / F"Y(T6s)ds
0 Tés 0

T—00 T— 00

a—1 T5_a1

= lim / F 7 (s)ds
T—o00 0

1 T(S—al
e /0 7 (s)ds

1 a,l
= lim F 7 (T9)




Oy AR 1

T—oo (1 — a)0® Jps v(1 —a)l(1 — a)d*’

donde la penultima igualdad se sigue de aplicar la regla de L' Hopital (Fa’l no es integrable
por lo visto en el Capitulo 1) y la ultima igualdad se obtuvo al considerar el limite (1.6). De

lo anterior se sigue que para £ > 0 existe 7| tal que para T > T}

Luego usando la forma en la que se reescribi6 i en (2.9) y el hecho de que ¢ es una densidad,

se deduce

/ in(Tos)ds = / 1 {uﬁw (Ta [ etryir +717 /T(gsso(r)dr)}ds
L (1+§{ //Td rYdrds +~T~ //m drdsD
< (e[S g o vt

a—1 — ! -
= uT <1+5{7+V2(1_a)r(1—a)5‘“+7T ])’

para T' > Tj. Por lo tanto como estamos considerando ¢ < 1, existe una constante ¢ > 0

independiente de 0 tal que para 7" suficientemente grande

' g
/,uT(Tch)ds<5 Tt
0

Usando esta ultima desigualdad en la desigualdad (3.3), se obtiene la siguiente cota

T(t+5)
/ Motds
Tt

Por lo tanto, multiplicando la ultima desigualdad por (1 — ar)/(T%u) = v/(T**u), obtene-

i T(t+96)
L-arg [ / AZ’*ds] < b
TO‘/VL Tt yo—1

donde k es una constante positiva que no depende ni de §, ni de 7. 0

E T2,

— 50471

mos
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Capitulo 3. Del modelo micro-estructural al modelo rugoso de Heston

Abhora, a partir de la sucesién de procesos de Hawkes N7 visto en el capitulo anterior, defi-
nimos un reescalamiento de ésta sucesién y de sus procesos asociados AT y M. Para todo

t €10,1] sea

1 — 1 — tT
ﬂeT%M;zgzwaAyg

Tep 1—ap T
zl =/ MT =/ XTI ATY, 3.4
t 1—ar Top t 1—CLT( t t) (3.4)

Esta sucesion de procesos serdn utilizados para definir el reescalamiento de los procesos que

modelan el comportamiento tick-by-tick del log-precio del activo a considerar. Dado que ha
estos procesos le demostraremos su convergencia en ley, necesitaremos varias propiedades

de ellos, como por ejemplo la C-tensién', la cual presentamos en los siguientes dos lemas.

Lema 3.0.2. La sucesion de procesos {X T} Y {AT} . son C-tensos

Demostracion. Utilizaremos el Teorema VI-3.26 de [2], cuya aplicacion requiere que prime-
ro probemos que la sucesion de procesos {X T }T y {AT }T sean relativamente compactos en

la topologia de Skorohod y posteriormente su continuidad en el limite.

Para probar la compacidad relativa, vamos a utilizar el inciso (a) del Teorema 1.2.9, y para
ello encontraremos una sucesién de procesos . que cumpla las condiciones del teorema.
Inicialmente, notemos que al ser A\!' la funcién de intensidad de N7 se sigue del Teorema

1.1.2 que
t
E[NT] —=E U )\fds},
0

y por lo tanto, de la definicién de X7 y AT

T 1—ar T I —ar T T
E[x7] = Lo [ - TQMIE{/O )\Sds}:E[AJ.

Usando el Lema 3.0.1 y considerandot =0y 6 = 1, se llega a

T T I —ar g T
E[XJ:E[AJ:WEUO Asds]gk,

La C-tensién consiste de dos partes, la primera es que efectivamente la coleccién de medidas sea tensas y

la segunda es que su limite solo tenga masa en el conjunto de funciones continuas.
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donde £ es una constante que no depende de 7'. La anterior desigualdad es valida para cada
componente de los procesos X{ y AT, dado que para AT"~ la desigualdad (3.1) también se
cumple?. Por lo tanto como X7 y A son procesos cuyas componentes son crecientes y no
negativas, tenemos que para todo ¢ € [0, 1] y n > 0, existe ¢ > 0 suficientemente grande tal

que

IN

1
P ([|x/ ) > ) < ZE {]|2x ]

(E HX?*H +E HX{*H)
(E HX%H +E HX?"H) < Zk .

VAN
M| = | =

y andlogamente

P ([[A7]] > ¢) <.

De lo anterior se deduce que para todo ¢t € [0, 1]

suplP (||XtTH > 5) <mn, y supIP’(HAtTH > 5) <mn, (3.5)
T>0 T>0

es decir que para t fijo, las sucesiones {XtT } y {AtT} son tensas.

Por otro lado, notemos que si usamos la definicién de ¢(x, y) de la seccién 1.2.1, se tiene que

parald <o <1lyT >0

q t+6’XT |]:T}

E [q(
E 1A |[Xds = X7
E|

< E[|xhs = X/ ]
< E||X%- Xf’*H}"ﬂ%—]E[ijrg—XT | 7]
I —ar T, T,—
= o (B[Nrid - Nit | AT+ B [N, - N[ 2 )
1 _ T(t+5) Tt
7 (g / A+ ds — / AT+ ds| FT
Top 0 0
T(t+5) Tt
+E / )\z’_ds—/ Momds| FE
0 0
2Recordemos que \T»— = AT+,
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Capitulo 3. Del modelo micro-estructural al modelo rugoso de Heston

T(t+96) T(t+9)
1-— ar
= E / MNotds| FE L+ E / M=ds| FF
Top Tt Tt
1 T(t+6)
= o- g / AIHds| FT (3.6)
Tp Tt
De forma andloga
1—ap T(t+9)
E [q(Atys ADIF] < 2 F / NFds|F 3.7)
“p Tt

Por lo demostrado en el Lema 3.0.1, se sigue que

T(t+9)
/ MoFds| =0,
Tt

concluyendo del Teorema 1.2.9 y de (3.5), (3.6) y (3.7), que la sucesién de procesos {X T} T

1—
lim Iim 2-—— Tk
0—0T— 00 TOCIU/

y {AT}T son relativamente compactos en la topologia de Skorohod.

Ya probamos que la sucesion de procesos {X T}T y {AT} - son relativamente compactos,
por lo que solo faltaria probar que en el limite los saltos ocurren con probabilidad cero para

poder concluir la C-tensién. Notemos que para todo N € NU {0}

sup | AXT ()] = sup X7 (w) — X7 ()
t<N t<N
= 1_aTsup‘NT(w)—NT (w)]
Ta,u <N tT tT—
cs l—ar 7
o Toa'u - TQoe'u’

donde se ha usado el hecho de que los procesos de conteo N7>* y N7~ son simples, por lo

que los saltos son a lo més de tamafio uno. Por otro lado notemos que

sup |AAY ()| = sup [Af (w) = AL (W)
t<N t<N
1_aT tT . tT— -
= su A (w)ds — A (w)ds
s | [y [0 N
c.s 1_aT
- Tau (O)_Oa
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donde se ha usado el hecho de que la integral de Riemann es continua. Luego para todo € > 0

existe Ty > 0 tal que si T' > Ty se tiene que y/(T?*11) < €y por lo tanto

P (sup |AXtT(w)} > 6) =0, VI'>Ty,

t<N

P (sup |AA] (w)| > 5> =0, VT >T,.

t<N
Finalmente usando el Teorema VI-3.26 de [2], se sigue que la sucesién de procesos {X T} T

y {A”},. son C-tensos. O

Ahora probaremos la C-tensién de la sucesién {Z7 }, .

Lema 3.0.3. La sucesion de procesos {Z T}T es C-tenso.

Demostracion. Recordemos que por definicidn, tenemos que

ZT — Talu 1— aTMT
Vi—ar Top 7T

Luego como N7 es un proceso de conteo bidimensional cuyo compensador es continuo, se

tiene del Teorema 1.1.4

¢ -
(MTH, M), = / MoFds,  (MT= MT )y = / A=,
0 0

(M™M= (M5, MT )y = 0.
Por lo tanto

2 tT
To, 1 — 1— A ds 0
(ZT. 727y, = | 4/ 1 ar (MT, MT)p = ar [ Jo
1—ar Top T 0 [ AT=ds

0

es decir

(Z7,Z7); = diag(AT).

Ahora usaremos el resultado anterior y el Teorema VI-3.26 de [2] para demostrar que la

sucesion {Z T} es C-tensa. Para ello notemos:
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Capitulo 3. Del modelo micro-estructural al modelo rugoso de Heston

e La sucesion de procesos {ZOT }T es tensa, puesto que Z! es constante y se observa de

T*u 1 —arp T T 1 —arp
Z8 =/ Ny — Nds | = 0)=0
0 1—ar Tou ( oT /0 s &S 1—ap Top (0)

e Definimos la sucesion de procesos {GtT }T como

G? — <ZT’+, ZT’+>t + <ZT’_, ZT’_>t.
Por lo demostrado antes, podemos notar lo siguiente

sz — <ZT’+, ZT’+>t + <ZT’_, ZT’_>t

1— tT 1— tT
- / DU P / AT~ ds
Tep Jo Tep Jo

1_ tT
T S— / ATt ds
Tep Jo

= 20,7,

es decir que GT = 2AT*, Al ser la sucesién AT C-tensa, se tiene que cada una de sus

componentes lo es, y consecuentemente G también.

Por lo tanto, del Teorema VI-4.13 de [2] se sigue que la sucesion {ZT}T es tensa en la
topologia de Skorohod.
Ahora probaremos que el tamafio de los saltos de Z7 tienden a cero con probabilidad uno

cuando 7" tiende a infinito. Para ello notemos que para todo /N > 0 se tiene que

T
sup [AZ] ()| = /7 —sup [AX] — A ()|
t<N ari<nN

Top (sup ‘AXtT(w)‘ + sup |AAtT(w)‘)

1—ar \u<n t<N
s | Tn 1—ar
1l—apr Tou
Ty
v T*p

v 1

pTe

O
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Luego para todo € > 0 existe Ty > O tal que si 1" > T
sup |AZ] (w) f— <, (3.8)
t<N

sup‘AZT| >e)=0, VI >T,.
t<N

y por lo tanto

Finalmente, como {Z T}T es tensa en la topologia de Skorohod y su limite con probabilidad

uno no tiene saltos, al aplicar el Teorema VI-3.26 de [2], se deduce que es C'-tensa. U]

Acontinuacién mostraremos que las sucesiones X7 y AT, en el limite tendrdn la misma ley,

permitiéndonos trabajar mds adelante solo con A7 en ves de X 7.

Lema 3.0.4. La sucesion { sup ‘X T AtT‘ } converge en probabilidad a cero.
te[0,1] T

Demostracion. Por la definicion de M7, se sigue que

1-— ar
Ta

X[ — A = My,

donde recordemos que cada componente de M7 es una martingala cuadrado integrable. Por

lo tanto, para cada componente se tiene al aplicar la desigualdad méxima de Doob que

1_ 2
E | sup |XtT—AtT}2 = E | sup aTMT
te[0,1] tefo.r] | Tp
= 7—2E sup | M, ‘ < 412T_4QE[(MT)2].
T | tefo) o g

Al considerar la forma que tiene (M7, MT), se obtiene de la definicién de bracket processes
que

t
E[(MtT)Q]:IE{/O Afdt], VO<t<T,

y consecuentemente usando la anterior desigualdad y el Lema 3.0.1

2 T
E[sup |XT — A7|"] <47 *E { / AT ds] < kT2,
H 0

te[0,1]
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Capitulo 3. Del modelo micro-estructural al modelo rugoso de Heston

donde k es una constante que no depende de 7'. Por lo tanto, para todo £ > 0y n > 0 existe

Ty > 0 tal que si T' > Tj entonces k/(T°%) < n'y por consiguiente

<
T

sup ’AtT — XtT|2
te(0,1]

1
P[sup ‘AtT—XtT’>5] < -E <.
]

te(o,1 €

Finalmente, se sigue que la sucesion de procesos < sup |XtT — Aﬂ converge a cero en
te[0,1] T

probabilidad cuando 7' tiende a infinito. [

Notemos que el lema anterior nos permite utilizar el Teorema de Slutsky, para concluir que

si X7 converge débilmente a un proceso X, entonces A” también converge débilmente a X .

. . .. T T — .
Una consecuencia del resultado anterior, indica que al ser A, "™ = A", se sigue que

sup [X[ = X7 = sup [X]F - AT - (X - A7)
t€(0,1] t€l0,1]
< sup | X]T = AT+ sup | X7 — AtT’_’ :
t€[0,1] te[0,1]

Por lo tanto como la convergencia en probabilidad a cero de sup ]Xf — AtT| es para cada
te[0,1]
uno de sus componentes, se concluye

sup XltT’Jr — XtT’_ 5 0,
te(0,1]

y consecuentemente, si una subsucesion de X 7' converge en ley a un X, se sigue que la

subsucesion asociada de X 7>~ también converge en ley a esta X.

De los procesos limites hasta ahora sabemos muy poco, pero con el siguiente lema daremos

a conoceremos otras propiedades del proceso al que converge en ley la sucesién Z7.
Lema 3.0.5. El proceso ZT converge en ley a una martingala Z tal que [Z, 7] = diag(X).
Demostracion. Supongamos que (X7, ZT) converge en ley a (X, 7). De lo visto antes, sabe-

mos que (X, Z) es continua y mds atdn, por la desigualdad (3.8) se sigue del Teorema IX-1.19

de [2] que cada componente de Z es una martingala local. Ahora de la definicion (3.4) y del
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hecho de que la variacion cuadrética es bilineal, obtenemos

| Top 1 —ap ¢ /tT T Top 11— T /tT T
Ny — Ay d N, Agd
1 — ar Tozu ( tT 0 s 8)7 1—arp Ta ( tT 0 s 8)
—ag 2 . T . T
= N — A;ds, Ny — A ds
1 — ar Ta |: tT A s tT /0 :|
1 — tT tT tT
= ([N@,Ng;} -2 [Ng;, / Afds] + { / Alds, / ASTdsD (3.9)
Tep 0 0 0

Luego notemos que para todo 7" > 0:

zt, z", =

e Cada componente de N/ tiene trayectorias cadlag, es creciente y de variacion finita

parat € [0, 1]. Al aplicar el Teorema I1.6-26 de [29]

- E 2

T+ T+ o Z T4\ Z T+ _ AT+
NtT 7NtT - <ANST) - A]\[sT 7NtT )
) . 0<s<t 0<s<t
- E 2

T,— T,— . T—-\" _ T,— T,—
NENE] = X (ANE) = 3 ANt = ag
) . 0<s<t 0<s<t
(AT AaT—] Z T+ A AT~
NtT 7NtT - A‘]\[sT ANST 707
) . 0<s<t

donde la segunda igualdad de la primera y segunda ecuacién se han obtenido al con-
siderar que AN STT’+ y AN, 3%_ son iguales a 0 o 1. Por otro lado, la ultima igualdad de
la ultima ecuacién se ha conseguido al tener en cuenta que los procesos de conteo de
un proceso de Hawkes multivariado saltan en diferentes tiempos, por lo que cuando
ANY 7" toma el valor de 1, ANL .7 toma el valor de 0, y viceversa. De lo anterior se
deduce

Nyt o0

[Nir, Niz] = .
0 N7y

tT . . . .
e Puesto que cada componente de fo A'ds tiene trayectorias continuas, es creciente y

tiene variacion finita para t € [0, 1], se concluye del Teorema I1.6-26 de [29]

tTr tT 0 O
{/ )\STds,/ )\STds} =
0 0 0 0
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Capitulo 3. Del modelo micro-estructural al modelo rugoso de Heston

e De las propiedades anteriores y del Teorema I1.6-28 de [29] obtenemos

{ng, /0 . )\st} 3 () (g /0 ST)\fdr) S (ANE) (0.0) =

0<s<t 0<s<t 00

Por lo tanto, retomando (3.9) se concluye
1— Nyt o0
(27, 2], = TTGT T | = diag(xX)).
® 0 Ny
Ahora usando la Proposicién VI-6.13 de [2], por (3.8) (Z7 es acotada c.s) y por el Lema
3.0.2, se deduce que la sucesion es P-UT (Predictably Uniformly Tight) y del Teorema VI-
6.26 de [2] se obtiene que [Z7, ZT| converge en ley a [Z, Z] = diag(X). Luego por lo visto
en el Lema 3.0.2 se tiene que para todo ¢ € [0, 1]
E[([Z".Z")n] = EXT]<EX['] <k,
E([Z".Z"))2] = E[X,7]<EX;"] <k,
E[([Z",Z"])] = EW(Z",Z"])z] = E[0] = 0.
Al aplicar el Lema de Fatou a cada componente de [Z, Z] obtenemos
E[Z, Z]]) = E [iiminf [Z7, Z"],] <lminfE [[Z7,Z"],] <liminfk =k,

por lo que el valor esperado de [Z, Z] es finito y como Z es una martingala local, se sigue del

Corolario 3 del Teorema II-6.27 de [29] que cada componente de Z es una martingala. [

Ahora presentaremos una proposicion que nos deja a puertas de enunciar el resultado princi-
pal de este capitulo, puesto que al haber probado la C'-tensién de nuestra sucesion de procesos
reescalados, restaria con probar que toda subsucesion que converge débilmente en la topolo-
gia de Skorohod lo hace al mismo proceso limite, para asi poder concluir la convergencia en

ley en este espacio.

Proposicion 3.0.1. Si (X, X, ZT, Z7) es un posible punto limite en ley de (X", XT:= 71+ 71:7),

entonces (Xy, Z;', Z;") puede ser escrito como
¢ ¢ ¢
Y= [vas 2= [ VBl 7z - [ Vs,
0 0 0
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donde (B, B%) es un movimiento Browniano bidimensional y Y es la solucioén de

_ I e «, 1+ﬁ2 a,
V= €= F0) + PO+ /f Wt - s)VYidB,,  (3.10)

:Bl+ﬁBZ
Vi+ 5

Mds aiin, para € > 0, Y tiene trayectorias Holder continuas con exponente o — 1/2 — .

con

Demostracion. Lo primero que haremos son las siguientes consideraciones técnicas y de
notacion: sea (X7, Z7") una subsucesion de (X7, ZT) que converge en ley a (X, Z), y
abusando de la notacién denotaremos (X7, Z») como (X7, ZT). Ahora, usado el teorema
de representacion de Skorohod, podemos construir un espacio de probabilidad y elementos
aleatorios (X7, Z7) y (X, Z) en este espacio, que son iguales en ley a la sucesién de procesos
(XT,Z") y a (X, Z) respectivamente, tal que (X7, ZT) converge puntualmente a (X, Z).
Algo que toca destacar, es que por el Lema 3.0.3 sabemos que Z es un proceso continuo c.s,
y asi mismo lo es Z, por lo que al estar trabajando bajo la topologia de Skorohod se sabe que
la convergencia de ZT a Z es uniforme con respecto a t, es decir que

sup |ZI — Z,
t€(0,1]

— 0, c.s.
T—o00

Notemos que no hemos mencionado nada sobre la representacién de AT, dado que en el
Lema 3.0.4 mencionamos que trabajaremos con AT en lugar de X7'. Por tal raz6n llegaremos
a otra expresion de AT que serd conveniente para ver su representacion en el nuevo espacio

de probabilidad.

Por ahora seguiremos trabajando en el espacio de probabilidad que hemos usado hasta an-
tes de la proposicion. Luego, recordando la forma en que reescribimos nuestra funcién de

intensidad en (2.4) se sigue

N =X = () + [ 0T - 9)r(s)ds + [ 0Tt s)(dMIF 4 paMI).
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N . . o T
Dado que la funcién ji; cumple la ecuacién (2.5), obtenemos al usar ésta ecuacién en \, "

_ /0 T s)ds>

que

t
1
A = MT+MT/ W (t = s)ds + Epr (1_

6+1/w s)(dME* + gaM ).

Luego si hacemos la integral de 0 a ¢ de esta ultima ecuacidn, y posteriormente hacemos

cambio de variable

/Ot)\;r#ds = “Tt‘i”MT/t/sz(S_u)dUdS+5MT(1_taT _/Ot/OS@DT(S_u)dUdS)
1+5//¢ w)(dMIt + BdMI)ds
= uﬂ—i—;@/ / T (u)duds + Epr (1_ —/Ot /OSwT(u)duds>

Hﬁ//w WdMET + pdME)ds.

Ahora usando el Teorema de Fubini-Tonelli estocdstico ® y aplicando de nuevo un cambio de
/ )\T“Lds—,uTt—i—,uT/ / T dsdu—i—f,uT(
0

//w dsdu)
1+ﬂ//¢ (s —w)ds(dMI* + BdMI™)
—/Otz/JT(t—u)udu)

T T, T,—
1+6// P! (s)ds(dMIt + BdM) 7). (3.11)

variable

= prt + MT/ T (t — w)udu + Epy (

Para poder continuar necesitamos trabajar un poco mds en la ultima integral estocéstica de

(3.11). Notemos que al aplicar integracion por partes, ésta toma la forma

/ t / T (s)ds(dMI + BaME)
0 0

3Recordemos que la martingala M >+ + BMI~ esta expresada como la diferencia de dos procesos de
variacion acotada, ademas de que v es una funcién continua no negativa. Por lo tanto la integral con respecto a

la martingala existe.
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t_ t - . i( t—u . )
e L ([ ureas).

Examinaremos ahora cada elemento del termino de la derecha de la anterior ecuacion:

(/ T T (s)ds (M 4 sui) )

t

(/ T T (s)ds (M + amio))

= [ s ) — [ s o)
0 0

0

= ()M 4 BMIT) — / 47()ds(0)
= 0.

e Por el teorema fundamental del calculo se tiene que

* ( / ws)ds) = 7 (t — u)du,

y consecuentemente

t d t—u t
- [ ([ ereas) = [ s puioer e -

0

De lo anterior se deduce que la ecuacién (3.11) toma la forma

t t t
/ Mtds = ppt + MT/ YT (t — s)sds + Epr ( Lo / YTt — s)sds)

T T+ T,—
b [T s

o equivalentemente, al multiplicar por (1 — ar)/(T“u) y evaluarla en T't

1_ Tt
ATH AT _‘lT/ ATtds =Ty +Th+ Ty (3.12)
Top Jo
donde
1—arp 1—ar 1
T, = Tt = T Tt = (1 — t
1 Ta/L Hr Ta % ( aT) )
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1—CLT Tt

T Tt
T, = o |:NT i th(Tt — s)sds + Epup ( — YT (Tt — s)sds)}
1 ar

0
= T {MTT/O@/) (T(t—s))sds+§uT<1_ o /1/) T(t—s)) sds)}

= (1—ap)T /Ot ST(T(t — s))sds + € (t —T(1 - aT)/O ST (T(t — s))sds) ,

1—ar

T l-ar 1 (" YT (Tt — s)(MT+ + BMT)d
- — — S ’ ’ S
s Top 1 —|— B Jo s s

1-— ar

- Hﬁ /w (Tt = ) (ME + BV )ds
. - To‘,u 1—aT T+ T,—
- \/ 1+5 /¢ T 1—ar Tou (Mz3 + BMy, )ds
\/WH@/ (1= ap) T (T(t — $))(ZTF + BZT)ds

- T
e | O )2 52 i

Hemos llegado a una expresién de AT que podemos dividir en tres términos 7}, 15 y T5.
Notemos que los dos primeros son deterministas, mientras que el tercero es estocastico, cuya
tinica fuente de aleatoriedad esta en funcién de Z7. Un representante de A’ en el nuevo es-
pacio de probabilidad ( el cual consideramos al inicio de la demostracion), y que denotaremos

como AT, serd remplazando en T3 a Z7 por Z7.

Una primera observacion es que esta nueva sucesion AT conserva la distribucion, dado que
por el teorema de representaciéon de Skorokhod el represéntate de Z7 en el nuevo espacio
de probabilidad preserva la ley. También notemos que por el Lema 3.0.5, se sigue que en el
espacio original A” converge débilmente a X, y asf mismo en el nuevo espacio AT converge

puntualmente a X, el cual recordemos es igual en ley a X.

Mostraremos ahora la forma que toma X. Implementando la propiedad (ii1) de 2.1.1, y con-

siderando que ar f*" converge uniformemente a f*” cuando 7' tiende a infinito, se sigue

73



que

1 — 0,
T—00

T, — /t fO(t — s)sds + & (t — /t fer(t — s)sds) )
0 0

T—o00

Adicionalmente, como Z7 converge a Z uniformemente con respecto a ¢, obtenemos

s\ (ZF + BZ7)ds

[
} oo \/m

Luego, enviado 7' a infinito en la ecuacién (3.12) y usando las observaciones anteriores,

X, = /0 fON(t — s)sds + & (t - /0 fer(t - s)sds)

a'y +
—lerﬁ /f WZF + BZ7)ds

Recordando que f*7 es la densidad de la funcién de distribucién F'*?, y utilizando nueva-

llegamos a

mente integracion por partes, obtenemos que

e /O Fa”(s)deré(t— /0 Fw(s)ds)

1 a(s _ S\ 4 BT Vs
e / o = 8)(ZF + 875 )d
_ /O[Faﬂ(s>+g(1—Faﬂ<) ds+\/Tﬁ/f‘” S\ (ZF + BZ;)ds

Procediendo de forma andloga a la demostracién del Teorema 3.2 de [22], es posible repre-

sentar el integrando f*(t — s)(Z} 4+ SZ;) como una integral estocastica utilizando calculo

fraccionario, llegando a que se cumple la siguiente ecuacion

t
&zfnm
0

donde Y satisface

V= U0+ €= F0) 4 e / 2t~ s) (425 + paz; ).
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y ademds, Y tiene trayectorias Holder continuas con exponente cv — 1/2 — ¢ para todo & > 0.
La Holder continuidad del proceso Y también se deduce del teorema antes mencionado y es

de gran relevancia dado a que esto muestra que X es diferenciable.

Recordemos que del Lema (3.0.5)

o (10 ' 10
[Z,Z] _ X, :/Y;ds ,
¢ 0 1 0 01

por lo que al aplicar el Teorema V-3.9 de [23], existe un movimiento Browniano bidimensio-

nal (B!, B?) tal que

t t
~ [ Vsl 2 = [ s
0 0

Finalmente, usando el siguiente movimiento Browniano

_Bl—l—ﬁB2
Ve

en la definicién de Y y procediendo de forma andloga al Teorema 3.2 de [22], se concluye

_ pon _ oy B any
Y, = Fo(t) + £(1 — F(t)) + TR /f (t — s)\/Y.dB,.

O

Ahora presentaremos el resultado principal de este capitulo, de donde se derivara de forma
directa la convergencia débil de un reescalamiento de nuestro modelo tick-by-tick del log-

precio, al log-precio de nuestro activo bajo el modelo rugoso de Heston.

Teorema 3.0.1. Cuando T’ — ooy bajo las definiciones 2.1.1y 2.9, que conforman la funcion

de intensidad, se tiene que la sucesion de procesos (A, X', Z1 )iclo,1] converge en ley bajo

la topologia de Skorokhod a (A, X, Z) donde

¢ dB1
At:Xt:/stS , L= /\/ )
0
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v 'Y es la tinica solucion de la ecuacion diferencial estocdstica

— 1 ' a1 _ 1+52 1 ' _ g1
Vimet g [ o= Yads oy e [ s,
(3.13)

donde
Bl + BBQ

ViEh

y (B, B?) es un movimiento Browniano bidimensional. Mds aiin, para todo € > 0, Y es

B—

Hoélder continua con exponente o — 1/2 — e.

Demostracion. En los Lema 3.0.2 y 3.0.3 ya probamos la C-tensién de (AT, X', Z7). Enla

Proposicion 3.0.1 tambien ya probamos que toda subsucesion de (AT, X7 Z7) que converge

débilmente lo hace hacia (X, X, Z) donde

t t t
th/ Yids, Zj:/ V' Y.dB., Z;:/ VY.dB?,
0 0 0

con (B!, B?) un movimiento Browniano bidimensional y Y es la solucién de

= _ oy oy 1+62 (4
Vim el — o)+ o0+ | D [ - ) i

con

= TE

Mis atin, para e > 0, Y tiene trayectorias Holder continuas con exponente o — 1/2 — «.

Por lo tanto utilizando el corolario del Teorema de Prohorov 1.2.1, se concluye la convergen-

cia débil de la sucesion completa (AT, XT' ZT) al proceso (X, X, Z) definido como antes.

Para concluir la prueba del teorema, faltaria ver que efectivamente la ecuacién (3.10) es
equivalente a la ecuacion (3.13) del enunciado. Para ver esto,podemos usar la siguiente pro-

posicion cuya prueba se presenta en [19].

Proposiciéon 3.0.2. Sea v, v, 0 y Vi constantes positivas, « € (1/2,1) y B un movimiento

Browniano. El proceso V' es solucion de la siguiente ecuacion diferencial estocdstica frac-
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cionaria
t
Vi = Vo(1 — FO9(8) + OF(t) + ,,/ Fo(t — s)\/V.dB,
0

si y solo si es también solucion de

v Y e s e Y [T e
vt_vo+r(a>/0<t o1 (0 vs>d+r(a)/0<t )1 /VadB,

y mds aun, ambas ecuaciones admiten una vnica solucion fuerte.
[

Dado que estamos interesados es en la funcién caracteristica de log-precio de un activo bajo
el modelo rugosos de Heston, el modelo tick-by-tick dado en la seccién 2.1 no es aplica-
ble directamente, dado a que este modela el precio en lugar del log-precio. A continuacién
presentamos nuestro modelo micro-estructural del log-precio de una activo en un mercado

electronico de alta frecuencia:

6 /1—a 01 —a

T T T,+ T,— T T+

— 4/2 NTH _ NIy 2 NT

Q \@/ T VBT = NE) = 5 VG
0

— \/;(ZT’JF —7Z") - gXT’+. (3.14)

Presentaremos ahora el resultado que con ayuda del Teorema de continuidad de P. Lévy, nos

permitird deducir la funcién caracteristica de nuestro interés.

Corolario 3.0.1. Cuando T' — oo y bajo las definiciones de la funcion de intensidad 2.1.1 y

2.9, la sucesion de procesos (QtT)te[o,l] converge en ley bajo la topologia de Skorohod a

t 1 t
. / VAW~ / Vids,
0 0

donde V' es la uinica solucion de la ecuacion diferencial estocdstica

v - e§+ﬁ / (t— 5 (6 — Va)ds

o(1+p%) 1 ' _ et
” w(1+ﬁ)2F(a)/o(t )V VdB,
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con (W, B) movimientos Brownianos cuya covariacion cuadrdtica satisface

1-p

AW, B)y = ————dt
2(1+ 4%

Demostracion. Por el Teorema 3.0.1 se sigue que el proceso definido en (3.14), converge en

ley bajo la topologia de Skorokhod a

6 [t 0 [t
Ptz\ﬁ / VY. (dB} - dB2) - 5 / Y.ds,
2 Jo 2 Jo
donde

Yi=¢+ ﬁ /0 (t—s)*"'y(1 = Ys)ds + 74 y,ul(l—i_—l—ﬂ;) F(la) /0 (t — )" '\/Y,dB,.

Ahora, si definimos V; = 0Y; y W, = (B} — B?)/+/2, deducimos la igualdad

t 1 t
P - / VVaw, - / Vds,
0 0

donde multiplicando la igualdad de Y; por 6 se obtiene

Vim0 s [0 = Vs | A s [ s T,

Ademads, notemos que

B} — B? B} + 3B?

W, B t = )
1 s
— Bl Bl Bl B2
2(1+62)< to t>+ 2(1+62)< to t>
—— LBy - ——L (BB
2(1+ 2 2(1+ 52)
= t— b t
V2(1+ %) 2(1+45?)
_ _1-5
V20
concluyendo que
1-p
d(W, B)y = ————=dt
2(1+p?)
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Algo importante que debemos notar es que el proceso limite al que converge débilmente la
sucesion de procesos ()7, corresponde al log-precio de un activo bajo el modelo rugoso de
Heston dado por (3). Efectivamente si P, = In(S;) y considerando .S; como en (3), se tiene

aplicando la formula de 1t6 que

dPt = dln(St) = 52‘/; 52 dt + St\/v)g th
Vi
= tdt +/VdW,,

y por lo tanto
t 1 t
P= [ Vw5 [ Vs
0 0

donde V es la unica solucion de la ecuacion diferencial estocastica

= L t —s s 7 —sal
V;—V[)+P(a)/0(t )2~ 1y(0 — V,)d +F()/t VVidBs,  (3.15)

con (W, B) movimientos Brownianos cuya covariacion cuadratica satisface
d(W, B)y = pdt.

Luego considerando en el corolario anterior la notacién

_1-8 L, [ 00 +5%)
P V201 + 32) yu(l + B)?

Vo = &9, (3.16)

se sigue la observacion.
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CAPITULO 4

Funcion Caracteristica

En este capitulo finalmente presentaremos la forma que toma la funcién caracteristica de
log-precio de un activo bajo el modelo rugoso de Heston. Esta funcidn la expresaremos co-
mo la solucién de una ecuacién diferencial fraccionaria de Riccati, la cual corresponde a
una solucion semi-cerrada de nuestro problema. Para proceder a encontrar esta funcion uti-
lizaremos el teorema de continuidad de P. Lévy y H.Cramér, por lo que necesitaremos dos
ingredientes principales y de los cuales ya disponemos: el primero es la forma que toma la
funcién caracteristica de un proceso de Hawkes bidimensional, que recordemos es la base
de nuestro modelo micro-estructural. El segundo es la convergencia débil de la sucesion de
modelos micro-estructurales del log-precio al log-precio de nuestro modelo rugoso de Hes-
ton. Adicionalmente se apelard a dos detalles técnicos que nos permitirdn calcular la funcién
caracteristica y se presentardn como dos lemas previos al teorema que enuncia el resultado

principal de la tesis.
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Lo primero que haremos es ver la forma que toman las funciones caracteristicas de nuestros
modelos micro-estructurales del log-precio, a partir de las funciones de los procesos de Haw-

kes bidimensionales. Para ello notemos que los modelos micro-estructurales del log-precio

/1 01 —a
T,— T ArT,
Qz = \/> Ta - N-T ) 2 Taﬂ NtT+

70 T, T, Y0 00 T,
- ZT (NtT+ Ny~ )_2_T ’ NtT+'

toman la forma

Ahora, paratodo I’ > 0y a € R definimos

0 0
a; =a Lp-a _gqd

T—2a - _ _
2“ 21u ap a

Luego, denotando por LT a la funcién caracteristica del proceso bidimensional N7, se sigue

que al evaluarla en (a4, a;) y al tiempo ¢7 ella toma la siguiente forma:

LT (<GT7GT) tT)
= [E [exp (Z aT,aT th})}

= E exXD (z <aTN£+ + aTNEF ))]

[0 0 [0
— E |exp < ( TN - CL;—MT—QC“J\QTT’+ —a ;—MT‘QNQ_>>]
/ 0

= E [exp zaQt

= E |exp

Por lo tanto L ((aj, ar),tT) es igual a la funcién caracteristica de Q7 evaluada en a al

tiempo t. Haciendo uso del teorema de convergencia de P.Lévy y H.Cramér, junto con el
Corolario 3.0.1, se sigue que al hacer T — oo, LT ((a}, ar), tT ) converge uniformemente a

la funcidn caracteristica de F; la cual denotaremos por Lp.

Observemos ahora la estructura de L™ ((a}, ar), tT) si empleamos el resultado visto en la

subseccion 1.1.4, en el cual se describe la funcidn caracteristica de un proceso de Hawkes
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multidimensional. Recordando la forma que tiene la intensidad exégena y la funcién de auto

excitacion de nuestro proceso de Hawkes N7, se sigue por 1.1.7 que

L" ((af, ap), ¢T) (4.1)

= e ([ #06) (07 (afa) o7 =) =1) + [T (aag) o7 —5) 1)) ds ).
donde
C((af, a7) 1) = (C** ((af. a7) 1) ,C*~ ((af, a7) ;1)) ,

es solucion de la ecuacion integral

Cl(a,a) 1) — exp ( (at,az) + /Ot(c<(a;,aT) P 1))¢T(s)ds> |
Ahora, si definimos Y* (a, -) como una funcién de [0, 1] a M*'*?(C) tal que

Y (a,t) = (Y""(a,1),Y" (a,1)) = C ((af,az) ,tT), (4.2)

se sigue de (4.1) que

.
(/ Ti(sT) ([C7 (b az) AT — sT) — 1] + [0 (b az) 4T — sT) —1]) ds>
= exp (/Ot Ta(sT) (YT (a,t —s) = 1] + [V (a,t — 5) — 1]) ds)
(/0 T u(sT) (T [YTH (a,t —s) = 1] +T* [Y"™ (a,t — 5) — 1]) ds) , (4.3)

donde Y* (a,t) es solucién de la ecuacién integral

Y% (a,t) = exp ( (at,ar) + T/o (Y'(a,t —s) — (1,1)) QST(Ts)ds) : 4.4)

Notemos que para poder hacer el limite de la ecuacion (4.3) es necesario usar un resultado
que nos permita pasar el limite en la integral, adicionalmente de conocer el limite de los
términos del integrando. A continuacién presentamos los dos lemas que ayudardn a demostrar
nuestro resultado principal, donde el primero nos dard una cota uniforme con respecto a ¢

de T°||Y " (a,t) — (1,1)|],

que el segundo nos muestra hacia donde converge este

termino al hacer que 7' tienda a infinito.
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Para lo siguiente, definiremos a ¢(a) como un real positivo dependiente de a e independiente

de t y de T" suficientemente grande, que puede variar de linea en linea.

Lema 4.0.1. Para todo t € [0, 1], existe c(a) tal que
T*||Y"(a,t) — (1,1)]| < c(a).

Demostracion. Primero demostraremos el resultado para la primera componente de Y7 (a, t)—

(1,1), es decir demostraremos
T YT (a,t) — 1| < c(a).
De la ecuacion (1.5) en los preliminares se sigue que
C"*((a,b),t) = exp(ai) LT ((a,b) , 1),

donde L es la funcién caracteristica del proceso de Hawkes bidimensional N7 = <J\7 T+ N T")

con funcion de intensidad

-
AT T1,1) (t

(
T
At {271)@

1 1 Lol (t—s) (1 B st,T’+
0

) tT_S.NT
)+/O¢<t ) - di;

118 ] 1+8 \1 ) \anr-
1 1 1t ANT* 4 BANT—
= ——=¢'(t) [ Pt | .
1+ 75 1 1+5J ANT+ + BANT~

De la definicion de funcion caracteristica obtenemos

CT*((a,b) 1) = E [eXp (m +iaNSt + ibNT *)} . 4.5)

Dado que las componentes de la funcién de intensidad son iguales, definimos S\tT = S\tTJr =

T . . ~ ~ .
A;’~, y denotamos a la martingala asociada a N* como M7, es decir

t
37 = (N7 N1E) = KT - / A ds(1,1).
0
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Luego, de la definicién de S\tT y del hecho que

ANT = dMF + NTds(1,1),

se sigue
M = 0 g [ e (N panTo)
! 1+ 1+8 . s
1 1 t T 7T+ AT T, — T
= e O+ | @) (N o Xds + AN+ 5N ds)
_ 1 T ! T T+ T,—
= mw (t)+/0g0(t—s))\ ds+—/ t—s)(dM + BdMT: )

< . s T
Observamos que A/ cumple una ecuacién de renovacién similar a la que cumple A, ™ en la

seccion 2.1, por lo que procediendo de forma andloga obtenemos
A=~ yT(t) + —/ YTt —u) (dMT+ + BdMT~ )

donde hemos considerado que la funcién

1

T 1 ! T T, rT,—

es localmente acotada, por ser ¢ continuay M+ +BMZT~ de variacién acotada. Usando de
nuevo el teorema de Fubini-Tonelli estocdstico e integracion por partes, como en la ecuacién

(3.11) de la proposicion 3.0.1, se llega a

/OtTX;f’ds — 1+5/ BT ( ds+—/tT/¢ s—u)<MT++,6dMT>

~ T ~T
- - +B / W7 (sT)ds + m PET(T( - 5) (V% + oL ) ds.

Luego por la propiedad (iii) de la Proposicion 2.1.1 se deduce la igualdad

T
/)\Tds

= T a'y ar Y (4 T+ T, —
1+5/1—an )d5+1+6/1_an (t =) (ML + BaIG ) ds

o o,y 1 « ! oy (4 T, T, —
= ma T T (t )+—7(1+ﬂ)aTT /0 fo(t = s) <M3T++BM8T )ds.(4.6)
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Como f*7 es cuadrado integrable para o € (1/2,1) y M Ty pMLo .7 s una martingala

cuadrado integrable, se sigue por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad méxima
de Doob que
fon <M£++BMT)‘CZS:|

!
(el
< ([irore)” ([ e[z om
0
L

IN

~ T+
sT

. ) 1/2
STYL_‘ ds})
) 1/2

J)

. 2 1/2
NG + B } ds)

) 1/2
J)
2:| ) 1/2

De lo anterior se puede concluir que podemos usar el teorema de Fubini-Tonelli, por lo que

U For(t M§T++5M )ds} - /t £t — 8)E [M§++5MQ—] ds
0
_ 4.7)

Ol
1/2 t
|f¥7(s \ ds) (/ E[sup
0 s<t
1/2 t ~ ~
| f27(s))? ds) (/0 AR “M%*JrﬁMtTT’

1/2
< 2Vt (/ ‘faﬂ(s)fds) (]E UMSF + BMy~
0

< oQ.

Empleando lo anterior en la ecuacion (4.6) y recordando que F'*7 es una funcién de distri-

bucidn, se obtiene

E U;T des} = maTTO‘F‘”() ﬁFW(UTOﬂ

Definimos ahora la variable X7 = af: N, + a7 N, y usando las definiciones dadas y la

inecuacién anterior, llegamos a
‘E [f(tT] ) = |E [a;NtT + a;Nf}f] ‘
— |ofE [NE] + arE [N
T
= |(aj +ar)E {/ )\STdsl
0
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0
ol 2

24

T
E {/ )\STds}
0
~v0

1
S a _T—2a—
TRy

= c(a)T™*F*7(1),

es decir

’E [Xﬂ ] < ¢(a)T—F*(1).

Usando la relacién entre Y? y C7, se sigue de Lema 4.0.3 del Apéndice y de (4.5) que

IN

IN

IN

IN

IN

La dltima desigualdad nos muestra una primera cota para 7'“ ‘YT’JF (a,t) —1

T Y " (a,t) — 1]

TO’

E [exp <ia¥ +iah NG+ ia}NtTT’_> - 1] ‘

TO(

E [exp (iaf +iX]) = 1= iX] — ia} +iX] +ia} | ‘

T°F Hexp (s +iX7) =1 iX] - z‘a;H + 7o

E[X7)|+ 7 |af|

V0 V0

- 2
c(a)T*E Ua; + X7 } +T%(a)T*F*7(1) + T* <a —T+ a—T‘2“>

20 21

2)} + c(a)F*7(1) + (a\/Z—z + a%TQ)
c(a) (1 L TOR UXtT 2D .

¢(a)T°E {2 (\a;f +| &7

2¢(a)T™ + 2¢(a)T°E UXtT

, la cual presen-

ta aun dependencia de 7'. Por lo tanto, para continuar acotando vamos hallar una cota para

T°F UXtT

) 0 - - 0 ~
T°E [(X,?‘ ) 1 — T°E (a o (N - N ) - a;—TQQNtTT’JF>
1

2 - - - - -
} . Usando que NtTT’+ — ng’_ = Mgﬁ — Mgf’_ y la definicién de X', obtenemos

2

1
a Y0 24 T, T, — 2 7292 —da [ T, 2
< T°E [2 (aQET 2 (NtT+ ~ NE ) + a2 ST 4 (Nt;)

< ¢(a)T°E {(Mff - Mgﬂ + (@) T~E [(z\?ffﬂ .
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Andlogamente a lo hecho en la ecuacion (3.9) del Lema 3.0.5, se sigue

[ N ] = N N

y por propiedades de covariacion cuadratica, se deduce que
o1 2 T T ST+ 2
T°F [(XtT ) ] < ()T E [NtT’+ + NtT*] + c(a)T~*E [(Nt;) }
tT N _ )
= 2c(a)T°E l/ )\STds} + c(a)T*E {(Nf;r) }
0

< 20(a>T_a7 FOY(1)T* + c(a)T K [(N£;+)2]

1(B+1)
< cla) (1 +T3E {(Ng*)QD . 4.9)

Contemplamos que nuevamente nuestra tarea ha sido relegada a acotar otro término, que

2
T
en este caso es [E [(NtT’+> } Para calcular esta nueva cota vamos a proceder a calcular

- 2
primero una cota de [E [( g 4 Afds) 1 , debido a la relacion que hay entre estos dos términos.

Apoyéandonos en las ecuaciones (4.6),(4.7) y en la desigualdad de Jensen, es claro que

([ 54)] - =g

E

t 2
+1 n ﬁaTTa/o f(t—s) (Mj;f + BMSTT’_) ds) ]
1
RRECES
+;a2 T°°FE (/t f(t—s) (]\7[T’+ + BMT’_> ds)2
<5+1)2 T 0 sT sT

t - - 2
< ()T (1 +E [ /O (ot — s))* (M+ + BALG) dsD
t - - 2
< c(a)T™ (1 —|—/ (f*7(t - s))’E [(]\/[STTJr —|—BM£1_> 1 ds) .
0
Recurriendo de nuevo al argumento usado para la variacion cuadratica, se sigue que

NI 4 BN NI 4 NI ] = NI 4
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por lo tanto nuestra cota toma la forma
tr 2 t ~ _
( / AsTds> < c(a)T® (1 v / (fo(t — s))°E [Ny + BQNSTT’_} ds)
0 0

_ c(a)T™ <1+(1+52) /0 U 5)PR [ /0 ST&gdu] ds)

(14 5%)
(B +1)

o(a) T2 (1 LT /0 (et — 5))2d5) |

E

IN

o(a) T2 (1 + Fo(1)Te /0 (et — 5))2d5>

IN

Usando nuevamente que la densidad Mittag-Leffler es cuadrado integrable para o € (1/2,1),

( /0 " des) 2] < c(a)T?.

De la definicién de M7T y propiedades de una martingala asociada a un proceso de conteo,

se llega a que

E

deducimos

_ 2 _ tT~ 2
E[(fo)] ~ E (1\459*4r /0 )\STds)

. _ 2 tT ~ 2
E|2( (05) + ( / AT ds)
L 0
tr tr 2
< 2R [/ )\sTds] + 2E (/ /\sTds)
0 0
22— F7(1)T* + 2¢(a) T

1
<

IRICARY

c(a)T?, (4.10)

IN

IN

- 2
Lo anterior nos dice que E {(Ngﬁ) } estd acotado por 1%, por lo que retomando la de-

sigualdad (4.9), se llega a
N2
T°E {(X?) } < c(a).

Finalmente, usando la ultima cota en la desigualdad (4.8) se concluye que

T |YT’+(a,t) - 1| < ¢(a),
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donde esta cota no depende de ¢ y 7. Para concluir la demostracién del lema, observemos
que esta desigualdad también se mantiene para 7™ |YT’_ (a,t) — 1‘ (procediendo de manera

andloga), por lo que usando desigualdad triangular, se obtiene el resultado deseado. 0
A continuacién empezaremos a visualizar la forma que toma el limite de los términos que
conforman a la funcién caracteristica. Para los siguiente, definiremos k = v6/(2u).

Lema 4.0.2. La sucesién T* (Y*(a,t) — (1,1)) converge uniformemente en t € [0,1] a

(g9(a,t),h(a,t)), donde (g, h) son solucion de

) '—k o —1 t 2(a,t—s 2(a,t —8)) F*7(s)ds
gla,t) = iaVk—ia—m s F (t)+27(5+1)/0 (9%(at = s)+ 1*(a t = 5)) f*7(s)ds,
= —ia —iai a L t 2a,t—s 2(a,t —8)) F*7(s)ds
ba.t) = —ioVE—in— s P (s [ (0t = 5) 4 0.t = 9) £ s)as.

Demostracion. Para demostrar este lema lo primero que haremos serd reescribir el término
T*(YT — (1,1)), de tal forma que nos permita demostrar la convergencia de forma mds
practica. Notemos que por el Lema 4.0.1, se sigue que podemos hacer 7" lo suficientemente

grande para que las desigualdades
T+ 1 T,~ 1
Y@t -1l <5y Y (et -1 <3,

se cumplan uniformemente en ¢. Por lo tanto del lema anterior y el Lema 4.0.4 del apéndice,
con z igual a cada componente de (Y7 — (1, 1)), se sigue que para T suficientemente grande
la siguiente igualdad se da componente a componente:

(Y7 (a,8)) = Y7 (a,t) — (1, 1) — %(yT(a, B = (1,1))? = £7(a, T). @.11)

donde
|e(a,T)| < c(a)T—>.

Por otro lado, recurriendo de nuevo al lema anterior y al hecho de que ¢ es una densidad, se
sigue

o’ (T's)

d
1+3 7

ias —l—/o (T (Y (a,t —s)=1)+T (Y" (a,t — s) = 1)]
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> T 1 5
¢7

< af| + 1Cfﬁc(a)T C“/0 o(s)ds

< cla)T™.

De forma andloga

t
lak| + (f T (Y™ (a,t —s) — 1| + [YT (a,t — s) — 1]) p(T's)ds
0

iap +/0 [T (YT’+(a,t— s) — 1) +T (YT’_(a,t —8) — )] pe" (Ts )ds‘ < cla)T™.

1+

Luego, como el valor absoluto de la parte imaginaria de un nimero complejo es menor que

Su norma, S€ sigue que componente a componente

‘Im ( (at,a7) + /OtT (Y (a,t —s) = (1,1)) ~¢T(Ts)ds>

— 0,
T—o00

por lo que para 7' suficientemente grande podemos hacer la norma de la parte imaginaria del

término de la derecha de cada componente de (4.4), mds pequeia que 7. Como el logaritmo

complejo estd definido para todo z € C, tal que —m < Arg(z) < m, se sigue que la siguiente

expresion estd bien definida'

I (eXp ( (ah, ) + /OtT (Y"(a,t —s) = (1,1)) '¢T(T5)d3)) )

y ademas es igual a

i(af,az) +/0 T (YT(a,t —s)—(1, 1)) - ¢T(T's)ds.

Aplicando logaritmo a la ecuacion (4.4) y usando la ecuacion (4.11) , llegamos a que

Yi(a,t) - (1,1) =

)
(

+i(aj, ap) + T Y (a,t —s) = (1,1)) - ¢" (T's)ds

0

1
= 5(YTat (1,1))2+5Tat +iaVET (1, 1)

—iakT~2*(1,0) + TY

0

'Recordemos que si z = a + bi entonces Arg(exp(z)) =

Tla,t —s) = (1,1)) - ¢ (T's)ds,
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donde esta dltima igualdad se da por la forma de a}. y a7 en terminos de k. Por el Lema 4.0.1

y la definicion de T, 1a funcién

1 2 . —a ; —2a

3 (YT (a,t) — (1,1))" +€"(a,t) +iaVET (1, ~1) — iakT~2*(1,0), (4.12)
es acotada para todo ¢ € [0, 1], por lo tanto la ecuacién en (4.12) con Y7 (a,t) — (1,1) como
funcidén incdgnita, tiene solucién como ecuacién de renovacion. Luego, procediendo de forma

andloga como en la propiedad (iii) de la Proposicién 2.1.1, se sigue que

S (TO(T))™ = a7 ()x,

k>1 v

por lo que usando el Teorema 4.0.2, deducimos

YT(a,t) — (1,1)

- % (Y7 (a,t) — (1,1))" + % (a, t) + iaVkT (1, —1) — iakT~>*(1,0)

# [ 30wt =9 - )+ Tt - )+ iavET o)

T
—iakT—>*(1,0)] - aTTfO‘”(s)de

= LT - (L) + @) + iaVET (1, ~1) — iakT~2(1,0)

2
S 00— = 1) s ar s [ Tat =) s
+m¢%7(1,—1) -X/O Fo(s)ds — iakT=*2 . —L(1,0) - / Fo(s)ds. (4.13)
Recordando la definicién de y en 2.1.1, obtenemos
11y =——a-n- [ 7)<
+p 1 3
1 LB 1
(L@'X-m(l,o)’ L8 —m(lﬁ)?

por lo que definiendo

DN | —

el(a,t) = (YT(a,t) — (1, 1))2+6T(a,t)—iakT_2a(1, 0)+GT$ /t el (a,t—s)-xf*7(s)ds,
0
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1

er(a,t) = ——/0 (Y (a,t —s) — (1, 1))2 xf(s)ds + ia

: T 01, 5),

k
1+ 5

y considerando que ayr = 1 — ~4T~, se reescribe la ecuacion (4.13) como

Y¥(a,t) — (1,1) (4.14)
_ alT(a,t)—i—sQT(a,t)—i—ia\/ETa(l,—1)+%Ta/t (YT (st — ) — (L1)° X" (s)ds
0
) k —Q oy

Para concluir la forma adecuada en la que queremos reescribir 7%(Y? (a, t) — (1, 1)), defini-

mos

6" (a,t) = (6" (a,1), 6" (a,1)) = T*(Y " (a, ) — (1, 1)),

rT(a,t) = Tl (a,t) + €l (a,1)).

Por lo tanto de (4.14) al multiplicarla por 7* se llega a

0" (a,t) = rT(a,t) +iaVk(l,—1)+ %/0 (0" (a,t — 5))2 Xf(s)ds
: k oy
—zamF (t)(1, ).

Ahora probaremos la convergencia uniforme en ¢t € [0, 1] de 67 (a, -) para a fijo, mostrando
que es una sucesién de Cauchy en el espacio de funciones continuas de C([0, 1], R?), con la
norma supremo’. Para llevar esto acabo notemos que por el Lema 4.0.1 y por como se defini6
e, se deduce que T?**cT (a,t) y T?*¢% (a, t) son acotados uniformemente con respectoaty T’
suficientemente grande, por lo que 7%r? y #7 también resultan ser uniformemente acotados
para todo ¢ y T" suficientemente grande. De lo anterior se sigue que para todo > 0 existe

To > 1talquesi T, 7" > Ty yt € [0, 1], se obtiene

I @ol. <3 @ <3

2Por lo que se vio en el Ejemplo 1.2.1 de los preliminares, se sabe que el espacio de funciones continuas
dotado con la norma supremo es completo. Ademads con esta norma, la convergencia resulta ser uniforme con

respecto al pardmetro t.
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y por lo tanto
He%,t) — 6" (a, t)H

= |r'(a,t) + % /0 (6" (a,t — s))2 xfY(s)ds

—rT(a,t) — %/Ot <9Tl(a,t - s)>2 xfY(s)ds

< HH%/; [(QT(a,t—s))z— (eT’<a,t—s))1 -O;f‘“”(s)ds }
< 5+% Ot [(QT(a,t—s))z—(eT’(a,t—s)ﬂ -XHOOfM(s)ds
< 5+%/0t (QT(a,t—s))Q—<0T/(a,t—s)>2HOOfa”(s)ds

1 t /
< 0+ —C/ 0% (a,t —s) — 67 (a,t — S)H f7(s)ds,
donde C es la constante resultante de utilizar que 67 es uniformemente acotada. Haciendo

cambio de variable en la dltima desigualdad y usando el Lema 4.0.6 del Apéndice, se sigue

que
|07 (@) = 0" @1)|| < oc,
donde
c [ C
=14 — olp — —1)sY)ds.
C'=1+5 [ Bl = D5

Lo anterior muestra que efectivamente 67 (a, -) es una sucesién de Cauchy en el espacio de
funciones C([0, 1], R?) con la norma supremo, por lo que converge a una funcién (g(-), h(-))

tal que, por definicién de 67 (a, -) y x, es solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

g(a,t) = iaVk — iaﬁF“”(t) + m /0 (¢*(a,t — s) + h*(a, t — s)) f¥7(s)ds,
ha,t) = —iaVk — ia%F‘w(t) + ﬁ/o (9%(a,t — s) + h*(a,t — s)) f*7(s)ds.

(4.15)

Notemos que en las ecuaciones anteriores no aparece el término correspondiente a 7 lo cual

se debe a que para T suficientemente grande 77 (a,t) es uniformemente acotado, por lo

que en la norma supremo ' converge a cero. O
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Con el dltimo lema enunciado ya estamos listos para dar el resultado principal de este trabajo,
el cual expone la forma que toma el limite de L”((a;.,a;),tT) cuando T tiende a infinito,
ddndonos asi una expresion de Lp. Dado que la solucion estard expresada en términos de la
integral y derivada fraccionaria, definimos a continuacién estos conceptos: la integral frac-

cionaria de orden r € (0, 1] de una funcién f esta definida como
1 [ .
I = s [ 9 s,
I'(r) Jo

y su derivada fraccionaria de orden r € [0, 1) como

D" f(t) = ﬁdi / (t — )" f(s)ds.

siempre y cuando existan. Esta nocion de integral y derivada han sido ampliamente estudiadas
debido a su utilidad en varias dreas del conocimiento, desde aplicaciones en ingenieria hasta

teoria de probabilidad [32]. Presentamos el resultado principal de este trabajo.

Teorema 4.0.1. Consideremos el modelo rugoso de Heston (3) tal que la correlacion p entre
los movimientos Brownianos que lo definen estd entre (—1//2,1//2|. Para todo t > 0y

a € R fijo, se tiene que
Ly(a,t) =exp (0vI'H(a,t) + VoI'"*H(a,t)) ,

donde H(a,-) es solucion de la ecuacion fraccionaria de Riccati

(yv)?
2

1
D%H(a,t) = 5(—a2 —ia) + vy(iapy — 1)H (a,t) + H*(a,t), I'*H(a,0)=0,
(4.16)

la cual admite una unica solucion continua.

Demostracion. Primero notemos que por (2.9) se sigue que /i (t) se puede reescribir como

—Q

jin(0) = ir +&n |1 [ oty or | t s

Por lo tanto, recordando que pp = 1!, se sigue que

ria(er) = ok | [T ot oot [ ptsgas]

T
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Observemos que para 7' suficientemente grande existe c(a) tal que
T fir(tT) < e(a)(1+179),

y més aun

t—Oé
T (tT) — p (14—
fur ( )T_m/ﬁ( +€7F(1—a)>’

donde hemos usado (1.6). Luego del Lema 4.0.1 y de la cota vista para T~ (tT), se

obtiene lo siguiente:
T (YT (a,t—s) = 1) + T* (Y (a,t — s) = 1) | T *fur(sT) < c(a)(1 + s7%).

La cota anterior es uniforme en s € [0, 1] y dado que el término en la desigualdad anterior es
integrable, se sigue al aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada a la ecuacion (4.3)

que

LT ((a},a7),tT) o exp (/Ot,u(g(a, s) + h(a, s)) (1 + g%) ds) :

Recordemos que L ((a},az),tT) converge a Lp(a,t) cuando T tiende a infinito

Lo(at) = exp < /0 o0, )+ h(a, ) (1 + g%) ds) VT

Notemos que ya conseguimos una expresién para Lp(a,t), que es la funcién caracteristica
del log-precio al tiempo ¢ de un activo bajo el modelo rugoso de Heston. Esta expresion de
Lp(a,t) estd constituida a partir de las funciones (g, h) que cumplen un sistema de ecuacio-
nes integrales, por lo que nos gustaria expresar esta en términos de una unica funcién que
cumpla una ecuacion integral. Para hacer esto, notemos primero la siguiente relacion entre

las funciones g y h a partir del sistema (4.15):

Sea

G(a,t) = u(g(a,t) + h(a,t)).
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Reescribiendo h(a,t) en términos de g(a,t) en G(a,t) y usando la definicién de g(a,t) se

sigue que

G(a,t)
= w(B+1)(g(a,t) — iaVk)

= puB+1) [z’a\/E —ia F(t)

k-
(1 + B)

- " 2 T (t — s)ds — ia
+27(1 +B)/o (9%(a,s) + h*(a,s)) f*(t — s)d Vi
. k,u o,y M ! 2 2 Yy (4
= _MTF (t) + —27/0 (g (a,s) + h*(a, S)) f(t — s)ds.

Abhora, si desarrollamos aparte la suma de los cuadrados dentro de la integral en términos de

G(-,-), obtenemos

g*(a,s) + h*(a, s)

g(a,s) —iaVk +iaVk)? + (B(g(a, s) — iaVk) — iaVk)?
g(a,s) —iaVk)? + 2(g(a, s) — iaVk)iaVk — a*k
B%(g(a, s) —iaV'k)? — 2B(g(a, s) — iaVk)iaVk — a*k

= (1+8)(g(a,s) —iaVk)® +2(1 = B)(g(a, s) — iaVk)iaVk — 2a°k
14 32 i2a(1 — Bk

= e ap O )

Sustituyendo esto ultimo en la expresion que teniamos de G(a, t) y usando que k = v0/(2u),

G(a,s) — 2a°k.

se sigue
G(a,t)
= _Z'ak_'uFa,'y(t>
Y
L (R A TLET. A
+27 0 <u2(1+5)2(G(a,s)) + 5 Gla.s) — 2 k:)f s
—_.k_ﬂaﬁ Mt 2 pay (4 _
= m/y F (t)+2'y,u(1+5)2/0(G(a,s)) o0t — 5)ds
—— ) 2
+m<71(1—+ﬁ%\)/% i G(a, s)f*7(t — s)ds — Mcfkua’V(t)
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= S+ o e [ s

2
\/5(1 —5) ¢ Yt — $\ds
——27ﬂ(1+5)/0 G(a,s)fY(t )ds.

Por la definicién que se dio de p y v en (3.16), se cumple que

_Via-p)
= (1 + B)

y usando esto en la expresion anterior de G(a, t) se concluye que

+ia

G(a,t) = g(—CLQ—ia)FO‘”( )+%/( (a,s))Qfo‘”(s)ds%—mpl// G(a,s)f*7(s)ds

0

= /Ot <g(—a2 —ia) + iapvG(a,s) + ;—;(G(a, t))2> fo(t — s)ds.

Sea H(a,t) = G(a,t)/(6v), por lo tanto

H(a,t) = /0 (%(—a2 —ia) +iaypvH(a,s) + (721/9) (H(a, s))2> %f‘w(t— s)ds. (4.18)

Ademas, del Lema 4.0.5 del Apéndice se concluye que H (a,t) es la tnica solucién continua

de la siguiente ecuacion fraccionaria:

D“H(a,t) = %(—az—ia)+ia'ypuH(a,t)—i—w;e) (H(a,t))*~~H(a,t), I'"*H(a,0)=0.

Dado que ya tenemos una funcién H que cumple una ecuacion integral fraccionaria, notemos
que la ecuacién (4.17) se puede reescribir a partir de integrales fraccionarias de H como

sigue:
Lp(a,t) = exp( Ti—a]
. expg/m (1 2= o)

t
= exp 97/ H(a,s ds+§9;/ (t —s) “H(a, 3)ds>
I'(1—a) Jo
= exp (yI'H(a,t) + VoI'"*H(a,t)),

donde en esta dltima igualdad se ha usado la definicion de Vj y la de integral fraccionaria.
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Para terminar esta prueba, mostraremos la unicidad de la solucién de la ecuacién (4.16) y

para lo cual supondremos que /1, y H5 son dos soluciones de dicha ecuacion. Se sigue que

|Hq(a,t) — Ha(a,t)|

-/ (ww (Hi(a ) — Hofa.)) + T (Ha, ) ~ H(a. s>>) S - s)ds
< [ (lowrlitntas) - o o)+ G- 0,9 - 0] ) 2070 s

Como estas soluciones son continuas, se tiene que ambas estdn acotadas en [0, ¢], por lo que

existe ¢ tal que para todo s € [0, t]
|H12(a7 S) - H22(a’7 8)| <c |H1(CL, S) o HQ(av 8)‘ :
El argumento anterior implica que

Hia.0) - Hat)] < | (mpm%c) Hila,s) = Hala,9)] L7t = s)ds

< c(a)/o |Hy(a, s) — Hs(a,s)| %f""”’(t — s)ds. (4.19)

Usando nuevamente que H; y Hs son continuas obtenemos que |H;(a,-) — Hy(a, )| es una
funcién continua en [0, 1]. Por lo tanto aplicando el Lema 4.0.6 del Apéndice, considerando

e = 0, se concluye que para todo ¢ € [0, 1]
|Hi(a,t) — Ha(a,t)] = 0,

es decir

Hi(a,t) = Hy(a,t).

]

Finalmente hemos obtenido la funcién caracteristica del log-precio de un activo bajo modelo
rugoso de Heston, en términos de una solucién de una ecuacion fraccionaria de Riccati. Exis-
ten aproximaciones numéricas a la solucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias como
en [6, 7], por lo que nuestra funcion caracteristica Lp puede ser utilizada en aplicaciones

numéricas.
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Capitulo 4. Funcién Caracteristica

estaria
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Apendice

En este anexo se presentardn resultados de anélisis que se utilizaron a lo largo del trabajo.

Teorema 4.0.2 (Solucién a una ecuacién de renovacion). Sea g una funcion medible local-
mente acotada de R a RY, y sea ¢ una funcién valuada matricialmente con componentes
integrables de R™ a M(R), tal que S( [,° ¢(s)ds) es menor estricto que 1 (S es el opera-
dor radio espectral). Entonces existe una tinica funcién localmente acotada f de R a R% que

es solucion de t

10 =9)+ [ ot=9)-1(s, >0
dada por

PO =90+ [ v=) glids. 120

donde p =37, ¢**.
Demostracion. Ver [13], Lema 3. O
Lema 4.0.3. Existe un c > 0 tal que para todo x € R, se tiene que

lexp(iz) — 1 —iz| < ¢lz|”.
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Demostracion. Para hacer esta prueba procederemos en dos casos: primero consideremos

|z| < 1, luego por la forma que tiene la serie de potencias de la funcién exponencial, se sigue

< ()| & Jaft
PR ES g

. : el e L e
lexp(iz) — 1 — iz| = gzk—gm Zgzm (e —2).
k=2 k=2 k=2 k=2
Ahora sea |z| > 1; como la funcién f(y) = (2 + y)/y* es decreciente en los reales no

negativos
lexp(iz) — 1 — ix| < 2+ |x]

2 = 7 <3,
|z ]
donde en la primera inecuacion se a usado desigualdad triangular; por lo tanto
lexp(iz) — 1 —iz| < 3|z|*.

De lo anterior se concluye que existe un ¢ > 0 tal que para todo z € R

lexp(iz) — 1 —iz| < c|z|*.
]

Lema 4.0.4. Sea In(-) el logaritmo natural en el plano complejo. Existe ¢ > 0 tal que para

todo z € C con |z| < 1/2, se tiene que

1
In(l1+42)—z+ 522 <clz?

Demostracion. Puesto que In(1 + z) tiene expansion en serie de potencias para todo z € C

tal que |z| < 1, se sigue que si |z| < 1/2

1
In(1+ 2) —z+§zz

IA
NE
s ‘W

B ) 1
= Iz (; W nt3 3
3 > Z|n ].
< B2+
n=1
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< o (i (%) ~ %)

n=1
3 1
< 7 @)+ 3 ),
3
por lo tanto tomando ¢ = In(2) 4 1/3 se tiene el resultado. O

Lema 4.0.5. Sea h una funcion continua de [0,1] a R, o € (0,1] y v € R. Hay una tinica

solucion continua a la ecuacion

Doy(t) = yy(t) + h(t), TI'*y(0) =0,

dado por

t t
1
y(t) = / (t — 8 Ean(1(t — 5)")h(s)ds = / Lt — syn(s)ds.
0 0 Y
Demostracion. Ver [12], ejemplo 42.2. [

Lema 4.0.6. Sea h una funcién continua no negativa de [0,1] a R tal que para cualquier
t €10,1],
t
h(t) <e-+ C/ fO(t — s)h(s)ds,
0

para algiin e > 0y C > 0. Entonces para cualquier t € [0, 1],

h(t) < C'e,

con

1
C'=1+ C’v/ S By o(7(C — 1)s%)ds,
0

en particular, si ¢ = 0 entonces h = 0.

Demostracion. Ver [18], Lema A.3. O
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