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Agradezco al Dr. Manuel González Villa por ser mi asesor y orientarme en todo momento

a lo largo de mis estudios de maestrı́a. Agradezco a la Dra. Lilia Alanı́s López, al Dr. Jorge
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Introducción

El objetivo del presente escrito es entender la estructura detrás de los ideales multiplicadores

J (λ · C) asociados a una singularidad de curva plana C. En especı́fico, se busca obtener

información de la singularidad usando la descomposición de Zariski en los ideales multipli-

cadores de la curva. A cada ideal multiplicador se le puede asociar el número de Milnor de

un elemento general, con lo cual se puede construir una sucesión. También se le puede aso-

ciar el número de factores que aparecen en la descomposición de Zariski. Resulta interesante

pregutarse acerca de las propiedades de estas sucesiones. Por ejemplo, ¿cuándo los ideales

multiplicadores son simples?, ¿cómo varı́a la descomposición de Zariski conforme λ crece?,

¿es posible dar explı́citamente estas sucesiones a partir del tipo topológico de la curva?, ¿qué

información se puede recuperar de las mismas?, etc.

En este escrito se encontraron algunos resultados parciales para una curva irreducible con

un par de Puiseux. Sin embargo, se espera desarrollar más estos resultados en un futuro.

La estructura de la presente tesina es la siguiente:

En el capı́tulo uno se hará un repaso de los conceptos y resultados preliminares que se

consideran necesarios para el desarrollo del presente trabajo, sin profundizar en los mismos.

En la primera mitad del capı́tulo dos se trabajará con gérmenes de curvas en el plano com-

plejo. En particular, se demostrará la existencia de parametrizaciones de la curva, ası́ también
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se mencionará el método de Newton para encontrar la parametrización de Puiseux. Además

se introducirán los exponentes caracterı́sticos y los pares de Puiseux, los cuales son invari-

antes de dicha parametrización. En la segunda mitad del capı́tulo se estudiará la resolución

de singularidades planas mediante explosiones en puntos. Se demostrará que siempre existe

dicha resolución, además se introducirán el grafo de resolución y la secuencia de multiplici-

dades asociada a dicha resolución. Estos últimos también son invariantes de la singularidad.

En el tercer capı́tulo se repasarán los fundamentos necesarios para poder enunciar el Teo-

rema de Factorización de Zariski, el cual nos dice que un ideal integralmente cerrado en un

anillo local regular de dimensión 2 admite una factorización esencialmente única en términos

de potencias de ideales simples y m-primarios. En el caso de ideales monomiales esta factor-

ización adquiere una interpretación geométrica usando el polı́gono de Newton del ideal.

En el cuarto capı́tulo se definirán los ideales multiplicadores de un Q-divisor en una var-

iedad algebraica compleja X , ası́ como de una gavilla de ideales a ⊂ OX . Para esto primero

se definirán las log-resoluciones. Los ideales multiplicadores son ideales integralmente cer-

rados y están determinados por un parámetro λ > 0. Los números de salto son los valores de

λ para los cuales el ideal multiplicador cambia. Estos números son racionales y presentan la

propiedad de ser periódicos. También se enunciará el Teorema de Howald, el cual nos permite

calcular, de una manera sencilla, ideales multiplicadores asociados a ideales monomiales o a

curvas no degeneradas respecto a su polı́gono de Newton.

En el quinto, y último capı́tulo, se estudiará la descomposición de Zariski de los ideales

multiplicadores de una singularidad plana. Además se introducirán dos sucesiones asoci-

adas a dicha descomposición, las cuales son la sucesión de Milnor y la sucesión de factores.

Se mostrarán resultados parciales para el caso de singularidades irreducibles con un par de

Puiseux. Por último, se hablará del algoritmo de Alberich-Carramiñana, Álvarez y Blanco,

el cual nos ayuda a encontrar generadores monomiales en términos de elementos de contacto

máximo de ideales completos (i.e. integralmente cerrados).

Por último, en el Apéndice 1 se muestra un script hecho en para calcular la descom-

posición de Zariski para singularidades con un par de Puiseux de la forma ya + xb = 0.
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CAPÍTULO 1

Preliminares

Definición 1.0.1. El gérmen de una función holomorfa en un punto p ∈ Cn se define como la

clase de equivalencia de funciones holomorfas definidas en una vecindad de p. Dos funciones

f, g definen el mismo gérmen si existe una vecindad U de p tal que f |U = g|U .

La suma y multiplicación de funciones induce una estructura de anillo en el conjunto de

gérmenes de funciones holomorfas en p. Dicha estructura se llama anillo de gérmenes de

funciones holomorfas en p y se denota por OCn,p.

Como cada función holomorfa es analı́tica, podemos asociarle su expansión de Taylor

alrededor del punto p. Además, dos funciones que definen el mismo gérmen tienen la misma

expansión de Taylor. Con esto podemos definir un homomorfismo entre OCn,p y el anillo

de series convergentes en n variables C{x1, x2, . . . , xn}, el cual resulta ser un isomorfismo.

Para simplificar la notación, en ocasiones escribiremos C{x} = C{x1, x2, . . . , xn}.

Definición 1.0.2. Un elemento f ∈ C{x1, x2, ..., xn} es llamado xi-regular de orden k si

f(0, ..., xi, ...0) tiene un cero de orden k.

Definición 1.0.3. Un elemento p ∈ C{x}[t] es llamado polinomio de Weierstraß si tiene la

3



forma

tk + a1(x)tk−1 + ...+ ak(x),

donde ai ∈ xC{x} para toda i ∈ {1, 2, ..., k}. En otras palabras, es un polinomio mónico

cuyos coeficientes son funciones analı́ticas que se anulan en el origen.

Teorema 1.0.4 (División de Weierstraß). Sean f, g ∈ C{t, x} y supongamos que f es t-

regular de orden k. Entonces existen únicos q ∈ C{t, x} y r ∈ C{x}[t], con el grado de r

estrictamente menor a k, tales que

g = qf + r.

Teorema 1.0.5 (Preparación de Weierstraß). Sea f ∈ C{t, x} t-regular de orden k. Entonces

existen g ∈ C{t, x} y p ∈ C{x}[t] polinomio de Weierstraß tales que

f(t, x) = p(t) · g(t, x)

con g(0, 0) 6= 0. Además los polinomios p y g están determinados de manera única.

Observaciones 1.0.6.

(i) Podemos encontrar una vecindad U del origen en la cual g no se anula. Entonces los

ceros de f coinciden con los ceros del polinomio p(t) = tk + a1(x)tk−1 + ... + ak(x)

en U .

(ii) Bajo un cambio de coordenadas, siempre podemos asumir que f sea t-regular.

Definición 1.0.7. Sean f, g ∈ C{x, y}, definimos el número de intersección o multiplicidad

de intersección (f · g) como

(f · g) = dimC C{x, y}/(f, g),

donde (f, g) es el ideal generado por f y g.

Una parametrización x(t), y(t) ∈ C{t} se dice que es buena si no existe parametrización

x1(t), y1(t) ∈ C{t} tal que x(t) = x1(τ1(t)) y y(t) = y1(τ1(t)), donde τ1 es un elemento de

C{t} tal que ord τ1 > 1.
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Capı́tulo 1. Preliminares

Proposición 1.0.8. Sean f, g, h ∈ C{x, y}. Las siguientes son propiedades básicas del

número de intersección.

(i) (f · g) depende solamente del ideal (f, g).

(ii) (f · g + hf) = (f · g).

(iii) (f · gh) = (f · g) + (f · h).

(iv) Si (x(t), y(t)) es una buena parametrización de f irreducible, entonces (f · g) =

ord g(x(t), y(t)).

Definición 1.0.9. Sea f ∈ C{x1, ..., xn}.

(i) Definimos el ideal Jacobiano por J(f) := ( ∂f
∂x1
, ..., ∂f

∂xn
).

(ii) El álgebra de Milnor de f se define como la C-álgebra C{x1, ..., xn}/J(f). El número

de Milnor de f se define como

µ(f) := dimCC{x1, ..., xn}/(J(f)).

Lema 1.0.10 (Teissier). Sea f ∈ C{x, y} con f(0, 0) = 0 y f(0, y) 6= 0. Entonces(
f · ∂f

∂y

)
= µ(f) + (f · x)− 1.

Proposición 1.0.11. Sea f ∈ C{x, y} con f(0, 0) = 0. Las siguientes afirmaciones se tienen.

(i) Si g = fu, donde u es una unidad, entonces µ(g) = µ(f).

(ii) Si f = f1, ..., fr con fi(0) = 0 y las fi son coprimas 2 a 2, entonces

µ(f) +m− 1 =
r∑
i=0

µ(fi) + 2
∑

1≤i<j≤m

(fi · fj). (1.1)

Proposición 1.0.12. Sea r el número de ramas de la curva f = 0. Entonces

µ(f) + r ≡ 1 (mod 2).
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CAPÍTULO 2

Curvas Planas

En el presente capı́tulo nos enfocaremos en estudiar las propiedades de curvas en el plano

complejo C2. Como sólo nos interesan propiedades locales, nos enfocaremos en estudiar

gérmenes de funciones analı́ticas en el origen. Para esto consideraremos f ∈ C{x, y}

con f(0, 0) = 0. En la sección 2.1 se estudiará el método de Newton para encontrar una

parametrización de f(x, y) = 0, dicha parametrización recibe el nombre de parametrización

de Puiseux o de Newton-Puiseux. También se definirán los pares de Puiseux y los exponentes

caracterı́sticos, los cuales son invariantes asociados a dicha parametrización. En la sección

2.2 se discutirá un proceso para desingularizar curvas, el cual consiste en resolución de singu-

laridades mediante explosiones en puntos. Se probará que siempre es posible desingularizar

una curva plana mediante este método. También se introducirán invariantes asociados a la res-

olución, los cuales son equivalentes a los exponentes caracterı́sticos y a los pares de Puiseux

de la parametrización de Puiseux de f = 0.
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2.1. Desarrollo de Newton y Pares de Puiseux

2.1 Desarrollo de Newton y Pares de Puiseux

Estudiar el conjunto de ceros de f , en cierta forma, es encontrar soluciones de la ecuación

f(x, y) = 0. En el caso de que f sea regular en el origen, podemos hacer uso del teorema de

la función implı́cita para encontrar una función analı́tica y(x), definida en una vecindad del

origen, tal que f(x, y(x)) = 0.

El caso más interesante es cuando f tiene una singularidad en el origen. Como no pode-

mos hacer uso del teorema de la función implı́cita, necesitamos un enfoque distinto. Para

esto, en vez de buscar una solución y(x) en series de potencias enteras de x, permitiremos

potencias fraccionarias. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Consideremos f(x, y) = y3−x2, notemos que y(x) = x2/3 satisface la ecuación

anterior.

Ejemplo 2. En general, si µ es un racional positivo y f(x, y) es un polinomio de la forma

f(x, y) =
∑

a+µb=w

cabx
ayb

esto es, f es un polinomio cuasi-homogéneo con peso (1, µ) y grado w. Entonces podemos

encontrar una solución de la forma y = txµ. Basta sustituir esta expresión para obtener

f(x, txµ) =
∑

a+µb=w

cabx
a+µbtb

= xw
∑

a+µb=w

cabt
b

= xwg(t).

Si t0 es un cero de g, entonces una solución para f(x, y) = 0 es de la forma y = t0x
µ.

Además podemos tomar t0 6= 0 en el caso de que f no sea un monomio.

En el Ejemplo 2 notamos que podemos obtener una solución de la forma y(x) = txµ

siempre que nuestra función f sea un polinomio cuasi-homogéneo. Para el caso general,

podemos ir construyendo una solución al aproximar mediante polinomios cuasi-homogéneos.
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Capı́tulo 2. Curvas Planas

Esta es la idea central en el método que desarrolló Newton en una serie de cartas enviadas a

Leibniz.

Definición 2.1.1. Sea f(x, y) =
∑
cabx

ayb una serie de potencias en C{x, y}, tenemos las

siguientes definiciones.

(i) ∆(f) = {(a, b) ∈ N2 : cab 6= 0} es llamado el soporte de f .

(ii) El polı́gono de Newton de f se define como

Γ(f) = conv

 ⋃
p∈∆(f)

(p+ R2
≥0)

 ,

donde conv es la envolvente convexa.

(iii) Se le llaman caras a los lados compactos del polı́gono de Newton.

(iv) Si S es una cara de Γ(f), definimos la restricción de f sobre S como

fS =
∑

(a,b)∈S

cabx
ayb

Un polinomio cuasi-homogéneo tiene su soporte sobre una lı́nea recta. Además, dado un

polinomio f , la restricción fS es un polinomio cuasi-homogéneo.

Antes de explicar el método de Newton de forma general, ilustremos primero con un

ejemplo la idea central.

Ejemplo 3. Consideremos f(x, y) = y4− 2x3y2− 4x4y− x5 + x6, su soporte está dado por

∆(f) = {(0, 4), (3, 2), (4, 1), (5, 0), (6, 0)}.

Observamos que su soporte no está sobre una recta, por lo que no podemos encontrar

una solución como en el Ejemplo 2. Sin embargo, podemos escribir f = f̃ + g, donde

f̃(x, y) = y4 − x5 y g(x, y) = −2x3y2 − 4x4y + x6.

Una solución de f̃ = 0 es y = x5/4. Sustituyendo en f(x, y) obtenemos

f(x, x5/4) = g(x, x5/4) = −2x11/2 − 4x21/4 + x15/2,
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2.1. Desarrollo de Newton y Pares de Puiseux

con lo cual los términos de menor grado han desaparecido. Podemos tomar como una aprox-

imación la solución y = x5/4. Una buena suposición es pensar que la solución real difiere de

la aproximación sólo por términos de mayor grado. Expresamos la solución real como

y = x5/4 + términos de grado mayor

= x5/4(1 + y1),

y consideramos el cambio de variable x = x4
1. Sustituyendo en f(x, y) obtenemos

f(x, y) = x20
1 (1 + y1)4 − 2x22

1 (1 + y1)2 − 4x21
1 (1 + y1)− x20

1 + x24
1

= x20
1 [(1 + y1)4 − 2x2

1(1 + y1)2 − 4x1(1 + y1)− 1 + x4
1]

= x20
1 f1(x1, y1),

donde

f1(x1, y1) = x4
1 − 2x2

1y
2
1 − 4x2

1y1 − 2x2
1−4x1y1 − 4x1 + y4

1

+ 4y3
1 + 6y2

1 + 4y1.

El soporte de f1 se encuentra sobre un conjunto de lı́neas paralelas de pendiente -1. Por

lo que podemos encontrar una solución de la forma y1 = tx1.

f1(x1, tx1) = x4
1 − 2t2x4

1 − 4tx3
1 − 2x2

1 − 4tx2
1 − 4x1

+ t4x4
1 + 4t3x3

1 + 6t2x2
1 + 4tx1

= (4t− 4)x1 + (6t2 − 4t− 2)x2
1 + (4t3 − 4t)x3

1

+ (t4 − 2t2 + 1)x4
1.

Tomando t = 1 eliminamos el término de menor grado. De hecho y1 = x1 es una solución

de f1(x1, y1) = 0. Dando marcha atrás a los cambios de variable hechos, encontramos la

solución y = x5/4 + x3/2 para f(x, y) = 0.

Ahora podemos describir el método de Newton en general. Para esto consideremos

f(x, y) =
∑
cabx

ayb ∈ C{x, y} y, sin pérdida de generalidad, supongamos que es y-general
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Capı́tulo 2. Curvas Planas

de orden m. Consideremos la restricción fS , donde S es la cara con la menor pendiente del

polı́gono de Newton ∆(f). Escribamos

f(x, y) = fS(x, y) + g(x, y)

=
∑

a+µ0b=mµ0

cabx
ayb +

∑
a+µ0b>mµ0

cabx
ayb

donde − 1
µ0

es la pendiente de la cara S. Como fS es un polinomio homogéneo, podemos

encontrar una solución y0 = t0x
µ0 con t0 6= 0 (véase Ejemplo 2). Esta solución aproxima a

una solución de f(x, y) = 0 al anular los términos de menor grado.

Escribamos µ0 = p0
q0

, donde p0 y q0 son primos relativos. Para evitar trabajar con potencias

fraccionarias, hagamos x1 := x1/q0 . La primera aproximación toma la forma y0 = t0x
p0
1 .

Para mejorar la aproximación, hagamos

y = xp01 (t0 + y1),

y sustituyamos en f(x, y) para obtener

f(x, y) = f(xq01 , x
p0
1 (t0 + y1))

=
∑

a+µ0b=mµ0

cabx
aq0+bp0
1 (t0 + y1)b +

∑
a+µ0b>mµ0

cabx
aq0+bp0
1 (t0 + y1)b

=
∑

aq0+bp0=mp0

cabx
aq0+bp0
1 (t0 + y1)b +

∑
aq0+bp0>mp0

cabx
aq0+bp0
1 (t0 + y1)b

= xmp01 f1(x1, y1), (2.1)

donde la serie f1(x1, y1) es y1-general de orden m1 ≤ m.

En el caso de que el polı́gono de Newton Γ(f) sea una traslación del primer cuadrante,

no podemos encontrar una cara S para iniciar el algoritmo. Pero eso significa que la recta

paralela al eje x que delimita a Γ(f), cruza por el punto (0,m). Entonces podemos escribir

f(x, y) = ymg(x, y)

donde g(0, 0) 6= 0. En este caso tenemos la solución trivial y ≡ 0.
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2.1. Desarrollo de Newton y Pares de Puiseux

Continuando el proceso anterior recursivamente, obtenemos una sucesión fi(xi, yi) de

series, donde cada fi es yi-general de orden mi ≤ mi−1 y xi+1 = x
1/qi
i .

Además también obtenemos una sucesión de aproximaciones de la forma

y = xµ0(t0 + y1),

y1 = xµ11 (t1 + y2),

...

yi = xµii (ti + yi+1),

...

Con lo anterior, podemos encontrar una serie de la forma

y = xµ0(t0 + xµ11 (t1 + xµ22 (t2 + . . .)))

= t0x
µ0 + t1x

µ0+
µ1
q0 + t2x

µ0+
µ1
q0

+
µ2
q0q1 + . . . , (2.2)

la cual es una solución para f(x, y) = 0.

Observaciones 2.1.2.

(i) La serie (2.2) se llama serie de Puiseux de la curva f(x, y).

(ii) Si durante el proceso anterior encontramos alguna yi ≡ 0, entonces la solución es un

polinomio en la variable x1/n para n = µ0µ1 . . . µi−1.

(iii) El proceso tampoco nos asegura la convergencia de la serie obtenida. Sin embargo más

adelante se demostrará esto.

La siguiente proposición nos asegura que los denominadores de los exponentes frac-

cionarios no crecen indefinidamente.

Proposición 2.1.3. Existe un ı́ndice i0 tal que µi es entero para i ≥ i0. Haciendo n :=

q0q1 . . . qi0 , podemos escribir la serie (2.2) como una serie de potencias en x1/n.
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Capı́tulo 2. Curvas Planas

Demostración. Primero demostraremos que simi = mi+1, entonces µi es entero. Sin pérdida

de generalidad, tomemos i = 0. Por la ecuación (2.1) podemos escribir a f1 como

f1(x1, y1) =
∑

aq0+bp0=mp0

cab(t0 + y1)b + x1

( ∑
aq0+bp0>mp0

cabx
aq0+bp0−mp0−1
1 (t0 + y1)b

)
.

Además f1 es y1-general de orden m1, entonces

f1(0, y1) =
∑

aq0+bp0=mp0

cab(t0 + y1)b. (2.3)

Sea h(t) = f1(0, t− t0), el cual es un polinomio de grado m = m0. Como y1 = 0 es un cero

de f1(0, y1) de orden m1, entonces t = t0 es un cero de h del mismo orden. Por hipótesis

tenemos que m1 = m, luego

h(t) = c(t− t0)m, c 6= 0.

En particular, al desarrollar la expresión anterior, el coeficiente de tm−1 es diferente de cero.

Esto equivale a que ca,m−1 6= 0 en la ecuación (2.3). Se deduce que

aq0 + (m− 1)p0 = mp0, entonces µ0 = a ∈ N.

Por lo anterior, vemos que µi /∈ N solamente cuando mi > mi+1. Pero como

m = m0 ≥ m1 ≥ . . .

es una sucesión decreciente de enteros no negativos, entonces existe i0 tal que µi ∈ N para

i ≥ i0.

Los siguientes teoremas nos garantizan que la serie (2.2) es convergente. Sus demostra-

ciones se pueden encontrar en [JP00, Capı́tulo 5].

Teorema 2.1.4. Sea f ∈ C{x, y} irreducible y distinta de 0. Entonces existen x(t), y(t) ∈

C{t} tales que

13



2.1. Desarrollo de Newton y Pares de Puiseux

(i) f(x(t), y(t)) = 0,

(ii) dimC(C{x(t), y(t)}) <∞.

Teorema 2.1.5. Sean x(t), y(t) ∈ tC{t} y sea R := C{x(t), y(t)}. Supongamos que

dimC(C{t}/R) < ∞. Entonces existe f ∈ C{x, y} irreducible tal que R ∼= C{x, y}/(f).

Más aún, C{t} es la normalización de R.

Teorema 2.1.6. Sea ε una raı́z n-ésima primitiva de la unidad. Sea C{t, y} una extensión

del anillo C{x, y}, donde x = tn.

(i) Sea f = yn + cn−1(x)yn−1 + . . . + c0(x) un polinomio irreducible de Weierstraß.

Entonces existe y ∈ tC{t} tal que

f =
n∏
i=1

(y − y(εit)).

(ii) Sea y(t) ∈ tC{t} tal que dimC(C{t}/C{tn, y(t)}). Entonces f =
∏n

i=1(y − y(εit)) es

un polinomio irreducible de Weierstraß en C{x, y}.

Corolario 2.1.7. Sea f ∈ C{x, y}. Entonces se tiene las siguientes afirmaciones.

(i) Supongamos que f ∈ C{x, y} es irreducible. Entonces f es también irreducible como

elemento de C[[x, y]].

(ii) Si f = f1f2 con f1, f2 ∈ C[[x, y]] y f1 es un polinomio de Weierstraß en y. Entonces

f1, f2 ∈ C{x, y}.

(iii) Supongamos que y = y(x) es una solución formal de f(x, y) = 0. Entonces y(x) es

convergente.

Consideremos una curva plana C con parametrización de la formax(t) = tn,

y(t) =
∑

i≥n ait
i

14



Capı́tulo 2. Curvas Planas

y definamos inductivamente k0 = e0 = n y

kj = min{i : ai 6= 0, ej−1 - i}, ej = gcd(kj, ej−1) para j ≥ 1.

Continuando encontramos g ∈ N tal que eg = 1. Además se tiene que

k0 < k1 < ... < kg

y que k1, k2, ..., kg son primos relativos. También se tiene que eg < eg−1 < ... < e0 = n.

Definición 2.1.8. Al conjunto {k0, k1, ..., kg} se le llama conjunto de exponentes carac-

terı́sticos de C.

Los pares de Puiseux están muy relacionados con los exponentes caracterı́sticos. A con-

tinuación se definen.

Definición 2.1.9. Sea C un gérmen de curva plana y sean k0, ..., kg los exponentes carac-

terı́sticos de C. Definamos los pares de Puiseux como sigue: Sea (n1,m1) definido por
k1
k0

= n1

m1
en donde gcd(n1,m1) = 1 y sea (nj,mj) definido por nj

mj
=

kjm1,...,mj−1

k0
con

gcd(nj,mj) = 1, para j ≥ 2.

Para entender mejor la definición anterior, consideremos la serie de Puiseux de la curva

C, la cual tiene la forma

y(x) =
∑
k∈Q

akx
k.

Si la curva no es suave, entonces existe un k1 mı́nimo no entero tal que ak1 6= 0. Sea k1 = n1

m1

con gcd(n1,m1) = 1, entonces (n1,m1) es el primer par de Puiseux. Para el segundo par

de Puiseux, buscamos el mı́nimo de los exponentes de la serie que no se puede escribir de

la forma a
m1

. Sea k2 este número, y escribamos k2 = n2

m1m2
con gcd(n2,m2) = 1. El par

(n2,m2) es el segundo par de Puiseux. Y ası́ sucesivamente se encuentran el resto de pares

de Puiseux. Cabe señalar que k0 = m1...mg y ki = k0ki para i = 1, ..., g. Por tanto, se

pueden obtener los exponentes caracterı́sticos de los pares de Puiseux y viceversa.
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2.2. Resolución por explosiones

2.2 Resolución por explosiones

Consideremos X ⊂ C2 × P1
C definido por

X = {(x, y, u : v) ∈ C2 × P1
C : xv = yu},

donde (x, y) son coordenadas afines en C2 y (u : v) son coordenadas homogéneas de P1
C.

El subconjunto X se puede interpretar como los pares (p, l) ∈ C2 × P1
C tales que el punto

p ∈ C2 está sobre la recta l ∈ P1
C que pasa por el origen. Más aún, si p 6= 0, entonces existe

un único par (p, l) ∈ X . En el caso de que p = 0, se tiene que (p, l) ∈ X está en X , para

cualquier l ∈ P1
C.

Definamos la función

π : X −→ C2

(p, l) 7−→ p,

la cual es la proyección en la primer coordenada de X . Es fácil ver que π es un biholomor-

fismo entre C2 \ {0} y π−1(C2 \ {0}). Además π−1({0}) ∼= P1
C.

Definición 2.2.1. Al par (X, π) definido anteriormente, se le conoce como la explosión de

C2 en el origen.

Observaciones 2.2.2.

i. Se pueden definir explosiones en puntos distintos del origen usando un cambio de co-

ordenadas.

ii. Al conjunto π−1({0}) se le llama divisor excepcional y se denota por E.

iii. El conjunto X es una subvariedad de C2 × P1
C dada por la ecuación xv = yu.

iv. Las explosiones en puntos también se pueden generalizar fácilmente para Cn. Para esto

consideremos el par (X, π) donde X = {(x, z) ∈ Cn × Pn−1
C : ∃λ > 0, x = λz} y

π : X −→ Cn es la proyección en la primera coordenada.

16



Capı́tulo 2. Curvas Planas

Podemos describir localmente al espacioX mediante el par de cartas usuales de P1
C. Sean

U ′1 = {(1 : v)}, U ′2 = {(u : 1)} las cartas de P1
C. Entonces un par de cartas para X están

dadas por

U1 = X ∩
(
C2 × U1

)
= {(x, y, 1 : v) : xv = y} ∼= {(x, xv, v) ∈ C3} ∼= C2

U2 = X ∩
(
C2 × U2

)
= {(x, y, u : 1) : xv = y} ∼= {(yu, y, u) ∈ C3} ∼= C2

En caso de una curva C ⊂ C2 que contenga al origen, se tiene la siguiente definición.

Definición 2.2.3. Sea C ⊂ C2 una curva que contenga al origen y sea (X, π) la explosión de

C2 en el origen.

(i) La transformada total de C bajo (X, π) se define como π−1(C).

(ii) Al conjunto π−1(C \ {0}) se le llama transformada estricta de C y se denota por C̃.

La explosión es un proceso local, por lo cual podemos definirlo sobre una variedad com-

pleja M de dimensión 2 en un punto p. Para hacer esto tomemos una carta φ : U ⊂ M −→

V ⊂ C2, donde U es una vecindad de p y V es una vecindad de 0. Consideremos la ex-

plosión (X, π) y sea V ′ = π−1(V ). La idea es reemplazar la vecindad U (biholomorfa a V)

por la vecindad V ′. Para hacer eso, definamos M ′ como la variedad compleja que resulta

de pegar M \ {p} con V ′ al identificar U \ {p} con V ′ \ {p} mediante el biholomorfismo

π−1 ◦ φ : U \ {p} −→ V ′ \ {p}. Es natural definir la función π′ : M ′ −→M mediante

π′(x) =

x si x ∈M ′ \ V ′

(φ−1 ◦ π)(x) si x ∈ V ′
,

la cual es holomorfa. El par (M ′, π′) se define como la explosión de M en p.

Ejemplo 4. Consideremos C = {(x, y) ∈ C2 : x2 − y2 = 0} = C1 ∪ C2, la cual consiste en

un par de rectas que se intersecan en el origen.
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La transformada total de C es

π−1(C) = {(x, y, u : v) : x2 − y2 = 0, xv = yu},

la cual vista en la carta U1 está dada por

π−1(C) ∩ U1 = {(x, y, 1 : v) : x2 − y2 = 0, xv = y} ∼= {(x, v) ∈ C2 : x2(1− v2) = 0}.

El divisor excepcional E está dado por x = 0, ya que π(x, v) = 0 solamente cuando x = 0.

Entonces podemos escribir la transformada total como

π−1(C) ∩ U1 = E ∪ {(x, v) ∈ C2 : 1− v2 = 0} = E ∪ {(x,±1) : x ∈ C}.

6E

C̃1

C̃2
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Capı́tulo 2. Curvas Planas

Por tanto, la transformada estricta C̃ = C̃1 ∪ C̃2 consiste en un par de rectas paralelas las

cuales intersecan a E en los puntos (0, 1) y (0,−1). Se llega a un resultado análogo usando

la carta U2.

Ejemplo 5. Sea C = {(x, y) ∈ C2 : y2 − x3 = 0}. La transformada total en la carta U1

corresponde al cambio de variables (x, y) 7→ (x, xv). Entonces

π−1
1 (C) ∩ U1 = {(x, v) ∈ C2 : x2(v2 − x) = 0}.

x

y
C

El divisor excepcional E1 está dado por x = 0, luego la transformada estricta está deter-

minada por

C̃1 = {(x, v) ∈ C2 : v2 − x = 0}

la cual interseca al divisor E1 en v = 0.
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x

E1

v

C̃1

La curva C̃1 es suave, sin embargo no interseca transversalmente al divisor E1. Al hacer

una segunda explosión en el punto de intersección, la transformada total en la carta U2 es

π−1
2 (C̃1) = {(x1, v1) ∈ C2 : v1(v1 − x1) = 0}.

El divisor excepcional E2 corresponde a la ecuación v1 = 0 y la transformada estricta de C̃1

es C̃2 = {(x1, v1) ∈ C2 : x1 − v1 = 0}. La transformada estricta de E1 corresponde a la

ecuación x1 = 0 y la seguiremos denotando por E1.

x1
E2

v1

E1

C̃2

Como podemos observar, la curva C̃2 interseca a E1 y E2. Al hacer una última explosión,

se obtienen 3 rectas paralelas que intersecan transversalmente al divisor E3.
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E1

E2

E3

C̃3

En los Ejemplos 4 y 5 observamos que las explosiones separan las direcciones que pasan

por el origen. Además, las curvas tienen una singularidad en el origen, pero sus transforma-

ciones estrictas son lisas. Podemos suponer que las explosiones son una herramienta para la

resolución de singularidades de curvas planas. A continuación se formalizará esta idea.

2.2.1 Resolución de curvas planas irreducibles

Definición 2.2.4. Sea C ⊂ U un gérmen de curva plana irreducible. Consideremos la sigu-

iente sucesión de explosiones

Xn Xn−1 · · · X1 U

C̃n C̃n−1 · · · C̃1 C = C̃0

πn π1

∪ ∪ ∪ ∪

donde la i-ésima transformada estricta está dada por C̃i = (π1 ◦ · · · ◦ πi)−1(C \ {0}). Defi-

namosE(i) := (π1◦· · ·◦πi)−1(0). Se dice que la sucesión anterior es una resolución estándar

si cumple

(1) C es suave y n = 0, o bien,

(2) C̃n es suave, interseca solamente a una componente deE(n) y lo hace de forma transver-

sal. Además para i < n se cumple
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2.2. Resolución por explosiones

(i) C̃i−1 tiene un punto singular y πi es la explosión de Xi−1 en este punto, o bien,

(ii) C̃i−1 es suave, pero no interseca a E(i−1) de forma transversal, o bien,

(iii) C̃i−1 es suave, interseca a E(i−1) transversalmente, pero interseca a más de una

componente de E(i−1).

Teorema 2.2.5. Sea C un gérmen de curva plana irreducible. Entonces siempre existe una

resolución estándar para C.

Demostración. Si C es suave, no hay nada que probar. Consideremos que C no sea suave,

mediante el método de Newton podemos encontrar una parametrización de C de la forma
x = tp

y =
∑
m≥q

amt
m, am 6= 0

tal que p < q y p - q. Consideremos la explosión en la carta U1, el cambio de variables está

dado por (x, y) 7→ (x, xv). Entonces una parametrización para la transformada estricta es
x = tp

v =
∑
m≥q

amt
m−p, am 6= 0

Sea n = min
k∈N
{q − kp < p}. Continuando el proceso, luego de n explosiones, obtenemos una

parametrización de la n-ésima transformada estricta de la forma
x = tp

y =
∑
m≥q

amt
m−np, am 6= 0

Observamos que la multiplicidad de C̃n es q − np < p. Por lo que haciendo un cambio de

coordenadas obtenemos una parametrización de la forma
x = tp−nq

y =
∑
m≥q1

amt
m, am 6= 0

22



Capı́tulo 2. Curvas Planas

tal que p − nq < q1 y p − nq - q1. Hemos probado que después de un número finito de

explosiones, se reduce la multiplicidad de la transformada estricta. Por tanto, continuando el

proceso, obtenemos una curva C̃N suave. En caso de que la intersección de la curva C̃N con

E(N) no sea transversal, se puede seguir haciendo explosiones hasta que suceda. En caso de

que la intersección sea con más de una componente de E(N), una explosión es suficiente.

Definición 2.2.6. Usando la notación de la Definición 2.2.4, denotemos por mi a la multipli-

cidad de C̃i en el punto de intersección con E(i). Y sea m0 la multiplicidad de C en el origen.

Se le llama secuencia de multiplicidades a la sucesión (m0, ...,mn−1).

Con el fin de simplificar, a una resolución estándar se le puede asociar un grafo ponderado,

de tal forma que la información de la resolución sea codificada en los pesos de los vértices

del grafo.

Definición 2.2.7. Sea π = πn ◦ . . . π1 : Xn −→ C una resolución estándar de C donde

C = {f(x, y) = 0}. Sea C̃n la transformada estricta y sea E = π−1(0) =
⋃n
i=1Ei el divisor

excepcional. Consideremos un grafo G tal que el conjunto de sus vértices sea {E1, ..., En}.

Unimos Ei y Ej con una arista si Ei ∩ Ej 6= ∅, también dibujemos una flecha en Ei si

Ei ∩ C̃n 6= ∅. A cada vértice Ei se le asocia el peso ri = ord Ei(π
∗f). Al grafo G se le llama

el grafo de la resolución.

Ejemplo 6. Regresando al Ejemplo 5, su grafo de la resolución es el siguiente.

E1

2 6

E3 E2

3

Para calcular sus pesos vemos que en la carta correspondiente al cambio de variables (x, y) 7→

(x, xv) la transformada de C está definida por x2(v2 − x) = 0. Como el divisor E1 está

dado por x = 0, se sigue que r1 = 2. Para la segunda explosión, la expresión local de

la transformada total es x2
1v

3
1(v1 − x1) = 0, la cual corresponde al cambio de variables

(x, v) 7→ (x1v1, v1). El divisor E2 está determinado por v1 = 0, por tanto r2 = 3. La
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última explosión localmente corresponde al cambio (x1, v1) 7→ (x2, x2v2), por lo que su

transformada total está definida en esa carta por x6
2v

3
2(v2−1) = 0. El divisor E3 está definido

por x2 = 0, entonces r3 = 6. Por último, la secuencia de multiplicidades es (2, 1, 1).

Proposición 2.2.8. El número de Milnor de un gérmen de curva plana irreducible definido

por f = 0 se puede obtener mediante la secuencia de multiplicidades. En especı́fico,

µ(f) =
∑

mi(mi − 1).

El siguiente resultado nos dice que la información codificada por la secuencia de mul-

tiplicidades es equivalente a la información codificada por los exponentes caracterı́sticos de

una curva plana irreducible.

Teorema 2.2.9 ([JP00, Teorema 5.3.12]). Sea C un gérmen de curva plana irreducible con

exponentes caracterı́sticos k0, . . . , kg. El siguiente algoritmo calcula la secuencia de multi-

plicidades:

Si g = 0 entonces la secuencia de multiplicidades es ∅. Si g > 0, definamos χ1 := k1 y

ρ1,1 := k0 y desarrollemos su algoritmo de Euclides.

χ1 =µ1,1ρ1,1 + ρ1,2

ρ1,1 =µ1,2ρ1,2 + ρ1,3

...

ρ1,w(1)−1 =µ1,w(1)ρ1,w(1).

Definamos χi := ki−ki−1 y ρi,1 := ρi−1,w(i−1), con i = 2, . . . , g. Desarrollando el algoritmo

de Euclides para χi y ρi,1 obtenemos:

χi =µi,1ρi,1 + ρi,2

ρi,1 =µi,2ρi,2 + ρi,3
...

ρi,w(i)−1 =µi,w(i)ρi,w(i).
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Una vez hecho lo anterior, la secuencia de multiplicidades se construye como sigue

(ρ1,1, ..., ρ1,1︸ ︷︷ ︸
µ1,1 veces

, . . . , ρi,j, . . . , ρi,j︸ ︷︷ ︸
µi,j veces

, . . . , ρg,w(g), . . . , ρg,w(g)︸ ︷︷ ︸
µg,w(g) veces

).

Más aún, el proceso inverso recupera los exponentes caracterı́sticos k0, . . . , kg.

Ejemplo 7. Sea C el gérmen de curva plana irreducible con exponentes caracterı́sticos k0 =

12, k1 = 18, k2 = 32 y k3 = 35. El primer algoritmo de Euclides es

18 =1 · 12 + 6

12 =2 · 6

Para el siguiente algoritmo de Euclides se tiene χ2 = k2 − k1 = 14 y ρ2,1 = ρ1,2 = 6.

14 =2 · 6 + 2

6 =3 · 2.

Ahora χ3 = k3 − k2 = 3 y ρ3,1 = ρ2,2 = 2. El tercero algoritmo de Euclides es

3 =1 · 2 + 1

2 =2 · 1.

Por tanto la secuencia de multiplicidades es

(12, 6, 6, 6, 6, 2, 2, 2, 2, 1, 1).

Ahora recuperemos los exponentes caracterı́sticos de la secuencia de multiplicidades. Note-

mos que k0 = 12 y como k0 - k1 entonces k1 = 1 · 12 + 6 = 18. El primer algoritmo de

Euclides es

18 =1 · 12 + 6

12 =2 · 6.
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Para el siguiente algoritmo de Euclides, se debe de tener k2 − k1 = 2 · 6 + 2 = 14 ya que los

primeros dos 6 han sido usados en el algoritmo de Euclides anterior. Entonces k2 = 32 y el

segundo algoritmo de Euclides es

14 =2 · 6 + 2

6 =3 · 2.

Para el último algoritmo de Euclides, se tiene k3 − k2 = 2 · 1 + 1 = 3. Por tanto k3 = 35.

El siguiente teorema es un algoritmo para construir el grafo de resolución de una curva C

sin necesidad de realizar la resolución explı́citamente.

Teorema 2.2.10 ([JP00, Teorema 5.3.14]). Sea C un gérmen de curva plana irreducible y

sean k0, . . . , kg sus exponentes caracterı́sticos. Sean µi,j los mismos generados por los g

algoritmos de Euclides del Teorema 2.2.9, donde 1 ≤ i ≤ g, y 1 ≤ j ≤ w(i). El grafo de

resolución consiste de g cadenas de Puiseux Pi. Cada cadena consiste en w(i) bloques Sji

de la forma

Eπ(i,j)+1 Eπ(i,j)+2 Eπ(i,j)+µi,jEπ(i,j)+µi,j−1

donde

π(1, 1) = 0

π(i, 1) = π(i− 1, w(i− 1)) + µi−1,w(i−1), 2 ≤ i ≤ g,

π(i, j) = π(i, j − 1) + µi,j−1, 2 ≤ j ≤ w(i), 1 ≤ i ≤ g.

La cadena de Puiseux Pi es construida conectando el vértice final de Ski con el vértice

inicial de Sk+2
i , para 1 ≤ k ≤ w(i)− 2. Por último, se conecta el vértice final de Sw(i)−1

i con

el vértice final de Sw(i)
i .

Ahora las cadenas de Puiseux se unen en un mismo grafo conectando el vértice final de

S
w(i)
i

(i) con el vértice inicial de S1
i+1 si µi+1,1 6= 0,
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(ii) con el vértice inicial de S3
i+1 si µi+1,1 = 0 y w(i) ≥ 3 ,

(iii) con el vértice final de S2
i+1 si µi+1,1 = 0 y w(i) = 2.

Por último, se dibuja una flecha en el vértice final de Sw(g)
g , la cual representa la intersección

de la transformada estricta deC con el divisor excepcionalE. Los puntos de contacto corre-

sponden con los vértices del grafo que tienen valencia 3. Estos corresponden con los vértices

finales de los bloques Sw(i)
i . A continuación se muestra un bosquejo de la construcción del

grafo.

Puntos de contacto

Ejemplo 8. Regresando al Ejemplo 7, calculemos su grafo de resolución. La primera cadena

de Puiseux P1 está compuesta por los bloques S1
1 = {E1} y S2

1 = {E2, E3}. Además los

pesos de la cadena P1 son r1 = 12, r2 = 18 y r3 = 36.

E1

12

E3

36

E2

18

Cadena de Puiseux P1

La segunda cadena P2 está compuesta por los bloques S1
2 = {E4, E5} y S2

2 = {E6, E7, E8}.

Sus respectivos pesos son r4 = 42, r5 = 48, r6 = 50, r7 = 100 y r8 = 150.
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E4

42

E5

48

E8

150

E7

100

E6

50

Cadena de Puiseux P2

La última cadena, P3, está formada por los bloques S1
3 = {E9} y S2

3 = {E10, E11}. Sus

respectivos pesos son r9 = 152, r10 = 153 y r11 = 306.

E9

152

E11

306

E10

153

Cadena de Puiseux P3

El grafo de la resolución consiste en 3 pisos y se construye pegando E3 con E4 y E8 con E9.

Lo anterior es porque µ2,1 = 2 6= 0 y µ3,1 = 1 6= 0.

E4
42

E5

48

E8

150

E7

100

E6

50

E9
152

E11

306

E10

153

E1

12

E3

36

E2

18

Grafo de resolución del Ejemplo 7

En general, para una curva con k0,. . . , kg, el grafo de resolución tendrá g pisos. Cada piso

corresponde a una cadena de Puiseux.

Por último, el siguiente teorema recopila los invariantes vistos hasta ahora, ası́ como la

equivalencia de los mismo. Una demostración se encuentra en [JP00, Teorema 5.3.18].

Teorema 2.2.11. Para una singularidad de curva plana la siguiente información es equiva-

lente.
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Capı́tulo 2. Curvas Planas

(i) Los pares de Puiseux;

(ii) Los exponentes caracterı́sticos;

(iii) La secuencia de multiplicidades;

(iv) El grafo de resolución.

2.2.2 Resolución de curvas planas reducibles

Como en la sección anterior, empezaremos definiendo la resolución estándar de una curva

reducible.

Definición 2.2.12. Sea C = ∪ri=1Ci un gérmen de curva plana reducible con r ≥ 2 ramas.

Sea Xi
πi−→ · · · π2−→ X1

π1−→ U una sucesión de explosiones, y denotemos por E(i) al divisor

excepcional y por C̃i a la transformada estricta. La función πi : Xi −→ Xi−1 consiste en

explotar el espacio Xi−1 en los puntos de C̃i−1 ∩ E(i−1) tales que son singulares en C̃i−1, o

que son la intersección no transversal de C̃i−1 con E(i−1).

Entonces la sucesión Xk
πk−→ · · · π2−→ X1

π1−→ U es una resolución estándar de C si todas

las ramas de C̃k son suaves, no se intersecan entre ellas, y se intersecan transversalmente con

sólo una componente de E(k).

Análogamente al caso irreducible, el siguiente teorema nos asegura que siempre existe

una resolución estándar.

Teorema 2.2.13. Sea C un gérmen de curva plana reducible, entonces existe una resolución

estándar para C.

Demostración. Sea C = ∪ri=1Ci un gérmen de curva reducible. Como cada rama Ci es irre-

ducible, entonces por el Teorema 2.2.4 podemos encontrar una sucesión de explosiones tales

que la transformada estricta de Ci tenga intersección transversal con el divisor excepcional.

Ahora falta considerar el caso en el que dos componentes de C̃ tengan intersección no vacı́a.

29



2.2. Resolución por explosiones

Pero en este caso, podemos seguir haciendo explosiones para que disminuya la multiplici-

dad de intersección entre ellas. Por tanto, después de una cantidad finita de explosiones,

encontramos una resolución estándar de C.

La definición de grafo de resolución también aplica para el caso reducible. SiC = ∪ri=1Ci

es un gérmen de curva plana, su grafo de resolución se contruye de la misma forma que en la

Definición 2.2.7. En este caso, tendremos r flechas que representan las intersecciones de las

componentes de C̃ con el divisor excepcional E.

Definición 2.2.14. Sea C = ∪ri=1Ci un gérmen de curva reducible. Denotemos por C̃(j)
i a

la j−ésima componente de la i−ésima transformada estricta de C. Naturalmente se tiene

que C̃(j)
0 = Cj . El número de contacto de las ramas Cj y Ck se define como γ(Cj, Ck) :=

min{i ∈ Z≥0 : C̃
(j)
i ∩ C̃

(k)
i = ∅}.

El siguiente teorema nos dice que la información dada por el grafo de resolución de una

curva reducible C es equivalente a la información de los grafos de resolución de sus ramas,

junto a sus números de contacto. La demostración se puede consultar en [JP00, Teorema

5.4.5].

Teorema 2.2.15. Sea C = ∪ri=1Ci un gérmen de curva reducible. La siguiente información

es equivalente.

(i) El grafo de resolución de C.

(ii) El grafo de resolución de las ramas Ci junto con sus números de contacto γ(Cj, Ck).
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CAPÍTULO 3

Descomposición de Zariski

Los Teoremas de Zariski son una herramienta para el estudio de una cierta clase de ideales,

llamados integralmente cerrados. Estos ideales aparecen en diversas ramas de la Geometrı́a

Algebraica y la Teorı́a de Números, incluyendo la teorı́a de singularidades, valuaciones,

álgebras de Rees y álgebra homológica. El objetivo del presente capı́tulo es introducir los

conceptos necesarios para poder enunciar los resultados de Zariski. En la sección 3.1 se

definirá la noción de cerradura integral de un ideal en un anillo conmutativo con unidad,

ası́ como propiedades elementales de la cerradura integral. La cerradura integral de ideales

monomiales resulta ser un ideal monomial, este resultado se abordará en la sección 3.2. Por

último, en la sección 3.3 se enunciará el Teoremas de Factorización de Zariski, el cual nos

asegura que un ideal integralmente cerrado admite una factorización esencialmente única en

productos de potencias de ideales simples. También se mecionará el caso para ideales mono-

miales, el cual adquiere una interpretación geométrica.
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3.1. Cerradura integral de un ideal

3.1 Cerradura integral de un ideal

A lo largo de la sección se supondrá que R es un anillo conmutativo con unidad.

Definición 3.1.1. Sea I un ideal en un anillo R. Un elemento r ∈ R se dice que es integral

sobre I si se puede escribir de la forma

rn + a1r
n−1 + · · ·+ an−1r + an = 0, (3.1)

en donde ai ∈ I i para i = 1, . . . , n. La cerradura integral de I se define como el conjunto

de todos los elementos que son integrales sobre I y se denota por I . Un ideal I se dice que

es integralmente cerrado si I = I . Si I ⊂ J son ideales, se dice que J es integral sobre I si

J ⊂ I .

Ejemplo 9. Sean x, y ∈ R y sea I = (xd, yd). Sea r = xiyd−i, entonces

rd + ad = 0

donde ad = −xdiyd(d−i) ∈ Id. Por tanto se tiene que xiyd−i ∈ I para i ≤ d.

Las siguientes propiedades se pueden deducir fácilmente de la definición anteriormente

dada.

Proposición 3.1.2. Sean I, J ⊂ R ideales en un anillo R. Entonces

(i) I ⊂ I .

(ii) Si I ⊂ J entonces I ⊂ J .

(iii) I ⊂
√
I , donde

√
I es el radical de I .

(iv) Los ideales radicales, y por tanto ideales primos, son integralmente cerrados.

(v) La intersección de ideales integralmente cerrados es integralmente cerrada.

(vi) Si R
φ−→ S es un homomorfismo de anillos, entonces φ(I) ⊂ φ(I)S. Esta propiedad es

llamada persistencia.
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Capı́tulo 3. Descomposición de Zariski

(vii) Si R
φ−→ S es un homomorfismo de anillos y J = J es un ideal de S, entonces φ−1(J) =

φ−1(J). Esta propiedad se conoce como contracción.

Para probar que, efectivamente, I es un ideal en R, introduciremos el concepto de re-

ducción.

Definición 3.1.3. Sea J ⊂ I ideales en R. Se dice que J es una reducción de I si existe

n ∈ Z≥0 tal que In+1 = JIn.

Proposición 3.1.4. Sea J un ideal en R y sea r ∈ R. Entonces J es una reducción de J+(r)

si y sólo si r es integral sobre J .

Demostración.

(⇒) Supongamos que J es una reducción de J + (r), luego existe m ≥ 0 tal que (J +

(r))m+1 = J(J + (r))m. Como rm+1 ∈ J(J + (r))m, entonces podemos encontrar (después

de unos cálculos) elementos bi ∈ J i con i = 1, . . . ,m+ 1, tales que

rm+1 = b1r
m + · · ·+ bm+1.

Por tanto, r es integral sobre J .

(⇐) Si r es integral sobre J , entonces existe n ≥ 1 y bi ∈ J i para i = 1, . . . , n, tales que

rn = b1r
n−1 + · · · + bn. Luego se tiene que rn ∈ J(J + (r))n−1. Lo anterior implica que

(J+(r))n ⊂ J(J+(r))n−1, pero siempre se tiene que J(J+(r))n−1 ⊂ (J+(r))n. Por tanto

se tiene la igualdad J(J + (r))n−1 = (J + (r))n, haciendo el cambio m = n− 1 concluimos

que J es una reducción de J + (r).

La siguiente proposición nos asegura que la reducción es una propiedad transitiva.

Proposición 3.1.5. Sean K ⊂ J ⊂ I ideales en R. Entonces

(i) Si K es una reducción de J y J es una reducción de I , entonces K es una reducción de

I .

(ii) Si K es una reducción de I , entonces J es una reducción de I .
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3.1. Cerradura integral de un ideal

(iii) Si I es finitamente generado, J = K+(r1, . . . , rk), yK es una reducción de I , entonces

K es una reducción de J .

Ahora tenemos todas las herramientas para probar que la cerradura integral de un ideal

es, efectivamente, un ideal.

Proposición 3.1.6. La cerradura integral de un ideal es un ideal. Más aún, la cerradura

integral de un ideal es integralmente cerrada.

Demostración. Sea K un ideal en R. Es fácil ver que si r ∈ K y a ∈ R, entonces ar ∈ K.

Sólo falta probar que K es un subgrupo aditivo de R. Sean r, s ∈ K, luego tenemos que

rn+k1r
n−1 +· · ·+kn = 0 para algunos ki ∈ Ki. Cada ki es una suma finita de productos de i

factores en K, entonces haciendo una elección adecuada de generadores, podemos encontrar

un ideal K ′ ⊂ K finitamente generado tal que bi ∈ (K ′)i. Luego r ∈ K ′, agregando

generadores a K ′, podemos suponer también que s ∈ K ′. Definamos J = K ′ + (r) e

I = K ′ + (r, s) = J + (s). Por la Proposición 3.1.4 se tiene que K ′ es una reducción de

J y J es una reducción de I . Entonces, por 3.1.5, K ′ es una reducción de I . Como K ′ es

finitamente generado, entonces I es finitamente generado. Por la Proposición 3.1.5 se sigue

que K ′ ⊂ K ′ + (r + s) ⊂ I son reducciones. Usando la Proposición 3.1.4 deducimos que

r + s ∈ K ′ ⊂ K. Por tanto K es un ideal en R.

Ahora sea I un ideal, por la Proposición 3.1.2 tenemos que I ⊂ I . Sea r ∈ I , por

el argumento expresado anteriormente, existe un ideal J ⊂ I finitamente generado tal que

r ∈ J . Sea J = (j1, . . . , jn), nuevamente por el argumento anterior, existe un ideal K ⊂ I

finitamente generado tal que ji ∈ K. Por 3.1.4, tenemos que

K ⊂ K + (j1) ⊂ K + (j1, j2) ⊂ ... ⊂ K + J

son reducciones. Luego K es una reducción de K + J , pero K + J es una reducción de

K + J + (r), entonces K es una reducción de K + J + (r). Como este último ideal es

finitamente generado y K ⊂ K + (r) ⊂ K + J + (r), entonces K es una reducción de

K + (r). Lo anterior implica que r es integral sobre K ⊂ I , con lo cual también es integral

sobre I . Por tanto I = I .
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Capı́tulo 3. Descomposición de Zariski

3.2 Ideales monomiales

La cerradura integral de un ideal monimial tiene una interpretación geométrica. Los resulta-

dos mostrados a continuación son para el anillo k[x, y], donde k es un campo, pero fácilmente

se pueden generalizar para el caso de n variables o para el anillo de series formales k[[x, y]].

Definición 3.2.1. Sea k un campo y sea k[x, y] el anillo de polinomios en 2 variables. Un

ideal I ⊂ k[x, y] es monomial si está generado por monomios.

Las siguientes propisiciones son propiedades elementales de los ideales monomiales y se

pueden deducir fácilmente de la definición anterior.

Proposición 3.2.2. Sea I ⊂ k[x, y] un ideal. Las siguientes condiciones son equivalentes

(i) I es un ideal monomial.

(ii) Para todo f =
∑
cabx

ayb ∈ I se tiene que xayb ∈ I siempre que cab 6= 0.

Proposición 3.2.3. Sea I ⊂ k[x, y] un ideal monomial, entonces In es un ideal monomial

para n ∈ N.

Demostración. Sea I ⊂ k[x, y] un ideal monomial, entonces I = 〈S〉, donde S es un con-

junto de monomios que generan I . Se deduce que S2 es un conjunto generador para I2. Luego

I2 es un ideal monomial al ser S2 un conjunto de monomios. Por tanto, usando inducción,

queda demostrada la proposición.

Sea I ⊂ k[x, y] un ideal monomial y consideremos un monomio r = xn1yn2 ∈ I . En-

tonces podemos encontrar ai ∈ I i tales que

rn + a1r
n−1 + · · ·+ an = 0.

Por las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.3, cada monomio de ai es elemento de I i. En especı́fico,

sea bi el monomio de ai cuyo soporte es (in1, in2). Estos monomios cumplen que

rn + b1r
n−1 + · · ·+ bn = 0.
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3.2. Ideales monomiales

Ahora tomemos un elemento birn−i 6= 0 y observamos que tiene el mismo soporte que rn.

Entonces existe α ∈ k∗ tal que rn − αbir
n−i = 0. Dividiendo por rn−i obtenemos que

ri − αbi = 0, en donde bi es el producto de i monomios en I , ya que bi ∈ I i. Por tanto, para

ver si un monomio r es integral sobre un ideal I , basta probar que existe i ∈ N y monomios

m1, . . . ,mi ∈ I tales que

ri −m1m2 . . .mi = 0. (3.2)

Con lo anterior, podemos demostrar la siguiente proposición.

Proposición 3.2.4. La cerradura integral de un ideal monomial I ⊂ k[x, y] es un ideal

monomial.

Demostración. Supongamos que I no es monomial, entonces por la Proposición 3.2.2 existe

f ∈ I tal que no todos los monomios de f están en I . Sin pérdida de generalidad, podemos

suponer que ningún monomio de f está en I . Escribamos f =
∑

λ∈Λ fλ, donde Λ ⊂ Z2
≥0 es

finito y fλ tiene soporte λ. También sea m = (m1,m2) ∈ Λ tal que fm 6= 0.

Supongamos que k es algebraicamente cerrado. Cualquier automorfismo φ de k[x, y]

cumple que si f ∈ I entonces φ(f) ∈ φ(I). En particular, sea φu el automorfismo definido

por φ(x) = u1x y φ(y) = u2y, en donde u1 y u2 son unidades en k. El automorfismo φu

verifica que φu(I) = I y, por tanto, que φu(f) ∈ I . Además m ∈ k[x, y] es un monomio

con soporte (a, b) si y sólo si φu(m) es un monomio con soporte (a, b). Como k es alge-

braicamente cerrado (y por tanto, infinito) y f no es un monomio, entonces podemos encon-

trar unidades u1, u2 ∈ k tales que φu(f) no es un múltiplo de f . Definamos el polinomio

g = um1
1 um2

2 f − φu(f), el cual es diferente de cero. Notemos que gm = 0 y que si gl 6= 0

entonces fl 6= 0. Luego g tiene una cantidad de monomios estrictamente menor que f .

Aplcando el mismo argumento a g, obtenemos un polinomio g(1) con una cantidad estricta-

mente menor de monomios que g. Continuando el proceso recursivamente obtenemos que

g(n) ∈ I es un monomio. Pero el monomio g(n) es un múltiplo escalar de un monomio de

g(n−1), y ası́, sucesivamente, el monomio g(n) es un múltiplo escalar de un monomio de f .

Luego fλ ∈ I para algún λ ∈ Λ, contradiciendo la elección de f . Por tanto I es un ideal

monomial.
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Capı́tulo 3. Descomposición de Zariski

Para el caso de que k no sea algebraicamente cerrado, sea k su cerradura algebraica. Por

el caso anterior, cada monomio de f es integral sobre Ik[x, y]. Usando la ecuación (3.2), si

r es un monomio de f entonces r satisface la ecuación ri − ai = 0 donde ai es el producto

de i monomios en Ik[x, y]. Pero como ai = ri ∈ k[x, y], entonces ai se puede escribir como

producto de i monomios en I . Por tanto r ∈ I y concluimos que I es un ideal monomial.

Antes de continuar, daremos una definición análoga a la Definición 2.1.1 para el caso de

un ideal.

Definición 3.2.5. Sea I ⊂ k[x, y] un ideal. Entonces se tienen las siguientes definiciones:

(i) El soporte de I se define como ∆(I) = ∪f∈I∆(f).

(ii) El polı́gono de Newton de I se define como

Γ(I) = conv

 ⋃
p∈∆(I)

(p+ R2
≥0)

 .

Una ventaja que tienen los ideales monomiales es que su cerradura integral tiene una

interpretación geométrica. El siguiente teorema detalla esta caracterı́stica.

Teorema 3.2.6. Sea I un ideal monomial y sea I su cerradura integral. Entonces el soporte

de I es igual a todos los puntos con coordenadas enteras dentro del polı́gono de Newton de

I .

Demostración. Sea I ⊂ k[x, y] un ideal generado por los monomios mj = xnj1ynj2 con

j = 1, . . . , s. Sea r = xn1yn2 ∈ I , entonces existe i ∈ N y ai tales que ri − ai = 0 en donde

ai es el producto de i monomios en I . Podemos reescribir a ai como ai = bmk1
1 · · ·mks

s ,

donde b es un monomio, kj ≥ 0 y
∑
kj = i. Como ri = bmk1

1 · · ·mks
s , entonces tenemos la

desigualdad i · nl ≥
∑

j kj · njl la cual se puede reescribir como

nl ≥
∑
j

cj · njl , para l = 1, 2.

donde cj =
kj
i
≥ 0 y

∑
j cj = 1.
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3.2. Ideales monomiales

Recı́procamente, supongamos que existen racionales cj ≥ 0 tales que
∑s

j=1 cj = 1 y que

cumplen la desigualdad anterior. Escribamos cj =
kj
i

para algún i ∈ N y kj ∈ Z≥0. Como

ri = bmk1
1 · · ·mks

s para algún monomio b ∈ k[x, y], entonces r ∈ I . Por tanto, un monomio

r = xn1yn2 ∈ I si y sólo si existen números racionales cj ≥ 0 con j = 1, . . . , s, tales que∑
j cj = 1 y nl ≥

∑
j cj · njl para l = 1, 2.

La condición anterior nos dice que todos los puntos con coordenadas enteras dentro del

polı́gono de Newton de I son el soporte de monomios que son integrales sobre I .

Ejemplo 10. Sea I = (x4, xy2, y4), en la figura de abajo se muestra su polı́gono de Newton.

β

α
0

1

2

3

4

0 1 2 3 4

Observamos que cualquier monomio en I está generado por (x4, xy2, x3y, y4). Por lo tanto

deducimos que I = (x4, x3y, xy2, y4).

En general, si I es un ideal integralmente cerrado, entonces no necesariamente se deduce

que In es integralmente cerrado. Sin embargo, el siguiente teorema da condiciones para que

esto suceda.

Teorema 3.2.7. ([HS06, Teorema 1.4.10]). Sea I un ideal monomial en k[x1, . . . , xn] tal que

I, I2, . . . , In−1 son integralmente cerrados. Entonces todas las potencias de I son ideales

integralmente cerrados.

Como corolario del teorema anterior, tenemos que en k[x, y] las potencias de ideales

integralmente cerrados son ideales integralmente cerrados.

38
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3.3 Teoremas de Zariski

En esta sección nos limitaremos a enunciar los Teoremas de Zariski. Una demostración

detallada de los mismos se puede encontrar en [HS06, Capı́tulo 14].

Definición 3.3.1. Un ideal I de un anillo R es simple si no se puede escribir de la forma

I = J ·K, en donde J,K ⊂ I son ideales propios. Decimos que J divide a I , y se escribe

J | I , si I = J ·K para algún ideal K.

Definición 3.3.2. Un ideal propio I ⊂ R es primario si xy ∈ I implica que x ∈ I o yn ∈ I

para algún n > 0. Si I es un ideal primario, entonces P =
√
I es un ideal primo. En este

caso se dice que I es P -primario.

Teorema 3.3.3. (Zariski [HS06, Teorema 14.4.4]). Sea (R,m) un anillo local regular de

dimensión 2 y sean I, J ⊂ R ideales integralmente cerrados. Entonces IJ es integralmente

cerrado.

Teorema 3.3.4. (Factorización de Zariski [HS06, Teorema 14.4.8]). Sea (R,m) un anillo

local regular de dimensión 2. Entonces cualquier ideal I 6= 0 integralmente cerrado se

puede escribir de forma única (salvo en el orden) como

I = al11 · · · almm I
k1
1 · · · Iknn (3.3)

donde I1, . . . , In son ideales simples m−primarios integralmente cerrados, a1, . . . , am son

elementos primos relativos 2 a 2 e irreducibles de R, y l1, . . . , lm, k1, . . . , kn ∈ N.

3.3.1 Descomposición de Zariski para ideales monomiales

La factorización de Zariski de ideales monomiales integralmente cerrados en C[[x, y]] tiene

una sencillez e interpretación geométrica.

Corolario 3.3.5. Sea I ⊂ C[[x, y]] un ideal monomial integralmente cerrado. Entonces la

factorización de Zariski del ideal es

I = xmyn ·
∏
S

IkS(pS ,qS) (3.4)
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3.3. Teoremas de Zariski

donde m,n son enteros no negativos, S es una cara de Γ(I) con ecuación pSα+ qSβ = NS ,

con (pS, qS) = 1 y kS = |∆(I) ∩ S| − 1, y I(pS ,qS) es el ideal integralmente cerrado tal que

su polı́gono de Newton tiene solamente una cara con ecuación pSα + qSβ = pSqS .

Ejemplo 11. Sea I = (x6y, x5y2, x3y3, x2y5), su polı́gono de Newton se muestra a contin-

uación.

β

α
0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5 6

x2

y

S1

S2

Las caras S1 y S2 están dadas por 2α+β = 9 y 2α+ 3β = 15 respectivamente. Además ten-

emos que kS1 = kS2 = 1. Los ideales asociados son I(2,1) = (x, y2) y I(2,3) = (x3, x2y, y2),

los cuales son integralmente cerrados. Por tanto la factorización de Zariski del ideal I es

I = x2y(x, y2)(x3, x2y, y2).
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CAPÍTULO 4

Ideales Multiplicadores

Los ideales multiplicadores han sido ampliamente estudiados en las últimas tres décadas.

Fueron concebidos de una manera analı́tica al estudiar la integrabilidad local de funciones

por Nadel en 1990 (ver [Nad90]). También aparecieron como ideales adjuntos en trabajos

de Lipman en 1993 (ver [Lip93]). Desde entonces se ha tenido un interés especial por ellos

dentro de la Geometrı́a Birracional. Esto se debe a que son una herramienta para estudiar y

clasificar singularidades de variedades algebraicas complejas. En la sección 4.1 se definirán

los divisores para variedades complejas y las log-resoluciones de divisores e ideales. En 4.2

se definirán las gavillas de ideales multiplicadores para divisores e ideales y se estudiarán

sus propiedades elementales. Los números de salto se estudiarán en la sección 4.3 y se de-

mostrará que son periódicos y racionales. Estos números determinan cuándo hay cambios en

los ideales multiplicadores y son un invariante de la singularidad. Por último, en la sección

4.4 se enunciará el Teorema de Howald, el cual es una herramienta para el cálculo de ide-

ales multiplicadores asociados a ideales monomiales o singularidades de curvas planas no

degeneradas respecto a su polı́gono de Newton.
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4.1. Log-resolución y divisores

4.1 Log-resolución y divisores

A lo largo del capı́tulo se asumirá que X es una variedad compleja suave.

Definición 4.1.1. Sea X una variedad irreducible. Un Q-divisor D en X es una combinación

lineal formal finita

D =
∑
i

aiDi (4.1)

de subvariedades irreducibles Di ⊂ X de codimensión 1 con coeficientes ai ∈ Q. También

decimos que D es efectivo si todos los coeficientes ai ≥ 0 y que D es entero si ai ∈ Z para

toda i. Por último, escribimos D1 � D2 si D2 −D1 es efectivo.

Definición 4.1.2. Sea D =
∑

i aiDi un Q-divisor en X . La parte entera bDc de D es el

divisor entero definido por

bDc =
∑
i

baicDi,

donde baic representa la parte entera de ai.

Definición 4.1.3. Sea X una variedad de dimensión n. Decimos que un divisor D =
∑

iDi

es SNC o tiene cruces normales simples si cada Di es suave y si D es definido en una vencin-

dad de cualquiera de sus puntos por una ecuación local de la forma

z1 · ... · zk = 0

para algún k ≤ n. De igual forma, un divisor D =
∑

i aiDi tiene soporte normal simple si∑
iDi tiene cruces normales simples.

Definición 4.1.4 (Log-resolución de un Q-divisor). Sea D =
∑

i aiDi un Q-divisor en X .

Una log-resolución de D es un morfismo birracional propio

π : X ′ −→ X

con X ′ no singular, tal que el divisor π∗D + Exc(π) tiene soporte normal simple. Aquı́

Exc(π) denota el divisor excepcional de π.
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Capı́tulo 4. Ideales Multiplicadores

Definición 4.1.5 (Log-resolución de un ideal). Sea a ⊂ OX una gavilla no nula de ideales en

X . Una log-resolución de a es un morfismo birracional propio π : X ′ −→ X tal que

π−1a := a · OX′ = OX′(−F ),

donde F es un divisor efectivo en X tal que F + Exc(π) tiene soporte normal simple.

Observaciones 4.1.6.

(i) Dado que estamos trabajando en caracterı́stica 0, entonces las log-resoluciones siempre

existen. Una prueba de ello se puede encontrar en [Hir64].

(ii) Sea X una variedad afı́n, sea A(X) su anillo coordenado y sea a = (g1, ...gk) ⊂ A(X).

Si π : X ′ −→ X es una log-resolución de a, entonces π también es una log-resolución

del divisor C = Div(g), en donde g = c1g1 + ... + ckgk es un elemento general de a.

Recordemos que un elemento general de un ideal es una combinación C-lineal genérica

de los generadores del ideal. Más aún, si escribimos π∗C = F+CX′ en donde a·OX′ =

OX′(−F ), entonces CX′ es suave.

Dada una resolución π : X ′ −→ X , denotamos por

KX′/X = KX′ − π∗KX

al divisor canónico relativo de X ′ sobre X . Observemos que es un divisor efectivo con

soporte en Exc(π). Más aún, el determinante det(dπ) es una ecuación local.

Ejemplo 12. Consideremos el ideal a = (x3, y2) ⊂ C[x, y]. Uno puede ver que una log-

resolución π : X ′ −→ X de a está dada por 3 explosiones sucesivas. Tenemos que a · OX′ =

OX′(−2E1 − 3E2 − 6E3), en donde Ei es el divisor excepcional de la i-ésima explosión.

Por último, uno puede comprobar que KX′/X = E1 + 2E2 + 4E3. En la figura de abajo se

muestra la log-resolución de a.

43



4.2. Ideales multiplicadores

π

E1

E2

E3

E1

E2

E1

4.2 Ideales multiplicadores

Naturalmente se tiene que π∗OX′(KX′/X) = OX . Luego si N es un divisor entero efectivo

entonces

π∗OX′(KX′/X −N) ⊂ OX

es una gavilla de ideales de OX . Ahora tenemos todo lo necesario para definir los ideales

multiplicadores.

Definición 4.2.1 (Ideal multiplicador de un Q-divisor efectivo). SeanD un Q-divisor efectivo

en una variedad compleja suaveX , λ > 0 y π : X ′ −→ X una log-resolución deD. Entonces

la gavilla de ideales multiplicadores J (λD) ⊂ OX asociada a D y λ está definida por

J (λD) = π∗OX′(KX′/X − bλ · π∗Dc). (4.2)

Definición 4.2.2 (Ideal multiplicador asociado a una gavilla de ideales). Sea a ⊂ OX una

gavilla no nula de ideales y λ > 0. Sea π : X ′ −→ X una log-resolución de a con a · OX′ =
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OX′(−F ). La gavilla de ideales multiplicadores asociada a a y λ es definida como

J (λ · a) = π∗OX′(KX′/X − bλ · F c). (4.3)

Observaciones 4.2.3. Sea X una variedad afı́n con anillo coordenado A(X). Entonces

cualquier ideal a ⊂ A(X) determina una gavilla en X , y por consiguiente, podemos ver

a J (λ · a) como un ideal en A(X). Más aún, en este caso se tiene que si F =
∑

i riEi y

KX′/X =
∑

i biEi, entonces

J (λ · a) = {h ∈ A(X) : ord Ei(π
∗h) ≥ bλric − bi}. (4.4)

Análogamente para el caso de un divisor D, si π∗D =
∑

i riEi, entonces

J (λD) = {h ∈ A(X) : ord Ei(π
∗h) ≥ bλric − bi}. (4.5)

El número bλric − bi es llamado cota asociada a Ei y λ, y se denota por C(Ei, λ).

La primera propiedad de los ideales multiplicadores es que son independientes de la log-

resolución usada. Esta propiedad se muestra en la siguiente proposición.

Proposición 4.2.4 ([Laz04, Teorema 9.2.18]). Las gavillas de ideales multiplicadoresJ (λD)

y J (λ · a) son independientes de las log-resoluciones usadas.

Ejemplo 13. Regresando al Ejemplo 12, las cotas C(Ei, λ) para λ ≤ 7
6

se muestran en la

siguiente tabla.

C(E1, λ) C(E2, λ) C(E3, λ)

0 < λ < 5
6

≤ 0 ≤ 0 ≤ 0

5
6
≤ λ < 1 0 0 1

1 ≤ λ < 7
6

1 1 2

λ = 7
6

1 1 3

Para encontrar los ideales multiplicadores J (λ · a), basta calcular ord Ei(π
∗h) para algunos

h de grado pequeño. En la siguiente tabla se resume esta información.
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h ord E1(π
∗h) ord E2(π

∗h) ord E3(π
∗h)

cte 0 0 0

x 1 1 2

y 1 2 3

x2 2 2 4

Con lo anterior podemos concluir que

J (λ · a) =


C[x, y], para 0 < λ < 5

6

(x, y), para 5
6
≤ λ < 7

6

(x2, y), para λ = 7
6
.

Ejemplo 14. Sea C = {x3 − y2 = 0} ⊂ C2, en el Ejemplo 5 vimos que una log-resolución

de C consiste en 3 explosiones. De hecho la log-resolución del ejemplo anterior es también

una log-resolución de C. Tenemos que el divisor KX′/X − bλ · π∗Cc está dado por

KX′/X − bλ · π∗Dc = E1 + 2E2 + 4E3 − bλ(E0 + 2E1 + 3E2 + 6E3)c

= −bλcE0 − (b2λc − 1)E1 − (b3λc − 2)E2 − (b6λc − 4)E3

en donde E0 representa la transformada estricta de C. Usando la ecuación (4.5) podemos

calcular los ideales multiplicadores para λ ∈ (0, 1]. En la siguiente tabla se resume esta

información.
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C(E0, λ) C(E1, λ) C(E2, λ) C(E3, λ)

0 < λ < 5
6

0 ≤ 0 ≤ 0 ≤ 0

5
6
≤ λ < 1 0 0 0 1

λ = 1 1 1 1 2

h ord E0(π
∗h) ord E1(π

∗h) ord E2(π
∗h) ord E3(π

∗h)

cte 0 0 0 0

x 0 1 1 2

y 0 1 2 3

xnym 0 n+m n+ 2m 2n+ 3m

x3 − y2 1 2 3 6

Por tanto concluimos que los ideales multiplicadores son

J (λ · C) =


C[x, y], para 0 < λ < 5

6

(x, y), para 5
6
≤ λ < 1

(x3 − y2), para λ = 1.

Observando los Ejemplos 13 y 14 podemos intuir que los ideales multiplicadores cambian

para valores discretos (y racionales) de λ. Además, a pesar de que el ideal (x3, y2) y el divisor

C = {x3 − y2 = 0} tengan la misma log-resolución, los ideales multiplicadores solamente

coinciden para λ ∈ (0, 1). Se profundizará en esto en las próximas secciones.

4.3 Números de salto y periodicidad

Definición 4.3.1 (Umbral log-canónico de un Q-divisor). El umbral log-canónico de un Q-

divisor efectivo en x ∈ X está definido por

lct(D;x) = inf{c ∈ R : J (c ·D) 6= OX}. (4.6)

La definición análoga para el caso de una gavilla de ideales a es la siguiente.
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Definición 4.3.2 (Umbral log-canónico de una gavilla de ideales). Sea a ⊂ OX una gavilla

de ideales, el umbral log-canónico de a en x ∈ X es definido por

lct(a;x) = inf{c ∈ R : J (c · a) 6= OX}. (4.7)

Usando las ecuaciones (4.4) y (4.5) podemos calcular el umbral log-canónico. Este cor-

responde con el λ más pequeño tal que C(Ei, λ) = 1 para algún Ei. En otras palabras,

lct(D;x) = min

{
1 + bi
ri

}
. (4.8)

Intuitivamente, el umbral log-canónico sirve para comparar singularidades. Un umbral

más pequeño corresponde con una singularidad ”peor”. Para más detalles ver [Kol95].

Continuando con el contenido de la sección, los ideales multiplicadores pueden cambiar

solamente cuando λri es entero. Al empezar a variar λ, el ideal multiplicador ”salta” deOX,x
a mx cuando λ es el umbral log-canónico. Conforme λ se incrementa, el ideal multiplicador

continúa ”saltando” haciéndose más pequeño. Pero como ri es racional, entonces los valores

de λ en donde el ideal cambia son racionales. Esto nos deja el siguiente lema.

Lema 4.3.3 ([Laz04, Lema 9.3.21]). Sea D un Q-divisor efectivo en X y x ∈ X un punto en

el soporte de D. Entonces existe una sucesión creciente y discreta

0 = λ0 < λ1 < ...

de números racionales caracterizados por la propiedad de que

J (λ ·D)x = J (λi ·D)x para λ ∈ [λi, λi+1),

y J (λi ·D) ( J (λi+1 ·D) para todo i.

Definición 4.3.4. Los números de salto se definen como los números λi del lema anterior.

Más aún, si π : X ′ −→ X es una log-resolución de D con π∗D =
∑

i riEi y KX′/X =∑
i biEi entonces los números de salto tienen la forma

bi +m

ri
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Capı́tulo 4. Ideales Multiplicadores

para algún ı́ndice i y m ∈ N. A los elementos del conjunto{
bi +m

ri
: m ∈ N, i = 1, 2, ...

}
se le llaman candidatos a números de salto.

En general, es difı́cil calcular los números de salto. La siguiente proposición nos dice que

para el caso de un divisor efectivo enteroA, entonces sólo es suficiente encontrar los números

de salto en (0, 1].

Proposición 4.3.5. Sea X una variedad suave, A un divisor entero y D un Q-divisor en X .

Entonces

J (D + A) = J (D)⊗OX(−A).

Demostración. Sea π : X ′ −→ X una log-resolución de D. Si A es entero, entonces

bπ∗D + π∗Ac = bπ∗Dc+ π∗A para cualquier Q-divisor. Por tanto

π∗OX′(KX′/X − bπ∗(D + A)c) =π∗OX′(KX′/X − bπ∗Dc)⊗OX′(−π∗A)

=π∗OX′(KX′/X − bπ∗Dc)⊗OX(−A)

=J (D)⊗OX(−A).

Corolario 4.3.6. Sea A un divisor entero efectivo en X . Entonces λ es un número de salto si

y sólo si λ + 1 lo es. Por tanto, todos los números de salto se pueden obtener a partir de los

números de salto en (0, 1], los cuales son una cantidad finita.

Demostración. Por la Proposición 4.3.5 se tiene que

J ((λ+ 1)A) = J (λA+ A) = J (λA)⊗OX(−A).
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4.4 Teorema de Howald e ideales monomiales

A partir de ahora vamos a considerar que X = Cn y C[X] = C[x1, ..., xn]. Además, como

vimos anteriormente, un ideal a ⊂ C[X] determina una gavilla en X y, por tanto, J (λ · a) ⊂

C[X] es un ideal para λ > 0.

Sea a ⊂ C[X] un ideal monomial y sea Γ(a) su polı́gono de Newton. Definamos el

conjunto Γ(λ · a) como

Γ(λ · a) := {λx : x ∈ Γ(a)},

el cual es el polı́gono Γ(a) reescalado por λ. Denotemos por int(Γ(λ · a)) al interior del

conjunto Γ(λ · a) con la topologı́a usual de Cn. Por último sea 1 = (1, 1, ..., 1) ∈ Nn. Con lo

anterior ya tenemos todo lo necesario para enunciar el Teorema de Howald.

Teorema 4.4.1. (Howald [How01]). Sea a ⊂ C[X] un ideal monomial y sea Γ(a) su polı́gono

de Newton. Entonces J (λ · a) es un ideal monomial y

J (λ · a) = {xν : ν + 1 ∈ int Γ(λ · a)}, (4.9)

en donde ν = (ν1, ..., νn) ∈ Zn≥0 y xν = xν11 x
ν2
2 ...x

νn
n .

Ejemplo 15. Sea a = (x3, y2) el ideal monomial del Ejemplo 12. El polı́gono de Newton

Γ(a) tiene solamente un lado compacto con ecuación 2α + 3β = 6. En la siguiente figura se

muestra el conjunto Γ
(

5
6
· a
)
, en donde su única cara está sobre la recta 2α + 3β = 5.

0

1

1

β

α

Γ
(

5
6
· a
)

Observamos que el punto (0, 0) + 1 se encuentra sobre la frontera de Γ
(

5
6
· a
)

pero no está

en su interior, luego J (5
6
· a) = (x, y). Además si λ < 5

6
, entonces J (λ · a) = C[x, y]. Esto

coincide con lo obtenido en el Ejemplo 13.
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Ejemplo 16 (Ideales diagonales). Sean a = (a1, ..., an) ∈ Nn y a = (xa11 , . . . , x
an
n ) ⊂ C[X].

El polı́gono de Newton Γ(a) sólo tiene un lado compacto con ecuación
∑

i
xi
ai

= 1. Entonces

el ideal multiplicador J (λ · a) consiste en todos los monomios xν tales que

n∑
i=1

νi + 1

ai
> λ.

Por último, λ <
∑

i
1
ai

si y sólo siJ (λ·a) = C[X]. Por tanto
∑

i
1
ai

es el umbral log-canónico

de a.

El Teorema de Howald también nos ayuda a caracterizar los números de salto de los

ideales multiplicadores de a. El polı́gono de Newton Γ(a) está determinado por una cantidad

finita de desigualdades lineales con coeficientes racionales de la forma fm(x1, . . . , xn) ≥ 1,

definidas en el primer ortante. Cada ν ∈ Nn determina un número de salto λν caracterizado

por ser el racional c más pequeño tal que xν /∈ J (c · a). Usando el Teorema de Howald, lo

anterior implica que

λν = min
m
{fm(ν + 1)}.

Todos los números de salto tienen esta forma, sin embargo diferentes ν pueden determinar el

mismo número de salto.

Denotemos por af el ideal generado por los monomios presentes en el polinomio f y por

J (λ · f) el ideal multiplicador del ideal (f). Como (f) ⊂ af , entonces J (λf) ⊂ J (λ · af )

para todo λ > 0. Uno se puede preguntar cuándo la contención anterior se vuelve igualdad.

Esto sucede cuando los coeficientes de f son los suficientemente “generales”. La siguiente

definición nos formaliza esta idea.

Definición 4.4.2 (Polinomios no degenerados). Sea f ∈ C[X] un polinomio y sea Γ(f) su

polı́gono de Newton. Sea S una cara de Γ(f) y sea fS la restricción de f sobre S. Se dice

que f es no degenerado respecto a S si la 1-forma dfS no se anula en (C∗)n. Además se dice

que f es no degenerado respecto a su polı́gono de Newton si f es no degenerado respecto a

todas las caras de Γ(f).
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Teorema 4.4.3 ([Laz04, Lema 9.3.37]). Sea f ∈ C[X] un polinomio no degenerado respecto

a su polı́gono de Newton. Entonces

J (λ · f) = J (λ · af )

para todo λ ∈ (0, 1).

Observaciones 4.4.4.

(i) Si C = Divf , entonces J (λ · C) = J (λ · f).

(ii) Por la Proposición 4.3.5, si λ > 1 entoces el ideal multiplicador J (λ · f) está determi-

nado por

J (λ · f) = (f) · J ((λ− 1) · f),

por lo que podemos calcular el ideal multiplicador J (λ · f) para todo λ > 0.

52



CAPÍTULO 5

Descomposición de Zariski de los ideales multiplicadores

asociados a una singularidad de curva plana: Algunos

resultados

Para una singularidad de curva plana irreducible C podemos obtener una serie de invariantes

topológicos tales como sus exponentes caracterı́sticos, sus pares de Puiseux, su grafo de

resolución y su sucesión de multiplicidades. El objetivo del presente y último capı́tulo es

introducir dos posibles invariantes más, los cuales son la sucesión de números de Milnor y la

sucesión de número de factores asociados a los ideales multiplicadores de la curva C. En la

sección 5.1 se introducirán estos conceptos, ası́ como se presentan propiedades para el cálculo

de los mismos. En la sección 5.2 se discutirá un poco acerca de estos invariantes para el caso

de una singularidad irreducible con un par de Puiseux, además las Proposiciones 5.2.3, 5.2.5

y 5.2.6 son algunos resultados parciales originales acerca de los mismos. En la sección 5.3

se presentará el Algoritmo de Alberich-Carramiñana, Álvarez-Montaner y Blanco, el cual

calcula un conjunto de generadores para ideales integralmente cerrados en una superficie
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suave compleja. Por último, se mostrarán ejemplos para el caso de singularidades con más

de un par de Puiseux.

5.1 Sucesión de Milnor y de factores

Definición 5.1.1. Sea I ⊂ C[x, y] un ideal y sea f un elemento general de I . Definimos el

número de Milnor del ideal I como el número de Milnor de f y lo denotaremos por µ(I).

Consideremos un gérmen de curva plana irreducible C y sea λ un número de salto. Como

el ideal multiplicador J (λ · C) es un ideal integralmente cerrado, entonces podemos usar el

Teorema de Zariski (3.3.4) para encontrar una factorización en productos de ideales simples.

Sea υλ el número de factores, contando multiplicidades, presentes en la factorización de

J (λ · C). Sea además µλ el número de Milnor del ideal J (λ · C). A pesar de que los

números υλ y µλ están definidos para cualquier número de salto λ, gracias a la periodicidad

de los mismos es suficiente considerar solamente números de salto λ < 1.

Definición 5.1.2. Sea C un gérmen de curva plana y sean 0 < λ1 < · · · < λk < 1 todos

los números de salto menores a 1. Definamos µi := µλi y υi := υλi . A las sucesiones

(υi) y (µi) se les llama sucesión de factores y sucesión de Milnor asociadas a la curva C,

respectivamente.

Calcular el número de Milnor para un ideal I arbitrario puede resultar complicado. Sin

embargo el Teorema de Zariski nos facilita el cálculo de dicho número para el caso de ideales

monomiales integralmente cerrados. Para esto consideremos primero un ideal I(pS ,qS) simple

m-primario tal como aparece en la Factorización de Zariski del Corolario 3.3.5. Un elemento

general de I(pS ,qS) es f(x, y) = k1x
qS +k2y

pS +g(x, y), donde ord tg(tpS , tqS) > pSqS . Como

dos curvas equisingulares tienen el mismo número de Milnor, entonces µ(f) = µ(f − g) =

µ(k1x
qS + k2y

pS). Por tanto

µ(I(pS ,qS)) = (pS − 1)(qS − 1).

La siguiente proposición aborda el caso para In(pS ,qS).
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Proposición 5.1.3. El número de Milnor del ideal In(pS ,qS), donde n > 0, está dado por

µ(In(pS ,qS)) = (npS − 1)(nqS − 1). (5.1)

Demostración. Usemos inducción, el caso n = 1 lo probamos anteriormente. Supongamos

que µ(Ik(pS ,qS)) = (kpS − 1)(kqS − 1) y consideremos f ∈ Ik+1
(pS ,qS) un elemento general.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que f = f1f2...fk+1, donde fi ∈ I(pS ,qS) son

elementos generales. Usando la fórmula (1.1) para fk+1 y g = f1...fk tenemos que

µ(f) = µ(fk+1) + µ(g) + 2(fk+1 · g)− 1. (5.2)

Recordemos que (fk+1·g) =
∑k

i=1(fk+1·fi), luego sólo basta calcular (h1·h2) para elementos

generales h1, h2 ∈ I(pS ,qS). Una parametrización para h1 esx(t) = tpS

y(t) = a1t
qS + (términos de orden superior)

,

entonces h2(x(t), y(t)) = k1x
pSqS +k2y

pSqS +(términos de orden superior). Por consiguiente

(h1 · h2) = ordt h2(x(t), y(t)) = pSqS . Como g ∈ Ik(pS ,qS) es un elemento general, entonces

por hipótesis inductiva se tiene que µ(g) = (kpS − 1)(kqS − 1). Volviendo a (5.2) tenemos

que

µ(f) =(pS − 1)(qS − 1) + (kpS − 1)(kqS − 1) + 2kpSqS − 1

=(kpS − 1)(kqS − 1) + pS(kqS − 1) + qS(kpS − 1) + pSqS

=((k + 1)pS − 1)((k + 1)qS − 1).

Esto completa la inducción, por tanto µ(In(pS ,qS)) = (npS−1)(nqS−1) para todo n ∈ N.

Las siguientes proposiciones también serán de utilidad para calcular números de Milnor

de ideales.

Proposición 5.1.4. Sean I, J ⊂ C[x, y]. Entonces

µ(IJ) = µ(I) + µ(J) + 2(f · g)− 1, (5.3)

donde f ∈ I , g ∈ J son elementos generales.
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Demostración. Se deduce inmediatamente de (1.1).

Proposición 5.1.5. Sean I(a,b), I(c,d) ideales como en el Corolario 3.3.5 y sean f ∈ I(a,b),

g ∈ I(c,d) elementos generales. Entonces

(f · g) = min{ad, bc} (5.4)

Demostración. El elemento general f = k1x
b + k2y

a + f1, donde ordt f1(ta, tb) > ab, tiene

una parametrización de la forma

x(t) = ta

y(t) = a1t
b + (términos de orden superior)

.

Sustituyendo en g obtenemos que g(x(t), y(t)) = k3t
ad+k4t

bc+(términos de orden superior).

Luego (f · g) = ord t g = min{ad, bc}

Ejemplo 17. Consideremos la singularidad de curva plana definida por f(x, y) = y3 + x7.

El polinomio f es no degenerado respecto a su polı́gono de Newton, ya que df = (7x6, 3y2)

no se anula en (C∗)2. Por el Teorema 4.4.3 tenemos que J (λ · f) = J (λ · af ), donde

af = (x7, y3) y λ < 1. Los números de salto de af en (0, 1) están dados por

{
3(i+ 1) + 7(j + 1)

21
: i, j ≥ 0

}
∩ (0, 1) =

{
10

21
,
13

21
,
16

21
,
17

21
,
19

21
,
20

21

}
.

Los conjuntos Γ(λ · af ) se muestran a continuación. Las lı́neas punteadas son las caras del

polı́gono de Newton del ideal J (λ · af ), mientras que el vértice (?) representa el elemento

que ocasiona el salto en el ideal multiplicador.
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0

1

1 2 α

β

?

(a) Γ
(
10
21 · af

) 0

1

1 2 3 α

β

?

(b) Γ
(
13
21 · af

)

0

1

1 2 3 4 α

β

?

(c) Γ
(
16
21 · af

) 0

1

2

1 2 3 4 α

β

?

(d) Γ
(
17
21 · af

)

0

1

2

1 2 3 4 5 α

β

?

(e) Γ
(
19
21 · af

) 0

1

2

1 2 3 4 5 α

β

?

(f) Γ
(
20
21 · af

)

Los 3 primeros ideales multiplicadores son simples y además µ1 = µ2 = µ3 = 0. Para

λ = 17
21

tenemos que J (17
21
· af ) = (x3, xy, y2) = (x, y)(x2, y). El número de Milnor µ4 lo

podemos calcular de la siguiente forma

µ4 = µ(g1g2) = µ(g1) + µ(g2) + 2(g1 · g2)− 1,

en donde g1 = k1x + k2y y g2 = k3x
2 + k4y son elementos generales de (x, y) y (x2, y)
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respectivamente. Es fácil ver que µ(g1) = µ(g2) = 0 y (g1 · g2) = 1, por tanto µ4 = 1.

Análogamente podemos obtener µ5 y µ6. La siguiente tabla recopila toda la información.

i λi J (λi · f) (?) µi υi

1
10

21
(x, y) 1 0 1

2
13

21
(x2, y) x 0 1

3
16

21
(x3, y) x2 0 1

4
17

21
(x3, xy, y2) = (x, y)(x2, y) y 1 2

5
19

21
(x4, xy, y2) = (x, y)(x3, y) x3 1 2

6
20

21
(x4, x2y, y2) = (x2, y)2 xy 3 2

5.2 Curvas con un par de Puiseux

SiC tiene un único par de Puiseux, entonces es topológicamente equivalente a la singularidad

determinada por la ecuación f(x, y) = ya + xb = 0, en donde gcd(a, b) = 1 y a < b. Por

tanto, a lo largo de la sección, asumiremos que C tiene esta forma.

El polinomio f es no degenerado respecto a su polı́gono de Newton, entonces los ideales

multiplicadores asociados a f pueden ser calculados usando el Teorema 4.4.3 y el Teorema

de Howald. El conjunto de los números de salto asociados a C en el intervalo (0, 1) es{
a(i+ 1) + b(j + 1)

ab
: i, j ≥ 0

}
∩ (0, 1),

cuya cardinalidad es (a−1)(b−1)
2

. Cabe señalar que la longitud de las sucesiones de Milnor y

de factores es también (a−1)(b−1)
2

. Además el umbral log-canónico es lct(C; 0) = a+b
ab

.

Proposición 5.2.1. Sea λi,j = a(i+1)+b(j+1)
ab

< 1 el número de salto determinado por el

monomio xiyj . Entonces un conjunto de generadores para el ideal multiplicador J (λi,j ·C)

es

T = {xν1yν2 : ai+ bj < aν1 + bν2 < a(i+ 1) + b(j + 1)}.

58
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Demostración. Por el Teorema 4.4.3 y el Teorema de Howald tenemos que el ideal multipli-

cador J (λi,j · C) es

J (λi,j · C) = J (λi,j · af ) = {xν1yν2 : ν + 1 ∈ int Γ(λi,j · af )},

donde af = (xb, ya). El conjunto Γ(λi,j · af ) tiene un lado compacto dado por la ecuación

aα + bβ = a(i + 1) + b(j + 1), luego la condición ν + 1 ∈ int Γ(λi,j · af ) es equivalente

a que a(ν1 + 1) + b(ν2 + 1) > a(i + 1) + b(j + 1), la cual también es equivalente a que

aν1 + bν2 > ai+ bj. Por tanto 〈T 〉 ⊂ J (λi,j · C).

Para la otra contención sea xν1yν2 ∈ J (λi,j ·C), luego tenemos que ai+ bj < aν1 + bν2.

Si aν1 + bν2 < a(i + 1) + b(j + 1), entonces xν1yν2 ∈ T y acabamos. Supongamos que

aν1 + bν2 ≥ a(i+ 1) + b(j + 1), tomemos (n,m) ∈ ([0, ν1]× [0, ν2]) ∩ Z2 tal que

ai+ bj < a(ν1 − n) + b(ν2 −m) < a(i+ 1) + b(j + 1).

Notamos que xν1yν2 ∈ 〈T 〉 ya que xν1−nyν2−m ∈ T . Entonces J (λi,j · C) ⊂ 〈T 〉 y la

proposición queda demostrada. En la siguiente figura se muestra el proceso de elección del

par (n,m), el cual puede no ser único.

α

β

aα+ bβ = a(i+ 1) + b(j + 1)

(ν1, ν2)

(ν1 − n, ν2 −m)

m

n

El conjunto de generadores T de la proposición anterior puede no ser minimal, esto se

ilustra en el Ejemplo 17.

La siguiente proposición se deduce fácilmente de la Proposición 1.0.12.
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Proposición 5.2.2. Sean (µi)
n
i=1 y (υi)

n
i=1 las sucesiones de Milnor y de factores de una

singularidad de curva plana C (no necesariamente irreducible). Entonces

µi + υi ≡ 1 (mod 2),

para i = 1, ..., n.

Otra observación que cabe señalar es que µi = 0 y υi = 1 para i = 1, . . . ,

⌈
b

a

⌉
. Lo ante-

rior es porque J (λi ·C) = (xi, y). A pesar de que el Teorema de Howald simplifica bastante

el cálculo de ideales multiplicadores, todavı́a no se ha encontrado una expresión explı́cita

para el cálculo de generadores del ideal multiplicador o para el cálculo de las sucesiones (µi)

y (υi).

5.2.1 Algunos resultados

En la presente sección se muestran algunos resultados de la sucesiones de Milnor y de factores

para ciertas curvas particulares con un único par de Puiseux. En especı́fico, las Proposiciones

5.2.3, 5.2.5 y 5.2.6 son resultados originales.

Representemos por Cn a la singularidad de curva plana determinada por yn + xn+1 = 0,

para n > 1. Además sea ln la cantidad de números de salto < 1 asociados a Cn. Entonces

ln = n(n−1)
2

y ln+1 = n+ ln. Sean

0 < λ1 < · · · < λln < 1,

los números de salto de Cn.

Proposición 5.2.3. El ideal multiplicador asociado a λln es

J (λln · Cn) = (x, y)n−1

Demostración. El número de salto λln corresponde al monomio yn−2 y

λln =
n(0 + 1) + (n+ 1)(n− 1)

n(n+ 1)
=
n2 + n− 1

n2 + n
.
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Por la Proposición 5.2.1 un conjunto de generadores del ideal J (λln · Cn) es

T = {xν1yν2 : (n+ 1)(n− 2) < nν1 + (n+ 1)ν2 < n+ (n+ 1)(n− 1)}.

Reescribiendo las desigualdades tenemos que

xν1yν2 ∈ T si y sólo si n2 − n− 2 < n(ν1 + ν2) + ν2 < n2 + n− 1.

Consideremos los siguientes casos.

(i) Si ν1 + ν2 = n− 1, entonces n(ν1 + ν2) + ν2 = n(n− 1) + ν2. Pero también tenemos

que ν2 ≤ n− 1, luego

n(ν1 + ν2) + ν2 ≤ n(n− 1) + n− 1 = n2 − 1 < n2 + n− 1.

Además como −2 < ν2, entonces

n2 − n− 2 < n2 − n+ ν2 = n(n− 1) + ν2 = n(ν1 + ν2) + ν2.

Por tanto xν1yν2 ∈ T si ν1 + ν2 = n− 1.

(ii) Si ν1 + ν2 < n− 1, entonces

ν1 + ν2 ≤ n− 2,

=⇒ n(ν1 + ν2) ≤ n(n− 2) = n2 − 2n,

=⇒ n(ν1 + ν2) + ν2 < n2 − 2n+ n− 1 = n2 − n− 1,

=⇒ n(ν1 + ν2) + ν2 ≤ n2 − n− 2.

Luego xν1yν2 /∈ T si ν1 + ν2 < n− 1.

(iii) Si ν1+ν2 > n−1 entonces xν1yν2 está generado por un elemento xcyd con c+d = n−1.

Luego podemos suponer que T = {xν1yν2 : ν1 + ν2 = n− 1}. Por tanto

J (λln · Cn) = 〈T 〉 = (xn−1, xn−2y, . . . , xyn−2, yn−1) = (x, y)n−1.
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Antes de continuar con el siguiente resultado, enunciemos un par de propiedades útiles

de la función parte entera b·c.

Proposición 5.2.4. Sea b·c la función parte entera. Entonces

(i) bx+ nc = bxc+ n, para todo x ∈ R y n ∈ Z.

(ii)
⌊

nb

n+ 1

⌋
= b− 1, para n ∈ N y b ∈ Z≥0 tales que b ≤ n+ 1.

Demostración. La propiedad (i) se deduce inmediatamente de la definición de la función

parte entera y la propiedad (ii) es consecuencia de que b− 1 ≤ nb
n+1

< b si b ≤ n+ 1.

Proposición 5.2.5. Sea λ′k el k-ésimo número de salto de Cn y sea λk el k-ésimo número de

salto de Cn+1. Entonces

J (λk · Cn+1) = J (λ′k · Cn),

para k = 1, ..., ln.

Demostración. Los números de salto λk y λ′k corresponden al mismo monomio, sea xiyj este

monomio. Entonces

λ′k =
n(i+ 1) + (n+ 1)(j + 1)

n(n+ 1)
y λk =

(n+ 1)(i+ 1) + (n+ 2)(j + 1)

(n+ 1)(n+ 2)
.

Sean T y T ′ los conjuntos de generadores de J (λk · Cn+1) y J (λ′k · Cn) dados por la

Proposición 5.2.1.

(⊃) Sea xν1yν2 ∈ T ′, entonces

ni+ (n+ 1)j < nν1 + (n+ 1)ν2 < n(i+ 1) + (n+ 1)(j + 1). (5.5)

Lo primero que hay que resaltar es que i < n, j < n−1, ν1 < n+1 y ν2 < n. Esto se deduce

del hecho de que λ′k < 1. Ahora multiplicamos la desigualdad (5.5) por
n+ 2

n+ 1
y obtenemos

n(n+ 2)

n+ 1
i+ (n+ 2)j <

n(n+ 2)

n+ 1
ν1 + (n+ 2)ν2 <

n(n+ 2)

n+ 1
(i+ 1) + (n+ 2)(j + 1).
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Si aplicamos la función b·c en la desigualdad de la izquierda y usamos las propiedades de

5.2.4, entonces⌊
n(n+ 2)

n+ 1
i+ (n+ 2)j

⌋
≤
⌊
n(n+ 2)

n+ 1
ν1 + (n+ 2)ν2

⌋
,

=⇒
⌊(

1 +
1

n+ 1

)
ni

⌋
+ (n+ 2)j ≤

⌊(
1 +

1

n+ 1

)
nν1

⌋
+ (n+ 2)ν2,

=⇒ ni+

⌊
ni

n+ 1

⌋
+ (n+ 2)j ≤ nν1 +

⌊
nν1

n+ 1

⌋
+ (n+ 2)ν2,

=⇒ ni+ i− 1 + (n+ 2)j ≤ nν1 + ν1 − 1 + (n+ 2)ν2,

=⇒ (n+ 1)i+ (n+ 2)j ≤ (n+ 1)ν1 + (n+ 2)ν2.

Para ver que la desigualdad anterior es estricta, supongamos que es una igualdad. Como es

una ecuación en Z, se sigue que 
ν1 = i+ (n+ 2)m,

ν2 = j − (n+ 1)m,

m ∈ Z

(5.6)

son la soluciones enteras. Pero la única solución en el primer cuadrante es ν1 = i y ν2 = j,

lo cual es absurdo por (5.5). Se sigue que

(n+ 1)i+ (n+ 2)j < (n+ 1)ν1 + (n+ 2)ν2,

=⇒ (n+ 1)(i+ 1) + (n+ 2)(j + 1) < (n+ 1)(ν1 + 1) + (n+ 2)(ν2 + 1),

=⇒ xν1yν2 ∈ J (λk · Cn+1).

Por tanto J (λ′k · Cn) ⊂ J (λk · Cn+1).

(⊂) Sea xν1yν2 ∈ T , análogamente se tiene

(n+ 1)i+ (n+ 2)j < (n+ 1)ν1 + (n+ 2)ν2 < (n+ 1)(i+ 1) + (n+ 2)(j + 1), (5.7)

en donde i < n+ 1, j < n, ν1 < n+ 2 y ν2 < n+ 1. La desigualdad de la izquierda, después
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de multiplicar por n
n+1

, se puede reescribir como

ni+ nj +
nj

n+ 1
< nν1 + +nν2 +

nν2

n+ 1
,

=⇒ ni+ nj +

⌊
nj

n+ 1

⌋
≤ nν1 + nν2 +

⌊
nν2

n+ 1

⌋
,

=⇒ ni+ nj + j − 1 ≤ nν1 + nν2 + ν2 − 1,

=⇒ n(i+ 1) + (n+ 1)(j + 1) ≤ n(ν1 + 1) + (n+ 1)(ν2 + 1).

La desigualdad anterior es estricta por la observación hecha en (5.6), y por el Teorema de

Howald deducimos que xν1yν2 ∈ J (λ′k · Cn). Por tanto J (λk · Cn+1) ⊂ J (λ′k · Cn).

La siguiente proposición nos da una forma recursiva de calcular los ideales multipli-

cadores de Cn+1.

Proposición 5.2.6. Sean λ′k y λk los k-ésimos números de salto de Cn y Cn+1 respectiva-

mente. Entonces

J (λk · Cn+1) =


J (λ′k · Cn), si k = 1, . . . , ln,

Im,m+1 · (x, y)n−m−1, si k = ln +m,

(x, y)n, si k = ln+1,

(5.8)

donde m = 1, . . . , n− 1 y Im,m+1 es la cerradura integral del ideal (xm+1, ym).

Demostración. La Proposición 5.2.5 demuestra el caso para k = 1, . . . , ln. Además, por

la Proposición 5.2.3, obtenemos que J (λln · Cn+1) = (xn−1, xn−2y, . . . , xyn−2, yn−1). El

monomio que produce el siguiente salto es xn−1, ya que

min
ν1+ν2=n−1

{(n+ 1)(ν1 + 1) + (n+ 2)(ν2 + 1)} = (n+ 1)n+ (n+ 2) = n2 + 2n+ 2

se alcanza en ν = (n− 1, 0). Entonces λln+1 = n2+2n+2
(n+1)(n+2)

y su ideal multiplicador asociado

es J (λln+1 · Cn+1) = (xn, xn−2y, . . . , xyn−2, yn−1). El conjunto Γ(λln+1 · Cn+1) tiene 2

caras con ecuaciones α+ β = n− 1 y α+ 2β = n, además en la intersección del soporte de
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J (λln+1 ·Cn+1) con la primera recta hay n− 1 puntos y 2 en la segunda intersección. Luego

la factorización de Zariski del ideal J (λln+1 · Cn+1) es

J (λln+1 · Cn+1) = (x, y)n−2 · (x2, y).

En general, luego de m pasos, el monomio que ocasiona siguiente salto es xn−mym−1 y el

número de salto correspondiente es

λln+m =
(n+ 1)(n−m+ 1) + (n+ 2)m

(n+ 1)(n+ 2)
=
n2 + 2n+ 1 +m

(n+ 1)(n+ 2)
.

Además el conjunto Γ(λln+m ·Cn+1) tiene 2 caras compactas con ecuaciones α+ β = n− 1

y mα+ (m+ 1)β = nm. La intersección del soporte de J (λln+m ·Cn+1) con la primer recta

consiste de n−m puntos mientras que con la segunda solamente hay 2 puntos.

α

β

0

...

m

m− 1

...

n− 2

n− 1

1 · · · n−m− 1 n−m · · · n

(n+ 1)α+ (n+ 2)β = n2 + 2n+ 1 +m

Γ(λln+m · Cn+1)

α+ β = n− 1

mα+ (m+ 1)β = nm

?

Por tanto la factorización de Zariski es

J (λln+m · Cn+1) = (x, y)n−m−1 · I(m,m+1).

El último caso es una consecuencia de la Proposición 5.2.3.
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Corolario 5.2.7. Sean (µk), (υk), (µ
′
k), (υ

′
k) las sucesiones de Milnor y de factores de Cn+1

y Cn respectivamente. Entonces

µk =


µ′k, si k = 1, ..., ln,

(n− 2)2 +m− 1, si k = ln +m,

(n− 1)2, si k = ln+1.

(5.9)

y

υk =


υ′k, si k = 1, ..., ln,

n−m, si k = ln +m,

n, si k = ln+1,

(5.10)

donde m = 1, . . . , n− 1.

Demostración. La sucesión (υk) se puede obtener directamente de la ecuación (5.8). Además

la igualdad µk = µ′k se deduce inmediatamente del hecho de que J (λk ·Cn+1) = J (λ′k ·Cn)

para k ≤ ln. Ahora si k = ln +m para m = 1, ..., n− 1, entonces por la ecuación (5.8)

J (λk · Cn+1) = I(m,m+1) · (x, y)n−m−1.

Sean I = I(m,m+1) y J = (x, y)n−m−1, entonces por la ecuación (5.3)

µk = µ(I) + µ(J) + 2(f · g)− 1,

donde podemos asumir que f = f1 · ... · fn−m−1, con fi elemento general de (x, y) y g

elemento general de I . Luego, por las Proposiciones 5.1.3 y 1.0.8,

µk = m(m− 1) + (n−m− 2)2 + 2
∑
i

(fi · g)− 1

= m2 −m+ n2 +m2 + 4− 2nm− 4n+ 4m+ 2
∑
i

m− 1

= m2 −m+ n2 +m2 + 4− 2nm− 4n+ 4m+ 2m(n−m− 1)− 1

= (n− 2)2 +m− 1, para k = ln +m.

Por último, la igualdad µln+1 = (n− 1)2 se deduce de que J (λln+1 · Cn+1) = (x, y)n.

66



Capı́tulo 5. Descomposición de Zariski de los ideales multiplicadores asociados a una
singularidad de curva plana: Algunos resultados

Ejemplo 18. Consideremos la singularidad plana C2 = {y2 + x3 = 0}, la cual solamente

tiene el número de salto λ = 5
6
. La sucesión de Milnor es (0) y la de factores es (1), ya que

su ideal multiplicador es (x, y). Con esta información y gracias a las fórmulas de recurrencia

obtenidas, podemos calcular ambas sucesiones para cualquier curva Cn. A continuación se

muestran las sucesiones de Cn para n = 2, ..., 7.

n ln Sucesión de Milnor Sucesión de factores

2 1 (0) (1)

3 3 (0,0,1) (1,1,2)

4 6 (0,0,1,1,2,4) (1,1,2,2,1,3)

5 10 (0,0,1,1,2,4,4,5,6,9) (1,1,2,2,1,3,3,2,1,4)

6 15 (0,0,1,1,2,4,4,5,6,9,9,10,11,12,16) (1,1,2,2,1,3,3,2,1,4,4,3,2,1,5)

7 21 (0,0,1,1,2,4,4,5,6,9,9,10,11,12,16,16,17,18,19,20,25) (1,1,2,2,1,3,3,2,1,4,4,3,2,1,5,5,4,3,2,1,6)

5.3 Algoritmo de Alberich-Carramiñana, Álvarez-Montaner

y Blanco

El algoritmo de la presente sección se utiliza para calcular un conjunto de generadores para

ideales integralmente cerrados (i.e., completos) en superficies complejas suaves. Estos gen-

eradores admiten una representación monomial en términos de elementos llamados de con-

tacto máximo. Además tienen la propiedad de ser un invariante equisingular del ideal. Nos

centraremos en la aplicación del algoritmo para encontrar la descomposición de Zariski de

ideales multiplicadores. Para una descripción más detallada del mismo, consultar [AAB17].

Preliminares.

Sea π : X ′ −→ X un morfismo birracional propio, con X ′ una superficie suave. Cualquiera

de estos morfismos se pueden obtener como una sucesión de explosiones

π : X ′ = Xr+1 −→ Xr −→ · · · −→ X1 = X

donde Xi+1 es la explosión de Xi en un punto pi. Sea K el conjunto de los puntos pi, este

es un conjunto de ı́ndices para las componentes del divisor excepcional E. El conjunto K es

llamado un clúster de puntos infinitamente cercanos al origen.
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Definición 5.3.1. Decimos que un punto q ∈ K es próximo a p ∈ K si y sólo si q ∈ Ep.

Denotaremos esta relación por q → p y definiremos la matriz de proximidad P = (Pp,q)

como

Pp,q =


1 si p = q,

−1 si q → p,

0 en otro caso.

La matriz de intersección N se define como N = (Ep · Eq) y se relaciona con la matriz P

mediante la ecuación N = −P>P . Por último, decimos que un punto q es libre si solamente

es próximo a un punto, y es satélite en caso contrario.

Base de divisores.

Sea Λπ := ⊕p∈KZEp la retı́cula de divisores enteros enX ′ con soporte excepcional. Podemos

encontrar 2 distintas bases para el Z-módulo Λπ, dadas por las transformadas estrictas y

totales de las componentes del divisor excepcional E. Abusando de la notación, denotaremos

por Ep a la transformada estricta y por Ep a la transformada total. Si D es un divisor en Λπ,

entonces

D =
∑
p∈K

vp(D)Ep =
∑
p∈K

ep(D)Ep,

donde los coeficientes vp(D) y ep(D) se relacionan mediante la expresión

vp(D) = ep(D) +
∑
p→q

vq(D).

Esta última expresión nos da la fórmula de cambio de base e> = P · v>, donde e =

(ep(D))p∈K y v = (vp(D))p∈K .

Una tercera base que nos será útil es la base de ramificación {Bp}p∈K definida como el

dual de {−Ep}p∈K con respecto a la forma de intersección. El divisor D en esta base tiene la

representación

D =
∑
p∈K

ρp(D)Bp,

donde ρp(D) = −(D · Ep). La fórmula de cambio de base es ρ> = P>e>, donde ρ =

(ρp(D))p∈K .
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Elementos de contacto máximo.

Dado un punto p ∈ K, sea fp ∈ OX,O un elemento irreducible tal que su transformada estricta

interseca transversalmente a Ep en un punto suave del divisor excepcional E. Entonces Bp =

Div(π∗fp)exc. Por el contrario, cualquier g ∈ OX,O con Bp = Div(π∗g)exc es irreducible y

su transformada estricta interseca transversalmente a E.

Definición 5.3.2. Los elementos de contacto máximo del morfismo propio π : X ′ −→ X

son elementos fp ∈ OX,O con p ∈ K, considerados en la observación anterior, tales que p es

un vértice de valencia 1 del grafo de resolución de π. Un conjunto de elementos de contacto

maximo {fi}i∈I contiene un único elemento fpi = fi para cada vértice pi ∈ K de valencia 1.

SeaC un gérmen de curva plana irreducible dado por f = 0 y sea π su log-resolución. Los

elementos de contacto máximo fi son los que cumplen que (f · fi) = mi, donde m0, ...,mg

son los generadores del semigrupo Σ(f). En el caso de que el gérmen de curva C no sea

tangente al eje y, entonces f0 = x y f1 = y son elementos de contacto máximo.

Divisores antinef e ideales completos.

Dado un divisor efectivo D, el ideal

HD = {f ∈ OX,O : vp(f) ≥ vp para todo Ep � D} (5.11)

es completo y m-primario. Este ideal corresponde al tallo de la gavilla π∗OX′(−D) en el

origen O. Cabe resaltar que dos divisores diferentes pueden definir el mismo ideal HD, sin

embargo, podemos seleccionar un único divisor con la propiedad de ser antinef. El conjunto

de los ideales HD está en correspondencia biunı́voca con el conjunto de divisores antinef.

Esta correspondencia fue estudiada por Zariski en [Zar38].

Definición 5.3.3. Un divisor efectivo D de X ′ es llamado antinef si ρp(D) ≥ 0 para todo

p ∈ K. Esto es equivalente a que

ep(D) ≥
∑
q→p

eq(D), para todo p ∈ K.
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Dado un divisor D que no sea antinef, podemos encontrar un divisor D̃ antinef, llamado

cerradura antinef, tal que π∗OX′(−D) = π∗OX′(−D̃). El siguiente algoritmo calcula la

cerradura antinef de un divisor D.

Algoritmo 1 (Algoritmo de descarga).

Entrada: Un divisor D =
∑
dpEp ∈ Λπ.

Salida: La cerradura antinef D̃ de D.

Repetir:

· Definir Θ := {Ep ∈ Λπ : ρp = −D · Ep < 0}.

· Hacer np =
⌈
ρp
E2
p

⌉
para cada Ep ∈ Θ. Notar que (D + npEp) · Ep ≤ 0.

· Definir D̃ = D +
∑

Ep∈Θ npEp.

Parar si el divisor D̃ es antinef.

El Teorema de Zariski (3.3.4) se puede reformular para el caso de los ideales HD.

Teorema 5.3.4. Sea D ∈ Λπ un divisor antinef cuya expresión en la base de ramificación es

D =
∑

p∈K ρpBp. Entonces

HD =
∏
p∈K

H
ρp
Bp
, (5.12)

donde los ideales HBp son ideales simples y completos para todo p ∈ K.

A los divisores antinef que definen ideales simples y completos se les llamará divisores

simples.

Algoritmo de Alberich-Carramiñana, Álvarez-Montaner y Blanco.

La idea principal del algoritmo consiste en descomponer un divisor D ∈ Λπ, que se puede

asumir que es antinef, en divisores simples. Esto es, D = ρq1Bq1 + ...+ ρqrBqr con ρqi > 0.

70
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Para cada divisor simple Bqi con qi 6= O, denotaremos por D̂i a la cerradura antinef del

divisor Bqi + EO. El divisor D̂i define un ideal HD̂i
el cual es adyacente a HBqi

, esto es,

HD̂i
( HBqi

y dimHBqi
/HD̂i

= 1 visto como C-espacio vectorial. Después se procece a

encontrar un elemento de contacto máximo fi tal que fi ∈ HBqi
\ HD̂i

. Entonces se tiene

que HBqi
= (f)ni + HD̂i

para algún ni, además el divisor D̂i tiene un soporte menor que el

de Bqi en la base {Ep}. Por tanto podemos repetir el prodecimiento para D := D̂i hasta que

D = BO := Div(π∗m).

Algoritmo 2 (Generadores para HD).

Entrada: Un morfismo propio birracional π : X ′ −→ X y un divisor antinef D ∈ Λπ.

Salida: Generadores para el ideal HD.

1. Calcular un conjunto de elementos de contacto máximo {fi}i∈I de π.

2. Hacer D(0) := D y proceder al paso (0.1).

Paso (i):

i.1 Descomponer D(i) en di := #{p ∈ K : ρp(D
(i)) > 0} divisores simples.

i.2 Para cada j = 1, ..., di, considerar qj ∈ {p ∈ K : ρp(D
(i)) > 0} y asumir que

Bqj =
∑

p∈K epEp.

i.j.1 Parar en el ideal maximal:

Si Bqj = BO := Div(π∗m), entonces hacer HBqj
= (fi0 , fi1) para i0, i1 ∈ I ,

tales que sean suaves y transversos en O, entonces parar. Si no, proceder al paso

i.j.2.

i.j.2 Calcular el ideal adyacente a HBqj
:

Calcular la cerradura antinef D̂j del divisor Bqj + EO mediante el algoritmo de

descarga (1).

i.j.3 Seleccionar un elemento de contacto máximo en HBqj
\HD̂j

:
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Sea p ∈ K el último punto libre tal que ep 6= 0. Tomar τj ∈ I tal que ep(fτj) = 1

y eO(fτj) ≤ eO. Definir el entero nj := eO/eO(fτj).

i.j.4 Paso recursivo:

Asumir que HD̂j
ha sido calculado después del paso (i+ 1) con D(i+1) := D̂j .

i.j.5 Hacer:

HBqj
= (fnjτj ) +HD̂j

.

i.3 Aplicar el teorema de factorización de Zariski:

Calcular el producto HD(i) =
∏di

j=1 H
ρqj
Bqj

, dando generadores h1, ..., hsi .

i.4 Usar el lema de Nakayama:

HD(i) =
(
hk : π∗hk /∈ OX′(−D(i) − EO), k = 1, ..., si

)
OX,O.

3. Salida: HD = HD(0) .

Observaciones 5.3.5.

(i) La elección de los elementos de contacto máximo no altera el resultado del algoritmo, ya

que el algoritmo usa el tipo de equisingularidad de los elementos de contacto máximo.

Sin embargo es conveniente escoger a los elementos de una forma sencilla para facilitar

el cálculo. Además, la elección del elemento de contacto máximo en el paso i.j.3

puede no ser única. Dependiendo de cuál se eliga, se tendrá un sistema de generadores

diferentes.

(ii) Dado que las gavillas de ideales OX′(−D) son definidas mediante valuaciones, para

saber si π∗f es elemento o no de OX′(−D), basta comparar los valores vp(Div(π∗f))

y vp(D) para p ∈ K.

(iii) El paso i.4 elimina generadores redundantes usando el lema de Nakayama y el hecho

de que un conjunto es un sistema de generadores de HD si y sólo si sus clases módulo

HD+EO
forman un sistema de generadores de HD/HD+EO

como un C-espacio vecto-

rial.
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Ejemplo 19. Sea C la singularidad de curva plana irreducible definida por el polinomio

f(x, y) = (y2 − x3)2 + x2y3. Los exponentes caracterı́sticos de C son k0 = 4, k1 = 6 y

k2 = 7. Su grafo de resolución se muestra a continuación.

EO

4

Ep1

6

Ep2

12

Ep4

26

Ep3

13

Usaremos el Algoritmo 2 para calcular el ideal HD, donde

D = 4EO + 6Ep1 + 12Ep2 + 13Ep3 + 26Ep4

= 4EO + 2Ep1 + 2Ep2 + Ep3 + Ep4

= Bp4 .

Como podemos observar, HD es un ideal simple por (5.12). Las matrices de proximidad y de

intersección son

P =



1 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

−1 −1 1 0 0

0 0 −1 1 0

0 0 −1 −1 1


y N =



−3 0 1 0 0

0 −2 1 0 0

1 1 −3 0 1

0 0 0 −2 1

0 0 1 1 −1


.

Los puntos de valencia 1 del grafo de resolución son los puntosO, p1 y p3. Luego un conjunto

de elementos de contacto máximo es {f0, f1, f2}, donde

f0 =x,

f1 =y,

f2 =y2 − x3.
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Antes de comenzar el algoritmo, hagamos Di = Div(π∗fi) para cada elemento de contacto

máximo. Entonces tenemos que

D0 = EO + Ep1 + 2Ep2 + 2Ep3 + 4Ep4

= EO

D1 = EO + 2Ep1 + 3Ep2 + 3Ep3 + 6Ep4

= EO + Ep1

D2 = 2EO + 3Ep1 + 6Ep2 + 7Ep3 + 13Ep4

= 2EO + Ep1 + Ep2 + Ep3

Hagamos D(0) := D y procedamos a utilizar el algoritmo.

Paso (0):

0.1. D(0) = Bp4 y d0 = 1.

0.2. Bp4 = 4EO + 2Ep1 + 2Ep2 + Ep3 + Ep4 .

0.1.1. El divisor Bp4 6= BO, entonces continuamos.

0.1.2. El divisor Bp4 + EO expresado en la base de ramificación está dado por el vector

(3, 0,−1, 0, 1). Como no es antinef, hay que calcular su cerradura antinef usando

el algoritmo de descarga. La cerradura antinef en la base de ramificación es D̂1 =

(2, 1, 1, 0, 0).

0.1.3. Los únicos puntos libres son p1 y p3, luego p3 es el último punto libre tal que

ep3 6= 0. Además τ1 = 2 ya que ep3(f2) = 1 y eO(f2) = 2 ≤ eO = 4. Luego

n1 = 2.

0.1.4. Este es el paso iterativo, hagamos D(1) := D̂1.

0.1.5. HBp4
= ((y2 − x3)2) +HD(1) .

0.3. Por Teorema de Zariski, HD = HBp4
= ((y2 − x3)2) +HD(1)
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Ahora repetimos el algoritmo para encontrar HD(1) , pero primero expresemos D(1) en las 3

bases de divisores.

D(1) = 5EO + 7Ep1 + 13Ep2 + 13Ep3 + 26Ep4

= 5EO + 2Ep1 + Ep2

= 2BO +Bp1 +Bp2 .

Paso (1):

1.1. D(1) = 2BO +Bp1 +Bp2 y d1 = 3.

1.2. Los divisores BO, Bp1 y Bp2 en la base {Ei} son

BO = EO

Bp1 = EO + Ep1

Bp2 = 2EO + Ep1 + Ep2

1.1.1. El ideal de BO es HBO = (x, y).

1.2.1. El divisor Bp1 6= BO, entonces continuamos.

1.2.2. El divisor Bp1 + EO se puede expresar en la base de ramificación está por el

vector (3, 1,−1, 0, 0). Como no es antinef, hay que calcular su cerradura antinef

usando el algoritmo de descarga. La cerradura antinef en la base de ramificación

es D̂2 = (2, 0, 0, 0, 0).

1.2.3. El punto p1 es el último punto libre tal que ep1 6= 0. Además τ1 = 1 ya que

ep1(f1) = 1 y eO(f1) = 1 ≤ eO = 1. Luego n2 = 1.

1.2.4. Este es el paso iterativo, hagamos D(2)
1 := D̂2.

1.2.5. HBp1
= (y) +H

D
(2)
1

.

1.3.1. El divisor Bp2 6= BO, entonces continuamos.

1.3.2. El divisorBp2+EO en la base de ramificación está dado por el vector (3, 0, 0, 0, 0),

el cual es antinef. Luego D̂3 = (3, 0, 0, 0, 0) en la base de ramificación.
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1.3.3. El punto p1 es el último punto libre tal que ep1 6= 0. Además podemos tomar

τ1 = 1 ya que ep1(f1) = 1 y eO(f1) = 1 ≤ eO = 2. Luego n2 = 2.

1.3.4. Este es el paso iterativo, hagamos D(2)
2 := D̂3.

1.3.5. HBp2
= (y2) +H

D
(2)
2

.

1.3 Por el Teorema de Zariski tenemos que

HD(1) = H2
BO
·HBp1

·HBp2

= (x, y)2 ·
(

(y) +H
D

(2)
1

)
·
(

(y2) +H
D

(2)
2

)
Podemos continuar el algoritmo para encontrar los idealesH

D
(2)
1

yH
D

(2)
2

. Sin embargo, como

D
(2)
1 = 2BO y D(2)

2 = 3BO, entonces H
D

(2)
1

= (x, y)2 y H
D

(2)
2

= (x, y)3. Por lo tanto,

HD(1) = (x, y)2 ·
(

(y) + (x, y)2
)
·
(

(y2) + (x, y)3
)

= (x2, xy, y2) · (x2, y) · (x3, x2y, y2)

= (x7, x5y, x4y2, x2y3, xy4, y5).

Ahora podemos encontrar el ideal HD,

HD = ((y2 − x3)2) + (x7, x5y, x4y2, x2y3, xy4, y5)

= ((y2 − x3)2, x7, x5y, x4y2, x2y3, xy4,��y
5)

= ((y2 − x3)2, x7, x5y, x4y2, x2y3, xy4).

El elemento y5 se elimina ya que es una combinación del resto de generadores. En especı́fico,

y = y(y2 − x3)2 + 2x(x2y3)− x(x5y). Observamos que, efectivamente, el Algoritmo 2 nos

permite calcular generadores monomiales en términos de los elementos de contacto máximo

de la resolución π : X ′ −→ X . En este ejemplo,

HD = (f 2
2 , f

7
0 , f

5
0 f1, f

4
0 f

2
1 , f

2
0 f

3
1 , f0f

4
1 ).

Ejemplo 20. Sea C la singularidad del Ejemplo 19, calcularemos sus ideales multiplicadores

junto a las sucesiones de Milnor y de factores. Para esto, primero calcularemos los ide-

ales HBp para todo p ∈ K. En el ejemplo anterior se calcularon los ideales asociados a
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BO, Bp1 , Bp2 y Bp4 . Para calcular el ideal HBP3
, en lugar de utilizar el Algoritmo 2, haremos

uso de (5.11). A los divisores Di = Div(π∗fi), con fi elemento de contacto máximo, les

corresponden los siguientes vectores de coordenadas en la base {Ep}p∈K .

D0 = (1, 1, 2, 2, 4),

D1 = (1, 2, 3, 3, 6),

D2 = (2, 3, 6, 7, 13).

Mientras que al divisor Bp3 le corresponde el vector Bp3 = (2, 3, 6, 7, 13). Para encontrar

generadores para el idealHBp3
es suficiente buscar expresiones monomiales de los elementos

de contacto máximo cuyos vectores de coordenadas cumplan (5.11). Entonces un conjunto

de generadores para el ideal HBp3
es {x4, x2y, xy2, y3, f2}. En resumen,

HBO = (x, y),

HBp1
= (x2, y),

HBp2
= (x3, x2y, y2),

HBp3
= (x4, x2y, xy2, y3, (y2 − x3)),

HBp4
= (x7, x5y, x4y2, x2y3, xy4, (y2 − x3)2).

El divisor canónico relativo asociado a la log-resolución π es

KX′/X = EO + 2Ep1 + 4Ep2 + 5Ep3 + 10Ep4 .

En la siguiente tabla se muestran los números de salto de C, ası́ como el divisor bλ · π∗Cc −

KX′/X y la cerradura antinef del mismo. Se escribe (. . . )Ep para denotar el divisor en la base

{Ep} y (. . . )Bp para la base de ramificación.
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λ bλ · π∗Cc −KX′/X Cerradura antinef

5

12
(0, 0, 1, 0, 0)Ep (1, 1, 2, 2, 4)Ep (1, 0, 0, 0, 0)Bp

15

26
(1, 1, 2, 2, 5)Ep (1, 2, 3, 3, 6)Ep (0, 1, 0, 0, 0)Bp

17

26
(1, 1, 3, 3, 7)Ep (2, 2, 4, 4, 8)Ep (2, 0, 0, 0, 0)Bp

19

26
(1, 2, 4, 4, 9)Ep (2, 3, 5, 5, 10)Ep (1, 1, 0, 0, 0)Bp

21

26
(2, 2, 5, 5, 11)Ep (2, 3, 6, 6, 12)Ep (0, 0, 1, 0, 0)Bp

23

26
(2, 3, 6, 6, 13)Ep (2, 3, 6, 7, 13)Ep (0, 0, 0, 1, 0)Bp

11

12
(2, 3, 7, 6, 13)Ep (3, 4, 7, 7, 14)Ep (2, 1, 0, 0, 0)Bp

25

26
(2, 3, 7, 7, 15)Ep (3, 4, 8, 8, 16)Ep (1, 0, 1, 0, 0)Bp

Ahora podemos usar el Teorema 5.12 para encontrar la factorización de Zariski de los ideales

multiplicadores. Además podemos obtener las sucesiones de Milnor y de factores.

λ J (λ · C) µi υi

5

12
(x, y) 0 1

15

26
(x2, y) 0 1

17

26
(x, y)2 1 2

19

26
(x, y)(x2, y) 1 2

21

26
(x3, x2y, y2) 2 1

23

26
(x4, x2y, xy2, y3, (y2 − x3)) 2 1

11

12
(x, y)2(x2, y) 4 3

25

26
(x, y)(x3, x2y, y2) 5 2
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APÉNDICE A

Script para calcular la descomposición de Zariski de

curvas con un par de Puiseux

El siguiente script fue creado para ser usado en . Calcula los ideales multiplicadores aso-

ciados a los números de salto λ < 1 de una curva C definida por la ecuación ya + xb = 0 con

gcd(a, b) = 1. También calcula la descomposición de Zariski de dichos ideales y la sucesión

de Milnor y de factores. Como opción extra, calcula el polı́gono de Newton de los ideales

multiplicadores y también el conjunto Γ(λ · C), que consiste en la recta ax+ by = λab.

Para usar el script hay que especificar los valores de a, b ∈ N, ası́ como el valor lógico

Flag ∈ {T, F} para visualizar, o no, los polı́gonos de Newton de los ideales multiplicadores.

a <− 7 # ##### I n g r e s a r v a l o r de a

b <− 9 # ##### I n g r e s a r v a l o r de b

F lag <− T # ##### V i s u a l i z a r l o s P o l i g o n o s de Newton ? ( T=SI / F=NO)

l i b r a r y ( p u r r r )

# ######### Convex Hul l F u n c t i o n ##########

c o n v h u l l <− f u n c t i o n (X, a , b ){

X <− X[ o r d e r (X[ , 1 ] ,X [ , 2 ] ) , ]

n <−l e n g t h (X[ , 1 ] )
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pos <− 1

i <− pos

w h i l e ( T )

{

m<−(X[ i : n , 2 ] −X[ i , 2 ] ) / (X[ i : n , 1 ] −X[ i , 1 ] )

i f ( sum ( as . numer ic (m[ i s . f i n i t e (m)]>=0))== l e n g t h (m[ i s . f i n i t e (m) ] ) )

b r e a k

pos <− c ( pos , which . min (m)+ i −1)

i <− pos [ l e n g t h ( pos ) ]

}

r e t u r n (X[ u n i qu e ( pos ) , ] )

}

# ######### Jumping Numbers F u n c t i o n ##########

jumpingNumbers <− f u n c t i o n ( a , b ){

r <− 0

s <− 0

j n <− NULL

w h i l e ( a * ( r +1)+ b* ( s +1)<a *b ){

w h i l e ( a * ( r +1)+ b* ( s +1)<a *b ){

j n <− c ( jn , a * ( r +1)+ b* ( s + 1 ) )

r <− r +1

}

r <− 0

s <− s +1

}

r e t u r n ( j n [ o r d e r ( j n ) ] )

}

# ######### Mi lnor Number F u n c t i o n ##########

m i l n o r <− f u n c t i o n ( a , b ){

k <− max ( a , b )

u <− min ( a , b )

q <− f l o o r ( k / u )

r <− k %% u

MS <− NULL

f o r ( i i n 1 : q )

MS <− c (MS, u )

w h i l e ( r ! = 0){

k <− u

u <− r

q <− f l o o r ( k / u )

r <− k %% u

f o r ( i i n 1 : q )

MS <− c (MS, u )
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}

r e t u r n ( sum (MS* (MS− 1 ) ) )

}

# ######### I n t e r s e c t i o n M u l t i p l i c i t y F u n c t i o n ##########

inumber <− f u n c t i o n (M,N){

r e t u r n ( min (M*N [ 2 : 1 ] ) )

}

M i l n o r s e q<−NULL

F a c t o r s e q<−NULL

j n <− jumpingNumbers ( a , b )

L <− m a t r i x ( u n l i s t ( c r o s s 2 ( 0 : max ( a , b ) , 0 : max ( a , b ) ) ) , n c o l = 2 , byrow = T )

L <− L [ a *L [ , 1 ] + b*L[ ,2]<= a *b , ]

f o r ( i i n j n ){

L <− m a t r i x ( u n l i s t ( c r o s s 2 ( 0 : max ( a , b ) , 0 : max ( a , b ) ) ) , n c o l = 2 , byrow = T )

L <− L [ a *L [ , 1 ] + b*L[ ,2]< i , ]

L <− L [ a *L [ , 1 ] + b*L[ ,2]> i −a−b , ]

MI <− c o n v h u l l ( L , a , b )

{FI= m a t r i x ( 0 , nrow= l e n g t h ( MI [ , 1 ] ) − 1 , n c o l =2)

FI =(MI [ 1 : ( l e n g t h ( MI [ , 1 ] ) − 1 ) , ] − MI [ 2 : ( l e n g t h ( MI [ , 1 ] ) ) , ] )

FI= abs ( FI )

dim ( FI ) <− c ( nrow= l e n g t h ( MI [ , 1 ] ) − 1 , 2 )

CompactSides <− NULL

f o r ( j i n 1 : ( l e n g t h ( MI [ , 1 ] ) − 1 ) ){

CompactSides <− c ( CompactSides , ( MI [ j , 2 ] −MI [ j + 1 , 2 ] ) / ( MI [ j , 1 ] −MI [ j + 1 , 1 ] ) )

}

CompactSides <− u n i qu e ( CompactSides )

D <− NULL

E <− NULL

f o r ( k i n min ( L [ , 1 ] ) : max ( L [ , 1 ] ) )

D <− r b i n d (D, c ( k , min ( L [ L [ , 1 ] = = k , 2 ] ) ) )

f o r ( k i n min ( L [ , 2 ] ) : max ( L [ , 2 ] ) )

E <− r b i n d ( E , c ( min ( L [ L [ , 2 ] = = k , 1 ] ) , k ) )

GEN <− r b i n d (D, E )

GEN <− GEN[ d u p l i c a t e d (GEN) , , d rop = FALSE]}

# ########################### ZARISKI FACTORIZATION ############################

MI <− MI [ o r d e r ( MI [ , 1 ] , MI [ , 2 ] ) , ]

GEN <− GEN[ o r d e r (GEN[ , 1 ] ,GEN[ , 2 ] ) , ]

ZF <− new . env ( )

Names <− p a s t e ( ” F a c t o r ” , 1 : ( l e n g t h ( MI [ , 1 ] ) − 1 ) , sep = ” ” )

f o r ( k i n 1 : ( l e n g t h ( MI [ , 1 ] ) − 1 ) ){

i f ( abs ( MI [ k , 2 ] −MI [ k +1 ,2 ] )==1 | | abs ( MI [ k ,1 ] −MI [ k + 1 , 1 ] ) = = 1 )

a s s i g n ( Names [ k ] , m a t r i x ( c ( 0 , abs ( MI [ k ,1 ] −MI [ k + 1 , 1 ] ) ,

abs ( MI [ k ,2 ] −MI [ k + 1 , 2 ] ) , 0 ) , 2 , 2 ) , e n v i r = ZF )
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AUX <− GEN[GEN[ ,1]>=MI [ k , 1 ] , ]

AUX <− AUX[AUX[ ,1]<=MI [ k + 1 , 1 ] , ]

AUX[ , 1 ] <− AUX[ , 1 ] −MI [ k , 1 ]

AUX[ , 2 ] <− AUX[ , 2 ] −MI [ k +1 ,2 ]

a s s i g n ( Names [ k ] ,AUX, e n v i r = ZF )

}

}

# ############################# MILNOR NUMBER ##############################

n <− l e n g t h ( FI [ , 1 ] )

sum <− 0

sum2 <− 0

f o r ( k i n 1 : n )

sum <− sum + m i l n o r ( FI [ k , 1 ] , FI [ k , 2 ] )

f o r ( k i n 1 : n )

f o r ( j i n 1 : k )

i f ( j<k ){

sum2 <− sum2 + inumber ( FI [ k , ] , FI [ j , ] )

}

milnornumber <− sum + 2*sum2 − n+1

M i l n o r s e q <− c ( Mi lnorseq , mi lnornumber )

F a c t o r s e q <− c ( F a c t o r s e q , n )

# ############################# DATA OUTPUT ##############################

c a t ( ” \n ” )

i f ( F l ag ==T){

p l o t ( L , pch =20 , cex = 0 . 8 , x l im = c ( 0 , i / a ) , y l im = c ( 0 , i / b ) , a sp =1 , x l a b = ” ” , y l a b = ” ” )

p o i n t s ( MI [ , 1 ] , MI [ , 2 ] , c o l =” r e d ” , pch =20 , cex = 1 . 3 )

a b l i n e ( v =( seq ( 0 , max ( a , b ) , 1 ) ) , c o l =” l i g h t g r a y ” , l t y =” d o t t e d ” )

a b l i n e ( h =( seq ( 0 , max ( a , b ) , 1 ) ) , c o l =” l i g h t g r a y ” , l t y =” d o t t e d ” )

t e x t ( i / a , 1 . 5 , p a s t e ( a , ” x+” , b , ” y=” , i , sep = ” ” ) )

l i n e s ( MI , c o l =” b l u e ” )

l i n e s ( c ( 0 , b ) , c ( 0 , 0 ) )

l i n e s ( c ( 0 , 0 ) , c ( 0 , a ) )

t i t l e ( main = p a s t e ( ”NP of ” , i , ” / ” , a *b ) )

l i n e s ( c ( ( i ) / a , 0 ) , c ( 0 , ( i ) / b ) , c o l =” b l a c k ” )

}

Q <− p a s t e ( p a s t e ( p a s t e ( ” x ” ,GEN[ , 1 ] , sep = ” ˆ ” ) ,

p a s t e ( ” y ” ,GEN[ , 2 ] , sep = ” ˆ ” ) , sep =” * ” ) , sep =” , ” )

c a t ( ” J [ ” , i , ” / ” , a *b , ” ]= ( ” , sep = ” ” ) ; c a t (Q, sep = ” , ” ) ; c a t ( ” ) ” , ”\n ” )

c a t ( ” Z a r i s k i F a c t o r i z a t i o n : ” )

f o r ( k i n 1 : l e n g t h ( ZF ) ){

Q <− p a s t e ( p a s t e ( p a s t e ( ” x ” , g e t ( Names [ k ] , ZF ) [ , 1 ] , sep = ” ˆ ” ) ,

p a s t e ( ” y ” , g e t ( Names [ k ] , ZF ) [ , 2 ] , sep = ” ˆ ” ) , sep =” * ” ) , sep =” , ” )
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c a t ( ” ( ” , sep = ” ” ) ; c a t (Q, sep = ” , ” ) ; c a t ( ” ) ” )

}

# r e a d k e y ( )

c a t ( ”\n ” , ” Compact S i d e s : ” , l e n g t h ( CompactSides ) , ”\n ” , sep =” ” )

c a t ( ”Number o f F a c t o r s : ” , l e n g t h ( MI [ , 1 ] ) − 1 , ”\n ” )

c a t ( ” Mi lnor Number : ” , mi lnornumber , ”\n ” , ”\n ” )

}

# ############################# PRINT SEQUENCES ##############################

c a t ( ” Mi lnor Sequence : ” , Mi lnorseq , ”\n ” , sep =” ” )

c a t ( ” F a c t o r s e q u e n c e : ” , F a c t o r s e q , ”\n ” , sep =” ” )
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