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Prefacio

En Teoria de Valores Extremos es de interés obtener intervalos de confianza para cuantiles
altos de distribuciones de maximos. En la practica son muy utilizados intervalos de confianza cons-
truidos utilizando la asintoticidad normal de los estimadores de méaxima verosimilitud para estos
cuantiles suponiendo una Distribucién de Valores Extremos Generalizada (DVEG) o una de las
tres Distribuciones de Valores Extremos (DVE): Gumbel, Fréchet o Weibull. También pueden ser
utilizados intervalos de verosimilitud perfil que toman en cuenta la asimetria marcada de la super-
ficie de verosimilitud. Sin embargo, cuando el tamano de la muestra de maximos es muy pequeno,
lo cual ocurre frecuentemente en la practica, estos intervalos podrian ser dificiles de calcular o no
tener las coberturas esperadas en ciertas situaciones. Por ello es de interés tener también en cuenta
métodos de construccion de intervalos de confianza no paramétricos para cuantiles.

Una herramienta que ha sido muy utilizada para construir intervalos de confianza no paramétri-
cos para una caractéristica de una distribucién (media, mediana, varianza, un cuantil, etc.) es el
Bootstrap. En la Teoria Clasica de Bootstrap se encuentran muchas clases de estos intervalos, pero
ninguno de ellos habia producido resultados muy satisfactorios para la estimacion por intervalos
de cuantiles hasta que se presenté en el ano 2005 el trabajo de Ho y Lee. Ellos propusieron una
clase de intervalos de confianza Bootstrap para cuantiles de distribuciones en general con buenos
resultados en cuanto a coberturas. Exploraron mediante simulaciones de muestras pequenas como
se comportan estos intervalos para cuantiles de algunas distribuciones, pero no exploraron qué tan
buenos son estos intervalos cuando los cuantiles son de una DVEG o de una DVE y tampoco
consideraron cuantiles muy altos en dichas simulaciones.

La principal aportacion de esta tesis es comparar mediante simulaciones de muestras pequenas,

moderadamente grandes y grandes (muetras de tamano 25, 50 y 100, respectivamente), los in-

\Y



Vi PREFACIO

tervalos Bootstrap propuestos por Ho y Lee (2005) con los intervalos basados en la verosimilitud
para cuantiles altos de algunas DVEG que engloban a las tres DVE, las cuales son distribuciones
asintéticas de maximos bajo ciertas suposiciones cuando el tamano de los bloques de donde se
extraen dichos maximos tiende a infinito. Principalmente interesa comparar las coberturas y an-
chos de estos intervalos, con el fin de determinar situaciones en las cuales cada tipo de ellos son
preferibles sobre los otros, siendo los intervalos Bootstrap los de principal interés.

Entre algunos de los resultados se encuentra, que los intervalos de verosimilitud perfil en gene-
ral tienen buenas coberturas y son angostos. Los intervalos construidos mediante la asintoticidad
normal de los estimadores de méxima verosimilitud, tipicamente tienen coberturas muy pobres.
Respecto a los intervalos Bootstrap, estos tienen buenas coberturas en situaciones donde los inter-
valos basados en la verosimilitud tienen coberturas bajas, incluso cuando el tamano de la muestra
de maximos sea pequeno. Cabe resaltar que en estas situaciones los intervalos Bootstrap son mas
anchos que los intervalos basados en la verosimilitud en la mayoria de las veces, pero pueden ser
facilmente calculados mientras que los intervalos basados en la verosimilitud a veces pueden ser
dificiles de obtener, debido a singularidades en la aproximacién a la funcién de verosimilitud a
través de la funcién de densidad de la distribucion supuesta. Para evitar este problema se debe
utilizar la funcion de verosimilitud exacta, la cual por ser un producto de probabilidades no tiene
singularidades.

En el Capitulo 1 de esta tesis, se proporcionan las nociones basicas de la Teoria del Bootstrap,
de la Teoria de Verosimilitud y por ultimo se presentan los resultados principales de la Teoria
Clasica de Valores Extremos, asi como también la forma en que generalmente se procede para
hacer estimaciones en este ambito.

El Capitulo 2 contiene lo que se encontré en la literatura acerca de intervalos Bootstrap para
cuantiles de distribuciones en general y de distribuciones asintéticas de maximos por bloques. Se
describen los intervalos Bootstrap propuestos por Ho y Lee (2005), asi como también los resultados
que obtuvieron con respecto a ellos.

Posteriormente, en el Capitulo 3 se presenta un estudio mediante simulaciones de las coberturas
y anchos de los intervalos Bootstrap, de los intervalos asintéticos de méaxima verosimilitud y de

los intervalos de verosimilitud perfil para cuantiles de distribuciones de maximos. En este capitu-
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lo se presenta también, un analisis sobre el uso de la funcién de verosimilitud exacta para evitar
problemas en el calculo de los intervalos basados en la verosimilitud, que se tienen al utilizar la
aproximacién a la funcién de verosimilitud por medio de la funcién de densidad del modelo supuesto.
Cabe mencionar que las simulaciones de este capitulo se hicieron con Matlab V.7 en una computa-
dora Pentium 4, 2.02 GHz y 514 MB de memoria RAM. Los guiones hechos en Matlab V.7 que se
utilizaron para calcular los intervalos Bootstrap propuestos por Ho y Lee (2005), pueden descargarse
en el sitio http://www.cimat.mx/"addy/ o http://mx.geocities.com/addybolivar/.

En el Capitulo 4 se proporcionan las conclusiones generales de este trabajo. Se menciona lo que
se recomienda en la practica para hacer estimacion por intervalos para cuantiles de distribuciones de
maximos. Finalmente, en el Apéndice A se presentan las pruebas de algunos resultados mencionados

en el Capitulo 2.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo primero se introducira la notacién basica que se utilizara a lo largo de esta
tesis. Posteriormente se hablarda brevemente de la Teoria del Bootstrap, cuyos conceptos seran
retomados en capitulos posteriores. En esta parte se explicarda como se utiliza el método Bootstrap
para la estimacion puntual de alguna caracteristica de una distribucién desconocida, de la cual s6lo
se cuenta con una muestra de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
esta distribucion. También se comentaran dos formas de construccién de intervalos de confianza

para dicha caracteristica aplicando el Bootstrap.

Por otro lado, se recordaran las nociones basicas de Teoria Clasica de Valores Extremos en
relacién a las distribuciones asintéticas de muestras de maximos (o minimos) cuando el tamano de
los bloques de donde se extrae el maximo tiende a infinito. Para que estos resultados asintoticos sean
aplicables a muestras finitas en la estimaciéon de algin pardmetro o caracteristica de la distribucion
de los maximos, es también importante que el nimero de méaximos con los que se cuente sea

razonable.

Se proporcionaran los teoremas principales en torno a los que giran los resultados bésicos en
Teoria de Valores Extremos. Asi mismo se verd como hacer inferencia en este ambito utilizando
la herramienta estadistica basada en la funcion de verosimilitud completa, es decir, considerando
ademas de los estimadores de méaxima verosimilitud otros aspectos de la funciéon de verosimilitud,

como por ejemplo las funciones de verosimilitud perfil, para hacer estimacion.
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1.1. Notacion basica

A continuacién se presentan un par de definiciones que son necesarias para establecer lo que es

un cuantil de una funcién de distribucion.

Definicién 1.1 (Inversa generalizada de una funcién mondétona) Sea h una funcion no de-

creciente en R. La inversa generalizada de h se define como:
h=(t) =inf{z € R: h(x) > t}.

Aqui se toma la convencién de que el infimo del conjunto vacio es infinito. Notese que en caso
de que h sea estrictamente creciente y continua su inversa generalizada coincide con su funciéon

mversa.

Definicién 1.2 (Funcién cuantil) La inversa generalizada de la funcion de distribucion F
F=(t)=if{z e R: F(x) >t}, para 0 <t <1,
es llamada la funcion cuantil de F.

Por lo tanto, si F es estrictamente creciente y continua en (0,1) y F~! es su funcién inversa en

este intervalo, entonces

F=(t)=F'(t) Vvte(0,1).

Ahora puede introducirse el concepto de cuantil de una funcién de distribucion.

Definicién 1.3 (Cuantil) El cuantil de probabilidad acumulada p de la funcion de distribucion

F, conp e (0,1), se define como Q, = F*(p).

En las siguientes definiciones, X1, ..., X, son variables aleatorias con distribucién F'. Se deno-
tard como # a un parametro de la distribucién F' (es decir, un valor del cual depende F') o a una
caracteristica de interés de F' (por la cual se entenderd una funcién de F', como por ejemplo su

varianza, media, mediana, un cuantil, etc).
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Definicién 1.4 (Probabilidad de cobertura) Sean A =T(Xy,...,X,) y B="Ts(X1,...,X,)
dos estadisticas (funciones que dependen tunicamente de las v.a. X1,...,X,). La probabilidad de
cobertura del intervalo aleatorio (A, B) de 0, es la probabilidad de que dicho intervalo contenga al

verdadero valor de 0, digamos 6y:
Cob= P(A <6y < B).

Esta implicito en la definicién anterior, que la probabilidad de cobertura de un intervalo aleato-
rio, puede cambiar si los valores de los parametros en cuales pueda depender la distribucion F
cambian. Cuando la probabilidad de cobertura es constante, independientemente del valor de estos
parametros, este intervalo es un intervalo de confianza. La definicion formal de un intervalo de

confianza es la siguiente.

Definicién 1.5 (Intervalo de confianza) Sea (A, B) un intervalo aleatorio como en la defini-
cion anterior. Se dice que (A, B) es un intervalo de confianza (IC) para 6 con nivel de confianza o
sS4

P(A <6y < B)=a,

donde 0y es el verdadero valor de 0, independientemente del valor de los parametros en los cuales

pueda depender la distribucion F'.

Una observacién de este intervalo (A, B) es un intervalo (a,b) con a = Ty(z1,...,2,), b =
To(x1,...,2,) ¥y ®1,...,2, observaciones de las variables aleatorias X1,..., X,,. La interpretacién
frecuentista de un intervalo de confianza para 6 con nivel de confianza «a, es que la proporcién de
M observaciones de este intervalo que cubren al verdadero valor 6y de 6 tiende a o % cuando M
tiende a infinito.

En la definicion de intervalo de confianza, algunas veces A puede ser —oo, en cuyo caso se
dird que el intervalo (—oo, B) es un intervalo de confianza acotado superiormente para 6. Por otro
lado, algunas veces B puede ser co y se dird que el intervalo (A, 00) es un intervalo de confianza
acotado inferiormente para 0.

Si a € (0,1), se dird que (A, B) es un intervalo de confianza del 1000 % o de nivel o para 0 si

(A, B) es un intervalo de confianza para 6 con nivel de confianza igual a «. La misma terminologia se
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usard para una observacién de este intervalo. Analoga interpretacion se tendra cuando se mencione
intervalo de confianza acotado superiormente del 100a % o de nivel o para 6 e intervalo de confianza

acotado inferiormente del 100a % o de nivel o para 6.

Definicién 1.6 (Estimador consistente) Un estimador T, = T,(Xi,...,X,) de 0 es consis-
tente si la sucesion {1, },>1 converge a 0 en algin sentido apropiado como los siguientes.

T, es un estimador fuertemente consistente de 6 si {Tn}nZI converge casi sequramente a 0
cuando n — oo, es decir, si {1, }n>1 converge a 0 excepto en un conjunto de medida cero.

T, es un estimador débilmente consistente de 6 si {T,,},>1 converge en probabilidad a 6 cuando
n — o0, es decir, St

lim P(|T, — 6] >¢)=0 Ve>0.

n—oo

En esta tesis se vera que los estimadores fuertemente consistentes juegan un papel importante en
la Teoria del Bootstrap para garantizar que de alguna manera las estimaciones Bootstrap converjan
al parametro o caracteristica de una distribucién y por tanto esta metodologia de estimacién sea

de interés.

1.2. Teoria del Bootstrap

El método Bootstrap fue creado en 1979 por Bradley Efron, ver Davison y Hinckley (1997),
estableciendo un nuevo marco para el analisis estadistico basado en simulaciones. Este método
se utiliza para hacer inferencia acerca de alguna caracteristica de interés de una funciéon de dis-
tribucién (la media, la varianza, la mediana, un cuantil, etc.), generando muestras parecidas a una
muestra de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) que siguen esta
distribucién.

La idea de utilizar datos para generar datos parecidos y poder hacer inferencias es semejante al
truco utilizado por el ficticio Barén Munchausen, quién cuando se encontré atrapado en el fondo
de un lago se dice que sali6 de él tirando de las agujetas de sus propios zapatos; de ahi surge el

nombre de la metodologia de Efron, Bootstrap, que significa “levantarse a uno mismo tirando de
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las agujetas de los zapatos”. Esto hace alusién al hecho de intentar obtener mucha mas informacion
de la muestra observada misma con el uso de los métodos Bootstrap.

Si se quiere comenzar a estudiar la Teoria del Bootstrap el libro de Efron y Tibshirani (1993),
An Introduction to the Bootstrap, es un libro didactico, presenta los conceptos basicos de esta teoria
explicando en una forma clara, sencilla e intuitiva los procedimientos de estimacién por Bootstrap.
El libro de Davison y Hinkley (1997), Bootstrap Methods and Their Application, complementa las
ideas del libro anterior pues en él se presentan méas detalles de como implementar y justificar los
procedimientos Bootstrap para hacer inferencias.

A continuacién se describird brevemente el método Bootstrap para la estimacién puntual de
una caracteristica de interés de una funciéon de distribucién y posteriormente la forma en que se
puede hacer una estimacion por intervalos de confianza para dicha caracteristica. Cabe senalar que
varios de los conceptos de la Teoria del Bootstrap que se presentaran en seguida serdn retomados
en capitulos posteriores de manera particular para cuantiles, debido a que en esta tesis los cuantiles

son las caracteristicas de interés de las distribuciones.

1.2.1. Estimaciéon puntual Bootstrap

Supéngase que se tiene una muestra {zj...,z,} de las v.aiid. Xi,..., X, con funcién de
distribucién F' desconocida y se desea hacer inferencias acerca de una caracteristica de F', llamémosle
o(F) € R*. Con esta muestra se puede obtener una estimacién de F ya sea paramétrica o no
paramétrica, denotémosla por ﬁn Por una estimacion paramétrica de F' se entendera una funcion de
distribucién la cual es un miembro de una familia paramétrica de distribuciones y cuyos parametros
son estimados de alguna manera, por ejemplo por méaxima verosimilitud, usando la muestra que se
observo. Se entendera por una estimacion no paramétrica de F' a una funcion de distribucion que
aproxima a F'y que se basa inicamente en la muestra con la que se cuenta; no es necesario estimar
ningin parametro para su construccion.

Nétese que o(-) es un funcional cuyo dominio es la familia de distribuciones {G : G es funcion
de distribucién} y cuyo contradominio es R¥. Por tanto se puede hablar de o(F,), la caracterfsti-

ca de interés pero correspondiente a la distribucién F;,. Dependiendo de si F;, es una estimacion



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

~

paramétrica o no paramétrica de F, a o(F,) se le llama estimacion Bootstrap paramétrica o esti-
macidn Bootstrap no paramétrica de la caracteristica o(F') respectivamente.

La estimacion Bootstrap no paramétrica tiene la ventaja de que no se necesita suponer nada
acerca de la distribucién de los datos para encontrar una estimacion de la caracteristica de interés.
Sin embargo, podria no ser tan buena en situaciones en las cuales si se tenga informacion acerca
de la funcion de distribucion de los datos por fuentes externas. Por ejemplo, si se sabe que esta
distribuciéon es un miembro de una determinada familia paramétrica por la forma en que los datos
fueron obtenidos, entonces el Bootstrap paramétrico es una mejor alternativa. A medida que se
incorpora informacion acerca de la distribucién de los datos o teoria de probabilidad a la metodologia
Bootstrap los resultados suelen ser mejores.

A continuacién se vera un ejemplo que ilustra que las estimaciones Bootstrap algunas veces

coinciden con las estimaciones que cominmente se usan.

Ejemplo 1: Supdéngase que la caracteristica de interés es la media de F' y se toma como ﬁn a

la funcién de distribucién empirica de la muestra observada {z1,...,x,}, es decir
1
Fn(t) = 2; ﬁl(—oowi)(t)?
1=

donde 14(t) es 1sit € A,y 0sit ¢ A En este caso la estimacién Bootstrap de o(F) serd no
paramétrica porque la estimacién de F' se basard tnicamente en los datos y no se estimara ningin

parametro para su construccion. El funcional o(+) esta dado por
o(G) = / zdG(z), G es funcién de distribucién.
R

Por lo tanto la estimacién Bootstrap no paramétrica asociada es
n

o(F,) = Amdﬁn(x) = Z lxz =Ty,

- n
=1

debido a que F}, es la funcion de distribuciéon empirica que equivale a la distribucion de una variable
aleatoria discreta que toma los valores de la muestra observada x; . .., z, con probabilidad uniforme

1/n para cada uno.
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Es decir, una estimacion Bootstrap no paramétrica para la media de F' es la media muestral,
que es justamente la estimacién que cotidianamente se usa para la media de una funcién de dis-

tribucion. Nétese que coincide con la estimaciéon por momentos de la media.

Analogamente se puede ver que una estimacién Bootstrap no paramétrica de la varianza de F

es la varianza muestral s2 = Y | 1(z; — 7,)%. En el Ejemplo 1 se tiene una expresién sencilla
n - =1 n 7 n) - J p p

para o(G) como funcién de G y para obtener o(F},) simplemente se evalua F,, en esta expresion.

Sin embargo no siempre es posible encontrar una expresién cerrada para o(-) o ésta puede ser

muy compleja. En esos casos se recurre a aproximar o(F;,) mediante simulaciones. Antes de decir

como se hace dicha aproximacion, se definird un nuevo concepto que facilita la explicacién de los

procedimientos utilizados en la teoria de Bootstrap para hacer estimaciones.

Definicién 1.7 (Muestra Bootstrap) Supdngase que se tiene una muestra de las v.a.i.i.d. X,...,
X, con distribucion F y ﬁn es una estimacion paramétrica o no paramétrica de F obtenida con

esta muestra. Una muestra Bootstrap de tamano m es una muestra de m v.a.i.i.d. con distribucion

F.

En el caso en que ﬁn sea la funcién de distribuciéon empirica de la muestra, para generar una
muestra Bootstrap de tamano m, se toma una muestra de tamano m con reemplazo de la muestra
original observada {zi,...,x,}. Esto se puede hacer simulando una muestra de tamano m de
v.a.ii.d. con distribucién uniforme discreta que tome los valores enteros de 1 a n, {uy,...,un}, vy
asi la muestra Bootstrap simulada es {z,,,...,x,,, }. Notese que pueden haber observaciones de la
muestra original que salgan mas de una vez en la muestra simulada.

Comunmente una letra maytscula seguida de “*” (como X*) denotard una variable aleatoria
con distribuciéon F\n, y la mintdscula correspondiente seguida de “*” (z*), una observacién de esta
variable aleatoria, a menos que se indique otra cosa. El simbolo “*” después de cualquier expresion
que dependa de la distribucién F' (por ejemplo una esperanza, varianza, etc), serd utilizado para
indicar que dicha expresion es con respecto a ]3” en lugar de F'.

Ahora se vera un ejemplo en el cual se hace una aproximacién a la estimacién Bootstrap de una

caracteristica de interés de una distribucién.
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Ejemplo 2: Supdéngase que el interés primordial es la mediana de F. Un estimador para ella es

nil), si n es impar;
)+ X (g (L)

med(Xy,..., X,) = X(
5 , sin es par.

donde X(;) <--- < X, son las estadisticas de orden. Pero supongase que lo que ahora interesa es
conocer qué tan adecuada es su estimacion a través de este estimador. Para ello resulta informativo
obtener una estimacion para o(F) = Var[med(Xj, ..., X,,)], pues con ella se tiene una idea de la
dispersion de los valores que puede tomar dicho estimador alrededor de su media que tiende a la
mediana de F' cuando n tiende a infinito. Una expresién para o(G) en funcién de G podria ser muy
complicada. Supdéngase que ﬁn es la funcién de distribucion empirica de la muestra. Una manera

de proceder en este caso es la siguiente:

1. Simular M muestras Bootstrap independientes de tamano n:

{x?MJ)’ Tirr2) - 7$>(’<M,n)}'

2. Calcular la estimacién de la mediana con (1.1) para cada una de las muestras Bootstrap:

m; = med(z}) = med(z(; 1), T(;0)s - s T(imy)y = 1,2,..., M. (1.2)

3. Estimar Var[med(Xjy, ..., X,,)] mediante:

i

ST 2 *
Vary, = s5,(mi,...,my,

donde m* = 47 LM om

El nimero de muestras Bootstrap M debe ser grande. No se tiene una regla general para su
eleccién pero tipicamente se toma mayor o igual a 1,000, mayormente del orden de 10,000 en varias

aplicaciones. Para el trabajo realizado en el Capitulo 3 se tomé M = 100, 000, debido a que en un
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trabajo parecido de Ho y Lee (2005) se observé que éste es el menor valor de M necesario para
obtener resultados satisfactorios
La idea en la construccion de esta estimacion es la siguiente: Aunque no se tiene una expresién

de 0(G) como funcién de G en la cual evaluar G = F,, se tiene que

o(F,) = Var*[med(X?, ..., X)),

n

donde se toma la varianza Var*[-] considerando que X7,..., X} son v.a.ii.d. con distribucién F,.
Se puede pensar a Var,, como una aproximacién de o(F,,) = Var*[med (X7, ..., X})], la estimacion
Bootstrap no paramétrica de o(F') = Var[med(Xj, ..., X,)]|, como se vera a continuacion.

SiYi,...,Yy son v.aiid. con varianza finita Var(Y) y ¥ = S V;/M, entonces

M
1
52, =8%.(Y1,...,Yy) = M—12<Yi_y)2 (1.4)

i=1

converge casi seguramente a Var(Y) cuando M — oo. Es decir, S3; es un estimador fuerte-
mente consistente de Var(Y'). Si se toma Y; = med(X/) para i = 1,2,..., M, donde las X}
son muestras aleatorias independientes de tamano n de v.a.i.i.d. con distribucién ﬁn, digamos
X = {Xé.’l), X(*i,2)’ . ,X&n)} parat=1,2,..., M, entonces las Y; son v.a.i.i.d. con varianza finita
la cual es precisamente Var*[med(X;,..., X})]. Por lo tanto, (1.4) converge casi seguramente a
Var*[med(X7, ..., X})] cuando el nimero de muestras Bootstrap tiende a infinito. De aqui, como
mi, m5, ..., mp; son valores observados de Yi,...,Y) se tiene que \//a}M dada por (1.3) para un
valor de M suficientemente grande sera aproximadamente Var*[med(X7,..., X})].

Aunque Var M sea solamente una aproximacion de a(ﬁn) también se le llamara una estimacion

Bootstrap de o(F), la cual es no paramétrica debido a que se construyé con ﬁn igual a la funciéon

de distribucion empirica de la muestra que es una estimacién no paramétrica de F.

En el Ejemplo 2, con el algoritmo presentado no fue necesario conocer una expresién para
la varianza del estimador de la mediana (1.1) para obtener una estimacién Bootstrap de ella;
ésta es una de las ventajas de este procedimiento. Ademds, este algoritmo puede ser utilizado
para obtener una estimacién Bootstrap de la varianza de cualquier otro estimador de la mediana

de F' simplemente modificando el paso 2 del algoritmo, calculando con este otro estimador las
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estimaciones m; de las medianas de las muestras Bootstrap simuladas. Para la estimacién Bootstrap
de este ejemplo, es vital que el estimador de o(F,,) sea fuertemente consistente para garantizar que
la estimacion Bootstrap calculada por simulaciones se aproxime a la estimacién Bootstrap original

con algiin modo de convergencia.

{Cuando es adecuado usar el Bootstrap?

La metodologia Bootstrap es adecuada dependiendo de qué tan buena sea la aproximacion de

~

F, a F'y qué tan suave sea el funcional o(-) en F. La Figura 1.1 aclara de manera grafica esta

nocion.

o(F)

F\\_‘\ i‘l[ — XD

Tn — 00 h
- —
Simulacion de

U(ﬁ‘n) S a2l

)![ — X0

Figura 1.1: Estimacion Bootstrap

Si con alguna forma de convergencia v se tiene que
5o
F, — F, cuando n — o0,

y o(-) es continua en F, en el sentido de que para toda sucesién de distribuciones {Gy,},>1 que
tiende con la convergencia v a F' cuando n — oo, se cumple que {o(G,)},>1 tiende con alguna

forma de convergencia w a o(F') cuando n — oo, entonces se tendré que con la convergencia w
- w
o(F,) = o(F), cuando n — oc. (1.5)

En el caso en que ﬁn sea la distribucion empirica, el Teorema de Glivenko-Cantelli, cuya de-

mostracion puede ser consultada en Resnick (2001, p. 224), establece que

sup |F,,(z) — F(z)| <3 0, cuando n — oo.
zeR
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Por lo tanto ﬁn converge uniformemente en R a F' cuando n — oo, con probabilidad 1. Sin embargo,
en la practica muchas veces no se tiene forma de verificar si el funcional o(-) es efectivamente
continuo para garantizar que (1.5) sea cierto. Por otro lado, la conveniencia de aplicar un algoritmo
como del Ejemplo 2 también depende de la consistencia fuerte del estimador que se utiliza para
aproximar o (F},).

En la Figura 1.1, la aproximacion horizontal depende de la consistencia fuerte del estimador
de a(ﬁn) basado en las M muestras Bootstrap independientes z7,x3,...,2},. La aproximacién
vertical depende de la continuidad del funcional o(-) en F'y de la proximidad de ﬁn a F' en algin
sentido cuando n — oo. Algunas veces se piensa que cuando M — oo la estimacién Bootstrap se
estd acercando a o(F'), la flecha punteada en la Figura 1.1 se refiere a esta creencia errénea. Como
se ha visto, a lo que realmente se estd acercando dicha estimacién es a O'(ﬁn). Pero O'(ﬁn) podria
no ser muy cercana a o(F) si o(+) no es continua en F o si F, estd lejos de F.

Si se satisfacen las suposiciones anteriores de continuidad del funcional o(-) junto con la con-

sistencia fuerte del estimador de o(F'), se puede tener la tranquilidad de que el método Bootstrap

proporcionara estimaciones adecuadas.

Algoritmo Bootstrap

Obsérvese que para aproximar la estimacion Bootstrap de una caracteristica de interés cualquiera
o(F) de la distribucién F, el algoritmo del Ejemplo 2 puede generalizarse como se presentard a
continuacion.

Primero se piensa en un estimador fuertemente consistente de la estimacion Bootstrap a(ﬁn)

de la caracteristica de interés, llamémosle T'. Posteriomente se hace lo siguiente:

1. Simular M muestras Bootstrap independientes de tamano r:

*

Ty = {936,1)7 L1,2) - ’f(kl,r)}v

Ty = {x?m)? L)+ - ’x)(kQ,r)}7
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2. Se calculan las observaciones auxiliares m; con ¢« = 1,2,..., M, una por cada muestra Boot-

~

strap, que son necesarias para obtener una estimacién basada en T' de o(F,).

3. Estimar o(F') mediante:

tyy =T(m7,...,my).

En este algoritmo llamado algoritmo Bootstrap, M es un nuimero muy grande que podria ser
tomado mayor o igual a 1,000. El valor de r se toma dependiendo en la forma del estimador
consistente de O'(F\n), algunas veces conviene tomarlo igual al tamano de la muestra observada y
en ocasiones igual a uno. Como se dijo anteriormente, el valor de M que se consider6 en esta tesis
fue M = 100,000 para obtener resultados satisfactorios. El valor de r se tom6 como el tamafio de
la muestra observada. Para entender mejor como elegir el valor de r observemos como se tomo en
el Ejemplo 2 y veamos como se tomaria en el Ejemplo 1.

~

En el Ejemplo 2 el estimador consistente de o(F},) es T = S2, con S%, dado por (1.4), donde
}/;:med(X:l,...7X:n>, i:1,2...,M,

y X[; son v.a.lid. que siguen la distribucion ﬁn, para ¢ = 1,2,.... M, 7 = 1,2,...,n. Para

obtener una estimacion de o(F,,) con este estimador, se tienen que obtener observaciones de las
M v.a. Y; y para obtener cada una de éstas se tienen que obtener observaciones de las n v.a.
X7y, X9y, X7, asl que en este ejemplo es necesario tomar r = n. Las observaciones auxiliares
m; son las observaciones de las v.a. Y; con i = 1,2,..., M dadas por (1.2).

El Ejemplo 1 también se pudo haber atacado de esta manera como se verd a continuacién. La
estimacién Bootstrap de la media de F es o(F,) = E(X*), donde X* es una v.a. con distribucién
F,. Por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros (LFGN), si X7, ..., X}, son v.a.i.i.d. con distribucién

~

F,,, entonces su esperanza es E(X*) y se tiene que
Xy =XulX5, . X5)=—=> X/
i=1
converge casi seguramente a E(X*) cuando M — oo. Es decir, Xj; es un estimador consistente
de o(F,). Entonces para aplicar el algoritmo Bootstrap y aproximar o(F) se toma T = X .

Para obtener una estimaciéon de o(F,) con T, es necesario obtener unicamente observaciones de
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las M v.a. X7, por lo que en este caso se toma r = 1, es decir, se simulan M muestras Bootstrap
independientes de tamano 1, que es lo mismo que simular una muestra de tamano M de v.a.i.i.d. con
distribucién ﬁn, digamos {z7...,x%,}. Las observaciones auxiliares son m} =z} coni =1,..., M.
La estimacién Bootstrap para o(F) mediante este algoritmo es entonces ty = 17 Zf\il x}. Notar
que esta estimacion no es la misma que se obtuvo en Ejemplo 1, pero cuando M tiende a infinito
se acerca mas a ella.

En el caso en que se tenga una expresién de o(G) en funcién de G en la cual no sea muy dificil
evaluar F), es preferible estimar o (F) simplemente evaluando F,, en o(-) que utilizar el algoritmo
Bootstrap para obtener una aproximacién a ella, ya que de esta forma se obtiene una estimacion
Bootstrap precisa. En general, en el algoritmo Bootstrap t;; es una aproximacion a la estimacion
Bootstrap o(F,) de la caracterfstica o(F) de F debido a la consistencia fuerte del estimador T

pero a ty; se le llamard también una estimacion Bootstrap de o(F'), la cual serd paramétrica o no

paramétrica dependiendo de si F), es una estimacion paramétrica o no paramétrica de F'.

1.2.2. Intervalos de Confianza Bootstrap

Supdngase que se quiere obtener un intervalo de confianza del (1 — 2«) % para la caracteristica
o(F) de la distribucién F' y se cuenta con una muestra observada {z1,...,z,} de las v.a.i.id.
Xi,..., X, que siguen esta distribucion.

Como antes, sea ﬁn una estimacion paramétrica o no paramétrica de F' basada en la muestra
observada {xi,...,z,}; es decir, E, = F\n(xl, ..., Z,). Nétese que la estadistica F\n(Xl, oo, X)) es
un estimador de la distribucién F. Asf mismo o[F, (X1, ..., X,)] es un estimador de o(F), al cual
se le llamard un estimador Bootstrap de o(F).

En lo que se presentara a continuacién Xj,..., X seran v.a.i.i.d. con distribucién Z/T\n y se

n

usard la siguiente notacion:

~

T=T(X1,...,X,) = o[Fa(X1, ..., X))

~

T* = T(X7,..., X)) = o[ FW(X5, ..., X5)]

n

0 =o(F)

t =o(F,)
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Intervalo de confianza Bootstrap basico

Sea U =T —0yU"=T"—t. Dendtese por U, y U al cuantil de probabilidad acumulada p
de U y U™, respectivamente. Se tiene que si Zi, ..., Zg son v.a.iid. con distribuciéon G'y Z(;) <

Zy < -+ - Zry son sus estadisticas de orden, entonces para j = 1,2,..., R se tiene que

- J
E(Z)~G' | =——).
(Zi) ( e 1)
Por lo tanto, un estimador del cuantil de probabilidad acumulada p de G, G7'(p), es Z((rt+1)p)
asumiendo que (R+1)p es un entero (para que esto sea cierto, podria tomarse por ejemplo R = 999
cuando p tenga a lo mds tres decimales). Asi, si {t] —¢,...,t —t} es un conjunto de observaciones
independientes de la variable aleatoria U* = T™* — t, una estimacion del cuantil de probabilidad

acumulada p de U* es

~

Uy = t{(rr1yp) — b

donde () < 17y, -+ < {{) son los valores ordenados de {t7,%3,... ¢}

El cuantil U, puede ser aproximado por U,. Por lo tanto si 0 < a < 1, como
PlU,<T—-0<U_o) =1-2q,

se tiene que

PU:<T—-0<U],) ~1-2a,

entonces

P(T-Uf , <0<T—-U)~1-2a
Ademéds una estimacién de T'— Uy con p € (0,1) es
t= Uy =t = ey — 1) =2 = Hrenp)
por lo que un intervalo de confianza del (1 — 2a)) % aproximado para 6 es
(2t — t{(re1)1—a)) 2L = L(Rr+1)a))-

Este intervalo es conocido como un intervalo de confianza Bootstrap basico del (1 — 2a) % para 6.
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Este intervalo sera adecuado dependiendo en la magnitud de R y éste puede tomarse tipicamente
como R > 999, segin Davison y Hinkley (1997, p. 29). También influye la proximidad de las
distribuciones de T'— 6 y T™ — t. Notese que si la distribucién de 7' — 6 no depende de ninguna
incégnita sino que estuviera completamente especificada, es decir, si T'— 0 es una cantidad pivotal,
la distribucion de T'— 6 y de T — t seran idénticas. Por lo tanto, es deseable utilizar una cantidad
pivotal para construir intervalos de confianza Bootstrap. La siguiente clase de intervalos Bootstrap

pretende lograr esto.

Intervalo de confianza Bootstrap Studentizado

Obsérvese que si Xi, ..., X, son v.a.i.i.d. con distribucién normal N(u, 3?), por el Ejemplo 1

un estimador Bootstrap de u es

D
X, = 2zt Xi, (1.6)

n

T =

ademds un estimador para Var(X,) = 5%/n es

S2 "X - X,)?
V=" donde S? = A 1.7
O e (L)
y es bien conocido que
T - X, —
p_ Vn( 1) (1.8)

viez Sn
tiene distribucién t-student con n — 1 grados de libertad. Es decir, en este caso la distribucion de
(T — 11)/V'? no depende de ninguna incégnita y estd completamente especificada, por lo tanto es
una cantidad pivotal.

Debido a lo anterior, en el caso general se propone como un posible pivotal a

T—60
sz,

donde V' es un estimador de Var(T'|F'). Si se conoce la forma explicita de un estimador de Var(T'|F)

se toma a V como este estimador. Por ejemplo si T = X,,, un estimador de Var(T|F) con una forma

explicita se da en (1.7) y su valor observado para la muestra z = {x1,...,7,} es v = s2/n, donde

st =50 (v;— %)%/ (n—1) y T, = Y.i,xi/n. Sino se conoce una forma explicita para un

estimador de Var(T'|F'), se puede tomar como V' a Var(T|F\n) y su valor observado para la muestra
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x se aproxima por simulacion mediante

- (6 T

M—-1"

m=1
donde T = M ¥ /M, {ti,... t3,} es un conjunto de observaciones independientes de T* y M es
un numero entero grande.

Sea
T —t

W= e

donde V* es un estimador de Var(T*|F\n). Si W, y W, es el cuantil de probabilidad acumulada p

de W y W*, respectivamente, entonces si 0 < a < 1 se tiene que
P(W, < (T —0)/VY2<Wi_,)=1-2a.

Por lo tanto, como los cuantiles W, pueden ser aproximados con los cuantiles W, se tiene que
PWr<(T—0)/V'?<Wy )~1-2a,

es decir

P(T —VYVWr  <0<T—-VYVW)~1-2a.

De aqui, un intervalo de confianza del (1 — 2a) % aproximado para 6 es

(t =020y 1may = 00 11)0)

donde v es el valor observado de V' y wz‘l), cee wZ‘R) son los valores ordenados de observaciones inde-
pendientes de W*. Este intervalo es conocido como un intervalo de confianza Bootstrap Studentizado

del (1 —2a) % para 6.

Otros intervalos de confianza Bootstrap

En la literatura clasica del Bootstrap se encuentran ademaés de los intervalos Bootstrap presenta-
dos anteriormente, los intervalos de confianza Bootstrap percentil que son analogos a los intervalos
Bootstrap basicos. También se encuentran los intervalos Bias-Corrected and Accelerated (BC,),

los cuales son mas refinados que los intervalos Bootstrap anteriores, pero tienen la desventaja de
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adicionar un nivel extra de complejidad en los cédlculos computacionales. Para mayor informacion
acerca de estos dos tipos de intervalos, consiltese Efron y Tibshirani (1993).

Son muy comunes también en la literatura del Bootstrap, versiones modificas de los intervalos
anteriores, entre algunas de ellas se encuentran las versiones suavizadas, las cuales emplean como
ﬁn a una estimacién kernel de la distribucién F'. Por otro lado, también se encuentran los intervalos
construidos por iteracidon Bootstrap, que calibra las coberturas de intervalos Bootstrap (como el
percentil, por ejemplo) iterativamente. Estos son solamente algunos de los intervalos Bootstrap
mas conocidos. En el Capitulo 3 se presentara una nueva clase de ellos propuestos por Ho y Lee en
el ano 2005 y con los cuales se trabajard en esta tesis, debido a que son los que tienen los mejores

resultados en cuanto a coberturas para cuantiles entre todos los intervalos Bootstrap considerados

en este trabajo.

1.3. Teoria de Verosimilitud

Supéngase que se cuenta con una muestra r = {xy,...,z,} de las v.iaiid. Xi,..., X, que
siguen una distribucion Fy con parametro 6 desconocido el cual pertenece al espacio parametral
© C R*. Esta muestra puede ser considerada como un evento E y la probabilidad de su ocurrencia
puede ser determinada con Fy, por lo tanto esta probabilidad estara en funcién del parametro

desconocido, denotémosla por P(E;0).

1.3.1. Funcién de verosimilitud y estimadores de maxima verosimilitud

La funcion de verosimilitud de 0 se define como
L(6;x) = cx P(E;0),

donde ¢ es cualquier constante positiva que no depende de #; es decir, ¢ no esta en funcién de 0
aunque podria estar en funcién de la muestra z, Fisher (1921).
Debido a que las v.a. Xi,..., X, son independientes e idénticamente distribuidas se tiene lo

siguiente:
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» Si Fp es una distribucién discreta con funcién de probabilidad f(t;6), entonces

n n

P(E;0) = P(Xy =z1,..., X, = 2,) = [ [ P(X; = ) = [ [ f(2::0). (1.9)

i=1 i=1

por lo tanto

L(0;x) o< [ ] f(x:;0). (1.10)
i=1
» Si Fp es una distribucién continua con funcién de densidad f(¢;6), se tiene que

P(E;0) = Plry—e<Xij<zi1+4¢€....,2,— €< X, <x,+e€)

n n

Tit+e
= [[P@i-e<Xi<mzi+e) :H/ f(t;0)dt, (1.11)
i=1 i=1 Y %i—¢

donde ¢ > 0 es un numero muy pequeno que representa la precision del instrumento de
medicion para las observaciones x, xs, . .., Z,, es decir, € es el error que se comete al registrar
los valores observados x1, xs, . . ., x,, debido a que con el instrumento de mediciéon inicamente
puede registrarse un numero finito de decimales de dichos valores. Por lo tanto

L(6;x) x le/m

x;+€
F(t;0)dt. (1.12)

i—€

En el caso en que Fy es continua, la expresién (1.12) de la funcién de verosimilitud de 6, a la

cual se le llamara verosimilitud exacta de 6, puede ser dificil de manejar para hacer calculos. Sin

embargo, en algunas ocasiones esta expresion puede ser aproximada como se vera a continuacion.

El Teorema de valor medio para integrales definidas, establece que si g(+) es una funcién continua

en el intervalo [a, b] entonces existe ¢ € [a, b] tal que

/ g(x)dz = (b— a)g(c).

Por lo tanto, si la funcién de densidad f(¢;6) es continua en el intervalo [z; — €, x; + €], entonces la

i-esima integral de (1.12) es 2¢f(x}; 0) para alguna z; € [x; —€, x;+€]. Si f(t;0) es aproximadamente

constante en este intervalo se tiene que f(z;;60) ~ f(x};0). Por lo que si esto es vélido para cualquier

i€{1,2,...,n}y e no depende de #, una aproximacién a la funcién de verosimilitud (1.12) en 6 es

L(0;z) Hf(:z:i;e). (1.13)
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A la expresion (1.13) se le llama aprozimacion continua a la funcién verosimilitud. Nétese
que si para algin 6§ € O la densidad f(¢;0) tiene una singularidad en alguno de los intervalos
[x; — €, z; + €], es decir, f(t;0) tiende a infinito cuando ¢ se aproxima a algin valor de este intervalo,
esta aproximacién no es valida para este valor de 6, pues no se satisfacen las condiciones del teorema
de valor medio para integrales. En este caso se debe de utilizar la funcién de verosimilitud exacta
(1.12) para calcular la funcién de verosimilitud en cada valor de 6.

El estimador de mdzima verosimilitud (EMV) del parametro 6 es el valor de 6 que maximiza

P(FE;0). La funcion de logverosimilitud de 6 se define como el logaritmo natural de L(0; z):
0(0; z) = log[L(6; x)].

Como L(#; x) es proporcional a P(E; 6) y la funcién logaritmo natural es estrictamente creciente,
el valor de 6 que maximiza P(F;0) es el mismo que maximiza L(0;z) y £(0;x). Asi el estimador
de maxima verosimilitud de 0 es el valor de # que maximiza la funcion de verosimilitud y la
funcion de logverosimilitud de este parametro. Usualmente es més facil trabajar con la funcién de
logverosimilitud.

En el siguiente ejemplo se muestra una funcion de distribucién para la cual no es valida la a-
proximacién continua a la funcién de verosimilitud y la manera de proceder para obtener los EMV

de los parametros de dicha distribucion.

Ejemplo 1: Sea x = {x1,23,...,2,} una muestra de v.a.i.i.d. con distribucién Weibull de
parametros (i, o, 3) desconocidos, donde g € R, ¢ > 0y § > 0. La funcién de densidad de esta

distribucién, se define para t < i como

witspo.8) =" (“;t)ﬂl exp [— (”;t)ﬁ] | (114)

Si # < 1 entonces el exponente del segundo factor de (1.14) es negativo y por lo tanto este

factor tiende a infinito si p — ¢ tiende a cero, lo cual sucede si ¢ tiende a p. Es decir cuando g < 1,
la densidad (t; u, 0, 3) tiene una singularidad en t = p.
Para ilustrar esto, en la Figura 1.2 se presentan las densidades de las distribuciones Weibull con

parametros p =1, 0 =1y #=0.5, 1.5, 3.
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Densidades Weibull con p=1, o=1 y p=05,1.5,3

——p=05
51 | ———p=15 1
— e

{twof

S 3r

Figura 1.2: Densidades Weibull con y =1, 0 =1, 3 =0.5

Se observa que cuando = 0.5 y ¢ tiende a = 1 por abajo, la grafica de la densidad Weibull
tiende a infinito. Sin embargo, ¥(t = 0.9999999; 4 = 1,0 = 1,5 = 0.5) = 1,580.6 cantidad que
todavia dista muchisimo de infinito, por lo que la tendencia de la densidad a infinito cuando ¢ se
acerca a 1 por la izquierda es lenta. Cuando # = 1.5 o 3 = 3 se observa que la densidad Weibull

no tiene singularidades.

Sean z(1) < x(9) < -+ - < Ty los valores ordenados de la muestra z. Como el rango de valores que
puede tomar una v.a. con distribucién Weibull de pardmetros (u, o, 3) estd acotado superiormente
por (i, se debe tener necesariamente que x(,)y < p. Si € > 0 es el error de medicién, o > 0,0 < 8 < 1
Y Ty < < T(n) + €, entonces se tiene una singularidad de la densidad v (¢; i1, 0, 3) en el intervalo
[2(n) — €, () +€] ¥ por tanto no es valida la aproximacién continua a la funcién de verosimilitud para
estos valores de los parametros. Obsérvese que debido a esto, si 0 < 3 <1y o > 0 la aproximacion

continua a la funcién de verosimilitud tiende a infinito cuando p tiende por arriba a X(,).

En este caso existen dos alternativas para encontrar los EMV de los parametros. La primera
es maximizar la funcién de verosimilitud exacta (1.12), como senalan Meeker y Escobar (1998, p.

275). La segunda alternativa mas simple y usada, sugerida en Lawless (2003, p. 186) y Montoya,



1.3. TEORIA DE VEROSIMILITUD 21

et al. (2007), consiste en aproximar la funcién de verosimilitud con

n

L(p, 0, B;x) o< | [ €5 110, B)L0,00) (0) L(0,00) (B) Ly eso0) (1) (1.15)

i=1
donde € > 0 es una cantidad positiva pequena que esta determinada por la precision del instrumento
de medicién.

Noétese que la aproximacién (1.15) coincide con la aproximacién continua si 5 > 0, 0 > 0y
[ > () + €. En otro caso la aproximacién (1.15) es cero. Por lo anterior, a esta aproximacion se le
llamara aproximacion continua truncada a la verosimilitud Weibull. El méaximo global de la funcién
de verosimilitud exacta (1.12) coincide casi siempre con el maximo de la aproximacién continua
truncada. Computacionalmente ésta es una alternativa méas sencilla para calcular los EMV de los

parametros.

1.3.2. Regiones de verosimilitud y niveles de confianza aproximados

Sea 0 el EMV del parametro 6, la funcion de verosimilitud relativa de 0 es la razon de la funcién
de verosimilitud L(6;z) y su maximo L(8; z):

R(0:2) = ﬁigg

La funcién de logverosimilitud relativa de 0 es el logaritmo natural de R(6;x):
r(0; x) = log|R(6; x)].

El conjunto {6 : R(#;x) > p} con p € (0,1), es una region de verosimilitud para 6 y p es su
nivel de verosimilitud. En el caso en que la dimension de 6 es 1 este conjunto es un intervalo de
verosimilitud. Se puede referir a este conjunto en forma compacta como region (o intervalo) de
verosimilitud de nivel p para 0.

Notese que

R(0;z) > p < r(0;x) > log(p) & —2r(0;x) < —2log(p),

Por lo tanto, 6y € {6 : R(6;x) > p} siy sélo si —2r(0p;z) < —2log(p). De esta forma, el nivel de

confianza aproximado de la region de verosimilitud de nivel p para 6 es

P(D < —2log(p)| = bo),
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donde D = —2r(6y; z). En Serfling (1980, p. 155) puede ser consultada la demostracién de que bajo

ciertas condiciones de regularidad en Fj se tiene que

lim P(D < d|f = 0p) = P(x}, < d), Yd>0.

Cuando se satisfacen dichas condiciones de regularidad, a la aproximacién de la distribucién de
D = —2r(6y; x) por medio de la distribucién x? se le llama aprozimacién Ji-cuadrada, Kalbfleisch
(1985, p. 107). Si es valida esta aproximacién, la regién de verosimilitud de nivel p para 6 es una

region de confianza aproximada de nivel
Qp = P(X?k) < —2logp),

y a esta region se le llama una region de verosimilitud-confianza del oy, % para 6. En el Cuadro 1.1

se observa el nivel de confianza aproximado para algunos niveles de verosimilitud cuando k£ = 1.

Nivel de verosimilitud | Nivel de confianza
0.0362 0.99
0.1464 0.95
0.2585 0.90
0.7965 0.50

Cuadro 1.1: Caso k =1

1.3.3. Estimaciéon de un parametro eliminando parametros de estorbo

En algunas ocaciones puede ser de interés hacer inferencia acerca de un solo pardmetro de la
distribuciéon Fyp o de un conjunto de ellos, y el resto son parametros de estorbo. Por ejemplo, puede
ser de interés hacer inferencias acerca de un cuantil de la distribucién Fj que puede ser escrita en
funcion de este cuantil y otros parametros, en este caso los otros parametros son de estorbo. A
continuacion se describira la manera de proceder en estos casos utilizando méxima verosimilitud.

Sea 0 = (0y,...,0x) con k > 2 y supéngase que haciendo un reacomodo en sus entradas puede

ser escrito como § = (8, 0?), donde V) es de dimension r y 6 es de dimensién k& — r con
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1 <7 < k—1.Sies de interés hacer inferencia tinicamente para 81, puede ser utilizada la funcidén

de verosimilitud perfil de 6V que se define como

Ly(6) = mix L(0,6%:x),

donde L es la funcién de verosimilitud de 6 con los datos x, es decir, L,(01)) es el valor maximo
de la funcién de verosimilitud de § = (01, ) sobre © manteniendo #™) fijo.
Sea § el EMV de 6, se define la funcidn de verosimilitud perfil relativa de ) como

Rp(e(l)) = %-

El conjunto {#M) : R,(1)) > 2} es llamado una region de verosimilitud perfil de 8 con nivel
de verosimilitud z. Cuando 1) es de dimensién 1 este conjunto es un intervalo de verosimilitud
perfil de 9. La forma compacta de referirse a este conjunto es region (o intervalo) de verosimilitud
perfil de nivel p para 6. Se puede consultar en Serfling (1980, p. 158) una demostracién de que bajo

ciertas condiciones de regularidad en Fy se cumple que

lim P(D < dj§") = 0) = P(x}, < d), Vd >0,

n—oo

donde D = —2log(Rp(9(()1))), por lo tanto las regiones de verosimilitud de #(!) son regiones de

confianza aproximadas, por lo que se les llama regiones de verosimilitud-confianza perfil.

1.3.4. Intervalos de confianza con el método Delta

Teorema 1.1 Sean X, Xs,..., X, v.a.i.i.d. con distribucion Fy donde 0 = (01, ...,0k) pertenece
al espacio parametral © C R*. Sea f(-;0) la funcion de densidad de Fy. Entonces, bajo ciertas

condiciones de reqularidad en Fy, existe una sucesion de EMV {é\n}nZI de 0 tal que
a) consistencia fuerte: @\n 220, cuando n — oo;

b) asintoticidad normal:

\/ﬁ(@\n —0) <, N(0,2,"), cuando n — oo,

donde 19 = {—Ey [0*1og[f(X1;0)]/06;00;] }rxk es la matriz de informacién esperada para una

sola observacion; Iy = n1y es la matriz de informacién esperada de Fisher.
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El teorema anterior fue tomado de Serfling (1980, p. 148). La asintoticidad normal de los EMV
proporcionada por este teorema puede ser utilizada para obtener intervalos de confianza aproxima-
dos para las componentes de 0, como se vera a continuacion.

Sea v; ; el elemento (4, j) de la inversa de Zy, entonces una consecuencia del Teorema 1.1, es que

para n grande un intervalo de confianza aproximado del (1 — «) % para 6; es

91' + U%\/Vm,

donde ua es el cuantil de probabilidad acumulada /2 de la distribucién normal estandar.

Debido a que el valor de 6 es generalmente desconocido, en la literatura cuando se tiene una
muestra x = {x1,Zs,..., 2T, } de las v.a. X7, Xs,..., X,,, es usual aproximar los terminos de Zy con
los de la matriz de informacion observada definida por

32
§= —mf(e; T)|g_g L

donde 0 y ((0; ) = > i, log[f(z;;0)] son el EMV y la funcién de logverosimilitud de 6, respectiva-
mente. Denotando al elemento (¢, j) de la inversa de esta matriz por 7; ;, se sigue que un intervalo

de confianza aproximado del (1 — «) % para 6; es

Obsérvese que el intervalo anterior es un intervalo simétrico alrededor de 6; y no toma en cuenta
la posible asimetria de la funcion de verosimilitud alrededor de este valor. Por otro lado, algunas
veces es de interés hacer inferencia acerca de un parametro unidimensional en funcién del parametro

0, ¢ = g(0). Los siguientes dos teoremas contribuyen a lograr tal finalidad.

Teorema 1.2 (Propiedad de invarianza de la verosimilitud) Si 0 es el estimador de mdzi-
ma verosimilitud de 6 y g(-) es una funcion con dominio en R* y contradominio en R, entonces el

estimador de mdzima verosimilitud de ) = g(0) estd dado por b= g(é\)

Mediante este teorema, encontrado en Pawitan (2001, p. 45), se puede obtener el EMV de un

parametro en funcién de 6 si se conoce el EMV de 6 pues inicamente se tiene que sustituir éste.
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Teorema 1.3 (Método Delta) Supdngase que {gn}nzl es una sucesion de EMV de 6 como la
del Teorema 1.1, 19 es la matriz de informacion esperada y g(-) es una funcién con dominio en R¥
y contradominio en R con primeras derivadas parciales continuas. Definase ¥ = g(0) y {b\n = g(é\n)

para n € N, entonces

~

Vi, — 1) 5 N(0,V,),

donde
Vw = A@bT Ze_l A¢,
con
C[ov w]”
Aw —_— {8_017 ceey a_ek} .

Debido a este teorema, tomado de Schervish (1995, p. 403), que establece la asintoticidad normal
del EMV YZ de 1, es posible obtener intervalos de confianza aproximados para este parametro

analogamente a como se hizo para las componentes de 6.

1.4. Teoria Clasica de Valores Extremos

La Teoria de Valores Extremos se ocupa del estudio de eventos que involucran a los valores mas
grandes o mas pequenos que pueda tomar una variable aleatoria, es decir eventos extremos. En
general, son de especial importancia los maximos por bloques de variables aleatorias, por lo que
interesa conocer propiedades distribucionales de estos maximos.

Asi como son de interés las distribuciones de maximos también pueden serlo las de minimos,
pero es suficiente hacer un estudio inicamente para los méaximos debido a que si z1,..., 2, € R
entonces

min(zy, ..., Ty) = —Max(—T1, ..., —Tpy).

Problemas que pueden ser atacados con esta teoria son facilmente encontrados en finanzas,
meteorologia, oceanografia, la industria, por decir algunos. A continuacién se veran los resultados
clasicos de la Teoria de Valores Extremos que son utilizados cominmente en la modelacién de

maximos por bloques.
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1.4.1. Modelos asintoticos

Sea {X;}$°, una sucesién de v.a.i.i.d. con funcién de distribucién F'y definase

Mn = méX(Xl,XQ, PN ,Xn)

En teoria, se puede obtener la distribucion de M,, en forma exacta para todos los valores de n:

PM,<z)=P(X;<z...,X,<z)=P(X;<z2)---P(X, <z)=F"(2). (1.17)

Sin embargo esto no es muy util en la practica, ya que F' es desconocida. Se podria estimar F' de
los datos observados y entonces sustituir esta estimacion en (1.17). Desafortunadamente pequenas
discrepancias de F' pueden producir grandes diferencias para F™.

Una alternativa es utilizar resultados asintoticos que permitan aproximar la distribucion de M,,.
Sin embargo, para lograr esto no es suficiente considerar el comportamiento de F” cuando n — oo,

ya que si se define wr como el infimo de los valores de z tales que F'(z) = 1, entonces

F'(2) = 0siz<wp y F"(2)—1siwp <z,

cuando n — oo. Por lo tanto F™ tiende en distribucién, cuando n — oo, a la distribucién de la v.a.
degenerada que toma el valor wgr con probabilidad 1. Utilizar esta distribucién concentrada en un
punto para aproximar la de M,, no resulta informativo.

El siguiente teorema tomado de Embrechts, et al. (1997, p. 121), fue propuesto en 1928 por
Fisher y Tippett y probado rigurosamente en 1943 por Gnedenko. Este teorema permite aproximar

la distribuciéon de una normalizacion lineal de M,,.

Teorema 1.4 (Fisher y Tippett) Si existen sucesiones de constantes {a, > 0} y {b,} tales que

P[(M,, —b,)/a, < zx] = F"(apx +b,) — G(2) cuando n — oo, (1.18)

donde G es una distribucion que no estd concentrada en un punto. Entonces G pertence a alguna

de las siguientes tres familias de distribuciones:
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(a) Gumbel: A(z) =exp{—exp [— (=£)]}, z€R;

(b) Fréchet: ®(x) =

(¢) Weibull: ¥(zx)=
con parametros p € R, 0 >0 y 3 > 0.

Las distribuciones asintdticas del Teorema 1.4 son llamadas Distribuciones de Valores Extremos
(DVE). La distribucién (a) es la distribucién Gumbel, (b) es la distribucién Fréchet y (c) es la
distribucién Weibull de maximos. Nétese que el Teorema 1.4 no garantiza la existencia de las
constantes de normalizacién y en caso de su existencia, no dice a cual familia de distribuciones
pertenece la distribucion asintética de la normalizaciéon lineal del maximo.

Una cuestion importante es la unicidad de estas constantes de normalizacion y qué tanto varia
la distribucién asintética si se cumple (1.18) con otras constantes. Esto se responde con el siguiente

teorema demostrado en Resnick (2001, p. 275).

Teorema 1.5 (Convergencia a familias, Gnedenko & Khinchin) Sean G(x) y H(x) dos fun-
ciones de distribucion, ninguna de las cuales estd concentrada en un punto. Supdongase que para
n >1, X, son v.a. con funciones de distribucion F,, y U y V son v.a. con funcion de distribucion

G y H, respectivamente. Sean a, >0, a, >0, b, € R, 3, € R.
a) Si
Fo(apx +b,) — G(z), F.(anz+ 5,) — H(x), (1.19)

entonces existen constantes A >0 y B € R tales que, cuando n — oo,

—>A>O, 6n_bn

7 Qn

Qn

— B, (1.20)

H(z) = G(Az + B). (1.21)

b) Reciprocamente, si (1.20) se cumple, entonces cualquiera de las relaciones en (1.19) implica la

otra y (1.21) es cierta.
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Este teorema garantiza que las constantes de normalizacion estan determinadas salvo por equi-
valencias asintoticas y la distribucion limite estd determinada salvo por parametros de ubicacién y

escala. Si se satisfacen las condiciones del Teorema 1.4 y n es grande se tiene que
P[(M,, —b,)/a, < z] = G(z),
por lo tanto una aproximacion a la distribucion de M,, es
P(M, <z)=~G[(x —b,)/ay].
Las densidades de las DVE para maximos son las siguientes:

Gumbel : A(z;p,0) = %exp [— exp (’“‘Ui) + u} , T €eR,

(e

Fréchet : (0, 8) = £ (22) " exp [— (x—_’i)_ﬂ T >

g o

Weibull :  ¢(z; p, 0,0) = § (ﬂ)ﬂ_l exp [— (u)ﬁ} ;o< .

g g

Las expresiones para el cuantil de probabilidad acumulada p de estas distribuciones son:

Gumbel : @, = u — o{log[—log(p)]},
Fréchet : Q, = pu+ of{[— log(p)]fé},
Weibull 1 Q, = o — o{[—log(p)]7 }.
R. Von Mises en 1954 y A. F. Jenkinson en 1955 propusieron que las familias de distribuciones

Gumbel, Fréchet y Weibull pueden ser combinadas en una tinica familia de distribuciones las cuales

G(x):exp{— [1+c(x;a)]_i}, (1.22)

paraa:talesquelqtc(“—;a) >0,dondea e R, b>0yceR.

tienen la forma

La distribucién (1.22) es conocida como Distribucion de Valores Extremos Generalizada (DVEG).
El parametro a es de localizacion, b es de escala y ¢ es de forma. El caso ¢ < 0 corresponde una
distribucién Weibull y ¢ > 0 corresponde una distribucién Fréchet. El caso ¢ = 0, el cual es inter-
pretado como el limite de (1.22) cuando ¢ tiende a 0, corresponde a una distribucién Gumbel.
Las relaciones de los parametros de la DVEG con los parametros de las DVE son las siguientes:
¢ =0 (Gumbel) : o =1, pw=a;
¢ >0 (Fréchet): pf=1/c, o=blec, pu=a—>b/c (1.23)
¢ <0 (Weibull): g=-1/¢, 0=-ble, p=a—>bJc.
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Por lo tanto, el Teorema 1.4 puede ser reformulado como sigue.
Teorema 1.6 Si existen sucesiones de constantes {a, > 0} y {b,} tales que
P[(M,, —b,)/a, < x] = F"(apx +b,) — G(2) cuando n — oo, (1.24)

donde G es una distribucion que no esta concentrada en un punto. Entonces G es un miembro de

cto=eo{-[1+e(55)] '},

para x tales quel—i—c(%) >0, dondea e R, b>0yceR.

la familia de DVEG

La densidad de la DVEG con pardametros (a,b,c) y ¢ # 0, estd dada por

g(z;a,b, ) = % {1 +e (x - “)} R exp {— ll te (x - aﬂ _1/6} , (1.25)

para x tales que 1 + ¢ (x—;a) > (; si ¢ = 0 esta dada por

1 — —
g(x;a,b) = 5 EXP [— exp (a 2 w) + 2 2 a:} , (1.26)

para x € R. Nétese que el soporte de la funcion de densidad de la DVEG depende de los tres
pardametros (a, b, ¢), mientras que para las familias Weibull y Fréchet sélo depende de un parametro
w1 al cual se le llama pardmetro umbral.

El cuantil de probabilidad acumulada p de la DVEG esté dado por la expresion

Q, = a—2{1—[~log(p)] "}, c#0; 127
a — b{log [—log(p)]}, ¢c=0.

1.4.2. Estimacion de los modelos basada en verosimilitud

Por el Teorema 1.6 la familia de las DVEG puede usarse para modelar las distribuciones de
méximos por bloques. Vilchis (2006) resalta la enorme utilidad de la DVEG para sugerir uno o dos
modelos de las DVE a considerar para una muestra observada. Se logra una mejor modelacién del
fenémeno de interés y la estimacion tiene mayor precision si se hace bajo cada submodelo y no

con la DVEG. La eleccién final del mejor submodelo se hara teniendo en cuenta varios criterios de



30 CAPITULO 1. PRELIMINARES

validacién del modelo y de diagndsticos de ajuste a los datos observados. Aqui es importante tener
en cuenta el contexto de donde provienen los datos y esta informaciéon externa, no necesariamente

matematica es la que llevara a la eleccion final del submodelo que haya ajustado bien a los datos.

Sea m = {my, mg,...,mg} una muestra de observaciones de méximos por bloques de tamafo
n:
my = maX{lﬂl,h T 7x1,n}7
my = max{xe1, -, Tonlt,
mE = HlaX{iUk,l,"' 7$k,n}-

Bajo el supuesto de que las z; ; son observaciones de v.a.ii.d. y de que los mdximos siguen una
DVEG, pueden hacerse inferencias basadas en la verosimilitud tanto para los parametros de este
modelo como para sus cuantiles.

La aproximacién continua a la funcién de verosimilitud para los parametros de la DVEG esté da-

da por
k

L(a,b,c;m) o H g(ms;a,b,¢)1(0)(b), (1.28)

=1

donde ¢g(-;a, b, c) es la densidad de la DVEG con pardmetros (a, b, ).

Utilizando la expresién (1.28) como la funcién de verosimilitud se pueden calcular los EMV de
los pardmetros de la DVEG. Con la funciéon de verosimilitud relativa y la funcién verosimilitud
perfil se pueden obtener regiones de verosimilitud-confianza para estos parametros e intervalos de
verosimilitud-confianza perfil para cada parametro, respectivamente.

Mediante la expresién (1.27) del cuantil (), de la DVEG puede hacerse una reparametrizacion
de la funcién de densidad de esta distribucién en términos de (1, ), 5) v obtener asi intervalos de
verosimilitud-confianza perfil para el cuantil @), de la DVEG.

Aunque las condiciones de regularidad del Teorema 1.1 no sean satisfechas por la DVEG, debido
a que el soporte de su funcién de densidad depende de los pardmetros y por tanto las propiedades
asintoticas de los EMV de estos pardmetros no tienen porque seguir siendo ciertas, Smith (1985)
estudiando este problema a fondo concluyé que cuando ¢ > —0.5 estas propiedades asintéticas
son validas, cuando —1 < ¢ < —0.5 los EMV generalmente pueden obtenerse pero no tienen

las propiedades asintdticas comunes y cuando ¢ < —1 los EMV pueden ser incluso imposibles de
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obtener. En la practica el caso ¢ < —0.5 raramente se da para fenémenos naturales, segiin menciona
Coles (2001, p. 55). Aqui hay que resaltar que Smith siempre consideré la aproximacién continua
a la funcién de versosimilitud.

Por lo tanto, en la literatura estadistica se calculan los intervalos de confianza aproximados
(1.16) basados en la asintéticidad normal de los EMV para los parametros del modelo y también
para los cuantiles debido al Teorema 1.3. Estas inferencias son vélidas tanto para los pardmetros y
cuantiles de las DVE como para la DVEG.

Sean m(yy < --- < myy) los valores ordenados de la muestra observada m = {mq,...,my} y sea
e > 0 la precision del instrumento de medicién. Para la familia Gumbel y Fréchet puede ser usada

la aproximacién continua a la funcién de verosimilitud, dada por

k
L(p,o0;m) o H A(mi; pt, 0) L (0,00)(0) (1.29)
i=1
y
k
L(,ua g, 57 m) (8 H ¢(mza w, o, ﬁ)l(—oo,mu))(,u)]-(D,oo) (0)1(0,00) (ﬁ)? (130)
i=1
respectivamente.

Como se vi6 anteriormente, para la familia de distribuciones Weibull la aproximacion continua
a la funcién de verosimitud no siempre es valida, pero puede emplearse la aproximacién continua

truncada dada por la expresion

k
L(/vbv g, ﬁ; m) X H Q/J(TTLZ, M, 0, 6)1(m(k)+e,oo) (M)l(o,oo)<0-)1(0,oo) (6) (131)

i=1

En el Capitulo 3 se verd con un ejemplo, que algunas veces es necesario utilizar la funciéon de
verosimilitud exacta (1.12) para la distribucién Weibull cuando al usar (1.31) el EMV 1y 3 de
py 3, respectivamente, cumplen que i = m) + € y B ~ 1, ademas en este caso para calcular la

funcién de verosimilitud exacta se debe restringir p a ser p > m,) — €.

1.4.3. Periodos de retorno

Muchas veces es de interés saber cual es el valor que se excede en promedio cada determina-
do tiempo, por observaciones independientes de variables aleatorias con distribucién F' conocida,

tomadas en periodos de tiempo iguales. Para resolver esta cuestién obsérvese lo siguiente.
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Sea {X;}i>1 una sucesion de v.a.ii.d. con funcién de distribucién F' y w un valor dado. Con-
sidérese la sucesién {1{x,>y}}i>1 de v.a.ii.d. Bernoulli que toman el valor 1 si X; >« y 0 en otro
caso, con probabilidad p = 1 — F(u) = F(u) y 1 — p, respectivamente. Entonces, el instante del
primer éxito

L(u) =min{i > 1: X, > u},

es decir, el instante de la primera excedencia del valor u, es una v.a. geométrica con funciéon de

probabilidad

Por lo tanto

Al valor u se le llama nivel de retorno con periodo de retorno p~' para los eventos {X; > u}.
Noétese que el periodo de retorno tiende a infinito cuando el nivel de retorno tiende a wg, donde
wr = inf{z : F(z) = 1}.

Asi, si es de interés hallar el nivel correspondiente a un periodo de retorno igual a 20, entonces
se debe encontrar el valor de u tal que F'(u)~' = p~! = 20, es decir u tal que F(u) = 207! = 0.05,
por lo tanto u = Qg.95. Andlogamente el nivel correspondiente a un periodo de retorno igual a 100
es el cuantil Qg.g9.

En Teoria de Valores Extremos interesan los niveles de maximos anuales correspondientes a
periodos de retorno de 20 y 100 anos, es por eso que los cuantiles Qg 95 v Qo.99 de las DVE y DVEG

son de especial importancia en este ambito.



Capitulo 2

Intervalos de estimaciéon Bootstrap para

cuantiles

Como se ha visto anteriormente, una técnica para la construccion de intervalos de estimacion
para cuantiles es reparametrizar el modelo probabilistico en términos de los cuantiles para después
estimarlos a través de la funcién de verosimilitud. Sin embargo uno de los problemas que se presenta
con esta metodologia es que es necesario especificar el modelo distribucional de los datos y tener
muestras de tamano razonable.

Por otro lado, en Teoria de Valores Extremos a pesar de que se sabe cudles son las familias de
distribuciones asintéticas de maximos que podrian modelar adecuadamente a una muestra finita
de ellos, en algunas ocasiones la convergencia a estas distribuciones es lenta, por ejemplo Fisher y
Tippett (1928) mencionaron que cuando la distribucién de donde se extrae el méximo es normal
la convergencia de la distribucion del maximo a la distribucién Gumbel es extremadamente lenta.
Ademas cuando se tienen muestras pequenas, el calculo de los intervalos de verosimilitud perfil para
cuantiles, algunas veces puede ser dificil debido a singularidades de la aproximacién continua a la
funcién de verosimilitud, en cuyo caso es necesario recurrir a la aproximacion continua truncada o
la funcién de verosimilitud exacta para calcular dichos intervalos.

Es por eso y mas que a lo largo de los anos se han hecho intentos para construir intervalos de
confianza no paramétricos para cuantiles con buenos resultados en cuanto a coberturas y utilizando

muestras pequenas. Una técnica de estimacion que ha sido muy utilizada para tal finalidad es el

33
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Bootstrap. Sin embargo, en el ambito de Teoria de Valores Extremos no se ha explorado mucho el
comportamiento de intervalos Bootstrap para cuantiles y ese es el objetivo central de esta tesis.

En este capitulo, primero se presentara lo mas relevante que se encontré con respecto a intervalos
Bootstrap para cuantiles de distribuciones asintoticas de maximos o de distribuciones cualesquiera.
Posteriormente, se hard una descripcién de los intervalos propuestos por Beran y Hall (1993), que
son la base para construir los intervalos propuestos por Ho y Lee (2005) con los que se trabajard en
esta tesis. Finalmente, se presentaran los 1ltimos intervalos mencionados y algunos resultados del
trabajo de Ho y Lee (2005) con respecto a ellos.

En lo siguiente, cuando se diga que una clase de intervalos de confianza construidos con una
muestra de tamafio n para el cuantil Q, con p € (0,1), tiene error de cobertura del orden O(n=*)
con k > 0, se estard refiriendo a que si I(«) denota a un intervalo en esta clase de intervalos de
confianza de nivel « para el cuantil ),, entonces Vn > N con N suficientemente grande se tiene
que

|P(I(a) contenga a Q,) —a| < cxn™*

donde ¢ es una constante positiva. Por ello, mientras més grande sea el valor de k > 0, los intervalos
de confianza con error de cobertura del orden O(n~*) son cada vez mejores con respecto a sus
coberturas. El mayor valor de k£ que se ha encontrado para intervalos de estimaciéon Bootstrap de

cuantiles ha sido k = 25/14 asociado a los intervalos de Ho y Lee (2005).

2.1. Antecedentes

2.1.1. Intervalos Bootstrap para cuantiles de distribuciones asintoticas

de maximos

Dentro de lo encontrado sobre intervalos Bootstrap en el &mbito de Teoria de Valores Extremos,
en 1998 Dupuis y Field compararon varios tipos de intervalos de confianza para los cuantiles (g 9o
y Qogo de la Distribucién de Valores Extremos Generalizada (DVEG). Consideraron intervalos
Bootstrap percentil y BC, paramétricos y no paramétricos, mencionados en la Seccion 1.2.2; e

intervalos de confianza asintéticos, basdndose en los estimadores por momentos pesados de proba-
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bilidad, definidos en Embrechts, et al. (1997, p. 321), y en los estimadores robustos acotados dptimos
(optimal bounded robust estimates), introducidos por Dupuis y Field (1998). Encontraron que los
intervalos Bootstrap tienen coberturas pobres en comparacién a los intervalos asintéticos, siendo los
intervalos BC, los que tienen peores coberturas y por tanto recomendaron no usarlos para valores
extremos.

En el ano 2004, M.J. Hall, H.F.P van den Boogaard, R.C Fernando y A.E. Mynnet calcularon
intervalos de confianza Bootstrap para cuantiles de las distribuciones Gumbel y Weibull. Conside-
raron los intervalos de confianza Bootstrap percentil e intervalos construidos mediante una aproxi-
maciéon normal y la metodologia Bootstrap. Las estimaciones se hicieron por mdxima verosimilitud
o por producto mdzximo del espaciamiento (maximum product of spacing), definidos en Ranneby
(1984). Concluyeron que estos intervalos no son recomendables cuando se tienen tamanos de mues-

tra pequenos y en caso de muestras grandes pueden ser utilizados sujetos a evaluaciones criticas.

2.1.2. Intervalos Bootstrap para cuantiles de distribuciones en general

Respecto a intervalos Bootstrap para cuantiles de distribuciones en general, en 1989, Hall y
Martin argumentaron que los intervalos de confianza Bootstrap convencionales para el cuantil @),
con p € (0,1), tales como los Bootstrap percentil, los BC, y los intervalos construidos por iteracion
Bootstrap del intervalo percentil, mencionados en la Seccion 1.2.2, tienen notablemente coberturas
muy pobres, pues con una muestra de tamano n el orden de error de cobertura de estos intervalos
es al menos O(n~'/2). Sefalaron también que los intervalos Bootstrap studentizados son apenas
una alternativa eficaz debido a que no se dispone de una estimacién adecuada para la varianza del
cuantil muestral.

Por otro lado, Falk y Kaufmann en 1991 dieron una nueva prueba de que el intervalo Boots-
trap percentil para cuantiles tiene error de cobertura del orden O(n~/2) y no O(n™') como para
caracteristicas clasicas de una distribucion, por ejemplo la media o la varianza. Posteriormente, en
1992 Falk y Janas obtuvieron el mismo error de cobertura, O(n~"/?), para los intervalos Bootstrap

percentil suavizados para cuantiles, que son una modificacion de los intervalos Bootstrap percentil.

De Angelis, Hall y Young en 1993 mejoraron este error de cobertura con una clase especial
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de los intervalos de confianza Bootstrap percentil suavizados, pero el orden de error de cobertura
de estos intervalos no fue menor que O(n~!). También mostraron que generalmente, el orden de
error de cobertura de intervalos basados directamente en los estadisticos de orden de la muestra es
O(n=1/?).

Respecto a modificaciones de los intervalos Bootstrap Studentizados, descritos en la Seccion
1.2.2, en 1991 Hall y Martin mostraron que intervalos de confianza basados en una aproximacion
normal del cuantil muestral “estudentizado” con una estimacién Bootstrap de la varianza produce
un error de cobertura del orden O(n~'/2). Falk y Janas en 1992 mostraron que un resultado similar
es cierto si la varianza en la “estudentizacion” se basa en una estimacion kernel de la densidad de
los datos.

Sin embargo, recientemente han aparecido nuevos intervalos de confianza Bootstrap para cuan-
tiles de distribuciones cualesquiera. En el ano 2005, Ho y Lee propusieron a los intervalos de
confianza Bootstrap suavizados iterados para cuantiles. Se tienen dos tipos de estos intervalos, uno
basado en la iteraciéon Bootstrap del intervalo percentil suavizado y el otro en la del intervalo Stu-
dentizado suavizado. Los érdenes de error de cobertura para estos dos tipos de intervalos fueron
O(n=%3) y O(n=%%/°6) respectivamente. Esto siginificé el mejor resultado con respecto a intervalos
de confianza Bootstrap para cuantiles obtenido y propuesto en la literaratura hasta ese momento.

Posteriormente, en este mismo afio (2005) Ho y Lee propusieron nuevos intervalos de estimacién
no paramétricos para cuantiles llamados intervalos de confianza interpolados calibrados. Se tienen
tres tipos de estos intervalos. Uno de ellos basa su construcciéon en la metodologia Bootstrap y
su error de cobertura es posible hacerlo del orden O(n~%/14). Para los otros dos tipos de estos
intervalos los errores de cobertura fueron del orden O(n=%/2).

Es decir, los intervalos interpolados calibrados que basan su construccion en el Bootstrap, son
los que tienen el menor orden de error de cobertura entre todos los intervalos mencionados ante-
riormente, por lo que seran los intervalos de interés en esta tesis, en la que se quiso explorar a
través de simulaciones sus coberturas para compararlos con intervalos de estimacion paramétricos
para cuantiles de distribuciones de méaximos.

Para construir los intervalos interpolados calibrados se requiere otra clase de intervalos de esti-

macién no paramétricos para cuantiles, los cuales se describen en la siguiente seccién.
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2.2. Intervalo interpolado lineal simple para cuantiles

Supdngase que se tiene una muestra {x,xs,...,z,} de las v.a.iid. Xi,..., X,, que siguen una
distribuciéon F' continua y desconocida con densidad f. Sean Xy < --- < X, las estadisticas
de orden de estas variables aleatorias. Supéngase ademas que es de interés obtener un intervalo de
confianza no paramétrico de nivel «a para el cuantil de probabilidad acumulada p de F, Q, = F~'(p).

Una clase de intervalos de confianza no paramétricos para (), basados en los estadisticos de
orden de la muestra se deriva como sigue. Sea B igual al nimero de v.a. X; que son menores o

iguales a @),

B=#{X,<Q,:ie{l,2,...n}}.

Como F' es continua, para ¢ = 1,2,...,n la probabilidad del evento {X; < Q,} es exactamente p,

por lo tanto B tiene distribucién binomial B(n,p). Sea B, = P(B <r).

Noétese que si k € {1,2,...,n} se tiene que
PlQp € (=00, X)) = PI#{Xi < Qp:i€{l,2,..n}} <k -1 =P(B<k—-1)=DB,1. (21)

Por lo tanto, el intervalo (—o00, X(x)) es un intervalo de confianza acotado superiormente no paramétri-

co para (), de nivel

k—1 =1
Bk—IZZP(B:j): A p(1—p)"
=0 =0 \ J
para k =1,2,...,n. De esta manera, si 0 < o < 1, un intervalo de confianza acotado superiormente

aproximado de nivel o para @), es (—00, X(x)), donde k es un entero positivo menor o igual a n que
minimiza |By_1 — «|.

Por otro lado, (2.1) implica que los intervalos (X(), X(s)) tienen probabilidad de cubrir a @,
igual a P(r < B <s—1)= Bs_1 — B,_;. De esta forma si 0 < o < 1, un intervalo de confianza
aproximado para @, de nivel a es (X, X(s)), donde r y s minimizan |B,_; — B,_; — af. De
Angelis, et al. (1993) mostraron que el error de cobertura de este intervalo bajo ciertas suposiciones

adicionales en F' es de orden O(n~1/2).
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2.2.1. Intervalo Ipy para cuantiles

Para mejorar el error de cobertura de los intervalos basados en las estaditicas de orden Beran y
Hall (1993) propusieron el intervalo de confianza interpolado lineal simple acotado superiormente
de nivel a para el cuantil @,, denotado como Ipy(a) y cuya construccién es la siguiente.

Elegir r € {0,1,...,n} tal que B, 1 < a < B,. Si 0 < r < n, sea

Cla) = (1 =ma) Xy + TaX@q1), donde 7, = %. (2.2)
Para los casos r = 0 y 7 = n tomar

Bo —
C(a) = Xy — Atan <g OBO a

T a— B,y
=X A - 2.
> y C(a) (n) + Atan <2 B Bn—l) (2.3)

respectivamente, para alguna constante A > 0. Definase
Is(a) = (—o0,C(a)). (2.4)

Entre los resultados de Beran y Hall (1993) se encuentra que bajo ciertas condiciones de regu-
laridad en F los intervalos Iy tienen error de cobertura O(n~!), mejorando el error de cobertura
(O(n=Y/2)) de los intervalos de confianza aproximados basados en las estadisticas de orden, men-
cionados anteriormente. También demostraron que considerar cualquier orden de interpolacién mas
alto, es decir considerar combinaciones lineales de mas de dos términos, no mejora el error de

cobertura de estos intervalos.

2.2.2. Idea en la construccién del intervalo /gy

La idea en la construccion del intervalo Igy desde el punto de vista de la autora de esta tesis
es la siguiente. Si 0 < r < n, como los intervalos (—oo, X)) v (=00, X(,41)) tienen probabilidad
B,_1 y B, respectivamente de contener al cuantil (), y ademas B,_; < a < B,, se esperarfa que
eligiendo una combinacién lineal adecuada (una interpolacién) de X,y y X1y, por decir C(a), la
probabilidad de cubrir a @), con el intervalo Iy = (—oo, C(a)) sea igual a & 0 mas cercana a o que
con los intervalos (—o0, X(,)) y (—00, X(r+1)). La pregunta es ;qué combinacién lineal tomar para

lograr esto?, si o es mds cercana a B; que a B; se sospecharia que C'(«) debe parecerse més a X ;41
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que a X(j11) para lograr que el intervalo Ipy = (—o00, C(a)) contenga a @, con una probalidad muy
cercana a «; por lo tanto intuitivamente se debe dar mas peso en la combinacién lineal a X(;41)

que a X(j41). Esto se puede hacer tomando

o a — Brfl
B Br - Brfl

Ty y Cla)=(1—=m) X + TaX@i)-

Sir =0, como By es la probabilidad de que (—oo, X(1)) contenga a @, y o < By, se necesita que
C(a) < X1y para que la probabilidad de cubrir a @, con el intervalo Igy = (—o00, C(«a)) sea igual a
« 0 mas cercana a o que con el intervalo (—oo, X(1)). Andlogamente, si r = n, entonces B,_; < a,
es decir, la probabilidad de que (—o00, X)) contenga a @), es menor a «, por lo que se necesita que
Xy < C(a) para que la probabilidad de cubrir a @, con el intervalo Ipy = (—o0, C(a)) sea igual

a « 0 mas cercana a o que con el intervalo (—o0, X(,)).

Por lo tanto, para obtener C'(«) en los casos r = 0 y 7 = n se tiene que hacer una extrapolacién.

Debido a que

) s
lim tan <§x> = 00,

r—1—

para tener C'(a) < X(qy enel casor =0y X(,) < C(a) en el caso r = n, se toma

T By — «

C(a) = X(l) — Atan <§ By

> y Cla)=Xq) + Atan (W oz—Bn_1>

5 Bn - anl

respectivamente, con A > 0. Obsérvese que la lejania de C'(«v) a X(1) en el caso r = 0 y la lejania
de C(a) a X, en el caso r = n, depende de la lejania de o a By y de la lejanfa de o a B,
respectivamente. Ho y Lee (2005) mencionaron que los casos 7 = 0 y r = n se observan cuando p

y a son ambos cercanos a 0 o 1.

Obsérvese que C(-) es una funcién a trozos con dominio el intervalo (0,1) y contradominio
en los nimeros reales. Un resultado importante que serd utilizado méas adelante para justificar la
construccién de los intervalos interpolados calibrados propuestos por Ho y Lee (2005), es que esta
funcién es estrictamente creciente y continua en el intervalo (0, 1), lo cual constituye el Resultado

1 que se demuestra en el Apéndice A.
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2.3. Intervalos interpolados calibrados para cuantiles

Si I(«) denota un intervalo de confianza de nivel a para la caracteristica o(F") de la distribucién
F obtenido por algiin procedimiento especifico, al proceso de encontrar un valor 3 € (0, 1) tal que
P(o(F) € I(3)) sea mas cercana a o que P(o(F) € I(«)) se le llama calibracion de las coberturas
de los intervalos I.

Ho y Lee (2005) probaron la siguiente expansion, bajo ciertas condiciones de regularidad en F,

la cual es una extensién de los resultados de Beran y Hall (1993):

P(Qy € Ipg()) = a+n"pilo;p) + n *Ppafes p, £(Qy), F(Qp)] + O(n7?), (2.5)

donde p;(a, ...) son Lipschitz continuas en « y suaves en los otros argumentos. En particular,

pr(asp) = {p(1 = p)} ' ma(l = Ta)tad(ua),

donde ¢ denota la densidad de la distribuciéon N(0,1) y u, su cuantil de probabilidad acumulda c.

Esta expansién les hizo concebir la idea de calibrar las coberturas de los intervalos Igy dados
por (2.4), para obtener intervalos de confianza aproximados de nivel a para el cuantil @), y error
de cobertura de orden menor a O(n™!). Ellos visualizaron tres métodos para la calibracién de las
coberturas de los intervalos Igy a los cuales llamaron el analitico, el Monte Carlo y el Bootstrap,
resultando los intervalos Iay (), Inje(a) v Ipr(a) respectivamente. A estos intervalos los llamaron
intervalos de confianza interpolados calibrados de nivel a para el cuantil Q.

En las siguientes tres subsecciones se describird la construccion de cada uno de estos interva-
los. Primero se presentaran los intervalos interpolados calibrados por Bootstrap Ipr, que son los
intervalos Bootstrap de interés en esta tesis. Para estos intervalos se justificara desde el punto de
vista de la autora de esta tesis la forma en que se elige el valor de 3 al calibrar las coberturas
de los intervalos Igp. Posteriormente se presentaran los intervalos interpolados calibrados por el
método Monte Carlo I,¢, el cual se construye de manera similar a los intervalos Igr. Finalmente
se describiran los intervalos interpolados calibrados por el método analitico /4y, cuya construccion
es la mas sencilla. Cabe senalar que los intervalos I, y los intervalos 4y no se usardn en esta

tesis pero se presentan para complementar los resultados de Ho y Lee (2005).
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2.3.1. Método de calibracién Bootstrap, Ipr(a)

Al calibrar las coberturas de los Iy, lo ideal serfa encontrar § = ((F) tal que P(Q, €
Igu(B(F))) = a. Viendo a 8 como un funcional del conjunto de distribuciones a los nimeros
reales, una estimacién Bootstrap de § = G(F') es B = 6(F\n), donde ﬁn es una estimacion kernel de
F, es decir ﬁn(t) = ﬁn,h(t) donde ﬁn,h(t) es la distribucién con densidad

Funtt) = >0k (M5,

=1

donde h > 0 y K es una funcién kernel (no negativa y simétrica alrededor de cero).

Para obtener el intervalo Ipr(«) se procede como sigue:

1. Se generan M muestras de F},, cada una de tamano n,

Y= VLY.L Y,
Y2 = {Yf,YQQ,...,YnQ,

YM = {}qM7}/2M7"'7YnM}7

y se denota por Y(’l) < - < Y(Z) a las estadisticas de orden de la i-esima muestra con

i=1,2,..., M.

2. Sea @p = ]3_1( ) el cuantil de probabilidad acumulada p de F,. Para cada i, se elige 7 tal

n

que Y ) < Qp < Y’ +1)- Definase

~

fo= (L= W) Bey + 7Br, con & = (@ — Vi) (Vi) — Vi) (26)
Definir

o | B @By, - Qp)/Al, si Qp < Yy (2.7)

Booy + (2/7)(By — By tan™ [(Q, — Yi,) /Al si Q> Y,

3. Ordenar las 8; como By < --- < [y vy tomar B = f¢), donde £ es la parte entera de Mo,

¢ = | Ma]. Definir Ipr(a) = IBH(B), donde Iy es calculado como se describi6 en (2.4).
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Idea en la construcciéon del intervalo Igr

La justificacion de que se tome /ﬁ\ = B, desde un punto de vista de la autora de esta tesis, es
la siguiente. Para cada muestra Y = {Y{,... Y/} coni=1,2..., M, sea I5;(5;) = (—o0, C*(5;))
donde j € {1,2,..., M}, el intervalo de confianza lineal simple de nivel (; para el cuantil @p =
ﬁfl(p) calculado con esta muestra.

n

Para j € {1,2,..., M} sea 5&)(%) la cobertura empirica de los intervalos Ipx(f(;)) para @p

considerando las M muestras Y', Y2 ... . Y™ es decir,
— i:Q, €I ;
Cob(ﬁ(j)) _ #{i: Qp MBH(ﬁ(J»}‘
Nétese que puede considerarse 31y < B2) < --- < B, pués la distribucién ﬁn es continua
y por lo tanto 3, # (3, para r # s casi seguramente. Para i = 1,2,..., M, C'(-) es una funcién

estrictamente creciente y continua como se dijo al final de la Seccion 2.2.2, ademas el Resultado 2

demostrado en el Apéndice A establece que C%(3;) = @p. Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

= Si 3 < 3;, entonces
Qp = C'(B;) < C'(8))
¥ Qp € Ip(B;) = (=00,C7(8))).
= Si 3; < 3, entonces
Cl(B) < C'(B) = Qp
¥ Qp ¢ T (B;) = (—00,C7(8))).

Es decir, @p € I, (8;) sty sdlo si B < f;.

De aqui, como el nimero de ;s que son menores que ;) es j — 1, se tiene que

_— #{i:Q, € Iy (B —1 ,
Cob(B)) = t pMBH( (]))}ZJM, para j =1,2,..., M.

Finalmente, si £ = |aM | se tiene que

(-1 M 1
T LOCMJ—MH&, cuando M — oo.

@(5(5)) =

Por lo anterior, se esperarfa que tomando M muy grande la cobertura del intervalo Ipg ()

para @p sea cercana a o'y por eso conviene tomar a B = ﬁ(ﬁn) como [3y).
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2.3.2. Meétodo de calibracién Monte Carlo, I¢(a)

Este método es analogo al método de calibracion Bootstrap descrito anteriormente, la diferencia
es que en lugar de estimar 5 = $(F) con [ (ﬁn), donde F,, es una estimacién kernel de F , se estima
con B = ((G) para una distribucién G completamente especificada. Aqui, B se calcula de la misma
manera que con el método de calibracién Bootstrap, pero tomando G en lugar de ﬁn Se define
Ine(@) = Ipu(B).

Este método es adecuado dependiendo de la proximidad de 'y G. En la practica se recomienda

aprovechar los conocimientos acerca de F' al elegir GG para obtener mejores resultados.

2.3.3. Método de calibracién analitico, /4y («)

Este método consiste simplemente en tomar 5 = «a —n~'p;(a;p) y definir Iay(a) = Igg(B).

1

Observese que con este valor de (3, se elimina el término que contiene a n~" en la expansién

(2.5); por lo tanto el error de cobertura del intervalo Iz (3) es O(n=%2) y no O(n™1).

2.4. Algunos resultados de los intervalos Igy, Iy e Ian

Los siguientes resultados del trabajo de Ho y Lee (2005) son la base de la investigacién hecha en
el Capitulo 3. El siguiente teorema propuesto por Ho y Lee (2005) establece propiedades asintdticas

de las coberturas de los intervalos Igr, Iyc e Ian.

Teorema 2.1 Sea a € (0,1). Asimase que F y G son dos veces diferenciables en alguna vecindad
de F~Y(p) y G~(p) respectivamente, y que F'(F~'(p)), G'(G7'(p)) > 0. Supdngase también que
K es no negativa, simétrica alrededor del cero y h o< n™ para algin A € (0,1). Entonces Lan(c),
Inc(a) y Ipr() tienen orden de error de cobertura O(n=3/%), O(n=%/2) y O(n=3/2h? + n=2h=3/2)

respectivamente.

Se observa que para el método Bootstrap si se toma como ancho de banda h oc =17 es decir,

1/7

h = en™"" con ¢ positivo, se obtiene el orden de error de cobertura mas pequeno:

O(n_3/2(cn_1/7)2+n_2(0n_1/7)_3/2) — O(n_2/7n_3/2+n_2n3/14) _ O(n_25/14+n_25/14) _ O(n_25/14).



44 CAPITULO 2. INTERVALOS DE ESTIMACION BOOTSTRAP PARA CUANTILES

Por lo tanto, estos intervalos mejoran el orden de error de cobertura de los intervalos Ipy, siendo
los intervalos calibrados mediante Bootstrap los que alcanzan un menor orden cuando se elige
hocn YT,

Ho y Lee (2005) comentan que para la construccién de un intervalo de confianza acotado en
ambos lados de nivel « para el cuantil @,, simplemente hay que tomar como sus limites las cotas
superiores de los intervalos interpolados calibrados descritos anteriormente de niveles (1 — «)/2 y
(14 «)/2. El Teorema 2.1 sigue siendo cierto para estos intervalos acotados en ambos lados.

Mediante simulaciones, Ho y Lee (2005) comprobaron la mejora en las coberturas de los inter-
valos Ipr, Ipc € Tany con respecto a las coberturas de los intervalos Iy, con nivel de confianza
a =0.01, 0.02,..., 0.1, 0.91, 0.92,..., 0.99, para los cuantiles Qg.10, Qo.25, Qos0, Qo.75 ¥ Qo.90 de las
distribuciones normal estandar y la exponencial con razén 1. Todas las coberturas fueron estimadas
tomando el promedio sobre 5,000 muestras simuladas de tamano n = 10 y n = 20.

En su estudio de simulacién tomaron G como la normal estandar, M = 1,000,000, A = 0.1, la
funcién kernel triangular K(x) = (1 — |z|)1(_1,1y(«) y el ancho de banda h se tomé como Ho y Lee

(2005) propusieron para obtener resultados satisfactorios:
h = 2.36052yn""7, con v = min{std(X), \}/1.34, (2.8)

donde A es el intercuartil de la muestra, es decir, A = T(|,40.75]) — T(|n+0.25)) (|-] es la funcién parte
entera).

Observaron que los mejores resultados se obtienen con los intervalos calibrados mediante el
método Monte Carlo y Bootstrap. Mencionan que el error de corbertura de los intervalos depende

fuertemente en M pero se estabiliza cuando M se toma mayor o igual a 100, 000.

2.5. Resumen

Entre lo mas importante visto en este capitulo, se tiene que los intervalos Bootstrap clésicos
encontrados en la literatura no producen buenos resultados en cuanto a coberturas cuando la
caracteristica de interés de la distribucién es un cuantil. En Teoria de Valores Extremos se ha

explorado la forma en que se comportan estos intervalos para cuantiles de distribuciones de maximos
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y los resultados no han sido satisfactorios.

Sin embargo, en este capitulo se presenté una nueva clase de intervalos Bootstrap propuestos
por Ho y Lee (2005) llamados intervalos interpolados calibrados para cuantiles de distribuciones en
general, los cuales son los que han reportado tener los mejores resultados en cuanto a coberturas y
seran los intervalos de principal interés en esta tesis, en la que se compararan estos intervalos para
cuantiles de distribuciones asintéticas de maximos con los intervalos que se utilizan en la practica
basados en la propiedad de sintoticidad normal de los EMV o en la verosimilitud perfil de los

cuantiles.
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Capitulo 3

Simulaciones

En este capitulo se presentan las simulaciones llevadas a cabo con el fin de comparar las cober-
turas empiricas de varios tipos de intervalos de confianza para cuantiles de distribuciones de maxi-
mos discutidos anteriormente.

El objetivo principal es explorar el comportamiento de los intervalos Bootstrap propuestos por
Ho y Lee (2005), en especial se desea valorar las ventajas y desventajas de estos intervalos para
hacer inferencias sobre cuantiles de distribuciones de maximos en el caso de muestras pequenas,

muestras moderadamente grandes y muestras grandes, por el hecho de ser no paramétricos.

3.1. Introducciéon

En Teoria de Valores Extremos muchas preguntas radican en torno a cuantiles grandes de las
distribuciones de maximos como (.95 v Qo.99, cOmo se menciond en capitulos anteriores. Principal-
mente lo que interesa es encontrar un intervalo de estimacion para estos cuantiles. Dicho intervalo
podria ser de confianza aproximado, obtenido a través de métodos asintéticos, o de verosimiltud
(con un nivel de confianza aproximado). También se puede utilizar la herramienta de Bootstrap
para construir intervalos de estimacién y es de interés evaluar el nivel de confianza que tienen.

Es necesario saber en qué situaciones resulta mas eficiente una técnica de construccién de
intervalos de estimacién con respecto a las otras. Con este objetivo en mente se procedié a comparar,

mediante simulaciones bajo varios escenarios, los diversos intervalos mencionados construidos para

A7
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cuantiles de distribuciones de maximos. Asi, se consideraron los intervalos de verosimilitud perfil
(IV perfil), los intervalos de confianza aproximados construidos con el método Delta basado en
la asintoticidad normal de los EMV (I Delta) y los intervalos interpolados calibrados mediante
Bootstrap acotados en ambos lados, de Ho y Lee (2005) presentados en la Seccién 2.3.1. A estos
ultimos se les llamard inicamente intervalos Bootstrap (I Bootstrap).

Interesa comparar principalmente, la probabilidad de cobertura de cada tipo de intervalo, la cual
se aproxima a través de sus coberturas empiricas. Es decir, se simulan 10,000 muestras; para cada
una se construye un intervalo dado y se cuenta cuantos de estos intervalos incluyeron al verdadero
valor del cuantil deseado. Esa proporcion es la cobertura empirica y estima la probabilidad de
cobertura del intervalo en cuestién. También es de interés contrastar las longitudes de los distintos

tipos de intervalos para cada muestra simulada.

3.2. Planteamiento

Los escenarios de simulaciéon que se consideraron se presentan a continuacion. Se simularon
10,000 muestras de tamano n = 25, 50 y 100. Estas muestras fueron de variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas como una DVEG con parametros a = 1, b = 1, y ¢
en {—0.5, —04, —0.3, —0.2, —0.1, —0.05, 0, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}. Este esquema de
simulacion trata de representar el caso hipotético en que se cuenta con una muestra de maximos in-
dependientes e idénticamente distribuidos, que provienen de una DVEG debido a que cada maximo
pudo haber sido extraido de un bloque muy grande.

Los valores de n fueron elegidos asi debido a que en la préactica los tamanos de muestras de
maximos suelen ser de estas magnitudes. Se consideraron estos valores de a y b por simplicidad
pero sin pérdida de generalidad. Los valores de ¢ se tomaron de esta manera ya que en esta forma
se explora qué es lo que ocurre cuando la DVEG corresponde a una funcién de distribuciéon Weibull
(¢ < 0), Gumbel (¢ = 0) o Fréchet (¢ > 0), y también para explorar lo que pasa al variar c.

Para cada muestra que se generd, se procedio a calcular un IV perfil suponiendo una DVEG y
suponiendo un submodelo de esta distribucién (Weibull, Gumbel o Fréchet), también se calcul6 un

I Delta bajo la DVEG y bajo un submodelo, asi como también un I Bootstrap, para el cuantil Qg o5
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y en algunas ocasiones también para el cuantil () g9. La eleccion del submodelo se hizo dependiendo
de si la estimacién del parametro ¢ de la DVEG fue mayor a cero o menor a cero. En el primer
caso se consideré al modelo Fréchet y en el segundo al modelo Weibull. Unicamente en los casos
cuando el EMV de ¢ estuvo en el intervalo (—0.000001,0.000001), es decir resulté practicamente
cero, se considerd al modelo Gumbel. Todos los intervalos considerados corresponden a un 95 % de
confianza aproximado. Para ello, el nivel de verosimilitud se tomé como 0.1464 para los IV perfil.

En el calculo de los I Bootstrap para cuantiles, se hizo lo siguiente: Se tomé A = 0.1. El kernel
que se utilizo fue el triangular, K(z) = (1 — |z[)1_1,1)(2). Se tomé la propuesta de Ho y Lee
(2005) para el ancho de banda h dada por (2.8). Se utiliz6 M = 100,000, debido a que Ho y Lee
encontraron que a partir de este valor de M se estabiliza el error de cobertura de los I Bootstrap
para cuantiles.

Cabe resaltar que como comentan Higham, D. y Higham, N. (2005, p. 46), en el programa
utilizado para calcular los I Bootstrap (Matlab V.7) el periodo de nimeros aleatorios uniformes
U(0,1), esto es, el nimero de términos aleatorios uniformes generados antes de que la secuencia se
empiece a repetir es 21492 ~ 10*°, por lo que las M = 100,000 muestras de tamaino n = 25, 50 o
100 generadas para calcular cada I Bootstrap son distintas y no se hicieron calculos redundantes.
Por otro lado, el tiempo de calculo promedio de los intervalos para cada muestra simulada, fue de

6 seg. para los I Bootstrap y menor a 1 seg. para los IV perfil e I Delta.

3.3. Resultados de las simulaciones

En esta seccién se presentaran las coberturas empiricas de los diferentes tipos de intervalos
calculados para los cuantiles de interés, asi como las razones de sus longitudes que son ttiles para
valorar cuales son los intervalos que suelen ser més angostos y por tanto dar mayor precision en la
estimacion del parametro de interés.

En los escenarios con tamano de muestra n = 100 no se tuvieron problemas para calcular todos
los intervalos de interés. En cambio, para los escenarios con n = 25 y n = 50 en algunas ocasiones
se tuvieron problemas para calcular los IV perfil y los I Delta bajo una DVEG o bajo el submodelo

Weibull. En las siguientes dos secciones se presenta una descripcién de dichos problemas y la forma
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en que se procedio ante ellos.

3.3.1. Inferencia bajo el modelo DVEG

Para cacular la funcién de verosimilitud de los pardametros (a,b,c) de la DVEG se utiliz6 la
aproximacién continua a la funcién de verosimilitud dada por (1.28). Recuérdese que cuando ¢ < 0
la DVEG corresponde a una distribucién Weibull con pardmetros (u, o, 3) (umbral, escala y forma

respectivamente) dados por

p=a—>ble, o=-=ble, [=-1]c,

donde p € R, 0 >0y G > 0.

En el caso en que ¢ < —1, se tiene que 0 < § < 1 y como se vié anteriormente, la densidad
de esta distribucién Weibull presenta una singularidad en x = . Como la aproximacién continua
a la funcién de verosimilitud de la distribucion Weibull no es véalida en algunas ocasiones cuando
0 < 8 < 1, entonces la aproximacion continua a la funcién de verosimilitud de la DVEG dada por

(1.28) hereda los mismos problemas cuando ¢ < —1.

Es por eso que cuando el EMV del parametro ¢ de la DVEG fue menor que —1, los EMV de
los parametros de esta distribucion asi como tambien las funciones de verosimiltud perfil de estos
parametros son cuestionables si se uso la aproximacién continua a la verosimilitud y algiin algoritmo
numérico de busqueda para hallarlos. Por lo tanto, los I Delta y los IV perfil bajo la DVEG para
los cuantiles de interés, correspondientes a muestras para las cuales el EMV de ¢ fue menor que

—1, también se consideraron cuestionables y se clasificaron como “nulos”.

Para evitar estos problemas se podria utilizar la funcién verosimilitud exacta (1.12) con la
DVEG. Aqui no se hizo de esta manera debido a que en la practica lo comun es utilizar la aproxi-
macion continua a la funciéon de verosimilitud con la DVEG y se quiso explorar las consecuencias
de usar esta aproximacién. Cabe senalar que el submodelo para muestras con EMV de ¢ menor
que —1 se tomd como la distribucion Weibull, ya en estas muestras la plausibilidad de ¢ > 0 era

despreciable.
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3.3.2. Inferencia bajo el modelo Weibull

La funcién de verosimilitud para los pardmetros de la distribucion Weibull se calculé utilizando
la aproximacién continua truncada dada por (1.31) y fijando € > 0 a un valor pequeno que representa
la supuesta precision del instrumento de medicién.

Recuérdese que la aproximacién continua a la funcién de verosimilitud Weibull tiende a infinito
en /i = T(,) cuando 0 < 8 < 1, donde x(,) es el maximo de la muestra. El proposito de la aproxi-
macién continua truncada es modificar la aproximacién continua para lograr que la verosimilitud
no se evalue en valores sumamente cercanos a x(,. La idea es localizar al EMV en el maximo local
que suele presentar la superficie de verosimilitud en vez del maximo global que se alcanza en la
singularidad.

Para algunas muestras sucedié que los valores de los pardmetros donde se alcanzé el maximo
de la aproximacién continua truncada cumplieron que p = x(,) + €y 3 ~ 1. Esto quiere decir que
estos valores de los pardmetros son cercanos a un punto donde se presenta una singularidad en
la aproximacion continua y por tanto no son precisamente los valores de los parametros donde se
alcanza el maximo local buscado. En estos casos se vio que al contemplar la verosimilitud exacta
siempre se llego a EMV’s razonables y tales que el modelo ajusté bien a los datos como con la

muestra que se presentara a continuacion.

Analisis de una muestra particular

Una muestra de tamano n = 25 simulada de una DVEG con pardmetros (a, b, c) = (1,1, —0.5),
equivalente a una Weibull de pardmetros (u, 0, 3) = (3,2, 2), para la cual se observé lo mencionado

anteriormente es la siguiente:

-0.3554 -0.0404 0.2213 0.5173 0.7708
0.9115 1.0934 1.1762 1.2951 1.3499
1.4052 1.4415 1.5050 1.5103 1.5676
1.5996 1.6798 1.9282 1.9491 1.9729

2.1184  2.1241  2.2069 2.2298 2.2387
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Los valores de los pardmetros (u, o, 3) de la distribucion Weibull que méximizaron la aproxi-

macion continua truncada suponiendo como error de medicién € = 0.1 fueron los siguientes:
= 2.3387, 0 = 1.0503, B: 1.3607.

Para esta muestra el maximos es z(,) = 2.2387. Se observa que z es el maximo de la muestra 2.2387
més el valor de € = 0.1; es decir it = x(,) + €. Ademds 5 es cercano a 1.

En la Figura 3.1 se presentan las graficas de las funciones de verosimilitud perfil de cada
parametro al utilizar la aproximacion continua truncada, asi como también los contornos de la
funcion de verosimilitud relativa con dicha aproximacion, fijando el parametro u, oy G en u, oy

Wk

[ respectivamente. El punto marcado con se refiere a los valores de los parametros donde se

[

maximizé la aproximacion continua truncada. En (a) el punto “o” indica el maximo de la muestra,
L(n)-

Notese que la funcién de verosimilitud perfil aproximada de p es una funcién decreciente. Esto no
sucede con esta funcion correspondiente a los parametros o y  que tienen una forma acampanada.
Estas tendencias también se aprecian en los contornos que aparecen en estas figuras, pues en el
contorno con p fijo puede verse que la funcién de verosimilitud relativa aproximada es como una
campana, mientras que en los contornos con (3 y o fijos se observa que cuando p crece la funcion
de verosimilitud aproximada decrece.

Estos comportamientos en las graficas indican que no existe algin otro maximo local de la
aproximacién continua truncada que no sea el maximo global que se encuentra en el punto (i, 7, E)
Cabe resaltar que tomando 0 < € < 0.1 en la aproximacion continua truncada, este comportamiento
en las gréaficas permanece. Por lo que con esta aproximacién siempre se obtiene el maximo en
[ = T(y) + € algunas veces, ademas se tiene que 0 < # < 1. En un caso como este, lo conveniente
es utilizar la funcién de verosimilitud exacta (1.12) para calcular los EMV y para hacer inferencias

acerca de los parametros o cuantiles del modelo Weibull.

Uso de la funcidén de verosimilitud exacta Weibull

Suponiendo que x = {z1, ..., z,} es un conjunto de observaciones independientes de una variable

aleatoria con distribucién Weibull, donde z(;) < --- < x(,) son sus valores ordenados y € > 0 es la
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Figura 3.1: Verosimilitud perfil relativa de cada pardmetro y contornos de verosimilitud relativa

fijando un pardmetro, al utilizar la aproximacion continua truncada a la verosimilitud Weibull
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precisién del instrumento medicién, la funcién de verosimilitud exacta (1.12) para la distribucién

Weibull es

xi+e

L(p.0.5) ox H(

donde ¥(+; u, 0,3) es la densidad de la distribucién Weibull de pardametros (u, o, 3). En esta ex-

Bt 1,0 ﬂ)dt) Ty o0 (1) (00 (@) Ty (5), (3.1)

T;—€

presién para la funcién de verosimilitud exacta Weibull se debe pedir que x(,) — € < u, pues p es
mayor que todas las observaciones de la muestra y en particular debe ser mayor al maximo de ellas
que se encuentra en el intervalo (x(,) — €, () + €) debido a que la precision del instrumento con el
que se mide es e.

Utilizando la funcién de verosimilitud exacta Weibull para la muestra considerada anteriormente

y suponiendo € = 0.1, los EMV de los pardmetros de la distribucién Weibull fueron los siguientes:

-~

1=23172, o=1.0149, 3 =1.2974.

En ejemplos reales la cantidad e la determina el equipo de medicién de manera natural; aqui se
supuso igual a € = 0.1 puesto que se simularon las muestras. Las graficas de las perfiles de estos
parametros se presentan en la Figura 3.2. Se observa que la funciéon de verosimilitud perfil exacta

Wk

de cada parametros es creciente antes del EMV del pardmetro marcado con y decrecientes

después de este estimador. La grafica cuantil-cuantil de la muestra con la distribucion Weibull
de pardametros (f, o, B) y la comparacion del histograma de la muestra con la densidad de esta
distribucién Weibull se presenta en la Figura 3.4. Se aprecia un buen ajuste de esta distribucion
Weibull a los datos, pues en la grafica cuantil-cuantil los puntos estan muy cercanos a la recta
identidad; ademas se observa un parecido en la forma del histograma de la muestra con la forma
de la densidad Weibull.

A modo de exploracién, se presentan las graficas de verosimilitud perfil relativa exacta para los

“k7 o] verdadero valor del cuantil

cuantiles Qo955 v Qo.99- En cada grafica se encuentra marcado con
en cuestién y con un rectangulo (de altura 0.1464) los limites del IV perfil del 95% para dicho
cuantil. En este caso los IV perfil bajo la distribucion Weibull subestimaron el verdadero valor del
cuantil, a pesar de que el modelo estimado ajusté bien a la muestra observada.

Debido a que la funcién de verosimilitud exacta resolvié el problema que se tenia con esta mues-

tra; cada vez que se detect6 una muestra para la cual los EMV (utilizando la aproximacién continua
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Werosimilitud perfil relativa exacta de p

W

(a) Verosimilitud perfil exacta de u

Yerosimiltud peril relativa exacta de o

(b) Verosimilitud perfil exacta de o

Yerosimilitud perfil relativa exacta de

0 0.4 1 15 2 25 3

(¢) Verosimilitud perfil exacta de 3

Figura 3.2: Verosimilitud perfil relativa exacta de los parametros de la Weibull



56 CAPITULO 3. SIMULACIONES
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Figura 3.3: (a) Grafica cuantil-cuantil con distribucién Weibull. (b) Histograma de datos y densidad
Weibull
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Figura 3.4: Verosimilitud perfil relativa exacta de los cuantiles
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truncada) [y 3 de p y [ respectivamente, fueron tales que fi = ¢,y + €y B ~ 1, se calcularon los

IV perfil y los I Delta para los cuantiles de interés utilizando la funciéon de verosimilitud exacta.

3.3.3. Resultados para el cuantil () g;

La Figura 3.5 contiene las tablas de las coberturas empiricas de los intervalos del supuesto 95 %
de confianza para el cuantil Qy g5 Bootstrap, intervalos de verosimilitud perfil (IV perfil) bajo la
DVEG (columna DVEG, subcolumna Perfil) y bajo el submodelo (columna Submodelo, subcolumna
Perfil), intervalos de confianza de méxima verosimilitud asintéticos con el método Delta (I Delta)
bajo la DVEG (columna DVEG, subcolumna Delta) y bajo el submodelo (columna Submodelo,
subcolumna Delta).

En estas tablas, la columna “Cob.” correspondiente a una clase de intervalos se refiere a su
cobertura empirica para el cuantil de interés ()¢ g5. La columna “ <” y “ > " indica la proporcién de
intervalos que subestimaron y sobreestimaron, respectivamente, al verdadero valor de este cuantil;
es decir que cayeron completamente a la izquierda o a la derecha del verdadero valor de (g5,
respectivamente.

En la columna “DVEG” la subcolumna “Nulos” se refiere a la proporciéon de los IV perfil y
la proporcion de los I Delta, ambos bajo esta distribucién, que no fueron correctos debido a los
problemas explicados anteriormente en la Seccién 3.3.1 que se presentaron cuando el EMV del
parametro ¢ de la DVEG fue menor que —1. Cabe resaltar que para los IV perfil y los I Delta la
suma de las subcolumnas “Cob.”, “<”, “>” y la subcolumna “Nulos” es igual a 1.

En la Figura 3.6 se presentan de manera gréafica los resultados de las tablas mencionadas ante-
riormente. Se observan las coberturas empiricas con cada tamano de muestra para el cuantil (Qq.g5.
En estas graficas “Bootstrap”, “Perfil DVEG”, “PerfilSub”, “DeltaDVEG” y “DeltaSub”, se refieren
a las coberturas empiricas de los I Bootstrap, IV perfil bajo la DVEG, IV perfil bajo el submodelo,
I Delta bajo la DVEG e I Delta bajo el submodelo respectivamente.

En estos resultados se aprecian fundamentalmente tres cosas que cambian al variar los valores

denyc

1. Las coberturas empiricas.
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BOOTETRAP SUBMODELQ DWVEG

C Perfil Delta Perfil Delta

< Coh. = < Coh. = < Coh. = < Cah. = Nulos <z Cah, =

-0.5 0.0163 | 0.09606 | 0.0231 | 0.0757 | 0.9107 | 0.0136 | 0.2165 | 0.7550 | 0.0285 | 0.0583 | 0.8787 | 0.0115 | 0.0515 | 0.1826 | 0.746% | 0.01%0

-0.4 0.0246 | 0.9523 | 0.0231 | 0.0639 | 0.9244 | 0.0117 | 0.2037 | 0.7834 | 0.0129 | 0.0550 | 0.9155 | 0.0109 | 0.0188 | 0.1886 [ 0.7815 | 0.0111

-0.3 0.0404 | 0.9326 | 0.0270 | 0.0509 | 0.9287 | 0.0114 | 0.1839 | 0.8097 | 0.0064 | 0.0545 | 0.9264 | 0.0112 | 0.0079 | 0.1773 [ 0.8089 | 0.0059

-0.2 0.0571 | 0.9174 | 0.0255 | 0.0556 | 0.9313 | 0.0131 | 0.1759 | 0.8209 | 0.0032 | 0.0526 | 0.9325 | 0.0129 | 0.0017 | 0.1744 [ 0.8208 | 0.0031

-0.1 0.0745 | 0.8994 | 0.0258 | 0.0547 | 0.9315 | 0.0138 | 0.1658 | 0.8330 | 0.0012 | 0.0499 | 0.9354 | 0.0136 | 0.0009 | 0.1648 [ 0.8331 | 0.0012

-U.tIS 0.0839 | 0.8014 | 0.0247 | 0.0595 | 0.9259 | 0.0146 | 0.1659 | 0.8334 | 0.0007 | 0.0485 | 0.9365 | 0.0145 | 0.0005 | 0.1656 | 0.8332 | 0.0007

0 0.0868 | 0.8882 | 0.0250 | 0.0586 | 0.9252 | 0.0162 | 0.1535 | 0.8457 | 0.0008 | 0.0398 | 0.943% | 0.0158 | 0.0005 | 0.1528 [ 0.8459 | 0.0008

0.05 0.0981 | 0.8744 | 0.0275 | 0.0714 | 0.9103 | 0.0183 | 0.1576 | 0.8421 | 0.0003 | 0.0430 | 0.9385 | 0.0182 | 0.0003 | 0.1571 [ 0.8423 | 0.0003

0.1 0.1045 | D.8663 | 0.0292 | 0.0734 | 0.9109 | 0.0157 | 0.1481 | 0.8518 | 0.0001 | 0.0382 | 0.9455 | 0.0157 | 0.0003 | 0.1478 [ 0.8518 | 0.0001

0.2 0.1200 | 0.8539 | 0.0261 | 0.0819 | 0.9008 | 0.0173 | 0.1457 | 0.8543 I] 0.0392 | 0.9435 | 0.0173 0 0.1457 | 0.8543 I}

0.3 01304 | 0.8457 | 0.0239 | 0.0625 | 0.9195 | 0.0180 | 0.1434 | 0.8566 0 0.0338 | 0.9482 | 0.0180 1] 0.1433 | 0.8567 1]
0.4 01208 | 0.8435 | 0.0267 | 0.0398 | 0.9414 | 0.0188 | 0.1311 | 0.8639 0 0.0286 | 0.9526 | 0.0188 0 0.1311 | 0.8689 i]
0.5 01524 | 08212 | 0.0264 | 0.0353 | 0.9434 [ 0.0213 | 0.1385 | 0D.8615 0 0.0307 | 0.9480 | 0.0213 1] 0.1385 | 0.8415 1]
(a) n =25
BOOTSTEAP SUBMODELD DVEG
C Perfil Delta Perfil Delta
< Cob. > < Cob. > < Cob. » < Coh. = HMulos < Cob. #
-0.5 00170 | 0.9596 | 0.0234 | 0.0576 | 0.92828 | 0.0136 | O.1382 | 0.2450 | 0.0165 | 0.0572 | 0.9287 | 0.0136 | 0.0005 | 0.1379 | 0.844% | 0.0163
-0.4 00247 | 0.9510 | 0.0243 | 0.0552 | 0.9309 | 0.0139 | 0.1346 | 0.8547 | 0.0107 | 0.0551 | 0.9308 | 0.0139 | 0.0002 | 0.1343 | 0.8548 | 0.0107
-0.3 00201 | 0.9470 | 0.0239 ] 0.0505 | 0.9345 | 0.0150 | 0.1271 | 0.8663 | 0.0066 | 0.0505 | 09345 | 0.0150 0 0.1271 | 0.8663 | 0.0064
-0.2 00328 | 0.9433 | 0.0239 | 0.0433 | 09435 | 00132 | 0.1195 | 0.8763 | 0.0042 | 0.0433 | 0.9435 | 0.0132 ] 0.1195 | 0D.8763 | 0.0042
-0.1 00356 | 0.9374 | 0.0270 | 0.0412 | 0.9432 | 00154 | 0.1105 | 0.8881 | 0.0014 | 0.0383 | 0.94A6 | 0.0151 ] 0.1105 | D.8882 | 0.0013
-0.05 00418 | 0.9335 | 0.0247 | 0.0447 | 09379 | 00174 | O.1111 | 08875 | 0.0014 | 0.0388 | 0.9440 | D.0163 1] 0.1112 | 0D.8876 | 0.0012
1] 00438 | 0.9327 | 0.0235 | 0.0503 | 0.9327 | 0.0170 | 0.1047 | 0.8945 | 0.0008 | 0.0351 | 0.9484 | 0.0163 1] 0.1045 | 0.8947 | 0.000%
0.05 00431 | 0.9306 | 0.0263 | 0.0567 | 0.9243 | 0.0190 | 0.1067 | 0.8927 | 0.0006 | 0.0346 | 0.9466 | D.0188 1] 0.1063 | 0.8931 | 0.0004
0.1 0.0477 | 0.9252 | 0.0271 | 0.0640 | 0.9168 | 0.0192 | 0.1069 | 0.8929 | 0.0002 | 0.0359 | 09449 | 0.0192 0 01065 | 0.8930 | 0.0002
0.2 00440 | 0.9292 | 0.0268 | 0.0461 | 0.9333 | 0.0206 | 0.1001 | 0.8997 | 0.0002 | 0.0304 | 0.9491 | 0.0205 ] 0.1001 | 0.8997 | 0.0002
0.3 0.0450 | 0.9291 | 0.0259 | 0.0333 | 0.8458 [ 0.0209 | 0.0978 | 0.9022 0 0.0297 | 0.54%94 | 0.0209 ] 0.0977 | 0.9023 1]
0.4 0.0500 | 0.9247 | 0.0253 | 0.0309 | 0.9402 [ 0.0199 | 0.0985 | 0.9015 0 0.0307 | 0.94%94 | 0.0199 1] 0.0985 | 0.9015 1]
0.5 00520 | 0.9206 | 0.0274 | 0.0283 | 0.0468 | 0.0249 | 0.0993 | 0.9007 0 0.0283 | 0.9468 | 0.0249 1] 0.0993 | 0.9007 1]
(b) n =50
BOOTSTRAP SUBMODELD DVEG
C Perfil Delta Perfil Delta
% Coh. = < Cah, = < Coh. = < Cah. = Mulos < Cah, =

-0.5 0.0292 | 0.09450 | 0.0258 | 0.0543 | 0.9514 | 0.0143 | 0.0984 | 0.8877 | 0.0139 | 0.0543 | 0.9314 | 0.0143 0 0.0984 | 0.8877 | 0.0139

-0.4 0.0248% | 0.9535 | 0.0217 | 0.0438 | 0.9408 | 0.0154 | 0.0884 | 0.9003 | 0.0113 | 0.0438 | 0.5408 | 0.0154 0 0.0884 | 0.9003 | 0.0113

-0.3 0.0267 | 0.9461 | 0.0372 | 0.0442 | 0.09374 | 0.0184 | 0.088%8 | 0.0023 | 0.0089 | 0.0442 | 0.9374 | 0.0154 0.0887 | 0.9024 | 0.0089

-0.2 0.0260 | 0.9455 | 0.0285 | 0.0379 | 0.9449 | 0.0172 | 0.0872 | 0.9076 | 0.0052 | 0.037% | 0.9450 | 0.0172 0.0872 | 0.9076 | 0.0052

-0.1 0.0254 | 0.9489 | 0.0257 | 0.0347 | 0.9457 | 0.0194 | 0.0844 | 0.0120 | 0.0036 | 0.0344 | 0.9449 | 0.0187 0.0542 | 0.9124 [ 0.0034

-U.ﬁS 0.0263 | 0.0498 | 0.0239 | 0.0392 | 0.9423 | 0.0185 | 0.0805 | 0.9169 | 0.0026 | 0.0363 | 0.9464 | 0.0173 0.0805 | 0.9170 | 0.0025

0 0.0240 | 0.9518 | 0.0242 | 0.0394 | 0.9415 | 0.0191 | 0.0751 | 0.9221 | 0.0028 | 0.0325 | 0.94%80 | 0.0185 0.0751 | 0.9221 | 0.0028

0.05 0.0236 | 0.9509 | 0.0255 | 0.0446 | 0.9358 | 0.01%4 | 0.0735 | 0.9240 | 0.0025 | 0.0309 | 0.9501 | 0.0190 0.0731 | 0.9245 | 0.0024

0.1 0.0265 | 09480 | 0.0246 | 0.0496 | 0.9302 | 0.0202 | 0.0781 | 0.9195 | 0.0024 | 0.0321 | 0.9477 | 0.0202 0.0781 | 0.91985 | 0.0024

0.2 0.021% | 0.9509 | 0.0273 | 0.0285 | 0.9495 | 0.0220 | 0.0727 | 0.9262 | 0.0011 | 0.0267 | 0.9513 | 0.0220 0.0727 | 0.9262 | 0.0011

0.3 0.0226 | 0.9501 | 0.0273 | 0.0280 | 0.9506 | 0.0214 | 0.0757 | 0.9232 | 0.0011 | 0.0280 | 0.9506 | 0.0214 0.0757 | 0.9232 [ 0.0011

0.4 0.0247 | 0.0524 | 0.0229 | 0.0298 | 0.9477 | 0.0225 | 0.0782 | 0.9214 | 0.0004 | 0.0208 | 0.9477 | 0.0335 0.0782 | 0.9214 | 0.0004

o|lo|o|lo|lo|o|o|jo|lo|o|e=

0.5 0.0232 | 0.9536 | 0.0232 | 0.0296 | 0.9472 | 0.0232 ] 0.0740 | 0.9260 0 0.0296 | 0.9472 | 0.0232 0.0740 | 0.9260 I

(c) n =100

Figura 3.5: Coberturas empiricas para Qg.9s5
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2. La proporcion de intervalos que subestiman y sobreestiman.
3. El nimero de intervalos nulos.

A continuacién se describe lo que se observé con respecto a cada una estas tres caracteristicas.

Coberturas empiricas

Se observa que los I Delta bajo la DVEG y bajo el submodelo siempre tienen coberturas empiri-
cas muy cercanas para todos los valores de n y ¢, las cuales estan muy por debajo de las coberturas
empiricas del resto de los intervalos de confianza, excepto para n = 25 donde para ¢ > 0.2 las
coberturas empiricas de estos intervalos son mas grandes que las de los I Bootstrap. Esto consti-
tuye un fuerte argumento en contra de los intervalos Delta que son muy utilizados en la préctica
hoy en dia. La razén primordial por la que no dan buenos resultados es porque no toman en cuenta
a la marcada asimetria que presenta la superficie de verosimilitud.

Respecto a los otros tres tipos de intervalos de confianza se destaca lo que sigue en cuanto a
sus coberturas empiricas. Para n = 25, se observa que las coberturas empiricas de los I Bootstrap
tienen una tendencia decreciente al variar ¢, es decir los mejores resultados son con ¢ = —0.5 y
los peores con ¢ = 0.5. Cuando ¢ < —0.3 las coberturas de los I Bootstrap son mejores que las de
los IV perfil, pero cuando ¢ > —0.3 las coberturas de estos tltimos son mejores que las de los |
Bootstrap, siendo los IV perfil bajo la DVEG los que tienen mejores coberturas. Cerca de ¢ = —0.5
se observan las coberturas mas bajas de los IV perfil bajo la DVEG y bajo el submodelo. Para
los IV perfil bajo submodelo se observa ademés una caida de las coberturas cerca de ¢ = 0.1, esto
se debe a que para muchas muestras que corresponden a valores de ¢ cerca de 0.1 se eligié como
submodelo a la distribucién Weibull cuando lo correcto hubiese sido elegir a la Fréchet.

La tendencia decreciente de las coberturas de los I Bootstrap se mantiene para n = 50, pero al
variar ¢ la curva de las coberturas decrece menos réapido que con n = 25. El comportamiento de
esta curva para cada clase de intervalos es similar al caso n = 25 pero son mas cercanas a 0.95 en
casi todos los valores de c¢. Se observa ademas que para ¢ < —0.2 y ¢ > 0.4 las coberturas de los IV
perfil bajo la DVEG y el submodelo son muy cercanas entre ellas dos. En especial para ¢ = —0.5,

los T Bootstrap mejoran mucho la cobertura de los otros tipos de intervalos.
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Cuando n = 100 la curva de las coberturas empiricas de los I Bootstrap no tiene ninguna
tendencia y son muy cercanas a 0.95, incluso en la mayoria de las veces son mucho més cercanas
que las de los IV perfil bajo la DVEG y bajo el submodelo. Aqui también las coberturas de los I
Bootstrap son més altas que las de los IV perfil para ¢ < —0.3. También se observan las menores
coberturas de los IV perfil cerca de ¢ = —0.5 y para los IV perfil bajo el submodelo una caida
de ellas cerca de ¢ = 0.1. Las coberturas de los IV perfil del submodelo y de la DVEG son muy
cercanas entre si para ¢ < —0.2 y ¢ > 0.3. Cuando n varia se observa que la curva de las coberturas
empiricas que se mantiene mas estable y méas cercana a la recta constante 0.95 es la que corresponde

a los IV perfil bajo la DVEG.

Proporciéon de intervalos que sobreestiman y subestiman

Al obtener intervalos de confianza para cuantiles de distribuciones de maximos, si éste no cubre al
verdadero valor del cuantil es preferible que sobreestime a que subestime a dicho valor. Por ejemplo,
imaginese que en una compania de seguros se quiere conocer un intervalo que con probabilidad igual
a 0.95 contenga al valor que en promedio sea excedido una vez cada 20 anos por el maximo anual
de pagos que hace la compania a sus clientes por danos, con el propédsito de tomar las debidas
precauciones para no quedar en la ruina en ese tiempo. Es decir, se quiere un intervalo de confianza
del 0.95 % para el cuantil Qg 95 de la distribucién de méximos anuales de pagos que hace la compania.

Si el intervalo de confianza que se obtiene por alguna metodologia no contiene al valor del cuantil
y estd por debajo de él (subestima), es muy probable que en el transcurso de 20 anos la compania
tenga pagos que estén por encima del extremo superior del intervalo en varios anos diferentes y esto
puede originar pérdidas mayores a la compania si no estaba preparada para algo asi. En cambio
si el intervalo no contiene al valor del cuantil y esta por encima de él (sobreestima), la compania
tomara demasiadas precauciones para no excedese de su presupuesto y no quedar en la ruina, y
dificilmente ocurrird un pago mayor que el extremo superior del intervalo durante los 20 anos.
Por lo tanto, es importante conocer como son las proporciones de los intervalos que subestiman y
sobreestiman al cuantil ()95 con cada uno de los tipos de intervalos de confianza bajo estudio para
este cuantil.

En las tablas de la Figura 3.5 se observa que para cualquier valor de n y ¢ la proporcién de
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intervalos que subestiman es mayor que la de intervalos que sobreestiman con los I Delta e IV
perfil. Para n = 25 y n = 50 las proporciones de los I Bootstrap que sobreestiman son menores
que las proporciones de esta clase de intervalos que subestiman para todos los valores de ¢ excepto
para ¢ = —0.4. En el caso n = 100 estas proporciones se mantienen méas o menos equilibradas para
todos los valores de c. Por lo tanto, los I Bootstrap tienen la ventaja sobre los otros intervalos, que
con valores grandes de n si el I Bootstrap no contiene al verdadero valor del cuantil tiene la misma
posibilidad de sobreestimar que de subestimar este valor, mientras que con los otros intervalos es

mas posible que se subestime al cuantil.

Intervalos nulos

Conforme el valor de n crece, el nimero de intervalos nulos bajo el modelo DVEG cuando se usa
la aproximacién continua a la funcién de verosimilitud (1.28) disminuye. Para n =25 y n = 50 a
medida que el valor de ¢ se acerca a ¢ = —0.5 el nimero de intervalos nulos aumenta. Para n = 100

no se tienen intervalos nulos.

Comparacién de la longitud de los intervalos calculados

Ademas de considerar las coberturas empiricas, para determinar en qué situaciones son mas
adecuados unos intervalos respecto a los otros es necesario saber cuales son los mas angostos,
siempre y cuando hayan incluido al verdadero valor del cuantil. En lo siguiente tnicamente se
consideraron a los I Bootstrap, IV perfil bajo la DVEG y bajo el submodelo, ya que estos son los
que tienen las mejores coberturas empiricas.

En las figuras 3.7, 3.8 y 3.9 se presentan graficas de caja que resumen como se comportan las
razones de las longitudes de los intervalos (correspondientes a la misma muestra) por cada par de
tipos de ellos. Cada una de estas figuras corresponde a un valor de n y en cada una de ellas se
muestran las graficas de caja correspondientes a cada valor de ¢ y se muestra también la parte
central de dichas graficas. Se consideraron tinicamente para estas razones a los pares de intervalos
para los cuales ambos cubrieron al verdadero valor del cuantil Qg g5 y ninguno de ellos fue catalogado
como nulo. En estas figuras se observa lo que sigue con respecto a las razones entre las longitudes

de los intervalos considerados.
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Figura 3.9: Razones de longitudes de intervalos para Q95 con n = 100

RAZONES ENTRE LONGITUDES DE IV PERFIL BAJO LA DVEG Y BAJO EL SUBMODELO: Para
todos los valores de n y ¢ estudiados las razones son mayores o iguales a 1 siempre y cercanas a 1
en la mayoria de las veces. Esto quiere decir que los IV perfil bajo el submodelo son més pequenos,
pero las longitudes de estos dos tipos de intervalos no difieren en mucho mayormente.

Para ¢ > 0.4 con n = 50 y para ¢ < —0.4 y ¢ > 0.3 con n = 100, casi todas estas razones son
iguales a 1, por lo tanto en estos casos casi todos los IV perfil bajo la DVEG son iguales en longi-

tud a los IV perfil bajo el submodelo, de hecho se observé que casi siempre estos intervalos coinciden.

RAZONES ENTRE LONGITUDES DE I BOOTSTRAP Y CADA UNO DE LOS TIPOS DE IV PERFIL:
Para n = 25 se tiene que al variar ¢ la mediana de estas razones tiene una tendencia decreciente.
La posicion de esta mediana indica cuales son los intervalos que son los méas grandes la mayoria de
las veces. Si la mediana es mayor que 1, los I Bootstrap son en la mayoria de las veces mas anchos
que los otros intervalos; si la mediana es igual a 1, la mitad de las veces los I Bootstrap son mas
anchos y si la mediana es menor que 1, los I Bootstrap son més pequenos que los otros intervalos la
mayoria de las veces. Por lo tanto al variar ¢ los I Bootstrap pasan de ser los més anchos a los mas

angostos mayormente. Con este mismo tamano de muestra se observa que en ¢ = —0.5, la caja que
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contiene al 50 % de las razones se encuentra totalmente por arriba de 1, es decir una proporcién
mads grande que el 75 % de los I Bootstrap son mas grandes que los IV perfil. Conforme ¢ se mueve
a la derecha estas cajas van bajando hasta que a partir de ¢ > —0.05 para las razones con los IV
perfil bajo la DVEG y ¢ > 0.2 para las razones con los IV perfil bajo el submodelo, estas cajas se
encuentran totalmente por debajo de 1, por lo que en esos casos mds del 75% de los I Bootstrap
son mas pequenos que los otros intervalos.

Para n = 50, en la mediana de las razones no se observa ninguna tendencia al variar c y ésta
siempre es mayor que 1, por lo tanto los I Bootstrap son mas grandes la mayoria de las veces que
los otros intervalos para todos los valores de c. Las cajas que contienen al 50 % de las razones con
los IV perfil bajo la DVEG y las razones con los IV perfil bajo el submodelo, en ¢ < —0.2 y en
¢ < —0.05 respectivamente, se encuentran totalmente por encima de 1, por lo tanto en estos casos
los I Bootstrap son més anchos que los otros intervalos en méas de 75 % de las veces. Para n = 100
se observa que todas las cajas que contienen al 50 % de las razones se encuentran totalmente por
arriba de 1, por lo tanto, los I Bootstrap son més grandes que los otros intervalos en méas de 75 %
de las veces para todos los valores de c.

Con cada valor de n, al mover ¢ a la derecha se observa que el maximo de las razones entre las
longitudes de los I Bootstrap y las de cada tipo de IV perfil es cada vez mas grande, es decir, se
encuentran I Bootstrap cada vez mas grandes que los IV perfil al aumentar c¢. Al variar n, para cada
valor de ¢ las cajas que contienen al 50 % de las razones entre las longitudes de los I Bootstrap con
las de los IV perfil se van moviendo hacia arriba hasta quedar completamente por encima de 1. Esto
quiere decir que siempre al aumentar n, mas del 75 % de las veces los I Bootstrap son més grandes
que los IV perfil bajo la DVEG y bajo el submodelo. Se observa que para todos los valores de n
y c estas cajas se encuentran totalmente o casi totalmente por debajo de 2, por lo tanto, siempre

mas del 75 % de los I Bootstrap son a lo més el doble de ancho que los IV perfil correspondientes.

I Bootstrap contra IV perfil bajo el submodelo

Es de interés conocer més acerca de como funcionan los I Bootstrap e IV perfil bajo el submodelo
para las muestras en las cuales el IV perfil bajo la DVEG fue nulo. Para esto se presentan en el

Cuadro 3.1 los valores de ¢ en los cuales se encontraron muestras con intervalos nulos para el
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cuantil Qg95 en el caso n = 25. Para cada uno de estos valores de ¢ se proporciona el total de estas

muestras, asi como también el nimero de los I Bootstrap e IV perfil bajo el submodelo para este

cuantil, calculados con dichas muestras, que cubrieron al verdadero valor de Qg 95.

Total de muestras

I Bootstrap

IV perfil submodelo

-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
-0.05

0.05
0.1

515
188
79
17

w w ot ot ©

438
133
43

321
91
29

Cuadro 3.1: Total de intervalos que cubren a (0g95 para muestras de tamano n = 25 con intervalos

nulos

Debido a que para ¢ < —0.3 se tiene un gran ntumero de muestras con intervalos nulos, se

presenta ademas en la Figura 3.10 la proporcion de estos intervalos que cubrieron dicho cuantil

para estos valores de c. En esta figura se observa que la proporcion de los I Bootstrap que cubrieron

al cuantil Q)g95 es mayor que la de los IV perfil bajo el submodelo. Para los valores de ¢ > —0.3,

se tienen muy pocas muestras y por tanto no hay evidencia fuerte para decir que una clase de

intervalos sea mejor para cubrir al cuantil de interés en esta clase de muestras.

Se concluye que mayormente cuando se tienen IV perfil bajo la DVEG nulos para el cuantil

(o.95, los I Bootstrap tienen mayor posibilidad de cubrir al verdadero valor de este cuantil que los

IV perfil bajo el submodelo.
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Figura 3.10: Proporcion de intervalos que cubren a Qg5

Cohertura

Coberturas para G g2 n=25 en muestras con intervalos nulos

—+— Bootstrap
—Z —PerfilSub

intervalos nulos correspondientes a ¢ < —0.3

3.3.4.

Resultados para el cuantil () g9

67

para muestras de tamano n = 25 con

A continuacién se presentan las coberturas empiricas de los intervalos del 95 % de confianza para

el cuantil QQyg9 en algunos escenarios de simulaciones con tamano de muestra n = 50 y las razones

de las longitudes de estos intervalos. La tabla de la Figura 3.11 se interpreta en forma analoga

a las que se presentaron para las coberturas empiricas de (Qpg95. En la Figura 3.12 se grafican las

coberturas empiricas de los intervalos de confianza para el cuantil Qg g9.

BOOTSTERAP SUBMODELD DVEG
C Perfil Delta Perfil Delta
< Coh. = < Coh. = < Coh. B < Coh. = Mulos < Coh. =
-0.4 00138 | 09622 | 0.0240 | 0.0576 | 0.9355 | 0.00A9 | 0.1915 | 08083 | 0.0002 | 0.0575 | 0.9354 | 0.0069 | 0.0002 | 0.1913 | 0.80&3 | 0.0002
-0.2 00845 | 0.3907 | 0.0248 | 0.0429 | 0.9412 | 0.0159 | 0.1475 | 08525 0 0.0429 | 09452 | 0.0119 1] 0.1475 | 0.8525 1]
1] 01947 | 07781 | 0.0272 | 0.0624 | 0.9157 | 0.0219 | 0.1249 | 08750 | 0.0001 | 0.0341 | 0.9450 | 0.0180 1] 0.1249 | 0.8751 1]
-0.2 02724 | 06916 | 0.0360 | 0.0577 | 0.9190 | 0.023% | 0.1138 | 0.8862 0 0.0289 | 0.9478 | 0.0233 i 01157 | 0.8863 i
0.4 0.3248 | 0.6376 | 0.0376 | 0.0286 | 0.9479 | 0.0235 | 0.1172 | 08848 0 0.0286 | 0.9479% | 0.0235 0 0.1173 | 0.8827 0

Figura 3.11: Coberturas empiricas para Qg9 con n = 50

Se observa que en general las coberturas empiricas de los I Bootstrap son malas, especialmente
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Coberturas empiricas para Q) o, con n=50

085

0.8F

Cobertura

075t
Bootstrap
PerilDWEG
070 | 3 Perfilsub
—+— DeltalvVEG
0.EB5 | <43 DeltaSub
1 1 1 1 1 1 1
0.4 03 02 0.1 0 iR 0.2 03 0.4

Figura 3.12: Graficas de coberturas empiricas para (Jg.99 con n = 50

cuando ¢ > —0.4. Cuando c varia, estas coberturas tienen una tendencia decreciente y para ¢ > 0
son mucho menores que las coberturas de los otros cuatro tipos de intervalos. Las mejores coberturas
se tienen con los IV perfil bajo la DVEG. Los IV perfil bajo el submodelo también tienen buenas
coberturas. Los I Delta bajo la DVEG y el submodelo tienen coberturas muy cercanas, estas son
mas bajas que las de los IV perfil para todos los valores de ¢ analizados. Nuevamente, debido a estas
coberturas no se recomienda utilizar los I Delta para estimar cuantiles grandes con estos tamanos

de muestra.

Respecto a las proporciones de los intervalos que subestiman y sobreestiman se tienen resultados
analogos a los encontrados para los intervalos correspondientes al cuantil (Qg95. Debido a que los
intervalos que tienen mejores coberturas son los IV perfil bajo la DVEG y bajo el submodelo,
interesa comparar sus tamanos. Como los intervalos Bootstrap son de interés en esta tesis, se
compararan las longitudes de estos tres tipos de intervalos. Para ello se presentan en la Figura 3.13
las graficas de caja de las razones entre las longitudes de los intervalos correspondientes a la misma

muestra.

Se observa que las razones entre las longitudes de los IV pefil bajo la DVEG y las de los IV
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Razones long(l Bootstrap)/long(l perfil DVEG) para Q) g n=50 Razones long(l Bootstrap)/long(™' perfil DVEG) para G g4 n=50
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(a) Graficas de caja (b) Parte central de graficas mostradas en (a)

Figura 3.13: Razones de longitudes de intervalos para (Qg.99 con n = 50

perfil bajo el submodelo para todos los valores de ¢ en la mayoria de las veces son muy cercanas a
1, es decir las longitudes de los dos intervalos no difieren en mucho, pero también se observa que
los intervalos mas angostos son los IV perfil bajo el submodelo. Ademas para ¢ = —0.4, 0.2, 0.4

casi todas las razones son iguales a 1, estos intervalos casi siempre coinciden.

Se aprecia una tendencia decreciente en la mediana de las razones entre las longitudes de los I
Bootstrap y las de los IV perfil al variar c. Esta mediana es menor que 1 para ¢ > —0.4, esto quiere
decir que para estos valores de ¢ la mayor parte de los I Bootstrap son mas pequenos que los otros

intervalos.

3.4. Conclusiones

Con lo visto anterioremente se puede decir cudles son las ventajas y desventajas generales de
cada tipo de intervalo, asi como también en qué situaciones cada uno de ellos resulté ser mas

eficiente con respecto a los otros.
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Ventajas y desventajas generales de los intervalos

I BOOTSTRAP:

Ventajas:

1. Cuando n es grande (n = 100), las coberturas de estos intervalos para (Qp.95 son mejores que

las de los IV perfil bajo la DVEG y bajo el submodelo.

2. Cuando n es pequeno (n = 25), pueden ser calculados sin ningiin problema para valores de ¢
muy negativos, a diferencia de los IV perfil bajo la DVEG y ademas tienen buenas coberturas

en estos valores de c.

3. Cuando los IV perfil bajo la DVEG para el cuantil ()95 no pueden ser calculados debido a
singularidades, en general los I Bootstrap cubren mejor a este cuantil que los IV perfil bajo

el submodelo.

4. Casi siempre excepto para ¢ muy positivos y tamanos de muestra pequenos, los I Bootstrap

tienen mejores coberturas que los I Delta para el cuantil Qg g5.
Desventajas:

1. Cuando estos intervalos tienen coberturas tan buenas como las de los IV perfil (bajo la DVEG

o bajo el submodelo) son mas anchos que ellos la mayoria de las veces.

2. Para tamanos de muestra pequenos y ¢ > 0, estos intervalos tienen coberturas muy malas

para el cuantil Qg g5.

3. Para el cuantil g.g9 estos intervalos tienen coberturas muy malas, excepto para valores de ¢

muy negativos.

IV PERFIL BAJO LA DVEG:

Ventajas:

1. Son los mas consevadores, en el sentido de que para casi todos los valores de ¢ y de n tienen

buenas coberturas.
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2. Al cambiar n y ¢ sus coberturas son las mas estables con respecto a los otros intervalos, es

decir no cambian drasticamente.
3. Son mas angostos que los I Bootstrap cuando ambos tienen buenas coberturas.
Desventajas:

1. Son mas anchos que los IV perfil bajo el submodelo en situaciones en donde ambos tienen

buenas coberturas.
2. Cuando c es muy negativo las coberturas son un poco bajas en comparaciéon de los I Bootstrap.

3. Para ¢ muy negativo pueden haber errores en el cdlculo de estos intervalos si no se toma la

funcion de verosimilitud exacta de la DVEG.

IV PERFIL BAJO EL SUBMODELO:

Ventajas:
1. Tienen coberturas tan buenas como las de los IV perfil bajo la DVEG en muchos casos.

2. Sus coberturas son siempre mejores que las de los I Delta. Con tamanos de muestras pequenos

y ¢ > 0 son mejores que las de los I Bootstrap.

3. Son los més angostos mayormente. Esto puede ser aprovechado cuando tienen tan buenas

coberturas como otro tipo de intervalos, como por ejemplo los IV perfil bajo la DVEG.

4. En situaciones donde es necesario utilizar la funcién de verosimilitud exacta para calcular
los IV perfil bajo la DVEG, algunas veces para calcular los IV perfil bajo el submodelo es

suficiente utilizar la aproximacion continua truncada para la distribucién Weibull.
Desventajas:
1. Si el submodelo es elegido en forma incorrecta no se obtienen buenos resultados.

2. Para valores de ¢ muy negativos sus coberturas son un poco bajas comparadas con las de los

I Bootstrap.
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3. Si el valor de ¢ es muy negativo el calculo de estos intervalos puede ser un poco complicado,

pero utilizar la funcién de verosimilitud exacta de la Weibull soluciona el problema.

I DELTA BAJO LA DVEG Y BAJO EL SUBMODELO:

Ventajas:

1. Para ¢ > 0 y tamanos de muestra pequenos, estos intervalos tienen mejores coberturas que

los I Bootstrap para el cuantil Qg .g5.

2. Muchas veces aun con tamanos de muestra moderados (n = 50), estos intervalos tienen

mejores coberturas que los I Bootstrap para (Qg.g9.
Desventajas:

1. Sus coberturas siempre estan muy por debajo de las coberturas de los IV perfil y en muchas

ocasiones también de las coberturas de los I Bootstrap.
2. Cuando ¢ es muy negativo sus coberturas son muy malas.

3. Para ¢ muy negativo pueden haber errores en el cdlculo de estos intervalos si no se toma la
funcion de verosimilitud exacta suponiendo una DVEG o pueden ser dificiles de calcular al

suponer la distribucion Weibull.

Situaciones de utilidad para cada uno de los intervalos

Algunas de las situaciones en que cada uno de los intervalos de estimacion estudiados resulta

mas util o eficiente con respecto a los otros, se presentan a continuacion.

= | BOOTSTRAP:

Si el tamano de muestra es pequeno y los valores méas plausibles de ¢ son muy negativos (el
mejor modelo es claramente Weibull), se puede utilizar esta clase de intervalos que tienen

muy buenas coberturas para estos valores de c.
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= [V PERFIL BAJO EL SUBMODELO:

Cuando se tiene suficiente informacion externa a los datos para elegir un submodelo de la
DVEG, los IV perfil bajo ese submodelo son recomendables para tener mayor precision en la

estimacion por intervalos.

» [V PERFIL BAJO LA DVEG:

Si no se tienen razones externas para elegir a un submodelo de la DVEG o para creer que c
es muy negativo, son recomendables por tener muy buenas coberturas en la mayoria de los

Casos.

= [ DELTA BAJO LA DVEG Y BAJO EL SUBMODELO:

Estos intervalos en realidad no son muy eficientes con n < 100, pues sus coberturas siempre
estan muy por debajo de las de los IV perfil y por tanto estos ultimos son preferibles sobre

ellos.
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Capitulo 4

Conclusiones generales

Los intervalos interpolados calibrados por Bootstrap (I Bootstrap) propuestos por Ho y Lee
(2005) son una buena alternativa como intervalos de estimacién para cuantiles de distribuciones
de maximos, para muestras chicas claramente de un modelo Weibull, ya que tienen muy buenas
coberturas en esos casos. Los intervalos de verosimilitud perfil (IV perfil) bajo la DVEG son re-
comendables si no se tiene informacién externa para elegir un submodelo de la DVEG o si no se
puede suponer que ¢ sea muy negativo. Los intervalos Delta (I Delta), por tener coberturas muy
pobres, no son recomendables para tamanos de muestra menores o iguales a 100 maximos. Por otro
lado, cuando el tamano de la muestra de maximos aumenta, las coberturas de los I Bootstrap mejo-
ran mucho més rapido que las coberturas de los otros intervalos, pero generalmente los I Bootstrap
suelen ser los mas anchos.

Mas especificamente se tiene lo siguiente con respecto al pardmetro de forma c de la DVEG:

= Cuando el EMV de ¢ es muy negativo se recomienda calcular los I Bootstrap pues tienen

buenas coberturas en esos casos.

» Cuando el EMV de ¢ es muy cercano a cero y la plausibilidad de ¢ = 0 sea alta, se recomienda

calcular los I Bootstrap para muestras moderadamente grandes o muestras grandes.

= Si el EMV de ¢ es mayor a cero y el modelo Fréchet es razonable, los I Bootstrap no son
recomendables si n no es grande. Los IV perfil bajo DVEG y bajo la Fréchet son los apropiados

en este caso.

75
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Por otra parte, se observo que en situaciones donde los EMV y los intervalos basados en la
verosimilitud (los IV perfil y los I Delta) bajo la DVEG o bajo el submodelo Weibull, son dificiles
de calcular debido a singularidades en la aproximaciéon continua a la funcién de verosimilitud,
lo adecuado es utilizar la funcién de verosimilitud exacta para calcular dichos intervalos. Esta
verosimilitud exacta por ser un producto de probabilidades no presenta singularidades ni problemas

numéricos.



Apéndice A

Demostracion de algunos resultados

Los siguientes resultados fueron identificados y demostrados por la autora de esta tesis al mo-
mento de querer justificar la construccién de los intervalos propuestos por Beran y Hall (1993) y

los intervalos propuestos por Ho y Lee (2005) mencionados en el Capitulo 2.

Resultado 1: La funcién C(+), dada por (2.2) y (2.3), es estrictamente creciente y continua en

el intervalo (0, 1).

Demostracion:

Parar =1,2,...,n — 1, la funcién C(-) en el intervalo (B,_1, B,] es el segmento de recta que
une X,y con Xq41). Ya que Xy < Xgq1) v Xy # X(p41) con probabilidad 1 pues F' es continua,
puede considerarse a estos segmentos de recta estictamente crecientes. Notese que dichos segmentos
se empatan en los extremos de los intervalos. Por lo tanto C(-) es estrictamente creciente y continua
en el intervalo (By, B,,_1].

Por otro lado se tiene que

T By — «

2 By

), para 0 < a < By,

y por tanto C(+) es continua en este intervalo. Ademads, si 0 < a1 < ay < By, entonces se tiene que

WBO—CMQ 7TB(]—041
2 B, 2 B,

7
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Ya que la funcién tangente es estrictamente creciente en el conjunto (0,1) se cumple que

By — By —
C(a1) = X1y — Atan (g 030041> < Xq) — Atan (g OB()%) = C().

De aqui, C(+) es estrictamente creciente y continua en el intervalo (0, By]. Andlogamente se prueba

que lo mismo es cierto para el intervalo (B,_1, 1).

Obsérvese que C(By) = X1y, C(By-1) = X(»), ademés

lim C(a) = X(l) y lim C(a) = X(n);
oz—»Bo+ a—B, _,

por lo tanto C(+) es continua en los puntos By y B,,_1.

En conclusién, C(+) es estrictamente creciente y continua en el intervalo (0, 1). OJ

Resultado 2: Sean @p vy CU(6;), para i = 1,2,..., M, como en la Seccién 2.3.1. Se tiene que
C(B;) = Qp, parai=1,2,... M.
Demostracion:

Sea i € {1,2,..., M} y considérese 3; es como en (2.6), entonces por (2.2)

. ; ; Bi — B
C'(Bi) = (1= m) Yy + ™Y 50y, N T B TR

Por lo tanto

i By — ﬁz i 51 — Br i
&) = By — B?—1Y(?) - By — B?—ly(?ﬂ)
B — [(1 — %)B?,1 + %B?] i [(1 — %)B?,1 + %B,ﬁ] — By,
N By — Biy Yot B — By Y
| | Vi —=Qp o QY
~ ~ (T7+1) P s, p (™) i
==V + TV =gy Yoty Ve
Yoy =Ye T Yo YR

=Q,.

Asi mismo, C*(3;) = @p si 3; es como alguna de las expresiones en (2.7). O
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