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maestŕıa con agrado.

Finalmente agradezco al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa (CONACYT) por
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INTRODUCCIÓN

La elección del tema de este trabajo se dio cuando mi asesor de tesis Alessandro me mos-
tro el art́ıculo de [LZ17]. Al ver el nombre del art́ıculo me llamó la atención el nombre
de “geometŕıa de la información”(de la cual nunca hab́ıa escuchado) y además que teńıa
una conexión con la mecánica. Sab́ıa que la mecánica Hamiltoniana tráıa una estructura
simpléctica la cual nunca estudié en mis cursos de licenciatura, solo hab́ıa asistido a al-
gunas conferencias que hablaban sobre el tema, pero nunca lo estudié a fondo. Además,
debido a una charla dada por mi asesor sobre geometŕıa de contacto aplicada a la termo-
dinámica en CIMAT, hizo que me interesara en estudiar estas estructuras geométricas que
tienen aplicaciones en la f́ısica. Aśı que aproveché este momento para estudiar las estruc-
turas simplécticas y de contacto las cuales me permitieron adentrarme en la geometŕıa
de la información. El texto de [Mc15], el cual encontré mientras paseaba en la biblioteca
de CIMAT, me ayudó bastante a realizar este objetivo ya que tiene muchos ejemplos y
una buena exposición básica en geometŕıa Riemanniana, simpléctica y de contacto, aśı
que fue un excelente inicio para mı́, que no conoćıa muchos de estos temas. Este texto
hizo que fuera más fácil entender el texto de [dS01] que es uno de los textos clásicos que
se suele utilizar para abordar los temas de geometŕıa simpléctica y de contacto.

El objetivo general del trabajo fue estudiar la relación entre la geometŕıa de la mecánica y
la geometŕıa de la información, para ello se utilizó las funciones de divergencia, las cuales
permiten inducir una estructura simpléctica y de contacto sobre las variedades en uso en
geometŕıa de la información. Este es el primer paso para construir una dinámica Hamil-
toniana sobre dichas variedades, lo cual hemos aplicado luego para construir algoritmos
de optimización de forma geométrica.

En este trabajo realizamos la construcción de algoritmos de optimización geométricos. Es-
ta ĺınea de investigación ha crecido mucho en los últimos años, en especial en la comunidad
que trabaja con Machine Learning, donde los algoritmos de optimización son fundamen-
tales para entrenar la máquina. Se ha visto en particular que muchos de los algoritmos
más usados, como por ejemplo el momento clásico o el método del gradiente acelerado de
Nesterov son discretizaciones de sistemas dinámicos Hamiltonianos con diferentes tipos
de disipación como se puede ver en [SBC16]. Esto ha motivado empezar la investigación
desde la perspectiva geométrica y de los sistemas dinámicos, lo cual facilita el estudio de
las tasas de convergencia, y luego usar los métodos de discretización geométricos para
obtener algoritmos que estén garantizados preservar dichas tasas por ejemplo ver [FJV20].
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2 ÍNDICE GENERAL

Por estas razones en este trabajo nos enfocamos en la parte geométrica y en probar la
convergencia a la solución óptima en el caso continuo, y sólo mencionamos la estructura
general de los métodos de discretización que luego se pueden usar para transformar estos
sistemas en algoritmos que se puedan implementar.

Los resultados principales del trabajo son el Teorema 3.3.4, el cual es una extensión natu-
ral del Teorema 1 en [LZ17] al caso de contacto, y el Teorema 3.3.8, en el cual se propone
un sistema Hamiltoniano de contacto que se construye a partir de las divergencias de
Bregman y se prueba que el flujo de este sistema converge al mı́nimo de la función con-
vexa que se pretende optimizar con una tasa de convergencia exponencial, extendiendo y
aclarando algunos de los resultados de [WWJ16].

La estructura de la tesina es la siguiente:

En el caṕıtulo 1 estudiamos las estructuras simplécticas y de contacto y nos ayudamos
de los textos de [Mc15] y [dS01] para escribir esta parte. Utilizaremos estas estructuras
para construir la mecánica Hamiltoniana y consideraremos los casos conservativos y disi-
pativos, donde consideraremos tres formas distintas de hacer disipación de enerǵıa. Toda
esta parte es tomada de [BCT17], [McP01] y [FSRV19], estos dos últimos para la parte
de Hamiltonianos conformalmente simplécticos.

El caṕıtulo 2 lo dedicamos a estudiar la geometŕıa de la información, donde definimos una
variedad estad́ıstica y estudiamos su estructura y propiedades. Además, introducimos las
funciones de divergencia en donde el Teorema 2.2.2 es el más importante para nuestro do-
cumento, pues permite construir métricas Riemannianas sobre variedades diferenciables,
como por ejemplo las geometŕıas inducidas por la divergencia de Bregman, divergencia
canónica y la divergencia de Kullback-Leibler la cual nos genera una geometŕıa que tie-
ne una métrica generada por la matriz de información de Fisher. El contenido de este
caṕıtulo es tomado de [A16], [L19] y [N18]. Cabe mencionar que estas estructuras tienen
nociones de longitud, curvatura, geodésicas y demás términos conocidos en geometŕıa
Riemanniana que no mencionaremos debido a que no los utilizaremos para el objetivo de
este documento. El lector interesado puede consultar esto en [A16] y [N18].

En el caṕıtulo 3 nos dedicamos a ver métodos de optimización. Comenzamos introducien-
do los métodos del gradiente, gradiente natural, momento clásico y Nesterov de los cuales
encontramos sus ĺımites continuos utilizando la idea de [SBC16]. Estos ĺımites continuos
dan ecuaciones de sistemas mecánicos disipativos y por tanto es natural pensar en hacer
con ellos optimización y de ah́ı tenemos la sección de optimización Hamiltoniana donde
usamos lo visto en el caṕıtulo 1 y seguimos las ideas de [BJW18], [BDFB19], [BSVZ19],
[FSRV19], [FJV20] y [WWJ16]. Para finalizar tomamos el teorema principal de [LZ17],
Teorema 3.3.1, el cual induce una 2-forma simpléctica sobre la variedad M ×M con la
ayuda de una función de divergencia, con esto encontramos un análogo que induce una
1-forma de contacto sobre M×M×R y que utilizamos para hacer optimización continua.
Además, aqúı tenemos los Teoremas 3.3.4 y 3.3.8 que como mencionamos antes son los
resultados principales del trabajo.

Finalmente se agrega un apéndice en el cual se discutén sobre integración numérica, ha-
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ciendo enfasis sobre los métodos de discretización simplécticos y de contacto. Además
mencionamos el teorema clave de [FJV20] que como se dijo antes da sentido que traba-
jemos con el caso continuo y no el discreto.



CAṔITULO 1

MECÁNICA GEOMÉTRICA

1.1. Una Introducción a la Geometŕıa Simpléctica y

de Contacto

1.1.1. Geometŕıa Simpléctica

Las ideas claves de la geometŕıa simpléctica comenzaron con los trabajos de Lagrange
sobre mecánica celeste en 1808, pero fue posteriormente con los trabajos de Hamilton
que se formalizaron estas ideas. Sin embargo, la formalización geométrica se realizó con
los trabajos de Lie, Poincaré y Cartan. Aśı la geometŕıa simpléctica ha sido considerada
como la estructura asociada a la mecánica. Comenzaremos con la definición de una forma
simpléctica utilizando las ideas de [dS01] y [Mc15].

Definición 1.1.1. Sea M una variedad. Definimos ω una forma simpléctica sobre M , si
ω es una 2-forma (forma bilineal antisimétrica sobre TxM para todo x ∈M) que cumple:

1. ω es cerrada, es decir, dω = 0.

2. ω es no degenerada, es decir, si para todo x ∈ M con ux ∈ TxM se tiene que
ωx (ux, vx) = 0 para todo vx ∈ TxM entonces ux = 0.

La pareja (M,ω) se llama variedad simpléctica. Note que las variedades simplécticas
siempre deben tener dimensión par, ya que cualquier forma bilineal ω en un espacio vec-
torial V de dimensión n puede ser escrita como ω (u, v) = vTAu, donde A es una matriz
de tamaño n × n y sus entradas dependen de la base elegida para V . Como la forma es
antisimétrica aśı lo es A y solo en dimensión par se puede tener matrices antisimétricas
y no degeneradas.

La siguiente proposición nos permite ver de una manera fácil cuando una 2-forma es no
degenerada.

Proposición 1.1.2. Sea ω una 2-forma en M . ω es no degenerada si y solo si

ωn = ω ∧ · · · ∧ ω 6= 0.

Ahora veremos unos ejemplos interesantes.

4



1.1. UNA INTRODUCCIÓN A LA GEOMETRÍA SIMPLÉCTICA Y DE CONTACTO5

Ejemplo 1.1.3. Sea M = R2n y considere una carta coordenada (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn).
Entonces la forma

ω0 =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi (1.1)

es simpléctica. En efecto, note que si definimos α0 =
n∑
i=1

pidqi, se tiene que ω0 = dα0 y

aśı ω0 es cerrada. Por otro lado ωn0 = n!dp1 ∧ dq1 ∧ · · · ∧ dpn ∧ dqn y por tanto al evaluar

en la base
{

∂
∂q1
, · · · , ∂

∂qn
, ∂
∂p1
, · · · , ∂

∂pn

}
de TxU , se tiene como resultado n!, aśı ωn0 6= 0

sobre U . ω0 se llama forma simpléctica estándar.

Ejemplo 1.1.4. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) variedades simplécticas con dim(M1) = 2m y
dim(M2) = 2n. Sobre M1 ×M2 vamos a definir una forma simpléctica dada por

Ω = π∗1ω1 + π∗2ω2, (1.2)

donde π1 : M1 × M2 → M1 y π2 : M1 × M2 → M2 son las funciones proyección.
Veamos que Ω es forma simpléctica. Ω es una 2-forma desde la definición. Note que,
dΩ = d (π∗1ω1 + π∗2ω2) = π∗1dω1 + π∗2dω2 = 0 por tanto Ω es cerrada. Por otro lado

Ωn+m = (π∗1ω1 + π∗2ω2)n+m

=
n+m∑
k=1

(
n+m

k

)
(π∗1ω1)m+n−k ∧ (π∗2ω2)k

=

(
n+m

n

)
(π∗1ω1)m ∧ (π∗2ω2)n ,

donde en la última igualdad se uso que (π∗1ω1)m+n−k = 0 para m+n−k > m y (π∗2ω2)k = 0
para k > n. Al escoger una carta coordenada se tiene que Ωn+m 6= 0 en dicha carta, aśı
Ω es no degenerado. Ω es llamada una forma producto.

Ejemplo 1.1.5. Siguiendo el ejemplo anterior si se define Ω = λ1π
∗
1ω1 + λ2π

∗
2ω2 donde

λ1, λ2 ∈ R−{0}, se tiene una forma simpléctica sobre el producto cartesiano de varieda-
des. Tomando λ1 = 1 y λ2 = −1 se tiene

Ω̃ = π∗1ω1 − π∗2ω2, (1.3)

la cual llamamos forma producto torcido.

Definición 1.1.6. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) variedades simplécticas 2n-dimensionales, y
g : M1 →M2 un difeomorfismo. Si g∗ω2 = ω1 entonces g se llama simplectomorfismo.

El siguiente teorema me dice que toda variedad simpléctica es localmente simplectomorfa
a (R2n, ω0). Esto es muy importante pues siempre se puede trabajar localmente con un
espacio que conocemos bien.

Teorema 1.1.7. (Darboux) Sea (M,ω) una variedad simpléctica 2n-dimensional, y sea
x ∈ M . Entonces existe una carta coordenada (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), x ∈ U y un
difeomorfismo φ : U → R2n tal que φ∗ω0 = ω en U , donde ω0 esta dado por (1.1).

Algo interesante es que el fibrado cotangente de toda variedad tiene una 1-forma que
aparece de manera natural y la cual va a permitir definir una forma simpléctica sobre el
fibrado cotangente como vemos a continuación.



6 CAPÍTULO 1. MECÁNICA GEOMÉTRICA

Ejemplo 1.1.8. Sea M una variedad y sea T ∗M su fibrado cotangente el cual es una
variedad 2n-dimensional. considere π : T ∗M → M la proyección natural, es decir,
π (x, ζ) = x donde x ∈M y ζ ∈ T ∗xM . Definimos puntualmente

αz = (dπz)
∗ ζ, (1.4)

donde z ∈ T ∗M y z = (x, ζ). Esta 1-forma se conoce como forma de Liouville.

Veamos cómo se ve en coordenadas locales. Sabemos que existe una carta coordenada
(U, q1, . . . , qn) centrada en x ∈ M y (T ∗U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) las coordenadas cotan-

gentes asociadas centradas en (x, ζ). En estas coordenadas podemos escribir ζ =
n∑
i=1

pidqi

entonces

αz = (dπz)
∗ ζx = (π∗ζ)z =

(
n∑
i=1

π∗ (pidqi)

)
z

=
n∑
i=1

(pi ◦ π) π∗dqi“ = ”
n∑
i=1

pidqi,

donde en la última igualdad usamos el abuso de notación π∗dqi = dqi. Con eso vemos que
si definimos ω = dα, entonces ωz es cerrada y además localmente se ve como

ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi

que ya vimos que es no degenerada, luego ω define una 2-forma simpléctica sobre T ∗M .

Las variedades simplécticas tienen algunos subconjuntos de interés que son isotrópicos,
coisotrópicos, simplécticos y lagrangianos. Para nuestro interés solo consideraremos los
lagrangianos por su importancia en la mecánica clásica que estudiaremos a continuación.

Definición 1.1.9. Sea (M,ω) una variedad simpléctica 2n-dimensional. Una subvariedad
Y de M se llama subvariedad lagrangiana, si para cada x ∈ Y se tiene ω|TxY = 0 y
dim (TxY ) = 1

2
dim (TxM).

Sea iY : Y ↪→ M la función inclusión. Note que Y es lagrangiano si y solo si i∗Y ω = 0 y
dim (Y ) = 1

2
dim (M). La siguiente proposición nos da una forma de conseguir subvarie-

dades lagrangianas.

Proposición 1.1.10. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) variedades simplécticas. Un difeomorfis-
mo φ : M1 →M2 es simplectomorfismo si y solo si Γφ := Gra (φ) = {(x, φ (x)) : x ∈M1}
es una subvariedad lagrangiana de

(
M1 ×M2, Ω̃

)
donde Ω̃ está definido como en el ejem-

plo 1.1.5.

Demostración: Sea γ : M1 →M1×M2 definida por γ(x) = (x, φ(x)) con x ∈M1. Note
que

γ∗Ω̃ = γ∗π∗1ω1 − γ∗π∗2ω2 = (π1 ◦ γ)∗ ω1 − (π2 ◦ γ)∗ ω2 = Id∗M1
ω1 − φ∗ω2 = ω1 − φ∗ω2,

por tanto Γφ es lagrangiano ⇐⇒ γ∗Ω̃ = 0 ⇐⇒ ω1 − φ∗ω2 = 0 ⇐⇒ φ∗ω2 = ω1, ⇐⇒ φ es
simplectomorfismo. �

Definición 1.1.11. Una sección de T ∗M es una función continua s : M → T ∗M tal
que π ◦ s = IdM donde π : T ∗M →M es la función proyección.
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Ejemplo 1.1.12. Considere la sección cero de T ∗M dada por

X0 = {(x, ζ) ∈ T ∗M : ζ = 0 en T ∗xM} ,

la cual es una subvariedad n-dimensional de T ∗M . Considere una carta coordenada
(U, q1, . . . , qn) con su respectiva carta coordenada cotangente (T ∗U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn),
entonces en X0 ∩ T ∗U se tiene que ζ1 = · · · = ζn = 0, por tanto α = 0 en X0 ∩ T ∗U ,
luego i∗ω = 0 y aśı X0 es lagrangiano.

Ahora considere las siguientes secciones de T ∗M :

Xµ = {(x, µx) : x ∈M,µx ∈ T ∗xM} ,

donde µ : M → T ∗M es una 1-forma y µx depende suavemente sobre x.

Proposición 1.1.13. Sea Sµ : M → T ∗M definida por sµ (x) = (x, µx). Si α es la
1-forma de Liouville de T ∗M , entonces s∗µα = µ.

Demostración: Sea z = sµ (x) = (x, µx), luego la 1-forma de Liouville en z tiene la
forma αz = (dπz)

∗ µx, luego,(
s∗µα
)
x

= (dsµ)∗x αz = (dsµ)∗x ((dπz)
∗ µx) = (d (π ◦ sµ))∗x µx = (d (idM))∗x µx = µx,

por tanto s∗µα = µ. �

Ahora veremos cuando Xµ es una subvariedad lagrangiana.

Proposición 1.1.14. Xµ es una subvariedad lagrangiana de T ∗M si y solo si µ es ce-
rrado.

Demostración: Considere la función inclusión i : Xµ → T ∗M y la función τ : M → Xµ

definida como τ (x) = (x, µx), la cual es un difeomorfismo de tal forma que sµ = i ◦ τ .
Note que Xµ es lagrangiano ⇐⇒ i∗ω = 0 ⇐⇒ i∗dα = 0 ⇐⇒ τ ∗ (i∗dα) = 0 ⇐⇒
(i ◦ τ)∗ dα = 0 ⇐⇒ s∗µdα = 0 ⇐⇒ d

(
s∗µα
)

= 0 ⇐⇒ dµ = 0 ⇐⇒ µ es cerrado. �

Por tanto, se tiene una correspondencia uno a uno entre el conjunto de subvariedades
lagrangianas de T ∗M de la forma Xµ y el conjunto de las 1-formas cerradas sobre M .
En el caso que M es simplemente conexo, por el teorema de Poincaré se tiene que una
forma cerrada también es exacta, luego en este caso se puede escribir µ = dF para alguna
función F : M → R y en este caso F se conoce como función generadora para la
subvariedad lagrangiana Xµ asociada a µ.

Ahora considere M1 y M2 variedades n-dimensionales con sus respectivos fibrados cotan-
gentes T ∗M1 y T ∗M2 y respectivas 1-formas de Liouville y 2-formas canónicas dadas por:
α1, α2, ω1 y ω2. Entonces como vimos en el ejemplo 1.1.4, sobre T ∗M1 × T ∗M2 se puede
definir la 2-forma Ω = π∗1ω1 +π∗2ω2 y también la forma torcida dada por Ω̃ = π∗1ω1−π∗2ω2.

Defina una involución sobre T ∗M2, σ2 : T ∗M2 → T ∗M2 dada por σ2 (x2, ζ2) = (x2,−ζ2).
Note que σ∗2α2 = σ∗2 ((dπ2)∗ ζ2) = − (dπ2)∗ ζ2 = −α2. Con esto se puede definir la función

σ := IdM1 × σ2 : T ∗M1 × T ∗M2 → T ∗M1 × T ∗M2 de la cual se tiene que σ∗Ω̃ = Ω.
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Ahora tome Y subvariedad lagrangiana de (T ∗M1 × T ∗M2,Ω) entonces Y σ := σ (Y ) es

una subvariedad lagrangiana de
(
T ∗M1 × T ∗M2, Ω̃

)
y por tanto por la proposición 1.1.10

si Y σ es la gráfica de algún difeomorfismo φ : T ∗M1 → T ∗M2 entonces φ es simplecto-
morfismo.

Considere F ∈ C∞ (M1 ×M2), luego dF es una 1-forma en M1 × M2 (en el caso que
M1 = M2, F se llama una función de dos puntos). Por la proposición 1.1.14 se tie-

ne que YF =
{(

(x, y) , (dF )(x,y)

)
: (x, y) ∈M1 ×M2

}
es un subvariedad lagrangiana de

T ∗ (M1 ×M2) y se llama subvariedad lagrangiana generada por F.

Podemos escribir YF = {(x, y, dxF, dyF ) : (x, y) ∈M1 ×M2} donde dxF := (dF )(x,y) pro-
yectado en T ∗xM1 × {0} y dyF := (dF )(x,y) proyectado en {0} × T ∗xM2 y por tanto se
tiene Y σ

F = {(x, y, dxF,−dyF ) : (x, y) ∈M1 ×M2}. En el caso que Y σ
F es la gráfica de un

difeomorfismo φ : T ∗M1 → T ∗M2 entonces φ se llama simplectomorfismo generado
por F y F se llama función generadora de φ.

Veamos cuales son las condiciones sobre F para que genere un simpléctomorfismo φ.
Considere (U1, q1, . . . , qn) y (U2, p1, . . . , pn) cartas coordenadas de M1 y M2 centradas en x
e y respectivamente y además (T ∗U1, q1, . . . , qn, ζ1, . . . , ζn) y (T ∗U2, p1, . . . , pn, η1, . . . , ηn)
cartas coordenadas de sus fibrados cotangentes. Entonces Y σ

F es la gráfica de φ : T ∗M1 →
T ∗M2 ⇐⇒ para todo (x, ζ) ∈ T ∗M1 y (y, η) ∈ T ∗M2 se tiene φ (x, ζ) = (y, η) lo cual es
equivalente a ζ = dxF y η = −dyF , por tanto se debe resolver el sistema{

ζi = ∂F
∂qi

(x, y)

ηi = − ∂F
∂pi

(x, y) .
(1.5)

Si la primera ecuación tiene solución entonces por el teorema de la función impĺıcita
podemos escribir la solución como y = φ1 (x, ζ) siempre y cuando localmente F cumpla

que det
(

∂
∂pj

(
∂F
∂qi

))n
i,j=1
6= 0 y al colocar esto en la segunda ecuación se tiene η = φ2 (x, ζ)

y por tanto φ (x, ζ) = (φ1 (x, ζ) , φ2 (x, ζ)).

1.1.2. Geometŕıa de Contacto

El término geometŕıa de contacto apareció por primera vez en 1872 por Sophus Lie quien
introdujo la noción de transformación de contacto como una herramienta geométrica para
estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales [G01]. Sin embargo, las ideas claves se tienen
desde Huygens con su formulación de la óptica geométrica [Mc15]. No obstante, esta
geometŕıa no recib́ıa tanta atención como su contraparte de dimensión par la geometŕıa
simpléctica, pero últimamente se ha trabajado más en esta área dando aplicaciones a la
termodinámica, mecánica, teoŕıa de control, entre otros. En esta subsección utilizaremos
principalmente las ideas de [dS01] y [Mc15].

Definición 1.1.15. Un elemento de contacto sobre una variedad M n-dimensional,
es un punto x ∈ M llamado punto de contacto, junto con un hiperplano tangente en
x, Hx ⊂ TxM , es decir, Hx es subespacio de TxM con dim (Hx) = n− 1.

Note que un hiperplano Hx ⊂ TxM puede ser determinado por el kernel de una 1-forma
αx ∈ T ∗xM − {0} salvo multiplicación por un escalar, es decir, (x,Hx) es un elemento



1.1. UNA INTRODUCCIÓN A LA GEOMETRÍA SIMPLÉCTICA Y DE CONTACTO9

de contacto si y solo si Hx = ker (αx) donde αx : TxM → R es lineal y distinta de cero.
Además, se puede ver qué ker (αx) = ker (α′x)⇐⇒ αx = λα′x para algún λ ∈ R− {0}.

Definición 1.1.16. Una estructura de contacto sobre M es un campo suave de hiper-
planos tangentes H ⊂ TM , con una 1-forma α que cumple que dα|H es no degenerada (es
decir, (dα|H)n 6= 0) y ker(α) = H. La pareja (M,H) o (M,α) es llamada una variedad
de contacto y α es llamada una forma local de contacto.

Note que dado x ∈M podemos escribir TxM = ker (αx)⊕ ker (dαx). Como dαx|Hx es no
degenerado tenemos que esta es una forma simpléctica sobre Hx y por tanto dim (Hx) =
2n y como dim (ker (dαx)) = 1 se tiene que dim (M) = 2n + 1. Luego las variedades de
contacto tienen dimensión impar.

Proposición 1.1.17. Sea H un campo de hiperplanos tangentes sobre M . H es una
estructura de contacto si y solo si α ∧ (dα)n 6= 0 para toda 1-forma α de contacto, es
decir, Hx = ker(αx) para x ∈M .

Demostración: ⇒ Se tiene por la construcción.
⇐ Suponga que H = ker (α). Considere una base de TM = ker (α) ⊕ A dada por
{e1, f1, · · · , en, fn, r} tal que ker (αx) = Gen {e1, f1, · · · , en, fn} y A = Gen {r} luego
(α ∧ (dα)n) (e1, f1, · · · , en, fn, r) = α (r) (dα)n (e1, f1, · · · , en, fn) pero α (r) 6= 0 ya que
r 6∈ ker (α) luego (dα)n |H 6= 0 y por tanto dα|H es no degenerado. �

Debido a la descomposición de TxM existe ξ sobre M tal que

ιξdα = 0, (ξ ∈ ker (dα)) (1.6)

ιξα = 1, (normalización) (1.7)

obtenemos un único vector ξ que llamamos campo de Reeb.

Proposición 1.1.18. Sea (M,H) una variedad de contacto, con forma de contacto α.
El flujo ρt del campo de Reeb ξ preserva la forma de contacto, es decir, ρ∗tα = α.

Demostración: Basta con hacer la cuenta

d (ρ∗tα)

dt
= ρ∗t (Lξα) = ρ∗t (d (ιξα) + ιξ (dα)) = ρ∗t (d (1) + 0) = 0,

luego ρ∗tα es constante y como ρ0 = IdM se tiene ρ∗tα = α. �

Ejemplo 1.1.19. Sea M = R2n+1 con coordenadas (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, S). Entonces
la forma

α0 = dS −
n∑
i=1

pidqi (1.8)

es de contacto. Además, para este caso tenemos que el campo de Reeb es ξ = ∂
∂S

lo cual
se puede comprobar al ver que se cumplen las ecuaciones ιξdα = 0 y ιξα = 1.

Definición 1.1.20. Sean (M1, α1) y (M2, α2) variedades de contacto (2n+1)-dimensionales,
y sea f : M1 → M2 un difeomorfismo. Si f ∗α2 = gα1 para alguna función g : M1 → R
entonces f se llama contactomorfismo.
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El siguiente teorema es el análogo del teorema de Darboux para el caso simpléctico, aśı
para el caso de una variedad de contacto siempre se puede ver localmente como un espacio
que ya es conocido R2n+1.

Teorema 1.1.21. (Darboux) Sea (M,H) una variedad de contacto (2n+1)-dimensional
y α su forma de contacto. Entonces para todo x ∈ M existe una carta coordenada
(U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, S), x ∈ U y un difeomorfismo φ : U → R2n+1 tal que φ∗α0 = α
en U , donde α0 está definido por (1.8).

Con lo anterior parece que hay alguna relación entre variedades simplécticas y variedades
de contacto. Vemos que las primeras son de dimensión par y las segundas de dimensión
impar. Resulta que podemos pasar de la una a la otra mediante la simplectificación y la
contactificación.

Teorema 1.1.22. (Simplectificación) Sea (M,H) una variedad de contacto de dimensión

2n− 1 y α su forma de contacto. Considere M̃ = M ×R y sea π : M̃ →M la proyección
π(x, t) = x con x ∈ M y t ∈ R. Entonces ω = d (etπ∗α) es una forma simpléctica de M̃

de dimensión 2n. Entonces
(
M̃, ω

)
se llama la simplectificación de (M,H).

De la misma forma tenemos la contactificación.

Teorema 1.1.23. (Contactificación) Sea (M,ω) una variedad simpléctica 2n-dimensional.

Considere M̃ = M × R y sea π : M̃ → M la proyección π(x, t) = x con x ∈ M y t ∈ R.
Si ω es exacta, es decir, ω = dα con α una 1-forma sobre M entonces η = π∗α + dS
es una forma de contacto de M̃ de dimensión 2n+ 1, donde S es una coordenada de R.

Entonces
(
M̃, η

)
se llama la contactificación de (M,ω).

Ejemplo 1.1.24. Considere T ∗M la cual sabemos que es una variedad simpléctica exacta
(ω = dα). Entonces T ∗M ×R es la contactificación de T ∗M con forma de contacto dada
por η = π∗α+dS donde α es la forma de Liouville y π : T ∗M ×R→ T ∗M la proyección.

Note que ω siempre se puede hacer exacta localmente por el teorema de Darboux y lema
de Poincaré.

1.2. Ecuaciones de Hamilton para Sistemas Conser-

vativos

La segunda ley de Newton nos dice que si tenemos una part́ıcula de masa m entonces se
cumple la relación

#»

F = m #»a donde
#»

F es la suma de las fuerzas externas sobre la part́ıcula y
#»a su aceleración. Consideremos la coordenada q como la posición de la part́ıcula en cierto
tiempo y además suponga que la fuerza

#»

F es conservativa, es decir,
#»

F = −∇qU donde
U es una función asociada a la enerǵıa potencial de la part́ıcula, entonces la ecuación de
Newton queda escrita como:

q̈ +
1

m
∇qU = 0, (1.9)

donde la notación q̈ denota la segunda derivada respecto al tiempo. Veamos cómo podemos
comparar esto con el formalismo que estamos usando. Para ello seguiremos las ideas de
[Mc15].
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Definición 1.2.1. Sea (M,ω) variedad simpléctica. Sea X un campo vectorial sobre M .
Cuando LXω = 0, X es llamado campo vectorial simpléctico.

Note que por la identidad de Cartan como ω es cerrada se tiene

LXω = d (ιXω) + ιXdω = d (ιXω) .

Si X es simpléctico entonces d (ιXω) = 0, luego ιXω es cerrado.

Definición 1.2.2. Si ιXω es exacto (lo cual se tiene localmente por el lema de Poincaré)
entonces existe H : M → R tal que

ιXω = −dH.

En este caso denotamos X = XH y lo llamamos campo vectorial Hamiltoniano con
función Hamiltoniana H.

Este campo es único dada H, ya que existe un isomorfismo entre los campos vectoriales
y las 1-formas dado por φ : TxM → T ∗xM definido como φ (X) = ιXω.
Como ιXω = −dH se tiene d (ιXω) = 0 y por tanto LXω = 0 aśı LXΩ = 0 donde

Ω = (−1)
n(n−1)

2

n!
ωn y es la forma de volumen de la variedad simpléctica, esto es equivalente

a decir que se preserva la forma de volumen, lo cual se conoce como Teorema de Liou-
ville.

Para lo que sigue necesitamos la siguiente definición.

Definición 1.2.3. Sea (M,ω) variedad simpléctica y f, g ∈ C∞ (M : R). Entonces se
define el Corchete de Poisson {f, g} : M → R como

{f, g} := ω (Xf , Xg) . (1.10)

Sean f, g, h ∈ C∞ (M : R) entonces algunas propiedades del corchete de Poisson son:

{af + bg, h} = a {f, h}+ b {g, h} con a y b constantes (Linealidad).

{h, af + bg} = a {h, f}+ b {h, g} con a y b constantes (Linealidad).

{f, g} = −{g, f} (Antisimetŕıa).

{fg, h} = f {g, h}+ g {f, h} (Regla de Leibniz).

{f, gh} = g {f, h}+ h {f, g} (Regla de Leibniz).

{{f, g} , h}+ {{g, h} , f}+ {{h, f} , g} = 0 (Identidad de Jacobi).

Ahora veremos algunas propiedades de los sistemas Hamiltonianos.

Teorema 1.2.4. Sea (M,ω) variedad simpléctica y H su función Hamiltoniana. {f,H} =
0 si y solo si f es constante a lo largo de las curvas integrales de XH . Esta f se llama in-
tegral de movimiento o primera integral. En particular, H es una primera integral,
pues {H,H} = 0.

Demostración: Sea ρt el flujo de XH . Se tiene d
dt

(f ◦ ρt) = ρ∗tLXHf = ρ∗ιXHdf =
ρ∗ιXH ιXfω = ρ∗ω (Xf , XH) = ρ∗ {f,H}, luego {f,H} = 0 ⇐⇒ d

dt
(f ◦ ρt) = 0. �
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Proposición 1.2.5. Si f, g ∈ C∞ (M : R) son primeras integrales de XH entonces {f, g}
es una primera integral de XH .

Demostración: Basta con usar la identidad de Jacobi y la antisimetŕıa del corchete de
Poisson. Como f y g son integrales primeras se tiene que {H, f} = 0 = {H, g} luego
XH ({f, g}) = d {f, g} (XH) = −ιX{f,g}ω (XH) = −ω

(
XH , X{f,g}

)
= −{H, {f, g}} =

−{{g,H} , f} − {{H, f} , g} = 0. �

A continuación, utilizamos la notación [, ] para el corchete de Lie, es decir, [X, Y ](f) =
X(Y (f))− Y (X(f)) para una función f .

Proposición 1.2.6. Sea (M,ω) una variedad simpléctica y f, g ∈ C∞ (M : R) entonces
X{f,g} = [Xf , Xg]. Como consecuencia se tiene que si X y Y son campos vectoriales
Hamiltonianos sobre (M,ω), entonces [X, Y ] es un campo vectorial Hamiltoniano con
función Hamiltoniana H = ω (X, Y ).

Para la prueba de este resultado ver [Mc15, p. 366 y p. 368].

Proposición 1.2.7. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) variedades simplécticas y sea φ : M1 →M2

un simplectomorfismo y f ∈ C∞ (M2 : R) entonces φ∗Xf = Xf◦φ.

Demostración: Sea Y campo vectorial sobre M2 entonces(
ιφ∗Xfω1

)
(Y ) =

(
ιφ∗Xfφ

∗ω2

)
(Y ) = φ∗ω2 (φ∗Xf , Y ) = ω2 (φ∗φ

∗Xf , φ∗Y ) = ω2 (Xf , φ∗Y ) =
ιXfω2 (φ∗Y ) = −df (φ∗Y ) = −φ∗ (df (Y )) = −d (φ∗f (Y )) = −d (f ◦ φ) (Y ) luego se tiene
que ιφ∗Xfω2 = −d (f ◦ φ) y por tanto φ∗Xf = Xf◦φ. �

Proposición 1.2.8. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) variedades simplécticas y sea φ : M1 →M2

un difeomorfismo. φ es simplectomorfismo si y solo si para toda f, g ∈ C∞ (M2 : R) se
tiene {f ◦ φ, g ◦ φ} = {f, g} ◦ φ.

Para la demostración ver [Mc15, p. 370].

Definición 1.2.9. Un álgebra de Lie es un espacio vectorial G junto con un corchete
de Lie [, ] : G×G → G que es bilineal, antisimétrico y que satisface la identidad de Jacobi.
Se denota como (G, [, ]).

Aśı si denotamos χHam como los campos vectoriales Hamiltonianos sobre M , χSim los
campos vectoriales simplécticos sobre M y χ los campos vectoriales sobre M se tiene la
siguiente contención entre álgebras de Lie:

(
χHam, [, ]

)
⊂
(
χSim, [, ]

)
⊂ (χ, [, ]) .

Ahora veremos qué forma tiene XH en coordenadas de Darboux. Para x ∈ M esco-
ja un sistema de coordenadas (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) y una función H : M → R,

H (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) luego se tiene dH =
n∑
j=1

(
∂H
∂qj
dqj + ∂H

∂pj
dpj

)
. Además considere

XH =
n∑
j=1

(
Xqj

∂
∂qj

+Xpj
∂
∂pj

)
y Y =

n∑
j=1

(
Yqj

∂
∂qj

+ Ypj
∂
∂pj

)
, luego se tiene:
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ιXHω0 (Y ) = ω0 (XH , Y )

=
n∑
j=1

(dpj ∧ dqj) (XH , Y )

=
n∑
j=1

(dpj (XH) dqj (Y )− dqj (XH) dpj (Y ))

=
n∑
j=1

(
Xpjdqj (Y )−Xqjdpj (Y )

)
=

n∑
j=1

(
Xpjdqj −Xqjdpj

)
(Y ) ,

por tanto ιXHω0 =
n∑
j=1

(
Xpjdqj −Xqjdpj

)
, aśı la condición ιXHω0 = −dH se convierte en

n∑
j=1

(
Xpjdqj −Xqjdpj

)
=

n∑
j=1

(
−∂H
∂qj

dqj −
∂H

∂pj
dpj

)
,

de donde se obtiene que Xpj = −∂H
∂qj

y Xqj = ∂H
∂pj

para j ∈ {1, . . . n}. Luego XH tiene la

forma

XH =
n∑
j=1

(
∂H

∂pj

∂

∂qj
− ∂H

∂qj

∂

∂pj

)
. (1.11)

Si consideramos las curvas integrales de XH , λ (t) = (q1 (t) , . . . , qn (t) , p1 (t) , . . . , pn (t)),
entonces se obtiene para todo j ∈ {1, . . . n} las ecuaciones de Hamilton,{

q̇j = ∂H
∂pj

ṗj = −∂H
∂qj
.

(1.12)

Además note que Ḣ =
n∑
j=1

(
∂H
∂qj
q̇j + ∂H

∂pj
ṗj

)
= 0 luego H es constante a lo largo de las

curvas integrales de XH . Lo que confirma lo dicho en teorema 1.2.4.

Ejemplo 1.2.10. Considere una part́ıcula con posición q = (q1, . . . , qn) y cantidad de
movimiento p = (p1, . . . , pn). Tomemos un Hamiltoniano de la forma H = K + U donde

K es la enerǵıa cinética de la part́ıcula dada por K = ||p||2
2m

y U su enerǵıa potencial que
depende de q. Entonces la segunda ecuación de Hamilton toma la forma ṗi = −∂H

∂qi
= − ∂U

∂qi
.

Si la masa es constante se tiene pi = mq̇i luego mq̈i + ∂U
∂qi

= 0 la cual tiene la forma de

(1.9), de aqúı que las ecuaciones (1.12) se llamen ecuaciones de Hamilton para sistemas
conservativos donde H es la función de enerǵıa la cual se conserva en el tiempo pues
Ḣ = 0.

Si se considera la carta coordenada (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) y la ecuación (1.11) para f
y g podemos escribir el corchete de Poisson en coordenadas de Darboux como:
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{f, g}(qk,pk) =
n∑
k=1

(
∂f

∂qk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂qk

)
,

luego las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir como:{
q̇i = {qi, H}(qk,pk),
ṗi = {pi, H}(qk,pk).

Ahora definiremos las transformaciones canónicas y nos guiaremos de [BCT17].

Definición 1.2.11. Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Una transformación canóni-
ca es un automorfismo φ : M →M que preserva la 2-forma simpléctica ω.

En el ejemplo 1.1.8 vimos que T ∗M es una variedad 2n-dimensional con una 2-forma ω
asociada. Sea U ⊂M un abierto con coordenadas de Darboux (T ∗U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)

y H el Hamiltoniano, luego ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi, además se satisfacen las ecuaciones (1.12).

Ahora sea V ⊂M un abierto con coordenadas de Darboux (T ∗V,Q1, . . . , Qn, P1, . . . , Pn)
y tome K el Hamiltoniano en estas coordenadas. Si existe una transformación canónica

entonces se preserva la 2-forma simpléctica y aśı φ∗ω =
n∑
i=1

dPi∧dQi es la 2-forma en estas

coordenadas y por tanto K satisface las ecuaciones (1.12) escritas en estas coordenadas
como Q̇i = ∂K

∂Pi
y Ṗi = − ∂K

∂Qi
y por tanto se tiene que K(Q,P ) = H (q(Q,P ), p(Q,P )).

De aqúı vemos que las transformaciones canónicas dejan invariantes las ecuaciones de
Hamilton.

Como se preserva la 2-forma entonces la transformación canónica debe dejar invariante
la 1-forma canónica salvo por un diferencial exacto, luego se tiene que

n∑
i=1

pidqi =
n∑
i=1

PidQi + dF. (1.13)

La función F es llamada función generadora, la cual puede ser de 4 tipos distintos
dependiendo de las coordenadas de las que depende, que pueden ser F1(qi, Qi) (tipo I),
F2(qi, Pi) (tipo II), F3(pi, Qi) (tipo III) o F4(pi, Pi) (tipo IV).
Ahora tomaremos F1 (q1, . . . , qn, Q1, . . . , Qn) la cual es llamada función generadora de

tipo I de la transformación canónica. Note que dF1 =
n∑
i=1

(
∂F1

∂qi
dqi + ∂F1

∂Qi
dQi

)
si reempla-

zamos en la nueva forma se tiene
n∑
i=1

pidqi =
n∑
i=1

PidQi +
n∑
i=1

(
∂F1

∂qi
dqi +

∂F1

∂Qi

dQi

)
=

n∑
i=1

(
∂F1

∂qi
dqi +

(
Pi +

∂F1

∂Qi

)
dQi

)
,

y de aqúı se obtiene que para i ∈ {1, . . . n},{
pi = ∂F1

∂qi

Pi = − ∂F1

∂Qi
.

(1.14)

Estas son las condiciones que cumple F1 si la transformación es canónica. Note que estas
condiciones son las mismas que se obtuvieron en la ecuación (1.5) para la función gene-
radora de las subvariedades lagrangianas.

La siguiente proposición nos da una forma de verificar si una transformación es canónica.
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Proposición 1.2.12. Considere la transformación que manda (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)
a (V,Q1, . . . , Qn, P1, . . . , Pn) tales que

{Qi, Qj}(qk,pk) = 0,

{Pi, Pj}(qk,pk) = 0,

{Qi, Pj}(qk,pk) = δi,j,

entonces la transformación es canónica.

Ejemplo 1.2.13. El Hamiltoniano para el oscilador armónico 1-dimensional está dado
por H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2. Sean las nuevas coordenadas

q(Q,P ) =

√
2P

mω
senQ,

p(Q,P ) =
√

2mωP cosQ.

Note que

{q, p}(Q,P ) =

√
2P

mω
cosQ

√
mω

2P
cosQ− 1√

2mωP
senQ

(
−
√

2mωP senQ
)

= 1.

Se puede ver que {q, q} = 0 y {p, p} = 0 luego esta es una transformación canónica. Aśı
el Hamiltoniano en las nuevas coordenadas toma la forma K(Q,P ) = ωP . Además, la

función generadora de tipo I es F1(q,Q) = mωq2

2
cotQ. En efecto, veamos que se cumplen

las ecuaciones (1.14).

∂F1

∂q
= mωq cotQ = mωq

p

mωq
= p.

∂F1

∂Q
= −mωq

2

2
csc2Q

= −mωq
2

2

(
1 + cot2Q

)
= −mωq

2

2

(
1 +

p2

m2ω2q2

)
= −H

ω
= −K

ω
= −P.

La función generadora puede ser obtenida solucionando las ecuaciones (1.14).

1.3. Ecuaciones de Hamilton para Sistemas Disipa-

tivos

Sabemos que en la naturaleza no es común tener sistemas que conserven la enerǵıa, es
decir, que cumplan Ḣ = 0. Además, en optimización, vamos a querer utilizar la función
enerǵıa H como una función de Lyapunov para probar la convergencia. Por eso nece-
sitamos encontrar métodos matemáticos para considerar estos casos. En las siguientes
subsecciones consideraremos 3 formas de realizar disipación de la enerǵıa geométrica-
mente y nos guiaremos de [BCT17].
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1.3.1. Hamiltonianos dependientes del tiempo

Nuestro primer caso de disipación de enerǵıa será guiado de la referencia [BCT17] y
vamos a considerar un Hamiltoniano dependiente del tiempo. Para ello consideraremos el
espacio de fase extendido T ∗M ×R. Sea π : T ∗M ×R→ T ∗M la función proyección y α
la 1-forma de Liouville del Ejemplo 1.1.8. Entonces T ∗M × R es una variedad (2n + 1)-
dimensional y además es una variedad de contacto donde le asignamos la 1-forma dada
por

α
PC

= π∗α−Hdt, (1.15)

la cual se llama 1-forma de Poincare-Cartan, donde H es el Hamiltoniano que puede
o no depender del tiempo. Note que esto no es la contactificación del Teorema 1.1.23.

Proposición 1.3.1. α
PC

es una forma de contacto.

Demostración. Note que dα
PC

= d(π∗α)− dH ∧ dt y por tanto se tiene

(dα
PC

)n = (dπ∗α)n − n(dπ∗α)n−1 ∧ dH ∧ dt, (1.16)

luego,

α
PC
∧ (dα

PC
)n = π∗α ∧ (dπ∗α)n − nπ∗α ∧ (dπ∗α)n−1 ∧ dH ∧ dt−H dt ∧ (dπ∗α)n.

Primero note que π∗α ∧ (dπ∗α)n = 0 pues es una (2n + 1)-forma que tiene las coor-
denadas (de Darboux) q1, . . . qn, p1, . . . , pn. Por otro lado, vamos a calcular el término
π∗α ∧ (dπ∗α)n−1 ∧ dH ∧ dt. Para ello usaremos coordendas de Darboux (q, p), en las

cuales se tiene dH =
n∑
j=1

(
∂H
∂qj
dqj + ∂H

∂pj
dpj

)
+ ∂H

∂t
dt y π∗α =

n∑
j=1

pjdqj y por tanto

(dπ∗α)n−1 = (n−1)!
n∑
j=1

dp1∧dq1∧. . .∧dpj−1∧dqj−1∧d̂pj∧d̂qj∧dpj+1∧dqj+1∧. . .∧dpn∧dpn,

(dπ∗α)n = n! dp1 ∧ dq1 ∧ . . . ∧ dpn ∧ dqn,
donde la notación d̂pj ∧ d̂qj significa que esos términos no están incluidos en el producto.
Al hacer la multiplicación correspondiente se tiene que

nπ∗α ∧ (dπ∗α)n−1 ∧ dH ∧ dt = n!
n∑
j=1

pj
∂H

∂pj
dp1 ∧ dq1 ∧ . . . ∧ dpn ∧ dqn ∧ dt

= −
n∑
j=1

pj
∂H

∂pj
dt ∧ (dπ∗α)n,

Luego se obtiene,

α
PC
∧ (dα

PC
)n =

(
n∑
j=1

pj
∂H

∂pj
−H

)
dt ∧ (dπ∗α)n.

Sabemos que (dπ∗α)n 6= 0 y además si
n∑
j=1

pj
∂H
∂pj
6= H se tiene que α

PC
∧ (dα

PC
)n 6= 0. Aśı

α
PC

es una forma de contacto. �
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Como α
PC

es una forma de contacto, podemos escribirla en coordenadas (q, p) como:

α
PC

=
n∑
i=1

pidqi −Hdt.

Con esto podemos calcular las ecuaciones del movimiento y para ello consideramos XH =
n∑
j=1

(
Xqj

∂
∂qj

+Xpj
∂
∂pj

)
+ Xt

∂
∂t

. Un cálculo directo nos permite ver que ιXE
H
dα

PC
= 0 si y

solo si XE
H = Xt

(
XH + ∂

∂t

)
donde XH esta dado por la ecuación (1.11). Por simplicidad

consideraremos Xt = 1 de donde se obtiene que ṫ = 1 y las ecuaciones de movimiento
son: 

q̇j = ∂H
∂pj

ṗj = −∂H
∂qj

ṫ = 1.

(1.17)

Note que Ḣ =
n∑
j=1

(
∂H
∂qj
q̇j + ∂H

∂pj
ṗj

)
+ ∂H

∂t
ṫ = ∂H

∂t
y por tanto vemos que la enerǵıa no se

conserva si ∂H
∂t
6= 0. Además, las ecuaciones son las mismas que las de Hamilton (1.12).

Ahora veremos que se tiene una transformación canónica para el sistema Hamiltoniano
dependiente del tiempo con su respectiva función generadora.
Considere la carta coordenada (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) y sea el cambio de coordenadas
(V,Q1, . . . , Qn, P1, . . . , Pn, t), aśı siguiendo la idea para las transformaciones canónicas
para el caso de sistemas Hamiltonianos conservativos, se tiene la condición:

n∑
i=1

pidqi −Hdt =

(
n∑
i=1

PidQi −Kdt

)
+ dF, (1.18)

donde K : T ∗ME → R es el nuevo Hamiltoniano y F : T ∗ME → R es la función
generadora. Tomando el caso en que las coordenadas para F son (q1, . . . , qn, Q1, . . . , Qn, t)
(tipo I) entonces la ecuación (1.18) se puede escribir como:

n∑
i=1

((
pi −

∂F

∂qi

)
dqi −

(
Pi +

∂F

∂Qi

)
dQi

)
+

(
K −H − ∂F

∂t

)
dt = 0,

de aqúı la función generadora para esta transformación satisface:
pi − ∂F

∂qi
= 0

Pi + ∂F
∂Qi

= 0

K −H − ∂F
∂t

= 0,

(1.19)

aśı las ecuaciones de Hamilton en las nuevas coordenadas pueden ser escritas como en
(1.12) con una ecuación adicional como sigue,

Q̇i = ∂K
∂Pi

Ṗi = − ∂K
∂Qi

ṫ = 1.
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Un caso especial de transformación canónica es la que lleva a K = 0. Es este caso,
escribiendo F = S y usando la tercera ecuación de (1.19) se obtiene la ecuación de
Hamilton-Jacobi

H

(
q1, . . . , qn,

∂S

∂q1

, . . . ,
∂S

∂qn
, t

)
= −∂S

∂t
.

La solución S (q1, . . . , qn, t) se llama función principal de Hamilton la cual determina
completamente la dinámica del sistema dado en (1.12) con la ecuación adicional ṫ = 1
y con ciertas condiciones iniciales. Note que hemos reducido las ecuaciones a una sola
ecuación diferencial parcial cuya solución tiene toda la información necesaria para obtener
las trayectorias del sistema mecánico.

1.3.2. Hamiltonianos conformalmente simplécticos

Como siguiente caso de disipación de enerǵıa consideraremos los sistemas Hamiltonianos
conformes y para ello nos guiaremos de las referencias [McP01] y [FSRV19].

Definición 1.3.2. Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Un campo vectorial Xc se dice
conforme con parámetro c ∈ R si LXcω = cω. Además φC se llama difeomorfismo
conforme si (φC)∗ω = Cω con C una constante.

Considere la siguiente relación

ιXcω = −dH − cα, (1.20)

donde α es la 1-forma de Liouville y por tanto ω = −dα. Note que esta relación satisface
la condición de ser conforme. En efecto, utilizando la identidad de Cartan se tiene

LXcω = d (ιXcω) + ιXc(dω) = d (−dH − cα) = cω,

lo que satisface la Definición 1.3.2. Realizando un cálculo usando (1.20) se puede ver que
un campo vectorial conforme satisface las ecuaciones:{

q̇i = ∂H
∂pi

ṗi = −∂H
∂qi
− cpi,

(1.21)

donde c > 0 es una constante de amortiguamiento responsable de la disipación de la

enerǵıa del sistema. Además, utilizando (1.21) se tiene que Ḣ = −c
n∑
i=1

∂H
∂pi
pi lo cual mues-

tra que no se conserva la enerǵıa.

Por otro lado, note que el sistema (1.21) puede ser escrito como

ż = Ω∇H(z)− cDz, (1.22)

donde

z =

(
q
p

)
, Ω =

(
0 I
−I 0

)
, D =

(
0 0
0 I

)
,

La ecuación (1.22) define un flujo Φt : M →M tal que Φt(z0) = z(t) con z(t) la trayectoria
en el tiempo t con condición inicial z(0) = z0. Además, note que

dΦ∗tω

dt
= Φ∗tLXcω = cΦ∗tω,

solucionando esta ecuación diferencial se tiene ωt = Φ∗tω = ectω.
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1.3.3. Hamiltonianos de contacto

Para nuestro tercer ejemplo de disipación de enerǵıa seguiremos las ideas de [BCT17].

Definición 1.3.3. Sea (M,H) una variedad de contacto (2n + 1)-dimensional con α su
1-forma que define localmente a H. X se llama campo vectorial de contacto si X
es un campo vectorial tal que su flujo φt es un contactomorfismo para todo t. En otras
palabras, LXα = gα para alguna función g : M → R. Si g = 0 el campo vectorial se llama
campo vectorial estrictamente de contacto.

Definición 1.3.4. Sea (M,H) una variedad de contacto (2n + 1)-dimensional con α su
1-forma que define localmente a H. Sea H : M → R, entonces XH se llama campo
vectorial Hamiltoniano generado por H si se cumplen las ecuaciones,

LXHα = fHα (1.23)

−H = ιXHα, (1.24)

donde fH : M → R y H se llama Hamiltoniano de contacto.

Note que aunque la estructura de contacto no depende de α, el campo Hamiltoniano śı
depende de esta 1-forma de contacto, luego a partir de ahora consideraremos un α fijo y
definido globalmente. Ahora vamos a encontrar expresiones para H y XH en coordenadas
de Darboux.

Lema 1.3.5. Sea (M,H) una variedad de contacto (2n+1)-dimensional con α su 1-forma
de contacto. Entonces la función fH de la definición 1.3.4 tiene la forma fH = −ξ(H).
En particular en coordenadas de Darboux fH = −∂H

∂S
.

Demostración. Considere la identidad de Cartan

LXHα = ιXH (dα) + d (ιXHα) = ιXH (dα)− dH.

Sea ξ el campo de Reeb asociando a α y note que

ιξ (LXHα) = ιξ (ιXH (dα)− dH)

= ιξ (ιXH (dα))− ιξ (dH)

= −ιξ (dH) = −dH(ξ) = −ξ(H),

donde ιξ (ιXH (dα)) = 0 por ser el campo de Reeb. Por otro lado ιξ (LXHα) = ιξ (fHα) =
fH pues ιξα = 1 por ser campo de Reeb. Por tanto, juntando esto se obtiene que fH =
−ξ(H) = −∂H

∂S
, la última igualdad se tiene porque en una carta de Darboux se tiene que

ξ = ∂
∂S

. �

Utilizando las fórmulas de la definición de campo Hamiltoniano de contacto se puede
obtener mediante un cálculo parecido al realizado para el caso deXH en el caso simpléctico
que

XH =
n∑
i=1

(
∂H
∂pi

∂

∂qi
−
(
pi
∂H
∂S

+
∂H
∂qi

)
∂

∂pi
+

(
pi
∂H
∂pi
−H

)
∂

∂S

)
, (1.25)

de esta forma las ecuaciones del movimiento vienen dadas por:
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q̇i = ∂H

∂pi

ṗi = −∂H
∂qi
− pi ∂H∂S

Ṡ =
n∑
i=1

pi
∂H
∂pi
−H,

(1.26)

las cuales podemos ver que son una generalización de las ecuaciones de Hamilton (1.12)
para una variedad de contacto. Note que siH no depende de S las primeras dos ecuaciones
se reducen a las ecuaciones de Hamilton (1.12). Sabemos que la enerǵıa total de un sistema

es H = ||p||2
2

+ V (q) con V la función potencial. Tomando derivadas respecto al tiempo,
usando (1.26) y que H = H + g(S), donde g es una función de S, se tiene

Ḣ =
n∑
j=1

(
∂H

∂qj
q̇j +

∂H

∂pj
ṗj

)

=
n∑
j=1

(
∂H

∂qj

∂H
∂pj

+
∂H

∂pj

(
−∂H
∂qj
− pj

∂H
∂S

))

= −
n∑
j=1

pj
∂H

∂pj

∂H
∂S

= −||p||2∂H
∂S

= −||p||2∂g(S)

∂S
,

luego la enerǵıa total del sistema no se conserva. Además, si ∂g(S)
∂S

> 0 se tiene que la
enerǵıa del sistema siempre decrece, lo cual nos da una gúıa para construir sistemas
Hamiltonianos de contacto que tengan a la función de energia total como función de
Lyapunov.

Al igual que en el caso simpléctico, tenemos transformaciones de contacto las cuales
preservan la forma de contacto salvo por multiplicación por una función f : M → R−{0},
es decir, α̃ = fα, aśı si consideramos la carta coordenada (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, S) y

queremos cambiarla a la carta
(
V,Q1, . . . , Qn, P1, . . . , Pn, S̃

)
entonces una transformación

de contacto está dada por la condición:

f

(
dS −

n∑
i=1

pidqi

)
= dS̃ −

n∑
i=1

PidQi.

Escribiendo el lado derecho se tiene,

fdS−
n∑
i=1

fpidqi =
n∑

i,j=1

(
∂S̃

∂qj
− Pi

∂Qi

∂qj

)
dqj+

n∑
i,j=1

(
∂S̃

∂pj
− Pi

∂Qi

∂pj

)
dpj+

n∑
i=1

(
∂S̃

∂S
− Pi

∂Qi

∂S

)
dS,

de aqúı obtenemos las condiciones:
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−fpi =
n∑
j=1

(
∂S̃
∂qi
− Pj ∂Qj∂qi

)
0 =

n∑
j=1

(
∂S̃
∂pi
− Pj ∂Qj∂pi

)
f =

n∑
j=1

(
∂S̃
∂S
− Pj ∂Qj∂S

)
.

(1.27)

Si el Hamiltoniano depende del tiempo debemos hacer la extensión ME = M × R que
es una variedad (2n + 2)-dimensional, donde M = T ∗N × R con N una variedad n-
dimensional. ME es llamada variedad de contacto extendida. Ahora extendemos la
1-forma α como,

αE = dS − π∗α +Hdt,
donde H es el Hamiltoniano de contacto y dependerá del tiempo y α es la 1-forma de
Liouville.

Proposición 1.3.6.
(
ME, dαE

)
es un espacio simpléctico1.

Demostración. Note que dαE = dH ∧ dt− d(π∗α) luego se tiene(
dαE

)n+1
= (n+ 1)(dπ∗α)n ∧ dH ∧ dt− (dπ∗α)n+1 = (n+ 1)(dπ∗α)n ∧ dH ∧ dt,

pues (dπ∗α)n+1 = 0 ya que es una (2n + 2)-forma que solo depende de las coordenadas
q1, . . . qn, p1, . . . , pn. Además, en coordenadas de Darboux se tiene que

(dπ∗α)n ∧ dH ∧ dt = n!
∂H
∂S

dp1 ∧ . . . ∧ dpn ∧ dq1 ∧ . . . ∧ dqn ∧ dS ∧ dt,

luego
(
dαE

)n+1 6= 0 siempre y cuando ∂H
∂S
6= 0. Por tanto dαE define una 2-forma

simpléctica. �

Podemos ver que en coordenadas toma la forma:

αE = dS −
n∑
i=1

pidqi +Hdt.

Para definir la dinámica en ME tenemos las condiciones

LXE
H
αE = gHα

E (1.28)

ιXE
H
αE = 0, (1.29)

donde gH : ME → R. Si usamos la fórmula de Cartan con las condiciones anteriores se
tiene:

gHα
E = LXE

H
αE = d

(
ιXE
H
αE
)

+ ιXE
H

(
dαE

)
= ιXE

H

(
dαE

)
.

Usando estas condiciones podemos encontrar mediante el proceso hecho anteriormente
para XH que:

XE
H = XH +

∂

∂t
,

con XH dado por la ecuación (1.25), por tanto, las ecuaciones de movimiento son las
mismas que en el caso de contacto (1.26) con la ecuación adicional ṫ = 1.

1Note que esto no es la simplectificación del Teorema 1.1.22.
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Ejemplo 1.3.7. Considere el Hamiltoniano H =
n∑
i=1

p2
i

2m
+ V (q, t) + f(t)S. Usando las

ecuaciones (1.26) se tiene 
q̇i = pi

m

ṗi = −∂V
∂qi
− f(t)pi

Ṡ =
n∑
i=1

p2
i

2m
− V (q, t)− f(t)S.

Usando las dos primeras ecuaciones y la notación q = (q1, . . . qn) se obtiene la ecuación

mq̈ + f(t)q̇ +∇qV = 0,

la cual corresponde a la segunda ley de Newton con una fuerza de fricción lineal en la
velocidad y dependiente del tiempo, es decir, un sistema no conservativo. Si f(t) = 0
recuperamos el caso conservativo.

También se tiene transformaciones de contacto dependientes del tiempo. Luego consi-
dere la carta coordenada (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, S, t) y queremos cambiarla a la carta(
V,Q1, . . . , Qn, P1, . . . , Pn, S̃, t

)
entonces debemos tener la condición:

f

(
dS −

n∑
i=1

pidqi +Hdt

)
= dS̃ −

n∑
i=1

PidQi +Kdt,

donde K es el Hamiltoniano de contacto en las nuevas coordenadas. Colocando los res-
pectivos diferenciales de dQi y dS̃ se obtienen las mismas condiciones que (1.27) con la

ecuación adicional fH = ∂S̃
∂t
−

n∑
i=1

Pi
∂Qi
∂t

+K.



CAṔITULO 2

GEOMETRÍA DE LA INFORMACIÓN

La geometŕıa de la información utiliza la geometŕıa diferencial para estudiar problemas
en estad́ıstica, ciencia de datos, Machine Learning y otros campos relacionados. Harold
Hotelling fue el primero en considerar la matriz de información de Fisher como un tensor
métrico Riemanniano, de aqúı el trabajo de muchos matemáticos ha continuado explo-
rando esta rama, por mencionar algunos se tiene Harold Jeffreys, Solomon Kullback,
Calyampudi Radhakrishna Rao, Nikolai Chentsov, Shun’ichi Amari, entre muchos otros
(Ver [N18] y [A16]).

2.1. Variedades Estad́ısticas

Vamos a considerar (M, g) una variedad con una métrica g. Esta sección utiliza las ideas
de [N18] y [L19].

Definición 2.1.1. Una conexión ∇∗ se dice conjugada a una conexión ∇ con respecto
a un tensor métrico g si y solo si para todo X, Y, Z ∈ χ(M) se satisface:

Xg(Y, Z) = g (∇XY, Z) + g(Y,∇∗XZ). (2.1)

Lo primero que podemos notar es que (∇∗)∗ = ∇. En efecto, como (∇∗)∗ es la conexión
conjugada de ∇∗ se tiene que:

Xg(Y, Z) = g (∇∗XY, Z) + g(Y, (∇∗)∗X Z)

= Xg(Y, Z)− g (Y,∇XZ) + g(Y, (∇∗)∗X Z),

donde en la segunda igualdad se despejo de la ecuación (2.1) y de aqúı se tiene que
g (Y,∇XZ) = g(Y, (∇∗)∗X Z), luego (∇∗)∗ = ∇. Note que en el caso Riemanniano se tiene
∇ = ∇∗ la cual combinada con que∇ sea libre de torsión, es decir,∇XY −∇YX = [X, Y ],
es la conexión de Levi-Civita. A partir de aqúı asumiremos que ∇ y ∇∗ son libres de
torsión.

Definición 2.1.2. (M, g,∇,∇∗) denota una variedadad con conexiones conjuga-
das donde (∇,∇∗) son conexiones conjugadas respecto a g.

Proposición 2.1.3. Dada ∇ en (M, g) existe una única conexión conjugada ∇∗.

23
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Demostración. Sean ∇∗ y ∇̃∗ conexiones conjugadas de ∇ luego se tienen las relaciones
Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇∗XZ) y Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y, ∇̃∗XZ) de aqúı se

tiene que g(Y,∇∗XZ) = g(Y, ∇̃∗XZ) y por tanto ∇∗ = ∇̃∗. �

Proposición 2.1.4. Sea ∇ =
∇+∇∗

2
la cual llamamos conexión promedio. Entonces

∇ es autoadjunta, es decir ∇ = ∇∗ y además coincide con la conexión métrica de Levi-
Civita.

Demostración. Tenemos que ver que Xg(Y, Z) = g
(
∇XY, Z

)
+ g

(
Y,∇XZ

)
. En efecto,

g
(
∇XY, Z) + g(Y,∇XZ

)
= g

(
∇XY +∇∗XY

2
, Z

)
+ g

(
Y,
∇XZ +∇∗XZ

2

)
=

1

2
[g (∇XY, Z) + g(Y,∇∗XZ)] +

1

2
[g(∇∗XY, Z) + g (Y,∇XZ)]

=
1

2
Xg(Y, Z) +

1

2
Xg(Z, Y ) = Xg(Y, Z).

Además, como ∇ y ∇∗ son libres de torsión entonces ∇ es libre de torsión y aśı ∇ es la
conexión de Levi-Civita. �

Definición 2.1.5. Una variedad estad́ıstica (M, g, C) es una variedad equipada con
un tensor métrico g y un (0, 3)-tensor totalmente simétrico llamado el tensor de Amari-
Chentsov definido como C = ∇g, donde ∇ es una conexión definida sobre M .

Considere la base {∂1, . . . ∂n}, entonces el tensor de Amari-Chentsov tiene la forma:

∇g(∂i, ∂j, ∂k) = ∂kg(∂i, ∂j)− g(∇∂k∂i, ∂j)− g(∂i,∇∂k∂j) = ∂kgij − Γki,j − Γkj,i, (2.2)

donde estamos usando que en coordenadas locales gij = g(∂i, ∂j) y los śımbolos de Chris-
toffel g(∇∂i∂j, ∂k) = Γij,k y de manera análoga se definen los śımbolos de Christoffel para
la conexión conjugada, g(∇∗∂i∂j, ∂k) = Γ∗ij,k. Ahora usando la ecuación (2.1) se tiene que

∂kgij = g (∇∂k∂i, ∂j) + g(∂i,∇∗∂k∂j) = Γki,j + Γ∗kj,i. (2.3)

Reemplazando esto en (2.2) se tiene

Cijk = Γ∗kj,i − Γkj,i, (2.4)

o en notación libre de coordenadas para X, Y, Z ∈ χ(M) se puede escribir como:

C(X, Y, Z) = g (∇∗XY −∇XY, Z) . (2.5)

Veamos que C es un tensor totalmente simétrico, es decir, Cijk = Cσ(i)σ(j)σ(k) para toda
permutación σ. Como ∇ y ∇∗ son libres de torsión se tiene Γkj,i = Γjk,i y Γ∗kj,i = Γ∗jk,i.
Luego por (2.4) vemos que Cijk = Cikj y de la ecuación (2.2) se tiene Cijk = Cjik y
aśı C es totalmente simétrico. Note que si ∇ es la conexión de Levi-Civita se tiene que
Γij,k = Γ∗ij,k y por tanto C = 0. Además, note que haciendo lo mismo con la conexión
conjugada ∇∗ se tiene ∇∗g = −C.
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Definición 2.1.6. Sobre una variedad estad́ıstica definimos una familia uniparamétri-
ca de conexiones afines ∇(α) llamadas α-conexiones con α ∈ R definidas como:

∇(α) =
1 + α

2
∇+

1− α
2
∇∗.

Si α = 0 se tiene que ∇(0) = ∇ la cual es la conexión de Levi-Civita. Si α = 1 se tiene
∇(1) = ∇ y para α = −1 se tiene ∇(−1) = ∇∗. Además, realizando un cálculo análogo
a la demostración de la proposición 2.1.4 se puede ver que ∇(α) =

(
∇(−α)

)∗
. Además,

el tensor de Amari-Chentsov para la variedad estad́ıstica con las conexiones conjugadas(
∇(α),∇(−α)

)
está dado por C(α) = αC. En efecto,

C(α) = ∇(α)g =
1 + α

2
∇g +

1− α
2
∇∗g =

1 + α

2
C − 1− α

2
C = αC.

Ahora para ver los śımbolos de Christoffel sea X, Y, Z ∈ χ(M), entonces

g
(
∇(α)
X Y, Z

)
=

1 + α

2
g (∇XY, Z) +

1− α
2

g (∇∗XY, Z) (2.6)

= g
(
∇XY, Z

)
+
α

2
C(X, Y, Z). (2.7)

De (2.7) se tiene Γ
(α)
ij,k = Γij,k +

α

2
Cijk, donde Γij,k son los śımbolos de Christoffel para

la conexión de Levi-Civita. Además, por (2.6) vemos que Γ
(α)
ij,k =

1 + α

2
Γij,k +

1− α
2

Γ∗ij,k,

luego tenemos dos formas equivalentes de escribir los śımbolos de Christoffel para esta
variedad. Aśı

(
M, g,∇(α),∇(−α)

)
define una variedad de conexiones conjugadas para todo

α ∈ R.

2.2. Funciones de Divergencia

Una función de divergencia representa un grado de separación entre dos puntos. Sin
embargo, no es una distancia pues no cumple la propiedad de simetŕıa, ni la desigualdad
triangular. Comenzaremos dando su definición y veremos como esta nos permite inducir
una geometŕıa sobre una variedad. Las ideas de esta sección serán tomadas de [L19],
[N18], [A16] y [LZ17].

Definición 2.2.1. Sea M una variedad y D : M ×M → [0,∞). D se llama función
de divergencia si es una función C3 y además satisface:

(a) D(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈M , con igualdad cuando x = y.

(b) ∂xiD(x, y)|x=y = 0 = ∂yjD(x, y)|x=y para todo i, j ∈ {1, . . . , n}.

(c) −∂xi∂yjD(x, y)|x=y es definida positiva.

Ahora veremos como una función de divergencia es capaz de inducir una métrica Rie-
manniana g con un par de conexiones conjugadas libres de torsión.
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Teorema 2.2.2. Sea M una variedad n-dimensional y sea D una función de divergencia
sobre M ×M , entonces

(
M, Dg, D∇, D∇∗

)
es una variedad de conexiones conjugadas

donde la métrica y las conexiones están dadas por:

Dgij(x) = −∂xi∂yjD(x, y)|x=y (2.8)

DΓij,k(x) = −∂yk∂xi∂xjD(x, y)|x=y (2.9)

DΓ∗ij,k(x) = −∂xk∂yi∂yjD(x, y)|x=y. (2.10)

Luego
(
M, Dg, DC

)
define una variedad estad́ıstica.

Demostración. Primero veamos como transforma Dgij bajo un cambio de coordenadas.
Considere el cambio de coordenadas x′ = x′(x) y y′ = y′(y) entonces

ghl(x
′) = −∂x′h∂y′lD(x′, y′)|x′=y′

= −∂x
′
h

∂xi
∂xi

(
∂y′l
∂yj

∂yjD(x′(x), y′(y))

)∣∣∣∣
x′=y′

= −∂x
′
h

∂xi

∂y′l
∂yj

∂xi∂yjD(x′(x), y′(y))|x′=y′ −
∂x′h
∂xi

∂2y′l
∂xi∂yj

(
∂yjD(x′(x), y′(y))

)∣∣
x′=y′

=
∂x′h
∂xi

∂y′l
∂yj

gij(x),

donde en la tercera igualdad se utilizó el inciso (b) de la definición de divergencia. Además,
como −∂xi∂yjD(x, y)|x=y es definida positiva por definición de función de divergencia y
además es simétrica porque D es C3 entonces Dgij es una métrica Riemanniana. Para ver
que las conexiones están bien definidas es suficiente con ver que se cumple la ecuación
(2.3) (dualidad con respecto a g)

DΓki,j +D Γ∗kj,i = −∂yj∂xk∂xiD(x, y)|x=y − ∂xi∂yk∂yjD(x, y)|x=y

= (∂xk + ∂yk)
(
−∂xi∂yjD(x, y)

)
|x=y

= ∂k
Dgij,

donde ∂k = (∂xk + ∂yk) |x=y. Además como D es C3 entonces DΓki,j y DΓ∗kj,i son libres
de torsión y el tensor de Amari-Chentsov es DCijk =D Γ∗kj,i −D Γkj,i. Además, un cálculo
parecido al hecho con la métrica muestra que DΓki,j y DΓ∗kj,i transforman como śımbolos

de Christoffel. Aśı
(
M,D g,D C

)
es variedad estad́ıstica. �

Como un primer ejemplo veremos la geometŕıa de Bregman.

Ejemplo 2.2.3. Considere F : Ω → R una función suave y convexa donde Ω ⊂ Rn es
un conjunto convexo y abierto. Defina la función divergencia de Bregman como:

BF (x, y) = F (x)− F (y)− 〈x− y,∇F (y)〉, (2.11)

donde 〈, 〉 denota el producto interno usual de Rn. Veamos que en efecto es una función
de divergencia:

(a) Como la función es estrictamente convexa entonces se tiene que F (x) − F (y) ≥
〈x− y,∇F (y)〉 luego BF (x, y) ≥ 0 con igualdad cuando x = y.
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(b) Tomando la derivada respecto a la primera entrada se tiene:

∂xiBF (x, y) = ∂xiF (x)− 〈∂xix,∇F (y)〉 = ∂xiF (x)− ∂yiF (y), (2.12)

luego si x = y se tiene ∂xiBF (x, x) = 0. Por otro lado, tomando la derivada respecto
a la segunda entrada se tiene,

∂yiBF (x, y) = −∂yiF (y)− 〈∂yi(−y),∇F (y)〉 − 〈x− y, ∂yi∇F (y)〉
= −∂yiF (y) + ∂yiF (y)− 〈x− y, ∂yi∇F (y)〉
= −〈x− y, ∂yi∇F (y)〉, (2.13)

de aqúı cuando x = y se tiene ∂xiBF (x, x) = 0.

(c) Con los cálculos anteriores se tiene que

∂yj∂xiBF (x, y) = ∂yj (∂xiF (x)− ∂yiF (y)) = −∂yj∂yiF (y).

Como F es estrictamente convexa entonces ∂yj∂yiF (y) ≥ 0 luego cuando x = y se
tiene −∂xj∂xiBF (x, x) = ∂xj∂xiF (x) la cual es una matriz definida positiva.

Aśı BF es una función de divergencia. Ahora podemos ver la estructura de variedad
estad́ıstica que induce BF . El Teorema 2.2.2 y los cálculos realizados arriba nos dice que

Dgij(x) = ∂xj∂xiF (x),

veamos ahora los śımbolos de Christoffel:

BFΓij,k = ∂yk∂xi∂xjBF (x, y)|x=y = ∂xi
(
∂yk∂yjF (y)

)
|x=y = 0,

BFΓ∗ij,k = ∂xk∂yi∂yjBF (x, y)|x=y = ∂xk∂xi∂xjF (x).

La estructura obtenida acá se conoce como variedad Hessiana, pues su métrica está
dada por la Hessiana de la función F .

Ahora considere F ∗ : V ∗ ⊂ (Rn)∗ → R el dual de Legendre de F definido como:

F ∗(v) := sup
x∈V
{〈x, v〉 − F (x)} . (2.14)

Note que de la definición se tiene que

F ∗(v) ≥ 〈x, v〉 − F (x), (2.15)

la cual se llama desigualdad de Fenchel donde x ∈ V y v ∈ V ∗. Veamos cuando se
cumple la igualdad. Considere la función F̃ (x, v) = 〈x, v〉 − F (x) y vamos a encontrar

el máximo de esta función. El máximo se da si 0 = ∇xF̃ (x, v) = v −∇F (x∗), donde x∗

es el punto donde se alcanza el máximo. Llame w = ∇F (x∗) y aśı el parámetro dual es
x∗ = (∇F )−1(w), aśı se obtiene

F ∗(w) = 〈(∇F )−1(w), w〉 − F
(
(∇F )−1(w)

)
. (2.16)
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Esta última expresión es conocida como transformación de Legendre. Por otro lado, se
tiene que (F ∗)∗(x) = sup

v∈V ∗
{〈x, v〉 − F ∗(v)} y haciendo lo mismo que antes para encontrar

el máximo se tiene que x = ∇F ∗(v∗) con v∗ el punto donde se alcanza el máximo, luego
v∗ = (∇F ∗)−1(x). Aśı la igualdad en (2.15) se tiene cuando x es la conjugada de Legendre
de w y viceversa, y las llamaremos variables conjugadas dadas por lo siguiente:

x = ∇F ∗(w) = (∇F )−1 (w)←→ w = ∇F (x) = (∇F ∗)−1 (x). (2.17)

Además vemos que para todo x ∈ V y v ∈ V ∗ se tienen las relaciones x = ∇F ∗(∇F (x))
y v = ∇F (∇F ∗(v)), es decir, (∇F ∗)−1 = ∇F y (∇F )−1 = ∇F ∗.

Veamos que (F ∗)∗ = F . En efecto,

(F ∗)∗(x) = 〈(∇F ∗)−1(x), x〉 − F ∗
(
(∇F ∗)−1(x)

)
= 〈∇F (x), x〉 − F ∗ (∇F (x))

= 〈∇F (x), x〉 − 〈(∇F )−1(∇F (x)),∇F (x)〉+ F
(
(∇F )−1(∇F (x))

)
= 〈∇F (x), x〉 − 〈x,∇F (x)〉+ F (x)

= F (x),

donde en la segunda igualdad se usó el hecho de que (∇F ∗)−1 = ∇F y en la primera y
tercera igualdad se usó (2.16).

Definición 2.2.4. Sean u, v ∈ V ∗. Se define el dual de la divergencia de Bregman
como

BF ∗(u, v) = BF (∇F (u),∇F (v)), (2.18)

Además, ahora podemos definir otra divergencia en términos de las variables conjugadas
(2.17).

Ejemplo 2.2.5. Definimos la divergencia canónica AF : V × V ∗ → R como

AF (x, v) = F (x) + F ∗(v)− 〈x, v〉. (2.19)

Note que AF (x, v) = AF ∗(v, x).

Veamos que AF es una función de divergencia.

(a) Por la desigualdad de Fenchel se tiene que AF (x, v) ≥ 0 con igualdad dada por (2.17).

(b) Derivando (2.19) respecto a la primera y segunda entrada se tiene

∂xiAF (x, v) = ∂xiF (x)− vi, (2.20)

∂viAF (x, v) = ∂viF
∗(v)− xi, (2.21)

nuevamente usando (2.17) se tiene que las derivadas son cero.

(c) ∂vj∂xiAF (x, v) = −δi,j = ∂xj∂viAF (x, v), luego −∂vi∂xiAF (x, v) es definida positiva.

En este caso tenemos que la métrica está dada por gij = δi,j y al tomar derivadas nueva-
mente y usando el Teorema 2.2.2 se tiene que los śımbolos de Cristhoffel de las conexiones
duales son 0, lo cual me dice que tengo una variedad que es dualmente plana. Además, en
términos de la divergencia de Bregman, la divergencia canónica se puede escribir como
BF (x, (∇F )−1(v)) = AF (x, v).
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2.3. Información de Fisher

Considere (Ω,B, P ) un espacio de probabilidad, donde Ω es el espacio muestral, B es
una σ-álgebra sobre Ω y P una función de probabilidad. Además, sea p : Ω → [0,∞)
la función densidad de probabilidad, es decir, dado A ⊂ Ω un conjunto medible se tiene
que P (A) =

∫
A
p(x)dx. Ahora considere una familia paramétrica de distribuciones de

probabilidad

P = {pθ(x) : θ = (θ1, . . . , θn) ∈M} ,

donde M una subvariedad abierta de Rn que llamamos espacio de parámetros y θ se
llama el parámetro de la familia. Además, definimos la función log-verosimilitud
como

l(θ, x) = ln (pθ(x)) , (2.22)

esta escritura será útil más adelante para los cálculos.

Definición 2.3.1. Sean pθ y pη densidades de probabilidad con θ, η ∈M entonces defini-
mos la función de entroṕıa relativa o divergencia de Kullback-Leibler entre dos
densidades de probabilidad como:

D(θ, η) =

∫
Ω

pθ(x) ln

(
pθ(x)

pη(x)

)
dx = Eθ

[
ln

(
pθ(x)

pη(x)

)]
, (2.23)

donde Eθ es la esperanza respecto a pθ. Además para todo x ∈ Ω tal que pη(x) = 0 se
tiene pθ(x) = 0. Cuando pθ(x) = 0 la contribución de término correspondiente se toma
como cero, pues ĺım

x→0+
x ln(x) = 0.

Proposición 2.3.2. La función de entroṕıa relativa (2.23) es una función de divergencia.

Demostración. Veamos que (2.23) cumple los incisos de la definición 2.2.1.

(a) La desigualdad de Jensen en formulación probabilista es ϕ (E[X]) ≤ E [ϕ(X)] con ϕ
una función convexa. Tome ϕ(x) = − ln(x) la cual es una función convexa luego se
tiene:

Eθ

[
ln

(
pθ(x)

pη(x)

)]
= Eθ

[
− ln

(
pη(x)

pθ(x)

)]
≥ − ln

(
Eθ

[
pη(x)

pθ(x)

])
= − ln

(∫
Ω

pθ(x)
pη(x)

pθ(x)
dx

)
= − ln

(∫
Ω

pη(x)dx

)
= − ln(1) = 0,

es decir, D(θ, η) ≥ 0 además si θ = η se tiene pθ = pη, luego ln
(
pθ(x)
pη(x)

)
= ln(1) = 0 y

aśı D(θ, θ) = 0.
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(b) Note que la ecuación (2.23) se puede escribir como

D(θ, η) =

∫
Ω

(pθ(x) ln(pθ(x))− pθ(x) ln(pη(x))) dx.

Calculando la derivada ∂θi se tiene:

∂θiD(θ, η) =

∫
Ω

(
(∂θipθ(x)) ln(pθ(x)) + pθ(x)

1

pθ(x)
∂θipθ(x)− (∂θipθ(x)) ln(pη(x))

)
dx.

Si θ = η el primer y último término se cancelan y se tiene:

∂θiD(θ, θ) =

∫
Ω

∂θipθ(x)dx = ∂θi

∫
Ω

pθ(x)dx = ∂θi(1) = 0.

Calculando la derivada ∂ηi se tiene:

∂ηiD(θ, η) = −
∫

Ω

pθ(x)∂ηi ln(pη(x))dx = −
∫

Ω

pθ(x)
1

pη(x)
∂ηipη(x)dx.

Si θ = η se tiene:

∂θiD(θ, θ) = −
∫

Ω

∂θipθ(x)dx = −∂θi
∫

Ω

pθ(x)dx = −∂θi(1) = 0.

(c) Con los cálculos anteriores se puede ver que

∂θi∂ηjD(θ, η) = −
∫

Ω

∂θipθ(x)∂ηj ln(pη(x))dx

= −
∫

Ω

pθ(x)
∂θipθ(x)

pθ(x)
∂ηj ln(pη(x))dx

= −
∫

Ω

pθ(x)∂θi ln(pθ(x))∂ηj ln(pη(x))dx

= −
∫

Ω

pθ(x)∂θil(θ, x)∂ηj l(η, x)dx.

Cuando θ = η se tiene

−∂θi∂θjD(θ, θ) =

∫
Ω

pθ(x)∂θil(θ, x)∂θj l(θ, x)dx = Eθ
[
∂θil(θ, x)∂θj l(θ, x)

]
.

Esta última expresión sabemos que es definida positiva y por tanto D es función de
divergencia. �

La última expresión obtenida en la prueba anterior es una matriz bien conocida que
veremos a continuación.

Definición 2.3.3. La Matriz de información de Fisher se define como

Iij(θ) = Eθ
[
∂θil(θ, x)∂θj l(θ, x)

]
. (2.24)
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Proposición 2.3.4. La matriz de información de Fisher (2.24) también se puede escribir
como:

Iij(θ) = −Eθ
[
∂θj∂θil(θ, x)

]
. (2.25)

Demostración.

−Eθ
[
∂θj∂θil(θ, x)

]
= −

∫
Ω

pθ(x)∂θj∂θi ln(pθ(x))dx

= −
∫

Ω

pθ(x)∂θj

(
1

pθ(x)
∂θipθ(x)

)
dx

= −
∫

Ω

pθ(x)

(
pθ(x)∂θj∂θipθ(x)− ∂θjpθ(x)∂θipθ(x)

[pθ(x)]2

)
dx

= −
∫

Ω

pθ(x)

(
∂θj∂θipθ(x)

pθ(x)
−
∂θjpθ(x)

pθ(x)

∂θipθ(x)

pθ(x)

)
dx

= −
∫

Ω

pθ(x)

(
∂θj∂θipθ(x)

pθ(x)
− ∂θj l(θ, x)∂θil(θ, x)

)
dx

= −
∫

Ω

(
∂θj∂θipθ(x)− pθ(x)∂θj l(θ, x)∂θil(θ, x)

)
dx

= −∂θj∂θi
(∫

Ω

pθ(x)dx

)
+

∫
Ω

pθ(x)∂θil(θ, x)∂θj l(θ, x)dx

= Eθ
[
∂θil(θ, x)∂θj l(θ, x)

]
,

donde en la última igualdad se utilizo que
∫

Ω
pθ(x)dx = 1. �

Ahora veremos la estructura geométrica inducida por la entroṕıa relativa.

Proposición 2.3.5. Sobre M se tiene una estructura de variedad estad́ıstica dada por:

Dgij(θ) = Eθ
[
∂θil(θ, x)∂θj l(θ, x)

]
, (2.26)

DΓij,k(θ) = Eθ
[
∂θk l(θ, x)

(
∂θi∂θj l(θ, x) + ∂θj l(θ, x)∂θil(θ, x)

)]
, (2.27)

DΓ∗ij,k(θ) = Eθ
[
∂θj∂θil(θ, x)∂θk l(θ, x)

]
. (2.28)

Demostración. Como ya sabemos que (2.23) es una función de divergencia entonces por el
Teorema 2.2.2 esta induce una métrica Riemanniana con conexiones conjugadas. Por (c)
de lo anterior tenemos que en estas coordenadas las componentes de la métrica están dadas
por Dgij(θ) = Eθ

[
∂θil(θ, x)∂θj l(θ, x)

]
. Veamos como quedan las conexiones conjugadas.

Usando la primera igualdad obtenida en (c) se tiene,

DΓij,k(θ) = ∂θi
(
−∂θj∂ηkD(θ, η)

)∣∣
θ=η

= −
∫

Ω

∂θi∂θjpθ(x)∂ηk l(η, x)dx

∣∣∣∣
θ=η

. (2.29)

Note que,

∂θi∂θj l(θ, x) = ∂θi

(
∂θjpθ(x)

pθ(x)

)
=

pθ(x)∂θi∂θjpθ(x)− ∂θjpθ(x)∂θipθ(x)

[pθ(x)]2

=
∂θi∂θjpθ(x)

pθ(x)
− ∂θj l(θ, x)∂θil(θ, x),
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de aqúı se tiene que

∂θi∂θjpθ(x) = pθ(x)
(
∂θi∂θj l(θ, x) + ∂θj l(θ, x)∂θil(θ, x)

)
.

Luego reemplazando en (2.29) se tiene que

DΓij,k(θ) = Eθ
[
∂θk l(θ, x)

(
∂θi∂θj l(θ, x) + ∂θj l(θ, x)∂θil(θ, x)

)]
.

Por otro lado

DΓ∗ij,k(θ) = ∂ηj (−∂θk∂ηiD(θ, η))
∣∣
θ=η

=

∫
Ω

∂ηj∂ηi ln(pη(x))∂θkpθ(x)dx

∣∣∣∣
θ=η

,

y por tanto,
DΓ∗ij,k(θ) = Eθ

[
∂θj∂θil(θ, x)∂θk l(θ, x)

]
.

Y con esto tenemos definida totalmente la geometŕıa sobre la variedad M . �

Considere la densidad pθ(x) y sea y = f(x) la transformación de la variable aleatoria x
a la variable aleatoria y, dicha transformación en general no es inyectiva, y por tanto no
siempre es posible recuperar x a partir de y. Si no es inyectiva se dice que se pierde la
información por la función f . Teniendo en cuenta esto introducimos la siguiente definición.

Definición 2.3.6. Una función y = f(x) se llama estad́ıstica suficiente cuando la
densidad de probabilidad pθ(x) se puede descomponer como pθ(x) = p̃θ(y)g(x). Es decir,
la información que se pierde al pasar de x a y no afecta al parámetro θ. En este sentido
y es suficiente para obtener a θ.

Ahora sea p̃θ(y) la densidad de probabilidad para y. Asi la divergencia de D(θ, η) entre

pθ(x) y pη(x) cambia a D̃(θ, η) que es entre p̃θ(y) y p̃η(y). Si no hay perdida de información
entonces se esperaŕıa que la divergencia entre las dos densidades fuera la misma, cuando
hay perdida se esperaria que seŕıa más dif́ıcil distinguir a θ de η, lo cual significa que

D̃(θ, η) ≤ D(θ, η). (2.30)

La ecuación (2.30) se conoce como monotonicidad de la información. Además, la
igualdad se da cuando la transformación f es una estad́ıstica suficiente.
La métrica de Fisher tiene muchas derivaciones y en algún sentido es la única (salvo
por un factor constante) métrica Riemanniana sobre la variedad de información que es
compatible con la distribución de probabilidad pθ. La prueba del siguiente teorema puede
consultarse en [A16].

Teorema 2.3.7. Cualquier divergencia que satisface la monotonicidad de la información
induce la métrica de Fisher salvo por un factor constante.

Ahora veremos dos ejemplos usuales de esta métrica.

Ejemplo 2.3.8. Familia de distribuciones exponenciales: Es una familia estad́ısti-
ca parametrizada por θ ∈ Θ, con Θ ⊂ Rn abierto. Las distribuciones están dadas por:

E =
{
pθ(x) = eh(x)·θ+k(x)−ψ(θ) para θ ∈ Θ

}
, (2.31)

con x una variable aleatoria, h(x) · θ =
N∑
i=1

hi(x)θi donde las funciones {hi}Ni=1 son lineal-

mente independientes en algún soporte en común y k es una función de x. Además ψ es



2.3. INFORMACIÓN DE FISHER 33

un factor de normalización con el cual se tiene
∫

Ω
pθ(x)dx = 1 para todo θ, por tanto, se

tiene que

ψ(θ) = ln

(∫
Ω

eh(x)·θ+k(x)dx

)
,

Veamos que ψ es una función convexa. Como 1 =
∫

Ω
pθ(x)dx, entonces derivando respecto

a θi se tiene

0 =

∫
Ω

(
hi(x)− ∂ψ(θ)

∂θi

)
pθ(x)dx

=

∫
Ω

hi(x)pθ(x)dx− ∂ψ(θ)

∂θi

∫
Ω

pθ(x)dx

= Eθ[hi(x)]− ∂ψ(θ)

∂θi
,

por tanto, se tiene que Eθ[hi(x)] = ∂ψ(θ)
∂θi

. Derivando la expresión
∫

Ω

(
hi(x)− ∂ψ(θ)

∂θi

)
pθ(x)dx

respecto a θj se tiene:

0 =

∫
Ω

(
−∂

2ψ(θ)

∂θj∂θi
pθ(x) +

(
hi(x)− ∂ψ(θ)

∂θi

)
∂pθ(x)

∂θj

)
dx

= −∂
2ψ(θ)

∂θj∂θi
+

∫
Ω

(
hi(x)− ∂ψ(θ)

∂θi

)(
hj(x)− ∂ψ(θ)

∂θj

)
pθ(x)dx

= −∂
2ψ(θ)

∂θj∂θi
+

∫
Ω

(hi(x)− Eθ[hi(x)]) (hj(x)− Eθ[hj(x)]) pθ(x)dx

= −∂
2ψ(θ)

∂θj∂θi
+ Var[hi(x)],

aśı ∂2ψ(θ)
∂θj∂θi

= Var[hi(x)] donde Var es la matriz de covarianza la cual sabemos que siempre

es definida positiva y por tanto ψ es convexa. Por otro lado, note que:

∂(ln(pθ(x)))

∂θi
= hi(x)− ∂ψ(θ)

∂θi
= hi(x)− Eθ[hi(x)],

reemplazando en (2.26) se tiene

IE(θ) =

∫
Ω

(hi(x)− Eθ[hi(x)]) (hj(x)− Eθ[hj(x)]) pθ(x)dx =
∂2ψ(θ)

∂θj∂θi
.

Por tanto, se obtiene una variedad Hessiana.

Ejemplo 2.3.9. Familia de distribuciones Gaussianas: Ahora veremos un ejemplo
muy bonito por la métrica que se obtiene. Considere la función de densidad de probabilidad
Gaussiana para una variable aleatoria x dada por:

p(µ,σ)(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 . (2.32)

El conjunto de todas las distribuciones Gaussianas forma una variedad 2-dimensional
donde los puntos son las funciones de densidad (2.32) y (µ, σ) es un sistema de coor-
denadas para la variedad, donde σ > 0. Aśı este espacio es homeomorfo al semi plano
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superior Θ = {(µ, σ) ∈ R2 : σ > 0}. Note que l((µ, σ), x) = −1
2

ln(2π)−ln(σ)− (x−µ)2

2σ2 . Pa-
ra calcular la métrica usaremos (2.25), luego necesitamos calcular las segundas derivadas
de l

∂2
µl((µ, σ), x) = − 1

σ2
,

∂µ∂σl((µ, σ), x) = −2
x− µ
σ3

,

∂σ∂µl((µ, σ), x) = −2
x− µ
σ3

,

∂2
σl((µ, σ), x) =

1

σ2
− 3

(x− µ)2

σ4
.

Colocando estas expresiones en (2.25) se obtiene que la matriz de Fisher es:

IΘ((µ, σ)) =

(
1
σ2 0
0 2

σ2

)
,

la cual se corresponde a la métrica de Poincaré para el semi plano superior, que se escribe
como:

(ds)2 =
(dµ)2 + 2(dσ)2

σ2
.



CAṔITULO 3

ALGORITMOS DE OPTIMIZACIÓN GEOMÉTRICA

3.1. Introducción a la Optimización

Considere M una variedad n-dimensional y f : M → R. El problema estándar de opti-
mización es encontrar el valor donde se obtiene el mı́nimo (o máximo) de una función,
esto es, encontrar

q∗ ∈ arg min
q∈M

f(q). (3.1)

Los algoritmos de optimización son operaciones dadas paso por paso las cuales terminan
después de cierto número de pasos y que permite generar una solución rápida con cierta
exactitud y precisión del problema anterior.

A continuación, vamos a describir brevemente algunos de los métodos de optimización
más usados, tomando las ideas de [HLW06], [SMDH13] y [L19].

3.1.1. Métodos con el gradiente

En la literatura, uno de los métodos más populares para solucionar el problema de mini-
mizar una función, es el método del descenso del gradiente donde el punto máximo o
mı́nimo puede ser local o global. El valor mı́nimo de una función se obtiene rápidamente
si se mueve en la dirección negativa del gradiente y viceversa, el máximo se obtiene al
moverse en la dirección del gradiente. Sea f : Rn → R, con f ∈ C1 podemos iniciar en
un punto x0 y empezamos a iterar mediante la siguiente relación,

xk+1 = xk − τ∇f(xk), (3.2)

donde el término τ es el tamaño de paso el cual es menor a 1.

Ahora consideremos un resultado de geometŕıa Riemanniana:

Proposición 3.1.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Sea f : M → R una función
sobre la variedad entonces el gradiente en M viene dado por

Grad(f) = g−1∇f

con ∇f el gradiente en Rn.

35
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Veamos una generalización inmediata del método del gradiente que nos da un algoritmo
para minimizar funciones definidas sobre variedades Riemannianas. Considere M una va-
riedad estad́ıstica parametrizada por θ = (θ1, . . . , θn). Note que por lo mencionado en la
Sección 2.3 las variedades estad́ısticas están equipadas naturalmente con la métrica de
Fisher, esto es particularmente relevante en el caso de optimizar funciones sobre varie-
dades estad́ısticas. El método que vamos a introducir va a ser importante como método
para obtener los parámetros que minimizan el negativo de la esperanza de la función
log-verosimilitud L(θ) = −Eθ[l(θ, x))]. La función L es una función escalar sobre M y
usualmente es suave. Por tanto, a partir de lo discutido anteriormente y la Proposición
3.1.1 es natural dar la siguiente definición:

Definición 3.1.2. Sea M una variedad n-dimensional. El gradiente natural está dado
por ∇NL = I−1∇L donde ∇ es el gradiente usual en Rn e I es la matriz de información
de Fisher.

De esta forma podemos considerar el método del descenso por el gradiente natural
dado por la expresión:

θk+1 = θk − τI−1∇L(θk). (3.3)

El método del descenso por el gradiente natural tiene la ventaja de que no se va a atorar
en los puntos donde el gradiente normal lo hace, es decir, cuando el gradiente de f es
casi 0. Su desventaja es que hay que calcular la matriz de información de Fisher en cada
iteración, y normalmente eso involucra calcular Hessiana (como en el Ejemplo 2.3.8) y
para problemas en muchas dimensiones esto es muy complicado de hacer. Es por esto
que a pesar de que el gradiente natural es muy bueno a nivel teórico, a nivel practico se
prefieren los algoritmos que sólo involucran información sobre el gradiente Euclideano de
f .

3.1.2. Métodos con el gradiente más momentum

Primero consideramos el método del momento clásico el cual introduce un factor de
velocidad que hace que la rapidez de convergencia del método del gradiente se acelere. El
método está dado por:

pk+1 = µpk − τ∇f(qk), (3.4)

qk+1 = qk + τpk+1, (3.5)

donde τ > 0 es el tamaño de paso, pk el momento y µ ∈ (0, 1) se llama coeficiente de
disipación.

Otro método es el método de gradiente acelerado de Nesterov el cual es una versión
modificada del método de momento y está dado por:

pk+1 = µkpk − τ∇f(qk + µkpk), (3.6)

qk+1 = qk + τpk+1. (3.7)

Lo primero a notar es que el método de Nesterov evalúa el gradiente en un punto
“futuro”(qk+µkvk), mientras que el método de momento lo evalúa en el punto “actual”(qk),
es decir, estamos usando un punto cercano a qk que se puede ver como una anticipación que
acelera el proceso de convergencia. A continuación, se puede ver de manera esquemática
cómo se comporta los dos métodos mencionados anteriormente.
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(a) (b)

Figura 3.1: (a) Método de momento clásico. (b) Método del gradiente acelerado de Nes-
terov.

3.1.3. De los algoritmos de optimización a los sistemas dinámi-
cos

A continuación, para cada uno de los métodos mencionados anteriormente encontraremos
una ecuación diferencial que da su ĺımite continuo y donde las ideas son tomadas de
[SBC16].

Proposición 3.1.3. El ĺımite continuo del método del gradiente (3.2) está dado por:

ẋ(t) +∇f(x(t)) = 0. (3.8)

Demostración. Considere el ansatz xk ≈ x(kτ) = x(t), luego xk+1 ≈ x((k + 1)τ) =
x(t+ τ). Realizando la expansión de Taylor se tiene:

xk+1 − xk ≈ x(t+ τ)− x(t) = ẋ(t)τ +
1

2
ẍ(t)τ 2 +O

(
τ 3
)
, (3.9)

reemplazando en (3.2) se obtiene

ẋ(t)τ +
1

2
ẍ(t)τ 2 +O(τ 3) = −τ∇f(x(t)),

de aqúı se tiene,

(ẋ(t) +∇f(x(t))) τ +
1

2
ẍ(t)τ 2 +O(τ 3) = 0,

despreciando los términos de orden superior se tiene (ẋ(t) +∇f(x(t))) τ = 0 y de acá se
tiene ẋ(t) +∇f(x(t)) = 0. �

Si realizamos este mismo procedimiento para el gradiente natural (3.3) se obtiene:

θ̇(t) + I−1∇L(θ(t)) = 0. (3.10)

Proposición 3.1.4. El método del momento dado por las ecuaciones (3.4) y (3.5), tiene
como ĺımite continuo la ecuación diferencial

q̈ + γ q̇ +∇f(q) = 0, (3.11)

donde γ > 0 es una constante que esta relacionada con µ mediante la expresión µ = e−γτ .
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Demostración. Multiplicando la ecuación (3.4) por τ y usando (3.5) se tiene

qk+1 − qk = τµpk − τ 2∇f(qk),

restando a ambos lados τpk

qk+1 − qk − τpk = τ(µ− 1)pk − τ 2∇f(qk),

usando nuevamente (3.5) se obtiene,

qk+1 − qk − (qk − qk−1) = (µ− 1)(qk − qk−1)− τ 2∇f(qk). (3.12)

Además, considere el ansatz qk ≈ q(kτ) = q(t) y de acá se tiene qk+1 ≈ q((k + 1)τ) =
q(t+ τ) y de la misma forma qk−1 ≈ q(t− τ). Expandiendo en la serie de Taylor se tiene
la ecuación (3.9) y además,

qk − qk−1 ≈ q(t)− q(t− τ) = q̇(t)τ − 1

2
q̈(t)τ 2 +O

(
τ 3
)
,

reemplazando en (3.12) se obtiene:

q̇τ +
q̈τ 2

2
+O(τ 3)−

(
q̇τ − q̈τ 2

2
+O

(
τ 3
))

= (µ− 1)

(
q̇τ − q̈τ 2

2
+O

(
τ 3
))
− τ 2∇f(q),

acomodando términos se tiene,

q̈τ 2 +O(τ 3) = (µ− 1)q̇τ − (µ− 1)
q̈τ 2

2
+O

(
τ 3
)
− τ 2∇f(q).

Note que como µ ∈ (0, 1) entonces se puede escribir como µ = e−γτ , que al hacer su
expansión en Taylor queda µ − 1 = −γτ + O(τ 2), luego reemplazando en la expresión
anterior se tiene,

q̈τ 2 +O(τ 3) = γq̇τ 2 +O(τ 3)− τ 2∇f(q),

agrupando términos se tiene

(q̈ + γq̇ +∇f(q)) τ 2 +O(τ 3) = 0,

despreciando los términos de orden superior se tiene el resultado. �

Note que al tomar µ = e−γτ estamos dando sentido al llamar µ coeficiente de disipación
ya que en la ecuación (3.11), f́ısicamente γ está asociado a la fricción del sistema. Es más,

veamos que no se conserva la enerǵıa. Considere la enerǵıa del sistema H = p2

2
+ f(q) y

tomando p = q̇ la ecuación (3.11) se puede reescribir como ṗ = −γp−∇f(q), entonces

Ḣ = pṗ+∇f(q)q̇ = p(−γp−∇f(q)) +∇f(q)p = −γp2. (3.13)

Proposición 3.1.5. El método de gradiente acelerado de Nesterov dado por las ecuacio-
nes (3.6) y (3.7) tiene como ĺımite continuo la ecuación diferencial

q̈ +
3

t
q̇ +∇f(q) = 0. (3.14)
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Demostración. Tome µk = k−1
k+2

y reacomodando se puede reescribir el método de Nesterov
como:

qk = pk−1 − τ∇f(pk−1), (3.15)

pk = qk +
k − 1

k + 2
(qk − qk−1). (3.16)

Ahora cambiando los ı́ndices en (3.15) por k+ 1 y reemplazando (3.16) en (3.15) se tiene

qk+1 = qk +
k − 1

k + 2
(qk − qk−1)− τ∇f(pk).

Dividiendo por
√
τ se tiene:

qk+1 − qk√
τ

=
k − 1

k + 2

qk − qk−1√
τ

−
√
τ∇f(pk). (3.17)

Ahora sea q(t) una curva suave definida para t ≥ 0. Tome t = k
√
τ entonces note que

k − 1

k + 2
=

t√
τ
− 1

t√
τ

+ 2
=

t−
√
τ

t+ 2
√
τ

=
t+ 2

√
τ − 3

√
τ

t+ 2
√
τ

= 1− 3
√
τ

t+ 2
√
τ
. (3.18)

Además considere el ansatz qk ≈ q(k
√
τ) = q(t) y de acá se tiene qk+1 ≈ q((k + 1)

√
τ) =

q(t +
√
τ) y de la misma forma qk−1 ≈ q(t −

√
τ). Expandiendo en la serie de Taylor se

tiene

qk+1 − qk ≈ q(t+
√
τ)− q(t) = q̇(t)

√
τ +

1

2
q̈(t)τ +O

(
(
√
τ)3
)
,

qk − qk−1 ≈ q(t)− q(t−
√
τ) = q̇(t)

√
τ − 1

2
q̈(t)τ +O

(
(
√
τ)3
)
,

dividiendo por
√
τ en estas expresiones se obtiene:

qk+1 − qk√
τ

= q̇(t) +
1

2
q̈(t)
√
τ +O

(√
τ
)
, (3.19)

qk − qk−1√
τ

= q̇(t)− 1

2
q̈(t)
√
τ +O

(√
τ
)
. (3.20)

Ahora para el término ∇f(pk) utilizamos (3.16), (3.18) y (3.20) y expandiendo en su serie
de Taylor se obtiene:

√
τ∇f(pk) =

√
τ∇f

(
qk +

√
τ

(
1− 3

√
τ

t+ 2
√
τ

)
qk − qk−1√

τ

)
=
√
τ∇f(q(t)) +O(

√
τ),

reemplazando todo esto en (3.17) se tiene:

q̇ +

√
τ

2
q̈ +O(

√
τ) =

(
1− 3

√
τ

t+ 2
√
τ

)(
q̇ −
√
τ

2
q̈ +O

(√
τ
))
−
√
τ∇f(q) +O(

√
τ),

acomodando términos se obtiene:(
q̈ +

3

t+ 2
√
τ
q̇ +∇f(q)

)√
τ +O(

√
τ) = 0,

despreciando los términos de orden superior se tiene q̈ + 3
t+2
√
τ
q̇ +∇f(q) = 0 y tomando

ĺımite cuando τ → 0 se tiene el resultado. �

Veamos que no se conserva la enerǵıa. Considere la enerǵıa del sistema H = p2

2
+ f(q) y

tomando p = q̇ la ecuación (3.14) se puede reescribir como ṗ = −3
t
p−∇f(q), entonces

Ḣ = pṗ+∇f(q)q̇ = p(−3

t
p−∇f(q)) +∇f(q)p = −3

t
p2. (3.21)
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3.2. Optimización Hamiltoniana

En la sección anterior encontramos que los métodos de momento clásico y de Nestorov
vistos, tienen como ĺımite continuo ecuaciones diferenciales de segundo orden que disi-
pan una enerǵıa (ver ecuaciones (3.13) y (3.21)), por tanto, es natural verlos desde una
perspectiva Hamiltoniana, luego consideraremos los siguientes 3 casos.

3.2.1. Hamiltonianos dependientes del tiempo

Una cantidad importante en mecánica es la enerǵıa y como vimos en la sección anterior
la función f juega el rol de enerǵıa potencial. Como necesitamos encontrar una enerǵıa
cinética una propuesta interesante está dada por la función divergencia de Bregman (ver
Ejemplo 2.2.3). Consideremos U ⊂ Rn un dominio y sea h : U → R una función convexa.
Considere la divergencia de Bregman Bh definida como en (2.11). El Hamiltoniano de
Bregman tiene la forma (ver [WWJ16]):

Hα,β,γ = eα+γBh∗
(
e−γp+∇h(q),∇h(q)

)
+ eα+γ+βf(q), (3.22)

donde (q, p) ∈ T ∗U , h∗ esta dada por (2.14) y α, β y γ son funciones que dependen del
tiempo y además deben cumplir las condiciones:

β̇ ≤ eα, (3.23)

γ̇ = eα. (3.24)

Estas condiciones tendrán sentido más adelante. La dinámica del Hamiltoniano de Breg-
man se obtiene de solucionar las ecuaciones (1.12). Recordando que q = ∇h∗(∇h(q)) se
tiene:

q̇ = eα
(
∇h∗

(
∇h(q) + e−γp

)
− q
)
, (3.25)

ṗ = −eα+γ∇2h(q)
(
∇h∗

(
∇h(q) + e−γp

)
− q
)

+ eαp− eα+β+γ∇f(q). (3.26)

Reacomodando la ecuación (3.25) se tiene:

e−αq̇ + q = ∇h∗
(
∇h(q) + e−γp

)
, (3.27)

usando el hecho de que p = ∇h(∇h∗(p)) se tiene:

∇h
(
e−αq̇ + q

)
= ∇h(q) + e−γp, (3.28)

usando esta expresión y derivando respecto al tiempo se tiene:

d

dt

(
∇h
(
e−αq̇ + q

))
=

d

dt

(
∇h(q) + e−γp

)
= ∇2h(q)q̇ − γ̇e−γp+ e−γ ṗ. (3.29)

Ahora si reemplazamos (3.27) en (3.26) se tiene

ṗ = −eγ∇2h(q)q̇ + eαp− eα+β+γ∇f(q). (3.30)

Ahora realizando la derivada de la izquierda de (3.29) se tiene

∇2h
(
e−αq̇ + q

) (
q̇ + e−αq̈ − α̇e−αq̇

)
= ∇2h(q)q̇ − γ̇e−γp+ e−γ ṗ,
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reacomodando términos y reemplazando (3.30) en la expresión anterior se tiene:

e−α∇2h
(
e−αq̇ + q

)
(q̈ + (eα − α̇) q̇) = (eα − γ̇) e−γp− eα+β∇f(q).

Como h es convexa se tiene que la matriz ∇2h (e−αq̇ + q) es invertible y despejando e−γp
de (3.28) se obtiene

q̈ + (eα − α̇) q̇ + e2α+β
[
∇2h

(
e−αq̇ + q

)]−1∇f(q)+

eα (γ̇ − eα)
[
∇2h

(
e−αq̇ + q

)]−1 [∇h (e−αq̇ + q
)
−∇h(q)

]
= 0. (3.31)

Esta es una ecuación diferencial de segundo orden obtenida de las ecuaciones de Hamilton.
Note que partiendo de (3.29) y usando (3.24), (3.25), (3.26) se obtiene:

d

dt

(
∇h
(
e−αq̇ + q

))
= −eα+β∇f(q). (3.32)

Teorema 3.2.1. Sea q∗ como (3.1), entonces la solución a la ecuación (3.32) satisface:

f(q(t))− f(q∗) ≤ O(e−β(t)).

Demostración. Considere la función de enerǵıa

Et(q) = Bh

(
q∗, q + e−αq̇

)
+ eβ (f(q)− f(q∗)) . (3.33)

Note que esta es una función de Lyapunov, pues Et(q∗) = 0 y Et(q) > 0 para todo
q ∈ U −{q∗} (pues f y h son convexas). Además, note que (3.33) es casi el Hamiltoniano
de Bregman (3.22). Derivando con respecto al tiempo y usando (3.32) se tiene:

Ėt(q) = −
〈
q∗ − q − e−αq̇, d

dt

(
∇h
(
e−αq̇ + q

))〉
+ β̇eβ (f(q)− f(q∗)) + eβ 〈∇f(q), q̇〉

= −
〈
q∗ − q − e−αq̇,−eα+β∇f(q)

〉
+ β̇eβ (f(q)− f(q∗)) + eβ 〈∇f(q), q̇〉

= eα+β 〈q∗ − q,∇f(q)〉+ β̇eβ (f(q)− f(q∗))

= −eα+β (f(q∗)− f(q)− 〈q∗ − q,∇f(q)〉) + β̇eβ (f(q)− f(q∗)) + eα+β (f(q∗)− f(q))

= −eα+βBf (q∗, q) +
(
β̇ − eα

)
eβ (f(q)− f(q∗)) .

Usando la condición (3.23) y que f(q)−f(q∗) ≥ 0 (por ser q∗ el punto donde f alcanza el

mı́nimo), vemos que
(
β̇ − eα

)
eβ (f(q)− f(q∗)) ≤ 0. Además como f es convexa entonces

Bf (q∗, q) ≥ 0 y por tanto −eα+βBf (q∗, q) ≤ 0, luego se tiene que Ėt(q) ≤ 0, aśı Et es
decreciente, por tanto para todo t ≥ t0 se tiene Et ≤ Et0 . Como Bh (q∗, q + e−αq̇) ≥ 0
entonces por (3.33) se tiene eβ (f(q)− f(q∗)) ≤ Et(q) ≤ Et0(q) y por tanto

f(q)− f(q∗) ≤ e−βEt0(q) = O(e−β).

�

Note que en la demostración se utilizó una función de Lyapunov. En muchas pruebas
de convergencia utilizan una función de Lyapunov que se halla pensando en enerǵıas de
sistemas mecánicos, pues en este caso se tomó una enerǵıa cinética dada por la divergencia
de Bregman y una enerǵıa potencial dada por la función f a minimizar. Por otro lado,
este teorema me da una razón de convergencia asociada a la solución de (3.32). Además,
para α dado podemos determinar a γ usando (3.24) y al colocar igualdad en (3.23) se
tiene una razón de convergencia de

O(e−β) = O
(
e
−

∫ t
t0
eα(s)ds

)
. (3.34)
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3.2.2. Hamoltonianos conformalmente simplécticos

Ahora consideraremos ejemplos para integradores simplécticos conformes y nos guiaremos
de [FSRV19] y el apéndice A.

Ejemplo 3.2.2. Podemos hacer una descomposición de (1.22) de tal forma que llamamos
C(z) = Ω∇H(z) y D(z) = −cDz con los flujos ΦC

t y ΦD
t respectivamente. Primero

consideramos una aproximación numérica a la parte conservativa ż = Ω∇H(z). Para

ello considere Φ̂C
τ un integrador numérico que aproxima a ΦC

t para intervalos de tiempo
pequeños [t, t+ τ ]. El método simpléctico de Euler es:

qk+1 = qk + τ∇pH(qk, pk+1)

pk+1 = pk − τ∇qH(qk, pk+1).

Y luego para la parte disipativa ż = −cDz el cual me da las ecuaciones q̇ = 0 y ṗ = −cp.
Considerando Φ̂D

τ un integrador numérico que aproxima a ΦD
t para intervalos de tiempo

pequeños [t, t+ τ ] y aplicando el método simpléctico de Euler se tiene:

qk+1 = qk

pk+1 = e−cτpk.

Aśı Φ̂τ = Φ̂C
τ ◦ Φ̂D

τ es un integrador numérico para (1.22) dado por:

qk+1 = qk + τ∇pH(qk, pk+1)

pk+1 = e−cτpk − τ∇qH(qk, pk+1).
(3.35)

Si consideramos un Hamiltoniano de la forma H(q, p) = T (p)+f(q) donde T es la enerǵıa
cinética y f es la enerǵıa potencial, entonces la expresión anterior se reduce a

qk+1 = qk + τ∇T (pk+1)

pk+1 = e−cτpk − τ∇f(qk).
(3.36)

Teorema 3.2.3. El integrador (3.35) es un integrador simpléctico conforme.

Demostración. Note que de la ecuación (3.35) se tiene:

dqk+1 = dqk + τHpq(qk, pk+1)dqk + τHpp(qk, pk+1)dpk+1 (3.37)

dpk+1 = e−cτdpk − τHqq(qk, pk+1)dqk − τHqp(qk, pk+1)dpk+1 (3.38)

Donde la notación Hqp(qk, pk+1) = ∂2H
∂q∂p

(qk, pk+1). Reacomodando se tiene:

dqk+1 − τHpp(qk, pk+1)dpk+1 = (I + τHpq) dqk

(I + τHqp) dpk+1 = e−cτdpk − τHqqdqk,

donde las derivadas de H están evaluadas en (qk, pk+1). Ahora haciendo el producto cuña
entre estas dos expresiones se tiene:

(I + τHqp) dqk+1 ∧ dpk+1 = e−cτ (I + τHpq) dqk ∧ dpk

Como I + τHqp es invertible entonces se tiene dqk+1 ∧ dpk+1 = e−cτdqk ∧ dpk y por tanto
es un integrador conforme. �
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Ejemplo 3.2.4. Considere el Hamiltoniano

H(q, p) =
‖p‖2

2m
+ f(q),

donde m es la masa de una part́ıcula sujeta a un potencial f . Usando (1.21) se tiene{
q̇ = p

m

ṗ = −∇f(q)− cp,
(3.39)

este sistema puede ser escrito como q̈ + cq̇ + ∇f(q)
m

= 0 que al tomar m = 1 se obtiene
(3.11) que es el ĺımite continuo del método de momento clásico. El método del momento
clásico es un integrador simpléctico conforme para este sistema (Teorema 3.2.3), pero el
método de gradiente acelerado de Nesterov no lo es.

Teorema 3.2.5. El método del gradiente acelerado de Nesterov dado por (3.6) y (3.7)
no es un integrador simpléctico conforme para el sistema Hamiltoniano (3.39).

Demostración. Considere la discretización de (3.39) dada por:

pk+1 = e−γτpk − τ∇f
(
qk + e−γτ

τ

2m
pk

)
, (3.40)

qk+1 = qk +
τ

2m
pk+1. (3.41)

Para simplificar cálculos llame q̃k = qk + e−γτ τ
2m
pk y note que si µ = e−γτ entonces (3.40)

y (3.41) es el método de Nesterov dado en (3.6) y (3.7). Ahora obtenemos:

dpk+1 = e−γτdpk − τ∇2f (q̃k) dq̃k, (3.42)

dqk+1 = dqk +
τ

2m
dpk+1, (3.43)

donde dq̃k = dqk + e−γτ τ
2m
dpk. Note que

dqk+1 ∧ dpk+1 =
(
dqk +

τ

2m
dpk+1

)
∧ dpk+1

= dqk ∧ dpk+1

= e−γτdqk ∧ dpk − τ∇2f (q̃k) dqk ∧ dq̃k

= e−γτdqk ∧ dpk − τ∇2f (q̃k) dqk ∧
(
dqk + e−γτ

τ

2m
dpk

)
= e−γτdqk ∧ dpk − e−γτ

τ 2

2m
∇2f (q̃k) dqk ∧ dpk

= e−γτ
(

1− τ 2

2m
∇2f (q̃k)

)
dqk ∧ dpk.

Como dqk+1 ∧ dpk+1 6= e−γτdqk ∧ dpk entonces (3.40) y (3.41) no puede ser simpléctico
conforme. �
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3.2.3. Hamiltonianos de contacto

Ahora veremos cómo los métodos anteriores se pueden obtener mediante un Hamiltoniano
de contacto, y esto se logra escogiendo un Hamiltoniano apropiado. El resultado es tomado
de [BDFB19].

Proposición 3.2.6. Sea H un Hamiltoniano de contacto, entonces

(a) Para H = H(q, p, t), es decir, H no depende de S, se recupera la dinámica simpléctica
obtenida con las ecuaciones (1.12).

(b) Para H = H(q, p, t) + cS se recupera la dinámica de los sistemas conformalmente
simplécticos obtenida de las ecuaciones (1.21).

(c) Para H = 1
2
‖p‖2 + e2α+βf(q) + (eα − α̇)S se recupera la dinámica de Bregman.

(d) Para H = 1
2
‖p‖2 + f(q) + 3

t
S se recupera el ĺımite continuo del método de Nesterov

(3.14).

Demostración. (a) Como tenemos un Hamiltoniano de contacto sabemos que su dinámica
está dada por las ecuaciones (1.26), luego si H = H(q, p.t) vemos que ∂H

∂S
= 0 y por

tanto las dos primeras ecuaciones en (1.26) nos dan (1.12) y la tercera ecuación está
desacoplada de las dos primeras.

(b) Nuevamente utilizando (1.26) para H = H(q, p, t) + cS se tiene ∂H
∂S

= c y por tan-
to las dos primeras ecuaciones de (1.26) dan como resultado las ecuaciones (1.21).
Nuevamente la tercera ecuación es una ecuación desacoplada de las dos primeras.

(c) De nuevo usando (1.26) con H = 1
2
‖p‖2 + e2α+βf(q) + (eα − α̇)S vemos que

q̇ = p,

ṗ = −e2α+β∇f(q)− p(eα − α̇),

combinando estas dos ecuaciones se tiene q̈ + (eα − α̇)q̇ + e2α+β∇f(q) = 0 la cual es
un caso particular de la ecuación (3.31) en donde se utiliza h = 1

2
‖q‖2 y la condición

(3.24). Luego se recupera la dinámica de Bregman.

(d) Usando (1.26) con H = 1
2
‖p‖2 + f(q) + 3

t
S se tiene:

q̇ = p,

ṗ = −∇f(q)− 3

t
p,

y combinando estas dos expresiones se obtiene (3.14).

�

Debido a la proposición anterior podemos ver que también recuperamos los ĺımites con-
tinuos obtenidos anteriormente, todo lo anterior es un caso particular de un sistema de
contacto.
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3.3. Optimización Hamiltoniana Natural

El Teorema 2.2.2 nos mostró que las funciones de divergencia inducen una métrica y
dos conexiones duales, ahora veremos que ellas también inducen de manera natural una
estructura simpléctica y de contacto sobre las variedades apropiadas. Para justificar la
palabra natural recordamos que para el gradiente natural se utilizó la estructura Rieman-
niana “natural” de la variedad para calcular el gradiente. En esta sección utilizaremos una
estructura simpléctica o de contacto “natural” de la variedad para calcular las ecuaciones
de Hamilton. Tal estructura natural la construiremos usando una función de divergencia,
como veremos en el siguiente teorema que se encuentra en [LZ17].

Teorema 3.3.1. Sea M una variedad de dimensión n y D una función de divergencia
definida sobre M ×M . Entonces D induce una forma simpléctica sobre M ×M dada por

ωD(q, p) = −
n∑

i,j=1

∂qi∂pjD(q, p)dqi ∧ dpj. (3.44)

Demostración. Sea (q, p) ∈ M × M , q fijo y tome la variedad Mp = {q} × M ' M
entonces T ∗Mp tiene una 2-forma simpléctica que en coordenadas de Darboux (η, p) tiene

la forma ωp =
n∑
i=1

dpi ∧ dηi. Defina la función RD : M ×M → T ∗Mp dada por

RD(q, p) =

(
p,

n∑
i=1

∂piD(q, p)dpi

)
.

El Jacobiano de esta función esta dado por:(
0 ∂pi∂qjD(q, p)
δij ∂pi∂pjD(q, p)

)
,

la cual es no degenerada en una vecindad de la diagonal ∆M = {(q, p) ∈M ×M : q = p}.
Aśı RD es localmente un difeomorfismo, luego podemos calcular el pullback de ωp,

R∗Dωp = R∗D

(
n∑
i=1

dpi ∧ dηi

)

=
n∑
i=1

dpi ∧ d(∂yiD(q, p))

=
n∑
i=1

(
dpi ∧

n∑
j=1

(
∂qj∂piD(q, p)dqj + ∂pj∂piD(q, p)dpj

))

= −
n∑

i,j=1

∂qi∂pjD(q, p)dqi ∧ dpj,

donde
n∑
j=1

∂pj∂piD(q, p)dpi∧dpj = 0 pues ∂pj∂piD(q, p) = ∂pi∂pjD(q, p). De manera análo-

ga se puede definir la función LD : M ×M → T ∗Mq dada por

LD(q, p) =

(
q,

n∑
i=1

∂qiD(q, p)dqi

)
,
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de tal forma que L∗Dωq = −
n∑

i,j=1

∂qi∂pjD(q, p)dqi ∧ dpj donde ωq =
n∑
i=1

dqi ∧ dζi es la

2-forma simpléctica sobre T ∗Mq en coordenadas de Darboux (q, ζ), es decir que sobre
M ×M tenemos la forma simpléctica deseada. Veamos que en efecto es simpléctica, para
ello veremos que la forma es cerrada y no degenerada. Para ver que es no degenerada
vemos que,

ωnD = n! det [Di,j] dq1 ∧ dp1 ∧ . . . ∧ dqn ∧ dpn,

la cual no se anula si det [Di,j] 6= 0 y sabemos que esto no se anula en un abierto de la
diagonal de ∆M . Además, realizando un cálculo vemos que es cerrada,

dωD =
n∑

i,j,k=1

(
∂3D

∂qk∂qi∂pj
dqk ∧ dqi ∧ dpj +

∂3D

∂pk∂qi∂pj
dpk ∧ dqi ∧ dpj

)
= 0.

Luego se tiene una 2 forma simpléctica. �

Como ya tenemos una forma simpléctica el siguiente paso es calcular como quedan las
ecuaciones de Hamilton utilizando la 2-forma (3.44). Note que como no estamos en
coordenadas de Darboux debemos utilizar esta expresión. Para ello debemos calcular

la expresión ιXHωD = −dH, luego considere las expresiones dH =
n∑
i=1

(
∂H
∂qi
dqi + ∂H

∂pi
dpi

)
,

XH =
n∑
i=1

(
Xqi

∂
∂qi

+Xpi
∂
∂pi

)
y Y =

n∑
i=1

(
Yqi

∂
∂qi

+ Ypi
∂
∂pi

)
. Entonces

ιXHωD(Y ) = ωD(XH , Y )

=
n∑

i,j=1

(
−∂pj∂qiD(q, p)dqi ∧ dpj

)
(XH , Y )

= −
n∑

i,j=1

∂pj∂qiD(q, p) [dqi(XH)dpj(Y )− dpj(XH)dqi(Y )]

= −
n∑

i,j=1

∂pj∂qiD(q, p)
[
Xqidpj −Xpjdqi

]
(Y ).

Luego se tiene la relación

n∑
i=1

(
n∑
j=1

∂pj∂qiD(q, p)Xqidpj −
n∑
j=1

∂pj∂qiD(q, p)Xpjdqi

)
=

n∑
i=1

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)
.

En el lado izquierdo al intercambiar los ı́ndices en la primera suma se tienen las expre-
siones

∂H

∂qi
= −

n∑
j=1

∂pj∂qiD(q, p)Xpj , (3.45)

∂H

∂pi
=

n∑
j=1

∂qj∂piD(q, p)Xqj , (3.46)

Como D es función de divergencia sabemos que ∂pj∂qiD(q, p) es definida positiva en un
abierto de la diagonal ∆M luego dicha matriz es invertible y se puede obtener la expresión
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para XH .

XH =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

[
∂qj∂piD(q, p)

]−1 ∂H

∂pj

∂

∂qi
−

n∑
j=1

[
∂pj∂qiD(q, p)

]−1 ∂H

∂qj

∂

∂pi

)
, (3.47)

donde
[
∂pj∂qiD(q, p)

]−1
denota los elementos de la inversa de la matriz

(
∂pj∂qiD(q, p)

)n
i,j=1

.

Aśı las ecuaciones de Hamilton son:
q̇i =

n∑
j=1

[
∂qj∂piD(q, p)

]−1 ∂H
∂pj

ṗi = −
n∑
j=1

[
∂pj∂qiD(q, p)

]−1 ∂H
∂qj
.

(3.48)

Ejemplo 3.3.2. Como primer ejemplo considere D(q, p) = AF (q, p) la divergencia canóni-
ca entonces por el inciso (c) del Ejemplo 2.2.5 sabemos que −∂qi∂pjD(q, p) = δi,j, por
tanto se obtiene Dj,i(q, p) = δj,i y Di,j(q, p) = δi,j, aśı el campo Hamiltoniano tiene la
forma:

XH =
n∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi

)
.

Luego en este caso se obtiene el campo Hamiltoniano (1.11) que ya hab́ıamos obtenido.
Si además H(q, p) = AF (q, p) y usando las ecuaciones (2.20) y (2.21) se tiene{

q̇i = ∂piF
∗(p)− qi

ṗi = −∂qiF (q) + pi.
(3.49)

Ejemplo 3.3.3. También podemos usar D(q, p) = BF (q, p) la divergencia de Breg-
man, donde por el inciso (c) del Ejemplo 2.2.3 se tiene −∂qj∂piBF (q, p) = ∂pj∂piF (p) =
(∇2F (p))i,j. Denotamos (∇2F (p))−1

i,j la inversa de la matriz Hessiana (la cual existe por-
que la matriz es definida positiva y por tanto invertible), entonces,

XH =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

(∇2F (p))−1
j,i

∂H

∂pj

∂

∂qi
−

n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j

∂H

∂qj

∂

∂pi

)

=
n∑

i,j=1

(∇2F (p))−1
i,j

(
∂H

∂pj

∂

∂qi
− ∂H

∂qj

∂

∂pi

)
,

de donde se obtiene que las ecuaciones de Hamilton para este caso toman la forma:
q̇i =

n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j

∂H
∂pj
,

ṗi = −
n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j

∂H
∂qj
.

(3.50)

Si además H(q, p) = BF (q, p) y usando las ecuaciones (2.12) y (2.13) se tiene
q̇i = −

n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j 〈q − p, ∂pi∇F (p)〉,

ṗi = −
n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j (∂qiF (q)− ∂piF (p)).

(3.51)
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Note que en ambos ejemplos se obtiene una 2-forma simpléctica (la cuál es no degenera-
da) en todo M ×M y no solo cerca de la diagonal.

El Teorema 3.3.1 nos da una estructura simpléctica “natural”, sin embargo, esta no es útil
para hacer optimización, pues las ecuaciones de Hamilton obtenidas son conservativas.
Por otro lado, vimos que la estructura de contacto incluye los casos de Hamiltonianos
dependientes del tiempo y sistemas conformalmente simplécticos, luego es natural pre-
guntarnos si el Teorema 3.3.1 tiene un análogo para el caso de una estructura de contacto
y poder trabajar con ella en optimización. La respuesta a esto nos lo da el siguiente
teorema:

Teorema 3.3.4. Sea M una variedad de dimensión n y D una función de divergencia
definida sobre M ×M . Entonces D induce dos formas de contacto sobre M ×M × R
dadas por

α1
D(q, p, S) = dS −

n∑
i=1

∂qiD(q, p)dqi, (3.52)

α2
D(q, p, S) = dS −

n∑
i=1

∂piD(q, p)dpi. (3.53)

Demostración. Al igual que en la prueba del Teorema 3.3.1 consideramos la notación
Mp = {q}×M 'M y Mq = M×{p} 'M . Defina la función LD : M×M×R→ T ∗Mq×R
dada por

LD(q, p, S) = (q,
∑

∂qiD(q, p)dqi, S).

El Jacobiano de esta función está dado porδi,j ∂qi∂qjD(q, p) 0
0 ∂pj∂qiD(q, p) 0
0 0 1

 ,

la cual es no degenerada en una vecindad de la diagonal ∆M . Aśı LD es localmente un
difeomorfismo. Sobre T ∗Mq ×R en coordenadas de Darboux (q, ξ, S) podemos escribir la
forma de contacto como αq = dS −

∑
ξidqi, aśı calculando el pullback se tiene,

L∗Dαq = L∗D

(
dS −

∑
ξidqi

)
= L∗D (dS)−

∑
L∗D (ξidqi)

= dS −
∑

∂qiD(q, p)dqi.

De manera análoga se puede definir la función RD : M ×M × R → T ∗Mp × R definida
como

RD(q, p, S) = (p,
∑

∂piD(q, p)dpi, S).

De tal forma que sobre T ∗Mp×R tenemos una forma de contacto, que en coordenadas de
Darboux (p, η, S) esta dada por αp = dS−

∑
ηidpi y aśı calculando el pullback se obtiene

R∗Dαp = dS−
∑
∂piD(q, p)dpi. Por otro lado, note que que la derivada exterior de ambas 1-

formas dan como resultado la ecuación (3.44) (módulo un signo), por tanto efectivamente
son formas de contacto, es más, ambas 1-formas obtenidas son la contactificación de las



3.3. OPTIMIZACIÓN HAMILTONIANA NATURAL 49

2 1-formas exactas que se hubieran obtenido si en el Teorema 3.3.1 hubiéramos hecho el
pullback de la 1-forma tautológica en lugar de hacerlo con la 2-forma. Aśı sobre M×M×R
tenemos dos formas de contacto. �

Ahora vamos a calcular las ecuaciones de Hamilton para las 1-formas de contacto (3.52)
y (3.53). Note que como no estamos en coordenadas de Darboux debemos utilizar estas
expresiones. Para ello tenemos que usar las expresiones de la Definición 1.3.4. Primero,
note que el campo de Reeb para ambas 1-formas es ξ = ∂

∂S
pues un cálculo permite

comprobar que ιξdα
j
D = 0 y ιξα

j
D = 1 para j ∈ {1, 2}. Aśı por el Lema 1.3.5 se tiene

fH = −∂H
∂S

. Considere XH =
n∑
i=1

(
Xqi

∂
∂qi

+Xpi
∂
∂pi

)
+XS

∂
∂S

y además tenemos que dH =

n∑
i=1

(
∂H
∂qi
dqi + ∂H

∂pi
dpi

)
+ ∂H

∂S
dS. Primero usamos la relación −H = ιXHα

1
D entonces

−H = ιXHα
1
D = α1

D(XH) = XS −
n∑
i=1

∂qiD(q, p)Xqi .

Luego se tiene:

XS =
n∑
i=1

∂qiD(q, p)Xqi −H. (3.54)

Por otro lado, usando la identidad de Cartan se tiene

LXHα1
D = ιXH(dα1

D)− dH

= ιXH

(
n∑
i=1

dqi ∧ d(∂qiD(q, p))

)
− dH

= ιXH

(
n∑

i,j=1

∂pj∂qiD(q, p)dqi ∧ dpj

)
− dH

=
n∑
i=1

(
n∑
j=1

∂qj∂piD(q, p)Xqjdpi −
n∑
j=1

∂pj∂qiD(q, p)Xpjdqi

)
− dH.

Esta última expresión es igual a

=
n∑
i=1

(
n∑
j=1

(
∂qj∂piD(q, p)Xqj −

∂H
∂pi

)
dpi −

n∑
j=1

(
∂pj∂qiD(q, p)Xpj +

∂H
∂qi

)
dqi

)
−∂H
∂S

dS.

Pero esto debe ser igual a fHα
1
D = −∂H

∂S
α1
D = −∂H

∂S
dS +

∑n
i=1

∂H
∂S
∂qiD(q, p)dqi. De acá se

obtienen las expresiones:
n∑
j=1

∂pi∂qjD(q, p)Xqj =
∂H
∂pi

,

n∑
j=1

∂pj∂qiD(q, p)Xpj +
∂H
∂qi

= −∂H
∂S

∂qiD(q, p).

Luego las componentes del campo Hamiltoniano son:
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Xqi =
n∑
j=1

[
∂pi∂qjD(q, p)

]−1 ∂H
∂pj

, (3.55)

Xpi = −
n∑
j=1

[
∂pj∂qiD(q, p)

]−1
(
∂H
∂S

∂qjD(q, p) +
∂H
∂qj

)
, (3.56)

XS =
n∑

i,j=1

∂qiD(q, p)
[
∂pi∂qjD(q, p)

]−1 ∂H
∂pj
−H, (3.57)

donde (3.57) se obtiene de reemplazar (3.55) en (3.54). Un cálculo similar usando α2
D nos

da que en este caso las componentes del campo Hamiltoniano tienen la forma:

Xqi =
n∑
j=1

[
∂pj∂qiD(q, p)

]−1
(
∂H
∂S

∂pjD(q, p) +
∂H
∂pj

)
, (3.58)

Xpi = −
n∑
j=1

[
∂pi∂qjD(q, p)

]−1 ∂H
∂qj

, (3.59)

XS = −
n∑

i,j=1

∂piD(q, p)
[
∂pi∂qjD(q, p)

]−1 ∂H
∂qj
−H. (3.60)

Ejemplo 3.3.5. Como primer ejemplo consideraremos D(q, p) = AF (q, p) la divergencia
canónica y usando (3.52), se tiene

q̇i = −∂H
∂pi

ṗi = ∂H
∂S

(∂qiF (q)− pi) + ∂H
∂qi

Ṡ = −
n∑
i

(∂qiF (q)− pi)∂H∂pi −H,
(3.61)

las cuales si comparamos con las ecuaciones (1.26) se parecen salvo el factor extra que
está apareciendo ∂qiF (q). En el caso que H(q, p, S) = AF (q, p) + γS con γ ∈ R se tiene:

q̇i = qi − ∂piF ∗(p)
ṗi = (γ + 1)(∂qiF (q)− pi)

Ṡ =
n∑
i

(∂qiF (q)− pi)(∂piF ∗(p)− qi)− F (q)− F ∗(p) + 〈q, p〉 − γS.
(3.62)

Ejemplo 3.3.6. Ahora si D(q, p) = BF (q, p) las ecuaciones de Hamilton de contacto
toman la forma 

q̇i =
n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j

∂H
∂pj

ṗi =
n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j

(
∂H
∂S

(∂qjF (q)− ∂pjF (p))− ∂H
∂qj

)
Ṡ =

n∑
i,j=1

(∂qjF (q)− ∂pjF (p))(∇2F (p))−1
i,j

∂H
∂pj
−H.

(3.63)

En el caso que H(q, p.S) = BF (q, p) + γS con γ ∈ R se tiene
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q̇i = −
n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j 〈q − p, ∂pj∇F (p)〉

ṗi = (γ − 1)
n∑
j=1

(∇2F (p))−1
i,j (∂qjF (q)− ∂pjF (p))

Ṡ = −
n∑

i,j=1

(∂qjF (q)− ∂pjF (p))(∇2F (p))−1
i,j 〈q − p, ∂pj∇F (p)〉 −BF (q, p)− γS.

Usando lo anterior, queremos buscar un resultado análogo al teorema principal de [FJV20]
que enunciamos en apéndice (Teorema A.0.11), luego necesitamos lo siguiente:

Lema 3.3.7. Sea H un Hamiltoniano cuyas ecuaciones del movimiento están dadas por
(1.12). Considere una modificación del flujo Hamiltoniano (1.12) dada por{

q̇ = ∇pH + q∗ − q
ṗ = −∇qH + p∗ − p,

(3.64)

donde (q∗, p∗) es el punto donde H alcanza su mı́nimo. Entonces si H es una función
convexa en q y en p, tal que H(q∗, p∗) = 0 y H ≥ 0 se cumple la desigualdad

H(q(t), p(t)) ≤ H(q(0), p(0))e−t. (3.65)

Demostración. Note que

Ḣ(q, p) = 〈∇qH, q̇〉+ 〈∇pH, ṗ〉
= 〈∇qH,∇pH + q∗ − q〉+ 〈∇pH,−∇qH + p∗ − p〉
= 〈∇qH, q

∗ − q〉+ 〈∇pH, p
∗ − p〉

=
(
∇qH ∇pH

)( q∗ − q
p∗ − p

)
≤ H(q∗, p∗)−H(q, p) = −H(q, p),

donde la desigualdad se tiene porque H es convexa. Luego Ḣ(q, p) ≤ −H(q, p) y de acá
por la desigualdad de Grönwall se tiene el resultado. �

Ahora considere el Hamiltaniano

H(q, p) = Bf (q, q
∗) +Bf∗(p, p

∗). (3.66)

Note que p∗ = ∇qf(q∗) = 0 y por tanto se tiene,

Bf (q, q
∗) = f(q)− f(q∗). (3.67)

Además, note que H(q∗, p∗) = 0. Si utilizamos este Hamiltoniano en la ecuación (3.64) y
usando que ∇pf

∗(p∗) = q∗ se obtiene{
q̇ = ∇pf

∗(p)− q
ṗ = −∇qf(q)− p,

(3.68)
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El problema con el Hamiltoniano (3.66) es que depende del punto óptimo que queremos
encontrar, aśı que vamos a definir un Hamiltoniano de contacto que no dependa de (q∗, p∗).
Considere el Hamiltoniano H dado por (3.66) y construyamos H de la siguiente forma:

H = −H + 〈q, p〉 − 〈q∗, p〉+ 〈q, p∗〉+ 2S − 2f(q) (3.69)

= −f(q)− f ∗(p) + 〈q, p〉+ 2S − 2f(q) (3.70)

= −Af (q, p) + 2S − 2f(q), (3.71)

donde vemos que la última igualdad no depende del punto óptimo.

Para encontrar el sistema Hamiltoniano usaremos las ecuaciones de Hamilton inducidas
por la divergencia canónica dada por la ecuación (3.61), al realizar el cálculo vemos que
el sistema que se obtiene es el (3.68) y por lo tanto obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.8. El sistema Hamiltoniano de contacto dado por el Hamiltoniano (3.71)
junto con las ecuaciones de contacto (3.61) converge exponencialmente al punto óptimo,
es decir,

f(q(t))− f(q∗) ≤ e−t(f(q(0))− f(q∗)). (3.72)

Demostración. Como (3.66) y (3.71) generan el mismo sistema Hamiltoniano (3.68) en-
tonces si probamos la desigualdad (3.72) usando (3.66) entonces también funciona para
(3.71). Como (3.66) satisface el Lema 3.3.7 entonces se tiene

Bf (q(t), q
∗) +Bf∗(p(t), p

∗) = H(q(t), p(t)) ≤ H(q(0), p(0))e−t

Colocando p(0) = p∗ = 0 y usando que Bf∗(p(t), p
∗) ≥ 0 y (3.67) se tiene

f(q(t))− f(q∗) ≤ e−t (Bf (q(0), q∗) +Bf∗(p(0), p∗)) = e−t(f(q(0))− f(q∗))

Luego se tiene la desigualdad deseada. �

A continuación, vamos a agregar algunos comentarios sobre el Teorema 3.3.8, que es el
resultado principal del presente trabajo.

Note que en la demostración no se utilizó ninguna propiedad especifica de f ∗, por
lo tanto en general este teorema funciona con Hamiltonianos de la forma

H = −Bf (q, q
∗)−BF ∗(p, p

∗) + 〈q, p〉 − 〈q∗, p〉+ 〈q, p∗〉+ 2S − 2f(q), (3.73)

donde F es cualquier otra función suave y convexa que debe cumpir que q∗ =
∇F ∗(p).

Hasta el momento en la literatura el único resultado para una convergencia expo-
nencial hacia el óptimo está dado por el Hamiltoniano de Bregman definido en la
Sección 3.2.1, Ecuación (3.22). Por un lado, hay un parecido entre el Hamiltoniano
de Bregman y el encontrado en la ecuación (3.71). Por otro lado, nuestra derivación
es más general y más geométrica, y la forma del Hamiltoniano en (3.71) permite
hacer una descomposición directa de su flujo para obtener una discretización que
respete las propiedades del flujo continuo (ver el apéndice).
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Note que para llegar al Teorema 3.3.8 se utilizó tanto la divergencia canónica (para
inducir la 1-forma de contacto apropiada sobre M ×M ×R) como la divergencia de
Bregman (para encontrar al Hamiltoniano). Entonces vemos como las estructuras
que definen la geometŕıa de la información juegan un papel importante en este caso.

A pesar de haber utilizado a la divergencia canónica para inducir a la 1-forma de
contacto, no hemos utilizado la estructura de variedad dualmente plana que está
también inducida por la misma divergencia (ver Ejemplo 2.2.5). Es posible que se
pueda encontrar otros algoritmos de optimización que utilicen las geodésicas de las
conexiones duales planas inducidas por la divergencia canónica.

Con respecto a la expresión (3.73), note que

BF ∗(p, p
∗) = F ∗(p)− F ∗(p∗)− 〈p− p∗,∇F ∗(p∗)〉

= F ∗(p)− F ∗(p∗)− 〈p− p∗, q∗〉
= F ∗(p)− F ∗(p∗)− 〈p, q∗〉

entonces el término 〈p, q∗〉 siempre desaparece en (3.73) y recuerde que p∗ = 0, aśı
que el Hamiltoniano (3.73) tampoco depende de la solución óptima q∗, p∗.



CONCLUSIONES

En este trabajo se exploró la relación entre la geometŕıa de la mecánica y la geometŕıa
de la información. Para ello hemos revisado algunos de los conceptos generales de la
geometŕıa simpléctica y de contacto, con los cuales se pueden definir geométricamente
sistemas mecánicos con disipación, y después hemos revisado algunas de las herramientas
t́ıpicas de la geometŕıa de la información, como por ejemplo las funciones de divergencia
que inducen estructuras métricas y conexiones duales sobre una variedad. Finalmente, se
ha probado que una función de divergencia induce también una estructura simpléctica o
de contacto “natural” sobre la variedad apropiada (Teoremas 3.3.1 y 3.3.4), aśı estable-
ciendo un enlace concreto entre la geometŕıa subyacente a la mecánica y la geometŕıa de
la información.

Por otro lado, hemos utilizado el estudio mencionado anteriormente para encontrar nue-
vos sistemas dinámicos Hamiltonianos cuya evolución resuelva el problema de encontrar el
mı́nimo de una función convexa asignada. Este resultado (Teorema 3.3.8) es el resultado
principal del presente trabajo. El primer aspecto interesante del resultado obtenido es que
a nivel continuo la tasa de convergencia obtenida es exponencial, lo cual extiende y sim-
plifica algunos resultados anteriores en la literatura [WWJ16]. Otro aspecto relevante del
Teorema 3.3.8 es que para obtenerlo se han usado tanto la divergencia canónica, la cual
nos ha permitido encontrar la 1-forma de contacto “natural” con la cual trabajar, como
la divergencia de Bregman, la cual nos ha ayudado a definir el Hamiltoniano, probando
aśı que el enlace anteriormente establecido entre geometŕıa de la mecánica y geometŕıa
de la información puede ser muy fructuoso.

Este trabajo deja abiertas diferentes direcciones de investigación. Para empezar, no he-
mos profundizado el estudio de las estructuras simplécticas y de contacto inducidas por
las funciones de divergencia y de su relación con las estructuras métricas y de conexiones
duales que también son inducidas por las mismas divergencias. Algunos resultados en este
sentido pueden encontrarse en [ZL16] y [ZL13].

Para la parte de optimización, queda abierta una dirección fundamental, que es proponer
una discretización del flujo Hamiltoniano de contacto correspondiente al Teorema 3.3.8
y encontrar el orden de convergencia del correspondiente algoritmo discreto. Para ello,
se espera que exista un resultado análogo al Teorema A.0.11 obtenido en [FJV20], donde
se prueba que los algoritmos de discretización geométricos brevemente resumidos en el
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apéndice respetan el orden de convergencia continuo salvo por un error que decrece ex-
ponencialmente en el tiempo.
Otras direcciones en las que se pueden extender los resultados de este trabajo son:

1. Utilizar la estructura geométrica simpléctica o de contacto para probar más pro-
piedades de los sistemas Hamiltonianos de interés en optimización, por ejemplo,
¿se puede encontrar una equivalencia módulo una transformación de contacto de-
pendiente del tiempo del Hamiltoniano de Bregman (3.22) con el Hamiltoniano del
Teorema 3.3.8?, ¿se puede usar a los contactomorfismos y a las simetŕıas de los sis-
temas que se pretende optimizar para reducir el problema de optimización? (como
en [LL19]), ¿se puede considerar problemas de optimización con restricciones en un
esquema geométrico de tipo Dirac? (como en [LGLRR20]).

2. En principio se pueden considerar otras funciones de divergencia y otros tipos de
Hamiltonianos para encontrar diferentes algoritmos de optimización, y quizás poder
abordar el caso de funciones no convexas.

3. Estaŕıa interesante extender el análisis desarrollado en [LZ17] sobre la equivalencia
entre las funciones de divergencia y los llamados “Lagrangianos discretos exactos”
en la teoŕıa geométrica de discretización de sistemas Hamiltonianos al caso de con-
tacto. Esto podŕıa llevar a otro tipo de enfoque más “variacional” con respecto al
problema de optimización.

4. Se podŕıa tratar de extender parte del análisis de este trabajo a otros temas de
recién interés en Machine Learning como por ejemplo los llamados “Hamiltonian
Neural Networks”(ver [GDY19]).
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APÉNDICE A

INTEGRACIÓN GEOMÉTRICA

La integración geométrica es la integración numérica de una ecuación diferencial que pre-
serva una o más de sus propiedades geométricas. Ejemplo de las propiedades geométricas
son volumen, enerǵıa, estructura simpléctica, entre otros.

Comenzamos definiendo que es un integrador numérico, veremos los que son de nuestro
interés, los simplécticos y aśı introducimos ejemplos del método de Euler simpléctico y no
simpléctico. Además, vemos que cuando un campo vectorial no es integrable lo podemos
descomponer en campos que si sean integrables y aśı poder construir de manera más
fácil integradores simplécticos o de contacto. Damos ejemplos de esto y concluimos con
un teorema de convergencia que justifica porque trabajamos con sistemas continuos y no
discretos. Para exponer esto nos guiaremos de [HLW06], [BSVZ19] y [FJV20].

Definición A.0.1. Un integrador numérico es una función Φ̂τ : R2n → R2n con paso
τ > 0 tal que las iteraciones

xk = Φ̂τ (xk−1), x(0) = x0, (A.1)

aproximan el verdadero estado del sistema, x(tk) = (q(tk), p(tk)) en un instante discreto
tk = τk para k ∈ N. Además, si Φt es el flujo verdadero entonces el integrador se dice de
orden r ≥ 1 si ∥∥∥Φ̂τ (x)− Φt(x)

∥∥∥ = O(τ r+1).

Definición A.0.2. Un integrador numérico Φ̂τ , donde τ es el tamaño de paso, para un
sistema Hamiltoniano conservativo se llama un integrador simpléctico si preserva la
estructura simpléctica, es decir, Φ̂∗τω = ω. Además, se dice simpléctico conforme si

Φ̂τ es conforme simpléctico, es decir, Φ̂∗τωk+1 = e−cτωk siempre y cuando Φ̂h sea aplicado

a un campo Hamiltoniano suave. Note que iterando k veces se obtiene Φ̂∗τωk = e−cτkω0.

Ejemplo A.0.3. Consideremos el método de Euler para el Hamiltoniano del oscilador
armónico adimensional H = q2+p2

2
. Las ecuaciones de Hamilton toman la forma dq

dt
= p

y dp
dt

= −q aplicando el método de Euler (no simpléctico) se tiene

qk+1 = qk + τpk (A.2)

pk+1 = pk − τqk, (A.3)
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respectivamente para cada ecuación. Por otro lado, note que

Hk+1 =
q2
k+1 + p2

k+1

2

=
1

2

(
(qk + τpk)

2 + (pk − τqk)2)
=

1

2

(
q2
k + p2

k + τ 2
(
p2
k + q2

k

))
= Hk + τ 2Hk.

Esto nos permite ver que el error de la enerǵıa se va acumulando en cada paso τ pues el
término τ 2Hk siempre es positivo.

Ejemplo A.0.4. Ahora consideraremos el método simpléctico de Euler para el Hamil-
toniano del oscilador armónico adimensional H = q2+p2

2
. Las ecuaciones de Hamilton

toman la forma dq
dt

= p y dp
dt

= −q aplicando el método simpléctico de Euler se tiene

qk+1 = qk + τpk (A.4)

pk+1 = pk − τqk+1, (A.5)

respectivamente para cada ecuación. Por otro lado, note que

Hk+1 =
q2
k+1 + p2

k+1

2

=
1

2

(
(qk + τpk)

2 + (pk − τqk+1)2)
=

1

2

(
q2
k + 2τqkpk + τ 2p2

k + p2
k − 2τpk(qk + τpk) + τ 2(qk + τpk)

2
)

=
1

2

(
q2
k + τ 2p2

k + p2
k − 2τ 2p2

k + τ 2(q2
k + 2τqkpk + τ 2p2

k)
)

=
1

2

(
q2
k + p2

k + τ 2(q2
k + p2

k)− 2τ 2p2
k + 2τ 3qkpk + τ 4p2

k

)
= Hk + τ 2Hk − τ 2p2

k + τ 3qkpk +
1

2
τ 4p2

k

Sin pérdida de generalidad podemos omitir los términos de τ 3 y τ 4 aśı se tiene la relación
Hk+1 = Hk + τ 2(Hk − p2

k) donde podemos ver que a diferencia del método de Euler el
error no se acumula, si no que va oscilando alrededor del valor del Hamiltoniano, pues
el término Hk − p2

k puede ser positivo o negativo.

Definición A.0.5. Sea X campo vectorial. Decimos que X es exactamente integrable si
la ecuación diferencial ẋ = X (x), con problema de valor inicial x (0) = x0, tiene solución
x(t) = exp (tX)x0 donde exp (tX) se puede encontrar anaĺıticamente como el operador
flujo del campo vectorial en un tiempo t.

Ejemplo A.0.6. Considere la ecuación
(
dx
dt
, dy
dt

)
= X(x, y) = (x, y) donde el campo

vectorial es un campo radial (ver figura A.1) entonces el flujo de esta ecuación viene
dado por exp(tX)(x, y) = (xet, yet), luego X es exactamente integrable.
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Figura A.1: Descomposición del campo vectorial X = (x, y) en los campos X1 = (x, 0) y
X2 = (0, y).

Considere el sistema dx
dt

= X(x) en Rn donde X no es exactamente integrable. Suponga-
mos que podemos descomponer el campo vectorial como dx

dt
= X1(x)+X2(x) de tal forma

que los nuevos campos sean exactamente integrables y calculamos los flujos exp(tX1) y
exp(tX2) de los sistemas dx

dt
= X1(x) y dx

dt
= X2(x) respectivamente.

La siguiente proposición se demuestra utilizando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff
y nos permite construir integradores de segundo orden (ver [Y90]).

Proposición A.0.7. Sea X(x) un campo vectorial, si X se puede descomponer como una

suma X(x) =
n∑
i=i

Yi(x) donde cada uno de los campos Yi(x) es exactamente integrable,

entonces

S2(τ) = exp
(τ

2
Y1

)
exp

(τ
2
Y2

)
· · · exp (τYn) · · · exp

(τ
2
Y2

)
exp

(τ
2
Y1

)
,

es un integrador de segundo orden para la ecuación diferencial ẋ = X (x).

La proposición nos dice que si descomponemos el campo vectorial X en suma de campos
vectoriales Yi de tal forma que los campos Yi pueden ser integrados de manera exacta
entonces podemos combinar estas soluciones para tener un integrador de segundo orden
para X.

Existen diferentes algoritmos para construir expĺıcitamente integradores de orden par,
que pueden consultarse en [BSVZ19, Proposición 7 y 8], los cuales nos permiten construir
integradores de contacto (o simplécticos), es decir, que preserven la estructura de contacto
(o simpléctica).

Proposición A.0.8. Sea H un Hamiltoniano de contacto o simpléctico tal que H =
n∑
i=1

Hi y además cada campo XHi es exactamente integrable. Entonces el integrador

S2(τ) = exp
(τ

2
XH1

)
exp

(τ
2
XH2

)
· · · exp (τXHn) · · · exp

(τ
2
XH2

)
exp

(τ
2
XH1

)
, (A.6)

es de segundo orden y preserva la estructura de contacto o simpléctica.

Como S2 es un integrador simpléctico o de contacto, entonces tiene un Hamiltoniano aso-
ciado, conocido como Hamiltoniano sombra, el cual se puede escribir como una serie
usando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff. Este Hamiltoniano sombra es impor-
tante porque hace que casi se preserve el Hamiltoniano original. Por otro lado, si en (A.6)
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usamos la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff y tenemos en cuenta que XH =
n∑
i=1

XHi

se obtiene
S2(τ) = exp(τXH) +O(τ 3).

Tome N = T
τ

, entonces se puede aproximar la evolución de la dinámica para un tiempo
T con error cuadrático, pues componiendo N veces se tiene

(S2(τ))N = (exp(τXH))N +
T

τ
O(τ 3) = exp(TXH) +O(τ 2).

Ejemplo A.0.9. Considere el Hamiltoniano del oscilador armónico adimensional H =
q2+p2

2
y considere este como la suma de dos Hamiltonianos H1 = q2

2
y H2 = p2

2
aśı los

respectivos campos Hamiltonianos son

XH1 = −q ∂
∂p

XH2 = p
∂

∂q
.

El integrador de segundo orden está dado por

S2(τ) = exp
(τ

2
XH1

)
exp (τXH2) exp

(τ
2
XH1

)
,

aśı solucionando las ecuaciones de flujo se tiene:

exp
(τ

2
XH1

)[ q
p

]
=

[
q

p− qτ
2

]

exp (τXH2)

[
q
p

]
=

[
q + pτ
p

]
.

Realizando la composición se recuperan las ecuaciones (A.4) y (A.5).

Ejemplo A.0.10. Consideremos el Hamiltoniano para el oscilador armónico amortigua-
do.

H =
p2

2m
+

1

2
mω2q2 + γS.

Donde m es la masa de la part́ıcula, ω es la frecuencia angular y γ es el coeficiente de
fricción. Tome H1 = p2

2m
, H2 = 1

2
mω2q2 y H3 = γS. Luego el integrador de segundo orden

según la proposición A.0.8 es

S2(τ) = exp
(τ

2
XH1

)
exp

(τ
2
XH2

)
exp (τXH3) exp

(τ
2
XH2

)
exp

(τ
2
XH1

)
.

Entonces utilizando la ecuación (1.25) se encuentra que
XH1 = p2

2m
∂
∂S

+ p
m

∂
∂q

XH2 = −1
2
mω2q2 ∂

∂S
−mω2q ∂

∂p

XH3 = −γS ∂
∂S
− γp ∂

∂p
.

Solucionando las ecuaciones del flujo para cada Hamiltoniano se obtiene:
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exp
(τ

2
XH1

) q
p
S

 =

 q + pτ
2m

p

S + p2τ
4m



exp
(τ

2
XH2

) q
p
S

 =

 q

p− mω2qτ
2

S − mω2q2τ
4



exp (τXH3)

 q
p
S

 =

 q
pe−γτ

Se−γτ

 .
Cuando se tiene un integrador geométrico, el siguiente teorema da el orden de error
que hay entre un método de optimización discreto y uno continuo para cierto sistema
Hamiltoniano. Este es el teorema principal en [FJV20].

Teorema A.0.11. Considere un sistema Hamiltoniano disipativo dependiente del tiempo
dado por (1.17), con función Hamiltoniana

H = e−η1(t)T (q, p, t) + eη2(t)f(q),

con η1 y η2 funciones monótonas crecientes que son las que se encargan de dar disipa-
ción al sistema, además, T es la enerǵıa cinética y la consideramos Lipchitz. Sea Φτ un
integrador de contacto con respecto a la estructura de contacto definida por la 1-forma de
Poincaré-Cartan de orden r, tal que cumple la condición de Lipschitz

||Φτ (y)− Φτ (x)|| ≤ (1 + τLΦ)||y − x||,

para alguna constante LΦ > 0 y para todo x, y ∈ T ∗M . Entonces Φτ preserva la razón
continua de convergencia salvo por un error pequeño dado por

f(qk)− f(q∗) = f(q(tk))− f(q∗) +O(τ re−η2(tk)) (A.7)

donde eLΦtk−η1(tk) <∞ para tk muy grande. Esto se tiene para tiempos grandes dados por
tk = τk = O(τ rere

τ0
τ ) con τ0 > 0 independiente de τ .
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