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Capitulo 1

Introduccion

Los digrupos son conjuntos con dos operaciones binarias y asociativas que
cumplen algunas condiciones de tal forma que generalizan a los grupos. Esto nos
da herramientas del Algebra para poder estudiar algunas de sus caracteristicas. Sin
embargo, una de sus caracteristicas mds atractivas estd en la Geometria Diferencial,
ya que si los dotamos de una estructura de variedad diferenciable y suponemos que
Sus mapeos son suaves entonces no sélo son una generalizacién para los grupos sino
que también son una buena generalizacién para los grupos de Lie; més atin, son una
solucién parcial para el problema de las Coquecigrue", el cual plantea la necesidad
de encontrar una estructura algebraica que generalice a los grupos de Lie y en donde
se cumpla el Tercer Teorema de Lie para las dlgebras de Leibniz; esto ha motivado

una parte considerable de su estudio.

Por otra parte, estudiar las simetrias de un objeto, es una tarea que no sélo tiene
interés en las mateméticas. De hecho, cuando se estudian de manera formal y precisa
las simetrias de un conjunto, lo que en realidad se estudia es la accién de un grupo
sobre tal espacio; de ahf que estudiar las acciones de una generalizacién de los grupos,

como son los digrupos, puede llegar a ser muy interesante en otras ciencias ademds
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de las matemadticas, y eso explica el tema de la tesis.

Desde el punto de vista de las matemadticas, este concepto involucra otras no-
ciones como drbita, estabilizador, representacion, etc.; varios de estos conceptos se
estudiardn en el Capitulo 2 desde una perspectiva algebraica. Sin embargo, el con-
cepto de representacién de digrupo, que presenta varias sutilezas que se detallardan

mas adelante, serd estudiado a futuro.
A continuacién veremos una breve descripcién de la estructura de este trabajo:

Como bien se conoce, los digrupos son una categorfa que tiene relaciéon con los
grupos de Lie, dlgebras de Lie, dlgebras de Leibniz y didlgebras (ver [6], [§], [12]). Al
proponer una definicién de la accién de un digrupo, una de las primeras preguntas
que surge es ;qué tipo de relacién existe entre esta nueva definicién y la definicién
de accién en las otras categorfas mencionadas? En el Capitulo 3 se estudian parte de
estas relaciones basdndonos en la versién infinitesimal de las acciones de los digrupos
y haciendo uso del Teorema 33, el cual permitird ver a estas acciones como acciones

de grupos y mapeos equivariantes con algunas condiciones adicionales.

En la parte final de este trabajo se encuentra el apéndice, donde se estudiara la

nocion de accion bilateral de digrupo, y se terminara con un capitulo de conclusiones.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Digrupos

Aunque los digrupos fueron introducidos por varios autores con enfoques difer-
entes entre ellos, nosotros seguiremos en gran parte el mostrado por Kinyon en [8] ya
que este camino permite tener una visualizacién global de los digrupos y su conexién

con las dlgebras de Leibniz y los racks de Lie.

En esta seccién veremos algunos conceptos bdsicos de digrupos junto con un
teorema de caracterizacion que nos permitird entenderlos mejor y relacionarlos con

las otras categorias.

Definicién 1 Un digrupo es una 4-tupla (D,F,,e) formada por un conjunto D,
dos operadores asociativos =, D x D — D y un elemento e € D tales que cumplen
los siguientes axiomas para todo x,y,z € D:

Lzxd(ydz)=xz4(@yF 2)

2 (xdy)Fz=(zFy k2

3. (rky)dz=aF(yd2)
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J.eFr=x-de=ux. A e selellama unidad barra marcada.
5. Existe un tunicox ™ € D tal quex - ' =a ' Hx=e. A 27! se conoce como el

inverso de x.

El primer ejemplo que se deberia considerar para un digrupo es cualquier grupo,
ya que se pueden definir los dos mapeos del digrupo iguales al operador de grupo y

se verifican facilmente los axiomas de la Defincién 1.

En lo siguiente denotaremos a D como un digrupo tal como en la Definicién 1.
Algunas de las propiedades mas bédsicas que se derivan de los axiomas de digrupo

son:

Proposicion 2 Sea D un digrupo, entonces para todo x,y € D se tiene:
lLrxre=(x)'l=e-dx

2. (zky)t=y o (zvdy) =y tda?

S (z ) tratry=y=yda 4 (z71)"L.

Notamos de la propiedad 3 que para todo x € D, (x71)~! F 27! es una unidad
barra. Esto nos muestra que en los digrupos no necesariamente hay una tinica unidad
barra. Al conjunto de todas las unidades barra se le llamard el halo del digrupo al
que denotaremos por F, es decir, E :={rx € D:xFy=y 4z =y Vy € D}.
Se puede mostrar, usando las propiedades anteriores, que si F = {e} entonces el
digrupo es un grupo, como consecuencia, si queremos un digrupo no trivial, su halo

debe tener més de un elemento.

Otro item importante a tener en cuenta en todo digrupo es que, en general,
(x71) 71 #£ z; esto da lugar a considerar otro subconjunto importante de cualquier
digrupo D, G = {(z7!)~! : x € D}. Se puede entonces ver que G es cerrado respecto

a las operaciones I, - ; en efecto, gracias a que V(z~!)7!, (y71)~1 € G se tiene que

EH'EE )T =@k y @) A @) = (e Ay y s
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(y™1) "'+ 2 = x entonces y = e, lo cual implica que G es un subdigrupo de D y a la

vez es también un grupo.

Para los digrupos, al igual que en los grupos, también se tiene el concepto de

homomorfismo. Este estd dado por la siguiente definicion:

Definicién 3 Sean (Dy,F,,e1) y (D2, >, <, e5) digrupos. Un homomorfismo

®: Dy — Dy es un mapeo que cumple que para todo x,y € Dy:

P(rkFy) =) > 0(y); O(rHy) =2(z) IP(y) y Ple)) = ey

Como consecuencia, los digrupos forman una categorfa. Un uso importante de la
Definicion 3 se muestra en [8] cuando demuestra el siguiente teorema de descomposi-

cién para digrupos:

Teorema 4 Sea D un digrupo y sean G, E como se definieron anteriormente en-
tonces se tiene:

1. G actiia como grupo en E con la accion definida por: A« := A+ a4 A~ para
todo A € G, a € E. Ademds, A-e = e para todo A € G.

2. La 4-tupla (G x E,>,<, (e,e)), donde para todo A, B € G y todo o, 5 € E los

mapeos >; < se definen como:

(A,a)>(B,B) = (AFB,AFBAA™
(A,Oé)ﬂ(B,ﬁ) = (AFB,CV)

es un digrupo.
3. D y G x E son isomorfos como digrupos via el mapeo x — ((x71)" 1 27! + x)

para todo v € D.

Ejemplo 5 Sean G = SO(n); E = S™ C R"™ y supongamos que G actiia en E por

rotaciones dejando fija la iltima coordenada de los elementos de E; como hay dos
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puntos fijos en E respecto a esta accion (los dos polos), entonces tomamos uno de
ellos, digamos N = (0,...,0,1).
Luego, aplicando el teorema anterior, formamos el digrupo D = G X E con parte de
grupo SO(n), halo S™ y unidad barra marcada € = (Idgn, N). Los inversos tienen la
forma (A7Y,N), A € SO(n), las unidades barra tienen la forma (Idgn, ), a € S™.
Finalmente, los operadores del digrupo estin dados por:

(A,a) (B, B) = (AB,Ap)

(A,) 4 (B,5) = (AB,«).

Gracias al Teorema 4 podemos estudiar a los digrupos desde los grupos y sus ac-
ciones. Una implicacién de este teorema la podemos observar en la siguiente proposi-
cién la cual describe, andlogo al Teorema 4, una descomposicién para los homomor-

fismos de digrupos.

Proposiciéon 6 Dado un homomorfismo de digrupos ¢ : Gy x E1 — Go x FEy, este
se puede descomponer como ¢ = (f, ) donde f : G1 — Gy es un homomorfimos de

grupos y i : By — Fy es un mapeo equivariante.

Finalmente, similar al caso de grupos de Lie, si dotamos a D de una estructura de
variedad y suponemos que los mapeos -, 4 son diferenciables entonces diremos que D
es un digrupo de Lie. De aqui también tenemos que los homomorfismos de digrupos
de Lie serdn los homomorfismos diferenciables entre digrupos de Lie. Adicional a
esto, se pueden encontrar mds propiedades algebraicas sobre los digrupos en [3],[8] y

[13].

2.2. Racks de Lie.

Los racks son una categoria con uso no sélo en la Geometria Diferencial sino

también en la teoria de nudos, ya que ellos satisfacen axiomas similares al segundo y
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tercer movimiento de Reidemeister, lo que permite usarlos para obtener invariantes
de algunos nudos; sin embargo, la estructura algebraica de los racks es interesante, ya
que cada uno de sus elementos actia, via el mapeo del rack, como un automorfismo

de esta categoria.

Los racks de Lie se pueden obtener al conjugar en los digrupos de Lie (en particu-
lar, en los grupos de Lie). Una aplicaciéon importante para nosotros de esta categoria
se da en la solucion parcial al problema de las Coquecigrue, ya que los racks de Lie
sirven como paso intermedio entre las dlgebras de Leibniz escindidas y los digrupos

de Lie cuando dichas dlgebras se integran. Ver [8].

Definicién 7 Un rack punteado es una tripleta (Q,0,1) con 1 € @ y donde el
mapeo o : Q@ X ) — Q) es tal que Vx,y,z € (Q se cumple:
l.zo(yoz)=(zoy)o(xoz)

2.3 e tal quex =yob

3. 1lox=zyrol =1

Ejemplo 8 Sitomamos cualquier grupo (G, -, 1) y definimos el mapeo o : GXG — G

como xoy :=x-y-x Vr,y € Q, se ve facilmente que (G, 0,1) es un rack punteado.

En el ejemplo anterior usamos la notacién "-"para referirnos al operador del
grupo. En lo siguiente, sélo se escribird xy indicando el producto de x con y en el

non

grupo, sin volver a usar "-"para referirnos a él.

Ejemplo 9 Partiendo de cualquier digrupo (D,,-,e) definimos el mapeo o : D x
D — D comoxoy:=xty-atVe,y € D. Veamos que (D,o,¢e) es un rack

punteado. Sean x,y,z € D.
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l.zo(yoz) = zk(yFz-dy™t)dz™!

= zk@rztrokzda i A (@) Hy ) A2t
(xhyHdrHkE(xkzdz ) A (@) T Ey 427
= (ehydzHYrF(@rFzdz YA @y d2a7H)7!
(rFy-dzHo(zkzda™h)

— woy)o(wos)
2. Notamos que v = y =yt o 4 (y™1)™' 4yt Asi que tomamos b = y=1

- (y ) =y ox y veamos que es tnico. Supongamos que existe a € D tal que
x =yoa, asi que v = y = a -y, lo que es equivalente a tener que y~* - x
(yH =y tryra-dy 4y perocomoyt Fyta-dytH4(yHt=a
entonces a =y ' axH(y H =0

3.eox = elaxz-e?

= etax-e

= X

roe = xhedz !

= (a7 H At

Nota 10 Diremos que un rack de Lie es un rack punteado de la forma (Q,o,1)

donde Q) es una variedad diferenciable y o es suave.

Para finalizar esta seccién, como mencionamos en la introduccién, uno de los
objetivos de esta tesis es relacionar el concepto de acciéon de digrupo con el mismo
concepto en otras categorias. Para poder realizar la conexién entre accién de digrupos
y accién de dlgebras de Leibniz necesitaremos la definicién de accién de rack de Lie,

la cual podemos encontrar en [2] y estd dada de la siguiente manera:
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Definicién 11 Una accion (izquierda) de un rack de Lie (Q),0,1) sobre un conjunto

M es un mapeo * : Q X M — M tal que para todo x,y € Q) y todo m € M se tiene:

xx(yxm) = (roy)*(xxm)

Un ejemplo de accién de rack de Lie lo podemos observar con la accién adjunta
de un rack de Lie sobre si mismo. Es decir, si consideramos un rack de Lie (Q,0,1)
y el mapeo Adj, : Q@ — Q Vx € @ definido por: Adj,(y) = = o y. Entonces tenemos

que o es una accioén (izquierda) de ) sobre si mismo.

2.3. Algebras de Leibniz.

En esta secciéon recordaremos algunos conceptos bdsicos sobre las dlgebras de
Leibniz y su relacién con los digrupos y los racks de Lie. Las dlgebras de Leibniz
toman fuerza y algo de fama después de que J.L. Loday en [10] las presentara como
una generalizacion de las dlgebras de Lie y al mismo tiempo se planteara el problema
de como integrarlas, es decir, cémo encontrar una generalizaciéon apropiada al Tercer

Teorema de Lie para las dlgebras de Leibniz.

Definicién 12 Una dlgebra de Leibniz (L, , |) es un par compuesto por un k-
espacio vectorial L y un mapeo bilineal | , ] : L x L — L tal que para todo x,y,z € L

se cumple la identidad de Leibniz:

[z, [y, 2]l = [lz, 9], 2] + [y, [, 2]

En lo siguiente, el campo k que consideraremos serd R 6 C.

Notamos que estas dlgebras generalizan a las dlgebras de Lie, s6lo que en el caso
de Leibniz no se pide la antisimetria del corchete, de hecho, con ello se consigue una

categoria considerablemente més amplia, como muestran los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 13 Consideremos el conjunto L = R? y tomemos una base cualquiera
{v1,v2} para L. Podemos definir el corchete | ;]| : L x L — L tal que [va,vs] = v1;
[v1,v1] = [v1,v2] = [v2,v1] = 0 y para el resto de L x L lo extendemos de manera
bilineal. Se muestra facilmente que (L,[ ,|) es dlgebra de Leibniz pero no es dlgebra

de Lie, basta con observar que 0 # [vq, vo] = vy.

Ejemplo 14 Sea L = g&® 'V donde g es un dlgebra de Lie y 'V es una variedad en la
cual actia g por la izquierda via el mapeo - : g X V' — V. Definimos [,| : L x L — L

como:

(a4 @), (b+ B)] =la,b] +a- 5 para todo (a + «),(b+ ) € L

Estas iltimas dlgebras de Leibniz son llamadas dlgebras de Leibniz escindidas
y son importantes en nuestro trabajo, pues ellas tienen una fuerte conexién con los

digrupos, la cual veremos mas adelante.

Veamos ahora el concepto de accién de dlgebra de Leibniz (ver [11]), el cual

relacionaremos con la versién infinitesimal de la accién de digrupo.

Definicién 15 Una accion (bilateral) de una dlgebra de Leibniz (L, [,]) sobre un k-
modulo M es un par de mapeos L @ M — M; M ® L — M tales que, para todo

x,y € L y todo m € M se cumplen las siguientes igualdades:

meryl = (mer)Oy+re(moy)
r@(yem) = [zy@m+y®(zem)
r@mey) = (zOm)y+me [r,y]
Ejemplo 16 Sea (L,[, ]) un dlgebra de Leibniz y consideremos el mapeo

adj : L x L — L definido por adj(x,y) = [z,y| para todo x,y € L. Los dos mapeos de
la definicion de accion los podemos definir iguales al mapeo adj vy, por la identidad
de Jacobi del corchete, se comprueban facilmente las tres identidades de la definicion

de accion.

10
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A continuacién expondremos la conexién entre digrupos, racks de Lie y algebras
de Leibniz descrita en [8], la cual serd fundamental para conectar el concepto de

acciéon de digrupo con las demds categorias.

Para esta construccién, empezamos con un digrupo (D, F, -, e) donde D es una
variedad diferenciable y F, 4 son suaves, es decir, (D,F, -, e) es un digrupo de Lie.
Luego formamos el rack de Lie asociado a D conjugando por medio de las dos op-
eraciones del digrupo, es decir, z oy := x -y - 27! para todo z,y € D. Como F, -

son suaves entonces o también lo es, por lo tanto, (D, o, e) es un rack de Lie.

El siguiente objetivo es conectar al rack obtenido con un dlgebra de Leibniz, para
esto consideremos el mapeo ¢, : D — D definido como ¢,(y) = x o y para todo
x,y € D. Por el axioma 2 de la Definicién 7 se tiene que cada mapeo ¢, es biyectivo,

asi tenemos el mapeo ¢ : D — Aut(D) donde ¢(z) := ¢,.

Por otro lado, para toda = € D, ¢, es suave y ¢, (e) = e, asi que, derivamos
en e a ¢, y tenemos @, := Deo, : TeD — ToD. Asi mismo, definimos la funcién
Q= Dep : D — GL(TeD) como ®(z) = &, y es tal que ®(e) = Id. Por tltimo,
derivamos a ® en e y tenemos el mapeo ad : De® : T,.D — gl(T.D), el cual nos

permite definir el corchete [X, Y] := adx(Y') para todo X,Y € T.D.

Sé6lo queda por mostrar que (T, D, [, |) es un dlgebra de Leibniz, es decir, que el

corchete satisface la identidad de Leibniz:

De la definicién de rack, sabemos que para todo x,y, 2z € D tenemos:

G0 (0y(2)) = P4, (0:(2)) (2.1)

Derivando en 2.1 primero respecto a z y luego respecto a y en e, tenemos:

0, ([Y, Z]) = [@2(Y), Pa(2)] (2.2)

11
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Por 1ltimo, derivamos en 2.2 respecto a = en e y tenemos:

[Xa [Y> Z]] = HX7 Y]7Z} + [Y> [X> Z]]

Lo cual muestra que (ToD, |, ]) es dlgebra de Leibniz.

Todo lo anterior se resume en el siguiente teorema (ver [8]):

Teorema 17 Sea (Q,0,1) un rack de Lie y sea g = T1Q). Entonces existe un mapeo
bilineal [,]: g x g — g tal que:

1. (g.[,]) es una dlgebra de Leibniz,

2. Para todo x € Q) el mapeo ®, = D1¢,, es un automorfismo de (g,[,]),

3. Siadj : g — gl(g) estd definida por adj(X) = adjx : g — g donde

adjx(Y) = [X,Y] VX,Y € g entonces adj = D, P.

El reciproco de esta relacion, que significaria tener la integracién de las dlgebras
de Leibniz, sélo es posible (por ahora), cuando las dlgebras son escindidas, como las

del Ejemplo 14. Para ese caso podemos enunciar el siguiente teorema (ver [8]):

Teorema 18 Si (L =g®V,[,]) es una dlgebra de Leibniz escindida entonces existe

un digrupo (D,+,-,e) para el cual L = TeD.

A grandes rasgos, la idea principal para la demostracién de este teorema es rela-
cionar la descomposicién en producto de los digrupos (Teorema 4), con la escisién
de algunas algebras de Leibniz, de manera que si el dlgebra escindida tiene la forma
(L=g®V,[,]) entonces el digrupo resultante serd de la forma (D =G x E,F, -,
(1,e)),donde g=T'Gy V =T.E.

12
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2.4. Dialgebras

Las didlgebras tienen su origen en la K-teoria algebraica. Estas dlgebras son
espacios vectoriales dotados con dos operadores asociativos que cumplen algunas
propiedades, que de hecho son muy similares a las de los digrupos. Debido a esta
similitud, las didlgebras y digrupos estdn relacionados, esto lo mostraremos en el

iltimo capitulo; por ahora veamos algunas nociones bésicas de las didlgebras.

Definicién 19 Una didlgebra (D,F, ) es una tripleta compuesta por un k-mdédulo
D, con k un campo de caracteristica cero y dos mapeos k-lineales y asociativos
F,4: D® D — D tales que se cumplen los siquientes axiomas para todo x,y,z € D.
Lazdydz)=x4(yt 2),
2 (xkykFz=(z-y) k2,
xk(ydz)=(rFy) -z

Notamos que, a diferencia de los digrupos, en las didlgebras no necesariamente se
tienen unidades barra (halo) ni inversos laterales. Sin embargo, si existe el concepto
de didlgebras con unidad barra, las cuales Loday llama didlgebras unitarias y son

estudiadas en [9].

Ejemplo 20 Sea A = g&® L donde g es un dlgebra de Lie y L es un espacio vectorial

donde g actia linealmente. Definimos =, A x A — A como:
(a,a) + (baﬁ) = (a—}-b,a-ﬁ)
(a,0) 4(b,8) = (a+ba)
Para todo (a,a),(b,5) € A. Se verifica facilmente que (A,t-,4) es didlgebra (uni-

taria).

Toda didlgebra (A,+, ) se puede dotar de una estructura de algebra de Leibniz
(A,[,]) definiendo [z,y] := 2z F y — y 7 = para todo x,y € A. De manera reciproca,
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Capfttulo 2. Preliminares

se tiene la nocién de la didlgebra universal envolvente que permite, a partir de una
dlgebra de Leibniz, obtener una didlgebra. De aqui que existe una estrecha relacién
entre estas dos categorias. Todo esto lo muestra Loday en [11], incluyendo también

la nocién de homomorfismo de didlgebra, el cual lo mostraremos a continuacion:

Definicién 21 Un homomorfismo de didlgebras f : D1 — Ds es un mapeo k-lineal

tal que

flakry) = f(z) k2 fy)
fle-iy) = f(x) 4 fy)

Esto muestra que las didlgebras conforman una categoria. Como nuestro interés
es relacionar el concepto de accién de digrupo con el mismo concepto en la categoria
de las didlgebras, a continuacién veremos rdpidamente la definicién de accién de

didlgebra, el cual se puede encontrar con detalle en [9]:

Definicién 22 Dada una didlgebra (A, F, ) decimos que A actia sobre un k-mddulo
M por la izquierda, si existen >, <: A x M — M tales que para todo x,y € A y todo

m € M se tiene:

Lzl (y=m)=(zty) >m,
222 (y<Im)=(zx-y) Im
8.2 (y<m)=x<(y>m),
4-(zFy)Em=(z4y) &m,
o.x2(y<dm)=(zky)Im

De manera andloga se define una accién derecha de una didlgebra. Para definir
una accién bilateral de una didlgebra necesitamos cuatro mapeos (dos para la ac-
cién derecha y otros dos para la izquierda), tales que se cumplan las identidades

correspondientes, las cuales se basan en los axiomas de la definicién de didlgebra.

Veamos ahora un ejemplo que nos serd de utilidad en el Capitulo 3.
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Ejemplo 23 Dadas dos didlgebras (Dy,t,); (Da,>,<) y un homomorfismo de didl-
gebras f: D1 — Do, se define la accion de Dy en Do inducida por f de la siguiente

manera:

x>y = f(xy) >y

x1 Jxg = f(x1)<dxs

para todo x; € D;,1=1,2.

Como es de esperarse, uno de los primeros tipos de accién en cualquier categoria es
el inducido por los homorfismos, veamos que esto se tiene también para las didlgebras

en la siguiente proposicién (ver [9]):

Proposicion 24 Todo homomorfismo de didlgebras f : Dy — Dy induce una accion

izquierda de (Dy,b1,1) sobre (Dg, o, —2) via:

v

To = f(l'l) "2 i)

vy D wgi= f(x1) d2 22

X

Para todo x; € D;, 1 =1, 2.

La demostracién de la anterior proposicion es facil.

En [9], Loday hace un estudio detallado de estas estructuras y sus relaciones con
otras categorfas, por lo que referimos al lector a esta referencia para méis detalles

sobre estas construcciones.

15



Capitulo 3

Algunos aspectos algebraicos de la

accion de digrupo

3.1. Definicion y ejemplos

Sabemos que los digrupos son una generalizacién de los grupos. Veremos que el
concepto de accién de digrupo, que definimos a continuacién, también generaliza al
de accion de grupo; ademds, veremos también que la accién de un digrupo en un
conjunto estd dada por un par de mapeos donde uno conserva la teorfa cldsica de

grupos y el otro aporta la parte novedosa de esta definicién.

Definicién 25 Una accion (izquierda) de un digrupo D sobre un conjunto M es un

par de funciones:
X, X:DxM-— M,

tales que para todo x,y € D ym € M:

1. xx (yxm)=(zFy) xm.
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2. e X m=m.
3. xx(yxm)=(xr-y) xm.
4. X (yxm)=xx(yxm).

5. xx (yxm)=(rky) xm.

Es claro que se puede definir de manera totalmente anédloga a las acciones dere-
chas. De hecho, para establecer la conexién con los tipos cldsicos de accién definidos
en otras categorias esto serd necesario y serd hecho en el Apéndice A. Ademss, se es-
tudiardn algunas propiedades de las acciones bilaterales de los digrupos. No obstante,
las acciones en el sentido que hemos introducido aqui tienen interés por si mismas,
pues como mencionamos, presentan varias propiedades interesantes y novedosas. En
el resto de este capitulo, s6lo consideraremos acciones izquierdas. Por consiguiente,
cuando hablemos de accién serd siempre una accién izquierda, en el sentido de la
definicién que acabamos de dar, asi que abusando un poco del lenguaje, pero en
aras de simplificar la terminologfa, en lo siguiente llamaremos al mapeo X accién
izquierda (en vez de algo como "la primera de las dos operaciones de la accién"), y

a X accién derecha.

Veamos dos ejemplos que muestran que las construcciones tipicas, que son usadas

en grupos, tienen sus respectivos andlogos para digrupos también.

Ejemplo 26 El ejemplo mdas basico, y que de hecho es la motivacion de nuestra
definicion, es el siguiente: Todo digrupo actia sobre si mismo via traslacion izquierda.
Podemos definir en un digrupo (D,F,,e) la accion sobre si mismo como (X, )
donde X =F y x =-. Es claro que se satisfacen los axiomas de la definicion 25

usando las propiedades de - y — .
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Ejemplo 27 Similarmente, todo digrupo actia sobre si mismo via conjugacion:
Definimos x como la conjugacion estandar (ver [8], [13]), es decir, para todo x,y € D

definimos:

rxy=xkFydz?

Fijada x entonces tenemos al menos dos opciones para definir X:

1

cxm=c4Am-dz; cxm=xFmtal

Veamos que se cumplen los axiomas tomando la primera opcion (la otra se muestra
de manera similar). Sean x,y,z € D:
lLLax (yxz2) = b (ykFz-dy HAz™!
= (zFy k242
= (zkykFzd(zky)™
= (zFy) Xz
2.exs = elx-e?

= elx-e

ax(yxz) = z4A(@ydzdyH) A2t

drxx(yxz) = x

b.xx(yxz) = xb
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De (1) y (2) de la Definicién 25 podemos notar que la accién izquerda corresponde
a una accién de grupo. Por otro lado, si D es simplemente un grupo G y - : GX
H — H es una accién de D sobre algin conjunto H, entonces podemos hacer
X = X = - y vemos facilmente que se cumplen los axiomas de la Definicién 25; es
decir, la definicién de accién de digrupo que hemos dado es mds general que la de
grupo. Sin embargo, atin en este caso de que el digrupo sea un grupo no necesitamos
una condicién tan fuerte como la igualdad de los dos mapeos para obtener una accién
de digrupo; a continuacién veremos un ejemplo donde el digrupo es un grupo, pero

la accién izquierda es diferente a la derecha:

Ejemplo 28 Supongamos que G es un grupo actuando sobre un conjunto M con
un punto fijo mg. Tomamos X como esta accion y definimos X como g X m = my
Vge G yVm € M. Veamos que esto define una accion del digrupo D = G sobre M :
Los axiomas (1) y (2) de la Definicion 25 se tienen ya que X es una accion de grupo.
(8) y (4) se ven facilmente porque la accion final es X la cual es constante. Por
dltimo, el axioma (5) se tiene ya que dados x,y € G ym € M:

rX (yxm) = xXmg

= mg

= (zFy) xmg

Para evitar situaciones que podrian considerarse como triviales, en lo siguiente
siempre consideraremos digrupos con halo no trivial, es decir, digrupos que no son
grupos. Como ya hemos visto, las acciones de digrupos involucran dos mapeos. En el
siguiente lema veremos dos propiedades de la accién izquierda (x) que nos ayudaran

a entender como se relaciona esta accién con las propiedades del digrupo.
Lema 29 Si (X, %) es una accién de D sobre M, entonces se cumple:

1. Si « es una unidad barra de D, entonces o X m = m para toda m en M.

2. Para todo z,y € D, me M, (xFy) x m = (x 4y) X m.
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Demostracion. 1. Sea o unidad barra de D y sea m € M.
axm = (a-de)xm
= (ake)xm
= exm
= m
2.Sean x,y e Dyme M :
(xkFy)xm = (zky)x(exm)
(xFy)Fe)xm
(xdy) Fe)xm
= (z-y) x (exm)
(

z Hy) x

Tenemos entonces que con la accién izquierda, el halo del digrupo actia
trivialmente sobre M. Por otro lado, en el siguiente lema, mostraremos que la accién

derecha actia de manera diferente a la izquierda.

Lema 30 Sea D = G x E un digrupo actuando en el conjunto M ; entonces, para
todo x € D y todo m € M, se tiene:

1. x x (e xm) = x x m. En particular, e x (e X m) = e x m. Esto implica que X
define una accion del grupo G sobre el conjunto e x M.

Les la

2.2 xm=ax(Axm), donde A=e-x esla parte de grupo y o« = x - x~
parte de unidad barra x, como se muestra en el Teorema 4.

3. Sean «, f € E dos unidades barra. Entonces, para todo m € M

X (B xm)=axm.

Demostraciéon. Sean x € Dy m € M
ax(exm) = (z-1e)xm

= T AM
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zxm = (zdz7tH @) ) xm
= (a4A)xm
= ax(Axm)
= a(Axm)
3) Sean o, B € E.
ax(Bxm) = (a-dp5)xm)
= axm

y asf tenemos lo que querfamos demostrar.

De (1) podemos ver que si en lugar de e ponemos cualquier otra unidad barra,
entonces la igualdad se mantiene; es decir, G x M = G x (E x M) y también
E x M = E x (E x M); luego, si primero hacemos que F actie en M via x, y
después que D actie en F x M via x, entonces se tiene que D x (Ex M) = D x M.

Esto muestra que hay una cierta propiedad de idempotencia para x. m

Sabemos que la accién izquierda corresponde a una accién de grupo; por lo tanto,
las unidades barra deben actuar trivialmente via esta accién. Sin embargo, si al
menos una unidad barra actuara trivialmente respecto a X entonces esto obligarfa a
que las dos acciones (X y ), fueran iguales. Veamos la siguiente proposicién para

demostrar esta afirmacion.

Proposicion 31 S existe a € E tal que o X m = m para todo m € M entonces

X

A.

Demostracion. Sean x € D, m € M. Se tiene:
rxm = ax(zxm)
= ax(xxm)

= ITXMm
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Como consecuencia de este resultado, y una vez méds para evitar situaciones triv-
iales, las acciones que nos interesan son en las que X # X, por esa razon, en lo que
sigue supondremos que no hay puntos fijos respecto a la accién x en M. Por otra

parte, del Lema 29 se sigue lo siguiente:

Proposiciéon 32 Sea D actuando en M ; entonces, para todo x € D, m € M,

rxm= () xm

en particular, X sélo depende de la parte de grupo de D, es decir, sélo depende de G.

Demostracién. Sabemos que (z7')™! = z + e para todo # € D. Por lo tanto,

(e HIxm=(@rFe)xm=zxm. n

Esto quiere decir que la accién izquierda es equivalente a *, la cual es una accién

del grupo de inversos de D, es decir, una accién de G sobre el conjunto M.

3.2. Teorema de caracterizacion

Con las proposiciones anteriores observamos que la clave para entender las ac-
ciones de digrupos estd en entender la operacién X, ya que este mapeo es el que nos
aportard la diferencia entre las acciones de digrupos y las de grupos. Por esta razoén,
introducimos el mapeo ¢ : £ x M — M, dado por (o, m) = (1, ) ¥ m. También
usaremos la notacioén ¢, : M — M para referirnos al mapeo £(«,-) : M — M con «
fijo en E. Del numeral 3 del Lema 30, podemos observar que la familia {¢,} cumple

la siguiente regla de composicién:

Ea 0EB = Eq

Tal propiedad se conoce en la literatura (ver [15]) como propiedad de semi-

grupo cero izquierdo (LZS). Con todo lo anterior podemos demostrar el siguiente
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teorema de caracterizaciéon para acciones de digrupos, al cual llegamos baséndonos

en el teorema de descomposicién de digrupos, Teorema 4:

Teorema 33 Sea D = G x E un digrupo actuando en un conjunto M via los mapeos
(X, ). Entonces, el mapeo * : G x M — M definido como *(a,m) := a X m
es una accion del grupo G sobre M, y el mapeo € : E x M — M definido como

e(a,m) = (1,a) X m es equivariante y cumple la propiedad LZS.

Reciprocamente, dada una accion del grupo G en un conjunto M, y un mapeo
equivariante € : £ x M — M, tal que la familia {e,} tiene la propiedad de semigrupo
cero izquierdo, se tiene una accion del digrupo D = G X E definiendo X, X como

sigue: Para todo x = (A,a) € D y m € M, definimos

xxm=Axm; xxm=ce(a,Axm).

Demostracién. Para demostrar la primera parte del teorema, observamos de la
Proposicién 32 que x sélo depende de la parte de grupo de D, esto sumado a los
axiomas (1) y (2) de la Definicién 25, implica que x es una accién del grupo G sobre
M, la cual denotaremos por .

Para el mapeo € : E x M — M definido por e(a,m) := (1,a) x m Yoo € E,m €
M usamos el numeral (3) del Lema 30 y tenemos Vo, § € E;m € M:

calep(m)) = ax(fxm)

= ga(m)

Lo anterior muestra la propiedad LZS del . Para demostrar la equivarianza del
mapeo ¢, consideramos la accién * y tomamos cualquier A € G asi tenemos que

probar que

Axe(la,m) =e(A-a,Axm) (3.1)
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donde A - « representa la accién del grupo G sobre el halo E' que se describe en (1)

del Teorema 4. Del lado izquierdo de (3) tenemos:
Axe(a,m)=AX (axm)=(AFa)xm;
Ahora, del otro lado de (3) tenemos:

e(A-a,Axm) = e(AFad4 A Axm)
(AFa-H A x (Axm)
(AFa) x (A7 x (A x m))
= (AFa)x (A1 4 A) xm))
(AF a) xm

Lo cual implica la equivarianza de €.

Ahora, para la parte reciproca, supongamos que tenemos la accién * del grupo G
sobre el conjunto M y el mapeo € : £ x M — M equivariante y con la propiedad
LZS. Luego, definiendo en D x M = G x E x M los mapeos X, x de la siguiente

manera:
(A;ao) xm=Axm; (A a)xm=c¢c,(Axm),

veamos que se cumplen los axiomas de la Definicién 25. Sean (A, «),(B,[) € D =

G x E;m e M:

1) (A,a) x ((B,B)xm) = (A«a)x (B*xm)
= Ax(Bx*xm)
= ABxm
= (AB,A-B)xm
= (Aa)F (B.B) xm
2)exm = (l,e)xm
= 1xm
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3) (A,a) x ((B,B) xm) = (A,a)xe(f,B*xm)
= e(a,Axe(B,Bxm))
= ¢e(a,e(A-B,AB*m)
= ¢ea(eap(AB*m))
= eo(AB%xm)
= e(a, ABxm)
= (AB,a)xm
= (A a)4(B,j3)) xm

4) (A,a) x ((B,B) xm) = (A ,a)xe(B,Bx*m)
= e(a,e(A-B,AB xm))
= ¢eal(cap(AB*m))
= eu(AB%xm)
= e(a,Ax(Bxm))
= (A,a)x (B*m)
= (A,0) % ((B,5) x m)

5) (A,a) x (B,8) xm) = (A,a)xe(B,Bxm)
= Axe(B,Bxm)
= e(A-B,Ax(Bx*xm))
= (AB,A-p)xm
= (o) - (B,B) xm

Retomando el digrupo del Ejemplo 5, veremos un ejemplo de una accién de este

digrupo sobre R"*1,

Ejemplo 34 Sean G = SO(n), E = S™ y M = R"™, como en el Ejemplo 5 . La
accion de digrupo que formaremos para A € SO(n), o, € S™ y (w1, ..., Tpy1) € R

estard dada por:
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Ax(xq, ..., Tp, Tpy1) = (A(T1, ., 20), Tnst)

e: Ex M — M; e(a,m) = ||m]a.

Para probar la equivarianza del mapeo £ tenemos:
Axe(a,m) = Ax|m|a
= |Im[/(A-a)
— JAxml(A-a)
= e(A-a,Axm);

Similarmente, probamos la condicion LZS:
eales(m)) = ea(llmll 5)
= |lllm|l 8]l e
= |lm[le

= &gq(m)

Para tener una idea grifica de lo que hace esta accion, es conveniente pensar en
el caso particular cuando n = 2. En este caso X corresponde a rotaciones alrededor
del eje z, mientras que para la accion derecha X , si fijamos un elemento de m € R3,
m es enviado por X a la esfera de radio ||m||; esto quiere decir que las unidades barra

actian sobre m cambiando su direccion pero conservando su magnitud. Todo esto lo
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podemos observar en la siquiente grifica:

[ICIE
LS
.-""_\' _______ = e
- " i ':“-uI
\—\.:__I—.r‘)
»
‘[.

donde C e R®*=M y B € S? =E.

3.3. (Algunos) Tipos de accién

Haciendo uso del Teorema 33, veremos algunos tipos de accién de digrupo. Es
decir, empezaremos con un digrupo D = G x E y una accién del grupo G sobre un
conjunto M; luego daremos condiciones sobre el mapeo € : ' x M — M que garan-
ticen que este serd equivariante y que cumplird con la condiciéon LZS. En general,
encontrar mapeos explicitos que cumplan equivarianza y LZS no es una tarea facil;

sin embargo, como veremos, sf existen tipos interesantes de estos mapeos.

En lo siguiente, consideraremos al grupo G actuando en F via -, y en M via
x; también supondremos que existe e € E punto fijo respecto a - para asi tener el

digrupo D = G x E.
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Teniendo en cuenta que £ depende de dos variables (una en E y la otra en M),
los casos mds simples ocurren cuando € sélo depende de una de esas variables; para
esto, denotamos 7; a la proyeccién en el i-ésimo factor de £ x M y llegamos a los

siguientes tipos de accién, que son los més simples que se pueden concebir:

= Tipo 1: Si e se factoriza en la proyeccién en FE, esto es, € estd dada por una

funcién equivariante f : E — M donde e(a,m) = f o my(a, m).

= Tipo 2: Si ¢ se factoriza en la proyeccién en M. Para este caso necesitamos
una funcién equivariante g : M — M, que sea ademds idempotente, es decir,

gog=g. Similar al Tipo 1 definimos (o, m) = g o ma(cx, m).

Nota 35 La diferencia entre estos dos tipos de acciones es que en las de Tipo 2
las unidades barra mo juegan un papel importante, ya que el mapeo € no depende
de ellas, es decir, la familia {e,} es igual a {g}, lo cual implica que la accion del
digrupo depende solo de la accion del grupo y de los elementos del espacio homogéneo,
mientras que en contraste, en las de Tipo 1, las unidades barra no actian trivialmente
sobre M, es decir, la familia {e,} no es constante: En este tipo de acciones las

unidades barra si cambian, seqin f, a los elementos de M.

Pero veamos ante todo la demostracién de que los mapeos descritos en los dos

tipos de acciones de digrupos cumplen con las condiciones del Teorema 33.

Proposicién 36 Las condiciones descritas en los mapeos de tipos 1 y 2 inducen

acciones de digrupos.

Demostracién. Sean o, 3 € E; m € M.

Para Tipo 1:

ealep(m)) = e(a, f(B)) = fla) = ea(m)

28



Capitulo 3. Algunos aspectos algebraicos de la accién de digrupo

as{ tenemos la condicién LZS. Ademds, como f es equivariante y € no depende de
m, entonces € también es equivariante.

Para Tipo 2:

cales(m)) = g(g(m)) = g(m) = ea(m)

Luego, ¢ tiene la propiedad LZS. Similar al Tipo 1, como ¢ es equivariante y ¢ sélo
depende de g, entonces ¢ es equivariante también.

De aqui que en cualquiera de los dos tipos se tienen acciones de digrupo. =

Veamos ahora algunos ejemplos de estos tipos de accion:

Ejemplo 37 Sean G = S, el grupo de permutaciones, E = R"™! y M = R". Supong-
amos que G actia tanto en E como en M permutando las n primeras coordenadas
y figando la coordenada n + 1 en el caso de E. Consideremos f : E — M como la
proyeccion de las n primeras coordenadas. Ast, es inmediato que f es equivariante y
por lo tanto, definiendo (o, m) = f(«) tenemos una accion del digrupo S™ x R™*1

sobre R™ la cual es del Tipo 1.

Ejemplo 38 Similar al ejemplo anterior, sean G = S,,, E = R", M = R" y la ac-
cion de G nuevamente las permutaciones en las componentes. Definiendo g(m) =
[l

W(l""’l)’ es obvio que g equivariante. Ademds, como las permutaciones son

1sometrias, entonces g es idempotente ya que

glom) = o (@, 1)
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Notemos ahora que en el Ejemplo 34 tenemos una accién que no es ni de Tipo 1 ni
de Tipo 2, esto, por supuesto, quiere decir que hay més tipos de acciones, las cuales
involucran tanto la parte de grupo como el halo del digrupo, lo que evidentemente
las hace mads interesantes que las anteriores. Aunque seria sin duda deseable llegar a
una clasificacién 1til de los distintos tipos de acciones, tal tarea parece sumamente
compleja; no obstante, en lo siguiente mostraremos otros tipos de accién en esta

direccion.

Como ya hemos dicho, uno de los aspectos méds importantes del estudio de los
digrupos es su conexién con algunas édlgebras, en especial, las dlgebras de Leibniz (ver
[9] v [11]). Pensando en esta relacién en el caso de las acciones, en el préximo capitulo
estudiaremos acciones suaves donde la parte de grupo del digrupo es un grupo de Lie
y el espacio donde actiie linealmente tal grupo sea una variedad que, en la mayoria
de los casos, serda un k—espacio vectorial donde k es R 6 C, es decir, consideraremos
representaciones de G en E. Estas representaciones no sélo son interesantes desde el
punto de vista geométrico, también existen algunas aplicaciones a la fisica de este
concepto; por ejemplo en el caso de las édlgebras de Leibniz (ver [16]), hay trabajos
recientes basados en representaciones. Guidndonos en esa direccién, consideraremos
algunas condiciones adicionales para las acciones de los digrupos; estudiaremos ac-

ciones sobre k-espacios vectoriales con k un campo de caracteristica cero.

Proposicion 39 Supongamos D = G x E es digrupo y que G actia linealmente sobre
un k-espacio vectorial M. Sean f : E — M un mapeo equivariante y g : M — K un
mapeo lineal tal que para todo m € M y todo A € G se tiene que g(A*m) = g(m) y

go f =1, entonces, el mapeo:

e(a,m) := g(m)f(e)

satisface las condiciones del Teorema 33 y por lo tanto induce una accion de D.

Llamaremos a este tipo de acciones, Tipo 3.1
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Demostracién. Sean A € G; o, € Ey m € M.

1) LZS:
e(a,e(f,m)) = ela,g(m)f(B))
= glg(m)f(B))f(a)
= g(m)g(f(B))f(a)
= g(m)f(@)
= e(a,m)

2) Equivarianza:

Axe(a,m) = Axg(m)f(a)
= g(m)f(A-a)
= g(Axm)f(A-a)
= ¢(A-a,Axm)

Por el Teorema 33 tenemos la accién de D. =m

El Ejemplo 34 ilustra precisamente una accién del Tipo 3.1, donde g = ||.|| : M —

Ry f esla inclusiéon de E en M.

Proposicion 40 Supongamos, dada una representacion de G en M, un mapeo
equivariante g : M — M, y un mapeo f : E — K tal que para todo A € G,
a€Eyme M setiene f(A-a) = f(a) y g(f(a)g(m)) = g(m), entonces el mapeo

e(a,m) = f(a)g(m)

satisface las condiciones del Teorema 33 y por lo tanto produce una accion de digrupo.

Llamaremos a este tipo de acciones Tipo 3.2.

Demostracién. Sean A € G; o, € Eym € M.
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1) LZS:
e(a,e(B,m)) = ela, f(B)g(m))
= f(@)g(f(B)g(m))
= fla)g(m)
= e(a,m)

2) Equivarianza:
Axe(la,m) = Ax f(a)g(m)
= fa)(Axg(m))
= f(A-a)g(A*xm)
= 5(A - Q, A m)

Por el Teorema 33 tenemos la accién de D. m

Finalmente, veamos el ultimo tipo de accién que podemos describir con cierto

grado de generalidad:

Proposicion 41 Sean D, y Dy digrupos y sea W : D; — Dy un homomorfismo de

digrupos. Entonces para todo (A1, 1) € D1 = G1 X Ey y todo xs € Do definimos:
Al * Lo = \I/(Al,el) "2 i)
e(ag, ) = ¥(1y, 1) H3 29

Donde —; and t=; denotan las operaciones del digrupo D;, i = 1,2. A este tipo de

acciones las llamaremos Tipo 4.

Demostracién. Primero notemos que * es una accién del grupo GGy sobre D ya que
para todo A, By € Gy y todo x5 € D, tenemos:
Ay x (By*xg) = (A, eq) by W(By,e1) ba xg
= U((Ay,e1) by (Byyer)) b o
= W(A1By,e1) a9
= (A1By) * a9
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Ademsds, como ¥ es homomorfismo de digrupos, entonces ¥(e;) = ey (en general
UG x{e1}] C Goy V[{1,} x E1] C Es), luego e x x5 = x; es decir, * es una accién
de G sobre Ds.

Por otro lado veamos que ¢ tiene la propiedad LZS y es equivariante:

LZS:

elar,e(By,12)) = e(on, ¥(1y, 81) 2 22)
= (1, 01) H2 (¥(11, 81) H2 22)
= V(11 01) 11 (11, 81)) T2 22
= Y(1y,a1) da a9

= ¢e(ayg,za)

Equivarianza:

Ay xe(ag,xe) = ArxU(1, 1) 1 29
= U(Ay,e1) ko (U(1y,0q) o x2)
= V(A e1) b1 (11, 1)) 2 @o
(A1, A1 - 1) o o
(
(

[
o

(11,141 : 041) — (A17€1)) o To
11, A1 - aq) "2 U(Ay,eq) g 29
Ay -ay, U(Ag, eq) T2 79)

Aj - aq, Aq x 1)

I
S

= £

= £

(
(
Lo cual implica que los homomorfismos de digrupos inducen una accién del primer

digrupo en el segundo. m

Nota 42 1. Como ilustracion de los conceptos expuestos, el ejemplo anterior tam-
bién se puede analizar directamente a partir de la Definicion 25, definiendo de manera

natural los mapeos:

x1 X Tg = U(x1) o 2oy 21 X 29 := W(x1) o 2o
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2. Hasta ahora hemos considerado acciones izquierdas de digrupo, pero para uso
futuro y teniendo la definicion de accion derecha, de manera similar a la Definicion

25, se puede mostrar que un homomorfismo de digrupos también define una accion

derecha de D1 en Dy definiendo:
To X X1 1= X9 "2 \IJ(I‘l), To XN XT1 1= Ty _|2 \I/(Il)

3. De (1) y (2) se puede demostrar entonces que los homomorfismos de digrupos

inducen acciones bilaterales de Dy en Dy (daremos los detalles en el Apéndice A).

Concluimos esta seccién con la siguiente observacion: aunque las condiciones para
una accion de digrupo parecen bastante restrictivas y en este punto estamos lejos
de tener una clasificacién satisfactoria para estas acciones, en realidad hay muchos
ejemplos. De hecho, el siguiente ejemplo es de una accién de digrupo que no es de
ninguno de los tipos anteriores. Ademds, este tipo de ejemplo parece interesante ya
que el grupo subyacente es unitario, y por lo tanto podria tal vez encontrar algunas
aplicaciones en fisica, por ejemplo en fisica cudntica, donde, como es bien sabido, los

grupos unitarios aparecen como simetrias de las particulas elementales:

Ejemplo 43 Sea M = P(C?) el espacio de polinomios en C con dos variables y sea
D = G x E el digrupo con parte de grupo G = SU(2), y halo los polinomios de grado
I, E = P(C* = {pe P(C?: pX,Y) = >, a; X"V}, con la accion de grupo
natural por pullback, - : G X E — E; es decir, para todo A € G, a € E tenemos:

S| X
A-aoX,)Y)=a | A
Y
(Para evitar complicaciones notacionales, identificaremos los vectores fila con los

columna). Finalmente, en M = P(C?) nuevamente hacemos actuar G por pullback.

Ahora, para tener una accion de D sobre M mnecesitamos una funcion € como en el
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Teorema 33; la construimos de la siguiente manera: Sea € : E x M — M definido

por
e(a(X,Y),p(X,Y)) = X0l (X V) Va(X,Y) € E,p(X,Y) e M

donde ¢(p) denota el grado del polinomio p; es decir, ¢(p) = degree(p). Probemos
ahora las condiciones LZS y equivarianza para . Sean o(X,Y),5(X,Y) € E y
p(X,Y) € M; etonces tenemos:

1) LZS:

e(a(X,Y),e(B(X,Y),p(X,Y))) = e(a(X,Y),XPP-I3(X,Y))

X0-lo(X,Y) si ¢(p)—1>0
X' P)aXY) si ¢(p) —2<0
(X,Y

= c(a(X.Y),p(X,Y))

2) Equivarianza: Para todo A € G tenemos:

A-e(a(X,Y),p(X,Y)) = A (XFPO-la(X,Y))
= (X|¢(Ap ll)(A a(X,Y))
= ¢(A-a(X,)Y), A -p(X,Y)
Entonces, por el Teorema 33, € induce una accion D sobre M.
Notamos que como el mapeo € depende de las varitables tanto en E como en M,
entonces no es ni de Tipo 1 ni de Tipo 2. Ademds como ni E ni M son enviados
a escalares, entonces tampoco es de Tipo 3.1 ni 3.2. Finalmente, como M no es un

digrupo, entonces tampoco es de Tipo 4.

3.4. Orbitas y estabilizadores

Como vimos en la seccién anterior, hay varios tipos de acciones de digrupos que

son interesantes y que no se reducen al concepto cldsico de accién de grupo. Esto
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nos lleva a estudiar algunos conceptos relacionados con las acciones como lo son
las érbitas y estabilizadores; pero por supuesto, la construccion es ahora algo mas
compleja, ya que ahora no se definen a partir de un mapeo (como en los grupos),

sino respecto a los dos mapeos que definen la accién izquierda de un digrupo.

Definicion 44 Sea D un digrupo actuando en un conjunto M y sea m € M. Deno-
tamos las orbitas izquierdas y derechas para m, como lorb(m) y rorb(m) respectiva-

mente, y las definimos como:

lorb(m) ={x x m:2x € D};rorb(m) ={xxm:x € D}

Andlogamente, definimos los estabilizadores izquierdo y derecho para m como:

lesttm) ={z € D:xx m:=m};restim) ={x € D:x xm=m}

Recordemos que M es un GG-conjunto; asi que adicionalmente tenemos érbitas y
estabilizadores para esta accién de grupo que denotaremos como orbg(m) y estg(m)

respectivamente. Veamos algunas propiedades de las érbitas del digrupo:

Proposicion 45 Sea D = G x E un digrupo actuando sobre un conjunto M. En-
tonces, para todo m € M,

1. lorb(m) = orbg(m)

2. rorb(m) = G x (E x {m}).

Demostracién. 1) Del Lema 29 y la Proposicién 32 tenemos que el halo de D
actia trivialmente sobre M via X; por lo tanto, X depende sélo de G, es decir,

lorb(m) = orbg(m).

2) Sabemos que todo (A,a) € D puede ser escrito como (A,a) = (A,e)
(1, A~'ar). Usamos entonces la identidad (5) de la Definicién 25 y asf tenemos que:
(A,a)xm = ((Ae)F (1A ) xm
= (4,e) x ((1,A7'-a) xm)
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Como (A,e) € Gy (1,A7! - a) € E entonces tenemos la igualdad de (2). m
Veamos ahora algunas propiedades de los estabilizadores.

Lo primero que notamos es que el Lema 29 implica que el estabilizador izquierdo
de m respecto a E, es decir, lestg(m) = {a € E : (1,a) X m = m}, es tal que

lestp(m) = E. Definamos entonces el estabilizador derecho de m respecto a E' como:

restg(m) ={a € E: (1,a) x m =m}.

Lema 46 Sea D = G x E un digrupo actuando en M y sea m € M. Luego se tiene:
1. lest(m) = estg(m) x E.

2. 8i (A, «a) € rest(m) entonces (A) x {a} C rest(m), donde (A) es el grupo ciclico
generado por A. En particular, « € restp(m).

3. Sirest(m) # 0 entonces estg(m) x restg(m) C rest(m).
Demostracién. 1) Sabemos que F actia trivalmente en M respecto a x. Luego si

(A,e) x m = m entonces (A, «) X m =m para todo « € E, ya que

(A;o) xm = ((1,a) 4 (Aye)) xm
= (1,a) x ((A,e) xm)
(

Asi que lest(m) = estg(m) X E.

2) Supongamos (A, a) X m = m, luego tenemos:
(42,0) xm = ((A,0) 4 (4,0)) xm = (4,0) % (4,0) xm) =m

Asf que para cualquier n € Z" se tiene que (A", «) € rest(m). Por otra parte, como

(A% a) x m = m, entonces:
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De aqui que (A) x {a} C rest(m).
3) Finalmente, sea 3 € restg(m) (restg(m) # () ya que suponemos que rest(m) # 0);

y sea B € lestg(m), tenemos entonces que:

(B,B) xm = ((1,5) 4 (B,e)) xm
= (L,B)x((B,e) xm)
= (L,5) x((B,e) xm)
= (LB)xm

Luego (B, 3) € rest(m), es decir, rest(m) D estg(m) X restg(m). =

Proposicién 47 Sea D un digrupo actuando en M, y sea m € M. Entonces lest(m)
es un subdigrupo de D, que también actia en M; en particular, E C lest(m). Mas

ain, sirest(m) # 0, entonces lest(m) también actia como digrupo en rest(m).

Demostracién. Para ver que lest(m) es subdigrupo de D, notemos que estg(m)
es un subgrupo de G' y que también actia en F, ya que G lo hace. Asi, lest(m) =
esta(m) x E es subdigrupo de D.

Supongamos que rest(m) # () y definamos una accién de lest(m) en rest(m) como

sigue: X', ' : lest(m) x rest(m) — rest(m):

(4, )
(4, )

Para todo (A, ) € lest(m), (B, 3) € rest(m).

D<I
><]/

(B, B) = (A,a) F (B,B) 4 (A7}, e) = (ABA™, A B)
(B,8) = (lg, A f)
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Veamos primero que los mapeos estan bien definidos: Para x’:

((A,0) x' (B,B)) xm = ((Aa)k(B,B) 4 (A7} e)) xm
= (Aa)x ((B,B) x (A7 e) x m))
= (A,a)x ((B,) xm)
= (Aa)xm

Para x’ : Acabamos de mostrar que (ABA™!, A - 3) € rest(m) para todo (A, ) €
lest(m), (B,B) € rest(m), entonces le aplicamos el numeral (2) del Lema 46 a
(ABA™', A - B) y tenemos que (1g, A - B) € rest(m).

Veamos ahora que los dos mapeos son compatibles y para esto usaremos el Teore-
ma 33. Es importante tener claro que el digrupo que actia no es D, es lest(m) =
esta(m) x E, por esta razén necesitaremos definir un nuevo mapeo (seguird llamén-

dose ¢),
e: E x rest(m) — rest(m) : e(«, (B, 3)) = (1g, )

Es claro que este mapeo satisface la propiedad LZS, entonces queda mostrar sélo
equivarianza: Sean A € estg(m), a € E, (B,[) € rest(m), luego A x (B,3) =
(ABA™' A - j3); entonces:

Axe((lg,a),(B,B)) = Ax(lg,p)
= (lg,A-p)
= ¢((1g,A-a),(ABA™Y A B))
= ¢(Ax(1g,a),Ax(B,5))

Por lo tanto, ¢ satisface las condiciones del Teorema 33, que era lo que se queria

demostrar. m

Nota 48 Esta accion de lest(m) en rest(m) es del Tipo 2, ya que € proyecta E X

rest(m) a {lg} x restg(m) C rest(m) y ¢ depende sdlo del factor rest(m).
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Mds ain, ya que no necesariamente existen elementos en D que actien trivial-
mente sobre M respecto a X, es posible que rest(m) = 0. Esto lo veremos en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 49 Sean G = SO(2), E = S? y M = R3, con G actuando con rotaciones
alrededor del eje z en ambos conjuntos E y M. Consideremos el mapeo € : E x M —
M dado por (o, m) := —«. Para todo o € E y todo m € M. Es inmediato ver que &
cumple con las condiciones del Teorema 33, luego induce una accion que ademds es
del Tipo 1. Veamos como son las orbitas y estabilizadores para un punto cualquiera
m = (g, Yo, 20) € R3.

Orbitas:

o lorb(m) ={xxm:x € D} ={Axm: A€ SO2)}, es la circunferencia en el
plano z = zy, con centro en (0,0, zy) y que pasa por m.

e rorb(m) ={x xm:x € D} = {e(a,Axm): A€ SOQ2),a € S8?={-a:ac

5«2} — 5«2
Estabilizadores:
D Sim es uno de los polos de S*

o lestim)={z €D :xxm=m}=

{Id} x E En cualquier otro caso

G x {—m} Sim e S?
o restim)={y e D:yxm=m} =

0 En cualquier otro caso

De este ejemplo podemos observar que se tiene la contencién:
esta(m) x restg(m) C rest(m),

pero no necesariamente se tiene la igualdad entre estos conjuntos. Si hacemos, por
ejemplo, m = (0,1,0) tenemos que estg(m) = {Id} y restg(m) = {—m} pero
rest(m) = SO(2) x {—m}, luego estg(m) x restg(m) 2 rest(m).

Para resumir nuestra discusién y enfatizar la forma en que las acciones de di-

grupos dan informacién adicional sobre las simetrias de sus espacios "homogéneos",
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enunciamos como nuestro resultado final:

Teorema 50 FEn cualquier accion de digrupo, las orbitas derechas siempre son la
union de orbitas izquierdas. Por consiguiente, una accion no trivial de un digrupo
produce particiones especificas del conjunto de drbitas de la parte de grupo acorde a

las orbitas relacionadas a la accion derecha de las unidades barra del digrupo.

La prueba de este teorema es ahora una implicacién directa del numeral (2) del

Lema 30, pero veamos este comportamiento en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 51 Retomemos el Ejemplo 84: Recordemos que la accion de D = SO(n) x
S™ sobre M = R"™! estd dada por: (A,a) x m = Axm y (A, a) x m = ||m||a para
todo (A,a)) € D; m € M. Entonces, en el caso n = 2, es facil ver que lorb(m) =
{Axm : A€ SO(2)} es un paralelo en la esfera S*, mientras que rorb(m) es la
esfera completa S*. Obviamente la esfera rorb(m) puede ser vista como la unién de
dichos paralelos.

En este ejemplo también tenemos que:

ldy x E st my, 0
lest(m) = td} s i1 7 :

D S8t Mpy1 =10

G x {ﬁ} si m#0
rest(m) = :
D st m=0

Vale la pena notar que, en contraste al Ejemplo 49, todos los estabilizadores derechos

son no vacios.

Ejemplo 52 Retomemos el Ejemplo 43, donde consideramos la accion de D =

SU(2) x Py(C) en P(C), dada por:

X
Y

(A, a(X,Y)) xp(X,Y) =p | A
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(A, a(X,Y)) x p(X,Y) = X402l (X V),

donde ¢(p) = degree(p) para todo (A,a(X,Y)) € D; p(X,Y) € M. Entonces,

tenemos que:

—b X -
lorb(p(X,Y))=<p raa+bb=1
a Y

|

faul]

yrorb(p(X,Y)) = {XI?W=2Y. B La imagen geométrica aqui no es tan clara como en
el ejemplo anterior, pero para ilustrar el teorema anterior, consideremos las orbitas

de los monomios de la forma: X |¢’(p)_2|a(X ,Y); un cdlculo directo muestra que:

X|¢>(p)f2|a(X’ Y) = X|¢(A‘p)*2‘a(X, Y)
= (A,Oz(X, Y)) ><1p(X, Y)
= ((A,0)F (Id, A7 a(X,Y))) ¥ p(X,Y)
= (A0)x ((Id, A7 - a(X,Y)) x p(X,Y))

Por otro lado, para los estabilizadores derechos tenemos la siquiente descripcion:

G x{p(X,Y)} Si pX,)Y)eFE

rest(p(X,Y)) = :
0 En cualquier otro caso

Para describir lest(p(X,Y)) en el caso general se requiere una gran cantidad de

cdlculos pero para tener una idea de esto veamos el ejemplo de un polinomio especifico:

a b
p(X,Y) = XY. Entonces, si A= _ € est(p(X,Y)) tenemos:
b a

abX? 4+ (a@ — bb) XY —abY? = XY

a 0
luego, b=0y A = € G, ast que |a| = 1. Por lo tanto:
0

Q=

a 0
lest(XY) = E la|=1) x E.
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El estudio presentado aqui es s6lo un primer paso. Aunque ya no proseguire-
mos en esta direccion de buscar andlogos en el contexto de digrupos para muchas
otras construcciones estandar de la teorfa de acciones de grupos, sin duda se podria

proseguir considerablemente en ella.
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Capitulo 4

Versiones infinitesimales de

acciones de digrupo

Como pudimos observar en el capitulo anterior, la componente algebraica de los
digrupos es interesante por si sola y ain hay mucho por hacer con los digrupos en
ese campo; sin embargo, parte del atractivo que tienen los digrupos es la conexién
que tienen con las dlgebras de Leibniz; por tal motivo, en este capitulo estudiaremos

algunos aspectos infinitesimales.

4.1. En Algebras de Leibniz.

Tal como vimos en el Capitulo 1, un camino natural para conectar a los digrupos
con las dlgebras de Leibniz inicia conjugando las operaciones del digrupo para obtener
el operador del rack y luego se deriva este mapeo dos veces para obtener el corchete
de las dlgebras de Leibniz. Siguiendo a [8], haremos uso de esta técnica para obtener

acciones de dlgebras de Leibniz a partir de acciones de digrupos.
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Para ello, cabe observar que en la literatura las definiciones de accién de rack de
Lie punteado y de accién de un dlgebra de Leibniz usualmente se analiza en términos
de acciones bilaterales, por tal razén, en el Apéndice A introducimos la definicién
correspondiente de accién bilateral de un digrupo, estudiando ademds algunas de
sus propiedades mas bdsicas, ya que es esta propiedad de bilateralidad nos permitira
relacionar las acciones de digrupos con acciones de rack de Lie y de dlgebras de

Leibniz.

Proposicién 53 1. Para todo rack de Lie punteado (Q,0,1), junto con su repre-
sentacion adjunta, se tiene que (T1Q; [, ]) es un dlgebra de Leibniz, donde |, | es la
diferencial de la adjunta en el rack.

2. La diferencial de una accion de un rack de Lie punteado (Q,0,1) sobre un espacio
vectorial M en un punto fijo mg € M (respecto a la accion), es una accion del dlgebra

de Leibniz (T1Q; | , |) sobre Ty, M = M.

Demostracion. 1. Es justo la prueba del Teorema 17.
2. Basta ver que la diferencial en 1 de una accién izquierda de un rack (Q,o,1), es
una accién izquierda del dlgebra de Leibniz (T1Q, | , |) sobre el espacio tangente en
un punto del espacio donde actia el rack, ya que para el caso de accién derecha o
accion bilateral, el anédlisis es similar. Supongamos que tenemos una accion izquierda
de rack de Lie de () en un espacio vectorial M, la cual llamaremos ” -”. Luego, dados
x,y € QQ; m € M y por propiedad de accién de rack tenemos la siguiente ecuacion:
z-(y-m)=(zoy)- (z-m) (i)
Llamaremos ¢, al mapeo: ¢, : M — M definido por ¢,(r) = z - r para todo z € @
y todo r € M y de igual manera, llamaremos ®z = D, (¢,) Asi la ecuacién (i) se
reescribe como

Gu(dy(M)) = Py (0,(m)) (i)

Ahora, derivando en (i7) primero respecto a m en n y luego respecto a y, tenemos:
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O, (Y xa) =V, (Y)* P,(a)
Donde ¥,(Y') es tomado como en la demostracién de la parte 1, a es un elemento
de T,M y * : T'Q x T, M — T, M. definido como x = D(; ) Luego derivamos esta
dltima ecuacién respecto a x en 1 y tenemos:
X#(Yx*a)=Xx*xYxa)+Y x (X xa)
Lo cual garantiza de que % es una accién (izquierda), del dlgebra de Leibniz T;Q

sobre M. m

Esto lo que muestra es que el concepto de accién de digrupos, definido en este
trabajo, es perfectamente compatible con la accién de dlgebras de Leibniz. Veamos

entonces un ejemplo para ilustrar la proposicién anterior.

Ejemplo 54 Consideremos el dlgebra de Leibniz (so(2) @ R3, [, ]) donde definimos
[(a,z), (b,y)] = ([a,blse2),y) para todo (a,z),(b,y) € s0(2) ® R3. Notemos que el
corchete de Leibniz puede ser obtenido de la siguiente manera:

1. Derivando la accion adjunta del rack de Lie SO(2) en la identidad se obtiene el
corchete | , |so(2); €s decir, la primera componente del corchete de Leibniz.

2. Si tenemos cualquier accion (suave) del grupo de Lie SO(2) sobre S* con un punto
fijo y la derivamos respecto a la identidad de SO(2) y al punto fijo en S3, lo que se
obtiene es el mapeo proyeccion m : 50(2) & R? — R3 donde m(a,y) = y para todo
(a,y) € 50(2) ® R3. Notar que estamos identificando R3 ~ T, S3; donde xy € S® es
el punto fijo.

Con esto, es facil ver que el dlgebra de Leibniz (s0(2) @ R3[| ]) es el resulta-
do de calcular el espacio tangente en 1 del rack de Lie (SO(2) x S3,0,1) donde
1= (Id,PN), y o estd definido por:

4 B
(A,a) o (B,B) = (Adj.B, & )
B3

Ba

46



Caprtulo 4. Versiones infinitesimales de acciones de digrupo

Para todo (A, ), (B, 3) € SO(2) x S3.
Ademds, se verifica facilmente que tomando el mapeo - : (SO(2) x S3) x R* — R*

definido como:

Al

T

(A,a) -z = ?
A
L4

corresponde a una accion del rack SO(2) x S3 sobre R* con 0 € R* un punto fijo
respecto a esta accion.

Por dltimo, derivando - en (1,0), Tenemos
x* =D (s0(2) 8 R*) & R* — R*

donde *((a, @), z) = x para todo ((a,),z) € (s0(2) DR?) BR*. Esto ya que se deriva

- respecto a (1,0) y 0 es un punto fijo respecto a -.

En el contexto de la teoria que hemos desarrollado, podemos entonces analizar el

ejemplo anterior de la siguiente manera:

1. Tomando el digrupo (D = SO(2) x S3 -, -, (ID, PN) donde se define para
todo (A, «); (B, ) € D:

4 B
(A,0)F (B.B) — (AB. /f? )

L 64 -
(A,) 4 (B,5) = (AB, )

y conjugando sus elementos, es decir, definiendo (A, «) o (B, 3) := (A,a) F (B, ) 4
(A, )71, se obtiene el rack de Lie (Q = SO(2) x S3,0,1 = (ID, PN)) del ejemplo

anterior.
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2. Si consideramos los mapeos x;;x; : Dx R* — R* y x,:x, : R* x D —

R*definidos para todo (A4, a) € D; x € R* por:

X1

A

(Ayo) ;o = 2

T3
La
(A,o) . = x
T
X, (A o) = 2

X3

A

Xyg

X, (A o) = x

Se tiene que (X;, X;) v (X, X,) son accién izquierda y derecha, respectivamente, de

D sobre R* (los detalles de este célculo se harén en el Ejemplo 70 del Apéndice A).

3. La accién del rack, que estd definida por

Al
T
(A ) -x = ? :
A
Ty

se puede obtener conjugando las acciones izquierda y derecha del digrupo de la

siguiente manera:
(A,a) 2= (A,a) x;z %, (A,a)™,
para todo (4,a) € D; x € R%.

Un punto importante que se desprende de la discusién anterior es que en el proceso

de conectar las acciones de digrupos con acciones de dlgebras de Leibniz se pierde
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informacion de las primeras, debido a que las acciones bilaterales de los digrupos se
conjugan y luego se derivan. Desde nuestra perspectiva, la parte de esta informacion
que se pierde es la correspondiente a la accién derecha x, la cual estd relacionada,
segiin el Teorema 33, con el mapeo € y sabemos que ¢ aporta la parte novedosa
en la definicién de accién de digrupo. Por este motivo, en la siguiente seccién, se
estudiaran directamente las derivaciones de las acciones de los digrupos sin tener que

conjugarlas.

4.2. En Didlgebras

Como es bien sabido, una relacién similar a la de digrupos y racks de Lie, se tiene
para las didlgebras y dlgebras de Leibniz, mediante una conjugacién de sus mapeos;
sin embargo, ya vimos que al tomar ese camino se pierde mucha informacién si
partimos desde los digrupos. Parece entonces que no hacer uso de la relacién entre
didlgebras y dlgebras de Leibniz pero si de la relacién entre digrupos y didlgebras
es una buena opcién. Por tal motivo, este es el camino que exploraremos en este

apartado, y que procedemos a detallar.

Mé&s precisamente, a continuacién estudiaremos el espacio tangente
T.D = T'G @ T.E, junto con los mapeos B>= Dee) ;= D(ce) 1y veremos

que esto define una didlgebra.

Recordemos en primer término que los mapeos - y - estdn definidos para todo

(A, ), (B, B) € D como:
(A, 0) F(B,3) = (AB,A- )

(A ) 4 (B,5) = (AB,«)
Asi, al derivar cada uno de estos mapeos en el punto (e, e) € D x D, lo que se obtiene

es:
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B) = (a+baop)

B) = (a+b0)

donde o = Dy : T'G ® T.E — T.E. Ahora, como o es lineal por ser la difer-

encial de -, y como (a, B) = (a,0) + (0, B) para todo (a,g) € T'G ® T, F, entonces:
aog = a00+00§.

Luego, tomando flujos para cada sumando se tiene:

ao0+00f3 = d%|t:07(;<t>'e+%|t=01'7E<t>7

donde:
Yo i (—9,0) — G tal que 7y es suave y 74(0) = 1;75(0) = q,
Vg 1 (—8,0) — E tal que v es suave y 75(0) = ¢;75(0) = 5;

pero sabemos que - es una acciéon de grupo, luego tenemos:

Yo(t)-e=ey 1-vg(t) =~g(t) para todo t.

Reemplazando, tenemos:

aof=2Llioe+ Lli—ovp(t) = 5.

Por 1ltimo, nuestro nuevo mapeo quedaria definido como:
o:T'"G®T,E — T.F donde a o B = B, para todo (a, E) ehGpT.E.

Por esta razon, los mapeos resultantes >, < quedan definidos de la siguiente manera:

(a,8) & (b,8) = (a+D,5)
(0,8) A (0,8) = (a+ba)

vV
=) @)

A

Veamos entonces que el espacio al que llegamos con este procedimiento es una

didlgebra.
Proposicién 55 La tripleta (A =TG @ T.E,>, <) es una didlgebra.

Demostracién. Veamos que se tienen los axiomas de didlgebras. Sean (a, @), (b, B)

y (¢,7) € A.
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1. Asociatividad:

(0,8) 2 ((b,8) 2(¢,7)) = (a,@) D (b+c, )
= (a+b+ca)
(a+b,3) < (c.7)
= ((a,8) 2 (b)) < (¢,7)
Para ver la asociatividad de > el procedimiento es més facil que en <, ya que sélo
hay que tener en cuenta que la unidad barra no cambia.

Veamos ahora que se cumplen los demds axiomas de la definicién de didlgebra:

2. ((6,6) = (b,8) = (¢.7) = (a+b+c7A)

= (a+b,a)> (c,7)

= ((a,8) 2 (b,5)) = (¢,7)
3. (0,0) A((b,8) 2 (,9) = (a+b+c,d)

= (a,0) D (b+¢,7)

= (a,8) 2 ((b,8) & (¢, 7))
4. (a,@) = ((0,8) 4 (¢,7)) = (¢,8) & (b+c, )

= (a+b+c, )

= (a+b,8) < (c,

(

7)
(a,8) & (b, ) D (¢,7)
Luego, (A=T1GoT.E,> <l) es didlgebra. m

Desafortunadamente y contrario a lo que intuitivamente se podria creer, no siem-
pre que se deriva una acciéon de un digrupo se obtiene una accién de su respectiva

didlgebra. Veamos el siguiente ejemplo para comprobar la anterior afirmacién:

Ejemplo 56 Sean el digrupo (SO(2) x S? -, (Id, PN)); M = R? y la accion del
digrupo sobre M tal como se describe en el Ejemplo 49. Lo primero que notamos

es que la derivada de la accion del grupo SO(2) sobre M se calcula de la siguiente

manera (véase el Capitulo 27 de [18]):
0 1= D(1gm,)* : 50(2) ® Ty M — T,y M y estd dada por:
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aom = aol0+0om
= L oy (t) * o + =0l * Y5(t)
= 4|,_o(cost, sent,0) + m
= (0,1,0) + 7
donde vy, y 74 son flujos en G y M, respectivamente, tales que v,(0) = 1;71(0) = a y
72(0) = mo; 13(0) = 7.

Por lo tanto, derivando la accion X respecto a ((Id, PN),mog = (1,0,0)), tenemos:

~

(a,a) >m = Dyiq,pn)m,) * ((a,a),m)

(
= (0,2,0)+m
Por otro lado, haciendo I-:= D((1.¢),1,e)) I, tenemos:
(6, 0)IF (0,B) =@ = (a+b,f) =M
= (0,1,0)+m

Es decir, (a,a) > ((b,8) > m) # ((a,@) I+ (b,3)) > m; por lo tanto, (>, <) no es

una accion de la didlgebra s0(2) @ TpyS? sobre Ty, M .

Ahora bien, analizando qué es lo que sucede, vemos que para en el ejemplo anterior
sf se cumpliera el axioma 1 de la definicién 22, serfa necesario que se cumpliera para
todo a,b € s0(2) y todo m € T,,, M

(a+b,8) & i = (a,8) & (bo i);
es decir, se deberfa cumplir

(a+b)om=ao (bom).

Y en efecto, en el ejemplo anterior, vemos que esta iltima identidad no se cumple

ya que:
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(a+b)om = (0,1,0)+m

ao(om) = ao((0,1,0)+m)
= (0,1,0) + ((0,1,0) + m)
= (0,2,0) +m

Pero cabe ademads notar que esta identidad depende, entre otros factores, del
punto mg que se escoja para derivar la acciéon del digrupo. En efecto, si tomédramos
mo = 0 € R3, sf se cumplirfa la identidad, ya que a o i = m para todo a € s0(2)
y todo m € T,,,M, y esto se debe a que 0 es un punto fijo respecto a la accién de

$0(2), mientras que (1,0,0) no lo es.

Apoydandonos en esta discusion, en el siguiente apartado veremos un teorema
que nos dara condiciones suficientes y necesarias para tener acciones de didlgebras a

partir de acciones de digrupos.

4.3. Un teorema de caracterizacion de la version

infinitesimal de la accién de un digrupo.

Como ya vimos en la seccién anterior, aunque el espacio tangente en la unidad
barra marcada de un digrupo hereda de una manera natural una estructura de diél-
gebra, no toda accién de digrupo produce una accién de didlgebra cuando se deriva;
por tal motivo, veremos un teorema que nos daréd condiciones suficientes y necesarias

para obtener acciones de didlgebras derivando acciones de digrupos.

En lo siguiente, partiremos de suponer que tenemos un digrupo (D = G x E,
F,4 (1,e)) que estd actuando por la izquierda sobre una variedad M, via (X, x)
o, de manera equivalente gracias al Teorema 33, via (x,¢). Para esto, usaremos la

siguiente notacion:
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1. G denotard un grupo de Lie actuando en la variedad E via - con punto fijo e
y en la variedad M via x, ambas acciones izquierdas.

2.¢: F x M — M serd un mapeo equivariante (respecto a las acciones de 1) y

LZS.
3. (X, x) es la accién del digrupo D = G x E en M inducida por 1) y 2).
4. A = T{1,¢D denotard la didlgebra correspondiente al digrupo D.
5. B= D((1,e)mo) X5 1= D((1,6),m0) X-
6. 0 = D(1,m0)*; € = D(e;mg)E-

De manera similar a como se desarroll6 el Teorema 33 y con la notacién anterior,

observaremos en el siguiente lema la relacién existente entre (>, <) y (o,%)

Lema 57 Para todo (a,a) € A, m € T,,,M. Se cumplen las siguientes propiedades:

Demostracién. Sean (a,a) € A, m € T,,,M y veamos que se cumple 1, 2 y 3:

1. Sabemos que para todo (A,a) € G x E = D y todo m € M se tiene que (A, a) X
m = Axm donde * es una accién del grupo G sobre M; es decir, X sélo depende de
la accién del grupo y no de las unidades barra del digrupo. Por tal motivo (a,a) >
m = aD @ m) * M = a om para todo (a,a) € A, m € T,, M.

2. Como <= Dy(1,¢),me) X es lineal, entonces (0,a) I m = (0,a) < 0+ (0,0) < m.
Tomando flujos v, : (—0,0) — E y 5 : (—0,0) — M tales que v,(0) = ¢e;7,(0) = @

v 75(0) = mo; v5(0) = m entonces tenemos:
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(0,a) dm = (0,a) <0+ (0,0) Im
= gil=o(L,71(1) @ mo + Flimo(1,€) 3 75(1)
= Flimoe(71(2),m0) + £ li=0e(e, 72(1))
= E(a,0)+2(0,m)
= E(a,m)
3. Sabemos que a o M = 4|,_q exp(ta) * mg + M. Denotemos 4|,_o exp(ta) x mg =
Qo € TongM; luego, a o m = a,,, + m. De aqui tenemos que:
(@a)dm = (0,a) @+ (0,040 ()
Del numeral 2 tenemos que (0,a) < m = €(a,m). Resta por calcular el término
(a,0) <0, para esto haremos uso del flujo exponencial en el grupo de Lie G.
(a,0) <0 = 4|,_g(exp(ta),0) x mg

= 4],_oe(e, exp(ta) * mo)
De otro lado, se tiene que el mapeo v : (—9,6) — M definido por (t) = exp(ta) *my

es un flujo en M tal que ¥(0) = mo y 7'(0) = L|,_gexp(ta) * mo = Gp,, de aqui
que (a,0) <0 =2(0,Gy,). Reemplazamos ahora este valor en (*) y, por el numeral

anterior, tenemos:
(a,0) <m = (0,a) Im+(a,0)<0

= g(a,aom)
Con lo que queda demostrado el lema. m

Sabemos que en el caso cldsico, no siempre que se deriva una accién de un grupo
de Lie resulta una accion del dlgebra de Lie correspondiente, ya que esto tltimo
depende del punto con respecto al que se va a derivar la accién del grupo; sin embargo,
resulta interesante estudiar de qué depende esta relaciéon y qué propiedades cumple
tal derivada. En el caso de los digrupos, sucede algo similar, no siempre la derivada
de una accién de digrupo resulta ser una accion de la didlgebra correspondiente, pero

existen casos donde esto si ocurre. A continuacién veremos un teorema que nos dara

95



Caprtulo 4. Versiones infinitesimales de acciones de digrupo

condiciones suficientes y necesarias para que tengamos acciones de didlgebras que

son obtenidas al derivar acciones de digrupos.

Teorema 58 (>; ) es accion de la didglgebra A sobre T,,, M si y sdlo si se cumplen:
i)ao(bom)=(a+0b)om para todo a,b € g,m € T,,, M.
i1) {€a}taer.p €s una familia de mapeos con la propiedad LZS.

iii) a o €(a,m) = €(a,aom) para todo a € g,a € T,E ym € T,,,M.

Demostracién. Supongamos que (>; <) es una accién de 2 sobre T,,,M. Sean
a,b € g, a,ﬁ eT.EymeT,,M,y veamos que se cumplen i), ii) y iii).

i) Sabemos que (a, @) > m = ao m, asi, como (>; ) es accién entonces:
(0,@) & ((b,5) & 1) = (a+b, 5) & 7,

asi que ao (bom) = (a+b) om.
d

ii) Tenemos que (0,a@) < m = £(a,m). Nuevamente, por propiedades de accién de

didlgebra tenemos:
(0,@) 2 ((0,3) 2 ) = (0,3) < .

Esta igualdad es equivalente a tener:

Por lo tanto tenemos la propiedad de LZS para {5 }acr.p-

iii) De acuerdo a los axiomas de accién de didlgebras, se tiene que:

~ ~

(a,@) > ((0,8) 9 m) = (a,B) < M.
Pero esto es lo mismo que tener:

~

a og(g,fﬁ) :é\(g,a om).
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Por lo tanto tenemos i), ii) y iii).

En la otra direccién, supongamos que tenemos i), ii) y iii) y veamos que (>, <) es

una accién de (2, F, ) sobre T,,, M.

Al (a,@) & ((b,B) > @) = ao(boim)

A3. (a,@) D ((b,3) < M) = E(@,a02

A4 (a,®) D ((b,B) <) = 2@,a

A5. (a,@) &= ((b,

=
A
=)
I
IS
) y ©
o
=
S >N T/~
O
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Con este teorema analizaremos las derivadas de los tipos de acciones de digrupos
que estudiamos en el capitulo anterior y miraremos cuales de estas son acciones de

las respectivas didlgebras.

Recordemos que para describir los tipos de accién de digrupos, hacemos uso del
Teorema 33 y nos basta con estudiar sélo los mapeos . Sin embargo, para la versién
infinitesimal de la accién del digrupo, no podemos centrarnos sélo en € ya que la
condicién 1 del Teorema 58 no siempre se cumple para la derivada de cualquier
acciéon de grupo de Lie; por lo tanto, debemos considerar ambos mapeos (o y &),
para analizar las derivadas de los cuatro tipos de accién de digrupos que estudiamos

en el capitulo anterior.

Caso 59 Tipo 1.

En este tipo de acciones se tiene que el mapeo € s6lo depende del halo del digrupo,

es decir, e(a,m) = f(«), donde f: E— M es equivariante.

Si analizamos la primera condicién del Teorema 58, no necesariamente se cumple,
ya que el mg que se escoge para derivar la accién del grupo no tiene alguna propiedad

especial como la de ser punto fijo.

Para la segunda condicién, derivando € en (e, f(e)), tenemos que: € := D(c f(e))€ :
T.E ®TyeyM — TyeyM estd dado por €(a,m) = D.f(@). En este caso se conserva
la propiedad de LZS ya que para todo & € T.E se tiene que €5 : TyeyM — Ty M
es el mapeo constante £5(m) = D, f(@). Asi, dados cualesquiera &,B € T.E se tiene

que /&?\a Og’B = Aa.

Por tltimo, sean a € g,a € T,E' y m € T,,, M. Asi tenemos que

a4 08(@, M) = g + E(@, M) = Tmg + Def(Q);
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Por otro lado se tiene que
g(@,aom) = D.f(a)
Asf que en general tampoco se tiene la condicién 3 del Teorema 58.

Sin embargo, si mg es punto fijo respecto a la accién de grupo, si se tendrian las
tres condiciones del Teorema 58, ya que @,,, = 0 y por tanto a o m = m para todo
a€gym e Ty,M, en particular a o €(a, m) = €(a,m) = €(a,a o m), y aplicando

este teorema se concluye que (o,€) corresponde a una accién de didlgebra.

Con todo esto podemos concluir que no siempre la derivada de una accién Tipo
1 es una accién de la didlgebra correspondiente, se necesitan condiciones adicionales
para el punto mg, como por ejemplo, pedir que my sea punto fijo respecto a la accién

del grupo.

Este tipo de acciones de digrupos no son muy interesantes ya que los mapeos
€, son constantes y la condicién de LZS se obtiene de manera casi que trivial. Sin
embargo, tenemos una primera clase de acciones de digrupos que al derivarlas dan

acciones de didlgebras, resultado que sf es importante.

Veamos ahora lo que sucede para el siguiente caso.

Caso 60 Tipo 2.

Para este tipo de acciones, tenfamos e(o,m) = g(m) donde g : M — M, g

equivariante y go g = g.

Si llamamos g := D,,, g para algin mg € M, entonces € : T,E ®TmoM — TmoM
estd dado por €(a,m) = g(m). Para este caso, no se tiene la propiedad LZS como
en el caso anterior, ya que no necesariamente D,,, g o D,,,g = D,,,g. Sin embargo, si
existe un punto fijo mg € M respecto a g y derivamos g en myg entonces si se cumple

la propiedad LZS.

59



Caprtulo 4. Versiones infinitesimales de acciones de digrupo

No obstante, el hecho de que mq sea punto fijo respecto a g, tampoco garantiza
que la derivada de la accién del grupo G en mgy cumpla la condicién 1 del Teorema 58,
y esto quiere decir que la derivada para este tipo de acciones de digrupos, en general
tampoco es necesariamente una accién de la didlgebra correspondiente. Miremos el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 61 Consideremos el digrupo D = SO(2)x My(R) donde el grupo SO(2) ac-

tia sobre My(R) por multiplicacion izquierda, con la unidad barra marcada (Id,Ogx3).

También consideremos M = R? y la accién de D sobre M dada por:

1. SO(2) actuando sobre M via el mapeo * que es simplemente la accion natural de

multiplicar matriz por vector.

2.e:GL(2) x M — M dado por (A, x) = x para todo (A, z) € GL(2) x M.

Claramente, esta accion de digrupo es del Tipo 2 donde g = Idy;. Consideremos
1

1
Notemos que mq es punto fijo respecto al mapeo g pero veamos que eso no basta para

ahora la derivada de esta accion en (Id,0gx2), mo =

que la derivada de la accion de digrupo sea accion de didlgebra:

Sean a € s0(2);m € TpyM,0 = D (14my) * . Luego tenemos:

aom = %]tzo exp(ta) * mg + m
J cost —sent 1 N
= Zli=o +m
sent  cost 1
J cost — sent N
= 3|t:0 +m
sent + cost
1 R
1
. —1 P _ —1 _
Asi pues que (a+b)om = +m mientras que ao(bom) = ao( +m) =
1 1
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—2
+m para todo a,b € s0(2);m € T,,, M. De aqui que no se cumple la condicion
2

1 del Teorema 58 y por tanto, no se tiene una accion de la didlgebra so(2) & ToMs(R)
en Tpn,R2.

Analicemos a continuacion las acciones del Tipo 3, recordando que en ellas el
mapeo € envia uno de los factores al campo y el otro al espacio homogéneo. Veamos

cémo se comporta la derivada de € en ambos casos.
Caso 62 Tipo 3.1
Las condiciones de este tipo son:

1. f: E — M equivariante,

2. g : M — k lineal y tal que g(A * m) = g(m) para toda A € G actuando en

cualquier m € M,
3. gof=1,
1. =(a,m) = g(m) f(@).
Ya que en este tipo de acciones no hay restricciones ni para la accién del grupo

en M ni para mg, en general la primera condicién del Teorema 58 no necesariamente

se cumple.

Para la segunda condicién, tomemos a € g; a € T.E; m € T,,, M y sea v un flujo

en M tal que v(0) = mg y 7/(0) = m; se tiene entonces:
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g(a,m) = &(a,0)+2(0,m)
= ili=os(exp(ta@), mo) + gli=oc(e, (1))
= L|—og(mo) f(exp(t@)) + L|i—og(v(t)) f(€)
= g(mo)Def(@) + gli=og(v(t)) f(e)

El célculo anterior muestra de hecho que no necesariamente se cumple ni la condicién
ii) ni la iii). Como consecuencia, la derivada de este tipo de accién rara vez resulta ser
accién de la didlgebra correspondiente, y de hecho, hasta el momento no conocemos

ningin ejemplo que s lo sea.
Caso 63 Tipo 3.2

El andlisis es muy similar al del caso anterior. En efecto, las condiciones de este

tipo son:

1. g: M — M equivariante,

2. f: E —ktal que f(A-a) = f(a) para toda A € G actuando en cualquier
a €k,

3. g(f(a)g(m)) = g(m) para todo o € E'y todo m € M,

4. e(a,m) = fla)g(m).

Nuevamente, tomemos a € g; @ € T.E; m € T,,,M y sea v un flujo en M tal que

7(0) = mg y +'(0) = m; entonces

= Zlios(exp(ta), mo) + Fli=oc(e, (1))
(mo) + &= f (€)g(7(t))
g(mo) + f(e) &li=og(7 (1))
g(mo) + f(€)Dimog(in).
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Asi pues, similar al Tipo 3.1, de nuevo es poco probable que la derivada de las
acciones de este tipo sean acciones de las didlgebras correspondientes. Veamos ahora

el ultimo caso, el cual es el resultado de acciones obtenidas por homomorfismos.
Caso 64 Tipo 4

En contraste con lo observado para los tipos anteriores de acciones de digrupos,
el Tipo 4 es el que maés se relaciona con las acciones de didlgebras, ya que en en este
caso no se necesitan condiciones adicionales, como si sucedia en los casos anteriores,
para obtener acciones de didlgebras. Debido a la importancia que en nuestra opinién
reviste este hecho, lo analizaremos desde dos perspectivas: la primera de ellas con la

siguiente proposicion:

Proposicién 65 La diferencial de un homomorfismo de digrupos es un homomor-

fismo de didglebras entre las respectivas didlgebras.

Demostracién. Sean (D; = G; x E;,F;, i, (1;,¢;)) digrupos, con i = 1,2 y sea
f:(e,p) : Dy — Dy un homomorfismo de digrupos. Luego (ver [13]), sabemos que
¢ : Gy — Gy es un homomorfismo de grupos de Lie y o : F; — FE5 es un mapeo

suave y equivariante. Tomando la diferencial de f en (1;,e;1) se tiene:
F = D(ll,el)f = (D1190> Deh“) : T(11,61)D1 - T(12,62)D2

Donde:

1.LEF:2A — Ay, con A :=9,0T. . F; i =1,2,

2. Dy, : g1 — g2 es homomorfismo de dlgebras de Lie.

Por la Proposicién 55, tenemos entonces que si llamamos >;: D, e,), (1)) Fis i

D((1,,e:),(11,e:)) Thi» entonces, para i = 1,2, se tiene:

v

(Clz‘, ai)

(bi7/ﬁ\i) = (ai + biaBi)a
bi?Bi

(a;,a;) < 4 ) = (a; + b;, Q).
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Luego, aplicando I a estas expresiones, tenemos:
F((a1,a1) 21 (b1,81)) = F((ay+ b1, 06;))

= (D1, ¢(ar +by), De,pu(By))

= (D1, ¢(@) + Diyp(br), De,pu(By))

= (D1, (1), Deyu(@1)) B2 (D1,0(b1), Deypr(By))
= F((a1,01)) B2 F((by, By)).

De manera andloga, se tiene:
F((ay,@) <1 (b1, ) = F((ar+ by, @)
(D1, (a1 + b1), De, pu(0v))
= (Dyp(ar) + Diy(br), D, p(@n))
(D1,(a1), Dey (@) o (D1, p(b1), Deyp(B1))

= F((a1,a1)) Do F((bs, By)).
Por lo tanto, F' es homomorfismo de didlgebras y, como ya se vio en el ejemplo 23,

F' induce una accién de didlgebras de A; en A;. =

Por otra parte, podemos hacer el andlisis desde la perspectiva de los teoremas de
caracterizacion que hemos probado aqui. En efecto, si hacemos uso del Teorema 58,
del Lema 57 y tomamos by, a; € g1; (az, @2) € Ay arbitrarios se cumple:

by o (ay o (ag,az)) = F(b1,0) 5 (F(a1,0) >s (az,as))
= (F(b1,0) B2 F(a1,0)) B2 (a2, 2)
= F((b1,0) 21 (a1,0)) B2 (a2, @)
= F(by + a1,0) >3 (ag, Qs)

= (bl + al) o) (ag, &2)
Esto muestra que se cumple la primera condicién del Teorema 58.

Veamos que se cumplen las otras dos condiciones. Tomemos entonces ay, 8, € T, E.

-~

2(@1,8(By. (a2.2))) = F(0,a1) < (F(0,5,) <y (a,az))
= (F(0,d1) <2 F(0,5,)) <2 (a2, @)
= F((0,61) <1 (0, 5,)) Do (a2, 8s)
= F(0,a1) <5 (ag,as)

= g(ah (a27a2))‘
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Por tanto se tiene la propiedad LZS.

Por dltimo veamos la tercera condicidn:

ai © g(ah (CL2, az))

(F(a1,0) o F(0,01)) <2 (a2, a2)
F((a1,0) >y (0,01)) <3 (az, az)
F(ay,a1) <9 (az, )

AN

8(0&1,(1,1 o) (a2,a2)).

Con todo esto, vemos que se cumplen las tres condiciones del Teorema 58.
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Conclusiones

Si bien la nocién de accién de digrupo que estudiamos en este trabajo es un
concepto nuevo, han habido algunos pocos trabajos que se relacionan con esta idea.
En lo siguiente, veremos cémo dos de estos trabajos se relacionan con las acciones

de digrupos.

Empecemos con [3] donde se define el concepto de representacion principal de un
digrupo. Veremos de manera abreviada que esto es un caso particular de las acciones

de digrupo del Tipo 4.

Comenzamos con un C—espacio vectorial V', un producto punto <, >: VxV — C

y un vector unitario ey € V', para este producto punto.

A V lo dotaremos de estructura de didlgebra definiendo los mapeos =, =: V xV —

V' de la siguiente manera:

x = <x,e >
Y 0=y para todo z,y € V.
rdy = <y,eg>cw

Facilmente se muestra que (V,F,, eg) es una didlgebra unitaria, la cual es llamada

didlgebra principal de V' y sera denotada por V(ep).
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Tomamos ahora cualquier didlgebra (U, , ) y decimos que un elemento xz € U
es reqular respecto a una unidad barra e, si x es invertible. Adicionalmente, da-
da una didlgebra principal V'(ep), denotamos por L(V'(eg)) al conjunto de todos
los operadores lineales de V' en si mismo y decimos que A € L(V(ey)) es una
transformacion lineal regular respecto a ey si A(eg) es regular en V(eg). Llamare-
mos R(V(ep)) al conjunto de todas las trasnsformaciones lineales regulares respecto
a e, es decir, R(V(ey)) = {A € L(V(ep)) : A es regular respecto a ep}. Final-
mente, dotamos a R(V (ep)) de una estructura de digrupo definiendo los mapeos
>, <: R(V(eo))xR(V(eg)) — R(V(ep)), paratodo A, B € R(V (ep)) y todo z € V(eg)

COo1mo:

(ADB)a) = Al) 4 Bleo)

(A B)(z) = Aleo) F B(x)

Asi, (R(V(ep)),>, <, Id) es un digrupo.

Con estas definiciones, R. Felipe introduce la nocién de Representacién Principal

de un digrupo de la siguiente manera:

Definicién 66 Sean (D,t, -, e) un digrupo, V un C—espacio vectorial de dimension
finita y L(V(eg)) su didlgebra principal. Una representacion principal de D en' V' es

un homomorfismo de digrupos T : D — R(V (ep)).

Por lo tanto, dado que una representacién principal de un digrupo D es sim-
plemente un homomorfismo de digrupos de D al digrupo particular R(V (eg)), es
claramente un ejemplo particular de lo que hemos llamado acciones de digrupos del
Tipo 4. Pero ademads, parece claro que el concepto de representacion de un digrupo
D sobre un espacio vectorial V' podria definirse mas en general. De hecho, dados
los resultados sobre la descomposicion de los digrupos, conjeturamos que para una
representacién de un digrupo D sobre un espacio vectorial V', la tinica restriccion nat-

ural es que el digrupo objetivo debe tener una descomposicién en forma de producto
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donde la parte de grupo es GL(V); pero aiun queda por encontrar las condiciones

adecuadas para la parte del médulo donde GL(V') actua.

El segundo trabajo que consideraremos es [7]. Aqui, Liu propone la nocién de
Digrupo de Transformaciones e intenta establecer un anédlogo del cldsico Teorema de
Cayley. El concepto central de este trabajo se basa en proporcionar una estructura
de digrupo generalizado a un producto de dos conjuntos. Especificamente, en la
Proposicién 2.3 de [7], se define un Digrupo de Transformaciones para cualquier

conjunto A x I', como sigue:

Definicién 67 1. Una [, s-funcion en A xI' es una funcion | : AxT'— AXT yun
elemento (s, f) € A x Sym(T') tales que l(a,b) = (s, f(b)) para todo (a,b) € A x T.
2. Sean G un subgrupo de Sym(T") y 0 : G — Sym(T') un homomorfismo de grupos.
Entonces definimos el conjunto Inxc = {lsy : (s, f) € A x G} y los mapeos —, —:

Iaxa X laxa — laxa tales que para todo s ¢, 1 4 € Iaxa se tiene:

lsg = lig = lsgoq

Ly = lg = lop)t).fog

Es fécil mostrar que la construccién de Liu corresponde a un digrupo gene-
ralizado, donde los inversos en ambos lados no necesariamente coinciden. Tal di-
grupo generalizado tiene como halo al conjunto [ rqy. Este digrupo es llamado por
Liu el digrupo simétrico de A x T'; cualquier subdigrupo (Iaxg, —, ) es llamado

entonces el Digrupo de Transformaciones de A x I' inducido por (G, 6).

Para relacionar esta construccion con la nuestra, veremos que esta también puede
ser vista como un caso especial de las acciones de digrupo Tipo 4. De hecho, resulta
ser relativamente restrictivo, ya que el espacio homogéneo y el halo del digrupo
deben coincidir. Especificamente, si en la definicién anterior suponemos que tenemos
un punto fijo, es decir, un elemento 0 € A tal que para todo f € G se tiene que

6(f)0 = 0, entonces (Iaxg, —,“,lo.ra) es un digrupo estdandar. Siendo este el caso,
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entonces observamos que una accién de digrupo de (Iaxg, —, <, lo.ra) en Ax T, puede

ser definida como sigue:

Para todo (a,b) € A x ;15 5 € laxe

Lg% (a,0) = (0(f)(a), f(D))
ls,f X (avb) = (S7f(b)>

También podemos observar que la accién derecha % de Iayqrqy en A x I' es poco
interesante, ya que [ rqg X (a,b) = (s,b) para todo I 14 € laxqray; (a,b) € A xT'. Esto
quiere decir que todos los elementos de [ax¢qy fijan a todos los elementos de A y

actian como la identidad sobre I'.

La estructura de los digrupos generalizados es bastante similar a la de los digru-
pos; en particular, existe un teorema de caracterizacion para digrupos generalizados,
como un producto de un grupo que actia sobre su halo, como en el teorema de
Kinyon. Por lo tanto, muchos resultados se pueden extender a este caso y esto nos
lleva a esperar que las acciones de los digrupos generalizados también presenten una
descomposicion similar, como una combinacién de una accién de grupo estdndar y

una familia de mapeos equivariantes.

Una diferencia importante entre los digrupos generalizados y los digrupos es que,
en el primero, la condicién de punto fijo con respecto a la accién de grupo no es
necesaria, que por supuesto esto los hace mds generales. Sin embargo, la ausencia de
un punto fijo también significa que, por lo general, no hay un punto preferido para
intentar una linealizacién de las operaciones de digrupo, y esto por supuesto vuelve
casi imposible establecer conexiones con las didlgebras y las dlgebras de Leibniz, que
era uno de los objetivos centrales de este trabajo. Por esta razon es que elegimos

permanecer en el contexto de los digrupos estandar.
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Accién bilateral de digrupos

Sabemos que las dos operaciones de un digrupo deben tener una compatibilidad
entre ellas, basta con observar el numeral (3) de la Definicién 1. Esto muestra que
si queremos una accion bilateral de un digrupo, necesitaremos cuatro mapeos, dos
para accién izquiera y dos para derecha, que tengan compatibilidades similares a las

de la Definicién 1.

Por otro lado, es comiin encontrar en la literatura las definiciones de accién de
rack de Lie punteado y de accién de un algebra de Leibniz, donde las acciones son bi-
laterales, por tal razén, introducimos la definicién correspondiente de accion bilateral
de un digrupo, la cual estaremos interesados en relacionarla con acciones (bilaterales)

de rack de Lie y de &lgebras de Leibniz.

Definicién 68 Una accion (bilateral) de un digrupo (D,F,,e) sobre un conjunto
M, es una 4 — tupla de mapeos: X, x : D x M — M; >, <: M x D — M tales que
Ve,y € D yVm € M se tiene:

1. (X, x) es accion izquierda del digrupo D en M.

2. (>, Q) es accion derecha del digrupo D en M.

3.xx (m<Ly)=(rxm)Jy
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4.xx(m<y)=xx(m>y)

5. (rxm)>y=(xxm)>y

Para mostrar que las condiciones anteriores son las adecuadas, mostraremos a
continuacion que, de igual manera que se obtienen racks de Lie punteados a partir de
digrupos, también se obtienen acciones de racks de Lie a partir de acciones bilaterales

de digrupos, tal como se nota en la Definicién 11.

Si tomamos una accién bilateral de un digrupo D sobre un conjunto M, llamé-
mosla ((x, x); (>, <)) y basdndonos en el camino para conectar a los digrupos con
los racks, expuesto en [8], formemos el mapeo *x : D x M — M definido como:
x*xm =x X m <zt Notamos que para todo z,y € D y para todo m € M se tiene:

rx(yxm) = sx (yxmJy H)dz!
= (zFy)xm(y -4z

= (zFy)xm
Por otro lado:

(xoy)x(xxm) = (ehy—daH*(zxmIz)
rhyde Y x (zxmdr ) (@) P4y tEz™))
) X =

(
( ((z~
= (zhyFaz ) x(zxmIzt) < ((z7) (ytHz71))
( '
(

rhy)x (@t Fa)xm D@t 4@ ) ) Syt Hah)
rhy)xm<(y=tH4z71))

= (xFy) xm
Asi que zx (y*xm) = (xoy)*(x+m). Esto quiere decir que si a un digrupo lo dotamos

de estructura de rack de Lie con la conjugacién usual entonces, con la misma idea de
conjugar, las acciones de digrupo se transforman en acciones del rack de Lie asociado

sobre el mismo conjunto donde actuaba el digrupo inicial.
Proposiciéon 69 Dado un digrupo D = G X E; una accion de grupo izquierda x y

otra derecha o de G sobre un mismo conjunto M y un par de mapeose; : ExM — M,

g M x E — M. tales que:
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1) (%,&1) (0,&,) son acciones izquierda y derecha, respectivamente, de D sobre M.
2) Para todo A, B € G y todo m € M se tiene: A* (moB)=(Axm)oB

Para todo (A, ), (B, ) € D y todo m € M se tiene:

3) ei(la, Axe.(mo B,f)) =¢e(a,Ax (mo B))

4) er(e(a,Axm)o B,f) =e.((Axm)o B,j3)

5) Axe.(m,B) =¢e.(Axm,p)

6) ei(a,m) o B =¢;(a,mo B),

entonces el par ((x,€;); (0,&,)) induce una accion bilateral de D sobre M.

Demostracién. Definimos las acciones para cada (A,a) € Dy todom € M :

(A,a) x m := Axm
(A,a) xm = gla, Axm)
m<(Aa) = mo A
mb> (Aa) = g(moA a)

Veamos que se cumplen las identidades de la Definicién 68: Sean (A, «), (B, ) € D
y seam € M
Asociatividad (izq):
(A, a) xm) & (B,5) = (Axm)E(B,f)
= &.((Axm)o B,f)
(A,a) x (m> (B,5)) = (A a)Xe(moB,f)

= Axe.(moB,p)
Por 2) y 5) se tiene la igualdad.

Asociatividad (der):
((A,a) xm) 4(B,f) = eala,Axm) (B, f)
= gla,A*xm)oB
(4,0) % (m < (B,#) = (A,a)x (moB)

= ¢a,Ax (mo B))
Por 2) y 6) se tiene la igualdad.
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Al ((A,a) xm) > (B,p) = (Axm)> (B,[)
= &.((A*xm)o B,p)
((A,a) xm) > (B,f) = gla,Axm) > (B,p)
= &g, Axm)o B,j3)
Usando 4) se tiene la igualdad.
A2. (A,a) x (m < (B,B)) = (A,a)x(moB)
= ¢a, A% (mo B))
(A,) x (m > (B, 5)) = (A,a)xe.(moB,p)

= gla,Axe.(moB,f))
Usando 3) se demuestra la igualdad.

A3. (A,a) x (m < (B,B)) = (A,a)x (mo B)
= Ax(moB)
((A, @) xm) < (B, ) = (Axm) < (B,))

= (Axm)oB
Usando 2) tenemos la igualdad. m

Los siguientes dos ejemplos nos ayudardn a ver como aplicar esta proposicion.

Vimos en la nota seguida al Ejemplo 54 que obtenfamos una acciéon de rack de
Lie, conjugando una accién bilateral de digrupos. Veamos que, efectivamente, los

mapeos descritos corresponden a una accién bilateral de digrupos.

Ejemplo 70 Consideremos el digrupo D = SO(2) x S tal como se describe en el
Ejemplo 54. Si consideramos los mapeos x;;x; : Dx RY — RY gy

X,; X, 0 R x D — Ridefinidos para todo (A, ) € D; x € R* por:

X1

A

(Ayo) X,z = 2

T3

Xyg
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(Ayo) . = x
T
o)
rx, (Aa) =
T3
A
Ty
X, (A o) = x

La demostracion de que estos mapeos inducen una accion bilateral de digrupos es
relativamente facil, la clave estd en hacer uso del Teorema 33; nmo obstante, por
completez daremos a continuacion los detalles.

Ast pues, tenemos para todo (A, ) € D y todo v € R*:

Al

X2
A*:L‘:(A7€>D<l$: ;€Z(O¢,LL’)I<1,04) Xyxr =2x.
T3

Xyg

X1

x
roA=uxx,(Ae) = ? er(zr,a) =2 X, (1,0) = x.
Al

Xyg

Es claro que (x,e;) (o,&,) son acciones izquierda y derecha, respectivamente, de D

sobre M

Si tomamos cualquier B € SO(2) se tiene:
Al
)
Ax(xoB)= =(Axz)oB.
L3

B
Ty
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Por otro lado, tanto g, como €, son proyecciones en M = R*; es decir, ,(x,a) =
gl(a,x) = z para todo o € S* y todo x € R, asi que las demds identidades de la

Proposicion 69 se verifican de manera inmediata.

Ejemplo 71 Sean (D; = Gy X E1,b,-,e1 = (1,¢e1)); (D2,>, <, €3) digrupos y consid-
eremos el digrupo producto D = Dy x Do con los operadores >= (F,>); I= (H,<) y
la unidad barra e = (eq,e3). Podemos poner a Dy a actuar (en ambos lados) sobre

D definiendo para todo (A1), € Dy; (y1,y2) € D los siguientes mapeos:

x: Gy xD—D Ay (y1,92) := ((A1,e1) F y1,92)
gi:EByxD—D  glar, (y, )= ((1,a) 4y, (1))
ca:DxEy— D eq((yi,y2), 1) = (i - (Liew), (3) )
0:DxGy—D  (y1,y2) 0 A1 = (y1 (A1, e1),92)

Para ver que estos cuatro mapeos forman una accion bilateral de D, en D, mostrare-
mos las 6 condiciones de la proposicion anterior, para esto tomemos arbitrarios
A1, By € Giyou, 81 € Er y (y1,42) € D.

1. Notamos que tanto para * como para o , el grupo Gy actia trivialmente sobre
la sequnda componente de D; ademds, sobre la primera componente lo hace via los
operadores del mismo digrupo D1, lo cual produce accion izquierda y derecha, respec-

tivamente de G sobre D.

2. (A1 % (y1,42)) o B1 = ((A1,e1) Fyi,y2) 0 By
= ((A1,e1) Fy1) 4 Br,ye)
= (Ai,e1) = (y1 71 B1),92)
= Ay x(y1 1 B1,y2)
= Ai*((y1,92) 0 B1)
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3. i(an, A1 xea((y1, y2) © B1, By))

= eiar, A1 *€4((y1, y2) © B1, B1))

=¢ei(on, Ay xea((y1 1 (Bi,€1),52), 51))

= ci(a, Av# (1 A (Bryer)) B (1,81), (5121) 7))
L,31), (y

=¢ei(ar, (A1, e1) F ((y1 7 (B, e1)) F ( >)™h)

= ((1,a1) 4 ((Ar,e1) F (31 A (Br,en)) F (1,51), (52 1)7)
= ((1,a1) 4 ((Ar,e1) F o B (Bryen) F(1,81)), (g2 ) 7h)

= ((1,a1) 4 (A, e1) Fayn B (Bryer) 4 (1,81), (1))

= ((1,e0) 4 ((As,e1) F o (Bryen)), ()7 h)

=ci(ar, (Ar,e1) Fyi B (Br,e1),42))

(
= gi(ar, A1 * (y1 = (B, e1),42))
= &i(on, Av* ((y1,42) © B1))

4. eq(ei(ar, Ay * (y1,2)) o By, ;)

ei(ar, ((A1,e1) Fy1,92)) 0 By, 8y)

= ca((((1, 1) 4 (A1 e1) F ), (92 1) 1)) 0 Bi, By)
((((1,a1) 4 (A, e) Fyr) A (Bryea)s (1)), 8)
( )
( D)

(((((L, 1) 4 (A1, e1) F 1)) = (Ba,en)) (1, 81), (v
= (((((1, a1) = ((Ar,e1) Fyn)) A (Biyer)) F (1, 81), (y
= ((Ar,e1) Fyn 4 (Bren) F (1,81), (51) ™)
(((Ar,e1) Fy1 = (Br,e1),92), 81)
ea(((A1,e1) = y1,92) o By, ;)
((
£

€
(
— 4
(
(

2
2

&d

= ca((A1 * (y1,92)) o B1, B)

vrea((ym2),81) = Avx (b (LB, (1))
= ((Ane) Fon (1,60, (w2 )™
= ea(((Ar,e1) = y1,92), B1)
= a(Ar * (Y1, 42), B1)
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Apéndice A. Accion bilateral de digrupos

6. ci(ar, (Y, 12)) o Br = ((L,en) 4w, (1') ") o By
= (( 7a1) - n <B17€1)7 (y;l)—1>
(y1 4 (Bu,e1),92))

= ¢&i(a1, (y1,2) o By).
Usando finalmente la proposicion anterior tenemos de nuevo que estos cuatro mapeos

= &, (i

mnducen una accion bilateral de Dy sobre D.
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