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Resumen

En teoŕıa de la probabilidad hay un área que estudia propiedades espectrales de matrices
grandes con entradas aleatorias. La propiedad más importante es la Ley del Semićırculo de Wigner,
que da origen a la teoŕıa de matrices aleatorias. Esta investigación replica resultados de esta teoŕıa
y explora sus alcances asintóticos, numéricos y prácticos.

En particular se presenta una demostración elemental de la Ley Local del Semićırculo. Esta es
un refinamiento de la ley de Wigner al combinarse con la transformada inversa de Stieltjes, otro
resultado ĺımite. Esta combinación otorga cotas para el error de aproximación. Las leyes locales
para matrices aleatorias son una rama reciente en la teoŕıa y suelen vincularse con el concepto
de universalidad. Se pretende que esta tesis sirva como una primera introducción al tema de leyes
locales sin requerir de una notación espećıfica ni herramientas anaĺıticas avanzadas como es lo
usual en la literatura del área. Esta intención se refleja en la simplicidad de la notación y la de la
herramienta clave, una desigualdad de concentración elemental para vectores gaussianos.

Se extienden las ideas de dicha prueba para presentar resultados en la literatura sobre matrices
aleatorias ralas. En esta tesis, un resultado reciente se aborda desde un punto de vista numérico
para ejemplificar y complementar los resultados teóricos.

Palabras clave: matrices aleatorias, ley de Wigner, leyes locales, ley local del semićırculo, GUE,
desigualdades de concentración, matrices ralas
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Caṕıtulo 1

Introducción

Un dicho popular reza que el espectro de una matriz es como su ADN. Cierto es que conocer
el espectro arroja mucha información sobre la matriz en śı misma. En la práctica hay matrices
cuyas entradas son aleatorias: tablas de observaciones X, matrices de covarianza emṕırica XTX
o proveniente de gráficas con aristas aleatorias AG. Entender las propiedades espectrales de estas
matrices es un acercamiento a entender las matrices mismas.

En Teoŕıa de la Probabilidad se estudia el espectro de matrices aleatorias desde la década de
1950, cuando Wigner demuestra la Ley del Semićırculo, un equivalente matricial al Teorema del
Ĺımite Central. En [Wig55] tomó un tipo muy especial de matrices deterministas y representó su
espectro como si fuera una densidad de probabilidad. Luego supuso que la matriz era aleatoria, por
lo que la densidad propuesta también era aleatoria y demostró que cuando el tamaño de la matriz
crece, esa densidad converge a una densidad ĺımite determinista. En trabajos posteriores generaliza
este resultado a una clase más general de matrices simétricas. Inspirada en este resultado [Tao12]
se desarrolla el área de matrices aleatorias con diferentes enfoques, metodoloǵıas e intereses.

Uno de los enfoques más recientes es el de las leyes locales, que surge en 2009 como un refi-
namiento a teoremas ĺımite ya existentes con el interés de encontrar cotas de error. En la última
década el enfoque de leyes locales desarrolló su propia notación y la usa para resolver problemas
originales. Uno de estos problemas es el de describir matrices cuyas entradas tienen una probabi-
lidad muy grande de ser cero. En la práctica estas matrices son conocidas como matrices ralas y
son objeto común en aplicaciones de ciencia, ingenieŕıa y aprendizaje máquina. Las leyes locales
innovan en resultados para este problema al incorporar la velocidad en que la matriz se llena de
valores cero dentro de la velocidad de convergencia [Erd+13b].

En esta investigación se tomó el enfoque de leyes locales como eje central y matrices ralas como
interés particular. El trabajo se presenta como una introducción a la teoŕıa y una exploración de
los alcances de sus resultados a través de ejercicios numéricos o aplicaciones.

1.1. La teoŕıa de Leyes Locales

La teoŕıa de leyes locales surge en el contexto de matrices aleatorias a partir del método del
resolvente [ESY09], el cuál es un conjunto de ideas y técnicas anaĺıtico-recursivas con base a
desigualdades de largas desviaciones. Una de ellas es el entrelazado de Cauchy que relaciona el
espectro de una matriz con el de una sub-matriz. A lo largo del texto se explicarán las partes
de este método. El art́ıculo [KY17] contiene una introducción muy completa a la metodoloǵıa
espećıfica en leyes locales. También se trabaja en matrices aleatoŕıas con el método combinatorio

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

y la teoŕıa anaĺıtica [Tao12], de las cuáles no se tiene noticia de que tengan resultados locales.

1.1.1. Intuición detrás de la teoŕıa

A continuación se presentan dos interpretaciones de la teoŕıa de leyes locales. Una desde el
punto de vista estad́ıstico y otro desde una perspectiva probabilista.

La primera es que dada una matriz, se intenta estudiar su espectro como si fuera un densidad
de probabilidad. En estad́ıstica es común estimar densidades usándo kérneles Gaussianos, i.e. con-
vertir el histograma en una curva suave usando la densidad de la normal. En la práctica equivale
a suponer que las observaciones tienen un error de medición Gaussiano. Formalmente es la con-
volución de la distribución emṕırica y una normal centrada. En el caso de matrices aleatorias las
estimaciones usan kérneles Cauchy. El objetivo es encontrar una resolución, o parámetro de escala
Cauchy, que dé resultados estables y que al mismo tiempo aporte información significativa. Las
leyes locales proveen directamente ese parámetro.

La segunda es más técnica y está basada en la transformada inversa de Stieltjes. La transforma-
da de Stieltjes es un análogo para matrices aleatorias de la transformada de Fourier, es decir tiene
una inversa y cumple un teorema de continuidad. La inversa misma es un resultado ĺımite. La idea
es combinar dos ĺımites en uno sólo planteando una relación polinomial entre los ı́ndices. Un ĺımite
usa la continuidad de las transformadas de distribuciones. El otro ĺımite obtiene la distribución
aplicando la transformada inversa.

Por ejemplo, para la ley de Wigner se manejan densidades ρN,η(x) = (δη∗ρ̃N) (x), donde δη
es una densidad Cauchy(0, η), mientras que ρ̃N depende de los valores propios de una matriz de
tamaño N . La ley de Wigner establece que existe una densidad ρsc determinista para la que se
cumple

P

ĺım
η→0+

P

ĺım
N→∞

ρN,η(x) = ρsc(x),

la ley Local del Semićırculo refina este resultado en

P

ĺım
N→∞
η→0+

Nη→∞

ρN,η(x) = ρsc(x).

Las leyes locales se llaman aśı por un concepto que surge a finales de 1990, toma fuerza a
principios de los 2000 y se consolida en el 2009 con [ESY09]. La idea es que los resultados asintóticos
tratan de describir el comportamiento general de la distribución, de forma global o desde afuera.
Mientras tanto hay resultados que intentan entender los resultados a pequeña escala, por ejemplo
la distancia promedio entre dos valores propios consecutivos o la fluctuación del valor propio más
grande. Trabajar con pequeñas resoluciones, debido a la transformada inversa de Stieltjes, implica
trabajar con la distribución a pequeña escala. Esta relación pequeña escala y resultados globales
es lo que le da al resultado en [ESY09] el nombre de Ley Local, que es el que tomarán después
art́ıculos similares.

1.1.2. Estado del arte en Leyes Locales

El primer resultado de esta teoŕıa es la Ley Local del Semićırculo [ESY09], que es un refina-
miento a un antiguo teorema llamado Ley del Semićırculo de Wigner. En años posteriores este
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resultado ha servido de inspiración a resultados más complejos como gráficas regulares [BHY16],
polinomios de matrices [EKN18], matrices ralas [LS18] o ensambles no isotrópicos [KY17]. Ya ha
desarrollando su propia notación [Erd+13b] y se ha adaptado a estudiar no sólo el espectro, sino
también los vectores propios [Blo+14; KY17; BK16], además de que han reducido sus hipótesis
hasta puntos donde ya es razonable considerarlos óptimos [GNT19].

Los resultados más recientes podŕıan clasificarse groso modo en tres categoŕıas. Está la idea de
universalidad [EKS18], una meta-conjetura que cree que los ĺımites no dependen de la distribución
sino de la clase de simetŕıa de la matriz, como simétricas, Hermitianas, simplécticas, rectangulares,
etc. Algunos art́ıculos tratan la falta de independencia en las entradas de la matriz, por ejemplo
suponiendo distribuciones esféricas [WZ19] o Wishart no isotrópicas [KY17], es decir matrices
emṕıricas de covarianza cuando la covarianza teórica no es múltiplo de la identidad. La otra
categoŕıa es la de gráficas aleatorias, cuyo principal interés es relacionar la distribución de las
aristas con la del espectro, por ejemplo a través de la raleza [HLY19] o de la multiplicidad [DZ19].

En los últimos 5 o 6 años pueden encontrarse decenas de art́ıculos titulados con el tema de leyes
locales. La virtual totalidad de ellos utiliza una notación introducida en [Erd+13b], llamada domi-
nación estocástica y representada con �. Hay una introducción en forma de notas de curso [BK16]
al tema de leyes locales y su notación, además los autores de [Erd+13b] anunciaron la próxima
publicación de un libro sobre el proceso de Dyson y la ley local del Semićırculo. La notación �
permite presentar los resultados de una forma muy limpia, pero también requiere práctica y tiempo
para entender las pruebas que la utilizan. Lo que se observó es que haćıa falta una introducción
que no necesitara de la notación y que fuera accesible a un público más amplio. En esta tesis se
presenta una prueba elemental al teorema original que busca satisfacer esta necesidad.

En la actualidad la aplicación de los resultados es escasa. Un ejemplo pionero de extender la
teoŕıa hacia algo más palpable son las notas en [BK16] que grafican y discuten las consecuencias
de la Ley Local del Semićırculo. En general, explorar las implicaciones de leyes locales, ya sea
ilustrando los resultados teóricos o desarrollando aplicaciones a otras áreas, representa un área de
oportunidad explorada en esta tesis.

1.2. Descripción del Contenido

Este texto es una introducción a la teoŕıa de leyes locales para matrices aleatorias. En particular
se investiga sobre la naturaleza de las leyes locales, se revisa la metodoloǵıa de sus demostracio-
nes y se buscan interpretaciones o representaciones gráficas. Luego se extiende a comprender ya
realizaciones y simulaciones para revisar comportamientos ĺımite y explorar aplicaciones

Estas preguntas se responden a lo largo del texto mediante ejemplos concretos. Para presen-
tar las leyes locales se da una demostración elemental original de la Ley Local del Semićırculo,
restringiendo las hipótesis a modelos gaussianos y las herramientas a desigualdades basadas en
continuidad Lipschitz. Las observaciones numéricas, asintóticas y de simulación se estudian sobre
la ley obtenida en [HLS+19] para matrices ralas, que es un objetivo clave del proyecto. Por último
se extiende este análisis a datos reales para una generalización de [HLS+19] y [HLY19] a matrices
ralas multi-bloque.

El documento se divide en los siguientes caṕıtulos. El Caṕıtulo 2, dedicado a los preliminares,
define las herramientas y presenta los teoremas auxiliares necesarios para la teoŕıa, como la trans-
formada de Stieltjes, una desigualdad de concentración y el entrelazado de Cauchy. El Caṕıtulo 3
demuestra de forma elemental la Ley Local del Semićırculo para matrices Gussianas siguiendo el
método del resolvente.
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El Caṕıtulo 4 analiza la ley para matrices ralas de [HLS+19]. Se extienden las ideas del Caṕıtu-
lo 3 al caso rectangular ralo con un enfoque más en las consecuencias que en la demostración. El
Caṕıtulo 4 se centra en entender la ley dada en [HLS+19] de forma asintótica y a través de simu-
laciones en función de la dimensión de la matriz, la cuadratura de la misma y la distribución de
sus entradas. En su parte final explora aplicaciones en aprendizaje máquina a través del problema
de clusterización.



Caṕıtulo 2

Preliminares de Matrices Aleatorias

El nombre de Matrices Aleatorias sugiere un estudio de matrices cuyas entradas son varia-
bles aleatorias, quizás reales o complejas. Lo que se conoce como teoŕıa de matrices aleato-
rias [Tao12; KY17] se enfoca en las propiedades espectrales de matrices grandes con entradas
aleatorias, pensándolas como operadores lineales. Los operadores lineales pueden estudiarse de
forma anaĺıtica (son espacios de Banach), algebraica (operan sobre espacios de Hilbert) ó como
espacio algebraico (forman un álgebra no conmutativa). A su vez, estas lineas de estudio generan
sub-teoŕıas de Matrices Aleatorias llamadas anaĺıtica, algebraica o combinatoria, respectivamente
(veáse pág. 143 en adelante de [Tao12]).

La literatura consultada para esta tesis [KY17] y la tesis misma usan el método del resolven-
te [Tao12] de la teoŕıa anaĺıtica. Éste es un conjunto de ideas y procedimientos que usan argumentos
anaĺıticos, recursivos y de desigualdades de probabilidad. Estos incluyen, pero no se limitan, a fun-
ciones anaĺıticas, puntos de atracción, matrices minores y colas sub-gaussianas. Estos conceptos se
explican con detalle a lo largo del libro de T. Tao [Tao12] y para su uso particular en esta tesis se
presenta este caṕıtulo de preliminares.

El contenido del caṕıtulo se divide a grandes rasgos en dos partes. La primera parte presenta el
objeto de estudio definiendo lo que se llaman la transformada de Stieltjes (Sec. 2.1) y la distribución
emṕırica espectral (Sec. 2.3), y cómo éstas se relacionan en la teoŕıa de matrices aleatorias (Sec. 2.4).
La segunda parte señala las dos herramientas clave que se usarán en el Caṕıtulo 3. Una trata
propiedades algebraicas recursivas en el espacio de matrices (Sec. 2.5) y la otra desigualdades de
probabilidad de grandes desviaciones (Sec. 2.6).

2.1. La Transformada de Stieltjes

Cuando X y Y son variables aleatorias reales con distribuciones conocidas, calcular la distribu-
ción de operaciones algebraicas de ellas no es tarea sencilla. Incluso la más sencilla X +Y requiere
resolver una integral complicada. Una alternativa común en Probilidad y Estad́ıstica es identificar
las distribuciones con funciones anaĺıticas, hacer operaciones y extraer ĺımites en estas funciones y
después identificar el resultado con alguna distribución de probabilidad. Las más comunes son la
transformada ordinaria, la de Laplace y la de Fourier, conocidas respectivamente en Probabilidad y
Estad́ıstica como funciones generadora de probabilidad, generadora de momentos y caracteŕıstica.
Lo relevante de estas transformadas es que son biyecciones entre espacios dos espacios, el de las
distribuciones y el de las funciones, que preservan los resultados ĺımite, i.e. homeomorfismos.

En el tema de Leyes Locales [KY17] y en general en Matrices Aleatorias [Tao12] suele usarse la

5



6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES DE MATRICES ALEATORIAS

transformada de Stieltjes, también conocida como transformada de Cauchy o de Cauchy-Stieltjes.
Se mostrará a continuación cómo ésta a toda medida de probabilidad µ asigna de forma uńıvoca una
función anaĺıtica mµ(z) que satisface resultados ĺımite. También se presenta una interpretación de
la inversa funcional en términos de la distribución de probabilidad Cauchy, lo cuál permite entender
el porqué de algunos teoremas y su comparación con procedimientos en estad́ıstica de variables
aleatorias Reales.

Definición 2.1.1. Se denota al plano superior complejo por C+. Es decir

C+ = {z ∈ C | Im z > 0} .

Definición 2.1.2. Sea µ : B(R) → [0, 1] una medida de probabilidad. La transformada de
Stieltjes de µ es la función mµ : C+ → C+ dada por

mµ(z) =

∫
R
(x− z)−1µ(dx).

Por extensión, si X es variable aleatoria real, entonces la transformada de Stieltjes de X está
dada por

mX(z) = E
[
(X − z)−1

]
.

Es importante para una transformada que se pueda recuperar la distribución inicial.

Teorema 2.1.1 (Fórmula de Inversión de Stieltjes). Sea µ medida de probabilidad real, mµ su
transformada de Stieltjes. Si a y b son reales tales que a < b y µ({a, b}) = 0. Entonces

µ([a.b]) = ĺım
η↓0

∫ b

a

1

π
Im mµ(E + iη)dE (2.1)

Para la Demostracion se puede ver las notas de Knowles [BK16] o el libro [Tao12]. La idea
rectora es que de una transformada de Stieltjes se puede obtener una densidad de probabilidad en
convolución con una aproximación Cauchy a una delta de Dirac.

Lema 2.1.2. Sea m : C+ → C+ tal que ĺım
Im z→∞

zm(z) = −1. Si η = Im z y E = Re z, entonces

existe una medida de probabilidad ρ que no depende de η tal que

1

π
Im m (E + iη)dE =ρ (dE) ∗

(
η

π (E2 + η2)
dE

)
.

El lema anterior implica que para m = mµ, en el caso de ser µ medida de probabilidad abso-
lutamente continua, si 1� η > 0, entonces

dµ(E) ≈ 1

π
Im mµ(dE + iη).

Esta observación se puede extender a distribuciones que no tienen densidad, pero que convergen
a distribuciones continuas. Para ello es necesario un resultado de continuidad, cuya demostración
apela al mismo argumento de la delta aproximante.

Teorema 2.1.3 (Continuidad de Stieltjes). Sea (µN)N≥0 una sucesión de medidas de probabilidad
y (mµN )N≥0 sus transformadas de Stieltjes. Las siguientes expresiones son equivalentes
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1. Existe K ⊂ C+ compacto infinito numerable tal que para todo z ∈ K

ĺım
N→∞

mµN (z) = mµ(z) (2.2)

2. Para toda función f continua y acotada

ĺım
N→∞

∫
f(E) µN(dE) =

∫
f(E)µ(dE) (2.3)

Este resultado se cumple por una propiedad de las funciones anaĺıticas. Si una sucesión de ellas
coincide en un conjunto con un punto de acumulación, entonces coinciden en todo el dominio con
cierta uniformidad. Parte de la intuición es que las funciones anaĺıticas son ĺımites de funciones
continuas localmente uniformes. Si el lector quiere profundizar en la prueba de este teorema se
sugiere consultar los teoremas de Vitali-Montel en análisis complejo, por ejemplo en [Con12].

2.2. Ecuación Funcional del Semićırculo

El objetivo de la tesis y, en general de muchas áreas de probabilidad, es demostrar la convergen-
cia de una familia de medidas de probabilidad µN a una medida µ. Al trabajar con la transformada
de Stieltjes se opta por la comodidad de demostrar convergencia de funciones complejas en lugar
de las más elaboradas para demostrar convergencia de medidas o de distribución.

Para la convergencia de funciones complejas hay un arsenal inmenso de herramientas [Con12],
pero la que se usa en esta tesis es la de auto-estabilidad. En lugar convergencia puntual, se prueba
que si una función casi cumple una ecuación, entonces la función está muy cerca de la solución.

Definición 2.2.1. Sea C = C∞[C,C] el conjunto de funciones análiticas complejas r : R+ → R+

creciente y f0 en C. Si F : C → C es tal que F (f0) = 0 y para f ∈ C

|F (f0)− F (f)| < ε

implica que
‖f0 − f‖∞ = r(ε),

entonces se dice que F (f) = 0 es una ecuación funcional autoestable.

De esta forma en lugar de probar que una familia {fN} converge puntualmente a f0, se de-
muestra que F (fN)→ 0 cuando N →∞. Un ejemplo de estas ecuaciones, es la siguiente

Definición 2.2.2. Sea m : C+ → C+. La ecuación

1 + zm(z) +m2
N(z) = 0 (2.4)

es llamada la ecuación funcional del semićırculo.

Lo importante de esta ecuación es que tiene como solución la transformada de Stieltjes de una
distribución importante.

Proposición 2.2.1. La ecuación (2.4) tiene una única solución anaĺıtica mSC : C+ → C+ y es la
transformada de Stieltjes de una medida de probabilidad con soporte compacto.
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Demostración. La densidad de dicha medida es

µSC(dx) =
1[−2,2](x)

2π

√
4− x2dx.

Es un ejercicio directo de álgebra y cálculo que mSC(z) =
∫ 2

−2
(x − z)µSC(dx) satisface la

ecuación (2.4). La unicidad puede consultarse en el apéndice B de [BK16] o de la p. 143 en
adelante de [Tao12]. �

Nótese que (2.4) es un polinomio cuadrático y como tal tiene dos ráıces. Ambas raices son
anaĺıticas, pero sólo una de ellas satisface ser transformada de Stieltjes.

La siguiente proposición se desarrolla en esta tesis para demostrar que la ecuación (2.4) es en
efecto auto-estable.

Proposición 2.2.2 (Auto-estabilidad de la Ecuación del Semićırculo). Sea z = E + iη ∈ C+ con
η ≥ η0 > 0. Si 1 + zmN(z) +m2(z) = r, entonces

|mN(z)−mSC(z)| ≤ |r|
η0

. (2.5)

Demostración. Por la ecuación funcional del Semićırculo

1 + zmN(z) +m2(z) =r

1 + zmSC(z) +m2
SC(z) =0,

restando la segunda de la primera expresión resulta

z (mN(z)−mSC(z)) +
(
m2
N(z)−m2

SC(z)
)

=r,

por diferencia de cuadrados

z (mN(z)−mSC(z)) + (mN(z) +mSC(z)) (mN(z)−mSC(z)) =r,

agrupando con respecto a (mN(z)−mSC(z)) y tomando valor absoluto

|z +mN(z) +mSC(z)| |mN(z)−mSC(z)| = |r| .

El punto clave de esta demostración está en que, como Im z > 0, ambas Im mN(z), Im mSC(z) > 0
porque son transformadas de Stieltjes. Luego, para cualquier a ∈ C

|a| =
√

Re 2a+ Im 2a ≥
√

Im 2a = |Im a| .

Por tanto

|Im z + Im mN(z) + Im mSC(z)| |mN(z)−mSC(z)| ≤ |r| ,

y al ser transformadas de Stieltjes

|Im z + Im mN(z) + Im mSC(z)| = Im z + Im mN(z) + Im mSC(z) ≥ Im z = η.

�

Este resultado será clave en el Caṕıtulo 3 para demostrar un teorema ĺımite.

Observación. La definición 2.2.1 está en términos de ‖·‖∞ . Sin embargo, las distribuciones de
interés tienen soporte compacto con alta probabilidad y las funciones anaĺıticas son siempre local-
mente acotadas.
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2.3. Distribución Emṕırica Espectral

Si la sección anterior da un avance de a qué tipo de distribuciones se quiere converger, esta
sección explicará cómo es la familia de la que se quiere encontrar convergencia.

Se eligen distribuciones de probabilidad relacionadas a operadores lineales. Los operadores
lineales que han de usarse son matrices complejas con una propiedad de simetŕıa muy importante
sobre las cuales se puede usar el Teorema Espectral.

Definición 2.3.1. Se define el conjunto de matrices Hermitianas HN ⊂ MN×N(C) para N ∈ N
como

HN := {X ∈ MN×N(C) | X = X∗} .

Como cosecuencia del Teorema Espectral los valores propios o eigenvalores de una matriz
Hermitiana son siempre reales y garantiza que existen N , considerando multiplicidad.

Para simplificar la notación respecto al Teorema Espectral la la siguiente definición resulta útil

Definición 2.3.2. Sean x = (x1, ..., xN) ∈ CN . Se define para aij := xi1{i=j} la matriz diagonal

diag (x) ≡ diag {x1, . . . , xN} := (aij)1≤i≤N
1≤j≤N

.

Si una matriz Hermitiana tiene entradas aleatoria, los valores propios son aleatorios. Eugene
Wigner [Wig55] construyó una distribución para el espectro de una matriz simétrica con entradas
aleatorias a la que llamó strength function. Él trabajaba con problemas de f́ısica nuclear, pero en el
art́ıculo citado reconoció que encontrar esta distribución era ün problema interesante por derecho
propio.”Hoy esta distribución recibe el nombre de distribución emṕırica espectral [ESY09] por su
semejanza a la distribución emṕırica de observaciones independientes de variables aleatorias reales
que se usan en estad́ıstica [Bla+56; Tao12].

Definición 2.3.3. Sea XN ∈ HN . Se denotan sus eigenvalores por λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λN y su
diagonalización XN = UNΛNU

∗
N donde Λ := diag {λ1, . . . , λN} .

Se define µN ≡ µXN , la distribución emṕırica espectral como

µXN :=
N∑
i=1

δλi ,

en correspondencia se define la función de distribución emṕırica espectral (FDEE) como

FXN (x) :=µXN ((−∞, x]) =
1

N

N∑
i=1

1(−∞,λi](x).

Nótese que la distribución µXN se definió para una matriz XN fija, i.e. FXN (x) es determinista.
Por esto mismo, si XN es aleatoria, entonces FXN (x) también es aleatoria, pero toda su aleatorei-
dad está en función a la distribución de XN . Esto hace deseable controlar la distribución de XN

mediante estocásticos matriciales (veáse [Tao12], p. 61). Para fines de esta tesis se da la siguiente
definición.

Definición 2.3.4. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, e I un conjunto de ı́ndices con topo-
loǵıa. Se le llama un ensamble a un proceso estocástico {Xi ; i ∈ I} tal que, para todo i,

Xi : Ω→ MatMi×Ni (C)

con Mi, Ni ∈ N y Xi es medible.



10 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES DE MATRICES ALEATORIAS

Por ejemplo, un ensamble muy sencillo supone simetŕıa, estandarización e independencia.

Definición 2.3.5. Sea {XN}N∈N un ensamble tal que

XN ∈ HN

E[Xij] = 0 y
∑

i Var(Xij) = 1

La familia (Xij ; i ≥ j) es independiente.

Al proceso {XN} se le llama ensamble de Wigner y XN para N ∈ N es una matriz de Wigner.

La observación obligatoria, ahora que se tienen las herramientas, es que al ensamble de Wigner
se le puede asociar otro proceso estocástico.

Definición 2.3.6. Sea {XN} un ensamble de Wigner y

PR := {µ : B(R)→ [0, 1] | µ es de probabilidad} .

Se define el proceso de distribuciones emṕıricas espectrales como el proceso estocástico
{µXN ; N ∈ N} con PR como espacio de estados.

Notar que PR con la distancia en variación total forma un espacio métrico, convexo y completo,
por lo que tiene sentido hablar de ĺımites. De hecho la teoŕıa de Matrices Aleatorias nace de querer
estudiar el ĺımite de µXN cuando N crece [KY17].

El Caṕıtulo 3 es reconstruye, con un ensamble espećıfico, la demostración para µXN
P−→ ν

cuando N → ∞ donde ν = ν0 ∈ PR, c.p.1. Intuitivamente ν, es el análogo al ĺımite ergódico de
una cadena de Markov, pero en este caso el proceso converge a una v.a. degenerada. Nótese que ν
es degenerada en PR, pero la prueba mostrará que ν0 tiene densidad en R respecto a Lebesgue.

2.4. Resolvente de una Matriz Aleatoria

En las secciones anteriores se presentaron la transformada de Stieltjes y la distribución emṕırica
espectral. Ambos conceptos coinciden de forma natural en el concepto de resolvente de una matriz.
En Leyes Locales este se utiliza a través de la función de Green y la transformada de la matriz.

Definición 2.4.1. Sea XN ∈ HN . Se define GXN : C+ → HN , la función de Green o resolvente
de XN como

G(z) ≡ (Gij)i,j ≡ GXN (z) := (XN − zI)−1. (2.6)

Su traza normalizada mXN : C+ → C+ está dada por

mXN (z) :=
1

N
Tr(GXN (z)) . (2.7)

Se suele decir [HLS+19] que mXN es la transformada de XN . Esto es parcialmente cierto, ya
que śı es la transformada de Stieltjes de la distribución emṕırica espectral.
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Lema 2.4.1. Sea FXN la FDEE de XN . Luego

mXN (z) =
1

N

N∑
i=1

1

λi − z
. (2.8)

En consecuencia

mXN (z) =

∫
µXN (dx)

x− z
=

∫
R

dFXN (x)

x− z
. (2.9)

Demostración. Usando la diagonalización del teorema espectral

mXN (z) =
1

N
Tr
(
(XN − zI)−1

)
=

1

N
Tr
(
(UNΛNU

∗
N − zI)−1

)
=

1

N
Tr
(
UN(ΛN − zI)−1U∗N

)
=

1

N
Tr
(
(ΛN − zI)−1

)
=

1

N

N∑
i=1

1

λi − z
.

Usando notación para integrales de Lebesgue-Stieltjes

1

N

N∑
i=1

1

λi − z
=

∫
µXN (dx)

x− z
.

El resto se concluye usando que, por construcción µXN (dx) = dFXN (x). �

Algunas propiedades que satisface el resolventes serán de utilidad a la hora de calcular conti-
nuidad Lipschitz. Por simplicidad supóngase que mXN : C \ R → C, usando la misma regla de la
definición 2.4.1.

Proposición 2.4.2. Sea XN ∈ HN y mXN (z) definida como antes. Si z, w ∈ C+, entonces

1. mXN (z) = mXN (z)

2. |mXN (z)−mXN (w)| ≤ (Im (z)Im (w))−1|z − w|

3. |mXN (z)| ≤ 1
Im z

Demostración. Estas propiedades se basan en que cada eigenvalor λi es real. Por elección de z esto
implica que |λi − z| ≥ Im (z) = η.
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1. Por el lema 2.4.1 y sesquilinealidad de la conjugación

mXN (z) =

∫
R

(x− z)−1 dFXN (x)

=

∫
R

(x− z)−1dFXN (x)

=

∫
R

(x− z)
−1

dFXN (x)

=

∫
R

(x− z)−1 dFXN (x).

El resultado se concluye usando el lema 2.4.1 otra vez.

2. Por el lema 2.4.1

|mXN (z)−mXN (w)| = 1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

(
1

λi − z
− 1

λi − w

)∣∣∣∣∣
=

1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

(
−w + z

(λi − z)(λi − w)

)∣∣∣∣∣
≤ 1

N

N∑
i=1

|z − w|
|λi − z| |λi − w|

.

Como z ∈ C+, entonces usando que |Im α| ≤ |α| se tiene que

|λi − z| ≥ |Im (λi − z)| = |Im z| = Im z > 0.

Esto también se cumple para w. Luego,

1

N

N∑
i=1

|z − w|
|λi − z| |λi − w|

≤ 1

N

N∑
i=1

|z − w|
Im (z)Im (w)

=
|z − w|

Im (z)Im (w)
.

3. Por el lema 2.4.1

|mXN (z)| =

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

1

λi − z

∣∣∣∣∣
≤ 1

N

N∑
i=1

1

|λi − z|

Usando que |Im α| ≤ |α|, se tiene que |λi − z| ≥ Im z. Luego

|mXN (z)| ≤ 1

N

N∑
i=1

1

Im z
.

�

Las ideas de estas demostraciones, la diagonalización y las propiedades de traza, se repetirán
en múltiples pruebas durante el texto.
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2.5. Minores Matriciales

Hasta ahora se ha mencionado en varias ocasiones que el método del resolvente tiene ideas
recursivas. La principal de ellas viene dada por el Entrelazado de Cauchy, un resultado que relaciona
el espectro de una matriz con el de una submatriz.

La siguiente notación es estándar en Leyes Locales [BK16] y sirve para definir los minores y
controlar sus espectros

Definición 2.5.1. Sea XN ∈ HN cualquier matriz Hermitiana.
Para 1 ≤ i ≤ N se denota por X

(i)
N a la matriz Hermitiana (N − 1) × (N − 1) que resulta de

remover el i-ésimo renglón y la i-ésima columna. Se dice que X
(i)
N es una minor principal de XN .

Por simplicidad en las pruebas, los ı́ndices X
(i)
N = (xjk) se preservan cuando j, k 6= i.

También se denota por (XN)(i) a la i-ésima columna de X
(i)
N , que es un vector en CN−1.

El teorema recursivo que suele utilizarse es el siguiente

Teorema 2.5.1. (Entrelazado de Cauchy) Sea FXN la FDEE de XN ∈ HN . Para cualquier minor

principal X
(i)
N , su FDEE F

X
(i)
N

satisface∣∣∣NFXN (x)− (N − 1)F
X

(i)
N

(x)
∣∣∣ ≤ 1, ∀x ∈ R. (2.10)

La prueba de este teorema se puede consultar en [Tao12].

2.6. Funciones Lipschitz sobre Vectores Gaussianos

La herramienta principal en el Caṕıtulo 3 será un resultado de desigualdades de concentración
para vectores Gaussianos. Ésta es atribuida a Cirelson y Sudakov en los años 1970s, aunque se
sabe que Borel llegó a algo parecido [Mas00]. No se mostrará la prueba, sino las ideas generales
para llegar a ella.

Si X ∼ NRN (0, σ2IN) y F (x) = Ax + b, entonces F (X) ∼ NRN
(
b, σ2ATA

)
[Mas00]. Es decir,

aplicar funciones afines o lineales a un vector Gaussiano resulta en vectores Gaussianos. Como
toda función diferenciable es localmente lineal, es natural preguntarse cómo afecta una función
suave a un vector Gaussiano. Lo que se esperaŕıa es que fuera casi Gaussiano, en algún sentido.
En este proyecto se usó el sentido de la sub-Gaussianidad [Ban15].

Definición 2.6.1. Un vector aleatorio X se dice sub-Gaussiano si E
[
|X|2

]
< ∞ y existen

constantes C, c > 0 tales que

P[|X − E[X]| ≥ x] ≤ C exp
{
−cx2

}
.

La sub-Gaussianidad es equivalente a la existencia de la función generadora de momentos en
una vecindad de cero [Mas00; Ban15]. Esta relación también se aprecia en la siguiente desigualdad
de grandes desviaciones que a su vez inspira la herramienta que usa el Caṕıtulo 3.

Lema 2.6.1 (Desigualdad de Chernov). Sea X ∼ NR (µ, σ2). Para todo ε > 0 se cumple que

P[|X − µ| ≥ ε] ≤ 2 exp

{
− ε2

2σ2

}
. (2.11)
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Demostración. La prueba usa la simetŕıa de X − µ, la desigualdad de Markov y la función gene-
radora de momentos de la distribución normal. Para cualquier λ > 0,

P
[
X − µ
σ

≥ ε

]
=P
[
exp

{
λ
X − µ
σ

}
≥ exp {λε}

]
≤E
[
exp

{
λ
X − µ
σ

}]
exp {−λε}

= exp

{
λ2

2

}
· exp {−λε}

= exp

{
λ2 − 2λε

2

}
.

La expresión al anterior de la exponencial se minimiza cuando λ = ε, en este caso se tienen las
siguientes expresiones usando la simetŕıa de la distribución normal.

P
[
X − µ
σ

≥ ε

]
≤ exp

{
−ε

2

2

}
,

P
[∣∣∣∣X − µσ

∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤2 exp

{
−ε

2

2

}
,

P[|X − µ| ≥ εσ] ≤2 exp

{
−ε

2

2

}
.

�

La construcción fue hecha resaltando que X = σZ + µ, para Z ∼ NR (0, 1) y la propiedad
fuerte utilizada es que la función generadora de momentos de la normal estándar es conocida. Esto
se puede entender como aplicar una función af́ın o lineal a una v.a. normal estándar. Esta es la
intuición detrás del resultado más general que aplica para una clase amplia de funciones suaves,
incluso más amplia que diferenciables.

Definición 2.6.2. Sean (S1, d1) y (S2, d2) espacios métricos. Se dice que una función continua
f : S1 → S2 es L-Lipschitz con L ∈ R+, si para todos x, y ∈ S1 se cumple

d2 (f(x), f(y)) ≤ L · d1 (x, y) .

Las funciones Lipschitz suelen usarse en desigualdades de grandes desviaciones [Tao12], en estos
casos las variables aleatorias están valuadas en espacios normados como CN , las matrices con la
norma operador o matrices con norma de Frobenius. La herramienta que se usará en el Caṕıtulo 3
usa esta noción de suavidad. Se sugiere al lector consultar la prueba en la Sección 2.1.3 de [Tao12]
o la Sección 4.2 de [Ban15].

Teorema 2.6.2 (Concentración Gaussiana). Sea X ∼ NRN (0, IN) para N ∈ N. Si F : RN → R
es una función L-Lipschitz, entonces para cualquier ε > 0

P[|F (X)− E[F (X)]| ≥ ε] ≤ 2 exp

{
− ε2

2L2

}
. (2.12)
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Una observación importante es que la desigualdad no depende de N . El Caṕıtulo 3 prueba
que fN(YN) →P 0 cuando N → ∞ para algún vector Gaussiano YN . A grandes rasgos fN seŕıa
LN -Lipschitz por consecuencias de la proposición 2.4.2 y el objetivo será probar que LN →N 0.

Otras desigualdades de concentración de medida, comunes en matrices aleatorias, son las de
Talagrand, McDiarmid y Sovolev que pueden consultarse en [Tao12]. El método de Stein con
expansión en cumulantes [LP+09] también puede emplearse para obtener una desigualdad de
concentración [LS18]. Como una introducción más amplia y con referencias históricas al tema se
sugiere el art́ıculo [Mas00].

2.7. Más Sobre Funciones Lipschitz

Las funciones Lipschitz son funciones continuas, pero no necesariamente son derivables [Con12].
Intuitivamente se puede pensar como una generalización de diferenciabilidad. Esta sección da algu-
nas herramientas extra sobre las consecuencias algebraicas de la definición 2.6.2. Una es referente
a la composición de funciones y la otra a funciones sobre el espacio de matrices.

Similar a la regla de la cadena para funciones diferenciables, las funciones Lipschitz también
tienen una regla para la composición.

Proposición 2.7.1. Sea f : S1 → S2 función Lf -Lipschitz y g : S2 → S3 función Lg-Lipschitz. La
composición de funciones g ◦ f : S1 → S3 es (LgLf )-Lipschitz.

Demostración. Sean x, y ∈ S1 con a = f(x), b = f(y) ∈ S2, por la definición 2.6.2 se tiene que

d3 (g(a), g(b)) ≤Lgd2 (a, b)

=Lg (d2 (f(x), f(y)))

≤Lg (Lfd1 (x, y)) .

�

La otra propiedad relaciona la continuidad en matrices con funciones sobre su espectro. Esta
propiedad está fundamentada en el siguiente teorema cuya demostración puede encontrarse en la
sección 2.1.5 de [AGZ10].

Teorema (Hoffman-Wielandt). Sean A,B ∈ HN con espectros Λ(A) y Λ(B) ∈ RN , respectiva-
mente. Luego

‖Λ(A)− Λ(B)‖2
2 ≤ Tr

(
(A−B)2) .

Una consecuencia de este teorema requiere la siguiente proposición y se usará en el Caṕıtulo 3.
Este lema se puede consultar en la sección 2.3.1 de [AGZ10].

Lema 2.7.2. Sea f : RN → R función Lf -Lipschitz y Λ : HN → RN la función que asigna a cada
matriz Hermitiana su espectro ordenado. Si ‖X‖2

F =
∑

ij X
2
ij define la distancia en HN , entonces

la función f ◦ Λ : HN → R es
√

2Lf -Lipschitz.
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Caṕıtulo 3

Ley Local del Semićırculo

La Ley Local del Semićırculo sienta las bases de la teoŕıa de leyes locales. En este caṕıtulo se
da una prueba original de este teorema en términos elementales. Concretamente se centra en el
caso Gaussiano para matrices unitarias. La prueba intenta en todo momento dar el resultado de
forma expĺıcita, llevando registro de cada constante, contrario a lo usual en la literatura (veáse por
ejemplo [BK16]).

Esta prueba fue construida a partir de ideas provenientes de tres fuentes con notación, hipótesis
y procedimientos diferentes. Una de ellas es el primer art́ıculo de leyes locales [ESY09], el cuál da
la idea general de la demostración pero usa hipótesis muy fuertes y herramientas poco accesibles.
Otro es el libro de texto de Tao [Tao12], que no demuestra la última parte de la prueba, pero da
muchas herramientas y para lo que se le llama el método del resolvente. La tercera referencia son
las notas de Knowles [BK16] que usan una notación espećıfica del área y por śı misma intenta ser
una fuente introductoria. Sin embargo, complican la demostración al intentar probar dos resultados
fuertes al mismo tiempo y oscureciendo las propias ideas detrás de esta notación más sencilla.

Gracias a estas fuentes y comparándolas con el procedimiento en otras fuentes, principalmente
[WZ19; KY17; Erd+13b; LS18] se observa que la prueba consiste en tres partes.

La primera es la ecuación funcional. Mediante manipulaciones algebraicas, recursiones de fun-
cionales matriciales y tomando esperanzas se plantea una ecuación sobre la transformada de Stielt-
jes. Esta ecuación suele tener un punto fijo atractor.

La segunda parte es la ley global. Ésta consiste en probar que hay convergencia en probabilidad
al punto fijo atractor. Para ello lo que se prueba es que el residuo de la ecuación funcional converge
a cero y por ser un punto fijo atractor se tiene convergencia de transformadas.

La tercera parte es un argumento de continuidad. Mientras que la ley global se prueba lejos de
la recta real, la ley local necesita resultados cerca de la recta real, para ello realiza un acercamiento
que recuerda a la inducción en la que una cantidad finita de pasos optimizan la aproximación a
la vez que pierde probabilidad. Esto se debe hacer en un equilibrio adecuado que por lo regular
implica un polinomio en el tamaño de la matriz.

El caṕıtulo está estructurado para abordar cada una de estas partes en una sola sección. Se
añade al final una sección dedicada a comentar las consecuencias de este teorema y comparar las
expresiones encontradas con aquellas en la literatura.

17
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3.1. Ensamble Gaussiano Unitario

El ensamble Gaussiano unitario, t́ıpicamente conocido como GUE es un modelo común en la
teoŕıa de matrices aleatorias. Consiste en matrices complejas con propiedades de simetŕıa muy
fuertes y con una distribución sencilla con entradas independientes.

Definición 3.1.1 (GUE). Sea {HN}N∈N una sucesión de matrices con entradas aleatorias tales
que, para cada N ∈ N se cumple lo siguiente

1. HN ∈ HN , es decir HN = H∗N

2. (HN)i,i ∼ NR (0, N−1)

3. (HN)i,j ∼ NC (0, N−1) si i 6= j

4. La colección {(HN)i,j : 1 ≤ i ≤ j ≤ N} es una familia independiente.

Observación. La distribución de cada entrada de la matriz depende directamente de N .

Por simplicidad se escribirá H = (Hi,j) en lugar de HN cuando N se suponga fija y no genere
confusión.

3.2. La Ley del Semićırculo

El objetivo principal del caṕıtulo es probar que el proceso espectral emṕırico {µN} de {HN}
cumple un teorema ĺımite (veáse sección 2.3). En la sección 2.2 se presentó la siguiente distribución,
que será el ĺımite de este proceso.

µSC(dx) =
1[−2,2](x)

2π

√
4− x2dx.

A grandes rasgos lo que se quiere demostrar es que

µN
P−→
N

µSC .

Para ello, en lugar de demostrar convergencia en distribución se probará convergencia de las
transformadas de Stieltjes. Como se busca relacionar mN con mSC , se empleará el método del
resolvente [Tao12; ESY09], cuyas primeras ideas comienzan a aparecer con Alice Guionnet [GZ+00].

Para la demostración se distinguen, tanto en la tesis como en la literatura [BK16; KY17; Tao12],
tres partes escenciales. La primera es la ecuación funcional, que sirve para determinar el ĺımite de
convergencia. La segunda es la ley global, que es probar la convergencia usando desigualdades de
concentración. La tercera es el argumento de continuidad bootstrap, que refina el resultado hasta
el alcance deseado.

3.3. Ecuación Funcional

El método se centra, como se habló en la sección 2.2, en que mSC satisface una ecuación auto
estable y por lo tanto basta demostrar que {mN} está en el dominio de atracción de dicha ecuación.
El primer paso es reescribir mN en un formato similar a la ecuación (2.4).

Se tiene que mN(z) = 1
N

∑N
i=1 Gii(z). Conviene entonces saber qué estructura tiene Gii(z).
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Lema 3.3.1 (Complemento de Schur). Para 1 ≤ i ≤ N se tiene que

Gii(z) =
1

Hii − z − (H
(i)
·,i )∗(H(i) − zI)−1(H

(i)
·,i )

(3.1)

Demostración. Proceso de eliminación Gaussiana usando notación de matrices a bloques. �

El término en el denominador de (3.1) es tan importante para la demostración que se le dará
notación propia.

Definición 3.3.1. Para 1 ≤ i ≤ N se escribe

Xi = Xi(z) := (H
(i)
·,i )∗(H(i) − zI)−1(H

(i)
·,i ).

La estructura de Xi es la de una forma cuadrática v∗Av. Aqúı A es la matriz minor que
resulta de remover el renglón y la columna i. Por su parte v es exactamente la columna i-ésima. A
continuación se probará un lema que permite intuir Xi ≈ mN(z). La idea principal para encontrar
la ecuación funcional es sustituir Xi por mN(z) en (3.1).

Lema 3.3.2. Para 1 ≤ i ≤ N se tiene que

E[Xi] =

√
N − 1

N
E

[
mN−1

(√
N

N − 1
z

)]
. (3.2)

Demostración. Se usa la distribución de las entradas de H condicionando a H·,i

E
[
(H

(i)
·,i )∗(H(i) − zI)−1(H

(i)
·,i )
]

=
∑
k,l 6=i

E
[
Hki(H

(i) − zI)−1
kl Hli

]
=
∑
k,l 6=i

E
[
E
[
Hki(H

(i) − zI)−1
kl Hli

∣∣H·,i]] .
Se usa ahora que las columnas de H son independientes.∑

k,l 6=i

E
[
HkiHli

]
E
[
(H(i) − zI)−1

kl

]
=
∑
k,l 6=i

δkl
N

E
[
(H(i) − zI)−1

kl

]
=
∑

1≤k≤N
k 6=i

1

N
E
[
(H(i) − zI)−1

kk

]

=
N − 1

N
E
[

1

N − 1
Tr
(
(H(i) − zI)−1

)]
Por construcción H

(i)
N

d
=
√

N−1
N
HN−1. Esto implica que

E
[
Tr
(
(H(i) − zI)−1

)]
=E

Tr

(√N − 1

N
HN−1 − zI

)−1


=E

Tr

√ N

N − 1

(
HN−1 −

(√
N

N − 1

)
zI

)−1
 .

Si γ ≥ 1 entonces γη ≥ η ≥ η0 y por lo tanto E[mN−1(γz)] = E
[

1
N−1

Tr
(
(HN−1 − γzI)−1)]. �
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El siguiente paso consiste en reemplazarXi pormN en (3.1). Para ello se define Ẋi := Xi−E[Xi].
Bajo esta notación se interpreta (3.1) con la idea de que Ẋi, Hii y (E[Xi]−mN(z)) son pequeños.
Es decir

Gii(z) =
1

Hii − z + E[Xi]− Ẋi

=
1

Hii − z −mN(z) + (E[Xi]−mN(z))− Ẋi

≈− 1

z +mN(z)
.

Demostrar que son pequeños es el objetivo del teorema. Estas ideas se formalizan con un lema más
que resume la sección.

Lema 3.3.3. Sea z ∈ C+. Entonces

1 + zmN(z) +m2
N(z) =

1

N

N∑
i=1

(
Hii + (E[Xi]−mN(z))− Ẋi

)
Gii. (3.3)

Demostración.

mN(z) =
1

N

N∑
i=1

Gii(z)

=
1

N

N∑
i=1

1

−z −mN(z) +Hii + (E[Xi]−mN(z))− Ẋi

.

Por suma de fracciones, para ai(ai + bi)bi 6= 0 se cumple que

1

ai + bi
=

1

ai
− bi
ai(ai + bi)

=
1

a1

− b

ai
· 1

(ai + bi)
.

Para ai = −(z + mN(z)) y bi = Hii + (E[Xi]−mN(z))− Ẋi, se tiene que 1
ai+bi

= Gii y que ai no
depende de N . Luego

mN(z) =
1

N

N∑
i=1

Gii

=
1

N

N∑
i=1

(
− 1

z +mN(z)
−

(
Hii + (E[Xi]−mN(z))− Ẋi

−(z +mN(z))

)
Gii

)

=− 1

z +mN(z)
+

1

N

N∑
i=1

(
Hii + (E[Xi]−mN(z))− Ẋi

z +mN(z)

)
Gii.

La ecuación anterior se puede multiplicar por z +mN(z) y se tiene que

zmN(z) +m2
N(z) =− 1 +

1

N

N∑
i=1

(
Hii + (E[Xi]−mN(z))− Ẋi

)
Gii.

�

Este lema será útil en el sentido que plantea la sección 2.2 para demostrar teoremas ĺımite.
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3.4. Ley Global del Semićırculo

La Ley Global del Semićırculo es el teorema demostrado por Wigner en 1955 y aqúı se demuestra
mediante desigualdades de concentración.

La sección anterior demostró la relación

1 + zmN(z) +m2
N(z) = rN(z).

El residuo rN(z) es aleatorio y depende de HN aśı como de z, en esta sección se demostrará que

|rN(z)| P−→
N→∞

0.

En particular, se prueba que los términos

1

N

N∑
i=1

HiiGii,
1

N

N∑
i=1

(E[Xi]−mN(z))Gii y
1

N

N∑
i=1

ẊiGii

son pequeños con alta probabilidad y por lo tanto 1 + zmN(z) +m2
N(z)→P 0 cuando N →∞. La

herramienta principal será la desigualdad de concentración Gaussiana, presentada en el Caṕıtulo 2.
En pocas palabras, probar la ley de Wigner para el caso GUE se reduce a probar continuidad

Lipschitz llevando registro de cada variable importante.
A lo largo de esta sección se supondrá z = E+iη con η ≥ η0 > 0, donde η0 puede o no depender

de N . También se usarán constantes 0 < c < 1 < C < ∞ que no dependan de N y que pueden
cambiar de ĺınea a ĺınea, lo cual es notación estándar en Leyes Locales [HLS+19; BK16; ESY09].
En ocasiones se usarán sub-́ındices Cj, cj para resaltar que provienen de diferentes términos. A
diferencia de la literatura usual, los resultados se obtendrán manteniendo las constantes C y c
independientes de η0, lo que permitirá encontrar un resultado más fuerte que la ley global usando
la prueba de ésta.

3.4.1. Decaimiento del Primer Término

El primer término es también el más sencillo de acotar. La suma 1
N

∑N
i=1 HiiGii tiene un śımil

con la traza, pero no es una traza. Para poder acotarla se usará la desigualdad de Hölder y que la
norma ‖·‖∞ es 1-Lipschitz.

Lema 3.4.1. Sea η0 > 0 y Gii definido como antes para 1 ≤ i ≤ N . La traza está acotada de la
siguiente forma.

1

N

N∑
i=1

|Gii| ≤
1

η0

. (3.4)

Demostración. Como HN ∈ HN existe U matriz unitaria tal que HN = UΛU∗. Por lo tanto
G = U∗ (Λ− zI)−1 U . En particular Gii = (U·,i)

∗ (Λ− zI)−1 U·,i. Luego

1

N

N∑
i=1

|Gii| =
1

N

N∑
i=1

∣∣(U·,i)∗ (Λ− zI)−1 U·,i
∣∣

=
1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

Uk,i
1

λk − z
Uk,i

∣∣∣∣∣
≤ 1

N

N∑
i=1

N∑
k=1

1

|λk − z|
∣∣Uk,iUk,i∣∣



22 CAPÍTULO 3. LEY LOCAL DEL SEMICÍRCULO

Se continua usando que la matriz U es unitaria.

1

N

N∑
i=1

N∑
k=1

1

|λk − z|
∣∣Uk,iUk,i∣∣ =

1

N

N∑
i=1

N∑
k=1

1

|λk − z|
|Uk,i|2

≤ 1

N

N∑
i=1

N∑
k=1

1

η0

|Uk,i|2

=
1

Nη0

N∑
i=1

‖U·,i‖2 =
N

Nη0

.

�

Esta cota se combinará con la desigualdad de Hölder y la equivalencia de normas de CN .

Lema 3.4.2. Sea h = (H11, H22, ..., HNN)T . Si η0 > 0, entonces∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

HiiGii

∣∣∣∣∣ ≤ ‖h‖∞η0

.

Demostración. Por la desigualdad de Hölder,∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

HiiGii

∣∣∣∣∣ ≤(máx
i
{|Hii|}

)( 1

N

N∑
i=1

|Gii|

)
≤ 1

η0

(
máx
i
{|Hii|}

)
=
‖h‖∞
η0

.

�

Estos lemas permiten acotar al tercer término en función mediante concentración Gaussiana.

Lema 3.4.3. Sean ε > 0 y η0 > 0. Para G y H definidos como antes,

P

[∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

HiiGii

∣∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤ 2N exp

{
−ε

2

2
Nη2

0

}
. (3.5)

Demostración. Por monotońıa de la probabilidad basta probar que concentración se cumple para
1
η0

(máxi {|Hii|}). Sea h = (H11, H22, ..., HNN)T . Entonces N1/2h es un vector con entradas normales
estándar complejas y la norma uniforme es una función 1-Lipschitz. Luego, por concentración
Gaussiana

P
[
‖h‖∞
η0

≥ ε

]
=P
[∥∥N1/2h

∥∥
∞ ≥ N1/2η0ε

]
=P

[⋃
i

{∣∣N1/2Hii

∣∣ ≥ N1/2η0ε
}]

≤NP
[∣∣N1/2H11

∣∣ ≥ N1/2η0ε
]

≤2N exp

{
−ε

2

2

(
N1/2η0

)2
}
.

�
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Esta desigualdad implica que el tercer término es pequeño con alta probabilidad cuando Nη2
0

es grande. El resto de la sección continua con ideas similares, pero con términos más complejos.

3.4.2. Decaimiento del Segundo Término

Se busca acotar con alta probabilidad a 1
N

∑N
i=1(E[Xi]−mN(z))Gii. Esto se hará en tres partes.

Por una parte notar que E[Xi] no depende de i ya que las entradas de HN son i.i.d. Debido a esto
el problema se reduce a acotar |E[Xi]−mN(z)|, que se hará en dos partes usando desigualdad del
triángulo y N−1

∑
Gii, consecuencia de la proposición 2.4.2.

Observación. Por la desigualdad del triángulo

|E[Xi]−mN(z)| ≤
∣∣∣∣E[Xi]−

(
N − 1

N

)
m

(i)
N (z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(N − 1

N

)
m

(i)
N (z)−mN(z)

∣∣∣∣ .
Hay dos términos a controlar. A grandes rasgos el primero refleja las fluctuaciones de mN−1 al

rededor de su media mientras el segundo relaciona mN−1 con mN . Cada uno de estos términos se
acotarán usando desigualdades de concentración. Al finalizar se reunirán los resultados con la cota
para las suma de los Gii, obteniendo una desigualdad para el decaimiento del segundo término.

Primera parte: fluctuaciones de mN−1. La función mN(z) está definida sobre z, la cual
no es aleatoria. Sin embargo mN(z) es aleatoria porque depende de HN , la cual se puede conseguir
a partir de un vector X de v.a.i.i.d. como normales estándar reales. Las fluctuaciones de mN(z) al
rededor de su media se pueden estudiar como transformaciones Lipschitz sobre el vector X.

La idea básica es que se tiene una composición de funciones Lipschitz, correspondiente al
siguiente diagrama, y por lo tanto toda la función es Lipschitz.

CN2 → HN → RN → C+

(xij) 7→ X 7→ Λ(X) 7→ N−1
∑

((Λ(X))i − z)−1

Para la demostración de esta propiedad de continuidad se usan los resultados descritos en la
sección 2.7.

Lema 3.4.4. Para z fija sea sz : HN → C+ dada por

sz(X) =
1

N
Tr

((
X√
N
− zI

)−1
)
.

La función sz es
( √

2
Nη20

)
-Lipschitz sobre RN2

.

Demostración. Por el teorema espectral

sz(X) =
1

N
Tr

((
U

Λ√
N
U∗ − U(zI)U∗

)−1
)

=
1

N
Tr

((
Λ√
N
− zI

)−1
)

=
1

N

N∑
i=1

1
λi√
N
− z

.
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Como X es Hermitiana sólo hace falta demostrar que g(x) = 1
N

∑
i

1
N−1/2xi−z

es Lipschitz. Por la
desigualdad de Jensen se tiene que

|g(x)− g(y)|2 =

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

(
1

N−1/2xi − z
− 1

N−1/2yi − z

)∣∣∣∣∣
2

≤ 1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣ N−1/2yi − z −N−1/2xi + z

(N−1/2xi − z) (N−1/2yi − z)

∣∣∣∣2

=
1

N

N∑
i=1

N−1 |yi − xi|2

|N−1/2xi − z|2 |N−1/2yi − z|2
.

Dado que x ∈ RN se tiene que
∣∣N−1/2xi − z

∣∣2 =
∣∣(N−1/2xi − E) + iη

∣∣2 ≥ η2 ≥ η2
0. De forma

análoga para y. Luego

|g(x)− g(y)|2 ≤ 1

N2

N∑
i=1

|yi − xi|2

η2
0η

2
0

=
1

N2η4
0

‖x− y‖2 .

�

Como consecuencia directa del lema anterior se tiene la siguiente desigualdad de concentración

Proposición 3.4.5. Sea mN(z) la transformada de Stieltjes de H, para Im z > η0 > 0. Si ε > 0,
entonces

P[|mN(z)− E[mN(z)]| ≥ ε] ≤ 2 exp

{
−ε

2

4
N2η4

0

}
. (3.6)

Este resultado es muy útil. Dice que mN(z) tiene un decaimiento sub-gaussiano. En partes
posteriores de este texto se econtrarán combinaciones de N y η0 para usar Borel-Cantelli y vincular
convergencia en probabilidad con L1, casi-segura y localmente unfirme casi-seguramente.

Para esta parte de la prueba lo que se necesita es estudiar las fluctuaciones de∣∣∣∣E[Xi]−
(
N − 1

N

)
m

(i)
N (z)

∣∣∣∣ .
De manera temporal se define γ =

√
N
N−1

, recordando que m
(i)
N (z)

d
= γmN−1 (γz) .

Lema 3.4.6. Para todo ε > 0, N ≥ 1 y η0 > 0

P
[∣∣∣∣E[Xi]−

(
N − 1

N

)
m

(i)
N (z)

∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤ 2 exp

{
−1

4
ε2N2η4

0

}
. (3.7)

Demostración. Por igualdad en distribución

P
[∣∣∣∣E[Xi]−

(
N − 1

N

)
m

(i)
N (z)

∣∣∣∣ ≥ ε

]
=P
[∣∣∣∣E[Xi]−

(
N − 1

N

)
γmN−1(γz)

∣∣∣∣ ≥ ε

]
=P
[∣∣∣∣γE[mN−1(γz)]−

(
N − 1

N

)
γmN−1(γz)

∣∣∣∣ ≥ ε

]
=P
[
γ
∣∣E[mN−1(γz)]− γ−2mN−1(γz)

∣∣ ≥ ε
]
.
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Por desigualdad del triángulo{
γ|a− γ−2b| ≥ ε

}
=
{
γ|a− b|+ γ|1− γ−2||b| ≥ γ|a− γ−2b| ≥ ε

}
⊂
{
|a− b|+ |1− γ−2||b| ≥ γ−1ε

}
.

Como γ > 1 y (γ−2 − 1)|E[mN−1(γz)] | > 0 está acotado, se puede usar monotońıa de la
probabilidad para obtener

P
[
γ
∣∣E[mN−1(γz)]− γ−2mN−1(γz)

∣∣ ≥ ε
]
≤P
[
|mN−1(γz)− E[mN−1(γz)]| ≥ γ−1ε

]
≤2 exp

{
−1

4
γ−2ε2N2(γη0)4

}
=2 exp

{
−1

4
ε2N2η4

0γ
2

}
.

Y al ser γ > 1 se tiene lo que se queŕıa demostrar. �

Este resultado acota con alta probabilidad el término que se quiere controlar para el teorema.

Segunda parte: resolvente de los minores principales. El siguiente término que se
quiere controlar es una relación entre las fluctuaciones de mN y las de sus minores principales
m

(i)
N . Dicha relación se obtiene a través del entrelazamiento de los eigen-valores. La desigualdad de

concentración, por su parte, deriva de la concentración de la norma operador de H.

Lema 3.4.7. Sea ρ := η0
2

+ ‖HN‖Op. La siguiente desigualdad se cumple c.p.1∣∣∣∣mN(z)−
(
N − 1

N

)
m

(i)
N (z)

∣∣∣∣ ≤ 1

Nη0

+
2ρ

Nη2
0

. (3.8)

Demostración. Sean FN y F
(i)
N las distribuciones emṕıricas espectrales de HN y H

(i)
N respectiva-

mente. Por definición de ρ el soporte de FN está contenido en (−ρ, ρ).
El teorema del entrelazado de Cauchy implica que para todo x ∈ R∣∣∣NFN(x)− (N − 1)F

(i)
N (x)

∣∣∣ ≤ 1.

En particular el entrelazado implica que el soporte de F
(i)
N está contenido en el de FN .

Se puede usar integración por partes para cambiar dFN por la medida de Lebesgue en la
transformada de Stieltjes

mN(z) =

∫ ρ

−ρ

dFN(x)

x− z
=

FN(x)

x− z

∣∣∣∣ρ
x=−ρ

−
∫ ρ

−ρ

FN(x)

(x− z)2
dx.

Se mencionó antes que el entrelazado de Cauchy asegura contención de soporte, lo que implica
que FN(±ρ) = F

(i)
N (±ρ) y

FN(x)

x− z

∣∣∣∣ρ
x=−ρ

=
F

(i)
N (x)

x− z

∣∣∣∣∣
ρ

x=−ρ

.

Si se quiere comparar FN y N−1
N
F

(i)
N se tiene a su vez que∣∣∣∣∣∣ FN(x)

x− z

∣∣∣∣ρ
x=−ρ

−
(
N − 1

N

)
F

(i)
N (x)

x− z

∣∣∣∣∣
ρ

x=−ρ

∣∣∣∣∣∣ =
1

N |ρ− z|
.
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A continuación se usa la desigualdad del triángulo y después |
∫
·| ≤

∫
|·|.∣∣∣∣mN(z)−

(
N − 1

N

)
m

(i)
N (z)

∣∣∣∣ ≤ 1

N |ρ− z|
+

∣∣∣∣∣
∫ ρ

−ρ

FN(x)

(x− z)2
dx−

(
N − 1

N

)∫ ρ

−ρ

F
(i)
N (x)

(x− z)2
dx

∣∣∣∣∣
≤ 1

N |ρ− z|
+

∫ ρ

−ρ

∣∣∣∣∣ FN(x)

(x− z)2
−
(
N − 1

N

)
F

(i)
N (x)

(x− z)2

∣∣∣∣∣ dx
=

1

N |ρ− z|
+

1

N

∫ ρ

−ρ

∣∣∣NFN(x)− (N − 1)F
(i)
N (x)

∣∣∣
|(x− z)2|

dx

Por el entrelazado de Cauchy,

1

N |ρ− z|
+

1

N

∫ ρ

−ρ

∣∣∣NFN(x)− (N − 1)F
(i)
N (x)

∣∣∣
|(x− z)2|

dx ≤ 1

N |ρ− z|
+

1

N

∫ ρ

−ρ

dx

|(x− z)2|

≤ 1

Nη0

+
1

N

∫ ρ

−ρ

dx

η2
0

.

Como el resultado es determinista dado la norma operador, no sólo se cumple c.p.1, sino que es
válido en todas partes. �

El lema anterior permite comparar el resolventes de matrices con sus minores en función de la
norma operador. Sin embargo la norma operador de una matriz GUE es una variable aleatoria. Su
distribución ha sido muy estudiada y se sabe que decae al menos sub-exponencial (veáse corolario
2.3.6 de [Tao12]). Este resultado se prueba mediante un argumento de latiz sobre la esfera unitaria
en CN .

Proposición 3.4.8. Sea H ∈ HN con entradas isotrópicas sub-gaussianas y E[|Hij|2] = N−1.
Entonces para todo K > 2

P
[
‖H‖Op ≥ K

]
≤ 2 exp

{
−1

2
KN

}
. (3.9)

En particular si H es GUE el resultado se cumple.

Esta desigualdad se usa junto con la obtenida por el entrelazado de Cauchy.

Lema 3.4.9. Para 1 ≥ ε > 0 y Nη0 > 4ε−1 máx
{

1, 1
2

+ η−1
0

}
se cumple

P
[

1

Nη0

+
2ρ

Nη2
0

≥ ε

]
≤ 2 exp

{
−ε

2

2
Nη0

}
. (3.10)

Demostración. Despejando la norma operado en la desigualdad se tiene que

P
[

1

Nη0

+
2ρ

Nη2
0

≥ ε

]
=P

1 +
2
(
η0/2 + ‖H‖op

)
η0

≥ Nη0ε


=P
[(
η0/2 + ‖H‖op

)
≥ 1

2
(Nη0ε− 1) η0

]
=P
[
‖H‖op ≥

1

2
(Nη0ε− 2) η0

]
.
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Para poder usar (3.9) se requiere que K > 2, es decir que (Nη0ε− 2) η0 > 4. Esto equivale a

Nη0 > 2
(
1 + 2η−1

0

)
ε−1 = 4

(
1

2
+ η−1

0

)
ε−1.

Por las condiciones de hipótesis esto se cumple, aśı que

P
[
‖H‖op ≥

1

2
(Nη0ε− 2) η0

]
≤2 exp

{
−1

2

(
1

2
(Nη0ε− 2) η0

)
N

}
=2 exp

{
−1

4
((Nη0) ε− 2) (Nη0)

}
Como Nη0ε > 4 se tiene que ((Nη0) ε− 2) > 2 ≥ 2ε2 > 0. Puede usarse esto en el orden de la
exponencial

P
[
‖H‖op ≥

1

2
(Nη0ε− 2) η0

]
≤2 exp

{
−1

4
(2ε2) (Nη0)

}
�

En este lema se usan dos hipótesis fuertes. La primera es que Nη2
0 →∞, la cual sólo sirve para

utilizar (3.9) y podŕıa no ser sólo una cuestión de elección. Es decir, podŕıa no ser una hipótesis
importante sino sub-óptima.

La segunda hipótesis que se usa es Nη0 → ∞. Esta es una condición más débil y pareciera
redundante mencionarla. Sin embargo, en la demostración anterior esta hipótesis decide el signo
de la variable K que ha de calcularse. Para que las desigualdades tengan sentido K debe de ser
positivo.

Con respecto a este lema no es necesario prestar tanta atención. El énfasis de esta observación
es que ya comienza a haber argumentos que indican que Nη0 → ∞ para que la ley local tenga
sentido. Lo importante de estos argumentos es que no tienen que ver con grados de polinomios,
sino con el signo.

Se tienen ahora ambas cotas con alta probabilidad.

Tercera parte: cota del segundo término. Combinando ahora ambos resultados se tiene
una cota para el segundo término con alta probabilidad.

Lema 3.4.10. Sea ε ∈ (0, 1). Para N ≥ 1 y η0 > 0 tal que Nη3
0 > 1 + 4ε−1 se cumple que

P

[∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

(E[Xi]−mN(z))Gii

∣∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤4 exp

{
− 1

16
ε2Nη3

0

}
. (3.11)

Demostración. Nótese primero que Xi
d
= Xj para todo i, j, entonces

1

N

N∑
i=1

(E[Xi]−mN(z))Gii =

(
1

N

N∑
i=1

Gii

)
(E[X1]−mN(z))

=mN(z)(E[X1]−mN(z)).
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Como |mN(z)| ≤ η−1
0 , la probabilidad que se busca es P[|E[X1]−mN(z)| ≥ η0ε]. Por la desigualdad

del triángulo

|E[X1]−mN(z)| ≤
∣∣∣∣E[X1]−

(
N − 1

N

)
m

(1)
N (z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(N − 1

N

)
m

(1)
N (z)−mN(z)

∣∣∣∣ =: A+B.

Si a+ b = 1 con a, b > 0 se tiene

{A+B ≥ η0ε} = {A+B < η0ε}c = {A+B < (a+ b)η0ε}c

El caso {A < aη0ε} ∩ {B < bη0ε} es un caso particular de {A+B < (a+ b)η0ε}. Por las leyes de
DeMorgan

{A+B < (a+ b)η0ε}c ⊂ ({A < aη0ε} ∩ {B < bη0ε})c

= {A < aη0ε}c ∪ {B < bη0ε}c

= {A ≥ aη0ε} ∪ {B ≥ bη0ε} .

La parte A está controlada por (3.7) mientras que la parte B junto con la hipótesis de que
Nη3

0 →∞ está controlado por (3.10). Para a y b definidos como

a :=
1

1 +N
1
2η

3
2
0

y b :=
N

1
2η

3
2
0

1 +N
1
2η

3
2
0

,

se tiene

P[|E[X1]−mN(z)| ≥ η0ε] ≤P[A ≥ aη0ε] + P[B ≥ bη0ε]

≤2 exp

−1

4
ε2η2

0

N2η4
0(

1 +N
1
2η

3
2
0

)2

+ 2 exp

−1

2
ε2η2

0

Nη0

(
N

1
2η

3
2
0

)2

(
1 +N

1
2η

3
2
0

)2


≤4 exp

−1

4
ε2 N2η6

0(
1 +N

1
2η

3
2
0

)2

 .

Por la hipótesis inicial de Nη3
0 > 1 se cumple que

(
1 +N

1
2η

3
2
0

)
≤ 2N

1
2η

3
2
0 . Luego

4 exp

−1

4
ε2 N2η6

0(
1 +N

1
2η

3
2
0

)2

 ≤ 4 exp

{
− 1

16
ε2N

2η6
0

Nη3
0

}
.

�

Esto concluye la demostración respecto al segundo término.
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3.4.3. Decaimiento del Tercer Término

El tercer término es 1
N

∑N
i=1 ẊiGii y para tener control sobre éste han de usarse varios pasos

poco obvios. La idea principal es demostrar que Ẋi es localmente Lipschitz como función de HN .
Una observación importante es que la norma un vector gaussiano tiene cola sub-gaussiana. Estas
ideas se combinarán mediante la ley de probabilidad total para obterner cotas con alta probabilidad
para el tercer término.

La variable Xi, que aparece en el tercer término se define como una fórmula cuadrática v∗Av
donde tanto v como A son arreglos lineales de v.a. normales. Por lo tanto |Ẋi| son las fluctuaciones
de una fórmula cuadrática al rededor de su media, lo que sugiere usar concentración Gaussiana. Sin
embargo, no es obvio que una fórmula cuadrática sea Lipschitz, menos aún contemplando toda la
función (v, A)→ v∗Av. A continuación se prueba que, considerando A fija, una fórmula cuadrática
es localmente-Lipschitz.

Lema 3.4.11. Sea A ∈ HN−1 fija y K ∈ R+. Supóngase que A tiene una ráız A1/2. Para v ∈ CN−1

tal que ‖v‖ ≤ K la función

FA(v) :=
v∗√
N
A

v√
N

es CN Lipschitz con constante local

(
2K‖A1/2‖2

Op

N

)
.

Demostración. La función FA(v) se puede reescribir como FA(v) = 1
N

∥∥A1/2v
∥∥2
.

|FA(v)− FA(w)| = 1

N
|v∗Av − w∗Aw|

=
1

N

∣∣∣∥∥A1/2v
∥∥2 −

∥∥A1/2w
∥∥2
∣∣∣

(dif. de cuadrados) =
1

N

∣∣ (∥∥A1/2v
∥∥+

∥∥A1/2w
∥∥) (∥∥A1/2v

∥∥− ∥∥A1/2w
∥∥) ∣∣

=
1

N

(∥∥A1/2v
∥∥+

∥∥A1/2w
∥∥) · ∣∣ ∥∥A1/2v

∥∥− ∥∥A1/2w
∥∥ ∣∣

(def. norma operador) ≤ 1

N

∥∥A1/2
∥∥
Op

(‖v‖+ ‖w‖) ·
∣∣ ∥∥A1/2v

∥∥− ∥∥A1/2w
∥∥ ∣∣

≤2K

N

∥∥A1/2
∥∥
Op

∣∣ ∥∥A1/2v
∥∥− ∥∥A1/2w

∥∥ ∣∣
(des. inv. del triang.) ≤2K

N

∥∥A1/2
∥∥
Op

∥∥A1/2v − A1/2w
∥∥

≤2K

N

∥∥A1/2
∥∥2

Op
‖v − w‖

�

En el caso de interés Xi = H∗(i)
(
H(i) − zI

)−1
H(i), donde H(i) era un menor principal de HN y

H(i) era la i-ésima columna de HN sin la entrada i. Para este caso en particular se puede acotar
la constante local de Lipschitz de antes. Sin pérdida de generalidad, debido a que las columnas de
H son idénticamente distribuidas, se trabajará con i = 1.

Lema 3.4.12. Sea A = A(z) =
(
H

(1)
N − zI

)−1

∈ HN−1 para z ∈ C+. Si Im z ≥ η0 > 0, entonces

existe una raiz A1/2 tal que ∥∥A1/2
∥∥2

Op
≤ 1

η0

.
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Demostración. La matriz HN es Hermitiana, luego H(1) también lo es. Sea U unitaria y Λ diagonal
real dadas por el teorema espectral. Por tanto

A = (UΛU∗ − zI)−1 = U∗ (Λ− zI)−1 U.

Aqúı (Λ− zI) es diagonal con Im (Λ− zI)ii ≤ −η0 < 0. Esto permite establecer una raiz cuadrada

en común y definir A1/2 = U∗ (Λ− zI)−1/2 U . Ahora∥∥A1/2
∥∥2

Op
=
∥∥∥(Λ− zI)−1/2

∥∥∥2

Op

=

(
máx

2≤i≤N

{∣∣∣∣ 1√
Λii − z

∣∣∣∣})2

= máx
2≤i≤N

{
1

|Λii − z|

}
≤ 1

Im (z)
.

�

Estos resultados se comprimen en el siguiente lema como un primer avance para acotar Xi.

Lema 3.4.13. Sea A ∈ HN−1 con ráız cuadrada y K ∈ R+. Para todo ε > 0 se tiene que

P
[∣∣∣Ẋ1(z)

∣∣∣ ≥ ε
∣∣∣ ∥∥H(1)

∥∥ ≤ K
]
≤ 2 exp

{
− ε2

8K2
N2η2

0

}
. (3.12)

Demostración. Def́ınase la función

FA,K(v) :=

∥∥A1/2v
∥∥

N

(
1{‖v‖≤K} +

K

‖v‖
1{‖v‖>K}

)
.

En el conjunto
{
H(1) ≤ K

}
la función F equivale a Ẋ1. Además, por los lemas anteriores F

es Lipschitz. Por probabilidad total se puede considerar que H(1) es fija y usar concentración
Gaussiana. Es decir

P
[∣∣FH(1),K(H1)− E

[
FH(1),K(H1)

]∣∣ ≥ ε
]

= E
[
P
[∣∣FH(1),K(H1)− E

[
FH(1),K(H1)

]∣∣ ≥ ε
∣∣σ (H(1)

)]]
≤ E

[
2 exp

{
− ε2

8K2
N2η2

0

}]
.

�

El siguiente lema indica que conocer la cola de Ẋ1 es suficiente para lo que se busca. Además
sirve para encontrar la forma expĺıcita que ha de tener K en las desigualdades anteriores.

Lema 3.4.14. Sean ·Xi la variable centrada antes definida para z ∈ C+, con Im z > η0 > 0. Para
ε > 0 se cumple lo siguiente

P

[∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

ẊiGii

∣∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤NP

[∣∣∣Ẋ1

∣∣∣ ≥ η0ε
]

(3.13)
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Demostración. Por la desigualdad de Hölder∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

ẊiGii

∣∣∣∣∣ ≤(máx
i

{∣∣∣Ẋi

∣∣∣})( 1

N

N∑
i=1

|Gii|

)
≤ 1

η0

máx
i

{∣∣∣Ẋi

∣∣∣} .
Por sub-aditividad

P

[∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

ẊiGii

∣∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤P
[
máx
i

{∣∣∣Ẋi

∣∣∣} ≥ η0ε
]

=P

[⋃
i

{∣∣∣Ẋi

∣∣∣ ≥ η0ε
}]

≤
∑
i

P
[∣∣∣Ẋi

∣∣∣ ≥ η0ε
]
.

El resultado se deduce de que las Xi son idénticamente distribuidas. �

Para usar que la fórmula cuadrática antes vista es localmente Lischitz es necesario demostrar
que se pueden usar regiones acotadas con alta probabilidad.

Lema 3.4.15. Sea h ∼ NC
(
0, N−1I(N−1)

)
. Si K > 0 entonces

P[‖h‖2 ≥ K] ≤2N exp

{
−K

2

2

}
. (3.14)

Demostración. Todas las normas en CM son equivalentes, en particular ‖x‖2 ≤
√
M ‖x‖∞. Para

este caso M = (N − 1) y
√
Nh1 ∼ NC (0, 1). En consecuencia

P[‖h‖2 ≥ K] ≤P
[√

(N − 1) ‖h‖∞ ≥ K
]

≤P
[∥∥∥√Nh∥∥∥

∞
≥ K

]
=P

[
N−1⋃
i=1

{∣∣∣√Nhi∣∣∣ ≥ K
}]

≤(N − 1)P
[∣∣∣√Nh1

∣∣∣ ≥ K
]

≤2N exp

{
−K

2

2

}
.

�

El último resultado es sobre el decaimiento de X1 que incluye que la continuidad localmente
Lipschitz y la sub-gaussianidad de la norma euclidana de un vector gaussiano. Se usará probabilidad
total sobre la norma utilizando un umbral K que sea adecuado para los cálculos.

Lema 3.4.16. Para ε > 0 y N ≥ 1 se cumple la siguiente desigualdad

P
[∣∣∣Ẋ1

∣∣∣ ≥ η0ε
]
≤ 4N exp

{
−ε

2

8
Nη2

0

}
(3.15)
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Demostración. Para K > 1, por ley de probabilidad total

P
[∣∣∣Ẋ1

∣∣∣ ≥ η0ε
]

=P
[∣∣∣Ẋ1(z)

∣∣∣ ≥ εη0

∣∣∣ ∥∥H(1)

∥∥ ≤ K
]
P
[∥∥H(1)

∥∥ ≤ K
]

+ P
[∣∣∣Ẋ1(z)

∣∣∣ ≥ εη0

∣∣∣ ∥∥H(1)

∥∥ > K
]
P
[∥∥H(1)

∥∥ > K
]

≤P
[∣∣∣Ẋ1(z)

∣∣∣ ≥ εη0

∣∣∣ ∥∥H(1)

∥∥ ≤ K
]

+ P
[∥∥H(1)

∥∥ > K
]

≤2 exp

{
− ε2

8K2
N2η4

0

}
+ 2N exp

{
−K

2

2

}
Eligiendo espećıficamente K = N1/2η0 se tiene

P
[∣∣∣Ẋ1

∣∣∣ ≥ η0ε
]
≤2 exp

{
− ε2

8Nη2
0

N2η4
0

}
+ 2N exp

{
−1

2
Nη2

0

}
=2 exp

{
−ε

2

8
Nη2

0

}
+ 2N exp

{
−1

2
Nη2

0

}
≤2N exp

{
−ε

2

8
Nη2

0

}
+ 2N exp

{
−ε

2

8
Nη2

0

}
.

�

Nótese que en realidad estos resultados son ciertos para todo N y η0. La convergencia en
probabilidad se tiene bajo condiciones de N y η0, pero la desigualdad sigue siendo cierta incluso
si dichas condiciones no se cumplen.

Lema 3.4.17. Sea ε > 0. Para todo N ∈ N y η0 > 0 se cumple que

P

[
1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

Ẋi(z)Gii(z)

∣∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤8N2 exp

{
−ε

2

8
Nη2

0

}
. (3.16)

Demostración. Es consecuencia directa de los lemas 3.4.14 y 3.4.16. �

Que el tercer término tienda a cero en probabilidad requiere que (Nη2
0 − 2 log(N))→∞. Para

ello es suficiente que η0 sea función polinomial de N con grado mayor a −1
2
. Esto concluye la

prueba de la convergencia del tercer término.

3.4.4. Ley del Semićırculo de Wigner

En 1955 a través de un trabajo seminal Wigner demostró un teorema al que hoy se le conoce
como la Ley del Semićırculo de Wigner. En la teoŕıa de leyes locales a esta ley se le llama la Ley
Global del Semićırculo [BK16].

Todos los resultados hasta este momento se pueden resumir en el siguiente resultado, a partir
del cual se demuestran los demás. En particular el teorema 3.4.19 es de utilidad para la última
parte del caṕıtulo ya que se usa para la parte más moderna de la Ley Local, el argumento bootstrap.



3.4. LEY GLOBAL DEL SEMICÍRCULO 33

Proposición 3.4.18. Sea ε ∈ (0, 1). Si {zN}N ⊂ C+ tal que (Im zN )3

4N
< ε, entonces

P
[∣∣1 + zmN(z) +m2

N(z)
∣∣ ≥ ε

]
≤16N2 exp

{
− ε2

128
N (Im zN)β

}
, (3.17)

donde

β =

{
3 0 < Im zN < 1,

2 1 ≤ Im zN .

Demostración. Por el lema 3.3.3

∣∣1 + zmN(z) +m2
N(z)

∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

HiiGii

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

(E[Xi]−mN(z))Gii

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

ẊiGii

∣∣∣∣∣
Y por lemas 3.4.3, 3.4.10 y 3.4.17, tomando η0 = Im zN se tiene que

P

[∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

HiiGii

∣∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤2N exp

{
−ε

2

2
Nη2

0

}
.

P

[∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

(E[Xi]−mN(z))Gii

∣∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤4 exp

{
− ε

2

16
Nη3

0

}
.

P

[∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

ẊiGii

∣∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤8N2 exp

{
−ε

2

8
Nη2

0

}
.

El resultado se sigue fraccionar ε =
(

1
4

+ 1
2

+ 1
4

)
ε. �

Se usa este resultado junto con la proposición 2.2.2 para probar mN → mSC en probabilidad.

Teorema 3.4.19 (Ley Global del Semićırculo). Sea 1 > ε > 0 y z = E+ iη tal que η ≥ 1 y E ∈ R.
Se cumple que

P[|mN(z)−mSC(z)| ≥ ε] ≤16N2 exp

{
− ε

2

32
Nη4

}
. (3.18)

Demostración. Por la proposición 2.2.2 sobre la auto-estabilidad del semićırculo

P[|mN(z)−mSC(z)| ≥ ε] ≤P
[∣∣1 + zmN(z) +m2

N(z)
∣∣ ≥ εη

]
Y la conclusión se sigue de la proposición 3.4.18 �

La ley global es la prueba por método de resolvente de la Ley del Semićırculo de Wigner, que
puede expresarse en la siguiente forma

Teorema 3.4.20 (Ley de Wigner). Sea η0 > 0 fijo. Para N →∞ se cumple

ĺım
N→∞

sup
−4≤E≤4
η0<η<η

−1
0

|mN(E + iη)−mSC(E + iη)| = 0, c.p.1.
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Demostración. Al ser η0 fijo y
∫∞

0
x2e−cxdx <∞, por Borel-Cantelli

|mN(E + iη)−mSC(E + iη)| →N 0 c.p.1.

En particular, por ser {mN} familia de funciones anaĺıticas la convergencia es localmente uniforme
casi seguramente. �

Lo importante de estos teoremas y por lo cuales son llamados leyes globales, es que η > 0 es
fijo. Si quiere analizarse η pequeño, entonces primero se hace convergencia N → ∞ y una vez se
conoce el ĺımite, se utiliza η → 0. Sin embargo, el teorema 3.4.20 no ofrece un criterio de cómo
elegir η para un N fijo.

El resultado encontrado durante esta tesis es más fuerte que este teorema, incluso que los
ofrecidos comúnmente en la literatura como [BK16; Tao12], debido al carácter cuantitativo de las
pruebas. Este resultado es consecuencia directa la proposición 3.4.18.

Proposición 3.4.21. Sea ε ∈ (0, 1). Tómese una sucesión {EN , ηN}N≥1 tal que ηN ∈ (0, 1) y
η3N
4N

< ε. Existen N0 absoluto y constantes C > 1 > c > 0 tal que para todo N > N0 se cumple

P[|mN(EN + iηN)−mSC(EN + iηN)| ≥ ε] ≤ C exp
{
−cε2Nη5

N

}
. (3.19)

Lo anterior implica que si ĺım
N→∞

Nη5
N = ∞, entonces hay convergencia en probabilidad de las

transformadas. En la práctica esto indica que es posible usar la transformada de Stieltjes en escalas
N− 1

5
+τ con τ > 0 pequeño. La intención de la siguiente sección es mejorar esta escala hasta N−1+τ ,

que es la escala óptima en la teoŕıa de Leyes Locales.

3.5. Proceso Bootstrap

La función mN es una variable aleatoria que toma valores en el espacio de funciones anaĺıticas.
En la figura 3.5.1 se puede apreciar una realización de mN . En esta gráfica se nota que mientras
más cercano sea z a la recta real las fluctuaciones son más grandes y viceversa, mientras más
alejado esté z de la recta real, más estable se intuye su imagen.

Recuérdese que los teoremas 3.4.19 y 3.4.18 demuestran para Im (z) ≥ 1 la desigualdad

P[|mN(z)−mSC(z)| ≥ ε] ≤ C exp
{
−cε2N

}
.

Este efecto se observa en la figura 3.5.2 donde se muestran varias realizaciones sobrepuestas la
gráfica anterior, pero dejando fijo el valor real. Al igual que en la figura 3.5.1, para valores de z
lejanos a la recta real, i.e. η grande, las realizaciones se asemejan mucho al valor predicho y las
fluctuaciones son significantes para valores pequeños de η.

El interés de este trabajo de investigación se centra ahora en estos valores pequeños de η. La
inquietud que se procura estudiar trata de averiguar el tamaño de estas fluctuaciones. Lo que se
procura conseguir ahora es la ley local, esto es, conseguir una desigualdad similar bajo la condición
de que Im z = η(N)→ 0 cuando N →∞.

El procedimiento usual [ESY09; BK16; KY17] es aplicar un argumento bootstrap o de conti-
nuidad. Ésta es una técnica proveniente de Ecuaciones Diferenciales y a grandes rasgos es la idea
de inducción sobre los puntos de una sucesión. Para una introducción formal y ejemplos clásicos
se recomienda leer las páginas 20-26 del libro [Tao06].

A continuación se desarrolla el argumento bootstrap de leyes locales empleando un enfoque
elemental. Los resultados presentados son originales de esta tesis y están lejanamente inspirados
en [BK16].
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Figura 3.5.1: Gráfica de la función mN (z) en el plano superior complejo.

La gráfica es el resultado de una realización con N = 512. A la izquierda los valores z ∈ C+ que
habrán de evaluarse y a la derecha se corresponden las ĺıneas una vez evaluada la función.

Figura 3.5.2: Realizaciones de mN (z) para z con parte real fija.

A la izquiera con puntos redondos, realizaciones de mN(1 + iη). A la derecha con asteriscos,
realizaciones de mN(−1 + iη). Los valores de η vaŕıan entre N−1 y N , con N = 512. En ĺınea

negra, el valor predicho por mSC(z).
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3.5.1. El Argumento de Continuidad

El concepto clave en la técnica bootstrap es el paso/argumento de continuidad [Tao06]. Para el
caso del semićırculo éste se obtinene de las propiedades Lipschitz de las transformadas de Stieltjes.
Supóngase que ya se conoce el error de aproximación |mN(z)−mSC(z)| para un valor z. El paso
de continuidad consiste en emplear este error para calcular el de z̃ ≈ z.

Observación 3.5.1. Sean z, z̃ ∈ C+. Por la desiguladad del triángulo

|mN(z̃)−mSC(z̃)| ≤ |mN(z̃)−mN(z)| + |mN(z)−mSC(z)| + |mSC(z)−mSC(z̃)| .

En esta desigualdad se puede emplear la suavidad de una transformada de Stieltjes.

Lema 3.5.2. Sea µ distribución de probabilidad sobre la recta. Sean z, z̃ ∈ C+.

Si mı́n {Im z, Im z̃} > N−1 , entonces |mµ(z)−mµ(z̃)| < N2 |z − z̃| . (3.20)

Demostración.

|mN(z)−mN(z̃)| =
∣∣∣∣∫ ( 1

x− z
− 1

x− z̃

)
µ(dx)

∣∣∣∣
≤
∫ ∣∣∣∣ z − z̃

(x− z)(x− z̃)

∣∣∣∣µ(dx)

=

∫
|z − z̃|

|x− z||x− z̃|
µ(dx)

≤
∫

|z − z̃|
Im z · Im z̃

µ(dx)

<
|z − z̃|
N−2

�

En particular para z̃ = z − iN−3 se satisface∣∣∣mN(z̃)−mSC(z̃)
∣∣∣ ≤N2N−3 + |mN(z)−mSC(z)|+N2N−3

= |mN(z)−mSC(z)|+ 2N−1.

Las observaciones previas tienen como consecuencia directa el siguiente resultado que contiene
la idea clave del bootstrap en su forma más elemental.

Lema 3.5.3 (Argumento de Continuidad). Sea ε > 0 y z, z̃ ∈ C+ tales que z̃ = z − iN−3. Si
N > 2ε−1, entonces

P[|mN(z̃)−mSC(z̃)| ≥ ε] ≤P
[
|mN(z)−mSC(z)| ≤ ε− 2N−1

]
(3.21)

donde C > 1 > c > 0 son constantes que no dependen de ε o N .
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La observación importante sobre este paso es que algo se pierde. En particular el intervalo
[0, ε− 2N−1) ⊂ [0, ε), por lo que se está perdiendo probabilidad al usar.

De hecho, si Im z ≥ 1 se tiene que

P[|mN(z)−mSC(z)| ≥ ε] ≤ C exp
{
−cε2N

}
,

mientras que, por 3.5.3 se obtiene

P[|mN(z̃)−mSC(z̃)| ≥ ε] ≤C exp
{
−c
(
ε− 2N−1

)2
N
}

<C exp
{
−cε2N

}
.

Mientras estos resultados son válidos e intuitivos, no son muy útiles para la prueba que se
busca. Ésta necesita más estructura.

3.5.2. Sucesión y Dominio de Continuidad

Si el argumento de continuidad es el corazón de la demostración, la elección de la sucesión y su
dominio forman el esqueleto. En esta sección es técnica. Tiene como objetivo principal el presentar
herramientas técnicas.

Todo proceso bootstrap necesita de la elección de dos objetos [Tao06]. El bootstrap utiliza
una sucesión {zk} y parte de condiciones iniciales en z0, en este caso la ley global (teo. 3.4.19) y
mediante continuidad (lem. 3.5.3), extiende el resultado de zk a zk+1. Con la sucesión se elige, a
veces de forma indirecta, una región conexa de C+ en la que los resultados siguen siendo válidos.
Al aproximarse zk al borde de la región es común que algunas propiedades del teorema comiencen
a perderse, como la probabilidad, para el caso de leyes locales.

La siguiente definición asegura que Im z0 ≥ 1, para emplear la ley Global y que |zk+1 − zk| =
N−3, útiles para el argumento bootstrap, el cuál también usa que Im zk > N−1.

Definición 3.5.1. Sea E ∈ R fijo. Para todo N ∈ N se define la sucesión {zk}N
2(N−1)

k=0 ⊂ C+

zk = E − ikN−3. (3.22)

Para definir la región de continuidad se necesita otra sucesión basada en una variable auxiliar,
la cual es poco intuitiva, pero la experiencia indica que es indispensable. Como nota histórica, ésta
aparece por primera vez en [Erd+13b] y es el origen de la notación propia de Leyes Locales.

Definición 3.5.2. Sea σ > 0. Se define {ρk}∞k=0 de tal forma que
∑

k 2ρkσ = 1
2
, por ejemplo

ρk =
2−k

8σ
.

Ahora que se han definido dos sucesiones se necesita un medio para vincularlas y aśı definir el
dominio de continuidad que se usará para la prueba.

Proposición 3.5.4. Sean ε, σ > 0. Existe Nσ ≡ Nσ,ε ∈ N tal que para todo k ∈ N y todo N > Nσ(
Nρσ −

(
2

Nσε

)
N−1

)
>1. (3.23)
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Demostración. Dado que N1+σ > 0, las siguientes expresiones son equivalentes(
Nρkσ −

(
2

Nσε

)
N−1

)
>1.

NρkσN1+σ −
(

2

ε

)
>N1+σ.

N1+σ (Nρkσ − 1) >

(
2

ε

)
.

Además ρkσ > 0, aśı que Nρkσ > 1. También N1+σ →∞, cuando N →∞. Por tanto

ĺım
N→∞

N1+σ (Nρkσ − 1) =∞.

�

Esta proposición permite definir el dominio conexo en el que va a ser válida la ley local.

Definición 3.5.3. Sean ε, σ > 0 dados. Se define para X ∈ (Nσ,∞)

Sε,σ,X :=
{
z ∈ C+ : Im z > X−1

}
. (3.24)

Un caso particular es SN ≡ Sε,σ,N cuando N ∈ N y N > Nσ.

3.5.3. Demostración del Teorema

Una vez que las herramientas están completas puede demostrarse la parte principal de la Ley
Local del Semićırculo.

Lema 3.5.5. Sean ε, σ > 0 y ρk definidos como en la sección 3.5.2. Si N > Nσ, k < N2(N − 1)
es fijo, 1

2
< α ≤ 1 y

P[|mN(zk)−mSC(zk)| ≥ Nσε] ≤C exp
{
−cε2Nα

}
,

entonces

P[|mN(zk+1)−mSC(zk+1)| ≥ Nσε] ≤C exp
{
−cε2Nα−2ρkσ

}
. (3.25)

Demostración. Por lema 3.5.3 e hipótesis se tiene que

P
[
|mN(zk+1)−mSC(zk+1)| ≥ Nσ+ρkσε

]
≤P
[
|mN(zk)−mSC(zk)| ≥ Nσ+ρkσε− 2N−1

]
≤P
[
|mN(zk)−mSC(zk)| ≥ Nσ

(
Nρkσε− 2

Nσ
N−1

)]
≤C exp

{
−c
(
Nρkσε− 2

Nσ
N−1

)2

Nα

}
.

Notar ahora que por elección de Nσ en prop. 3.5.4(
Nρkσε− 2

Nσ
N−1

)2

Nα =

(
Nρkσ − 2

Nσε
N−1

)2

ε2Nα

≥ (1)2 ε2Nα.
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Luego

P
[
|mN(zk+1)−mSC(zk+1)| ≥ Nσ+ρkσε

]
≤C exp

{
−cε2Nα

}
.

Se requiere que esta última probabilidad esté en formato Nσε para ser compatible con la nota-
ción, aqúı es donde se nota la pérdida de probabilidad. Sea ε′ = Nρkσε, por tanto ε = ε′N−ρkσ.
Sustituyendo se tiene

P[|mN(zk+1)−mSC(zk+1)| ≥ Nσε′] ≤C exp
{
−c (ε′)

2
Nα−2ρkσ

}
.

�

Aqúı se atisban las ideas del bootstrap trabajando juntas. En este momento el peso de la
probabilidad recae en la expresión Nα−2ρkσ. Cada paso de continuidad impacta sobre la potencia
de N . Notar que el término se añadió de forma recursiva lineal, es decir si αk >

1
2
, se puede definir

αk+1 = αk − 2ρkσ = α0 − 2σ
k∑
l=0

ρk.

Si 2σ
∞∑
k=0

ρk < α0, entonces este proceso puede hacerse para cualquier k, manteniendo αk > 0. Esta

es la razón por la que σ, y en particular Nσ es necesario, por que ayuda a controlar la pérdida de
la velocidad. Estos comentarios se formalizan a continuación, que enuncia el resultado objetivo del
caṕıtulo.

Teorema 3.5.6 (Ley Local del Semićırculo). Sean ε > 0 y σ > 0.Si N > Nσ, entonces

sup
z∈SN

P[|mN(z)−mSC(z)| ≥ Nσε] ≤C exp
{
−cε2N

1
2

}
. (3.26)

Demostración. Por el lema 3.5.5 se tiene que

sup
0≤k≤N2(N−1)

P[|mN(zk)−mSC(zk)| ≥ Nσε] ≤ sup
k
C exp

{
−cε2N1−2σ

∑k
l=0 ρl

}
.

Por construcción se cumple que ı́nfk 1− 2σ
∑k

l=0 ρl = 1
2
, luego

sup
0≤k≤N2(N−1)

P[|mN(zk)−mSC(zk)| ≥ Nσε] ≤C exp
{
−cε2N

1
2

}
.

Para pasar al dominio conexo sólo recuérdese que si z = E + i (kN−3 − tN−3) con t ∈ (0, 1),
entonces |z − zk| < N−3 y por tanto el lema 3.5.3 es aplicable. Como consecuencia también es
aplicable el lema 3.5.5 y por monotońıa la cota supremo también acota al error en z. �

Este teorema demuestra uniformidad al acercarse z a la recta real. Si se busca compatibilidad
con la parte anterior del caṕıtulo en que z = E + iη, puede emplearse el siguiente

Corolario. Sean ε, σ y ηN = N−1+τ con τ ∈ (0, 1). Si N > Nσ, entonces z = (E + iηN) ∈ SN y

P[|mN(z)−mSC(z)| ≥ ε] ≤C exp
{
−cε2 (NηN)

1
2

}
.

Aśı concluye la prueba de la Ley Local del Semićırculo.
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3.6. Discusión

La demostración es larga, compleja y delicada. Las pruebas fueron desarrolladas a lo largo
del caṕıtulo con un énfasis en la precisión y técnica, más que en las ideas. En contraste, esta
última parte del caṕıtulo comparte las ideas, generalidades y comentarios que surgieron durante
el proyecto.

Estas ideas se agrupan en tres categoŕıas. La primera es comparar los resultados finales con
aquellos presentes en la literatura. La segunda presenta dos interpretaciones prácticas de los resul-
tados finales, una estad́ıstica y la otra anaĺıtica. La tercera parte discute sobre cómo la prueba fue
dependiente del modelo y qué partes habŕıan de cambiarse o se veŕıan comprometidas en el caso
de cambiarlo.

3.6.1. Comparación con la Literatura

A continuación se hace una comparación de los teoremas 3.5.6 con el estándar en la literatura.
Como referencia se usa [BK16], el cual a su vez está basado en [Erd+13b] y [Blo+14], de los

que Antti Knowles es autor común. No se usará la notación propia de leyes locales, es decir la
definición 2.5 de [BK16] sobre Dominación Estocástica. Se usará más bien una similar a la
utilizada durante el caṕıtulo.

Teorema (Ref: Teorema 2.6 de [BK16]). Sea H una matriz de Wigner. F́ıjese τ > 0 y def́ınase el
dominio

SN(τ) :=
{
E + iη : |E| ≤ τ−1, N−1+τ ≤ η ≤ τ−1

}
.

Entonces se tiene que para todo σ > 0 existe Nσ tal que para todo N > Nσ se cumple

sup
z∈SN

P
[
|mN(z)−mSC(z)| ≥ Nσ 1

Nη

]
≤CN−D,

donde C y D son constantes que no dependen de σ.

Si se toma el resultado equivalente en este caṕıtulo, tomando ε = (Nη)−
1
5 para hacer compatible

la notación, se tiene

Teorema (Ref: Teorema 3.5.6). Sea H una matriz GUE. F́ıjese τ > 0 y def́ınase el dominio

SN(τ) :=
{
E + iη : |E| ∈ R, N−1+τ < η

}
.

Entonces existen C, c constantes y se tiene que para todo σ > 0 existe Nσ tal que para todo N > Nσ

se cumple

sup
z∈SN

P

[
|mN(z)−mSC(z)| ≥ Nσ

(
1

Nη

) 1
5

]
≤C exp

{
−c (Nη)

1
10

}
,

donde C > 1 > c > 0 son constantes que no dependen de σ.

La primera observación es sobre el modelo. Dado que las matrices Wigner son más generales que
el modelo espećıfico GUE. El dominio de continuidad no es significativamente diferente, salvo que
uno está acotado y otro no, quizás sea consecuencia del siguiente factor, la velocidad. Considerando
que Nη es grande [BK16] da una cota más fina, pero lo hace con menos probabilidad, pues la
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Figura 3.6.1: Histograma de una realización GUE N = 512 y su comparación con la densidad del
semićırculo.

exponencial es más rápida que cualquier polinomio. Nótese que el factor Nσ aparece en ambos
teoremas y no hay indicios de que pueda retirarse. Afortunadamente estos teoremas se cumplen
para cualquier σ > 0, de tal forma que Nσ → 1 cuando σ → 0, sin embargo, en ambos casos
supσN

σ =∞.
Dadas estas comparaciones puede concluirse que el resultado es bastante competente, si bien

no es el estándar.

3.6.2. Interpretaciones

En este proceso de investigación se trabajó con dos perspectivas para entender la Ley Local del
Semićırculo. La primera es una interpretación anaĺıtica con énfasis en la velocidad de convergencia.
La otra se concentra en sus aplicaciones directas en estad́ıstica como un problema de estimación.

Interpretación Anaĺıtica de la Ley Local El Teorema 3.5.6 puede interpretarse como un
resultado que prueba no sólo convergencia, sino velocidad de convergencia. Esto permite combinar
dos ĺımites en uno.

La Ley Global (Teo. 3.4.19) y la Ley de Wigner (Teo. 3.4.20) se pueden combinar con la fórmula
de inversión de Stieltjes (2.1) para afirmar que

c.p.1

ĺım
η→0+

P
ĺım
N→∞

1

π
Im mXN (x+ iη) = ρsc(x),

Por otra parte, la Ley Local del Semićırculo (Teo. 3.5.6) combina ambos ĺımites en

P
ĺım
N→∞
η→0

Nηα→∞

1

π
Im mXN (x+ iη) = ρsc(x).

Interpretación Estad́ıstica de la Ley Local Una necesidad práctica en matrices aleato-
rias es estimar la distribución emṕırica espectral. Por ejemplo, en la figura 3.6.1 se presenta una
estimación para GUE usando el Teorema 3.4.20.
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Al comienzo del Caṕıtulo 2 se presenta la fórmula de inversión de Stieltjes. Recordar que la
FDEE de una matriz GUE tiene un número finito de saltos (exactamente N saltos c.p.1), y al
aplicar la fórmula de inversión lo que se obtiene es un suavizamiento de la distribución en base
a la distribución Cauchy. Aśı se eliminan los átomos, se consigue diferenciabilidad y preserva
suficiente estructura, aunque se pierden momentos. Este procedimiento se realiza con regularidad
en estad́ıstica empleando muestras independientes y utilizando un suavizamiento Gaussiano. Tanto
la familia de distribución Cauchy como la Gaussiana cuentan con dos parámetros: localización y
escala. En estimación por kérneles, como se llama a este procedimiento, se suele suponer que el
parámetro de escala es cero y la dificultad radica en encontrar el parámetro de escala.

Para muestras independientes y con segundos momentos este parámetro de escala suele estar
en función de

√
N , la ráız del tamaño de la muestra, lo que suele ser consecuencia del Teorema del

Ĺımite Central. Para el caso GUE, donde no hay independencia y la distribución Cauchy no tiene
segundos momentos la elección se complica. La teoŕıa de leyes locales estudia el comportamiento
de la estimación cuando el parámetro de escala es pequeño, usualmente N−α.

En la figura 3.6.2 se presentan las transformadas de Stieltjes de una realización GUE con
N = 512. Se intenta mostrar cómo diferentes parámetros de escala (o resolución) cambian la
información que se obtiene de la FDEE.

Figura 3.6.2: Transformada Inversa de Stieltjes para η = N−α.

Ĺınea continua (roja): 1
π
Im mN(z). Ĺınea punteada (morada): 1

π
Im mSC(z). Ĺınea punteada

delgada: densidad del semićırculo.

Al aumentar la resolución, la estimación por kérneles 1
π
Im mN(z) gana suavidad y estabilidad,

pero se aleja demasiado de cualquier uso práctico. Por el contrario, las resoluciones pequeñas
son mas fiables, pero muy inestables. De hecho es conocido [KY17; Erd+13b] que es inútil usar
resoluciones cercanas o menores a N−1, pues a esa escala dominan las fluctuaciones de las entradas
de la matriz.

3.6.3. Implicaciones en la Elección del Modelo

Aunque la mayoŕıa de las leyes locales en la literatura siguen los tres mismos pasos: ecuación
funcional, ley global y bootstrap, la demostración dada en este caṕıtulo depende mucho del modelo
GUE.

La herramienta principal fue el Teorema 2.6.2 que ayuda a entender la cola de funciones suaves
aplicadas a vectores Gaussianos. En el lema 3.3.3 se obtuvieron polinomios en entradas de un vector
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Gaussiano, que son funciones suaves, por lo que el trabajo se centró en encontrar los coeficientes
de Lipschitz.

Sin embargo, otras herramientas podŕıan usarse en esta situación, sobre todo si las entradas
de la matriz no son Gaussianas. El art́ıculo original [ESY09] emplea desigualdades de Sovolev,
el libro [Tao12] usa McDiarmid y Talagrand y algunas pruebas recientes como [LS18] utilizan
el método de Stein de [LP+09]. Todas estas desigualdades (de largas desviaciones) parten de un
conocimiento de la cola de distribución de X y la extienden para funciones suave f(X) controlando
la cola en base a la suavidad. El criterio de suavidad es el que identifica a cada desigualdad.

También hay que considerar que el modelo es Hermitiano, lo que facilitó varios cálculos, sobre
todo en la demostración de 3.4.17. Para casos no simétricos se suelen emplear trucos de linearización
como [HLS+19].

Elegir el modelo GUE tiene, en cambio, una consecuencia sutil. El Teorema 3.4.19 muestra
que el error del modelo respecto al semićırculo es sub-gaussiano, es decir P[X ≥ x] ≤ Ce−cx

2f(N),
donde f(N) es un polinomio de N . Aqúı es donde la elección del modelo jugó un papel importante
ya que cada paso de bootstrap conservaba la propiedad, pero cambiando f(N) por alguna g(N)
que también era un polinomio de N , aunque g(N) < f(N). En las notas [BK16] el bootstrap se
prueba usando un decaimiento potencia, i.e. P[X ≥ x] ≤ CN−cx. En ambos casos, sub-gaussiano
y potencia, la idea es utilizar los polinomios de N que aparecen en la distribución de las entradas
del modelo Hn y explotarlas para llegar a escalas más pequeñas.

Debido a esto se recalcó al describir el modelo GUE que la distribución de las entradas śı
depende de N .
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Caṕıtulo 4

Matrices Aleatorias Ralas

El Caṕıtulo 3 presenta un resultado teórico comprendido como seminal a la Teoŕıa de Leyes
Locales [KY17], muchos de los resultados de la teoŕıa extienden las ideas del Caṕıtulo 3 a otros
modelos de matrices, generando aśı varias ĺıneas de investigación. Una de las ĺıneas activas de esta
teoŕıa intenta explicar el comportamiento de matrices aleatorias cuyas entradas se anulan con muy
alta probabilidad, aśı llamadas ralas. Dicha ĺınea comienza con [Erd+13a] y en fechas más recientes
se puede encontrar el art́ıculo [LS18], con continuación en los pre-prints [HLS+19; HLY19].

El caṕıtulo actual realiza una revisión experimental a la literatura de esta ĺınea de investigación.

Dividido en tres secciones el caṕıtulo presenta los modelos matriciales, algunos resultados teóri-
cos y los complementa con experimentos. La sección 4.1 desarrolla el concepto de matriz aleatoria.
La sección 4.2 compila resultados de la literatura en Leyes Locales para matrices aleatorias ra-
las y señala su diferencia con modelos matriciales más generales. Finalmente, en la sección 4.3,
se validan de forma emṕırica los resultados teóricos de [HLS+19] sobre matrices aleatorias ralas
rectangulares usando simulaciones.

4.1. Modelación Estocástica de una Matriz Rala

Esta tesis propone que para definir una matriz aleatoria rala deben considerarse tres propiedades
respecto a las entradas de la matriz, las cuales se desarrollan en esta sección. Dicha propuesta se
basa en los supuestos teóricos y argumentación de los art́ıculos [LS18; HL16; DZ18] y la experiencia
académica del que defiende [Cau16].

4.1.1. Parámetro de Raleza

El primer concepto es sobre la proporción de entradas nulas en una matriz. El parámetro que
mide esta proporción fue definido en [HL16], como continuación del trabajo en [Erd+13a; Erd+13b]
sobre la gráfica de Erdös-Renyi, que se muestra más adelante como ejemplo.

Definición 4.1.1. Para una matriz X ∈ MatM×N(C), cuyas entradas son aleatorias. se define su
parámetro de raleza q ≡ q(M,N) de tal forma que

q2 :=
1

M

M∑
i=1

E

[
N∑
j=1

1(Xij 6=0)

]
=

1

M

M∑
i=1

N∑
j=1

P[Xij 6= 0] . (4.1)

45
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Se dice que X es matriz aleatoria rala si

ĺım
mı́n(M,N)→∞

q2

mı́n (M,N)
= 0, (4.2)

y que es matriz aleatoria densa si q2 ≈ mı́n (M,N) .

Es usual pedir que q sea de orden polinomial en N . Algunos equipos de investigación [LS18;
DZ18] suelen delimitar los modelos con la siguiente suposición

Definición 4.1.2. Sean 0 < φ1 < φ2 <
1
2
, se dice que X satisface la primera condición de

raleza cuando

Nφ1 < q < Nφ2 . (4.3)

Para ilustrar las definiciones considérense M = N y P[Xij 6= 0] = p para todo 1 ≤ i, j ≤ N .
En esta situación q2 = Np y 0 ≤ q ≤ N1/2, aśı en cada renglón pueden esperarse Np entradas no
nulas.

Con este ejemplo, el caso p = N−
1
2 satisface la primera condición, pero p = N−1 no.

De manera más general, si p < N−1, entonces ĺımNp < 1, con lo que se puede esperar no
sólo que la dimensión del kernel por renglones sea alta, sino que la misma norma de la matriz
(normalizada por

√
N) sea acotada, haciendo que la distribución emṕırica espectral (DEE) converja

a un átomo en cero, Caso diferente es el de p = N−1/2, el cuál implica que Np = N1/2 y por lo
tanto la convergencia a un átomo no aparenta ser un problema.

4.1.2. Decaimiento de las Entradas

La primera condición trata sobre el aumento en la proporción de entradas nulas: P[Xij = 0]→ 1.
La siguiente restricción es sobre la distribución marginal de las entradas Xij.

En el Caṕıtulo 3 se probó un ĺımite para X ∈ HN cuando Xij ∼ NC (0, N−1), usando resultados
de la forma

P[f ((Xij)) > ε] < g(ε).

Los art́ıculos del área de leyes locales que trabajan con matrices ralas [Erd+13a; HL16; LS13]
imponen restricciones de este tipo a través de supuestos en los momentos usando la desigualdad
de Markov.

Teorema (Desigualdad de Markov). Sea Z > 0 c.p.1, variable aleatoria. Si E[Z] <∞, entonces

P[Z > ε] ≤ E[Z]

ε
.

Un supuesto en los momentos, muy útil para matrices aleatorias [ER05; Tao12; EYY12; EKY13;
And+15] es el siguiente.

Definición 4.1.3. Si Z es v.a. tal que para algún λ > 0 se cumple E
[
eλZ
]
<∞, se dice que Z es

sub-exponencial.

Como consecuencia de esta definición se tiene el siguiente teorema (consultar [Ban15]).

Teorema 4.1.1. Si Z es v.a. sub-exponencial, entonces existen constantes C, c > 0 tales que para
todo k ≥ 3

E
[
|Z|k

]
≤ (Ck)ck .
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En el caso de v. a. Bernoulli se pueden calcular desigualdades de forma más o menos expĺıcita.

Proposición 4.1.2. Sea N ∈ N y BN ∼ Ber(pN). Si qN =
√
NpN , entonces BN tiene momentos

estandarizados k de orden
O(1)

Nqk−2
N

.

Demostración. La versión estandarizada de BN es

ḂN :=
BN − pN√
NpN(1− pN)

.

Los primeros momentos cumplen E
[
ḂN

]
= 0 y E

[
ḂN

2
]

= N−1. Para momentos de orden k > 2

se tiene que

E
[
|ḂN |k

]
=

1

(NpN(1− pN))k/2
(
(1− pN)k + pk−1

N (1− pN)
)
pN ,

usando que qN =
√
NpN se simplifica la expresión anterior

E
[
|ḂN |k

]
=

q2

Nqk
(1− pN)k + pk−1

N (1− pN)

(1− pN)k/2

=
1

Nqk−2

(
(1− pN)k/2 + pk−1

N (1− pN)1−k/2) .
La expresión al interior del paréntesis es un polinomio en pN , si suponemos que |pN | � 1, se

puede aproximar por su serie de Taylor alrededor de 0. De hecho

E
[
|ḂN |k

]
=

1

Nqk−2

(
1 +

k

4
pN + o(pN)

)
=
O(1)

Nqk−2
N

.

�

Ahora, se necesita conectar condiciones en la cola de la distribución con la idea de raleza, por
ejemplo, mediante el siguiente concepto [LS18].

Definición 4.1.4. Sean Z v. a. independiente a {BN} donde BN ∼ Ber(pN). Al proceso

ZN :=Z ·BN , (4.4)

se le conoce como dilución de la variable Z

La importancia de este proceso es que

ĺım sup
N

P[ZN 6= 0] ≤ ĺım sup
N

P[BN 6= 0] = ĺım sup
N

pN = 0.

La dilución de una variable sub-exponencial inspira la siguiente definición.
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Definición 4.1.5 (Dada por [HL16]). Sea X ∈ MatM×N(C) una matriz aleatoria y q su parámetro
de raleza. Se dice que X satisface la segunda condición de raleza si existen C, c > 0 tales
que, para todo k ≥ 3

sup
1≤i≤M
1≤j≤N

E

∣∣∣∣∣ Xij − E[Xij]√
NVar(Xij)

∣∣∣∣∣
k
 ≤(Ck)ck

Nqk−2
. (4.5)

Esta condición controla el decaimiento de la cola de distribución y permite demostrar teoremas
ĺımite de probabilidad. En los teoremas para matrices aleatorias ralas, la raleza suele aparecer en
las ecuaciones a través del término Nqk−2

N .

4.1.3. Estructura Conjunta

Dos propiedades importantes se presentaron para delimitar el objeto de trabajo. Ambas tienen
en común que se definieron de forma marginal. La tercera propiedad trata la estructura con la que
los ceros aparecen en la matriz.

Definición 4.1.6. Sea X ∈ MatM×N(C) una matriz aleatoria y q su parámetro de raleza.
Se define el perfil de nulidad de X como la distribución conjunta de la familia

BX :=
{
1(Xij 6=0) | 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤ N

}
.

Dada una sucesión {MN}N∈N ⊂ N, el proceso estocástico matricial {XN}N∈N con XN v.a.
valuada en MatMN×N(C) se dice que es un ensamble ralo con perfil de nulidad

{
BXN

}
N

si la
sucesión {XN} satisface las condiciones primera y segunda de raleza.

4.1.4. Ejemplos de Modelos Matriciales Ralos

El modelo más sencillo de un ensamble ralo es en el que las entradas son independientes y
tienen distribución de Bernoulli con parámetro común [Erd+13b].

Definición 4.1.7 (Modelo 1: Gráfica de Erdös-Rényi ó Modelo de Gilbert). Dada una sucesión
{pN} ⊂ (0, 1) se construye el proceso estocástico matricial {G(N, pN)}N donde para cada N , la
matriz G(N, pN) = (aij) es simétrica, con aii = 0 en la diagonal, v.a. Bernoulli fuera de la diagonal

aij =

{
0 con probabilidad 1− pN
1 con probabilidad pN

i 6= j

y la familia {aij : 1 ≤ i < j ≤ N} es independiente.

Por la Proposición 4.1.2, se sabe que este modelo satisface la segunda condición de raleza.
También se conoce su perfil de nulidad ya que BG(N,pN ) = G(N, pN) con entradas independientes.
La definición de ensamble raro se completa al imponer, por ejemplo, que pN = N−1+ε y por tanto
pN → 0.

Otro modelo es el Stochastic Block Model que suele usarse en detección de comunidades [HLS+19;
HLY19; DZ18]. En este se considera una partición finita de los naturales en K bloques y la distri-
bución de las entradas depende de si los ı́ndices perteneces al mismo bloque o no.
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Definición 4.1.8 (Modelo 2: Stochastic Block Model). Dadas dos sucesiones {pN} , {p′N} ⊂ (0, 1),
un número K ∈ N y una función s : N → {1, ..., K} se construye el proceso estocástico matricial
{XN} donde para cada N , la matriz XN = (aij) es simétrica, con aii = 0 en la diagonal, v.a.
Bernoulli fuera de la diagonal

aij =


0 si s(i) = s(j) con probabilidad 1− pN
1 si s(i) = s(j) con probabilidad pN

0 si s(i) 6= s(j) con probabilidad 1− p′N
1 si s(i) 6= s(j) con probabilidad p′N

i 6= j

y la familia {aij : 1 ≤ i < j ≤ N} es independiente.

Se suelen imponer condiciones sobre pN y qN en función de s(·) para cumplir las condiciones
de raleza. Veáese [HLY19] para más detalles.

Un ejemplo aún más complejo y que aparece a menudo en aplicaciones [Cau16] se inspira en
los anteriores y en regresión loǵıstica. Suponer que el parámetro de cada v.a. Bernoulli depende
directamente de los ı́ndices.

Definición 4.1.9 (Modelo 3: Loǵıstico, independiente, no homogeneo). Sea
{
ui ∈ Rk; i ∈ N

}
una

familia de vectores aleatorios independientes. Para cada i a ui se le llama las caracteŕısticas del
nodo.

Dadas dos sucesiones aleatorias {αN} , {βN} tales que αN → −∞ y βN = O(1) se construye el
proceso estocástico matricial {XN}N donde para cada N , la matriz XN = (aij) es simétrica, con
aii = 0 en la diagonal, la familia {aij : 1 ≤ i < j ≤ N} es independiente (dados αN , βN y {ui}) y
fuera de la diagonal

aij ∼Ber

(
1

1 + exp {−αN − βNuTi uj}

)
.

Éste es un perfil de nulidad y para completar el modelo se requieren hipótesis adicionales sobre
ui y αN , βN . Por ejemplo, ui ∼ NRk (0, I) es una hipótesis usual en aplicaciones [Cau16].

Si se piensa X como la matriz de adyaciencia de una gráfica, uTi uj representa una similaridad
entre los nodos i y j. En esta situación el signo de βN decide si se conectan nodos similares o
diferentes y el valor de αN restringe la cantidad total de conecciones que habrá.

Los tres modelos presentados en este apartado están definidos en función a variables aleatorias
Bernoulli independientes. En la sección 4.1.2 se dijo que la dilución de variables sub-exponenciales
también son modelos válidos. Para ver más ejemplos de ensambles ralos y dilución se sugiere
consultar [LS18; HLS+19; HL16].

4.2. Leyes Locales para Matrices Ralas Simétricas

En la literatura se conoce que algunas matrices aleatorias ralas, si bien cumplen teoremas
ĺımite, como la Ley Local del Semićırculo del Caṕıtulo 3, también tienen leyes locales aproximantes
que funcionan aún mejor. Mientras que las leyes como la del Semićırculo reciben el nombre de
universales, estas aproximaciones espećıficas a un tipo de modelo se les llama sesgadas (de shift,
en inglés).

En esta sección se compilan algunos de estos resultados para matrices aleatorias ralas en el
contexto de universalidad y sesgo.
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La sección, tras establecer la notación, consta de tres partes. Primero se presenta el fenómeno
de universalidad. Después se listan algunos teoremas para modelos sencillos y se finaliza con un
ejemplo más complejo de años recientes.

4.2.1. Recordatorio de la Notación

Es tradición en los trabajos de leyes locales (e.g. [ESY09; EYY12; EKY13; Adl13; GNT15;
BK16; KY17; LS18; HLS+19; WZ19]) escribir el siguiente párrafo

Definición 4.2.1 (Convención Notacional de Leyes Locales). Se usan los śımbolos O(·) y o(·)
para la notación estándar O-grande y o-pequeña. Las notaciones O, o,�,� se refieren al ĺımite
N,M → ∞ con N/M = d fija, a menos que se especifique lo contrario. Aqúı, a � b significa
que a = o(b). Se usan c y C para denotar constantes que no dependen de N , usualmente con la
convención c ≤ C. Sus valores pueden cambiar de ĺınea a ĺınea. Se escribe a ≈ b si existe C ≥ 1 tal
que C−1|b| ≤ a ≤ C|b|. Se entiende por lo general que z = E + iη, donde E ∈ R y η > 0, además
C+ = {z ∈ C : Im z > 0}.

Es pertinente mencionar que en la literatura reciente de leyes locales los resultados suelen
presentarse en una notación conocida como stochastic domination (veáse definición 2.5 de [BK16]).
Por razones de consistencia con el Caṕıtulo 3, dicha notación no será usada en este texto.

Un recordatorio de la notación en esta tesis: HN y SN representan las matrices Hermitianas y
simétricas de tamaño N ×N , respectivamente. Si X es una matriz, µX representa su distribución
emṕırica espectral y mX(z) = Tr((X − zI)−1) es su transformada de Stieltjes (veáse Caṕıtulo 2).

De manera auxiliar se define [LS18] la siguiente región de C+

E :=
{
z = E + iη ∈ C+ : |E| < 3, 0 < η ≤ 3

}
.

Como nota cultural, la notación z = E + iη ∈ C+ proviene de un contexto en f́ısica nuclear en
la que E representa la enerǵıa y η la resolución en la medición [ESY09].

4.2.2. Universalidad y Sesgo

Hay una ĺınea de investigación activa que tiene precedentes en la segunda mitad del siglo XX
y que toma fuerza con los trabajos de Tao y Vu, entre otros, a finales de la década de los 2000s.
A grandes rasgos la ĺınea intenta generalizar teoremas ĺımite a las clases más grandes posibles de
matrices aleatorias, se le conoce como la universalidad. Como referencia introductoria al tema se
puede citar a [HL16].

The Wigner-Dyson-Gaudin-Mehta conjecture, or ‘bulk universality’ conjecture, states
that the local statistics of the eigenvalues of random matrix ensembles should be uni-
versal in the sense that they depend only on the symmetry class of the random matrix
ensemble but are otherwise independent of the law of the matrix entries.

Cabe aclarar que por clase de simetŕıa se refiere a si son matrices rectangulares, simétricas, com-
plejas, reales, Hermitianas, etc.

Un ejemplo concreto de resultado universal es el de las matrices de Wigner definidas en la
sección 2.3. El teorema demostrado en el Caṕıtulo 3 se puede extender del modelo GUE al modelo
Wigner imponiendo restricciones muy déblies. En el trabajo más reciente a la fecha [GNT19] se
tiene lo siguiente.
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Teorema. Si {XN}∞N=1 con XN ∈ HN son matrices de Wigner tales que

sup
i,j,N

E
[∣∣∣(XN)ij

∣∣∣4+ε
]
<∞,

su distribución emṕırica espectral satisface la ley global

P
ĺım
N→∞

µXN (dx) =µSC(dx), ∀x ∈ R

y su refinamiento, la ley local al interior del soporte,

P
ĺım
N→∞
η→0+

Nη→∞

∣∣∣∣ 1π Im mXN (E + iη)dE − µSC(dE)

∣∣∣∣ =0, ∀E ∈ (−2, 2).

Existen, en cambio, modelos de matrices {YN}N que son matrices de Wigner y que por tanto
satisfacen ambas leyes, pero su estructura hacen que exista una familia {νN} determinista de
medidas tales que

νN
d−→

N→∞
µSC .

Cuando lo que se busca es aproximar la distribución emṕırica espectral, estas medidas deter-
ministas suelen ser mejores, es decir∣∣∣∣ 1π Im mYN (E + iη)dE − νN(dE)

∣∣∣∣� ∣∣∣∣ 1π Im mYN (E + iη)dE − µSC(dE)

∣∣∣∣ .
A la diferencias del tipo ‖µSC − νN‖∞ ó |µSC(dE)− νN(dE)| se les conoce como el sesgo (shift)

de la clase respecto al teorema universal. El sesgo se define únicamente en términos locales [LS18;
HL16], pues cuando η ≥ 1, el error producido por la continuidad de Stieltjes es más relevante
(veáse la sección 2.1).

Las matrices aleatorias ralas suelen ser clases sesgadas en este sentido [HL16; LS18], como se
muestra en las siguientes secciones.

4.2.3. Leyes Locales Universal y Sesgada

En la sección 4.1.4 se presentaron algunos modelos ralos. Para los siguientes teoremas se usan ge-
neralizaciones del modelo de Erdös-Renyi mediante dilución, como se menciona en la sección 4.1.2.

Teorema 4.2.1 (Ley Local del Semićırculo, [Erd+13b]). Sea
{
H(N) ∈ SN N ∈ N

}
proceso matri-

cial que satisface primera y segunda condiciones de raleza con entradas idénticamente distribuidas
e independientes salvo simetŕıa.

Si qN es el parámetro de raleza de H(N), entonces para todo ε > 0 pequeño y D > 0 grande

sup
z∈E

P

[
|mH(N)(z)−mSC(z)| > N ε

(
mı́n

(
1

q2
N

√
|E − 2|+ η

,
1

qN

)
+

1

Nη

)]
≤ N−D. (4.6)

En otras palabras, las matrices ralas simétricas satisfacen la Ley Local del Semićırculo en un
sentido muy similar al presentado en el caṕıtulo 3. Según la conjetura de universalidad, esto es
debido a que son matrices de Wigner [HL16].

Recordar de la sección 3.3 que mSC es ráız del polinomio

P0(m, z) = 1 + zm+m2.

Para un ensamble ralo se puede plantear el siguiente polinomio
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Definición 4.2.2. Sea
{
H(N) ∈ SN N ∈ N

}
proceso matricial que satisface primera y segunda

condiciones de raleza con entradas idénticamente distribuidas e independientes salvo simetŕıa.

Supóngase que E
[
H

(N)
1N

]
= 0, E

[∣∣∣H(N)
1N

∣∣∣2] = N−1 y que qN es su parámetro de raleza.

Se define el cuarto cumulante clásico de las entradas como

κ
(4)
N := E

[∣∣∣H(N)
1N

∣∣∣4]− 3N−2.

Se define el polinomio P1 en función al polinomio P0 como

P1(m, z, κ(4)) :=P0(m, z) +Nκ(4)m4. (4.7)

La definición del polinomio P1 incorpora el sesgo que las matrices ralas tienen respecto a la ley
local del semićırculo.

Teorema 4.2.2 (Ley Local para Matrices Ralas, [LS18]). Sea H(N) como en la definición 4.2.2.
Para cada N ∈ N existe LN ∈ (2, 3) y νN medida de probabilidad absolutamente continua con

soporte [−LN , LN ] y transformada de Stieltjes mνN tal que

P1(mνN (z), z, κ
(4)
N ) = 0, ∀z ∈ C+. (4.8)

Con respecto a esta medida se cumple que para todo ε > 0 pequeño y D > 0 grande

sup
z∈E

P
[
|mH(N)(z)−mνN (z)| > N ε

(
1

q2
N

+
1

Nη

)]
≤ N−D. (4.9)

La sección ?? estudia consecuencias cualitativas de imponer este tipo de sesgos.

4.2.4. Leyes Locales para Matrices Ralas Multibloque

Un resultado reciente publicado en el pre-print [HLY19] es sobre el Stochastic Block Model
presentado en la sección 4.1.4. En esta ocasión el sesgo será construido como una suma pesada de
los “cuartos cumulantes”.

En esta sección N = K · r, para algún r ∈ N y los bloques son todos del mismo tamaño. Es
decir, si para cada ı́ndice su bloque está etiquetado por s(i), entonces∣∣s−1 ({1, 2, ..., N})

∣∣ =
N

K
= r.

Definición 4.2.3. Sean K y s como se describió antes y sea
{
H(N) ∈ SN N ∈ N

}
proceso matricial

que satisface primera y segunda condiciones de raleza con entradas independientes salvo simetŕıa
y perfil de nulidad Stochastic Block Model de tamaño K y parámetro de raleza qN .

Supóngase que para todo 1 ≤ i, j ≤ N las entradas están normalizadas

E
[
H

(N)
ij

]
= 0, E

[∣∣∣H(N)
ij

∣∣∣2] = N−1.

Se definen los cumulantes clásicos de las entradas como

κ(4)s :=E
[∣∣∣H(N)

ij

∣∣∣4]− 3N−2, si s(i) = s(j)

κ(4)d :=E
[∣∣∣H(N)

ij

∣∣∣4]− 3N−2, si s(i) 6= s(j)
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y la siguiente cantidad auxiliar

ξN :=
κ(4)s − (K − 1)κ(4)d

K
.

Se define el polinomio P2 en función al polinomio P0 como

P2(m, z, ξ) :=P0(m, z) +Nξm4. (4.10)

Esta definición es usada en un art́ıculo reciente donde se probó la siguiente ley local sesgada.

Teorema 4.2.3 (Ley Local para Matrices a Bloques Ralas, [HLY19]). Sea H(N) como en la defi-
nición 4.2.3.

Para cada N ∈ N existe LN ∈ [2, 3) y νN medida de probabilidad absolutamente continua con
soporte [−LN , LN ] y transformada de Stieltjes mνN tal que

P2(mνN (z), z, ξN) = 0, ∀z ∈ C+. (4.11)

Con respecto a esta medida se cumple que para todo ε > 0 pequeño y D > 0 grande

sup
z∈E

P
[
|mH(N)(z)−mνN (z)| > N ε

(
1

q2
N

+
1

Nη

)]
≤ N−D. (4.12)

Para finalizar la comparación entre leyes universales y sesgadas, nótese que las leyes [sesgadas]
dadas por las ecuaciones (4.7) y (4.10) presentan cierta simetŕıa: ambas son ráıces de la del polino-
mio P0, la ecuación [universal] auto-estable del semićırculo, corregido el polinomio por un término
en cuarto grado.

4.3. Análisis de una Ley Local para Matrices Ralas

Rectangulares

En la mayor parte de la tesis se ha trabajado con matrices cuadradas simétricas. Como recor-
datorio, esta elección se toma al querer estudiar el espectro de una matriz A, i.e. aquellos valores
λ ∈ R tales que (A− λI) no sea invertible. Para ello, A tiene que pertenecer a un espacio con
estructura de anillo.

Las matrices rectangulares, comunes en aplicaciones (veáse [Cau16]), no tienen una estructura
de este tipo. Sin embargo, a toda matriz rectangular X se le puede asociar una matriz cuadrada
S = XTX con propiedades algebraicas relacionadas a las de X.

El interés de esta sección es estudiar matrices aleatorias ralas X a partir del espectro de S.
Se parte de un resultado llamado Ley de Marchenko-Pastur [Tao12; AGZ10; Ban15], el cuál es
universal [Adl13] para matrices rectangulares. Esta ley se refina, en el caso de matrices aleatorias
ralas, con una ley sesgada [HLS+19] basada en una corrección del cuarto cumulante. Tras presen-
tar la ley sesgada, la tesis estudia sus propiedades asintóticas y efectúa un estudio emṕırico con
simulaciones.

Se espera que esta aportación, tanto cualitativa como emṕırica, complemente los resultados en
la literatura y ayude a generar intuición sobre los alcances de leyes locales sesgadas.



54 CAPÍTULO 4. MATRICES ALEATORIAS RALAS

4.3.1. La Ley de Marchenko-Pastur

A una matriz rectangular X ∈ MatM×N(·), se le asocia la matriz de covarianza muestral
XTX. Ésta es simétrica si X tiene entradas reales y X∗X es Hermitiana cuando las entradas son
complejas.

Cuando XN es un proceso matricial que depende de N , se suele estudiar [Tao12; ER05; KY17]
el proceso emṕırico de su matriz de covarianza muestral. Para presenta la ley que satisface este
proceso, se requiere de la siguiente definición.

Definición 4.3.1 (Ecuación Funcional de Marchenko-Pastur). Para z,m ∈ C y d ∈ [1,∞) se
define

P3(m, z, d) := 1 +

((
1− 1

d

)
+ z

)
m+ zm2. (4.13)

La ley universal del proceso emṕırico es análogo a la ley del semićırculo como se probó en la
primera parte del Caṕıtulo 3.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Marchenko-Pastur). Sea d ≥ 1 fijo y para todo N se supone M = dN .
Supóngase un proceso matricial XN ∈ MatM×N(C) con entradas independientes e idénticamente
distribuidas con decaimiento sub-exponencial.

Existe una medida de probabilidad µMP absolutamente continua que depende únicamente de d
de tal forma que para todo z ∈ C+

mX∗
NXN

(z)
P−→

N→∞
mµMP

(z), (4.14)

P3(mµMP
(z), z, d) =0. (4.15)

Este teorema también se satisface de forma local [Adl13] y se cree [HL16] que es universal. En
las siguientes secciones se analizará un sesgo conocido para matrices rectangulares ralas.

4.3.2. Ley Local Sesgada

De manera similar a cómo se presentó el sesgo en la sección 4.2, en esta sección el sesgo en la
ley se presenta como una corrección al polinomio (4.13).

Para construir el término que corrige al polinomio se requiere definir lo siguiente.

Definición 4.3.2. Para d ≥ 1 sea
{
X(N) ∈ MatdN×N N ∈ N

}
proceso matricial que satisface

primera y segunda condiciones de raleza con entradas idénticamente distribuidas e independientes
salvo simetŕıa, con parámetro de raleza qN . Supóngase que sus entradas están normalizadas.

E
[
H

(N)
1N

]
= 0 y E

[∣∣∣H(N)
1N

∣∣∣2] = N−1.

Se define el cuarto cumulante clásico de las entradas como

κ
(4)
N := E

[∣∣∣H(N)
1N

∣∣∣4]− 3N−2.

Se define el polinomio P4 en función al polinomio P3 como

P4(m, z, d, κ) :=P3(m, z, d) +Nκ

((
1− 1

d

)
+ zm

)2

m2. (4.16)
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El teorema de la ley sesgada es el siguiente.

Teorema 4.3.2 (Ley Local para Matrices de Covarianza Ralas, [HLS+19]). Sea X(N) como en la
definición 4.3.2.

Para cada N ∈ N existen 0 < L−N < 1 < L+
N < ∞ y νN medida de probabilidad absolutamente

continua, salvo por un átomo y con soporte {0} ∪ [L−N , L
+
N ]. La transformada de Stieltjes mνN de

νN satisface

P4(mνN (z), z, d, κ
(4)
N ) = 0, ∀z ∈ C+. (4.17)

Con respecto a esta medida se cumple que para todo ε > 0 pequeño y D > 0 grande

sup
z∈E

P
[
|mX(N)(z)−mνN (z)| > N ε

(
1

q2
N

+
1

Nη

)]
≤ N−D. (4.18)

Este teorema afirma que, al trabajar con matrices ralas, se puede trabajar con P4 además de con
P3. En la práctica su intención, se intuye, es preferir P4 sobre P3. Esta tesis analiza cualitativamente
el comportamiento del polinomio P4 y verifica que las simulaciones satisfacen esta ley.

4.3.3. Propiedades Asintóticas de la Ley

La diferencia entre P3 y P4 es de un solo término de cuarto grado. Uno de los intereses de la
tesis fue la de revisar el impácto de dicho término en las densidades de probabilidad que se derivan
de ellas.

Definición 4.3.3. Como notación de esta tesis, cada que se hable de la raiz de un polinomio
p(s, z; Θ), se refiere a la función s(z) tal que

p(s(z), z; Θ) = 0, ∀z ∈ C+

y que ĺım
η→∞

ηi · s(ηi) = −1, si es que esta existe.

Consistente a la transformada inversa de Stieltjes de la sección 2.1, si

σs(E) := ĺım
η→0+

1

π
Im s(E + ηi),

es densidad de probabilidad, entonces se le llama la ley de p o la densidad subyacente de s.

Por ejemplo, en la figura 4.3.1, se muestran las leyes dadas por P3 y P4 para los mismos valores.
Nótese que P4 depende de κ, el cuarto cumulante [clásico] de las entradas.

En esta tesis se presenta la siguiente proposición que acota de manera muy permisiva el sesgo
entre estas leyes.

Proposición 4.3.3. Sea σN(E) la ley de P4 y σ(E) la ley de Marchenko-Pastur (la ráız de P3).
Para N grande y E ∈ R, si ε > 0, entonces

|σN(E)− σ(E)| = O
(
N2−εκE2

)
.
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Demostración. Sea 1 ≥ η > N−
1−ε
4 y z = E + iη. Por [HLS+19], se sabe que P4 tiene una ráız

mN(·) cuya densidad subyacente es continua y de soporte compacto. Si m(·) es la ráız de P3,
entonces se puede usar la transformada inversa de Stieltjes.

|σN(E)− σ(E)| ≤C |mN(E + iη)−m(E + iη)| .

Como m es ráız de P3 y el polinomio P3 genera una ecuación funcional auto-estable [Tao12], se
tiene que

|mN(z)−m(z)| ≤C |P3(mN(z), z, d)| .

Según la ecuación (4.16)

P3(m, z, d)− P4(m, z, d, κ) =−Nκ
(
1− d−1 + zm

)2
m2

y al ser P4(mN(z), z, d, κ) = 0, se tiene que

P3(mN(z), z, d) =O
(
Nκ |z|2 |mN(z)|4

)
.

Por la sección 2.4, se tiene que

|mN(z)|4 ≤η−4

≤
(
N−

1−ε
4

)−4

=N1−ε.

Como además
|z|2 = E2 + η2 ≤ E2 + 1,

se pueden combinar estas cotas demostrando la proposición

P3(mN(z), z, d) =O
(
NκE ·N1−ε) .

�

La primera consecuencia observable es que el sesgo es sub-lineal en E. Esto puede observarse
inmediatamente en la figura 4.3.1 donde para valores chicos de E el sesgo no es evidente, pero se
incrementa con valores altos de E. En pocas palabras, σN es más pesada hacia la derecha.

Figura 4.3.1: Comparación de la ley de P3 (sólido) contra la ley de P4 (punteado).

Evaluación para N = 512, κ corresponde a Ber (N−0.1) y d = M/N = 2.5
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La otra relación a considerar es N2κ. Si κ = o(N2), entonces se puede asegurar que σN → σ.
De hecho, es en este punto donde se puede observar cómo la raleza afecta en el sesgo de la ley.

Por ejemplo, si las entradas fueran Bernoulli de parámetro pN como los ejemplos de la sec-
ción 4.1.4, luego

κ =O

(
1

N2pN

)
,

por lo tanto

|σN(E)− σ(E)| =O
(
N2−ε

N2pN
E2

)
=O

(
E2

N εpN

)
.

Nótese que esta es una cota superior, pero aún aśı hay una intuición de que el sesgo estará siempre
presente y que es una función racional de N . Además se observa la importancia de que pN → 0,
cuando N →∞ ocurra de forma polinomial en N .

4.3.4. Análisis Desde una Perspectiva Numérica

Otro aspecto de estudio a la ley sesgada para matrices aleatorias rectangulares ralas es el
comparar la ley con realizaciones simuladas. Para ello se implementó un código en R que resolviera
numéricamente el polinomio P4.

Antes de presentar los resultados se hablará de las consideraciones técnicas al momento de
implementar la solución.

Implementación Numérica para Resolver la Ley

Existen métodos numéricos para resolver polinomios complejos de grado 4. En situaciones
usuales, estos métodos retornan cuatro posibles ráıces y es tarea del usuario elegir una de entre
ellas. Sin embargo, la ecuación (4.16) es una ecuación funcional en el que la solución es una función
anaĺıtica y no sólo un número. Esto significa que la elección de la ráız tiene que hacerse de manera
consistente para un conjunto grande, por ejemplo

Ẽ0 = {z = E + iη0 : E ∈ [5, 5]} .

Si bien, los métodos retornan un arreglo con cuatro valores, los primeros experimentos dejaron
patente que la elección de la ráız tiene que ser un proceso más complejo. Para ilustrar esta situación,
se muestran en la figura 4.3.2 las cuatro ráıces para una selección de puntos en E0.

Para valores grandes de η se pueden observar ciertos patrones, pero al disminuir la escala dichos
patrones ya no son tan útiles. Cuéntese también que para valores de η en valores 10−3, como hay
términos del tipo η4, puede haber inestabilidad numérica.

Sin embargo, se encontró una solución. Por ser mN(z) transformada de Stieltjes, para η sufi-
cientemente grande, exáctamente una ráız va a cumplir

|z ·mN(z) + 1| < 10−3. (4.19)

Esta consistencia se puede observar emṕıricamente en la tercera gráfica de la figura 4.3.2.



58 CAPÍTULO 4. MATRICES ALEATORIAS RALAS

El método propuesto es plantear una rejilla de valores en C+, con saltos exponenciales en sus
valores imaginarios. El polinomio se resuelve para todos los valores en la rejilla, pero la elección
de la ráız se hace en aquellos más alejados de la recta real.

De manera iterativa, para cada valor en la rejilla se selecciona una ráız en base a la ráız que se
eligió en aquél valor justo arriba de él.

En la figura 4.3.3 puede apreciarse este método en acción para una sola columna de la rejilla
(i.e. un valor E fijo, pero η variable).

En el apéndice puede consultarse el código para este algoritmo de tipo greedy. El respaldo
teórico para este algoritmo parece residir en la relación entre la distancia combinatoria con la
distancia euclidiana de las ráıces [Tao12].

Resultados de Simulación

Ahora, dada una realización de una matriz aleatoria rala XN , se construye el proceso emṕırico
de su covarianza emṕırica.

Definición 4.3.4. Sea XN una matriz aleatoria rala debidamente normalizada (veáse sección 4.1).
Se define SN := XT

NXN y sN(z) := Tr
(
(SN − zI)−1).

Sea η > 0. Se define la densidad emṕırica de SN con resolucióN η, como

σ̂N,η(E) :=
1

π
Im sN(E + iη).

De forma análoga, la densidad subyacente de P4 con resolucióN η es

σN,η(E) :=
1

π
Im σ(E + iη).

Durante la tesis se simularon matrices XN ralas con entradas Bernoulli como se definen en la
sección 4.1.4. El objetivo es comparar σ̂N,η(E) con σN,η(E) y ver si alguna de estas densidades es
útil para explicar el histograma de la matriz de covarianza emṕırica.

En la figura 4.3.4 se observan el histograma y ambas curvas.
La observación principal es que con η pequeña, la curva σ̂N,η es inestable y se suaviza al aumen-

tar el tamaño de η. Cuando crece η también se acercan las densidades emṕırica y subyacente. Sin
embargo, este aumento hace perder informacion, i.e. ninguna de las dos se compara al histograma.
Esta situación ya se hab́ıa observado antes en la sección 3.6.2.

De manera emṕırica se puede elegir un valor de η entre N−.6 y N−.4 que combine cercańıa entre
las curvas y parecido al histograma.
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Figura 4.3.2: Visualización de las ráıces numéricas a diferentes escalas.

Cada color-forma corresponde al ı́ndice con el que la implementación numérica retorna esa ráız.

Figura 4.3.3: Curvas de consistencia numérica para un valor fijo en la parte real.

En ambas imágenes: puntos cercanos al origen corresponden a valores grandes de η, los puntos
lejanos a los valores pequeños de η.

En la izquiera: los puntos conectados representan raices retornadas con el mismo ı́ndice por algún
método numérico.

En la derecha: los puntos conectados minimizan la longitud de cada curva.
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Figura 4.3.4: Histograma de los valores propios de SN comparadas con las densidades subyacente y
emṕırica para diferentes resoluciones η.

Todas las imágenes: N = 2048, d = 2.5, p = N−0.8 ≈ 0.002.
En ĺınea sólida roja, densidad emṕırica de SN . En ĺınea punteada, densidad subyacente σN,η(·).



Apéndice A

Material Adicional

A.1. Leyes Locales con el Método de Stein

En el Caṕıtulo 3 hay una sección dedicada a demostrar la aśı llamada Ley Global. Ésta prueba
que la densidad del modelo matricial Gaussiano converge a una densidad ĺımite concreta. En
general, para un modelo matricial {XN}, demostrar su ley global significa [KY17] encontrar una
distribución µ fija y un ĺımite de la forma

mXN (iη)→P
N mµ(iη), ∀η ≥ 1.

Además de la técnica de grandes desviaciones para modelos gaussianos que se usó en el Caṕıtulo 3,
existen varios modelos y diferentes técnicas conocidas para obtener este tipo de ĺımites, de los
cuáles el libro [Tao12] cubre un amplio margen.

Una de estas técnicas se presentó por primera vez en [LP+09] y ha sido usado en trabajos
que estudian matrices ralas [LS18; HLS+19; HLY19]. Esta técnica se inspira en los trabajos de
Charles Stein en los años 1970-80s donde desarrolla un método para probar el Teorema del Ĺımite
Central de sin usar funciones caracteŕısticas. El método se basa en un resultado elemental que
usa el Teorema de Fubini sobre la ecuación diferencial df(x)

dx
= xf(x), caracterización del kernel

normal.

Teorema A.1.1 (Lema de Stein). Sean Z,X1, X2, ... ∈ L3 donde Z ∼ NR (0, 1).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes

∀f ∈ C1
b , f

′ ∈ Cb E[f ′(Xn)−Xnf(Xn)]→ 0 (A.1)

∀h ∈ Cb E[h(Xn)− h(Z)]→ 0. (A.2)

Pueden consultarse ejemplos del uso del teorema en [Tao12] y su demostración en el art́ıculo
original [Ste81] es sencilla de seguir pues sólo emplea teoŕıa de la medida.

A continuación se presenta un argumento intuitivo [LS18] de por qué este método funciona
para modelos matriciales y una herramienta que se usa en la literatura.

Sea {XN} el modelo GUE del Caṕıtulo 3, GXN ≡ GXN (z) := (XN − zI)−1 su resolvente y
mXN = Tr(GXN ) su transformada de Stieltjes (veáse Caṕıtulo 2).

Observación A.1.2. El resolvente GXN es diferenciable respecto a XN

∂GXN

∂XN

= −GXN ⊗GXN ,

61
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con ⊗ el producto tensorial de Kronecker. En particular

Tr

(
∂GXN

∂XN

)
= − (Tr(GXN ))2 = −N2m2

XN
(z).

Por otra parte el teorema A.1.1 implica que para Z normal y f suave

E[Zf(Z)] = E
[

df(Z)

dZ

]
,

lo que inspira en el caso matricial complejo una mı́mica no necesariamente correcta

E[Tr(XNGXN )] = αNE
[
Tr

(
∂GXN

∂XN

)]
, (A.3)

donde αN ∈ C.
La diferencial del resolvente ya se tiene en términos de mXN , pero XNGXN aún no. Como

(XN − zI)GXN = I, se tiene que XNGXN = I + zGXN . Luego

1

N
Tr(XNGXN ) = 1 + zmXN (z).

Uniendo todos estos resultados y que la traza conmuta con la esperanza se tiene

E[1 + zmXN (z)] = E
[

1

N
Tr(XNGXN )

]
=
αN
N

E
[
Tr

(
∂GXN

∂XN

)]
= −αN

N
E
[
N2m2

XN
(z)
]
.

Si resultara que αN = 1
N

, entonces

E
[
1 + zmXN (z) +m2

XN
(z)
]

= 0. (A.4)

En otras palabras, si el Lema de Stein se cumpliera en el caso matricial, entonces en promedio
se estaŕıa cumpliendo la ley del semićırculo. En realidad es más complicado que esto, lo que se
hace es probar que

E
[∣∣1 + zmXN (z) +m2

XN
(z)
∣∣2D]→ 0,

para D > 0 usando la siguiente modificación al teorema A.1.1.

Teorema A.1.3 (Lytova & Pastur,[LP+09]). Sean D ∈ N y X ∈ LD+2 v.a. compleja con cumu-

lantes clásicos κ1, ..., κD+1. Entonces, para cualquier función f ∈ CD+1
b con derivadas dlf

dxl
acotadas,

se tiene que

E[Xf(X)] =
D∑
l=0

κ(l+1)

l!
E
[

dlf

dxl
(X)

]
+ εD, (A.5)

donde

|εD| ≤
(

1 + (3 + 2D)D+2

(D + 1)!

)
E
[
|X|D+2

]
sup
t∈R

∣∣∣∣dD+1f

dxD+1
(X)

∣∣∣∣ .
Para la demostración y uso del teorema para matrices aleatorias se recomienda leer la sección 3

del art́ıculo original [LP+09] y para su uso particular en leyes locales la sección 3.2 de [LS18].
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A.2. Código en R para Ley Sesgada

El siguiente código fue implementado y se utilizó para realizar las figuras 4.3.1 y 4.3.4.

# -----------------------------------------------------------------------------

# Funciones para Resolver la Ecuación Funcional en HLS18

# Autor: Diego Caudillo - Abril 2019 dcaudillo@cimat.mx

# -----------------------------------------------------------------------------

# Como usarse:

# La mayoria de las funciones son de uso interno.

# La interfaz de usuario es

# d.HLS18(E,N,M,Kappa,eta){

# donde E es un arreglo de reales, M y N son las dimensiones de la matriz

# Kappa es el cuarto cumulante de las entradas normalizadas

# y eta>0 es la resolucion deseada

# La funcion regresa la densidad de HLS18 en un arreglo del mismo

# tamano que E.

# Las 4 raices del polinomio por lote sin orden alguno

m.4.HLS18 <- function(z,N,M,Kappa){

d <- N/M

D <- 1-1/d

c.1 <- D

c.2 <- N*D*D*Kappa

c.3 <- 2*N *D*Kappa

c.4 <- N *Kappa

r <- sapply( z , function(Z){

t.r <- polyroot( c(

1,

Z + c.1,

Z + c.2,

Z * c.3,

Z*Z * c.4) )

return( t.r)

}

)

return(r)

}

# Algoritmo greedy para asegurar estabilidad numerica.

# Intercambio del orden de las raices considerando longitud de linea
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continuity <- function(A , B){

if( length(A) != length(B) ) return(NULL)

for( j in 1:(length(A)-1) ){

for(l in 1:length(B) )

for(k in (j+1):length(B) ){

if(

(Mod(B[j]-A[j]) + Mod(B[k]-A[k])) # Status Quo

>

(Mod(B[k]-A[j]) + Mod(B[j]-A[k])) # Change

){

a <- B[k]

B[k] <- B[j]

B[j] <- a

}

}

}

return(B)

}

# Escoge la mejor raiz usando continuidad y cercania a (-z) lejos de R

m.HLS18 <- function(z,N,M,Kappa,high=1e2,Step=2){

r <- sapply( z , function(Z){

K <- max(ceiling( (log(high) - log(Im(Z)))/log(Step) ),1)

etas <- exp( seq(log(Im(Z)),log(high),length.out=K) )[K:1]

ZZ <- complex( real=rep(Re(Z),K) , imaginary=etas )

m <- m.4.HLS18(ZZ,N,M,Kappa)

for( i in 2:K ) m[,i] <- continuity( m[,i-1] , m[,i] )

m.fin <- continuity(m[,K],m.4.HLS18(Z,N,M,Kappa))

R.K <- m.fin[which.min( Mod(m[,1]*ZZ[1] +1) )]

return( R.K )

}

)

return(r)

}

# Densidad Atomo en Cero [Cauchy Escalada]

dirac.cauchy <- function(x,eta) return( (eta/pi)/( x*x + eta*eta ) )

# Curva de densidad para un nivel eta

d.HLS18 <- function(E,N,M,Kappa,eta){

z <- complex(real = E,imaginary = eta)

m <- m.HLS18(z,N,M,Kappa)

dens <- pmax( (N/M)*Im(m)/pi , 0)

atom <- dirac.cauchy(E,eta)*(1-1/d)*d
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dens <- pmax(dens - atom,0) # HLS18 si considera el atomo en cero

return( dens )

}
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[HL16] Jiaoyang Huang y Benjamin Landon. “Local law and mesoscopic fluctuations of Dyson
Brownian motion for general β and potential”. En: arXiv preprint arXiv:1612.06306
(2016).

[HLS+19] Jong Yun Hwang, Ji Oon Lee, Kevin Schnelli y col. “Local law and Tracy–Widom
limit for sparse sample covariance matrices”. En: The Annals of Applied Probability
29.5 (2019), págs. 3006-3036.
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