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ADVECCIÓN-DIFUSIÓN CON REACCIÓN ESTOCÁSTICA

En este trabajo, se deriva la ecuación de advección-difusión con término de reac-
ción estocástico y se construye un método splitting para su resolución numérica. Este
método splitting resuelve: una ecuación de advección-difusión mediante el método li-
mitador de flujo Switch y la ecuación ordinaria estocástica asociada al término reac-
tivo mediante el algoritmo Euler-Maruyama. Se estudia numéricamente convergencia
del método propuesto y su eficiencia para flujos convexos y no convexos. Además este
método se aplica a varios problemas de interés epidemiológico e ingenieril.
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1. INTRODUCCIÓN

1.1. Motivación

Una de las ecuaciones parciales más conocidas en el campo cient́ıfico es la ecuación

de advección-difusión-reacción (ADR), que en el caso unidimensional es:

ut + f(u)x −K(u)xx = h(u) (1.1.1)

donde u(x, t) : R × [0, T ] → R; f(u) es la función que define el flujo de transporte,

K(u) es la función de difusión y h(u) es un término fuente o de reacción. La razón

de su relevancia viene determinada por su gran utilidad para las diversas áreas de la

ciencia, ya que modela diversos fenómenos de la f́ısica, qúımica, bioloǵıa y economı́a,

veáse por ejemplo [4, 35]. Tiene su derivación a partir de las leyes de conservación

de las propiedades de la materia como: masa, momento, enerǵıa, entroṕıa, etc.

En las últimas décadas ha habido muchos trabajo cient́ıficos enfocados al estudio

de la existencia, unicidad y propiedades de su solución. Teniendo en cuenta que la

obtención de la solución anaĺıtica para ecuaciones en derivadas parciales no lineales

es un problema de gran dificultad, muchos trabajos en el área de análisis numérico

se han dirigido en desarrollar métodos eficientes y estables que aproximen la solución

de la ecuación (1.1.1).

Un paso más en la modelación de los fenómenos naturales nos lleva a introducir

ruido aleatorio en la ecuación ADR, bajo el interés de introducir variaciones me-

dioambientales, las cuales están presentes en todos los fenómenos y que no son con-

siderados en el caso de la modelación determinista. En particular, si consideramos la

introducción de estas perturbaciones en el término de reacción, se buscaŕıa describir

el efecto que provoca la aleatoriedad medioambiental por ejemplo, en el crecimiento

de las poblaciones o en la expansión de una enfermedad. De este modo, la ecuación
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de advección-difusión con término reactivo se escribe como

ut + f(u)x −K(u)xx = h1(u) + h2(u) dWt, (x, t) ∈ R× [0, T ] (1.1.2)

donde {ut}t≥0 ahora es un proceso estocástico generada por un movimiento Brow-

niano W (t) = Wt para t ≥ 0, y que está definido en el espacio de probabilidad

(Ω,Λ, P ) con Ω el espacio muestral, Λ una σ-álgebra y P la función de probabilidad

asociada al fenómeno.

En estos útimos años, esta ecuación se ha adaptado para modelar diversos pro-

blemas de la ciencia. En particular, para decribir el transporte de contaminantes

qúımicos o biológicos en mantos acúıferos [4], transporte de trazadores en medios

porosos [36], formación a gran escala de estructuras del universo [35], etc. Por ello,

el estudio de existencia y unicidad de soluciones para (1.1.2), aśı como el análisis

de las propiedades cualitativas de su solución está teniendo una gran auge en la ac-

tualidad. Dada la complejidad extra que conlleva la introducción de aleatoriedad en

la ecuación diferencial, conocer su solución anaĺıtica es muy complicado salvo para

ciertos flujos f y bajo condiciones muy particulares. Debido a esto, se debe recurrir

a los métodos numéricos para resolver la ecuación ADR estocástica y basarse en los

conocimientos previos que se tienen del caso determinista tanto en lo anaĺıtico como

en lo numérico.

1.2. Antecedentes

Aqúı hacemos una revisión de algunos de los trabajos cercanos al nuestro y de

los que partimos para el desarrollo de esta tesis.

Recientemente han habido muchos trabajos que estudian el efecto estocástico en

leyes de conservación (ecuaciones de advección-reacción) [3, 6, 7, 21]. En [6] una ley

de conservación es perturbada con un ruido multiplicativo de Lévy y se establecen

condiciones sobre los coeficientes de la ecuación, para establecer existencia y unicidad

de solución débil. En [7] se estudia una ecuación de advección-reacción estocástica

multidimensional y se estudia el error para el método de viscosidad estocástico y

ciertas propiedades de la solución entrópica del problema.

Se hace notar que ninguno de los trabajos aqúı mencionados tienen en consi-
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deración la inclusión del término difusivo en la ecuación estocástica estudiada, noso-

tros la incluimos para ver como afecta dicho término a la ecuación.

En particular, aqúı tomamos como base el trabajo de Holden y Risebro [21], en

donde los autores prueban existencia, unicidad y estabilidad de solución débil de

un problema de Cauchy para la ecuación de advección-reacción con término fuente

estocástico si f es una función suave con un número finito de puntos de inflexión,

h1 y h2 son funciones Lipschitz, h2 es una función de soporte compacto y u0 es una

función determinista acotada. Además, en este trabajo proponen un método splitting

de operadores, el cual toma las soluciones de la ecuación advectiva:

ut + f(u)x = 0

y de la ecuación diferencial estocástica que se deriva del término fuente:

ut = h1(u) + h2(u)dWt

para construir la aproximación de la solución a la ecuación (1.1.2).

Se demuestra que el método splitting converge a una solución débil del proble-

ma continuo estocástico. El trabajo de Holden y Risebro ha sido punto de partida

para otros trabajos más recientes como [2, 3], que trabajan un método de volúme-

nes finitos tipo splitting y prueban convergencia del método numérico a la solución

débil entrópica. Por lo general, en estos trabajos proponen un método numérico ade-

cuado para la parte advectiva que aproxime bien las discontinuidades y en la parte

estocástica se utiliza el método de Euler-Maruyama (EM). El método EM es uno

de los métodos más populares para resolver ecuaciones diferenciales estocásticas de-

bido a su bajo costo computacional y su aceptable precisión [20]. Es llamado aśı

por Gisiro Maruyama y por ser una generalización del método de Euler para el caso

determinista.

1.3. Objetivo

El objetivo principal de este trabajo es la construcción de un nuevo método

numérico basado en la técnica splitting de operadores, previamente mencionada,



1. Introducción 4

para la ecuación de advección-difusión con reacción estocástica definida en (1.1.2).

Para ello, se trabaja estos dos subproblemas:

Aproximación numérica mediante el método limitador de flujo Switch para la

ecuación de advección-difusión: ut + f(u)x −K(u)xx = 0.

Aproximación numérica por el método de Euler-Maruyama de la ecuación

diferencial estocástica determinada por el término de reacción: ut = h1(u) +

h2(u)dWt.

Con el interés de estudiar la eficiencia del método numérico propuesto, se estudia:

(i) su convergencia numérica para ciertos problemas, (ii) su aproximación bajo flujo

advectivo convexo y no convexo, (iii) condiciones iniciales discontinuas y suaves,

(iv) simulaciones de problemas aplicados en epidemioloǵıa y medios porosos.

1.4. Metodoloǵıa

La presente tesis tiene la siguiente estructura:

Caṕıtulo 2. Se derivan las ecuaciones deterministas de advección y advección-

difusión a partir de las leyes de conservación. Se mencionan métodos anaĺıticos para

encontrar diferentes tipos de soluciones (clásicas y débiles) y se presentan las condi-

ciones en las que estas soluciones existen y son únicas. Se establecen las condiciones

para la solución de entroṕıa.

Caṕıtulo 3. Se construyen métodos numéricos en diferencias finitas del tipo con-

servativo, para aproximar las soluciones a las ecuaciones descritas en el caṕıtulo 2 y

se dan condiciones bajo las cuales un método es apropiado para obtener una bue-

na aproximación: consistente, variación total acotada, convergencia. Se describe el

método limitador de flujo Switch para la ecuación de advección-difusión.

Caṕıtulo 4. Se deriva la ecuación de advección-difusión con término de reacción

estocástico. Se describe la técnica splitting de operadores y se desarrolla el método

“splitting-flux limiter” Switch para aproximar a la ecuación diferencial estocástica.
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Se presenta el método de Euler- Maruyama y condiciones para su convergencia. Se

estudia numéricamente el orden de convergencia y su eficiencia. Se muestran simu-

laciones para cierto problemas de epidemioloǵıa y medios porosos.

Caṕıtulo 5. Conclusiones.

El trabajo se complementa con un apéndice sobre los conceptos de probabilidad

necesarios para este trabajo. Por último se presenta la bibliograf́ıa usada para la

realización de esta tesis.



2. ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE

INTERÉS

En este caṕıtulo presentamos las ecuaciones diferenciales parciales que serán base

de nuestro trabajo: la ecuación de advección y la ecuación de advección-difusión.

Aqúı se derivan estas ecuaciones considerando las leyes de conservación de la f́ısica.

Se dan las condiciones necesarias para la existencia y unicidad de soluciones clásicas

para la ecuación de advección-difusión. Y se revisan los conceptos de solución débil y

de entroṕıa en ambos casos cuando no existe solución clásica. También se resuelven

algunos problemas particulares que son de interés para este trabajo.

2.1. Ecuación de advección

Supongamos que tenemos un material que fluye por un conducto. Denotemos

por u(x, t) la densidad del material en la posición x al tiempo t. Suponiendo que el

intervalo de interés es [a, b], la masa del material en este intervalo es∫ b
a
u(x, t)dx.

Si f(x, t) denota el flujo (la velocidad a la cual el material pasa por el punto x) y si

convenimos que este flujo va de izquierda a derecha. La ecuación

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = f(a, t)− f(b, t), (2.1.1)

nos dice que el cambio de masa en [a, b] mientras el tiempo transcurre está dado por

f(a, t) (el flujo que entra) menos f(b, t) (el flujo que sale). La ecuación (2.1.1) nos

modela la ley de conservación de la masa. Usualmente se supone que f es una
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función que depende de u:

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = f(u(a, t))− f(u(b, t)). (2.1.2)

La forma integral para la ley de conservación se obtiene integrando (2.1.2) de t1 a t2:∫ b

a

u(x, t2)dx =

∫ b

a

u(x, t1)dx+

∫ t2

t1

f(u(a, t))dt−
∫ t2

t1

f(u(b, t))dt. (2.1.3)

Suponiendo que u(x, t) y f(x, t) son C1, usando el teorema fundamental del cálcu-

lo transformamos la expresión anterior en∫ t2

t1

∫ b

a

[ut(x, t) + f(u(x, t))x]dxdt = 0. (2.1.4)

La ecuación anterior se satisface para cualquier intervalo [a, b] y sobre cualquier

tiempo, de donde

ut(x, t) + f(u(x, t))x = 0. (2.1.5)

Esta ecuación se conoce como la ecuación de advección o ley de conservación de

la variable u que puede ser: densidad, enerǵıa, temperatura, etc. Dado que nuestro

interés reside en la resolución de la ecuación de advección, en la siguiente sección

presentamos un método anaĺıtico clásico para las leyes de conservación.

2.1.1. Método de las curvas caracteŕısticas

Para tener un problema bien planteado se propone el siguiente problema de

Cauchy para la ecuación (2.1.5):

ut + f(u)x = 0, x ∈ [a, b], t ∈ [0, T ]

u(x, 0) = u0(x). (2.1.6)

Usaremos el método de las ecuaciones caracteŕısticas [8], el cual consiste en encontrar

las soluciones de (2.1.6) sobre una curva {(x(t), t), t > 0} que pase por el punto (x0, 0)

al tiempo 0. Definiendo una nueva variable z(t) = u(x(t), t) reescribimos la condición
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inicial como z(0) = u0(x0). Usando la regla de la cadena se tiene

d

dt
z(t) = ux

dx

dt
+ ut = 0. (2.1.7)

De la ecuación anterior vemos que si x = x(t) satisface

dx

dt
= f ′(u(x, t)),

x(0) = x0, (2.1.8)

entonces tendremos la solución sobre todos los puntos (x(t), t). Aunque pareciera que

en principio resolver esta ecuación diferencial depende de u, observemos que

d

dt
z(t) =

d

dt
u(x(t), t) = ux

dx

dt
+ ut = 0. (2.1.9)

Esto nos dice que sobre esta curva caracteŕıstica la solución es invariante bajo el

tiempo. En particular,

f ′(u(x(t), t)) = f ′(u0(x0)).

Integrando sobre el tiempo la ecuación (2.1.8), se obtiene la ecuación expĺıcita de las

curvas caracteŕısticas x = x(t) como sigue

x(t) = x0 + f ′(u0(x0))t. (2.1.10)

Por lo tanto la solución del problema (2.1.6) sobre cualquier punto (x, t) es

u(x, t) = u0 (x− f ′(u0(x0))t) . (2.1.11)

Con esto demostramos la existencia de solución para el problema de Cauchy (2.1.6).

Sin embargo, una pregunta natural que surge del ejemplo anterior es: ¿Para cada

punto (x, t) existe una y sólo una recta que pase por dicho punto? La respuesta

puede ser que no, el motivo es que la pendiente de las rectas que pasan por el punto

(x0, 0) es f ′(u0(x0)); si la pendiente de dos rectas caracteŕısticas es diferente para

dos puntos iniciales, estas rectas podŕıan intersecarse, pudiendo tener un problema
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de unicidad de solución o también pudiendo haber regiones del plano x, t donde no

pase alguna curva caracteŕıstica. Estos casos se ilustran en el siguiente ejemplo .

Ejemplo 2.1.1. Consideremos la ecuación de Burgers ut + uux = 0 y las dos condi-

ciones iniciales:

u1(x) =

{
1 si x < 0,

0 si x > 0

y

u2(x) =

{
0 si x < 0,

1 si x > 0.

En la siguiente figura se muestran algunas rectas caracteŕısticas con ambas con-

diciones iniciales, que representan la región donde podemos encontrar la solución.

Fig. 2.1.1: En la gráfica de la izquierda se ilustran curvas caracteŕısticas al problema de
Burgers con condición inicial u1(x). En la gráfica de la derecha vemos las curvas
caracteŕısticas correspondientes a la condición inicial u2(x).

Vemos que en general usando el método de las caracteŕısticas no podemos cons-

truir una solución en el sentido clásico, es decir, una función u(x, t) diferenciable

que satisfaga la ecuación (2.1.6). Para lidiar con este problema, introduciremos el

concepto de solución débil.

2.1.2. Solución débil y entrópica

Una forma natural para definir una solución más general para la ecuación (2.1.5)

que no requiere diferenciabilidad es regresar la ley de conservación (2.1.4). Con el fin

de reducir la complejidad de u, suponemos que algunas de sus derivadas pertenecen
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a una función prueba. En nuestro caso nuestras funciones pruebas son ν ∈ C∞(R×
[0,∞)) con soporte compacto. Si multiplicamos por ν dentro de la integral en (2.1.4)

sobre R× [0,∞) se tiene∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

ν(x, t) [ut(x, t) + f(u(x, t))x] dxdt = 0.

Integrando por partes obtenemos∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

uνt + f(u)νx dxdt+

∫ ∞
−∞

u0(x)ν(x, 0)dx = 0. (2.1.12)

Definición 2.1.1. Decimos que u es una solución débil de (2.1.6) si satisface (2.1.12)

para toda ν ∈ C∞(R× [0,∞)) con soporte compacto.

Nótese que bajo esta definición, no es necesario ni siquiera que u sea continua,

sólo necesitamos que las integrales tengan sentido. Además es fácil ver que cualquier

solución clásica es solución débil. En este sentido, se puede pensar a las soluciones

débiles como una extensión de soluciones clásicas.

En el caso de soluciones discontinuas consideramos una solución débil de la ecua-

ción (2.1.5): ∫ ∫
Ω

uνt + f(u)νx dxdt = 0, (2.1.13)

para todo ν función suave de soporte compacto en un dominio acotado Ω. Ahora,

considerando que la solución u tiene una discontinuidad a lo largo de una curva suave

α(t) en la región espacio-tiempo Ω, denotamos por Ω1 y Ω2 las subregiones de Ω a la

derecha y a la izquierda de la curva α respectivamente. Reescribimos (2.1.13) como

sigue: ∫ ∫
Ω2

uνt + f(u)νx dxdt = −
∫ ∫

Ω1

uνt + f(u)νx dxdt.

Usando la identidad de Green en la ecuación anterior, se tiene que∫
α

−u−ν dx− f(u−)ν dt =

∫
α

−u+ν dx− f(u+)ν dt. (2.1.14)

donde u− := ĺımx→α(t)− u(x, t) y u+ := ĺımx→α(t)+ u(x, t). Reescribiendo esta igualdad
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queda ∫
α

ν
(
− [u+ − u−] dx+ [f(u+)− f(u−)] dt

)
= 0.

Dado que la función ν es arbitraria, entonces

(u+ − u−)
dx

dt
= f(u+)− f(u−).

Denotamos como

s =
f(u+)− f(u−)

u+ − u−
(2.1.15)

a la velocidad de salto de la discontinuidad α(t) o también conocida como la condi-

ción de Rankine-Hugoniot.

Otro punto importante a resaltar es que a pesar de que este nuevo concepto

de solución incluye discontinuidades, puede haber varias funciones u que satisfagan

(2.1.12), por lo que la unicidad de solución está comprometida con esta formulación.

Es por ello, que otra condición deberá ser impuesta si buscamos la unicidad.

Se busca añadir una condición adicional para elegir una única solución que sea

estable bajo perturbaciones (en la condición inicial o por pequeñas cantidades de

viscosidad), esta es conocida como condición de entroṕıa [30, cap 3.8]:

Definición 2.1.2. Una discontinuidad con velocidad de choque s definida por (2.1.15)

satisface la condición de entroṕıa si

f(u)− f(u−)

u− u−
> s >

f(u)− f(u+)

u− u+
, (2.1.16)

para todo u entre u− y u+.

En la próxima sección planteamos un problema de Cauchy particular para la

ecuación de advección en el que se puede obtener la solución para ciertos casos.

2.1.3. Problema de Riemann

La ley de conservación (2.1.5) junto con una condición inicial definida por una

función constante a pedazos es conocido como el problema de Riemann, para más
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detalles ver [30]. Para la ecuación de Burgers el problema de Riemann es

ut + uux = 0,

u0(x) =

{
u− si x < 0,

u+ si x > 0.
(2.1.17)

En esta sección estudiaremos su solución dependiendo de los valores de u− y u+.

Caso u− > u+. En este caso, tenemos una única solución débil

u(x, t) =

{
u− si x

t
< s,

u+ si x
t
> s.

(2.1.18)

donde s = u−+u+

2
calculada a partir de la condición (2.1.15) es la velocidad a la cual

se mueve la discontinuidad. Las rectas caracteŕısticas son x(t) = x0 + u−t si x0 < 0

y x(t) = x0 + u+t si x0 > 0. No es dif́ıcil verificar que esta solución satisface la

condición de entroṕıa (2.1.16).

Caso u− < u+. En este caso hay infinitas soluciones débiles, en el ejemplo (2.1.1)

encontramos una solución débil con u− = 0 y u+ = 1. Sin embargo, esta solución

no cumple con la condición de entroṕıa (2.1.16). Otra solución débil es la onda de

rarefacción:

u(x, t) =


0 si x < 0
x
t

si 0 < x < t

1 si x > t

(2.1.19)

Esta solución es estable a perturbaciones y es la solución que satisface la condición

de entroṕıa. En la Fig. 2.1.2 se ilustra como avanza con el tiempo una onda de

rarefacción.
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Fig. 2.1.2: En la gráfica de la izquierda se muestra la condición inicial. En la gráfica de la
derecha se muestra la solución para la ecuación (2.1.17) a tiempo t = 1.

2.2. Ecuación de advección-difusión

En muchos problemas de aplicación no sólo es importante considerar cómo se mue-

ve con cierta velocidad la propiedad u (densidad, enerǵıa, temperatura, ...), también

resulta significativo considerar en el modelo como se difunde. En esta sección exten-

demos el modelo de advección derivado en la Sección 2.1 de este caṕıtulo al incluir

el efecto de difusión intŕınseco en la materia.

Como vimos el transporte unidimensional de una función escalar u en un volumen

de control Ω viene descrito por la ley de conservación de la masa

ut + h(u)x = 0, (x, t) ∈ Ω (2.2.1)

donde h es la función flujo. Si queremos incluir la difusión que está dada por la misma

materia, mediante la ley de Fourier-Fick redefinimos la función flujo como sigue:

h(u) = vu−Dux, (2.2.2)

donde v es la velocidad del fluido y D es el coeficiente de difusión del material.

Podemos escribir la igualdad anterior de manera más general de la forma

h(u) = f(u)− k(u)ux, (2.2.3)

donde k(u) es la función flujo difusivo que depende de la solución u. Sustituyendo
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(2.2.3) en (2.2.1) se obtiene la ecuación de advección -difusión generalizada:

ut + f(u)x = (k(u)ux)x. (2.2.4)

Además si existe una función K tal que

Ku = k,

donde el sub́ındice u indica la derivada de K, entonces (2.2.4) se reescribe

ut + f(u)x = K(u)xx.

Esta forma generalizada de la ecuación de advección-difusión no es meramente

una extensión matemática, sino que busca modelar comportamientos de la difusión

no lineales que están presentes en diversos fenómenos de la naturaleza, como es el

caso del transporte de fluidos en medios porosos (donde K(u) = um, m > 1) o

materiales que se difunden de manera no lineal.

Con esta generalización, la dinámica del problema advectivo-difusivo es más com-

pleja, ya que podemos tener regiones de advección dominante o difusión degenerada,

es decir, que la difusión se anule en al menos un valor de u. Cuando k(u) es no

degenerado, esto es, k(u) > 0, y las funciones u0, f(u) y k(u) son suficientemente

suaves se sabe que (2.2.4) admite una única solución clásica [11]. En el caso de advec-

ción dominante o si el término de difusión es degenerado, entonces se deben buscar

soluciones débiles [11].

A continuación trabajamos la solución del problema de Cauchy

ut + f(u)x = (k(u)ux)x, Ω× (0, T ), k(u) ≥ 0, (2.2.5)

u(x, 0) = u0(x)

en el caso cuando existe una única solución suave y en el caso degenerado donde se

buscan soluciones débiles.



2. Ecuaciones diferenciales parciales de interés 15

2.2.1. Solución clásica

Se tiene solución única clásica (u ∈ C1) si la condición inicial es suave y asumiendo

suficiente regularidad de las funciones f(u) y k(u), ver [11]. En este caso, para casos

particulares es posible obtener la solución anaĺıtica del problema (2.2.5).

A continuación ( ya que resulta de interés para este trabajo) damos la solución

del problema de advección-difusión para la ecuación de Burgers viscosa:

ut + uux = εuxx, ε > 0;

u(x, 0) = u0(x). (2.2.6)

Usamos la transformación de Cole-Hopf [29], la cual mediante un cambio de variable

nos permite transformar (2.2.6) en la ecuación de calor o difusión. Dicha transfor-

mación es:

u = −2ε
rx
r
. (2.2.7)

Al calcular en la igualdad anterior tenemos que

ut =
2ε(rtrx − rrxt)

r2
, uux =

4ε2rx(rrxx − r2
x)

r3
(2.2.8)

y

εuxx = −2ε2(2r3 − 3rrxrxx + r2rxxx)

r3
. (2.2.9)

Se puede verificar que si r satisface la ecuación rt−εrxx = 0, entonces las expresiones

anteriores satisfacen la ecuación de Burgers viscosa. Aśı pues, resolver la ecuación de

Burgers se reduce a resolver la ecuación de calor usando la relación (2.2.7). Para tener

la transformación completa, falta relacionar las condiciones iniciales de la ecuación

(2.2.6). Podemos escribir (2.2.7) como

u = −2ε(log r)x.

Aśı, si ponemos

r(x, t) = exp

(
−
∫ x

0

u(y, t)

2ε
dy

)
,
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se satisface (2.2.7). En particular,

r0(x) = r(x, 0) = exp

(
−
∫ x

0

u0(y)

2ε
dy

)
.

Por otro lado, la solución al problema de Cauchy para la ecuación de calor:

rt − εrxx = 0,

r0(x) = exp

(
−
∫ x

0

u0(y)

2ε
dy

)
es

r(x, t) =
1

2
√
πεt

∫ ∞
−∞

r0(s) exp

(
−(x− s)2

4εt

)
ds, (2.2.10)

y se puede llegar a ella de diferentes formas, veáse por ejemplo [12, cap 3.2]. Final-

mente, usando (2.2.7) y (2.2.10), concluimos que la solución a (2.2.6) es

u(x, t) =

∫∞
−∞

x−s
t
r0(s) exp

(
− (x−s)2

4εt

)
ds∫∞

−∞ r0(s) exp
(
− (x−s)2

4εt

)
ds

. (2.2.11)

2.2.2. Solución débil y entrópica

Aqúı extendemos los conceptos de solución débil y entrópica que se vieron para

el problema advectivo (2.1.6). Sea la ecuación de advección-difusión:

ut + f(u)x = (k(u)ux)x, (x, t) ∈ R× [0, T ] (2.2.12)

con condición inicial u(x, 0) = u0(x) suave. Multiplicando e integrando la ecuación

(2.2.12) por una función de soporte compacto ν ∈ C1
0(R× [0, T ]) como sigue:∫ ∞

0

∫
R
νut + νf(u)x − ν(k(u)ux)xdxdt = 0. (2.2.13)
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Intercambiando la integral en el primer término e integrando por partes en la ecuación

anterior se tiene∫
R

[
νu
∣∣∣t=∞
t=0
−
∫ ∞

0

νtudt

]
dx

+

∫ ∞
0

[
ν(f(u)− k(u)ux)

∣∣∣x=∞

x=−∞
−
∫ ∞
−∞

νx(f(u)− k(u)ux)dx

]
dt = 0.

Dado que ν es de soporte compacto, ν se anula en los valores x = ∞ y x = −∞.

Aśı, la ecuación anterior se escribe∫ ∞
0

∫
R

[νtu+ νx(f(u)− k(u)ux)] dxdt = −
∫ ∞

0

ν(x, 0)u(x, 0)dx. (2.2.14)

Sea el problema de Cauchy para la ecuación (2.2.12) con condición inicial suave,

se dice que u(x, t) ∈ L1(R × R+,R) es una solución débil para el mismo, si la

igualdad anterior (2.2.14) es cierta para cada ν ∈ C1
0(R× R+,R).

Observación 1. El concepto de solución débil también se puede generalizar al caso

en que el cual la condición inicial está definida por partes, entonces se le pide que

sea de variación acotada [27].

De manera análoga al caso advectivo, se deriva la condición de salto que debe

cumplir un choque de la ecuación (2.2.12). De este modo, la velocidad de la curva de

choque, s, por lo general está determinada por los saltos en ambas funciones f(u) y

K(u)x. La velocidad del salto se define como [40]:

s =
f(u+)− f(u−)−

(
ĺımx→x+0

K(u)x − ĺımx→x−0
K(u)x

)
u+ − u−

(2.2.15)

Y de igual forma la condición de entroṕıa requiere que se cumpla la desigualdad

f(u+)− f(c)− ĺımx→x+0
K(u)x

u+ − c
≤ s ≤

f(u−)− f(c)− ĺımx→x−0
K(u)x

u+ − c
(2.2.16)

para todo c ∈ (u−, u+).

La unicidad y estabilidad de soluciones entrópicas para el caso degenerado del

problema (2.2.5) fue probado en [27].



3. MÉTODOS NUMÉRICOS

Por lo general resulta imposible en la mayoŕıa de los casos obtener la solución

anaĺıtica de ecuaciones de advección y advección-difusión no lineales, por lo que se

recurre a la resolución numérica de estas ecuaciones. En este caṕıtulo presentamos

los métodos básicos en diferencias finitas para la resolución de estas ecuaciones en

una dimensión.

Sea el problema de Cauchy

ut + h(u)x = 0, x ∈ [a, b], t ∈ [0, T ]

u(x, 0) = u0(x) (3.0.1)

donde h(u) = f(u) en el caso advectivo y h(u) = f(u)− k(u)ux en el caso de advec-

ción-difusión. Tomamos una partición uniforme del dominio espacio-tiempo eligiendo

h = ∆x y k = ∆t los tamaños de paso de la partición. Definimos la malla discreta

de puntos (xj, tn) con xj = jh para j = 0, 1, . . . y tn = nk para n = 0, 1, 2, . . ..

Definimos los nodos intermedios de la malla como xj+1/2 = xj + h/2 = (j + 1/2)h.

Denotamos a los valores de la solución real en la malla por unj = u(xj, tn) y a la

solución aproximada por algún método en diferencias finitas por Un
j = u(xj, tn).

El método en diferencias finitas está basado en la sustitución de las derivadas

por una aproximación obtenida de la expansión de Taylor de la solución u(x, t) en la

variable de diferenciación. A continuación damos algunos de las aproximaciones más

usuales para cada variable:

Aproximación de la primera derivada.

(i) Diferencias finitas adelantadas:

Ux(xj, tn) ≈
Un
j+1 − Un

j

h
; Ut(xj, tn) ≈

Un+1
j − Un

j

k
.
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(ii) Diferencias finitas atrasadas:

Ux(xj, tn) ≈
Un − Un

j−1

h
.

(iii) Diferencias finitas centradas:

Ux(xj, tn) ≈
Un
j+1 − Un

j−1

2h
.

Aproximación de la segunda derivada.

Uxx(xj, tn) ≈
Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
.

El orden de exactitud de las aproximaciones viene determinado de acuerdo al orden

del error de truncamiento de la serie de Taylor. En los casos anteriores, las aproxi-

maciones a la primera derivada (i) y (ii) son de primer orden de exactitud y (iii) de

segundo orden de exactitud; la aproximación a la segunda derivada es de segundo

orden de exactitud.

3.1. Ecuación de advección

Resolver anaĺıticamente la ecuación de advección no lineal

ut + f(u)x = 0 (3.1.1)

conlleva dificultades adicionales que las que se presentan en el caso lineal. El caso

numérico no es la excepción, algunos de los problemas que surgen son que el méto-

do numérico puede converger a una solución débil no deseable (que no satisface la

condición de entroṕıa) o que el método puede converger a una función que no es

solución débil de la ecuación original. El hecho de que se converja a una solución

débil equivocada no es tan sorprendete, ya que no hay una única solución débil. Que

se converja a una función que no es solución débil es más complicado, pero ocurre ya

que es posible derivar leyes conservativas que son equivalentes para funciones suaves
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que tienen diferentes soluciones débiles. Por ejemplo, las ecuaciones

ut +

(
1

2
u2

)
x

= 0 (3.1.2)

y

ut +

(
2

3
u3

)
x

= 0 (3.1.3)

tienen las mismas soluciones suaves, pero diferentes soluciones débiles.

3.1.1. Métodos conservativos

Para evitar que la sucesión de aproximaciones de un cierto método numérico

que aproxima a la solución de la ecuación (3.1.1) converja a una función que no es

solución débil se debe escribir el método en su forma conservativa [30]. A continuación

presentamos este concepto y damos algunos de los métodos numéricos estándar en

su forma conservativa.

Definición 3.1.1. Un método numérico es conservativo si se puede escribir en la

forma

Un+1
j = Un

j −
k

h

(
F (Un

j−p, U
n
j−p+1, ..., U

n
j+q)− F (Un

j−p−1, U
n
j−p, ..., U

n
j+q−1)

)
(3.1.4)

para alguna función F .

En particular, durante este trabajo la función F sólo dependerá de dos argumentos

de modo que (3.1.4) tiene la forma

Un+1
j = Un

j −
k

h
(F (Un

j , U
n
j+1)− F (Un

j−1, U
n
j )). (3.1.5)

Para esclarecer por qué este tipo de métodos convergen a una solución débil defini-

mos a Un+1
j como la aproximación de un+1

j en la celda (xj−1/2, xj+1/2)×(tn−1/2, tn+1/2)

como sigue:

Un+1
j ≈ 1

h

∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, tn+1)dx.
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Sabemos que una solución débil satisface la forma integral (2.1.3), por lo que∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, tn+1)dx =

∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, tn)dx

−
[∫ tn+1

tn

f(u(xj+1/2, t))dt−
∫ tn+1

tn

f(u(xj−1/2, t))dt

]
.

Dividiendo por h,

ūn+1
j = ūnj −

1

h

[∫ tn+1

tn

f(u(xj+1/2, t))dt−
∫ tn+1

tn

f(u(xj−1/2, t))dt

]
. (3.1.6)

Comparando (3.1.6) con (3.1.5), vemos que F debe definirse como

F (Un
j , U

n
j−1) =

1

k

∫ tn+1

tn

f(u(xj+1/2, t))dt. (3.1.7)

De esta forma el método numérico cumple la forma integral.

A continuación presentamos algunos métodos conservativos estándar para la ecua-

ción de advección no lineal. (3.1.1):

Método Upwind:

F (Un
j , U

n
j+1) = f(Un

j ) si f ′ ≥ 0, F (Un
j , U

n
j+1) = f(Un

j+1) si f ′ < 0. (3.1.8)

Método Lax-Wendroff:

F (Un
j , U

n
j+1) =

k

2h

[
f ′(Un

j + Un
j+1)(f(Un

j+1)− f(Un
j )
]

+
1

2
(f(Un

j+1)− f(Un
j )).

(3.1.9)

Método Lax-Friedrichs:

F (Un
j , U

n
j+1) =

h

2k
(Un

j − Un
j+1) +

1

2
(f(Un

j ) + f(Un
j+1)). (3.1.10)

De acuerdo a las aproximaciones usadas (adelantadas, atrasadas, centradas) para

las derivadas parciales se tiene que: el método Upwind es de primer orden de exactitud
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en espacio y tiempo y los métodos de Lax-Wendroff y Lax-Friedrichs son de segundo

orden en espacio y primer orden en el tiempo.

Veamos un ejemplo donde comparamos la solución numérica obtenido por el méto-

do Upwind en su forma conservativa (3.1.8) y en su forma no conservativa.

Ejemplo 3.1.1. Para un problema de Riemann con un flujo Burgers f(u) = u2/2 el

método Upwind no conservativo se escribe como sigue:

Un+1
j = Un

j −
k

h
Un
j (Un

j − Un
j−1); (3.1.11)

teniendo en cuenta que fu = u y considerando como condición inicial

u0(x) =

1.2 x < 0,

0.4 x > 0.

Las aproximaciones numéricas por el método Upwind no conservativo (3.1.11) y el

no conservativo (3.1.8) al tiempo t = 1 con h/k = 0.5 y h = 0.0025 se ilustran en la

Fig. 3.1.1. Vemos que el método conservativo aproxima bien a la solución original,

mientras que el no conservativo cambia el tiempo de choque, desplazando la solución.

Fig. 3.1.1: En la gráfica de la izquierda se muestra la solución numérica por el método
Upwind no conservativo en t = 1 y en la gráfica de la derecha por el Upwind en
la forma conservativa.

Además de que el método sea conservativo, hay otras propiedades cualitativas de

igual importancia para que la sucesión de aproximaciones converja a una solución

débil del problema, estas se definen a continuación.
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3.1.2. Métodos limitadores de flujo o “flux-limiter”

Iniciando con un poco de historia, uno de los métodos limitador de flujo más an-

tiguos es el método “flux-corrected transport”de Boris y Book [26]. Métodos h́ıbridos

que se formulan como combinación de dos métodos básicos (Upwind, Lax-Wendroff,

etc.) fueron desarrollados por Harten y Zwas [19]. Más recientemente, una gran va-

riedad de métodos similares han sido propuestos, algunos de ellos se derivan en los

trabajos [18, 34].

Se sabe que los métodos clásicos de orden uno, como el método Upwind, aproxi-

man mejor a la solución del problema (3.1.1) en zonas discontinuas. Por otro lado, los

métodos clásicos de segundo orden, como el método Lax-Wendroff, presentan falsas

oscilaciones cerca de una discontinuidad. Estas oscilaciones son indeseables ya que

muchas veces se propagan y suelen desestabilizar la solución. Sin embargo, en zonas

suaves de la solución, los métodos de orden dos tienen una mejor aproximación que

los de orden uno. La idea principal en la que se basan los métodos “flux-limiter“ es

resolver por un flujo numérico de orden uno cerca de las discontinuidades y mantener

el flujo numérico de orden dos en regiones continuas de la solución, por lo que su

formulación resulta en una combinación pesada de ambos, dicho peso debe ser una

función que dependa de la misma solución y su fin es decidir a que método cargarle

el peso en función de la suavidad local.

En este sentido, empezamos eligiendo un flujo de orden mayor FH(U ; j) (por

ejemplo, el flujo de Lax-Wendroff) que funcione bien en regiones suaves, y un flujo

de orden menor FL(U ; j) (por ejemplo, el flujo Upwind) que funcione bien cerca de

las discontinuidades. Intentamos mezclar estos dos flujos en uno solo de forma que

el flujo F se reduzca a FH en regiones suaves y a FL cerca de discontinuidades. La

ecuación que define a un limitador de flujo es:

F (U ; j) = (1−Ψ(U ; j))FL(U ; j) + Ψ(U ; j)FH(U ; j) (3.1.12)

donde Ψ(U ; j) es el limitador. Si las aproximaciones U son suaves cerca de Uj enton-

ces Ψ(U ; j) se debe aproximar a uno mientras que alrededor de una discontinuidad

queremos que Ψ(U ; j) se aproxime a cero. Para más detalle, veáse por ejemplo [30].
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3.1.3. Convergencia

En esta sección damos los conceptos de consistencia y de variación total acotada

necesarios para que una aproximación numérica en forma conservativa converja a

una solución débil del problema de advección (3.0.1).

Definición 3.1.2. Un método numérico conservativo de la forma (3.1.5) es consis-

tente si:

1. El flujo numérico F se reduce al flujo original f para el caso constante, es

decir, si u(x, t) = ū entonces por (3.1.7) esperamos que

F (ū, ū) = f(ū) ∀ū ∈ R. (3.1.13)

2. También requerimos algo de suavidad, como los dos argumentos de F se apro-

ximan a un valor en común ū, el valor de F se aproxima a f(ū) suavemente.

Para la consistencia es suficiente que F sea Lipchitz en cada variable. Decimos

que F es localmente Lipchitz si existe una constante K ≥ 0 tal que

|F (x, y)− f(ū)| ≤ K máx(|x− ū|, |y − ū|) (3.1.14)

para todo x, y con |x− ū| y |y− ū| suficientemente pequeño. Y F es Lipchitz si

es localmente Lipchitz en cada punto.

Si el flujo F depende de más de dos argumentos decimos que el método es con-

sistente si F (ū, ū, . . . , ū) = f(ū) y la condición de Lipchitz requiere la existencia de

una constante K tal que

|F (Uj−p, . . . , Uj+q)− f(ū)| ≤ K max
−p≤i≤q

(|Uj+1 − ū|). (3.1.15)

Notación 3.1.1. Escribimos F (Un; j) = F (Uj−p, . . . , Uj+q) para un flujo que toma

p+ q + 1 valores “centrados” en j.

Definición 3.1.3. Sea

Un(x) =
∑
j

Ij(x)Un
j
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donde Ij(x) es la función indicadora en la celda (xj−1/2, xj+1/2) × (tn−1/2, tn+1/2).

Definimos la variación total de una función Un como

V (Un) = sup
k

N∑
k=1

|Un(xj)− Un(xj−1)| (3.1.16)

donde el supremo se toma sobre todas las subdivisiones de la recta −∞ = x0 < x1 <

· · · < xN = ∞. Obsérvese que para que la variación total sea finita, Un se debe

aproximar a valores constantes cuando x → ±∞. Decimos que es de variación

total decreciente o TVD si se cumple

V (Un+1) ≤ V (Un) n = 1, 2, . . .

Ahora, definimos la función constante a pedazos Uh(x, t) en R× [0,+∞) por

Uh(x, 0) = U0(x) ∀x ∈ [xj−1/2, xj+1/2) (3.1.17)

y

Uh(x, t) = Un(x) ∀(x, t) ∈ [xj−1/2, xj+1/2)× [tn, tn+1). (3.1.18)

Definición 3.1.4. Decimos que un esquema numérico conservativo es de variación

total acotada si existe un R > 0 tal que

V (Uh(., t)) ≤ R ∀t ∈ [0,+∞), h > 0. (3.1.19)

Otra propiedad importante que puede cumplir un método numérico es la mono-

tońıa: Un método se dice ser monótono si cumple que

Un
j ≥ Un

j+1 ⇒ Un+1
j ≥ Un+1

j+1 ∀j.

Es claro que si un método numérico cumple ser TVD entonces es de variación

total acotada, ya que siempre estará acotada por el supremo de su condición inicial;

y si un método es monótono es TVD.

Teorema 3.1.1. [Teorema de Lax-Wendroff] Dado h > 0, sea Uh la aproxima-

ción numérica (3.1.18) del problema de advección (3.0.1) calculada con un método
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conservativo y consistente. Sea Uh(x, 0) definida en (3.1.17). Supongamos que existe

una función u ∈ (L∞(R× [0,+∞)) ∩BV (R× [0,+∞))) tal que∫ ∞
0

∫ b

a

|Uh(x, t)− u(x, t)|dxdt→ 0 cuando h→ 0 (3.1.20)

y que Uh(·, t) es de variación total acotada. Entonces u(x, t) es una solución débil del

problema de Cauchy para la ecuación (3.0.1).

Para ver la demostración del Teorema 3.1.1, consúltese [30].

El teorema de Lax- Wendroff nos dice que si convergemos a una función u(x, t)

mientras la malla es refinada por una secuencia kl, hl → 0 para l = 1, 2, .., entonces

esta función será en efecto una solución débil de la ecuación de advección no lineal.

Hay que notar que este teorema no nos garantiza que tendremos convergencia, nos

dice que si llegamos a converger a una función, esta será solución débil. Sin embargo,

este sigue siendo un teorema muy útil que nos da confianza en las soluciones cal-

culadas. En la práctica, no se considera una sucesión de aproximaciones, sino una

aproximación con la malla fija. Si la solución se ve razonable y parece que resuelve

bien los problemas de discontinuidad, podemos creer que es una buena aproximación

a alguna solución débil.

3.2. Ecuación de advección-difusión

En esta sección vamos a extender los métodos propuestos en la sección anterior

para un problema de Cauchy de advección-difusión generalizado:

ut + f(u)x = (k(u)ux)x, Ω× (0, T ), k(u) ≥ 0, (3.2.1)

u(x, 0) = u0(x)

donde u0(x), f(u) y k(u) son las funciones: condición inicial, el flujo advectivo y el

flujo difusivo respectivamente.

Dado que podemos tener soluciones discontinuas si consideramos k(u) degene-

radas, o funciones discontinuas en la condición inicial, o en los coeficientes del pro-
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blema (3.2.1), entonces los métodos numéricos deben converger a soluciones débiles

de nuestro problema. A continuación extendemos la formulación conservativa para

aproximaciones numéricas de la ecuación de advección-difusión generalizada, la cual

es válida para el caso de soluciones continuas, ya que una solución continua también

es solución débil.

3.2.1. Métodos conservativos

Para derivar la formulación conservativa numérica del problema (3.2.1) primero

reescribimos la ecuación diferencial de advección-difusión en forma conservativa:

ut + f(u)x = K(u)xx, K(u) =

∫ u

0

k(s)ds. (3.2.2)

Definimos los operadores de las diferencias finitas atrasadas y adelantadas de una

función W como sigue:

DBWj =
1

h
(Wj −Wj−1); DFWj =

1

h
(Wj+1 −Wj).

Un método numérico que aproxima la solución de (3.2.1) se dice formulado en forma

conservativa si viene definido como sigue:

Un+1
j = Un

j +
1

∆t
DB

(
F (Un

j , U
n
j+1)−DFK(Un

j )
)
. (3.2.3)

Obsérvese que el método (3.2.3) es conservativo, ya que desarrollando el segundo

término del lado derecho tenemos que

DB

(
F (Un

j , U
n
j+1)−DFK(Un

j )
)

=
1

h

(
(F (Un

j , U
n
j+1)−DFK(Un

j ))

−(F (Un
j−1, U

n
j )−DF (K(Un

j−1)
)

=
1

h

(
G(Un

j , U
n
j+1)−G(Un

j−1, U
n
j )
)

(3.2.4)

donde G(Un
j , U

n+1
j ) = F (Un

j , U
n+1
j ) − DFK(Un

j ), de manera que se puede seguir

los mismos cálculos que en el caso advectivo para G(Un
j , U

n+1
j ) como función flujo

promedio en una celda como en (3.1.7).
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Ejemplo 3.2.1. En la Figura 3.2.1 se muestra la solución numérica obtenida por un

método en forma conservativa y un método en forma no conservativa para el problema

(3.2.1) con flujo advectivo f(u) = 1
4
u2 y flujo difusivo k(u) = 0 si u ∈ [0, 0.5], 10u−5

si u ∈ (0.5, 0.6) y 1 si u ∈ [0.6, 1]. Este ejemplo y la gráfica están sacados del trabajo

[11]. Podemos observar como la velocidad del choque es aproximada diferente por

métodos conservativos y no conservativos, al igual que ocurŕıa en el caso advectivo.

Fig. 3.2.1: Solución obtenida por un esquema conservativo en ĺınea continua, solución ob-
tenida por un esquema no conservativo en ĺınea discontinua y condición inicial
con ĺınea punteada. Se grafican varios tiempos T1 = 0.625, T2 = 0.25 y T3 = 1.

Observación 2. El estudio de la convergencia de métodos numéricos conservativos

a una solución débil del problema (3.2.1) actualmente es un problema en estudio. En

los últimos años se han obtenidos resultados para métodos conservativos tipo Upwind

o monótonos [11, 25]. Una condición necesaria para estos métodos es

máx |fu|
∆t

h
+ 2 máx |k(u)|∆t

h2
< 1,

la cual es conocida como la condición CFL (Courant-Friedrichs-Lewy).

3.2.2. Método limitador de flujo Switch

En esta sección, presentamos el método limitador de flujo Switch desarrollado en

[23] y que va a ser una parte fundamental del método que proponemos en el siguiente

caṕıtulo.
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Para el problema (3.2.1) se propone el siguiente esquema conservativo:

Un+1
j = Un

j −
k

h
(Gj+1/2 −Gj−1/2), (3.2.5)

para el que definimos el flujo numérico, Gj+1/2 = G(Uj, Uj+1), por el siguiente limi-

tador de flujo:

Gj+1/2 =
1

2
ϕnj+1/2F

UP
j+1/2 +

1

2

(
2− ϕnj+1/2

) [
FRI
j+1/2 + anj+1/2

(
φ
n+1/2
j − 1

2

)
(

∆j+1U
n − k

h

[
(λ+

j f(Un
j+1)− λ−j f(Un

j+1))− (λ+
j f(Un

j )− λ−j f(Un
j ))
])]

−DFK(Un
j ). (3.2.6)

donde anj+1/2 = f ′(Un
j+1/2) es la velocidad advectiva numérica, FRI

j+1/2 = f(U
n+1/2
j+1/2 ) es

el flujo Richtmyer y FUP
j+1/2 = λ+

j f(Un
j )− λ−j f(Un

j+1) es el flujo Upwind con

U
n+1/2
j+1/2 =

Un
j + Un

j+1

2
− k

2h

(
f(Un

j+1)− f(Un
j )
)

y

U
n+1/2
j = Un

j −
k

2h

(
λ+
j (f(Un

j )− f(Un
j−1)− λ−j (f(Un

j+1)− f(Un
j ))
)
,

denotando ∆j+1U
n = Un

j+1−Un
j y los coeficientes signo por λ+

j = máx{fu(Un
j )/|fu(Un

j )|, 0}
y λ−j = mı́n{fu(Un

j )/|fu(Un
j )|, 0}. Las funciones φ

n+1/2
j y ϕnj+1/2 se definen como sigue:

1. Función limitadora: φ(θ
n+1/2
j )

φ
n+1/2
j =

1

2
− 1

π
arctan

(
|θn+1/2
j | − 1

)
.

2. Función peso: ϕnj+1/2(θnj )

ϕnj+1/2 =

{
0 si |θnj − 1| < ε and (Un

j+1 − Un
j ), (Un

j − Un
j−1) > 0,

2 otra forma,
(3.2.7)
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donde

θnj =

{
(Un

j − Un
j−1)/(Un

j+1 − Un
j ) si anj ≥ 0,

(Un
j+2 − Un

j+1)/(Un
j+1 − Un

j ) si anj < 0,
(3.2.8)

siendo ε un número positivo, que se toma ε ∈ (0, 1/4).

Consistencia, estabilidad y convergencia

En [23], se demuestra los siguientes resultados sobre consistencia y convergencia

del método (3.2.5),(3.2.6).

Proposición 3.2.1. El método numérico Switch viscoso (3.2.5)-(3.2.6) es consistente

con la ley de conservación ya que G(u, u) = g(u) y cumple la condición Lipchitz

∣∣G(Un
j , U

n
j+1)− g(u)

∣∣ ≤ Lmáx
(
|Un

j − u|, |Un
j+1 − u|

)
(3.2.9)

para g(u) = (f(u)−K(u)x).

Teorema 3.2.1. El esquema Switch viscoso (3.2.5)-(3.2.6) es TVD-estable si

1

1− |σ|
≤ Re

con |σ| ≤ 1 en el caso de flujos convexos y con 1/2 < |σ| ≤ 1 en el caso de flujos no

convexos, denotando por σ = máxj,n
∣∣anj kh ∣∣ y Re = máxj,n

∣∣anj k
εh2

∣∣ el número local de

Reynolds.

Con estos resultados, se puede asegurar convergencia del método Switch viscoso

a una solución débil para la ley de conservación (3.2.1) siempre y cuando se cumplan

las condiciones de la proposición 3.2.1 y el teorema 3.2.1. Esto se sigue del Teorema

de Lax-Wendroff.

En el trabajo [23] se muestra la eficiencia del método para varios problemas

estándar con flujos convexos y no convexos, y se realiza una comparación con algu-

nos de los métodos limitadores de flujo más conocidos. A continuación, mostramos

un ejemplo para la ecuación de Burgers viscosa.
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Ejemplo 3.2.2. Sean los problemas de Riemann:

ut +

(
u2

2

)
x

+ 0.005uxx = 0, (3.2.10)

u1
0(x) =

{
1 si x < 0,

0 si x > 0;
u2

0(x) =

{
0 si x < 0,

1 si x > 0.

La ecuación anterior con la condición inicial u1
0 tiene como solución una onda de

rarefacción y con u2
0 tiene como solución un choque que se transporta a lo largo de

tiempo con velocidad u. Para simular ambas soluciones usamos el método (3.2.5)-

(3.2.6) con h = 0.01, k = h/4; ambos problemas al tiempo t = 0.25 verificando las

condiciones de convergencia:

|σ| = 1

4
≤ 1, Re >

1

1− 1/4
=

3

4
.

Fig. 3.2.2: Soluciones para la ecuación (3.2.10) al tiempo t = 0.25 con condición inicial
u1

0(x) y u2
0(x), respectivamente.

Con el fin de probar el método Switch con un problema degenerado, calculamos

la solución del problema planteado en la Figura 3.2.1 usando el método limitador de

flujo Switch en su forma conservativa (3.2.5)-(3.2.6). Si comparamos la Figura 3.2.1

con la Figura 3.2.3 observamos resultados similares.
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Fig. 3.2.3: Soluciones obtenidas por el método limitador de flujo Switch para los tiempos
T = 0.0625, T = 0.25 y T = 1.



4. APROXIMACIÓN DE LA ECUACIÓN DE

ADVECCIÓN-DIFUSIÓN CON REACCIÓN

ESTOCÁSTICA

En este caṕıtulo se deriva la ecuación de advección-difusión con reacción estocásti-

ca con la que trabajaremos a partir de la ecuación determinista. Resulta de gran

importancia tener un conocimiento previo de la ecuación continua no estocástica

como el que se ha descrito en los caṕıtulos anteriores. Además se desarrolla el méto-

do splitting flux-limiter Switch y se estudia numéricamente su convergencia y su

eficiencia.

4.1. Ecuación de advección-difusión con reacción estocástica

Sea la ecuación de advección-difusión-reacción determinista unidimensional:

ut + f(u)x −K(u)xx = h(α1, ..., αm, u), (x, t) ∈ R× [0, T ] (4.1.1)

en términos de un conjunto de parámetros α1, · · · , αm, con αj ∈ R para cada

j = 1, · · · ,m y considerando siempre funciones esaclares f , K y h. Como ya vimos

esta ecuación modela la dinámica de un fenómeno de conservación. Los parámetros

α’s pueden representar: la razón de crecimiento de una población, la tasa de muerte,

velocidad en la que una enfermedad se esparce, etc. Realizando un estudio cualita-

tivo y cuantitativo del sistema podemos obtener resultados sobre el fenómeno. Sin

embargo, muchas veces los modelos deterministas no nos permiten tener un estudio

realista del fenómeno, ya que en muchos casos existe cierta variabilidad entre los

elementos del fenómeno, por ejemplo: el desarrollo de cierta enfermedad entre los

individuos de una población puede variar dependiendo de la edad, genética, estilo de

vida de cada individuo; el crecimiento o decrecimiento de una población puede estar
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condicionada a la escasez o abundancia de alimento o a enfermedades mortales; el

ı́ndice de la bolsa de valores son algunos ejemplos, los cuales afectaŕıan al término

de reacción.

Una forma de introducir esta aleatoriedad producida por el medioambiente es

usando la técnica de perturbación de parámetros ver [16, 17], la cual nos permite

transformar un modelo determinista en uno estocástico mediante el cambio de ciertos

parámetros por otros que presenten ruido. Se considera que la tasa de crecimiento

de una población, α, en un intervalo [t, t + dt) donde dt es un cambio infinitesimal

de la variable t y redefinimos este coeficiente como

α! α + σdWt (4.1.2)

donde dWt = Wt+dt es un incremento del movimiento Browniano (ver Apéndice A)

y σ representa la variación ambiental incorporada en el sistema y lo que se asume es

que la variación ambiental es un ruido blanco y que el crecimiento de la población

se distribuye como una N(α dt, σ2 dt). Entonces, introduciendo el nuevo parámetro

(4.1.2) en la ecuación (4.1.1) se tiene

ut + f(u)x −K(u)xx = h1(α, u) + h2(σ, u, t) dWt.

En la ecuación anterior suponemos independencia en los parámetros α y σ, por

lo que nuestro objeto de estudio es la siguiente ecuación de advección-difusión con

término de reacción estocástica:

ut + f(u)x −K(u)xx = h1(u) + h2(u) dWt, (4.1.3)

donde se considera que f es una función suave, h1 y h2 son funciones Lipchitz y h2 con

soporte compacto. A continuación aproximaremos el problema de Cauchy asociado

a (4.1.3) con condición inicial u0(x) determinista y de variación acotada.

A lo largo de este caṕıtulo se trabaja en un espacio de probabilidad completo

(Ω,Λ, P ) y {u(t)}0≤t≤T un proceso estocástico con una filtración {Λt}0≤t≤T que satis-

face las condiciones usuales tal que u(t) es {Λt}-medible para cada t, para más detalles

de estos conceptos consultar Apéndice A.
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4.2. Método splitting

La técnica splitting de operadores fue introducida por Godunov en dinámica de

gases [15] y fue extendida por varios autores como un método para analizar problemas

multidimensionales. En nuestro caso, que trabajamos una ecuación unidimensional

la usaremos para separar en dos subproblemas la ecuación (4.1.3).

Consideremos la ecuación parcial

ut = A(u(x, t)) +B(u(x, t)), (4.2.1)

u(x, 0) = u0(x),

donde A y B son operadores (no necesariamente lineales). En el método splitting apli-

cado a una ecuación buscamos poder resolver la ecuación diferencial parcial (4.2.1)

resolviendo las ecuaciones ut = A(u(x, t)) y ut = B(u(x, t)), ver [37].

Si desarrollamos la serie de Taylor para (4.2.1), obtenemos

u(x, t) = u(x, 0) + tut(x, 0) +
t2

2!
utt(x, 0) + · · ·

= u(x, 0) + t[A(u(x, 0)) +B(u(x, 0))] +
t2

2!
[A(u(x, 0)) +B(u(x, 0))]t + · · ·

= u(x, 0) + t[A(u(x, 0)) +B(u(x, 0))]

+
t2

2!
[A′(u(x, 0)) +B′(u(x, 0))][A(u(x, 0)) +B(u(x, 0))] + · · · .

Si denotamos a Ψt,A+B como el flujo de la ecuación (4.2.1), tenemos en general

u(x, t) = Ψt,A+Bu0 =
∞∑
k=0

tk

k!

(
A(u)

∂

∂u
+B(u)

∂

∂u

)k
u
∣∣∣
u0
. (4.2.2)

Vamos a descomponer (4.2.1) en los dos subproblemas

∂u

∂t
= A(u), (4.2.3)

∂u

∂t
= B(u). (4.2.4)

Denotemos por Ψt,A,Ψt,B a los flujos de (4.2.3) y (4.2.4), respectivamente. Busca-
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mos aproximar por series de Taylor a la solución del flujo completo Ψt,A+B mediante

los flujos Ψt,A y Ψt,B para t suficientemente pequeño (que es donde la serie de Taylor

aproxima la solución). El método más simple dentro de los splitting es aproximar la

solución de (4.2.1) por

Lt = (Ψt,A ◦Ψt,B)u0 o Lt = (Ψt,B ◦Ψt,A)u0, (4.2.5)

los cuales se conocen como los métodos splitting Lie-Trotter. Decimos que un méto-

do Ψt es de orden p, si

Ψt = Ψt,A+B +O(tp+1).

Por ejemplo, calculemos el orden del método Lie-Trotter. Por (4.2.2),

Ψt,A = u0 + tA(u0) +
t2

2
A′(u0)A(u0) + · · · ,

Ψt,B = u0 + tB(u0) +
t2

2
B′(u0)B(u0) + · · · .

Entonces,

Ψt,B(Ψt,A(u0)) = [u0 + tA(u0) +O(t2)] + tB
(
u0 + tA(u0) +O(t2)

)
+O(t2)

= u0 + t [A(u0) +B(u0)] +O(t2).

Como

Ψt,A+B = u0 + t [A(u0) +B(u0)] +O(t2),

se sigue que

Ψt,B(Ψt,A(u0))−Ψt,A+B = O(t2),

por lo que el método Lie-Trotter es de orden uno. Los métodos de la forma

Ψ t
2
,A ◦Ψt,B ◦Ψ t

2
,A ó Ψ t

2
,B ◦Ψt,A ◦Ψ t

2
,B (4.2.6)

son llamados métodos splitting Strang. De manera similar al método de Lie-Trotter
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se puede demostrar que

Ψ t
2
,A ◦Ψt,B ◦Ψ t

2
,A −Ψt,A+B = O(t3),

siendo estos métodos de orden dos.

Para usar el splitting en un método numérico, simplemente reemplazamos los

operadores Ψt,A y Ψt,B por métodos numéricos HA
k y HB

k sobre algún tamaño de

paso k. En el caso del método de Lie-Trotter y Strang, nos dan métodos de la forma

Un+1 = HB
k H

A
k U

n Lie-Trotter,

Un+1 = HA
k/2H

B
k H

A
k/2U

n Strang,

donde Un es el vector cuyas entradas son el valor de las aproximaciones al tiempo n.

4.2.1. Método splitting flux-limiter

Aplicamos el método splitting Lie-Trotter a la ecuación (4.1.3). Definimos u(x, t) =

R(t)u0(x) como la solución de la ecuación

ut = h1(u) + h2(u)dWt (4.2.7)

en un tiempo t. Más aún, sea u(x, t) = S(t, s)u(x, s) la solución de

ut + f(u)x −K(u)xx = 0, (4.2.8)

a un tiempo t > s, donde u(x, s) es la condición inicial al tiempo s. Ahora, sea

∆t > 0 y t = n∆t, entonces nuestra aproximación de la solución a la ecuación (4.1.3)

al tiempo t queda definida por

u(x, t) =
n∏
k=1

[R(∆t)S(k∆t, (k − 1)∆t)]u0(x). (4.2.9)
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De forma similar construimos el método splitting Strang, tomando en el operador

S tamaños de paso ∆t/2:

u(x, t) =
n∏
k=1

[
S

(
k

∆t

2
t, (k − 1)

∆t

2

)
R(∆t)S

(
k

∆t

2
, (k − 1)

∆t

2

)]
u0(x). (4.2.10)

Observación 3. Los resultados sobre convergencia en los métodos splitting con parte

estocástica son relativamente recientes. En [21] trabajan la ecuación (4.1.3) sin el

término de difusión y h1(u) = 0:

ut + f(u)x = h2(u)dWt,

u0(x) = u(x, 0). (4.2.11)

En este trabajo se demuestra que el método splitting converge a una única solución

débil u(x, t, ω) que satisface∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

[uνt + f(u)νx]dxdt+

∫ ∞
−∞

u0(x)ν(x, 0)dx = −
∫ ∞
−∞

ν(x, t)h2(u)dWtdx

para todas las funciones prueba ν en C1
0 . Donde la integral estocástica se interpreta

en el sentido Ito; f , h2 son funciones Lipchitz, h2 con soporte compacto y u0(x)

acotado. De manera análoga, se generaliza este resultado para la ecuación

ut + f(u)x = h1(u) + h2(u)dWt,

bajo las mismas condiciones para los coeficientes f , h1 y u0 con h1 función Lipschitz.

Ahora lo que resta es proponer los métodos numéricos que se usarán en cada

problema:

Para resolver la ecuación (4.2.8) proponemos el método numérico conservativo

limitador de flujo Switch (3.2.5)-(3.2.6) presentado en el caṕıtulo anterior.

Para resolver la ecuación (4.2.7) proponemos el método de Euler-Maruyama

que describimos en la sección siguiente.
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4.3. Método de Euler-Maruyama

El método Euler-Maruyama (EM) es un método númerico que aproxima a una

solución de la ecuación diferencial estocástica

du(t) = h1(u(t), t)dt+ h2(u(t), t)dWt, u(0) = u0 0 ≤ t ≤ T, (4.3.1)

escrita en su forma integral como

u(t) = u0 +

∫ t

0

h1(u(s), s)ds+

∫ t

0

h2(u(s), s)dW (s), 0 ≤ t ≤ T. (4.3.2)

Aqúı h1 es la parte determinista y h2 es la función que se conoce como “drift”, que

son funciones escalares que satisfacen el teorema de existencia y unicidad (Apéndice

A). La primera integral es del tipo Riemann y la segunda integral es Itô, la cual viene

definida con respecto del movimiento Browniano. La solución u(t) es una variable

aleatoria para cada t, para consultar detalles de estos conceptos ver Apéndice A.

Para aproximar el proceso estocástico {u(t)}t≥0 definido por la ecuación (4.3.2)

por un método numérico en el intervalo [0, T ] discretizamos el intervalo poniendo

∆t = T/L para algún número positivo L tal que τn = n∆t. Denotaremos a la

aproximación numérica de u(τn) por un. El método de Euler-Maruyama toma la

forma

u(τn) = u(τn−1) +

∫ τn

τn−1

h1(u(s))ds+

∫ τn

τn−1

h2(u(s))dW (s),

es decir,

un = un−1 + h1(un−1)∆t+ h2(un−1)(W (tn)−W (tn−1)). (4.3.3)

Notemos que si g ≡ 0 y u0 es constante, la ecuación anterior se reduce al método

de Euler determinista. Por conveniencia, elegiremos el tamaño de paso ∆t como un

múltiplo del tamaño de paso dt del movimiento Browniano. Esto garantiza que el

conjunto de puntos {tn} de la discretización del movimiento Browniano contiene al

conjunto de puntos {τn} donde se calcula la solución.
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Ejemplo 4.3.1. Consideremos la ecuación diferencial lineal estocástica

du(t) = λu(t)dt+ σu(t)dWt, u(0) = u0 0 ≤ t ≤ 1. (4.3.4)

Se conoce su solución anaĺıtica [32] que se escribe como

u(t) = u(0)exp

((
λ− 1

2
µ2

)
+ µW (t)

)
. (4.3.5)

Aplicamos el método de EM a la ecuación (4.3.4) para comparar la solución

anaĺıtica con la solución numérica. Tomamos ∆t = dt = 1
300

, λ = 4 y σ = 2. Se

calcularon dos trayectorias, esto es, dos procesos estocásticos generados por el movi-

miento Browniano, estos se muestran en la Figura 4.3.1.

Fig. 4.3.1: Aproximaciones del método EM para la ecuación (4.3.4).

Convergencia fuerte y débil

Sean la solución anaĺıtica un de la ecuación (4.3.1) y su aproximación numérica

u(τn) obtenida por el método Euler-Maruyama, las cuales son variables aleatorias.

La convergencia fuerte y débil del método Euler-Maruyama nos da criterios de cómo

medir la diferencia entre ambas variables. Denotemos por E(X) el valor esperado de

una variable aleatoria X(t).

Definición 4.3.1. [20] Un método se dice que tiene orden de convergencia fuer-

te igual a κ si existe una constante C tal que

E|un − u(τ)| ≤ C∆tκ (4.3.6)
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para cualquier τ = n∆t ∈ [0, T ] y ∆t suficientemente pequeño. Si h1 y h2 satisfa-

cen condiciones apropiadas se puede demostrar que el método EM tiene orden de

convergencia fuerte κ = 1/2.

El orden de convergencia fuerte mide la velocidad a la cual “la media del e-

rror” decae cuando ∆t se aproxima a cero. Otra condición de convergencia menos

fuerte es aquella que mide el “error de las medias”. Esto nos propicia el concepto de

convergencia débil.

Definición 4.3.2. [20] Decimos que un método tiene orden de convergencia

débil igual a κ si existe una constante C tal que para todas las funciones p en alguna

clase

|Ep(un)− Ep(u(τ))| ≤ C∆tκ (4.3.7)

para cualquier τ = n∆t ∈ [0, T ] y ∆t suficientemente pequeño. Normalmente, se pide

a las funciones p en la última desigualdad satisfagan suavidad y tengan crecimiento

polinomial. Cuando p es la función identidad y si h1 y h2 son funciones apropiadas se

puede mostrar que el método de Euler-Maruyama tiene orden de convergencia débil

κ = 1.

4.4. Simulaciones numéricas

En esta sección analizaremos la eficiencia del método splitting flux-limiter Switch

con el método de Euler-Maruyama para diferentes problemas parciales estocásticos.

El estudio lo dividiremos en varias partes:

Primero veremos una ecuación advectiva con término de reacción y ruido adi-

tivo en la que se estudia: (i) el orden de convergencia para condiciones iniciales

discontinuas y suaves; (ii) se aplica el método propuesto para flujos convexos

y no convexos y condiciones iniciales discontinuas, de este modo comparamos

el promedio de las soluciones estocásticas con la solución de la ecuación deter-

minista.

Luego se simulan ecuaciones en derivadas parciales con término de reacción no

lineal, tanto en la parte determinista como en el término drift, que modelan
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problemas de enfermedades y contaminación de fluidos en medios porosos.

En todos los casos calculamos la solución a un tiempo T . El movimiento Browniano

viene dado por Wj = Wj−1 + dWj, j = 1, . . . , N donde dWj es una variable aleatoria

independiente de la forma
√
kN(0, 1) con k = T/N el tamaño de paso temporal

tomado en el método.

4.4.1. Ecuación advección-reacción con ruido aditivo

La ecuación de estudio para este caso es la ecuación de advección-reacción:

ut + f(u)x = dWt, R× (0, T ]; (4.4.1)

u(x, 0) = u0(x).

Caso lineal

Consideramos la función advección lineal f(u) = u en la ecuación (4.4.1). Como

condición inicial tomamos dos casos: uno en el cual u0(x) es una función suave y otro

cuando u0(x) es una función discontinua constante a pedazos, es decir, el problema

de Riemann visto en el caṕıtulo 1.

Caso suave:

u0(x) = e
1

x2−1 . (4.4.2)

Caso discontinuo:

u0(x) =


0 si x ≤ −0.5,

1 si − 0.5 < x < 0.5,

0 si 0.5 ≤ x.

(4.4.3)

La solución exacta está dada por u(x, t, ω) = u0(x− t) + bWt [5]. Tomamos b = 1

y comparamos el orden de convergencia en ambos casos. Denotamos por {uh}h→0 a

las aproximaciones de la solución exacta u. Definimos el error

eh =
1

N

N∑
i=1

‖uih − ui‖,
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donde N es el número de pruebas realizadas, uih es la aproximación de la i-ésima

prueba y ui es la i-ésima solución exacta.

Calculamos el error de convergencia, eh, abreviadamente EOC. Obtuvimos que

este se aproxima a 1 para el caso suave y a 0.5 para el caso discontinuo cuando h→ 0.

En la tabla (I) también podemos observar que cuando h → 0 el error promedio de

las pruebas estocásticas con las de la solución anaĺıtica va disminuyendo en ambos

casos.

Caso Suave

h eh EOC

0.0200 7.106e−3 0.956

0.0100 4.837e−3 0.956

0.0050 2.843e−3 0.977

0.0025 1.279e−3 0.983

Caso Discontinuo

h eh EOC

0.0200 9.427e−2 0.571

0.0100 8.941e−2 0.563

0.0050 6.326e−2 0.541

0.0025 4.021e−2 0.527

Tab. I: EOC usando 50 trayectorias calculadas con el método splitting Strang con el método
limitador de flujo Switch y el método Euler-Maruyama.

Flujos convexos y no convexos

Aplicamos el método splitting flux-limiter propuesto a la ecuación (4.4.1) con

flujos convexos y no convexos:

1. Sea el flujo de Burgers f(u) = u2/2 ( función convexa) y la condición inicial

u0(x) =


0 si − 1 ≤ x ≤ −0.5,

1 si − 0.5 < x ≤ 0.5,

0 si 0.5 < x ≤ 1.

(4.4.4)

Comparamos en este caso la solución de la ecuación determinista asociada a

(4.4.1) con el promedio de 50 trayectorias de la solución de la ecuación estocásti-

ca. En este caso usamos el splitting Lie-Trotter con tamaños de paso h = 0.01

y k = 0.005 y aproximamos la solución al tiempo t = 0.25. La solución de

la ecuación determinista y el promedio de las aproximaciones de la ecuación
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(4.4.1) junto a algunas caminatas aleatorias independientes se muestran en la

Figura 4.4.1.

Fig. 4.4.1: A la izquierda la solución determinista asociada a la ecuación (4.4.1)-(4.4.4) con
flujo tipo Burgers y el promedio de 50 trayectorias al tiempo t = 0.25. A la
derecha cinco trayectorias para el mismo problema.

Aunque el promedio de trayectorias de la ecuación estocástica aparentemente

convergen a la solución determinista, no es igual. Análisis más profundos sobre

la ecuación de Burgers con un problema de Riemann muestran que el promedio

no converge a la solución determinista cuando se incrementa el número de

pruebas [21].

2. Sea el flujo no convexo f(u) = u3 y condición inicial

u0(x) =


−1 si − 1 ≤ x ≤ −0.8,

1 si − 0.8 < x ≤ −0.4,

−2 si − 0.4 < x ≤ 1.

(4.4.5)

Elegimos tamaños de paso h = 0.02 y k = 0.00125 y calculamos con el método

splitting Lie-Trotter la solución al tiempo t = 0.1. En la Figura 4.4.2 se muestra

la solución determinista asociada al problema (4.4.1)-(4.4.5) frente el promedio

de 50 trayectorias estocásticas. También se prensentan algunas trayectorias de

la solución.
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Fig. 4.4.2: A la izquierda la solución determinista asociada a la ecuación (4.4.1)-(4.4.5) con
flujo cúbico y el promedio de 50 trayectorias al tiempo t = 0.1. A la derecha
cinco trayectorias para el mismo problema.

Obsérvese que el movimiento Browniano generado es diferente al del ejemplo

de la ecuación de Burgers ya que vamos generando variables aleatorias con

una distribución
√
kN(0, 1). Para que el problema no se desestabilizara por las

condiciones del método Switch (3.2.1) se tuvo que disminuir k. Al ser k más

pequeño la varianza de las distribuciones de las variables aleatorias simuladas

disminuye.

4.4.2. Ecuación advección-difusión-reacción con ruido no lineal

Modelo SIS

Los modelos SIS (susceptibles-infectados-susceptibles) describen la transmisión

de enfermedades infecciosas y con el estudio de su solución se busca determinar si

estas se van a expandir. En años recientes, la difusión espacial y la heterogeneidad

en el ambiente han sido reconocidos como factores importantes que afectan a la

persistencia y la erradicación de enfermedades tales como la tuberculosis, gripa, entre

otras. Tomando en cuenta estos factores, en [14] se propone el modelo

It − dIIxx = (β(x)− γ(x))I − β(x)

N(x, t)
I2, x ∈ R, t > 0, (4.4.6)

donde I(x, t) representa la densidad de individuos infecciosos localizados en el punto

espacial x al tiempo t; dI es la tasa de difusión para la población infecciosa; β(x)
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y γ(x) son las tasas por contacto de transmisión y recuperación de la enfermedad,

respectivamente; N(x, t) ≡ N es la densidad de la población, la cual supondremos

constante.

Elegimos β(x) ≡ β y γ(x) ≡ γ constantes. Usamos la técnica de perturbación

de parámetros (4.1.2) para perturbar el parámetro β e introducir la variabilidad me-

diambiental en la ecuación, obteniendo la ecuación de advección-difusión con reacción

estocástica siguiente:

It − dIIxx = (β(x)− γ(x))I − β(x)

N
I2 + σ

(
I − I2

N

)
dWt. (4.4.7)

Consideramos la condición inicial propuesta en [14] para el caso determinista:

I0(x) =


0 si − 1 ≤ x ≤ −1/2,

2x+ 1 si − 1/2 < x ≤ 0,

−2x+ 1 si 0 < x ≤ 1/2,

0 si 1/2 < x ≤ 1.

(4.4.8)

Fig. 4.4.3: Condición inicial I0(x).

Fijamos los coeficientes N = 2, dI = 0.005 y σ = 2. Aproximamos con el método

splitting Lie-Trotter para los parámetros β = 2 y γ = 1 ( Figura 4.4.4), y β = 1 y

γ = 2 (Figura 4.4.5). En ambos casos con tamaños de paso h = 0.01 y k = 0.005.

Los resultados muestran que para el caso en el que β > γ la proporción de in-

fectados es mayor que cuando γ > β. Esto era de esperarse, siendo β la tasa de
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transmisión de la enfermedad por contacto y γ la tasa de recuperación. Vemos a la

derecha de la Figura 4.4.4 como afecta el ruido aleatorio para diferentes trayecto-

rias, en este caso se puede observar que para algunas trayectorias la proporción de

infecciosos prácticamente desaparece, mientras que para otras todav́ıa hay una pro-

porción considerable de infecciosos, cualquiera que sea el caso, al ser mayor la tasa de

recuperación, para todas las trayectorias mostradas la proporción de infecciosos se

redujo en comparación a la condición inicial. Para el segundo caso, a la derecha de la

Figura 4.4.5 se observa como el ruido estocástico hace que para algunas trayectorias

la proporción de infectados llegue incluso a aumentar en comparación a la condición

inicial.

Fig. 4.4.4: Solución numérica del problema (4.4.7)-(4.4.8) con β = 2 y γ = 1. A la izquierda
se muestra la solución del caso determinista frente al promedio de 50 trayectorias
al tiempo t = 1. A la derecha se muestran cinco trayectorias de la ecuación
estocástica.

Fig. 4.4.5: Solución numérica del problema (4.4.7)-(4.4.8) con β = 1 y γ = 2. A la izquierda
se muestra la solución del caso determinista frente al promedio de 50 trayectorias
al tiempo t = 1. A la derecha se muestran cinco trayectorias de la ecuación
estocástica.
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Ahora, fijamos el punto x = 0 que es el punto espacial donde hay más infectados

en base a la condición propuesta. Se muestran en la Figura 4.4.6 un par de trayectorias

temporales en este punto para: β > γ (gráfica izquierda) y β < γ (gráfica derecha)

para conocer la evolución del número de infecciosos a través del tiempo. Podemos

observar que en el caso de que la tasa de transmisión es mayor que la de recuperación

la enfermedad sigue presente en la población a lo largo del tiempo, aqúı se hace más

visible la variabilidad en la variable de infecciosos.

Fig. 4.4.6: Evolución de los infecciosos en x = 0 considerando β = 2 y γ = 1 a la izquierda
y con β = 1 y γ = 2 a la derecha.

Modelo medios porosos

Un problema de gran interés para el medio ambiente es entender como los conta-

minates qúımicos o biológicos son transportados a través de sistemas acúıferos bajo

la superficie. Imaginemos que el agua está fluyendo bajo la superficie del suelo que

está compuesto de un material sólido. En cualquier volumen, a la fracción de espacio

disponible para el agua, llamado espacio poroso o porosidad del medio, la denotare-

mos por ω, con 0 < ω < 1. En general, la porosidad vaŕıa acorde a la posición, pero

aqúı la supondremos constante a través de todo el medio.

Una de las ecuaciones que modelan este tipo de fenómenos es la ecuación de

advección-dispersión-reacción [10]:

Ct +
V

ω
Cx −DCxx =

1

ω
F.

Aqúı, C(x, t) es la concentración medida en masa por unidad de volumen de

agua del contaminante qúımico o biológico disuelto en el ĺıquido; D se conoce como
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el coeficiente hidrodinámico de dispersión; V el volumen por unidad de agua por

unidad de tiempo que fluye a través del medio. Se supone que el contaminante no

tiene volumen por śı mismo y por lo tanto no afecta el volumen del ĺıquido. F (x, t)

es la velocidad a la que el contaminante es creado o destruido, medida en masa por

unidad de volumen de el medio poroso por unidad de tiempo. Esta ecuación surge

del balance de masa.

Cuando el contaminante es radiactivo con decaimiento λ, entonces F = −λωC y

se obtiene la ecuación de advección-difusión de decaimiento [38]:

Ct +
V

ω
Cx −DCxx = −λC. (4.4.9)

Usando el método de perturbación de parámetros (4.1.2) perturbamos el parámetro

λ λ+ σdWt

y sustituimos en (4.4.9), obteniendo la ecuación diferencial estocástica:

Ct +
V

ω
Cx −DCxx = −λC − σCdWt. (4.4.10)

Consideramos la concentración inicial del contaminante

C0(x) =
π

4
exp

(
−(x− 3)2

4

)
, x ∈ (0, 4). (4.4.11)

Fig. 4.4.7: Condición inicial C0(x).

Fijamos los coeficientes ω = 0.5, dI = 0.005 y σ = 2. Calculamos la solución del
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problema (4.4.10)-(4.4.11) eligiendo h = 0.01 y k = 0.005. Hicimos simulaciones para

velocidades de decaimiento λ = 1 y λ = 0.25, las cuales se muestran en las Figuras

4.4.8 y 4.4.9 respectivamente.

Fig. 4.4.8: Solución numérica del problema (4.4.10)-(4.4.11) con λ = 1. A la izquierda se
muestra la solución del caso determinista frente al promedio de 50 trayectorias
al tiempo t = 0.5. A la derecha se muestran cinco trayectorias de la ecuación
estocástica.

Fig. 4.4.9: Solución numérica del problema (4.4.10)-(4.4.11) con λ = 0.25. A la izquierda se
muestra la solución del caso determinista frente al promedio de 50 trayectorias
al tiempo t = 0.5. A la derecha se muestran cinco trayectorias de la ecuación
estocástica.

Naturalmente, en la Figura 4.4.8 donde la tasa de decaimiento radiactivo del

contaminante es mayor se observa que el porcentaje del contaminante en el ĺıquido

es menor comparado con el de la Figura 4.4.9.

Calculamos para un par de trayectorias en el punto x = 2 para ambos casos: λ =

0.25 y λ = 1, las cuales indican como va cambiando la concentración del contaminante
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a medida que el tiempo avanza. En la Figura 4.4.10 observamos un decaimiento más

pronunciado a lo largo del tiempo en las trayectorias de la solución con λ = 1.

Fig. 4.4.10: Concentración del contaminante en x = 2 para los casos λ = 1/4 y λ = 1,
respectivamente.

4.4.3. Flujos degenerados

Para terminar probaremos nuestro método numérico en el caso de flujos dege-

nerados (k(u) = 0 para algún u) . Simulamos el problema con flujo degenerado del

caṕıtulo 3 añadiendo un ruido constante:

ut + f(u)x = (k(u)ux)x + dWt,

u(x, 0) = u0(x),

donde el flujo difusivo es k(u) = 0 si u ∈ [0, 0.5], 10u − 5 si u ∈ (0.5, 0.6) y 1 si

u ∈ [0.6, 1], y condición inicial

u0(x) =


1 −1 ≤ x ≤ −0.4,

−2.5x −0.4 < x ≤ 0,

0 x > 0.

En este caso el método splitting se desestabiliza incluso refinando los tamaños

de paso y para tiempos pequeños. La estabilidad del método para flujos difusivos

degenerados queda como trabajo futuro. En la Figura 4.4.11 se muestran algunos

resultados obtenidos para t = 0.003.
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Fig. 4.4.11: Tres trayectorias usando el método Splitting Switch-Euler al tiempo t = 0.003.



5. CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolla un nuevo método para aproximar la ecuación de

advección-difusión con reacción estocástica, el cual se nombra método splitting flux-

limiter, ya que es un método basado en la técnica splitting de operadores, y la parte

advectiva-difusiva se aproxima con un método de la forma limitador de flujo. Por los

resultados obtenidos confrontando los casos con condiciones iniciales discontinuas y

suaves se concluye para el método splitting flux-limiter Switch que:

1. El orden de convergencia resultó menor para condiciones iniciales discontinuas

que para condiciones suaves, Lo cual es natural ya que cerca de las disconti-

nuidad la solución no es derivable por lo que su orden es cero en esas regiones.

2. Cuando se compara el promedio de un conjunto de trayectorias de la ecuación

estocástica obtenidas con el método numérico frente a la solución anaĺıtica los

errores numéricos fueron mayores para el caso discontinuo que para el sua-

ve. Sin embargo, estos errores de orden de convergencia fueron equiparables a

los obtenidos por otros métodos propuestos en art́ıculos recientes que usan el

método Engquist-Osher [28].

La aplicación de este método para flujos no convexos es más delicado, incluso

para el método limitador de flujo de la parte de advección-difusión propuesto. Este

tipo de flujos hace más restrictiva la elección de los tamaños de paso, por lo que se

debe tener cuidado en refinar la malla para que el método no se desestabilice. Es

importante mencionar que muchos métodos actuales fallan al trabajar con flujos no

convexos aun refinando la malla.

Cuando se trabaja con términos difusivos degenerados el método se desestabiliza

incluso refinando el tamaño de paso y para tiempos pequeños, por lo que mejorar el
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método para este tipo de funciones queda como trabajo futuro.

En el método se usó en la parte estocástica el método de Euler-Maruyama, que

aunque su costo computacional es bajo, presenta errores bajo ciertas condiciones en

las funciones tomadas en la parte estocástica, por lo que queda hacer un análisis

numérico para el splitting que en la parte reactiva tenga un método con mejores

propiedades de estabilidad.

Desde el punto de vista teórico falta realizar un análisis de unicidad, estabilidad y

convergencia de soluciones, pero tal análisis no es sencillo dado que se está trabajando

con una ecuación parcial estocástica, y que al ser tan reciente el análisis de este tipo

de ecuaciones hay relativamente pocos resultados en comparación a otras ecuaciones.



Apéndice



A. ELEMENTOS DE PROBABILIDAD

Espacio de probabilidad

Definiremos los conceptos básicos de probabilidad que usaremos en esta tesis [33].

En primer lugar tenemos un conjunto Ω, conocido como el espacio muestral, que

contiene todos los resultados posibles del experimento. Todos los elementos ω del

espacio muestral se conocen como eventos elementales.

Lo segundo que necesitamos es una clase de eventos Λ. Esta clase es un conjunto

de subconjuntos de Ω que satisface las siguientes propiedades:

1. Ω ∈ Λ.

2. Si A ∈ Λ entonces Ac ∈ Λ.

3. Si An ∈ Λ para n ≥ 1 entonces
⋃
n≥1An ∈ Λ.

A una colección de subconjuntos de Ω que satisface estas tres condiciones se conoce

como una σ-álgebra.

Lo tercero y último que necesitamos es una “probabilidad”P definida sobre la

clase Λ que tome valores en [0, 1], y que satisface las siguientes propiedades:

1. Para cualquier evento A ∈ Λ,

0 = P (∅) ≤ P (A) ≤ P (Ω) = 1.

2. SiAn, n ≥ 1 es una colección de conjuntos disjuntos dos a dos, es decir,Ai∩Aj =

∅ si i 6= j, entonces

P

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

P (An).



A. Elementos de Probabilidad 57

La terna (Ω,Λ, P ) se llama espacio de probabilidad. La función P es una (medida

de) probabilidad y como está definida sobre Λ, sólo podemos determinar la probabi-

lidad de los conjuntos que están sobre esta clase, por eso decimos que estos son los

conjuntos medibles. Las propiedades de Λ garantizan que si hacemos las operaciones

usuales (unión, intersección, complementos, etc.) con conjuntos medibles, obtendre-

mos conjuntos medibles.

Variables aleatorias

Una variable aleatoria X es una función real definida sobre Ω que satisface ciertas

condiciones que describiremos a continuación. Si X toma valores reales, en la práctica

es de interés calcular probabilidades como P (X ≤ a) con a ∈ R. Ahora bien, para

que estas probabilidades existan, es necesario que los conjuntos cuyas probabilidades

queremos calcular sean medibles, es decir, estén en la σ-álgebra de Λ. Estos conjuntos

son de la forma {ω : X(ω) ≤ a}. Por lo tanto la condición que tenemos que pedirle

a X para garantizar que podemos asignar una probabilidad a este tipo de conjuntos

es la siguiente:

Para todo a ∈ R
{ω : X(ω) ≤ a} ∈ Λ. (A.1.1)

Si la función X : Ω→ R satisface esta propiedad es llamada variable aleatoria.

Obsérvese que X puede ser variable aletoria con respecto a una σ-álgebra pero no

serlo con respecto a otra.

Se puede demostrar que si la condición (A.1.1) se satisface, entonces para cual-

quier intervalo I se tiene que

{ω : X(ω) ∈ I} ∈ Λ. (A.1.2)

Rećıprocamente, si (A.1.2) se satisface, entonces también se cumple (A.1.1).

Distribución de una Variable Aleatoria

Consideremos un espacio de probabilidad (Ω,Λ, P ) y una variable aleatoria X sobre

este espacio. Si queremos calcular la probabilidad de que la variable aleatoria X
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tome valores en un intervalor I, debemos considerar el conjunto {ω : X(ω) ∈ A} =

X−1(A), que es la pre-imagen de A por la función X. Como (A.1.1) es equivalente

a (A.1.2), este conjunto está en la colección de Λ y por tanto podemos calcular su

probabilidad. Aśı pues, si A es un intervalo,

P (x ∈ A) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A}) = P (X−1(A)). (A.1.3)

Esta relación nos permite definir una (medida de) probabilidad PX inducida por

la variable X de la siguiente manera: Para todo intervalo A,

PX(A) = P (X ∈ A) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A}). (A.1.4)

Esta (medida de) probabilidad se conoce como la distribución de X.

Si en (A.1.4) consideramos intervalos de la forma (−∞, x], obtenemos una función

F : R→ R que se conoce como la función de distribución de X:

F (x) = PX((−∞, x]) = P (X ≤ x). (A.1.5)

Variables Discretas y Continuas

Una variable aleatoria X es discreta si toma valores en un conjunto finito {x1, . . . , xn}
o numerable {x1, x2, . . .}. En el primer caso existen números positivos p1, . . . , pn con

p1 + . . .+ pn = 1 tales que

P (X = xi) = pi (A.1.6)

para 1 ≤ i ≤ n. En el segundo caso tenemos números positivos pi, i ≥ 1 con∑∞
i=1 pi = 1 que satisfacen (A.1.6) para i ≥ 1.

Llamaremos a la función pX(xi) = pi, la función de probabilidad o densidad de

X.

Una variable aleatoria X es continua si su función de distribución F es continua.

Para la mayoŕıa de estas variables existe una función f : R → R con f(x) ≥ 0 para
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todo x y
∫
R f(x)dx = 1 que satisface

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt (A.1.7)

para todo x ∈ R. La función f se conoce como la función de densidad de X.

Hay algunas variables continuas que no tienen esta propiedad, pero su interés es más

teórico y no las consideraremos aqúı.

Valores Esperados y Momentos

Si X es una variable aleatoria continua con densidad f(x), el momento de orden

n es

E(Xn) =

∫ ∞
−∞

xnf(x)dx (A.1.8)

siempre que esta integral converja absolutamente.

El primer momento se conoce como la media o esperanza de X, la cual de-

notaremos por µX . El momento central de orden n es el momento de orden n de

la variable X − µX , si µX existe. El primer momento central es cero. El segundo

momento central se conoce como varianza de X, denotado por σ2. Su ráız cuadrada

es la desviación estándar.

Si X es una variable aleatoria y g una función (medible), entonces g(X) también

es una variable aleatoria. Si X es continua y tiene densidad f , el valor esperado de

g(X) es

E(g(X)) =

∫ ∞
−∞

g(x)f(x)dx. (A.1.9)

Distribución Normal o Gaussiana

Una variable aleatoria X tiene distribución normal de parámetros µ y σ2 si su función

de densidad es

f(x;µ, σ2) =
1√
2πσ

exp(−(x− µ)2/2σ2). (A.1.10)

Usaremos la notación X ∼ N(µ, σ2). Los parámetro µ y σ2 representan la esperanza

y la varianza de la variable X. El caso µ = 0, σ2 = 1 se conoce como la densidad t́ıpica



A. Elementos de Probabilidad 60

o estándar. Si X ∼ N(µ, σ2), entonces Z = (X −µ)/σ tiene una distribución normal

t́ıpica. Aśı, siempre podemos reducir los cálculos al caso estándar. La densidad t́ıpica

es

f(x) =
1√
2π
exp(−x2/2). (A.1.11)

A.2. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas

En este apéndice vamos a definir lo que es una solución para una ecuación dife-

rencial estocástica y daremos condiciones para las cuales esta solución es única, para

más detalle veáse [32]. Primero daremos algunas definiciones previas.

Definición A.2.1. Sea (Ω,Λ, P ) un espacio de probabilidad.

1. Si C es una familia de subconjuntos de Ω, entonces existe una σ-álgebra mı́ni-

ma σ(C) que contiene a C. Esta σ(C) es llamada la σ-álgebra generada por

C. Si Ω = R y C es la familia de todos los conjuntos abiertos de R, entonces

B = σ(C) es llamada la σ-álgebra de Borel y los elementos de B son llama-

dos Borelianos. Si X es una variable aleatoria en el espacio de probabilidad

(R,B, P ), X es llamada función Borel-medible.

2. Una familia {Xt}t≥0 de variables aleatorias es llamado un proceso estocásti-

co.

3. Una filtración es una familia {Λt}t≥0 de sub-σ-álgebras de Λ (i.e., Λt ⊂ Λs ⊂ Λ

para todo 0 ≤ t < s <∞).

4. Sea {Xt}t≥0 un proceso estocástico. Si tenemos una filtración Λt, {Xt}t≥0 es

llamado {Λt}-adaptado si para cada t, Xt es Λt-medible (i.e., Xt es variable

aleatoria con la σ-álgebra Λt).

Movimiento Browniano

Definición A.2.2. Sea (Ω,Λt, P ) un espacio de probabilidad con filtración {Λt}. Un

movimiento Browniano estándar, o proceso de Wiener es un proceso {Λ}-adaptado

{W (t)} que satisface las siguientes tres condiciones:
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1. W (0) = 0 (con probabilidad 1).

2. Para 0 ≤ s < t <∞ la variable aleatoria dada por el incremento W (t)−W (s)

está distribuida normalmente con media cero y varianza t−s; equivalentemente,

W (t)−W (s) ∼
√
t− sN(0, 1).

3. Para 0 ≤ s < t <∞, el incremento W (t)−W (s) es independiente de Λs.

Computacionalmente, tenemos que considerar un movimiento Browniano donde

W (t) esté definido en tiempos t discretos. Ponemos δt = T/N para algún número

positivo N y denotamos Wj por W (tj) con tj = jδt. La condición 1 nos dice que

W0 = 0, y las condiciones 2 y 3 nos dicen que

Wj = Wj−1 + dWj, j = 1, . . . , N, (A.2.1)

donde dWj es una variable aleatoria independiente de la forma
√
δtN(0, 1).

Integrales Estocásticas

Definiremos la integral estocástica∫ t

0

X(s)dW (s) (A.2.2)

con respecto a un movimiento Browniano {W (t)} para una clase de procesos es-

tocásticos {X(t)}. Como para casi todo ω ∈ Ω, la trayectoria W (·)(ω) no es diferen-

ciable en ningún lugar, la integral no puede ser definida en la forma usual. La integral

(A.2.2) fue definida por K. Ito en 1949 y es conocida como la integral estocástica Ito.

Sea (Ω,Λ, P ) un espacio de probabilidad con una filtración {Λt}t≥0. Sea {W (t)}t≥0

un movimiento Browniano adaptado a la filtración. Sea 0 ≤ a < b <∞. Denotemos

por M2([a, b];R) al espacio de todos los procesos {Λt} adaptados {X(t)}a≤t≤b tales

que

E

∫ b

a

|X(t)|2dt <∞. (A.2.3)
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Para procesos estocásticos {X(t)} vamos a definir la integral Ito
∫ b
a
X(t)dW (t).

Primero se definira esta integral para “procesos simples”.

Definición A.2.3. Un proceso g = {g(t)}a≤t≤b es llamado proceso simple si existe

una partición a = t0 < t1 < . . . < tk = b de [a, b] y variables aleatorias acotadas Xi,

0 ≤ i ≤ k − 1 tales que Xi es Λti-medible y

g(t) = X0I[t0,t1](t) +
k−1∑
i=1

XiI(ti,ti+1](t), (A.2.4)

donde IA es la función indicadora

IA(x) =

1 si x ∈ A,

0 si x /∈ A.

Denotamos por M0([A,B];R) a la familia de tales procesos. Se puede ver que

M0([A,B];R) ⊂M2([A,B];R)

Definición A.2.4. [Integral Ito] Para un proceso simple g con la forma de (A.2.4)

en M0([a, b];R) definimos∫ b

a

g(t)dW (t) =
k−1∑
i=0

Xi(W (ti+1)−W (ti)) (A.2.5)

y la llamamos la integral estocástica de g con respecto al movimiento browniano

{W (t)} o la integral Ito.

Dada una función f medible podemos tomar en la definición de integral Ito al

proceso estocástico {f(g(t))} haciendo referencia a la suma

k−1∑
j=0

f(Xi)(W (ti+1)−W (ti)). (A.2.6)

Para calcular computacionalmente soluciones de ecuaciones diferenciales estocásti-

cas, este es el tipo de procesos estocásticos que necesitamos. Sin embargo, la definición
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de integral Ito se puede ampliar para procesos estocásticos en M2([a, b];R), la idea

es que se puede aproximar a cualquier proceso en M2([a, b];R) mediante procesos

simples. Aqúı solo damos algunos resultados que dan lugar a la definición en el caso

general [32].

Lema A.2.1. Para cualquier {X(t)} ∈ M2([a, b];R) existe una secuencia {gn} de

procesos simples tales que

ĺım
n→∞

E

∫ b

a

|X(t)− gn(t)|2dt = 0. (A.2.7)

Definición A.2.5. [Integral Ito (caso general)] Sea {X(t)} ∈M2([a, b];R). La

integral Ito de {X(t)} con respecto a {W (t)} está definida por∫ b

a

X(t)dW (t) = ĺım
n→∞

∫ b

a

gn(t)dW (t) (A.2.8)

donde {gn} es una secuencia de procesos simples tales que

ĺım
n→∞

E

∫ b

a

|X(t)− gn(t)|2dt = 0. (A.2.9)

Ecuaciones Diferenciales Estocásticas

Sea (Ω,Λ, P ) un espacio de probabilidad con filtración {X(t)}t≥0 con {W (t)} un

movimiento Browniano para t ≥ 0. Sea 0 ≤ t0 < T <∞ y x0 una variable aleatoria

Λt0-medible tal que E|x0|2 < ∞. Sean f : R × [t0, T ] → R y g : R × [t0, T ] → R
Borel-medibles. Consideremos la ecuación diferencial estocástica Ito tipo

dx(t) = f(x(t), t)dt+ g(x(t), t)dW (t) en t0 ≤ t ≤ T (A.2.10)

con valor inicial x(t0) = x0. Por (A.2.10) nos referimos a

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(x(s), s)ds+

∫ t

t0

g(x(s), s)dW (s) en t0 ≤ t ≤ T. (A.2.11)

Definición A.2.6. [Solución de una Ecuación Diferencial Estocástica]

Un proceso estocástico {X(t)}t0≤t≤T es llamado solución de la ecuación (A.2.10) si
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tiene las siguientes propiedades:

1. {X(t)} es Λt adaptada y continua (i.e., que para casi todo ω ∈ R, la función

X(t)(ω) es continua).

2. {f(x(t), t)} ∈ L1([t0, T ];R) y {g(x(t), t)} ∈ L2([t0, T ];R).

3. La ecuación (A.2.11) se verifica para cada t ∈ [t0, T ] con probabilidad 1.

Una solución {X(t)} se dice única si cualquier otra solución {X̄(t)} es indistinguible

de {X(t)}, esto es

P{X(t) = X̄(t) ∀t0 ≤ t ≤ T} = 1. (A.2.12)

Bajo esta definición, podŕıa no haber una única solución en el intervalo [t0, T ].

Las condiciones bajo las cuales garantizamos existencia y unicidad de la solución a

la ecuación (A.2.10) son las siguientes [32]:

Notación A.2.1. a ∨ b := max{a, b}

Teorema A.2.1. Supongamos que existen dos constantes positivas k y k̄ tales que

1. (Condición de Lipchitz) Para todo x, y ∈ R y t ∈ [t0, T ]

|f(x, t)− f(y, t)|2 ∨ |g(x, t)− g(y, t)|2 ≤ k̄|x− y|2; (A.2.13)

2. (Condición linear de crecimiento) Para todo (x, t) ∈ R× [t0, T ]

|f(x, t)|2 ∨ |g(x, t)|2 ≤ k(1 + |x|2). (A.2.14)

Entonces existe una única solución X(t) a la ecuación (A.2.10) y la solución perte-

nece a M2([t0, T ];R).
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