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Resumen

Muchos procesos de la naturaleza son descritos por ecuaciones diferenciales. Para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) existe una gran cantidad de métodos analiticos y
numéricos. El caso es diferente para la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
de las cuales los métodos analiticos son contados. Por lo mismo se han explorado y desarrollado
una gran cantidad de métodos numéricos para la soluciéon de EDP. Estos métodos se encuentran
no solo con la dificultad intrinseca de las EDP sino que también se enfrentan a la complejidad
del dominio donde se busca la solucién o a la dificultad de las condiciones iniciales o de frontera.

En esta tesis se utilizan dos modelos oceanicos (simplificaciones de las ecuaciones de Navier-
Stokes) los cuales son el canal rectangular (un sistema hiperbdélico) y el modelo de las capas de
Ekman (un sistema acoplado de ecuaciones de difusién). Para ambos modelos se desarroll6 y
programo el método numérico conocido como Galerkin discontinuo.

Los métodos numéricos mas frecuentes al momento de resolver EDP son diferencias finitas,
volumen finito y elemento finito. El método de Galerkin discontinuo (DG, por sus siglas en inglés)
busca combinar las ventajas de los métodos de volumen finito (manejo de geometrias complejas,
conservacion local de cantidades, ser explicito en el tiempo) y de elemento finito (geometrias
complejas, elementos de alto orden). El método de DG fue introducido por Reed y Hill (1973)
y ha sido refinado a través de los afios presentando Cockburn y Shu (2001) una compilacién del
método hasta ese momento. Con la teoria mostrada en la compilacién se desarrolla el método
para el canal rectangular y las capas de Ekman. Dentro de la tesis se presenta el concepto de
flujo numérico, muy importante para el funcionamiento del método, y posteriormente se utilizan
los flujos presentados en Cockburn y Shu (2001) para el caso del canal rectangular y el de Frank
et al. (2015) para las capas de Ekman.
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Introduccion

En la naturaleza se presentan una vasta cantidad de fenémenos los cuales hemos sido ca-
paces de modelar o aproximar su comportamiento, la mayoria de estos modelos son ecuaciones
diferenciales. Para resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias (aquellas que solo tienen una
variable dependiente) existe una gran cantidad de métodos analiticos y otro tanto de métodos
numéricos. Para el caso de las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) la cantidad de méto-
dos analiticos se reduce en gran medida. La necesidad de encontrar soluciones a problemas
especificos y la falta de métodos analiticos que pueden aplicarse a la gran diversidad de EDP
ha decantado en la exploracién y creacién de varios métodos numéricos para su solucion, esto
tomando en cuenta la pura dificultad de la ecuacién. Otros problemas que aquejan a la buisqueda
de soluciones es la complejidad del dominio donde se desea resolver alguna de estas EDP o la
complejidad de las condiciones iniciales o de frontera que se impongan. Todos estos problemas
son generales y aunado a ellos cada tipo de EDP contienen problemas propios para los que es
necesario desarrollar diferentes metodologias.

Dentro de los fenémenos que se pueden modelar hay un gran interés en aquellos en los
que la conveccion, el flujo preferencial de informaciéon de alguna variable, domina. La convec-
cién tiene un papel vital en problemas tan diversos como la meteorologia, prediccion del clima,
oceanografia, dinamica de gases, flujo turbulento, flujo granular, simulaciones de extraccién
de petréleo, modelacién de aguas someras, transporte de material en medios porosos, flujos
viscoelasticos, simulacion de semiconductores, magnetohidrodinamica y electromagnetismo en-
tre muchas otras (Cockburn et al, 2000 [3]). Por la gran cantidad de problemas en los que
tiene cabida es conveniente desarrollar métodos que sean precisos y eficientes al resolver los
planteamientos.

Uno de los primeros métodos desarrollados para tratar estos problemas es el método de las
diferencias finitas (DF), ademds de ser de los primeros métodos es de los mas difundidos por su
sencillez, tanto conceptual como al implementarlo. Se basa en la aproximacion de las derivadas
de cualquier orden y en cualquier dimension a través de “diferencias” o restas, de ahi el nombre.
Por otra parte, al ser un método relativamente sencillo cuenta con muchas desventajas para
quien quiera trabajar problemas mas dificiles en varios sentidos. A causa de que necesita cierta
simplicidad en la forma de sus elementos y la forma en que estos estan conectados unos con
otros, que la malla sea estructurada, le es dificil manejar geometrias complejas.
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Dentro de los métodos para resolver EDP el método de elemento finito (FEM, por sus si-
glas en inglés) es quiza el mas popular de todos. FEM no necesita una malla estructurada y
los elementos que componen la malla deben cumplir requisitos minimos para que no se pre-
senten problemas con el método, por lo que puede manejar geometrias complejas, ademéas por
las pocas imposiciones sobre los elementos con los que trabaja es posible utilizar elementos de
alto orden logrando una mayor precision. Dentro de los problemas que presenta es que siempre
es un método implicito (que necesita resolver un sistema de ecuaciones) ya sea en problemas
de estado estable o de evolucién temporal, y este tltimo es el mayor problema ya que la solu-
cion del sistema puede resultar muy costosa y se tendria que realizar en cada paso de tiempo.
Por si mismo el método no cumple con la conservacién local y solo la cumple globalmente.
Por su formulacién, FEM tiene problemas cuando se encuentra frente a modelos con una fuerte
componente de conveccién, esto es, cuando exista alguna variable con una direccién preferencial.

En los 70’s aparece el método de volumen finito (FVM, por sus siglas en inglés) que es
muy popular en el campo de la dindmica computacional de fluidos (CFD, por sus siglas en
inglés) debido a sus propiedades. Asi como con FEM, FVM puede trabajar con una malla no
estructurada lo que permite a su vez que pueda aplicarse a problemas con geometrias complejas,
aunque debido a su formulacion le es dificil lograr altos ordenes, en el método esto requeriria un
“stencil” mas amplio. Los elementos que requiere necesitan cumplir mas requisitos que FEM,
pero aun asi sigue siendo sencillo cumplirlos. Siguiendo con las ventajas del FVM es localmente
estable y robusto por lo que es muy adecuado para leyes de conservacion. Otra ventaja sobre
FEM es que este método si es explicito en el tiempo, podriamos decir que en cada paso requiere
hacer una multiplicaciéon de matrices en lugar de resolver un sistema de ecuaciones, lo cual es
mucho menos costoso.

El método que trabajamos busca sortear algunos de los problemas de los otros métodos al
tiempo que busca integrar lo mejor de cada uno.
Una variante de la clase general de métodos conocidos como Galerkin discontinuo (DG, por sus
siglas en inglés) fue introducida por primera vez en 1973 por Reed y Hill [8] para resolver un
problema lineal de transporte de neutrones,

ou+V-(au) = f, en (1)

a pesar de que muchos conceptos que actualmente se manejan no habian sido introducidos para
ese tiempo como los esquemas mondétonos y flujos numéricos, puede entenderse que usaron un
flujo numérico tipo upwind.

En [2] Chen et al mencionan que el método de Galerkin discontinuo ha sido introducido
como una actualizaciéon al método de elemento finito y que la aplicacién de estos métodos a
los actuales modelos oceanicos costeros puedo mejorar significativamente la precision computa-
cional y la eficiencia asi como la conservacién de la masa.

Actualmente la teoria desarrollada permite que el método pueda trabajar con geometrias
complejas, alcanzar altos ordenes con facilidad, ser explicito en el tiempo y manejar leyes de
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conservacién. Por otro lado, los problemas que incluyen difusion necesitan ciertos arreglos para
que el método pueda funcionar y el trabajo continia cuando hablamos de problemas elipticos.

Una revision de las publicaciones del primer semestre del ano (2019), nos dan cuenta que
la mayoria de ellas trata la aplicacion y adecuacién del método de DG a problemas de diversos
campos.

Actualmente, los temas que se centran en la paralelizacion del método, que es precisamente una
de las ventajas de DG por sus elementos inconezos, se orientan a que el método funcione con
unidades de procesamiento de graficas, GPU’s.

En este trabajo se aplica el método de Galerkin discontinuo con Runge-Kutta para problemas
de evolucién temporal, con un enfoque particular a la modelacién oceanica, se busca abarcar
los principales operadores que aparecen en las ecuaciones diferenciales, como son la conveccion
y la difusién. En el caso de la conveccion se trabaja ademés con coeficientes que dependan de
la posicién.

La tesis se estructurard de la siguiente manera, en el capitulo uno se presentaran los modelos
a los que se aplicara el método, en el capitulo dos y tres se hara el desarrollo del método con
el canal rectangular y las capas de Ekman, en estos capitulos se desarrollara la teoria que
sustenta a los sistemas hiperbdlicos y al operador de difusiéon dentro del marco de Galerkin
discontinuo, se presentaran ejemplos de aplicaciéon con los modelos descritos y los resultados
obtenidos respectivamente, finalmente se presentaran las conclusiones y el trabajo a futuro.



Capitulo 1

Modelos

El método que se implementa en este trabajo es utilizado para la resolucion de ecuaciones
diferenciales parciales (PDE, por sus siglas en inglés), que resultan ser el mejor medio de co-
municacién que tenemos actualmente con la naturaleza para poder interpretar los diferentes
fendmenos que en ella se presentan.

En particular estamos interesados en los procesos que se dan en el océano y mdas aun en
aquellos que se presentan en las regiones costeras, donde se dan interacciones con la geometria
del lugar, esto da pie a utilizar las componentes de PDE’s que se encuentran con mayor frecuen-
cia en ambitos muy distintos, (términos de adveccién-conveccion, difusién). Para poder llegar
a los diferentes modelos con los que trabajamos, partimos de las ecuaciones de Navier-Stokes
como las presenta Kampf en [7].

1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen el movimiento de fluidos viscosos, éstas surgen a
partir de varios principios fisicos: conservacién de momento, conservacion de masa y conservacion
de campos como lo son la temperatura o la salinidad, a través de las ecuaciones de estado de
dichas variables (Kdmpf, 2010 [7]). Estas ecuaciones las podemos escribir de la siguiente manera
en coordenadas cartesianas:

ou 1 0P

v 1 0P
v : el (A 1.2
o TV VYt fu p08y+v (AnVv), (1.2)
dw _19P  (p—pm)
o PV V= e m 9TV (A: V), ()

donde (z,y, 2) es la posicién, V = (u,v,w) es el vector de velocidades, ¢ es el tiempo, f es el
parametro de Coriolis, P es la presién dinamica, p es la densidad, py es la densidad promedio y

4
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g la acelaraciéon debida a la gravedad.

El término V - V(+) es conocido como adveccién, y V - (A;V(+)) es conocido como el término
de difusién. Ay, y A, son las viscosidades turbulentas horizontal y vertical, respectivamente que
parametrizan los efectos de la turbulencia.

Por si solas las ecuaciones anteriores (conservacién de momento) no describen en su totalidad
a un fluido, por lo que es necesario considerar la conservacién de la masa, y esto lo hacemos a
través de la ecuacién de continuidad,

ou Ov Ow
or 0Oy 0z (14)
Asi mismo la densidad es una de las variables mas importantes en lo que concierne la dindmica
de fluidos, que podemos describir con la siguiente ecuacién de conservacion de la densidad,
9p

5 TV V) =V (KV(p)), (1.5)

K contiene a K; v K, que son las difusividades turbulentas.

Como estamos trabajando sistemas que tienen sentido en el marco de la modelacién oceanica
necesitamos una ecuacion adicional que describa la evolucién de la superficie libre del mar (),
que da los valores de la frontera en la superficie para la presién dinamica en las ecuaciones de
momento. Esta ecuacion se puede derivar de la integracién vertical de la ecuacion de continuidad

y esta dada por,

on _ 9(h{u) 9(h{v))
ot dr Oy (1.6)

donde h es la profundidad total del fluido, (u) y (v) son los componentes de la velocidad
promediados sobre la profundidad.

1.2. Canal rectangular

En la Figura 1.1 se encuentra la versiéon mas general del caso que trabajaremos,

Con dicho esquema podemos hacer las siguientes suposiciones. La primera es que el flujo en
nuestro modelo lo consideramos independiente de la dimensién espacial horizontal y, por lo que
nos quedamos con dos dimensiones, la horizontal x y la vertical z. También suponemos que no
hay fenomenos de difusion. Tomamos en consideracién el nimero de Rossby que esta definido
de la siguiente manera,

U
CLf
, donde U es la velocidad caracteristica del sistema y L la escala de longitud del sistema. En este
caso consideraremos U = v/ghg (con hy constante y del valor més grande que pueda tener para
los casos que no son constantes). A valores grandes de Ro los efectos producidos por la fuerza
de Coriolis son despreciables, por el contrario la fuerza de Coriolis adquiere importancia si Ro

Ro
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—L — T

Figura 1.1: Esquema del canal rectangular

adquiere valores pequenos. Si consideramos el modelo situado en algiin punto desde las latitudes
medias hacia el ecuador entonces tenemos valores que van desde f ~ 107%s~! hasta f = 051,
y sabemos que L ~ 10°m entonces el ntiimero de Rossby toma valores que van desde Ro = 1.4
hasta Ro = oo. Por lo antes mencionado y para efectos de utilizar este modelo para probar el
método podemos no tomar en cuenta los efectos de la fuerza de Coriolis. De esta manera las
ecuaciones toman la siguiente forma,

ou ou ou 1 0P

bt - — = 1.

8t+u(3x+w82 po O’ (17)

AN S (1.8)

o Vor " Var T po Oz 9 '
h

o Ahw) | O(hw) _ (1.9)

ot ox 0z
Consideramos la densidad del agua como constante, por lo que el término que acompana a la
constante de gravedad en la ecuacién (1.8) se simplifica y la ecuaciéon de conservacién de la
densidad (1.5) no aparece.

Siguiendo con las consideraciones, tomamos en cuenta que la aceleracién vertical del agua es
mucho menor que la aceleracion debida a la gravedad, por lo tanto la ecuacién (1.8) se reduce a

oP
= —_ 1.10
5, — Pog (1.10)
si consideramos que la presién es hidrostética, entonces (1.10) se resuelve facilmente,
P = patm + pog (h — hy — 2) (1.11)
y la ecuacién que describe el movimiento de la superifcie libre (1.9) se reduce a
0 o(h
on o) _ (1.12)

ot ox
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La componente horizontal de la velocidad u, es aproximadamente uniforme en cualquier
seccién vertical del fluido, por lo tanto (1.7) se reduce a

ou  Ou__10P (1.13)
ot ox po Ox
En la ecuacién anterior no hay derivadas sobre z por lo que la presion en este caso no dependera
de z, de tal manera que reescribimos la ecuacién como,
— tu—+———
ot Ox Ox
Finalmente hacemos las siguientes consideraciones para linearizar. La longitud caracteristica de
nuestro modelo se encuentra en el orden de las centenas de kilémetros (10°m) y la velocidad
caracterfstica del sistema es, u = \/ghg &~ 14ms~! (considerando una profundidad méxima de
ho = 20m). Si ahora consideramos el kilémetro (103m) como la unidad en la que trabajeremos
nuestro sistema, entonces la longitud caracteristica pasa a estar en el orden de 10%km y la
velocidad caracteristica a 1072kms~!, por lo tanto u << 1. De la misma manera la diferencia
de la altura de la superficie libre respecto la superficie de referencia esta en el orden de unidades
de metro (10°m). Si lo traducimos a la nueva unidad que estamos manejando entonces estarfa
en el orden de 1072km, por lo que podemos suponer que h — ho(z) = ((z,t) << 1, donde
¢ representa la altura de la superficie libre del canal, de este modo obtenemos finalmente las
ecuaciones del canal rectangular con las que trabajaremos,

— 0. (1.14)

ou o¢
E—FQ% =0, (1.15)
5t o =0 (1.16)

Este tipo de sistemas de PDE’s se les conoce como sistemas hiperbolicos. Para ilustrar a que
nos referimos consideramos el siguiente sistema de coeficientes constantes,

U, + AU, + BU = F (z,1)
decimos que es hiperbodlico si existe una matriz A, tal que,
A = BAB™!

con A = diag(A, A2, ..., A\,) donde \; son los eigenvalores de A y todos ellos son reales y
diferentes de cero.
Si consideramos por ejemplo hg constante y positiva, entonces la matriz del canal rectangular

es la siguiente,
_(0 g
= (o 0)

tomando al vector de soluciones como U = (u, ()" . Si calculamos los eigenvalores de esta matriz

obtenemos
)\1 =V gh07

)\2 = - \/gh07
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donde ¢ es positiva, por lo tanto ambos eigenvalores son reales por lo que nuestro sistema es
hiperbélico.

1.3. Capas de Ekman

Retomamos las ecuaciones de Navier-Stokes (1.1), (1.2) y (1.3) como punto de partida e
iniciamos el proceso de simplificacion. Consideramos que z es el eje vertical y que los ejes z y y
son los horizontales como se ve en el esquema en la Figura 1.2. Si suponemos una homogeneidad
horizontal en todas las variables entonces no existen cambios de éstas a lo largo de los ejes
horizontales y por lo tanto las derivadas en tales ejes son iguales a cero, esto es,

o _ou_ov_ v
or  dy 0Ox Oy

Por medio de la ecuacién de continuidad (1.4) y las condiciones anteriores, tenemos que

ow

— =0,

0z
ademas esperamos que en el lecho marino w se haga cero debido a las condiciones de no desliza-

miento, por lo tanto w debe de ser cero en todas partes.
Las ecuaciones de Navier-Stokes quedan entonces reducidas al siguiente sistema,

ou 10P 0 ou
9 U__,O_O%_’_&(h&), (1.17)
ov 1o0P 0 ov
- e - 1.1
ot fu po Oy 0z ( h@z) ’ (1.18)
1 0P
0=————g. 1.19
P (1.19)

Si consideramos densidad constante, la ecuacién (1.19) se resuelve facilmente, y sabemos que solo
depende de z por lo tanto, los términos que incluyen derivadas de la presion en las coordenadas
horizontales desaparecen, de este modo nos quedamos con el siguiente sistema de ecuaciones,

ou 0 ou
ov 0 ov

Estas ecuaciones son conocidas como el modelo de las capas de Ekman, descritas en 1902 por
Walfrid Ekman en su trabajo “On the Influence of the Earth’s Rotation On Ocean-Currents”.
Este modelo describe la corriente (representada por la velocidad) de acuerdo al balance de
fuerzas existente entre el gradiente de presion, el arrastre causado por la turbulencia y la fuerza
de Coriolis (de donde proviene la mencién a la rotacién de la tierra en el trabajo original).
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Para tener un entendimiento de las capas usaremos las llamadas capas superficiales, que son
causadas por la accién del viento sobre la superficie del oceano. En este caso el esfuerzo del
viento sobre la superficie oceanica es balanceado con la fuerza de Coriolis y fuerzas de friccién,
provocando que la corriente se dirija a 45° de la direccién del viento (hacia la derecha en el
hemisferio norte y a la izquierda en el hemisferio sur). Conforme bajamos en profundidad la
magnitud de la corriente disminuye debido a las condiciones de frontera (de movimiento en la
superficie y de cero desplazamiento en el lecho marino) y desvia su curso de los 45° hasta llegar
a ser antiparalela a la de la superficie (por los efectos de rotacién que se hacen presentes en
esta escala), hasta cierta profundidad limite y cayendo a cero después de dicha profundidad.
Si estas corrientes (velocidades) son observadas a lo largo de la columna de agua, describen un
comportamiento en espiral conocida como la espiral de Fkman, en la Figura 1.2 se puede ver
un esquema de este comportamiento,

Superficie oceanica

Direccién
del viento

Figura 1.2: Diagrama de las capas de Ekman

A los términos de la derecha de estas ecuaciones los llamamos “términos difusivos” y a
la operacién que se aplica a las variables (V - (AV), de manera general) lo conocemos como
“operador de difusion”. En general a las PDE’s en donde estos términos son los dominantes
las conocemos como difusivas. Un prototipo de este tipo de ecuaciones es la ecuacién de calor

unidimensional,
Up — Ugy = 0, (1.22)

que pertenece a un tipo mas general de PDE’s, las denominadas parabdlicas. En los casos
lineales el comportamiento de estas PDE’s es intentar “subir” o “bajar” (en un sentido amplio
de las palabras) el valor de la variable en un punto de acuerdo al promedio de los valores alrededor
de este punto, este proceso se da en todas direcciones. Otra forma de ver el comportamiento es
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que la PDE intenta suavizar las variables a las que se le aplica a través del tiempo hasta llegar
a un estado de equilibrio determinado por las condiciones de frontera.



Capitulo 2

Canal rectangular, sistemas
hiperbdlicos

2.1. Discretizacién espacial

Tomamos la ecuacién del canal rectangular para desarrollar el método de Galerkin discon-
tinuo,

Ou | 9(g¢) _
o + . 0, (2.1)
J¢  O(H(z)u)
oy A 2.2
ot * ox 0 (22)
en el dominio
(0,L) x (0,7), (2.3)
con condiciones iniciales
u(z,0) = ((x,0) = 0, (2.4)
y condiciones de frontera
u(0,t) =0,

C(L,t) = (psin(wt).

Multiplicamos las ecuaciones (2.1) y (2.2) por una funcién de prueba v y las integramos sobre
un elemento K; = {z;,x;11} = {2, 2.} del dominio, donde z; son los nodos de la malla,

du 9gQ) ,
/Kj Uadl’ + /Kj dex = 0, (27)
oC O(H(x)u) B

Los términos que contienen derivadas en el espacio (respecto a z) los integramos por partes,

11
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/ v—dm +v(9¢) o — /K @(g(’)dx =0, (2.9)
C _— ov
/K gt @ [ G H0d =0 (2.10)

Colocaremos del lado derecho de la ecuacion la parte que ya esta integrada. Sobre ésta parte,
débido a la falta de condiciones en la solucién local y las funciones de prueba, las soluciones en
las interfaces entre elementos (x; y ) estdn multiplemente definidas y tenemos que elegir que
solucion o combinacion de soluciones es la correcta. Nos referimos a ésta o éstas, como el flujo
numérico y dependera en gran parte del problema que estemos trabajando, que denotaremos
como (g¢)* o (Hu)*, tenemos entonces las siguientes ecuaciones,

/ U%dx N /K 8_1(900595 = —(g¢)"v(z;) + (9¢)"v(x) (2.11)
3{ ov . .
Ut ax(H“)d = —(Hu)"v(z,) + (Hu) v (). (2.12)

Es posible que en una primera revision la importancia del flujo numérico no sea obvia, pero es
el punto central del método de Galerkin discontinuo y en la siguiente seccién lo trabajaremos
mas a fondo.

k

Denominamos u} a la aproximacién de la solucién u* en el elemento K;, la solucién local, lo

mismo aplica para (.

La solucién local aproximada la logramos mediante un polinomio de orden n definido en el
elemento K; de la siguiente manera,

uf (z,t) Zu (2.13)

y lo mismo para (,

CF(x, t) Zg (2.14)

Estas funciones se ubican dentro del elemento K, y los coeficientes ﬁ? no se corresponden
necesariamente a los nodos z; de la malla original (forma modal). Estas aproximaciones también
pueden escribirse como un producto punto,

up, = (" (x))" 0",

G = (#"(2))"C",
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. e 1T 2 e 2 T o
donde 0% = [af,af,...,ak]" (F= [Cg,({“,...,gﬂ y o = [pb, ok, ..., k] . Reescribimos las

’n

ecuaciones (2.11) y (2.12),

/K. v(gok)T%ﬁkdx - /K gg—z(gok)Tékdx = —(g0) v(x,) + (9¢)*v(zy) (2.15)

/K' v(wk)T%ékdx — /K H%(cpk)Tﬁkdx = —(Hu)"v(z,) + (Hu) v(zy). (2.16)

De acuerdo al enfoque de Galerkin, las funciones de prueba v las tomamos como las mismas del
espacio de soluciones, en este caso el espacio de polinomios de grado n,

v(z) = ¢i(2), (2.17)

si consideramos ¢ = 0,1,...,n entonces tendriamos n + 1 ecuaciones para un polinomio de
aproximacién de orden n. Si desarrollamos para una de las ecuaciones obtenemos,

0 Ol 2
Ao g [ g = 00 ehe) + (00 )

0 Ok .
[ ettt — [ T ¢ e = ~(00) ek ) + (90" e

0 Ok .
[ ek gitdn = [ g% N E e = (90 (o) + (06) e

J

que vectorialmente podemos escribir como,
ke T O ok D" k\T Ak x k x k
@) gtde — | g (") Chdr = —(gQ) " () + (9€) " () (2.18)
K; K; €z
lo mismo para la segunda ecuacién del canal rectangular,

X k
/| | o) gy étde— [ | O (M) H e = —(Hu) @ (o) + (Hu)' o) (219)

Retomemos la ecuacién (2.18) y consideremos las multiplicaciones de los vectores * y sus
derivadas,

1% $1¥P1 - P1¥n
A -0 L A (2.20)

| Ohes R o PRk

[ 09 & O9b & 2%5 ok

aaa:k 0 aamk 1 - 88:1:k Pn

Ok R N, B A s PN
e . . T .
gk gk ok

ool St . ook
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Por lo que reescribimos las ecuaciones (2.18) y (2.19) como,

a ~ s * *
M D 85 = (g0 (o) + (90", y (2.2
M-k St () () + () (), (2.23)
donde
M;; = | ¢llde,
y

donde s(z) toma los valores que acompanan a las derivadas en el espacio, en este caso g o H(x).

Recordemos que %ﬁk, u”, %é by é’k, no dependen de z y solo dependen del tiempo t.

Es el turno ahora de decidir quienes son los ¢;(z), para este trabajo decidimos utilizar los
polinomios de Lagrange debido a su propiedad de valer uno en su nodo correspondiente y cero
en los demas, esto es,

i(&5) = 0ijy
donde ¢; indica puntos definidos dentro de un elemento K que no fueron definidos con la malla

original y d;; la delta de Kronecker.

Discutiremos ahora casos particulares para ver como quedan las expresiones desarrolladas.

2.1.1. Elementos lineales

Consideremos el caso de un elemento lineal, esto es, n = 1, en el elemento K; = [z, z,| por lo
que tenemos las funciones de prueba po(z) = No(x) y ¢1(x) = Ny(z), definidas en coordenadas
cartesianas las podemos expresar como

T, — X

N, = 2.24

olw) = (2.24)
r—

Ny(2) = —— Ill. (2.25)

Calculemos los coeficientes de las matrices M y S para este elemento. Mas adelante estas
matrices se definiran de manera automatica y se utilizaran cuadraturas para su integracién
de modo que ya no tenga que calcularse nada de manera analitica. El integrando del primer

elemento es,
Zr _ 2
My = / (Ir—l’)de’
x| ('r"' - ./El)
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definimos [ = x,, — x; como la longitud del elemento y nos damos cuenta de que es una constante
por lo que puede salir de la integral,

1 [
Mgy = —/ (2, — x)*dr = é

2
* /.,
Es facil reconocer que Mg, = My, por lo que solo necesitamos calcular esta integral una vez,

1 [ l
M, = My, :l_Q/ (xr—:v)@—xl)dxzé,
xy

y finalmente el término que contiene a Ny N; es

1 [ l
My, = —/ (x — x)%dx =

2
I/,

por lo tanto la matriz de masa para un elemento lineal queda de la siguiente manera,

M=l {2 1} (2.26)

Soo = z% —(x, — x)dr = _g
So1 = l%/: —(x — x))dx = —g
S10 = l%/(x —)dr =
Sn:%aj@—me_%
de tal manera que la matriz de amortiguamiento es
s=417 7 (2:27)

La matriz Sy con s(x) = H(x) cambiara de acuerdo a la definicién de H(x).

Revisemos ahora los flujos numéricos. Los vectores del lado derecho que los acompanan

ey [

que por la propiedad de los polinomios de Lagrange se reducen a

b

serian [
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Ahora bien, jcémo definimos (g¢)* y (H(x)u)* en z; y x,7 Primero hacemos que el flujo numérico
dependa uinicamente de dos valores de la aproximacion en la discontinuidad, esto es,

<g¢>;—f<<; ) (@) = f(<h<x:>,ch(mi>), (2.28)
(H(z)u)s = fun) () = [ (un(z;), un(@))) . (2.29)

Sucede de la misma manera para el lado izquierdo z; del elemento K. Donde (j, y uy son las
aproximaciones locales hechas en el elemento correspondiente.

Analicemos la primera de estas ecuaciones, la aproximacién (,(x, ) se corresponde con la
aproximacién de ¢ hecha por la izquierdo de x,, esto es en el elemento K, ¢F. Por el otro lado
Ch(2;7) corresponde a la aproximacién de ¢ por el lado derecho de x,, que le corresponde a la
aproximacién de la solucion en el elemento K + 1, k“ . Ambas aproximaciones son evaluadas
en x = x,, y recordando las propiedades de los pohnomios de Lagrange, podemos ver que

Gh(zF) = QNG (@) + GENF (27) = ¢

/]fﬂ(:ck _ méc+1) §5+1Né€+1( k+1) + C{chlNkJrl( k+1) (l)chl

Por lo que los flujos numéricos se pueden reescribir de la siguiente manera,
F@twn) = f (&6
fun) (@) = f (@, ag*)
Asi obtenemos las siguientes ecuaciones,

R e [ | R

6|1 2|0t 2|1 Ci (Cu k+1>

—f
b dale] == [ G ] e

—f (u
en este caso se consider6 que H(z) = xHy/L.

Podemos despejar el lado izquierdo de las ecuaciones anteriores, y suponiendo que la inversa
de la matriz de masa existe, reescribiendo las ecuaciones como,

d

%uh = Lh(uha Ch)

%Ch = Ln(upn, Cn).
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2.2. Flujo numérico

Uno de los papeles que cumple el flujo numérico es la transmisién de informacion a través
de los elementos que no tienen conexiéon unos con otros. Si revisamos a detalle podemos notar
que las matrices de masa y amortiguamiento dependen tinicamente de los valores locales que se
encuentran dentro del elemento donde fueron calculadas, de tal manera que sin ninguna forma
de comunicacién los valores que tienen solo cambiaran internamente sin ser capaces de recibir
o transmitir informacién de dichos valores. Esto implica que no se pueda recuperar la solucién
global de las soluciones locales. A grandes rasgos, las soluciones que podriamos obtener del
método sin la presencia de los flujos numéricos, carecen fundamentalmente de sentido fisico.

Otra de las funciones del flujo numérico, de gran importancia, es garantizar la estabilidad
del método al simular el flujo de informacion de la PDE en la que se aplica.
Habiendo establecido la importancia del flujo numérico procedemos con las caracteristicas que
debe de cumplir,

= En las discontinuidades internas el flujo debe depender unicamente de dos valores de la
solucién aproximada, esto es

N

(u);] = f(uh)(‘r]) = f (uh(xj_))uh(xj—)) )

esta definiciéon es conveniente para su implementacion ya que podemos hacer funciones
“receta” para la forma del flujo que deseemos de tal manera que el mapeo (a,b) — f (a,b),
sea sencillo de evaluar sin importar la forma que tengan las soluciones locales.

» Kl flujo debe de ser consistente, esto es
fla,a) = f(a).

= El flujo debe elegirse de tal manera que cuando el método tienda a la aproximacion de
volumen finito, aproximacién constante, el método debe dar pie a un esquema mondtono.
Esto por la propiedad de dichos esquemas de estabilidad y convergencia a la solucién
exacta.

» Para que el punto anterior se cumpla es necesario requerir que nuestro flujo sea no decre-
ciente en el primer argumento, a — f (a,-), y que el segundo argumento, b — f (+,b), sea
no creciente.

A continuacion se presentan los principales flujos utilizados en ecuaciones escalares,

» Godunov:
R min f(u), sia<b
f (CL, b) _ a<u<b

i de ot d
bI%léngaf(u), e otro modo
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s Lax-Friedrichs:

A

f(a,b) = 5 [f(a) + f(b) = C(b—a)], con
C= max ()]

inf u0(z)<s<sup u0(zx)

N | —

» Engquist-Osher:
b a
Fa,b) = min (f'(s ds méx (f'(s ds
Flab) = [ min(£(s).00ds+ [ mix(7/(9).0)ds + £(0)

En nuestro caso estamos trabajando con sistemas de ecuaciones, y algunos de los flujos usados
directamente en su forma escalar (aplicados a cada ecuacién del sistema) nos conduce a solu-
ciones inestables que no convergen , por lo tanto es necesario especificar los flujos para sistemas.
Empezamos a definir el flujo numérico en el caso multidimensional como,

—

[ (un) (2.32)

que se puede ver como un flujo unidimensional aplicado a la normal de la frontera donde se esta
aplicando. A continuacién profundizaremos en los diferentes elementos que lo componen para
poder ganar un mayor entendimiento del mismo. Si consideramos dos elementos adyacentes K+
y K~, con x un punto en la frontera que comparten ambos elementos de los cuales los vectores
normales nx+ se encuentran bien definidos, establecemos que,

uf (z) = limuy, (v — eng=)
el0
que son los valores de la aproximacion de u por la izquierda o la derecha y que llamaremos
las trazas de u;, del interior de K*. Asi como para el caso unidimensional, donde el flujo en la
discontinuidad dependia solo de dos valores, en este caso hacemos que dependa de las trazas en

la discontinuidad x, esto es,
fong (un) (2) = f-ng (uwy (2), uf (2)) (2.33)
al que, como en el caso unidimensional también pedimos que sea consistente,

fny (a,a0) = f(a) - ng—,

también queremos que en la aproximacién constante, la discretizacion espacial de Galerkin
discontinuo devenga a un esquema mondtono de volumen finito, esto se logra cuando exijimos
que el flujo numérico sea conservativo,

—

Ty (@) (@) + T -nf (uf (@), (2)) = 0,

junto con las condiciones de crecimiento y decrecimiento, similares a las condiciones unidimen-
sionales. Los flujos son similares al caso unidimiensional con la cualidad de ser multiplicados
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por el vector normal.

Para continuar el camino hacia la definiciéon de un flujo numérico adecuado para nuestro pro-
blema de varias variables dependientes, el sistema del canal rectangular, definimos primero
los operadores de promedio {-} y de salto [-], estos operadores son usados normalmente en la
descripcion de problemas elipticos, estos son,

1
{up} = 5 (uz +u,:), y

[un] = ufng— + uy, nge+.
Cuando trabajamos con sistemas multidimensionales hiperbdlicos, una elecciéon conveniente es
el flujo Lax-Friedrichs local, debido a que es facilmente aplicado a cualquier sistema hiperbdlico,
es sencillo de calcular y en general brinda buenos resultados. Recordemos que para estos casos
u es un vector y f(u) es una matriz, de tal manera que definimos el flujo como,

fy ) = )} = 5 ()]

donde j indica que nos referimos a la j-ésima fila del vector (o matriz).

En (Cockburn y Shu, 2001), mencionan que es posible aplicar el método de Galerkin dis-
continuo de manera sencilla a ecuaciones hiperbdlicas de alto orden (por ejemplo la ecuacién
de onda, us — c*ug,) si las reescribimos como un sistema de ecuaciones de primer orden de la
siguiente manera,

U, +V-F(U) =0,

~fj (s 9

u cq 0

con

que se ve como el siguiente sistema (considerando un problema en una dimensién),
qt — Uy = 07
2
Ut — C (y = 07

si observamos es muy similar a nuestro sistema del canal rectangular en las ecuaciones (2.1) y
(2.2), el cual podemos reescribir de la siguiente manera

Ut + Cx =0
G+ cAu, =0
con ¢ = /hpg asumiendo en este caso que H(z) = hy, es constante. Si desarrollamos nos encon-

tramos que los flujos que tenemos que calcular son é y 2 que podemos encontrar facilmente
utilizando el flujo numérico F' (U), por ejemplo, al flujo Lax-Friedrichs del término anterior le
corresponden,
: ]
G ={C}+ 5

[un)]

Fin =} + ¢
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2.3. Discretizacion temporal, el método de Runge-Kutta

Discretizamos nuestro sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias por medio del siguiente

método RK:
1. Hacer ugo) = ugn) y C,(LO) = ,(ln).

2. Parai=1,...,v calcular las funciones intermedias:

i—1
ugf) = Z (ailug) + @‘zAtLh(Uh 7Ch )) )
1=0

i1
;(f) = Z <04le}1 + leAtLh(Uh ; i&”)) :
1=0

(n+1) _

3. Hacer u;" " = uh y C (1) (V).

El RK de orden 1 es un Euler hacia atras
d = 4 4 AL, ),
Presentamos también las expresiones para RK de orden 2,
ug) = uglo) + AtLh(u(O), }(LO)),

2 1 0 1 1 1 1

y para RK de orden 3,
ug) = ugo) + AtLh(u(O) C(O)),

3 1 1
uf? = Sl )+ A, o),

1 2
uf’) 3u§lo)—|— 3uh ) + AtL (uﬁf), ,(12)).

El mismo método en sus diferentes ordenes se utiliza para actualizar la solucién (.

2.4. Condiciones iniciales

Las condciones iniciales las discretizamos de la siguiente manera,

/K wn(, 0)o(z)dz — / ()0 () de, (2.34)

K

donde recordamos que uy, es la expansion en x de la aproximacion de la solucion local, esto es

= Zﬂz(o)%@)
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Caso lineal

Considerando de nuevo los polinomios de Lagrange, y el caso de n = 1 tenemos entonces el
siguiente resultado para obtener los coeficientes modales de las condiciones iniciales,

e 8] o e

donde los valores del lado derecho dependen claramente de la funcién de las condiciones iniciales.

2.5. Condiciones de frontera

Utilizaremos las condiciones que encontramos en las ecuaciones (2.5) y (2.6) para desarrollar
el tratamiento que estas reciben en el método de Galerkin discontinuo. Nos concentramos en
el elemento del extremo izquierdo, donde tenemos que u(0,¢) = 0, la cual es una condicién de
tipo Dirichlet. Calculamos entonces el flujo numérico en el nodo x = 0 que es donde se aplica
la condicion de frontera,

Fup) (0) = f (u(0),uf (0))

donde u;” como ya sabemos corresponde con la aproximacién por el lado derecho de u. Podrd
notarse que para el lado izquierdo no se utilizo el subindice h débido a que no usamos la
aproximacién en ese punto, sino que utilizamos el valor conocido de u dado por la condiciéon de
frontera, de tal manera que tenemos,

u (0) = u(0,1)
con lo que las ecuaciones que la incluyan quedan bien definidas.

Ahora encontramos que no tenemos informacion de ( en el lado izquierdo, para solventar
este problema usaremos un nodo fantasma a la izquierda de x = 0, que denotaremos como x_;
aunque no necesariamente se encuentre en r = —1 y extrapolaremos de manera lineal el valor
que tiene ahi de la siguiente manera,

((z-1) =20(z = 0) = ((z = 1)
y utilizamos este valor como (~ dentro del flujo numérico que lo utiliza
FO© =F(¢.¢)-
La aproximacién por la derecha esta bien definida en este caso.

Asi aplicamos las condiciones Dirichlet en cualquiera de los extremos de nuestra malla.
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2.6. Ejemplos

Trabajaremos tres ejemplos diferentes de la funcién H (z) para presentar los resultados. Uno
de ellos sera un problema de valores inciales y los otros dos un problema de valores en la frontera.
Los tiempos en los que se muestran los resultados dependen del comportamiento que se espera
ver para cada ejemplo.

2.6.1. Fondo constante

A este ejemplo le corresponde la siguiente funcion para la profundidad,
H(l’) = HQ,

y en la figura 2.1 podemos apreciar un esquema del modelo. Para este ejemplo trabajamos un

Figura 2.1: Esquema del canal rectangular con fondo constante

problema de valores iniciales y consideramos una frontera periddica. Las condiciones iniciales
estan dadas por,

U(z,0) = exp (—0.5(x _ L/2)2)
4(37, O) = exp (—0_5(3; _ L/2)2)

2.6.2. Fondo inclinado

En este ejemplo la funcién que describe el fondo (o la profundidad) es
o $H0
=

En la figura 2.2 se muestra el diagrama de este modelo. Para este relieve resolvemos el problema
de valores en la frontera con las condiciones (2.5) y (2.6). En este caso nos interesa la solucién
cuando se encuentra proxima al extremo izquierdo.

H ()
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Figura 2.2: Esquema del canal rectangular con fondo inclinado

2.6.3. Fondo con discontinuidad

Para este ejemplo la funcién que nos describe el relieve del fondo la podemos escribir como,

Figura 2.3: Esquema del canal rectangular con fondo discontinuo

en la frontera de la seccion 2.6.2. En este ejemplo nos interesa la solucién cuando se encuentra
adelante (considerando de derecha a izquieda) de la discontinuidad.
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2.7. Resultados

Primero mostraremos las soluciones obtenidas en distintos tiempos para los diferentes ejem-
plos.

2.7.1. Fondo constante

En la figura 2.4 podemos apreciar los resultados obtenidos de la secciéon 2.6.1, su compor-
tamiento es, como cabe esperar, igual a la solucién de un pulso de la ecuacién de onda, que son
dos ondas viajeras en sentidos contrarios de la misma forma pero de menor magnitud.

1

T T
Condiciones iniciales
T=5000s
0.9 - T=10000s T
T=15000s

0.8 e
0.7 e
0.6 | .
~o05 | ]
0.4t e
03} ]

0.2 | f

0 L L L -

0 100 200 300 400 500 600

X

Figura 2.4: Resultados del canal rectangular con fondo constante a diferentes tiempos

En la figura 2.5 podemos observar la comparacion en 7' = 10000s con la solucién exacta al
mismo tiempo

2.7.2. Fondo inclinado

Los resultados de 2.6.2 se encuentran en la figura 2.6. De acuerdo con el modelo reportado en
[1], 1a longitud de onda de cada “ola” se reduce al acercarse al lado izquierdo menos profundo,
mientras que la amplitud va aumentando, este comportamiento se observa en la solucion,
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T
Analitica
Numérica

0.45

0.4

0.35

03

0.2

0.15 |

0.05

Figura 2.5: Comparacion de la solucién numérica y la solucion exacta

0.0015 . . . .

T
T=10000s —+—
T=25000s —*—
T=50000s
T=75000s

0.001 [ b

= AN

-0.0005 |-

-0.001 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

Figura 2.6: Resultados del canal rectangular con fondo inclinado a diferentes tiempos

2.7.3. Fondo discontinuo

En la figura 2.7 encontramos los resultados de la seccion 2.6.3, el comportamiento esperado
de acuerdo al desarrollo mostrado por Billingham en [1], es que la amplitud de la onda incidente
del lado donde la profundidad es menor aumente respecto a la amplitud en la zona de mayor
profundidad, que corresponde a los resultados mostrados en la figura 2.7. Los valores irregulares
en la solucién obtenida en 7' = 25000s (curva verde) se encuentran al rededor de la discon-
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0.0006

T T T T T
T=10000s ——
T=250005 ——
T=40000s
0.0005 |- —
0.0004 | f -
f 3
0.0003 | %

0.0002 |-

0.0001 |-

-0.0001

-0.0002

X
-0.0003 %
%
-0.0004 -
I I I I

-0.0005

Figura 2.7: Resultados del canal rectangular con fondo discontinuo a diferentes tiempos

tinuidad, y al no recibir un tratamiento especial en este punto la soluciéon intenta mantener
sus propiedades por lo que se observa ese comportamiento, sin embargo la solucién general no
propaga este error y en 7" = 40000s (curva azul) el comportamiento erratico al rededor de la
discontinuidad disminuye siendo apreciable unicamente con un acercamiento a los datos.

2.7.4. Convergencia respecto a la malla

En la figura 2.8 se muestra la convergencia de la soluciéon de acuerdo al refinamiento de la
malla utilizando el problema de la seccién 2.6.2 en T' = s, las simulaciones se realizaron con
100, 300, 700 y 1000 nodos, puede verse como a través del refinamiento de la malla la solucién

no sufre de grandes cambios ni de fase ni amplitud como uno esperaria si el método no fuera
convergente.

2.7.5. Resultados con otros flujos numéricos

Como se ha mencionado, la eleccién del flujo numérico es crucial para el método, si el flujo
no es el correcto se obtienen resultados que carecen de sentido, por lo tanto, a continuacién y
por completez se muestran resultados con un flujo numérico central a ¢ = 1000s en la Figura
2.9, t = 10000s en la Figura 2.10 y para resaltar el hecho de que la solucién pierde relacién con
la realidad también mostramos un resultado a t = 50000s que se puede observar en la Figura
2.11. Se hacen comparaciones con un flujo Lax-Friedrichs local a los mismos tiempos. Es preciso
notar que a los 50000s los valores de la altura de la superficie libre obtenidos con el flujo central
rondan los 200km mientras que los valores esperados y los obtenidos con el flujo Lax-Friedrichs
local son de el orden de 10™*km (centimetros), estos tltimos valores parecen constantes y cero
cuando se comparan con la solucién del flujo central.
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Figura 2.8: Convergencia de la solucién al refinar la malla

2.7.6. Tiempos de ejecucion
En la tabla 2.1 se muestran los tiempos promedio de las ejecuciones para 300 y 600 nodos a

10000s, 50000s y 100000s del sistema. Los datos se obtuvieron con el comando time de linux,
haciendo 10 ejecuciones de cada caso y promediando los tiempos obtenidos.

Tabla 2.1: Tiempos promedio de ejecucion.

T =10000s T = 50000s T = 100000s
300 nodos 0.0813s 0.3752s 0.7037s
600 nodos 0.2989s 1.4280s 2.7855ss

Las ejecuciones se realizaron en un procesador Intel (R) Core(TM) i5-6300HQ CPU @ 2.30GHz

de cuatro nicleos y un hilo por nicleo.
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Figura 2.10: Comparacién del flujo central y Lax-Friedrichs local a 10000 segundos
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Figura 2.11: Comparacién del flujo central y Lax-Friedrichs local a 50000 segundos



Capitulo 3

Capas de Ekman, operador de difusion

3.1. Discretizacién espacial

Retomando las ecuaciones de las capas de Ekman

ou

ot
ov

0z

ot

0

0 ou
e (Az§> - fva

v

(3.1)

(3.2)

Este par de ecuaciones se pueden reescribir como un sistema de ecuaciones de primer orden si
introducimos las variables auxiliares

de tal manera que se obtiene

_ _Ou
H= 0z
_ o
= 0z
ou
H + % = 07
0(Au)
82 - fv7
ov
n + & - 07
0 (A.m)
0z —fu

(3.5)

(3.6)

Ya que tenemos este sistema, nos es posible apreciar que cada una de las variables pertenece
a R por lo que, siguiendo con el esquema de Galerkin discontinuo, podemos multiplicar por la

30
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misma funcién de prueba w a todas las ecuaciones e integrar,

/ +@ w =70
K ILL az - Y

ou 0 (An) B
/K<E+ I~ —fU)ZU—O,

v 0(A.n)
- + + fu ] w=0.
/K <8t 0z /
Separando los términos e integrando por partes los términos con derivadas en el espacio,

/wudz—/wzudz+/ n(u) wdz =0
K K oK

/wutdz—/ szzudz+/ ﬁ(AZ,u)*wdz:/wfvdz
K K oK K

/wndz—/ wzvdz—l—/ n(v)* wdz =0
K K oK

/wvtdz—/ wZAzndz+/ ﬁ(Azn)*wdz:—/ w fudz
K K oK K

Ahora representamos las soluciones locales para u, pu, v y n en términos de la base local de
polinomios de orden N,

up(z,t) = Zﬂi(t)w(z),

pn(z,0) = > () (2),

m(t) = 3 abe(:),

por lo que podemos expresar las soluciones como productos punto,

up(z,t) = p(2)u’ (1)

pn(2,) = @(2)p" (1),

un(2,t) = @(2)v7 (1
(2)

2)vI(t)
mh(z,t) = @(z)n" (1),

Y
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con 9(2) = [o(2)1(), - on (), u(t) = [Ao(t), -], w(t) = [olt), - i,
v(t) = [0o(t), 01, ..., oy y n(t) = [no(t),n, ..., fn]. Ahora dentro de nuestro esquema con-
sideramos que w(z) = ;(z), con lo que obtenemos los siguientes sistemas,

[ enlen = [ (o). el s+ [ i (u)"dz =0
| ea@eEu 0t [ (). e 0d+ [ e =0

[ enen 0z = [ (et el dz+ [ i) dz =0

/K vo(z)p(2)uf (t)dz — /K (vo(2)), (2)A.p” (t)dz + /8 woit (Aop) dz = [ @olz)p(z) fv7 (t)dz

K

J
/Ksol(zw(Z)utT(t)dZ—/K(%(Z))zSO(Z)AzMT(t)dZJr/a som(Azu)*dZZ/isol(Z)SO(Z)fVT(t)dZ

K

/K on(2)p(2)ul (t)dz - /K (on(2)). (=) AT (£)dz + /a i (A" dz = / on(2)p(2) V7 (1) d

O OO ETE D+ [ i (o) dz =0
| om0 [ Ozt [ i) dz =0
[ exrem’ iz~ [ (ot D+ [ w0 dz =0

| oot = [ o). elan’ O+ | (A ds = -
| et 0= [ (). e AnT0a+ [ oA’ iz = -

| en@en 0~ [ (ene. o An" W+ [ exiam)’ s == [ onpl T 0
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Que se sintetizan en los siguientes sistemas

Mp”(t) = S,u’ (t) + F(u) = 0
Muy (t) = Sup’ (t) + F (Ap) = fMVT (1)

y
Mn”(t) — S, v (t) + F(v) =0 (3.9)
Mv; (t) = S,n" (t) + F (A.n) = —fMu’ (¢) (3.10)
M;; = K%(z)%‘(z)dza
Saij = /K sa(z)a%iiz) ©;(2)dz,
y

F(u) = /8 EO0;

Presentamos el caso de elementos lineales como ejemplo,

3.1.1. Elementos lineales

Consideramos de nuevo los polinomios de Lagrange de grado n = 1, de tal manera que
tenemos po(x) = No(x) y p1(z) = Ni(x) con

T, —x

No(x) =

T, —x

r — T

Nl(l') =

xr_xl.

Calcularemos los coeficientes de las matrices de masa y amortiguamiento.

Podemos observar que la matriz de masa es la misma que se calculé en el capitulo 2, por lo

tanto,
[2 1
L]

Ahora calcularemos un par de las matrices de amortiguamiento, S, y S,. En este caso los
coeficientes que acompanan a las funciones de prueba y sus derivadas dentro de las integrales
son constantes, por lo tanto es facil ver (de acuerdo al procedimiento visto en el capitulo 2) que
dichas matrices adquieren la forma,
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Az _1 _].
S“_7[1 1]

Los flujos numéricos son acompanados de nuevo por los siguientes vectores,

Rt ]

que por deficién de los polinomios de Lagrange adquieren la forma final de
0 1
1 Y o]

Recordamos que los flujos numéricos, en este caso, (u)*, (v)*, (A.u)* y (A.n)", deben es-
tar definidos solo por dos valores de las aproximaciones en la discontinuidad. Debido a las
propiedades de los polinomios de Lagrange, las aproximaciones por la izquierda y por la derecha
dependen solo del valor que les corresponde en ese nodo, de la siguiente forma,

(W) = flun) (@) = f (wn(ay),unla)) = f (Wb uf)

(Az,u)* = ]E(Az:uh)(xl) = ]E<A2Mh($l_)> Azuh(x?_)) = f (AZ#If_la Azﬂlg) .

Teniendo todos estos ingredientes podemos reescribir las ecuaciones originales de la siguiente

manera, ] A
L2 1] [ao) _ L [=1 —1] [ao] F(ud ™" uf)
61 2] | 201 1| |n —f (u’f,u’&“) ’
L2 1] 0 [ag]  A: [-1 —1] [ao] | [ f (A Al) ] | fL[2 1] [o0
G 9 Ll — o ol T f k K1y | T 5ol
6 |1 2| 0t |u] 2 1 1] |m —f (A, At 6 |1 2| |0

Si consideramos que la inversa de la matriz de masa (M™!) existe, entonces reescribimos las

ecuaciones como,
. -1 N Pook—1 &k
o] 62 1 1[-1 —1] [ao f(ui™ ub)
ol _ 2 - . ) 11
M 1[1 2} (2 Do ] TS by (3-11)

o [a 62 11" /A, [-1 —1] [x FALEY Ak )
— |t =2 = ol | (A S Aai) 1Y pfoo) g )
ot |t Ll 2 2 1 1 H1 _f (AZMDAZMO ) U1
Estas ultimas son un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y las podemos sintetizar
como

MUy = Kh (uh) s (313)

0
auh = Lh ([Lh, Uh) . (314)
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3.2. Flujos numéricos

Ya en el capitulo 2.2 se hizo mencién de la importancia del flujo numérico, ahora presentare-
mos de manera directa el flujo que utilizamos para estos problemas, en particular el problema
de difusién. Podriamos utilizar por ejemplo el flujo Lax-Friedrichs de la siguiente manera,

F () = ()} + o),

la parte que incluye el operador de salto hace referencia a procesos de “up-winding” (aquellos
procesos que tienen una direccién preferencial), y en problemas que son escencialmente difusivos
estd parte no contribuye al flujo numérico por lo que podemos utilizar el flujo promedio o central,

f(un) = {f(un)}-
De esta manera tenemos que los flujos a utilizar en nuestro problema, usando de ejemplo a (u)*
v (A.p)", son
~ 1 _
f(u)={up} = 3 (uh —i—uZ), y

F(Ap) = {Am) = 5 (o + 7).

3.3. Discretizacién temporal

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes lo resolvemos con el método de
Runge-Kutta de variacién total decreciente (TVD, por sus siglas en inglés), como lo hicimos en
la seccion 2.3, con una ligera modificacién por la aparicién de los términos p y n que no tienen
derivadas respecto al tiempo,

(0) (n) (0) (n)

1. Hacer w;,” = u, " y v, =v, " .
2. Para 1 =1,...,r calcular las funciones intermedias
' i—1
uﬁf) = (ailug) + ﬁiZAtLh (,ug), ?}](j)>> s
1=0
‘ i—1
v,(f) = <ailv,(ll) + BuAtLy, (n,(ll), u(l)>> :

1=

[en]

Actualizar p y n con sus ecuaciones correspondientes,

0 = K, (v,(f)) ‘

3. Hacer ugnﬂ) = ug/) y vénﬂ) = U,S”).

4 Hacer Iu;anrl) _ ILLEIV) y n}(anrl) _ 77’(7‘1/)
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3.4. Condiciones iniciales

Como en las secciones anteriores el proceso para discretizar las condiciones iniciales y ade-
cuarlas a nuestro método es muy similar al visto en el capitulo 2,

/K un(, 0)o(z) = / wo(2)v(z)de,

/K (e, 0)0() = /I; po(@)v(@)da,

con uy v pp, las aproximaciones de la solucion locales,
un(x,0) = Y i (0) @i (),
i=0

pun(,0) = Z f1i (0) i () .

Del lado izquierdo quedard la matriz de masa, mientras que el lado derecho depende de la
funcién ug(z), y recordamos que la definicién de la variable auxiliar es p = —g—z y por lo tanto
la ecuacién para obtener las condiciones iniciales para u las obtenemos con,

/K fin(,0)0(z) = — / Do (x)v(x)dx.

K ax

3.5. Condiciones de frontera

Para las condiciones de frontera utilizamos las mismas utilizadas por Frank et al. [4] para
casos donde existe la variacion temporal, para explicar el proceso adoptaremos su notacion, de
tal manera que utilizamos up para referirnos a las condiciones tipo Dirichlet, y gy para las
condiciones tipo Neumann. Para los elementos internos los términos

/aKﬁ(v)* wdz, 'y (3.15)

/wvtdz—/ wZAzndz—l—/ i (A.n)" wdz (3.16)
K K oK

se encuentran bien definidos, como se vio en la seccion 3.2.

3.5.1. Condiciones tipo Dirichlet

Para el término (3.15) en vez de calcular el flujo como lo indica la seccién 3.2, lo reemplazamos
directamente por up.
Con el término (3.16) utilizamos una de las trazas de A,py, en especifico nos referimos a A, 1,
y sustituimos el flujo numérico por dicho valor, que podemos ver corresponde al nodo que se
encuentra en la frontera con condiciones Dirichlet.
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3.5.2. Condiciones tipo Neumann

La aplicacion de este tipo de condiciones es muy similar a las anteriores.
Para el primer término, (3.15), tomamos la traza interna de wuy, esto es, el valor de uy, en el nodo
que encuentra en la frontera tipo Neumann y lo sustituimos directamente por el flujo numérico
sin calcular nada mas.

Para el segundo término, (3.16), sustituimos el flujo numérico directamente por el valor de
la funcion gy, de igual manera sin hacer uso de alguna funcién de flujo numérico.

3.6. Ejemplos

3.6.1. Capas de Ekman superficiales

Para mostrar los resultados utilizaremos una serie de problemas descritos en Advance Ocean
Modelling [7] sobre las capas de Ekman. Para ello consideremos una columna de agua de 500m
de profundidad. Tomamos como pardmetro de Coriolis a f = 1 x 107%s7!, que le corresponde
a latitudes medias del hemisferio norte (43°). Tenemos condiciones iniciales iguales a cero, esto
es, la columna de agua que consideramos estd inicialmente en reposo. Y el modelo es forzado
mediante una corriente de viento proveniente del sur con un esfuerzo de 7, = 0.5Pa. La simu-
lacién considera cinco dias (432000s) y la magnitud del esfuerzo del viento aumenta linealmente
desde cero hasta su valor total durante los dos primeros dias para poder evitar la aparicién de
oscilaciones inerciales fuertes.

Hay que considerar que el esfuerzo producido por el viento entra a nuestro esquema como
condiciones de frontera tipo Neumann de la siguiente manera,

ou(0 Ty
(o) = 4.5
ov(0 T,

En la descripcion del problema no mencionan las caracteristicas de la frontera en el fondo, asi que
consideramos que se encuentra con el fondo marino y utilizamos condiciones de no deslizamiento
por lo que las condiciones que tenemos son de tipo Dirichlet,

u(500) = Oms ™,
v(500) = Oms~".

De esta manera tenemos definido el problema completamente. Haremos el ejercicio para dos
coeficientes de difusividad turbulenta diferentes,

n A, =5 x1072m?2s7 L.

n A, =4 x1073m2s7 L.
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3.6.2. Promedios

Retomando los datos de velocidades (u y v) obtenidos en el ejercicio anterior, calculamos el
promedio de las velocidades y la comparamos con la direccion del viento, la teoria sugiere que
la direccién del promedio de las velocidades debe ser perpendicular a la direccién del viento, a
la derecha en el hemisferio norte y la izquierda en el hemisferio sur.

3.6.3. Hemisferio sur

Repetimos algunos de los calculos hechos en los ejemplos anteriores pero ahora con f =
—1 x 10*s7! que corresponde a aproximadamente 43° de latitud en el hemisferio sur.

3.7. Resultados

3.7.1. Capas de Ekman superficiales

En la Figura 3.1 se muestra la espiral de Ekman para el primer caso asi como los valores que
tienen ambas componentes de la velocidad a través de los primeros 100m que es la zona afectada
por este fenémeno, la llamada profundidad de la capa de Ekman definida como la profundidad
a la que la velocidad se ha reducido a un 4 % de su valor en la superficie y que se calcula como

(SE:W“Q‘AF,

en la Figura 3.2 se muestran los resultados del segundo caso.

3.7.2. Promedio

En la Figura 3.3 se muestra la espiral de Ekman en color morado, junto con un vector
que indica la direccion del viento utilizada hacia el norte y otro vector que indica la velocidad
promedio sobre 100m de la columna de agua con direccion a la derecha de la direccion del viento.
De acuerdo con la descripcién del ejemplo de la seccion 3.6.2 la teoria indica que este vector

debe ser perpendicular a la direccién del viento, sin embargo el angulo entre ambos vectores es
de 106°.

3.7.3. Hemisferio sur

En la Figura 3.4 se muestra los resultados del primer caso del ejercicio 1 pero con un
parametro de Coriolis para el hemisferio sur. Se puede observar que la espiral ahora se ex-
pande hacia el lado izquierdo (al contrario que la espiral en el hemisferio norte con las mismas
condiciones que se abre hacia la derecha). Si obtenemos el promedio de las velocidades podra
observarse que la prediccién hecha por la teoria también es correcta ya que este vector promedio
apunta hacia la izquierda de la direccion del viento con un angulo entre ambos vectores de 100°
y se puede apreciar en la Figura 3.5.
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Figura 3.1: Resultados a 100m de las capas de Ekman superficiales, primer caso.
3.7.4. Convergencia

Los problemas de difusién necesitan de elementos de érdenes mayores para poder ser con-
vergentes con el método de Galerkin discontinuo, como se pone de manifiesto en la Figura 3.6
dénde se utilizaron elementos constantes para la simulacién y al ir refinando la malla la solucion
sigue “decreciendo” y aun en el caso de 900 nodos no alcanza el orden de magnitud de las
soluciones con elementos de mayor orden.

Si usamos elementos lineales o cuadraticos podemos ver como el método si converge (ver
figuras 3.7 y 3.8) ya que al refininar la malla la solucién no sufre cambios bruscos y muchos valores
coinciden. El refinamiento se hizo utilizando 100, 300, 600 y 900 nodos. En el caso lineal se puede
observar un comportamiento con grandes saltos, producto del método intentando mantener el
comportamiento de espiral con pocos elementos de primer orden, que aun asi la sigue, este
comportamiento disminuye al aumentar el nimero de elementos, pero se sigue manteniendo en
menor medida en las zonas de mayor curvatura. Los elementos cuadraticos no parecen mostrar
ninguno de los problemas anteriores, es de esperar que elementos parabdlicos puedan ajustarse
a las zonas con mayor curvatura mejor que elementos lineales. Hay que mencionar que existen
esquemas de Galerkin discontinuo para ecuaciones de difusion que tienen soluciones convergentes
y que sin embargo no se corresponden con la solucién verdadera. La solucion a la que convergen
también varfa con el orden de las soluciones usadas, como lo muestran Cockburn y Shu en [3]. Por
ello se muestran en la Figura 3.9 las soluciones obtenidas con elementos lineales y cuadraticos
con 900 nodos, donde podemos apreciar que en ambos casos convergen a la misma solucion.
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Figura 3.2: Resultados a 100m de las capas de Ekman superficiales, segundo caso.
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Figura 3.3: Promedio de las velocidades, no es perpendicular a la direccién del viento.
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Figura 3.4: Resultados a 100m de las capas de Ekman superficiales, primer caso, en el hemisferio
sur.
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Figura 3.5: Promedio de las velocidades, no es perpendicular a la direccién del viento pero se
aproxima, hemisferio sur.
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Figura 3.6: No convergencia del método de Galerkin discontinuo en problemas de difusién
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Figura 3.7: Convergencia del método de Galerkin discontinuo en problemas de difusion, elemen-
tos lineales
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Figura 3.8: Convergencia del método de Galerkin discontinuo en problemas de difusion, elemen-
tos cuadraticos
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Figura 3.9: Comparacion de la solucion lineal y cuadratica



Conclusiones y trabajo futuro

= El método es estable y convergente para los casos de sistemas hiperbdlicos y ecuaciones
de difusién. Los resultados obtenidos corresponden con los predichos por la teoria.

» La dependencia del flujo numérico es enorme. Con el flujo incorrecto se obtienen soluciones
que carecen de sentido fisico y més atun de sentido alguno.

= La eleccion del flujo numérico debe tomar en cuenta la ecuaciéon con la que se trabaja, si
es posible con la ayuda de un analisis cualitativo previo.

= El trabajo a futuro tiene dos caminos a seguir:

e Un paso natural seria trabajar en problemas de mayor dimensién, esto es, proble-
mas en dos y tres dimensiones, asegurando el correcto funcionamiento de todos los
componentes del método.

e Durante el desarrollo se nota que para cada elemento solo se necesita cierta cantidad
de informacién del paso anterior, y que los pasos internos del Runge-Kutta generan la
nueva informacion que necesita el elemento antes de la actualizacion. Teniendo esto
en cuenta, es natural pensar que en cada instante de tiempo es posible resolver cada
elemento por separado. Esto conduce a la paralelizacion del método, aprovechando
los recursos de computadoras multinicleo o GPU’s para acelerar el procesamiento.
Es posible abordar este problema en un futuro cercano empezando desde lo imple-
mentado en este trabajo.
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