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Introduccion

Los esquemas de Hilbert fueron definidos en un contexto general en los Eléments de géométrie algébrique,
o EGA, un tratado de 8 partes sobre Geometria Algebraica escrito por Alexander Grothendieck, y que fue
publicado entre 1960 y 1967.

A grosso modo, los esquemas de Hilbert son espacios de pardmetros cuyos puntos cerrados corresponden a
subesquemas de un esquema con polinomio de Hilbert fijo. Si el polinomio de Hilbert es constante, entonces el
esquema es llamado esquema de Hilbert de puntos. Uno de los esquemas de N puntos mas estudiados es sobre
el plano proyectivo complejo P2, el cual denotaremos por H" (P?). A pesar de que hay una gran cantidad de
resultados sobre su estructura, existen demasiados problemas de clasificacion y cdlculos explicitos no resueltos.
Muchos de estos tienen que ver con calcular grupos de cohomologia y funciones de Hilbert donde intervienen
estos esquemas. El objetivo principal de esta tesis fue aplicar este tipo de cdlculos sobre foliaciones en P? con
singularidades aisladas.

Recordemos que un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

D= f(yz)
(%) =
& = g(y,2)

donde f(y,z),8(y,z) € C[y, 7], se puede interpretar como un campo vectorial polinomial v = f(y, z) a% +8(»,2) 3%
en C2. Las soluciones de (), son curvas que son tangentes a este campo vectorial en cada punto de sus trayec-
torias. El teorema de Existencia y Unicidad de ecuaciones diferenciales holomorfas nos garantiza que por cada
punto g € C? pasa una tnica solucién o de (x) satisfaciendo la condicién inicial 6(0) = ¢ salvo en los pun-
tos singulares, es decir, los puntos donde f'y g se anulan simultdneamente. En general, no se pueden encontrar
explicitamente las ecuaciones de las soluciones. Por esta razén, los campos vectoriales polinomiales en el plano
complejo han llegado a ser muy estudiados por un gran nimero de matemaéticos y fisicos desde finales del siglo
XIX. Ante la imposibilidad de encontrar soluciones explicitas de las ecuaciones diferenciales, desde diferentes
puntos de vista se comenzo a estudiar los comportamientos cualitativos de las soluciones y a clasificar dichas
ecuaciones de acuerdo a sus propiedades globales.

Una forma de estudiar estos comportamientos es compactificar el plano afin para obtener una foliacién

holomorfa sobre el plano proyectivo P?. En este contexto, uno puede usar técnicas de geometria algebraica

XI
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para obtener resultados sobre el comportamiento de las soluciones y sobre propiedades globales de los campos
vectoriales.

Nosotros nos enfocamos en estudiar foliaciones de grado d > 2 por curvas sobre P> con singularidades
aisladas. Por tanto, cuando hablemos de foliaciones de grado d, si no especificamos lo contrario, nos referiremos
a foliaciones de grado d > 2 con singularidades aisladas sobre P2.

Usamos fuertemente las caracterizaciones dadas por Campillo y Olivares en [COO1] y que tienen sus an-
tecedentes en [GMKS89] por Gémez-Mont y Kempf. Los autores en [COO01] probaron que una foliacién de
grado d diferente de uno sobre P? esté tinicamente determinada por su subesquema singular, por lo cual, en
este mismo articulo, dan caracterizaciones del subesquema singular proveniente de una foliacién. Sin embargo,
exponer la existencia de foliaciones no es trivial.

Por otro lado, el esquema singular de una foliacién puede verse como un elemento en el esquema de Hil-
bert de d” 4 d + 1 puntos sobre P2 Por la unicidad dada por Campillo y Olivares y la propiedad universal del
esquema de Hilbert, podemos definir un morfismo de esquemas inyectivo entre el espacio de foliaciones con
singularidades aisladas y el esquema de Hilbert de puntos sobre el plano proyectivo complejo. Por las mismas
caracterizaciones dadas por Campillo y Olivares, se puede ver que este morfismo no es sobreyectivo al con-
siderar elementos (ideales) monomiales en el esquema. Por esta razén, uno de nuestros objetivos particulares
es estudiar la imagen de dicho morfismo y por el cual, una de las partes principales de nuestro trabajo fue
dar métodos efectivos y programables computacionalmente para determinar condiciones en los elementos del
esquema de Hilbert de d> +d + 1 puntos que correponden al esquema singular de una foliacién de grado d

obteniendo el siguiente resultado:

Teorema (4.1). Dadod >2y I € H@+d+1 (P2) un ideal de interseccion local completa, sea Ay el subes-
quema asociado al ideal I de P?. El subesquema /Vm es el subesquema singular de una foliacion de grado d

si 'y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existen tres polinomios f1,f>, f» de grado d + 1 linealmente independientes en I, y d + 1 es el grado

minimo con esta propiedad.

2. El niimero de Betti B, 4.2 de la resolucion graduada del médulo M = % es diferente de cero.

3. La dimension de C—espacio vectorial generado por las entradas de una columna de grado 1 de la

presentacion @, en la resolucion graduada de M es tres.

Ademds, existe un algoritmo que calcula las ecuaciones de la 1—forma que define a la foliacion de grado

d sobre P2,

Este teorema y el método programable mencionado, nos permitirdn tener una herramienta para estudiar
problemas importantes de clasificacién y existencia en la teorfa de foliaciones en P2, comenzando por dar
ejemplos de foliaciones con una tnica singularidad, es decir, foliaciones con nimero de Milnor d? +d + 1.
Para d > 2, existen varios trabajos relacionados a este tipo de foliaciones (por mencionar algunos [Alcl8,
Alcll, CDBM10]), por ejemplo, en [CDBM10] los autores prueban que, salvo conjugacion, sélo existen 4

foliaciones con una unica singularidad, pero en general, se desconoce.
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Otro problema de existencia importante que estd relacionado con el mencionado anteriormente, es dar
ejemplos explicitos de foliaciones sin hojas algebraicas con una tnica singularidad. Este es un problema de
existencia muy importante de foliaciones holomorfas sobre P? ya que actualmente se conocen muy pocos
ejemplos. De hecho se sabe por el teorema de Jouanolou y Neto (Ver [JouO6]) que el conjunto de foliaciones
sin hojas algebraicas es un abierto denso en el espacio de foliaciones, lo dificil aqui fue demostrar que dicho

conjunto es no vacio, por lo tanto es muy importante poder encontrar ejemplos de este tipo de foliaciones.

También podriamos aplicar los algoritmos desarrollados para estudiar (de manera mas combinatoria) el
estrado del esquema de Hilbert que consiste de todos los ideales cuya funcién de Hilbert coincide con una
funcién predeterminada ¢ y que estd asociada a la funcién de Hilbert del esquema singular de una foliacién

(ver [COO01, Got88, BNS03]).

Otro problema importante de existencia en el cual podriamos aplicar los algoritmos es para encontrar fo-
liaciones con un conjunto minimo no trivial (ver [CLNS88]), es decir, foliaciones con un subconjunto no vacio
de P2, cerrado, invariante, minimo con esta propiedad y que no sea un punto singular. Ademds, se sabe que si
la foliacién tiene un conjunto minimo no trivial entonces no tiene soluciones algebraicas. Las foliaciones con
una unica singularidad con parte lineal no cero son buenos candidatos para intentar probar dicha existencia. De

aqui la importancia de clasificar este tipo de foliaciones.

El trabajo esta estructurado de la siguiente manera, comenzaremos en el Capitulo 1 con algunos prelimi-
nares sobre bases de Grobner, funcién de Hilbert y el esquema de Hilbert de puntos. El Capitulo 2 tiene tres
secciones. En la Seccién 2.1 discutiremos brevemente sobre foliaciones en P2, en la Seccién 2.2 veremos la
relacién que existe entre las foliaciones y el esquema de Hilbert de puntos (de manera local) y para terminar
este capitulo, en la Seccién 2.3 mencionaremos algunas caracterizaciones dadas por Campillo y Olivares que
nos permiten determinar foliaciones usando su subesquema singular y daremos un resultado sobre condiciones
necesarias usando bases de Grobner para obtener tales caracterizaciones. En el Capitulo 3 discutiremos sobre
mddulos de sicigias, las cuales son una herramienta importante para la parte tedrica de nuestros algoritmos
como veremos en el Teorema 3.2 y el Algoritmo 2. En este mismo capitulo daremos un resultado en términos
de ciertos nimeros de Betti de un ideal que contiene tres polinomios homogéneos, para que se satisfaga la

condicién de Euler, la cual es una condicién suficiente para obtener foliaciones.

Para finalizar, en el Capitulo 4 daremos dos algoritmos; el Algoritmo 1 determina, dado un ideal I C Cly,Z]
0-dimensional de grado N, todas las particiones de N cuyos monomios estandar asociados forman una base del

C-espacio vectorial %

. Poder identificar particiones es por si solo un problema interesante (ver [HKP19]),
pero para nuestros fines es muy importante poder determinar estas particiones, pues podriamos encontrar ca-
racteristicas en ellas asociadas a las representaciones locales de una foliacién sobre P2. El segundo algoritmo
determina si la homogenizacién de un ideal dado es el esquema singular de una foliacién. Ambos fueron
implementados en Macaulay?2 ([GS]) y por medio de ejemplos explicitos explicaremos los pseudoc6digos co-

rrespondientes.
Al final del Capitulo 4 daremos un ejemplo de una familia de foliacién de grado 3, cuyo esquema es
N-1
curvilineo, es decir, cuyo ideal asociado en Cly,z] es de la forma (zV,y+ ¥ a;z') con a; € C. Esta familia
i=1

de foliaciones son ejemplos de foliaciones sin hojas algebraicas y con un punto singular del tipo nodo-silla
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(ver [APM]). Actualmente, seguimos trabajando en este tipo de ideales para determinar condiciones sobre los

coeficientes a;s para que la homogenizacién de este ideal sea o no el esquema singular de una foliaci6n.



Resumen

Los resultados originales que presentamos en este trabajo son los siguientes:

1. El Teorema 2.5, da caracterizaciones en la base de Groébner de un ideal homogéneo 0-dimensional de

grado d> +d + 1, para obtener en ella tres polinomios homogéneos de grado d + 1.

2. El Teorema 3.2, da condiciones sobre algunos nimeros de Betti para que tres polinomios de grado d + 1
linealmente independientes y sin factores en comin o una combinacidn algebraica de ellos, satisfagan la

condicion de Euler.

3. El Algoritmo 1, determina todas las particiones del grado de un ideal fijo, tales que el ideal pertenece a

abiertos indexados con dichas particiones. Dicho algoritmo estd implementado en Macaulay2.

4. El Algoritmo 2 determina si dado un ideal O-dimensional de grado N en Cly, z], su homogenizacién es el

esquema singular de una foliacidn o no. Este algoritmo también estd implementado en Macaulay?2.

5. El Teorema 4.1 es el resultado principal del trabajo, aqui se encuentran involucrados los resultados ante-

riores.

XV






Capitulo

Preliminares

En este capitulo daremos conceptos y resultados basicos para el desarrollo de esta tesis, por lo que s6lo
en algunos resultados daremos un breve bosquejo de su demostracion, pero las demostraciones pueden ser

revisadas con mds detalle principalmente en [CLO13] y [Stu96].

1.1. Bases de Grobner

Comenzaremos con definiciones y ejemplos de conceptos que nos permitirdn llegar a las definiciones y
resultados apropiados para nuestros fines sobre bases de Grobner. Al final de la seccidn, recordaremos algunos
resultados sobre politopos convexos asociados a ideales, los cuales serdn ilustrados en algunos ejemplos para

mayor simplicidad.
Definicién 1.1. Un orden monomial es una relacion - sobre 7', que satisface tres propiedades:

» > es total, es decir, cualquiera dos elementos son comparables.
» Parao,ByyeZ”, Sio >~ B, entonces a+7y >~ B+7.
= >~ es bien ordenada, es decir, cualquier subconjunto de 7., tiene un elemento minimo.

Veamos algunos ejemplos. Sean & = (i,...,0m), B = (B1;- .., Bn) € ZZy y un vector w € RZ que llama-

remos vector de peso.

Ejemplo 1.1. Orden graduado inverso lexicogrdfico >GrevLex- Decimos que o > Greviex B si |0t := Y7 06 >

|B]:=XY" B o|al =|B|y la primera entrada de la derecha no cero de @ — f3 es negativa.

Por ejemplo: (3,1) >Grevrex (2,2). En efecto, aunque |(3,1)| =4 = |(2,2)] en la diferencia (3,1) — (2,2) =

(1,—1) la dltima entrada no cero es negativa.

Ejemplo 1.2. Orden por vector de peso w ~,,. Sea > un orden monomial cualquiera, decimos que o =, B si

woa>w-Bow-a=w-Bya>f.



Por ejemplo: Si w = (0,2), entonces (2,2) >, (3,1) para cualquier orden monomial ~. En efecto, dado
que primero comparamos con el producto punto entonces (0,2) - (2,2) =4 > 2 = (0,2)-(3,1) sin importar en

orden monomial >.

. o o

Recordemos que un monomio moénico en xp,...,x, es un producto de la forma x* := x;" ---xp, donde
0 € Z>o para toda i = 1,...,m. Por tanto existe una biyeccién entre el conjunto de monomios ménicos de
Clx1,...,%n] y los puntos en Z%y al enviar un monomio ménico x% al punto o. Asi que, se puede inducir
un orden monomial sobre el conjunto de monomios ménicos de Clxy,...,x,] de la siguiente manera: para
cualquier orden monomial >, decimos x* > xP si, y s6lo si a = B donde x* x# son monomios ménicos en
Clx1,...,Xn). Diremos que un orden monomial > sobre C[x|,...,x,] es un orden graduado si x* >~ xP siempre
que || > |B].

Una vez fijando un orden monomial, como el orden es total, se puede hablar del término mayor de un

polinomio.
Definicion 1.2. Sean f =Y agx® € C[xy,...,xy] un polinomio no cero y = un orden monomial fijo.

= El soporte de f es el conjunto

Supp(f) :={a€Z% :aq #0}.

El multigrado de f es
multideg(f) :== max{a : o € Supp(f)}

(el mdximo con respecto al orden >).

» El término inicial de f es el monomio dado por el coeficiente inicial Gy sigeq(r) ¥ €l monomio inicial
xmultldeg(f)’ es decir,

in, (f) = amultideg(f)xmultideg(f)'
w Sil C Clxy,...,xn) es ideal no cero, el ideal inicial de I es
in.(I):={in.(f): fe€I)

Por definicion de orden monomial, el ideal inicial es generado por monomios, es decir, es un ideal mono-

mial. Ademds por el teorema de las bases de Hilbert este ideal es finitamente generado.

Ejemplo 1.3. Sea f(x1,x2) = 4x}xa — 1553 — x1x2 +x1 € Clx1,x2). Como el soporte de f es el conjunto
{(2,1),(0,3),(1,1),(1,0)}, usando el orden monomial >gGreyrex tenemos (2,1) =Greyrex (0,3) =Grevrex (1,1)

>GRevLex (1,0), entonces in, ... (f) = 4x%x2.

Ejemplo 1.4. Sea I = (x] — 2x1x2, x}x — 2x3 + x1) C C[x1,x,] un ideal. Usando el orden monomial > Ggeyrex
tenemos:

; 3 3

M- GRevLex (.X] - 2x1x2) = X1

. 2 2 2
My Grovpen (X1X2 — 2X5 +X1) = X]X2.

Por otro lado, dado que [ es ideal, —x; (x? —2x1x2) +x1 (x%xz - 2x% +x1)= x% € 1. Sin embargo, x% ¢ <x?,x%x2>

el ideal generado por los términos iniciales de los generadores de 1.



En este ejemplo podemos ver que dado un ideal I = (f1,..., fi) C Clxi,...,x,] y = un orden monomial
fijo, el ideal inicial y el ideal generado por los términos iniciales de los generadores de / no necesariamente son
iguales, es decir, in. (I) # (in-(f1),...,in-(f;)). Como en el ejemplo, puede ocurrir que los generadores del
ideal inicial de I se puedan obtener por cancelaciones de términos mayores, es decir, el conjunto de generadores
de I podria no ser suficiente para que sus términos iniciales generen al ideal inicial. Por tanto, se tiene la

siguiente definicién, en donde la igualdad se obtiene.

Definicion 1.3. Sea > un orden monomial fijo. Una base de Gribner de un ideal I con respecto > es un

subconjunto finito ¢ = {g1,...,8s} de I cuyos términos iniciales generan al ideal inicial de I, es decir,

(ine(g1),...,in-(gs)) =in.(I).

Buchberger demostré que todo ideal distinto del ideal cero en Clxy,...,x,] tiene una base de Grobner.
Mais atn, dio un algoritmo que calcula una base de Grobner para un orden monomial fijo conteniendo al
conjunto generador del ideal. La idea es agregar polinomios bajo una propiedad al conjunto de generadores.

Esta propiedad se obtiene a partir de las siguientes definiciones.
Definicion 1.4. Sean f,g € Clxy,...,x,| polinomios diferente del polinomio cero 'y > un orden monomial fijo.

i) Si multideg(f) = (ai,..., ) y multideg(g) = (Bi,...,Bm). El minimo comiin miltiplo de in,(f) y

N

in,(g) es el monomio x¥ :=x1' ---x}i*, donde %, := max(cy, B;) para cada i.

ii) El S-polinomio de f'y g es la combinacion

xV ¥
S(f,8) = () f= @) ¢

Ejemplo 1.5. Del Ejemplo 1.4 tenemos:

3

X71X2 X71X2

1 3 1 2 2 2

- (g —2x1x2)——2 (X —2x5 +x1) = —x7.
X3 X1X2

S(x3—2x1x0, X3x0— 205 +x1) =

Observemos que justo el monomio x% ¢ (x?,x%xﬁ del Ejemplo 1.4 es un S-polinomio de los generadores
del ideal I. De hecho, por el siguiente teorema, con los S-polinomios podemos encontrar una base de Grobner

del ideal.

Teorema 1.1. [CLOI3, Teorema 6, capitulo 2,§6] Sea I C Clxy,...,xy] un ideal no cero. Un conjunto finito

Y ={g1...,85} C I es una base de Gribner de I si, y sélo si para todo par i # j, el residuo de dividir el
(4

S-polinomio de g; y g por ¥ (en algiin orden), denotado por S(gi,&;) . es cero.

Ejemplo 1.6. Usaremos el algoritmo de Burchberger para calcular una base de Grobner del ideal 7 dado en el
Ejemplo 1.4. La idea es comenzar con el conjunto ¢ de generadores de I y calcular sus S-polinomios. Si los
residuo con respecto a este conjunto ¢ son diferentes de cero, entonces se redefine el conjunto ¢ al agregar los

S-polinomios, y se inicia con el proceso hasta que el conjunto obtenido satisfaga el teorema anterior.

1. Sea G = {fi1, o} CIdonde fi = x}—2x1x2 y f» = x3x2—2x3 + x;. Del Ejemplo 1.5, S(fi, f») = —x7.
Dado que in. ;.. (1), i grope. (f2) N0 dividen a in ., (S(fi, f2)), entonces S(f1,f2) = —x3 #0.

Por lo cual, redefinimos el conjunto ¥.



2. Sea = {fi, />, f3} donde f3 = S(f1, f>). Es suficiente calcular, S(f1, f3){7 yS(f2,f3) .Como S(fi,f3) =
—2x1x2 Y S(f2,f3) = —2x3 +x1, entonces iny .. (S(f1,£3)) = S(f1,./2)s it grope (S(f2, f3)) = —243.

Podemos observar que ningtin término inicial iny ;... (/1) i cpore (f2), 5 Grore: (f3) divide a los térmi-

nos iniCialeS in>'GRevLex (S(fl 7f3))’ in>‘GRevLex (S(f2 ’ f3 ) ) .

Por tanto, S(fl,f3){’ S(f,f3) #0.

3. Redefinimos ¥. Sea ¥ = {f1, /2, f3, f4, f5}, donde fa = S(f1, f3), f5 = S(f2,f3), cuyos términos inicia-
g
les son S(fi,f3) y —2x3 respectivamente. Para cada par i # j, calculamos S(f;, f;)  obteniendo (salvo

inversos aditivos) la siguiente lista:

a) S(f1,./2) = fa.

b) S(f1,/3) = fas

) S(f1,fa) = x2fa.

d) S(f1,f5) = 3x1fi + fr+ X3 fa—fs.
e) S(f2./3) = fs.

N S(far fa) = J5,

) S(fa, f5) = 3.1 +x2fs—5 fas

h) S(f3,.f4) =0,

D S(fs.fa) = =306,

D S(fafs) =313

Por tanto, los residuos de la division entre los S-polinomios con respecto al conjunto ¢ son cero, es decir,

S(T?fj)% = 0 para todo par i # j.

Por el teorema anterior, el conjunto 4 = {1, f2, f3, fa, f5} donde

fi=  x—2xix,

_ 42 2
= x{x—2x5+x1,

f3 = _X%v
f4 = 72x1x2,
fs= —2x%—|—x],

es una base de Grobner del ideal I = (f, f>).

Observemos que fi = —x1f3+fa y o = —%x1f4 + f5. Por tanto, (iny ., (f1)s- i oo, (f5)) =

(I Grorer (F3)s i Gronpex (4) 10 crovren (f5))- Es decir, el conjunto &' = {f3, f4, fs} también es una base de

Grobner del ideal / con el mismo orden monomial GRevLex. Una de las diferencias en estos conjuntos es la

cardinalidad. Para evitar esto tenemos las siguientes dos definiciones.



Definicion 1.5. Una base de Gribner minima para un ideal I es una base de Grobner ¢4 tal que:
» El coeficiente inicial de cada elemento en 9 es 1.
» Paracada g €9, in(g) ¢ (in(9 —{g})).

Ejemplo 1.7. Continuando con el Ejemplo 1.6. El conjunto ¢ = {f1, f2,—f3, —f4, f%f5} es una base de

o L. .. oo 3 . .
Grobner cuyos elementos son ménicos, pero no es una base de Grobner minima, pues, Xy = iny ... (fi) =

X1 in*GRequex(_f?’) € <g - {f1}>

Ejemplo 1.8. La base de Grobner & = {— f3, f%f4, f%f5} = {x?,x120,%3 — %xl} es minima, pues dado que
XXy x% son monomios y ninguno es miltiplo del otro, ellos mismos son términos iniciales y por tanto xjx; ¢
(in(9 — {xi1x2})) y 23 ¢ (in(9 — {x3})), ademds ¥ — {x] — 1x1} = {x1x2,23} y dado que son monomios,

(in(4 — {x3 — $x1})) = (x1x2,x2). Como x3 no es miltiplo de x;x, ni de x? entonces x3 ¢ (x1x2,x7).
Definicion 1.6. Una base de Gribner reducida para un ideal I es una base de Gribner ¢ tal que:
= FEl coeficiente inicial de cada elemento en 4 es 1.
» Para cada g € 9, los monomios que no estdn en el soporte de g pertenecen a (in(4 —{g})).

Observemos que la segunda propiedad de una base de Grobner reducida es equivalente a pedir que para
cualesquiera dos elementos distintos g, g’ € ¢ ningidn término de g’ es mdltiplo de in.(g). Por tanto, para
ver que la base ¥ = {x%,chz,x% — %m} del Ejemplo 1.8 es una base reducida basta verificar que —%xl no es
multiplo de x;x; o de x%, lo cual es claro.

Como acabamos de observar, un ideal puede tener mds de una base aun fijando el orden monomial. La

importancia de una base reducida estd dada en el siguiente teorema.

Proposicion 1.1. [CLOI13, Proposicion 6,§2.7] Sea I # {0} un ideal, entonces I tiene una nica base de

Grobner reducida para un orden monomial dado.

Notemos que las bases de Grobner dependen de un orden monomial, y recordemos que podemos definir
6rdenes monomiales usando vectores de pesos, por tanto, para m > 2 existen una infinidad de 6rdenes mono-

miales. Sin embargo, uno puede ver de hecho que cada ideal tiene un nimero finito de ideales iniciales.

Teorema 1.2. [Stu96, Teorema 1.2] Cada ideal I C Cxy,...,xy) tiene un niimero finito de ideales iniciales

distintos.

La idea de la demostracién de este teorema es por contradiccion, suponiendo que hay un nimero infinito
de ideales iniciales entonces se puede formar una cadena de ideales ascendente no estacionaria, contradiciendo
el hecho de que C[xy,...,x,] es Noetheriano.

Para nosotros es muy importante saber, dado un ideal en C[x,x;], cudntos ideales iniciales tiene y cémo de-
terminarlos. Esto estd asociado a objetos combinatorios, los cuales podemos estudiar y obtener una herramienta
para clasificar foliaciones como explicaremos en el Capitulo 4.

Para determinar cémo encontrar los ideales iniciales de un ideal dado, introduciremos mediante ejemplos

conceptos y definiciones sobre teoria de politopos.



Definicion 1.7. Sea I # {0} un ideal. Un subconjunto finito % C I es una base de Grobner universal si es

una base de Grobner para I con respecto a todos los ordenes monomiales simultdneamente.

Observemos que todo ideal en C[xy,...,x,] tiene una base de Grébner universal, esto es consecuencia del
hecho de que un ideal tiene un niimero finito de ideales iniciales distintos. Entonces tiene un nimero finito
de bases de Grobner reducidas. La unién de estas bases, el cual es un conjunto finito, es una base de Grobner
universal.

Ahora, regresemos a los vectores de peso y las definiciones de términos iniciales.
Definicién 1.8. Sean w € R, f =Y a;x®) € Cxy,...,x,] un polinomio e I C Clxy,...,x,] un ideal no cero.

» La forma inicial de f denotada por in,,(f) es la suma de todos los términos a;ix®) tales que el producto

interno w - a.(i) es mdximo sobre los o(i).

w El ideal inicial de I con respecto a w denotado por in,,(I) es el ideal de formas iniciales de I, es decir,

iny(I) .= (iny(f) : f €1).

Ejemplo 1.9. Sean f(x1,x2) = x5+ 5x{x3 — 33333 +x{ +x0 +x305 +x13, w= (1,2),w' = (1, 1) y " = (2, 7).
En la Tabla 1.1 se muestran los valores del producto interno de los elementos en el soporte de f y los vectores

/ /!
de peso w,w',w".

il a@ | w-a@) | w-a@) | w-ali)
11 (0,6) 12 6 8

2 | (4,4) 12 8 13+1
31 (5,2) 9 7 12+
4 | (4,0) 4 4 8
51(0,1) 2 1 1414
6| (2,5) 12 7 10+ 3
71 (1,2) 5 3 4+32

Tabla 1.1: Producto interno: (i) - vector de peso

Por tanto, obtenemos las siguientes formas iniciales de f:

inw(f) = x8+5¢hg +x1%3,
ing(f) = 5x‘11x‘21,
ing (f) = 5xix3.

En este ejemplo podemos ver que si I = {f(x,x2)), dependiendo del peso que tomemos, su ideal inicial no
es necesariamente monomial como sucedia con un ideal inicial obtenido con un orden monomial. Sin embargo,
se tiene la siguiente proposicion que respalda el abuso de notacién y cuya demostracion involucra técnicas de

optimizacién de funciones lineales.



Proposicion 1.2. [Stu96, Proposicion 1.11] Para cualquier orden monomial - y cualquier ideal I C Clxy, ..., Xpy)

existe un vector w € N tal que in,,(I) = in(I).

Regresando al Ejemplo 1.9, podemos ver que con los vectores de peso w' y w” obtuvimos la misma forma

inicial de f. Asi, podemos hablar de una relacién de equivalencia entre los vectores de pesos.

Definicion 1.9. Sea I C C|xy,...,x,] un ideal. Dos vectores de peso w, w' en R™ son equivalentes (respecto a

1) si iny,(I) = in,, (I). Denotaremos por €' |w] := {w' € R" :in,,(I) = iny,(I)} la clase del vector de peso w.

En general, se puede verificar que cada clase &’ [w] se expresa como interseccién de hiperplanos. Nosotros
ilustraremos este hecho en el siguiente ejemplo sobre R2. Calcularemos los ideales iniciales del ideal del

Ejemplo 1.9 y por tanto las clases %’ [w] asociadas a dichos ideales iniciales.

Ejemplo 1.10. Sea I = (x5 +5x}x5 — 3x0x3 +x +x2 + x3x3 + x1%3) C Clxy,x2] el ideal generado por el poli-

nomio f del Ejemplo 1.9. Para calcular los ideales iniciales de /, seguiremos los siguientes pasos:

= Consideremos el poligono de Newton de f (el poligono sombreado en la Figura 1.1), es decir,

U 7
New(f) := {Zlia(i) Y ST b 6R>0,in: 1}.
i=1 .

i=1

x

L2

4 a(2) = (4,4)

2 ocu(7) »a(3) = (5.2)

x]

Figura 1.1: Poligono de Newton de f



Se puede demostrar que New(f) = {u € R? : A-u < b} donde

1 2 12
2 1 12

A=|2 —1|yb=]38
-1 —4 —4
0 1 6 |

Las entradas de la igualdad A - u = b son las rectas que acotan al politopo New(f), por tanto, intuitivamente,

New(f) es la interseccién de todos los hiperplanos definidos por las desiguadades dadas por A y b.
= Observemos que o(1),a(2) y a(6) son colineales pues son puntos en la recta €3 : {2x, +x; — 12 =0}.
= Una cara de New(f) estd definida por
face,(New(f)) :={B € New(f) :w-B > w- o paratoda a € New(f)}

para algin w € R? y cuya dimensién es la dimensién del espacio que generan. Al realizar las cuentas
y también de manera intuitiva uno puede ver que New(f) tiene 11 caras, las cuales corresponden a los

vértices, las aristas y el poligono en si de New(f).

En la Tabla 1.2 podemos ver las caras de New(f) para un w particular, comenzando de mayor a menor

dimensioén.
dim w Sface,,(New(f)) || dim w Sface,,(New(f))

2 (0,0) New(f) 0 0,1) o(1)
1 (1,2) o(1)o(2) 0 (2,2) o(2)
@& a(2)a(3) 0 | (13 a(3)
1| (2,-1) o(3)o(4) 0 (1,—-1) o(4)
LG a(4)a(s) 0 | (=1L-1 (5)
1 | (-1,0) o(5)a(l)

Tabla 1.2: Caras de New(f)

Aqui a(i)a(j) representa el segmento de recta entre los puntos @ (i) y &(j). Ademas podemos observar que ni

a(6), ni o(7) son caras de New(f).
= Para cada cara F de New(f), calculamos el cono normal de F, es decir,
Mew(r)(F) :={w € R?: face,,(New(f)) = F}
cuya dimensién es 2 —dim F'.

Los vectores w que presentamos en la Tabla 1.2 s6lo son unos representantes para calcular las caras de
New(f). El cono normal de una cara calcula todos los vectores que representan a dicha cara. En la Figura 1.2
trazaremos los conos normales de las caras de dimensién 2 y 1 y en la Figura 1.3 los conos normales de las

caras de dimension O.



X2

Mvew(p) (a(1)(2))

t/%V"’w(f)(a(s)a(l)) ‘/%Vew(f)(New /
-5 -4 -3 -2 -1

xq

Mvew(p) (a(4)(5))

Figura 1.2: Conos normales de las caras de dimensién 2 y 1

X2

Xy = 4x1

Figura 1.3: Conos normales de las caras de dimensién O
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= Observemos que para cualquier w € Ay, s)(0(i)et(j)), el ideal inicial de / con respecto a w, no es un

ideal monomial, pues al menos w- a.(i) = w- a(}j).

= Siw € Myew(s)(@(i)) parai=1,...,5, entonces por definicién, a(i) -w > u-w para todo u € New(f) —

{a(i)}, en particular o(i) -w > o(j) -w para toda e(j) # o(i). Por lo tanto, in,, (I) = (x*1!)),

= No existe un orden monomial > tal que in, (I) = (x**) o in. (I) = (x*©)), pues de lo contrario, por
la Proposicién 1.2, existe un w € N? tal que in,,(I) = in.(I), lo cual es una contradiccién ya que N> N

,/%Vew(f)(oc(i)) =Qparai=4yS5.

En conclusion, hay 11 ideales iniciales para I. Los tinicos ideales iniciales que provienen de un orden monomial
son 3: (x3), (¥{x3) y (x{x3). Ademds (0, 1)] = Aoy (@(1)), CL(2,2)] = Miews)(@(2)) y (1, 3)] =
J%Vew(f)(a(?’))'

En [Stu96, Proposicién 2.4], se prueba que el conjunto de la cerradura de clases %'(w) forma un abanico, el
cual es llamado abanico de Grobner.

El abanico de Grobner de un ideal determina los ideales iniciales provenientes de érdenes monomiales. En
general, para calcular el abanico de Grobner con mds de un generador, lo primero es encontrar el poligono
de Newton asociado. Dicho poligono se obtiene de la suma de los poligonos de Newton de cada generador.

Actualmente, en Singular, se puede calcular dicho abanico, incluyendo un vector de peso como representante.

1.2. Esquema de Hilbert de puntos

En esta seccién recordaremos el concepto de esquema de Hilbert de puntos sobre un espacio proyectivo.
Para ello iniciaremos con las definiciones de funcién y polinomio de Hilbert de un ideal, pues el polinomio de
Hilbert da invariantes numéricos de los subesquemas cerrados del espacio proyectivo tales como la dimension
y el grado.

En el primer teorema daremos una serie de resultados que se obtienen de dlgebra lineal.
Teorema 1.3. Sean I C Clxy,...,xy] un ideal y s € N.

1. El conjunto de polinomios de grado < s, el cual denotaremos por Clxi,...,x,|<s, es un C-espacio

m+s) )

vectorial de dimension ( A

2. El conjunto de polinomios de grado menor o igual a s en I denotado por
ISS = Iﬂ(C[xl, .- ,xm]gs
es un C-subespacio vectorial de Clxy, ..., Xm] <.

3. El conjunto de polinomios homogéneos de grado total s, denotado por Clxy, ... ,xpls, junto con el poli-

m+s—1 ) )

nomio 0 es un C-espacio vectorial de dimension ( .
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4. Sil es homogéneo, entonces el conjunto de polinomios de grado s union el polinomio 0, denotado por
I :=INC[x1,...,X%n]s,
es un C-subespacio vectorial de Clxy, ..., xp]s.

Definicion 1.10. Sea I C C|xy, ... ,xy] un ideal. La funcién de Hilbert afin de I es la funcion sobre los enteros

no negativos definida por
“HFj: N — N
s —  dime Clxq,....Xm]<s )
Una forma de calcular la funcién de Hilbert afin de un ideal es usando ideales iniciales con un orden
graduado >, como podemos ver en la siguiente proposicién. Su demostracién consiste en probar que para

cualquier s, los subespacios I<; y (in,-(I))<s tiene la misma dimensién.

Proposicion 1.3. [CLO13, Proposicion 4, §9.3] Sean I C Clxy,...,x,] un ideal y = un orden graduado sobre

Clx1,. .., Xm). El ideal inicial in, (I) tiene la misma funcion de Hilbert afin que I.
Antes de continuar con la funcién de Hilbert, retomemos algunos conceptos de la Seccién 1.1.

Definicion 1.11. Si I C C[xy,...,xy] es un ideal monomial. Los monomios que no pertenecen a I son llamados

monomios estdndar de I.

Este conjunto de monomios puede ser finito o infinito, de hecho, si el ideal posee potencias puras en to-
das sus variables, el conjunto de monomios estindar es finito. Una caracteristica importante del conjunto de

monomios estadndar estd enunciada en el siguiente resultado debido a Macaulay.

Teorema 1.4. [Eisl3, Macaulay, Teorema 15.3] Sean I C C[xy, ... ,xy] un ideal monomial y ~ un orden mo-

nomial. Los monomios estdndar de I forman una base del C-espacio vectorial Cxy, ..., xy]/1.

Una consecuencia del teorema de Macaulay aplicada a la funcién de Hilbert afin para ideales monomiales

es la siguiente: Si I C Cl[xy,...,x,] es monomial entonces para todo s > 0 se tiene
“HF;(s) = |monomios estdndar de I de grado < s (L)
= (*1™)—|monomios de grado < sen|.

Ejemplo 1.11. Consideremos el ideal monomial 7 = (x3,x3x3,x1x3,x3) C C[x;,x2]. Tenemos las siguientes
observaciones:

= ] tiene dos generadores de grado 4 y dos de grado 5, por tanto, los monomios de grado 0,1,2 y 3 son

s+2

estandar. Por la ecuaci6n (1.1) tenemos “HFy(s) = (**

) paras=0,1,2y 3.

= Dado que I es ideal y x;x3,x3 € I, entonces x7x3,x1x3, %5 € I. Ademds x{x, ¢ 1, por tanto hay 5 monomios

de grado 5 y 2 de grado 4 en /. Entonces por la ecuacién (1.1)

HA) - (]

4) —| monomios de grado <4enl|=15-2=13

7
“HF(5) = <5> —| monomios de grado <5enl|=21-7 = 14.
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= Cualquier monomio de grado s > 6 estd en I pues puede escribirse como un miiltiplo de los monomios

de grado 5. Por tanto, para s > 6
a 5+2 .
HF(s) = —(s+ 1)—| monomios de grado < s—1en]|.
s

Supongamos que para s—1 se cumple que “HFj(s — 1) = 14, es decir,

1
| monomios de grado <s—1lenl|= (S+1 > —14.
—

Entonces

“HE(s) = (Stz) —(s+ 1)—<f:11) +l4= (ST 1) —(s+ 1)+ 14 =14,

Por tanto, para s > 5, “HFj(s) = 14, es decir, es una funcién constante. Asi que cualquier ideal en Clx;,x;] con

ideal inicial igual a I (con respecto a un orden graduado) tiene esta funcién de Hilbert afin.
De manera similar se puede definir la version proyectiva de la funcién de Hilbert afin.

Definicién 1.12. Sea I C Clxy,...,xy] un ideal homogéneo. La funcion de Hilbert (proyectiva) de I es la
funcion sobre los enteros no negativos definida por

HFf: N — N

Clx1,e-Xm]s

s +— dimg¢ y
N

Un resultado anélogo a la Proposicion 1.3 para el caso proyectivo estd dado por la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4. [CLO13, Proposicion 9, §9.3] Sean I C C|xy,...,x,| un ideal homogéneo y = un orden

monomial en C[xy,...,xy]. El ideal inicial in.(I) tiene la misma funcion de Hilbert que I.

En cualquier caso se prueba que para un s € N suficientemente grande, llamado el indice de regularidad,
la funcién de Hilbert es un polinomio, el cual denotaremos por “HP; y HP; respectivamente y es llamado
polinomio de Hilbert (afin o proyectivo). En el Ejemplo 1.11 vemos que “HP; = 14. Ademads, como [ es
monomial podemos ver que la homogenizacién I de I con respecto a xo en Clxo,x1,x2] es igual a I. Por el

siguiente teorema tendremos que HP; = 14 también.

Teorema 1.5. [CLO13, Teorema 12(ii), §9.3] Sean I C Clxy,...,x;,) un ideal y I C C|xo, ..., Xn] su homegeni-

zacion con respecto a xy. Para s > 0 se tiene “HFj(s) = HFj(s).

Un resultado importante sobre los polinomios de Hilbert que los dota de un significado geométrico estd dado
por un ideal y su radical. Los grados de sus polinomios de Hilbert asociados coinciden. Dado que un ideal y
su radical generan la misma variedad entonces se puede definir la dimensién de dicha variedad en términos del

grado del polinomio de Hilbert.

Definicion 1.13. La dimension de una variedad afin V.C C™, es el grado del polinomio de Hilbert afin del
ideal correspondiente I C Clxy, ..., x| a la variedad.

La dimension de una variedad proyectiva V.C P~ es el grado del polinomio de Hilbert del correspondiente
ideal homogéneo I C Clx1,...,x,| a la variedad.

Diremos que un ideal es O-dimensional, si su polinomio de Hilbert es constante.
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En el Ejemplo 1.11, la variedad afin definida por I C C[x1,x2] es V(I) = {(0,0)} C C2, y deg(“HP;) =0
pues es un polinomio constante. La variedad proyectiva V (I) = {[1: 0: 0]} C IP? definida por / = I como ideal
en C[xg,x,x2], es O-dimensional. De hecho, nos interesa estudiar ideales similares a este ejemplo, es decir,
ideales 0-dimensional en C[xg,x;,x2] que corresponden a puntos en P2, Para ello, recordemos los siguientes
hechos en general sobre esquemas de Hilbert sobre P™.

A grosso modo, el esquema de Hilbert sobre P parametriza subesquemas cerrados de P con polinomio
de Hilbert fijo. La estructura de esquema de este conjunto fue dada por A. Grothendieck en el EGA.

El demostré que dado un subesquema _# de P con polinomio de Hilbert P(t), existe un esquema pro-
yectivo H (’)(IE”’"), Ilamado esquema de Hilbert, que parametriza subesquemas cerrados de P”* con el mismo

polinomio de Hilbert P(¢) que _¢ . También probd que existe un subesquema universal

X2 c  PrxHPOPT)

B

HP(I) (]P;m)

plano sobre H®) (P™) y cuyas fibras sobre puntos cerrados de H”(*) (P™) son subesquemas de P con polinomio
de Hilbert P(¢). Ademads este subesquema 2~ es universal en el siguiente sentido: si 7 es otro esquema y
2" CP" x T es un subesquema cerrado plano sobre T cuyas fibras son subesquemas de P con polinomio
de Hilbert P(r), entonces existe un tGnico morfismo ® : T — HF®)(P™) tal que 2" es factorizado a través de

2, es decir, 2/ =2 X gP(e) (pm) T como subesquema de P™ x T. En otras palabras, el siguiente diagrama es

conmutativo:
P" x T X P x HPO) (P
,L/ %(_/
L/ |-
T @ HP@OE™)

esta propiedad es llamada la propiedad universal del esquema de Hilbert.
Como nos interesa el esquema de Hilbert de P> con polinomio de Hilbert constante, recordemos una equi-
valencia de los elementos del esquema con ideales homogéneos saturados.

De manera general, denotemos por 9t = (xo, .. .,x,) al ideal maximal de Clxo, ... ,x,] correspondiente al

punto (0,...,0) € C"*1,

Definicion 1.14. Sea I C C|xo, ..., Xy] un ideal homogéneo. La saturacion de I con respecto a N es un ideal
definido por
(I:9) :={f € Clxo,...,xm] : [+ €1 para algiin s > 0}.

Decimos que un ideal I es saturado si I = (I : ™).

Observemos que I C (I: 91) pues [ es ideal. Ademds I y (I : 9°) tienen el mismo polinomio de Hilbert,
pues para un s > 0, tenemos I; = (I : IN™);.
Un subesquema cerrado de P corresponde a un ideal homogéneo de C|xo, ...,x,] que no estd contenido

en el ideal maximal 9t (ver [Har77, Eis13]). Sin embargo, esta correspondencia no es inyectiva. Dos ideales
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corresponden al mismo subesquema si, y s6lo si su saturacioén es la misma. De hecho la saturacion de un ideal
I es el ideal mds grande que corresponde al mismo subesquema que I, por tanto, existe una correspodencia
biyectiva entre los ideales homogéneos saturados de Clxy, ..., ;] y los subesquemas cerrados de P". Por esta

razon, optaremos por la siguiente definicién del esquema de Hilbert con polinomio de Hilbert constante.

Definicion 1.15. Para N € N fijo. El esquema de Hilbert de N puntos sobre P se define por
HY (P™) := {I C Clxo, . .., Xn] ideal homogéneo saturado: HP; = N}

En general no se conoce bien la estructura de estos esquemas, los mas estudiados son los de puntos en el
plano pero atin hay muchos problemas abiertos. Al menos sobre P? y con polinomio de Hilbert constante N,
el espacio es una variedad algebraica suave, irreducible de dimensién 2N (ver [Fog68, MS04, ACG11]). De
hecho Hartshorne en [Har66] demostré que H”*) (P") es conexo.

De manera similar se puede definir el esquema de Hilbert de N puntos sobre el plano complejo el cual
denotaremos por HY (C?) y se define por HY(C?) = {I € Clx,x,] ideal : “HP; = N}. Este esquema tiene una
cubierta {U) } por abiertos afines asociados a particiones A de N los cuales discutiremos en la Seccién 4.1 y

cuya estructura de esquema estd dada de manera explicita en [MS04].



Capitulo

Foliaciones

Existen varias formas de definir una foliacién holomorfa por curvas sobre P2 (ver [MS03, Zak01]). Noso-
tros daremos la definicién en el contexto de formas diferenciales pues es una manera de relacionar foliaciones
y el esquema de Hilbert de puntos sobre P2. En este capitulo, presentaremos algunas caracterizaciones sobre
esquemas que nos permitirdn, junto con la propiedad universal del esquema de Hilbert, dar un morfismo in-
yectivo entre el esquema de las foliaciones de grado d con singularidades aisladas y el esquema de Hilbert de

d? +d + 1 puntos. Trabajaremos sobre los anillos de polinomios C[x,y,z] y Cly,z].

2.1. Definicién de foliacién

Intuitivamente una foliacién singular sobre una variedad compleja M es una descomposicién de M —
Sing(:#) en subvariedades de la misma dimension llamadas hojas de la foliacién, donde Sing(.%) es un sub-
conjunto analitico de codimensién mayor o igual a 2. El nimero de puntos en los cuales una linea proyectiva
genérica es tangente a las hojas de una foliacién es llamado el grado de la foliacién. En [Zak01, Teorema
1.18] podemos ver que una foliacién holomorfa por curvas es de grado d si la 1-forma que la define tiene
componentes de grado d + 1.

Nosotros trabajaremos con foliaciones singulares de grado d > 2 por curvas sobre el plano proyectivo

complejo P? con singularidades aisladas.
Definicion 2.1. Sean [x : y : z] coordenadas homogéneas sobre P?.

» Una foliacion F (o ﬁf{ si queremos enfatizar la 1-forma Q) de grado d > 2 por curvas sobre P2,

estd dada (salvo factores escalares no nulos) por una 1-forma reducida homogénea
Q = Adx+ Bdy+Cdz,

donde A,B y C € Clx,y,z] son polinomios homogéneos de grado d + 1 sin factores en comiin, y que
satisface la condicion de Euler

Ax+By+Cz=0.

15
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» Los puntos de la variedad definida por el ideal generado por A,B y C son llamados puntos singulares

de la foliacién F y lo denotaremos por Sing(7?) := V ((A,B,C)).

Con estructura de esquema, el conjunto singular es muy importante pues da condiciones necesarias y sufi-
cientes para caracterizar este tipo de foliaciones como veremos en la Seccién 2.3.

Dado que A, By C no tienen factores en comtn, Sing(.#%) es un conjunto finito. Por tanto, bajo un cambio
de coordenadas podemos suponer que las singularidades pertenecen al abierto afin de P? definido por Up :=

{[x:y:z] € P?:x# 0} = C?. Entonces, podemos representar a la foliacién de manera local por la 1-forma

o = f(y,2)dy+g(y,z)dz,

donde f(y,z) = C(l,y,2) y g(y,z2) = —B(1,y,2) € Cly,z]. Bajo esta identificacién, se puede probar que los
puntos singulares de .7 ¢ se identifican con los puntos de la variedad afin V({f,g)) C C.

Denotaremos por .Z (d,P?) el espacio de foliaciones de grado d con singularidades aisladas el cual es una
abierto en el espacio de foliaciones de grado d sobre P> que es un espacio proyectivo de dimensién d? + 4d +2

(ver [GMOBO4)).

2.2. Representacion local de una foliacion y el esquema de Hilbert

de puntos sobre el plano

En esta seccién veremos la relacién entre la representacién local de una foliacién .Z¢ y los elementos
del esquema H& +d+1 (C?). Para ello vamos a definir y calcular el nimero de Milnor asociado a los puntos
singulares de la foliacion.

Sea .74 € Z(d,P?), salvo un cambio de coordenadas, asumiremos que Sing(.#¢) C Up. Por tanto, sea

o = f(y,z)dy+ g(y,z)dz una representacién local de .7¢.

Definicion 2.2. El mimero de Milnor en una singularidad p = [1: b : c] de F 4 estd definido por

0,4(C?)

ady\ .__ im.
Hp(F) = dime 7 ()’

donde q = (b,c) € C? es el correspondiente punto p bajo la identificacion de Uy con C? y 0,(C?) es el anillo

de funciones regulares en gq.

Podemos observar que para cualquier punto p € Sing(Z9), u,(F4) > 1.
Ahora, dado que Sing(.#9) es finito, entonces V ((f,g)) es finito, por tanto, por [Ful69, Capitulo 2, Propo-
sicidn 6] se tiene el siguiente isomorfismo de espacios vectoriales:

04(C?)

<fag> B quI(gﬂg» <fag> : ﬁq(cz) .
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En consecuencia,

- Clng , g,(C?)
d = d T o
BT qev%g» M8 04(C)
= Y w(FY (por definicion)

pESing(F4)

Dado que estamos suponiendo que Sing(.#¢) C Uy, se puede probar que f(y,z) = Y% a; +zhy g(v,2) =
Y& obi + yh, donde a;,b; € C[y,z] son polinomios homogéneos de grado i y h € Cly,z] es de grado d. Por
Bézout, f y g se intersectan en d” + 2d + 1 puntos. Los puntos de esta interseccién que pertenecen a Uy son
puntos singulares de .#¢, pero los que intersectan a la recta al infinito no son puntos singulares de .#¢ porque
estamos suponiendo que Sing(%# 4)  Up. Observemos que la homogenizacién de f y g con respecto a x son
los polinomios ):;1:0 a1 4 zhy Zl‘»{:() bix?T1= £ yh. Las curvas definidas por estas homogénizaciones, son
curvas que intersectan a {x =0} en [0: 1 : 0] y las raices de & para la primera, y para la segundaen [0:0: 1] y las
raices de h. Dado que / tiene grado d, entonces las dos curvas se intersectan en la recta al infinito en d puntos.
Por tanto, .%¢ tiene, contando con multiplicidad, d>+d+1 puntos. Por lo tanto, dim¢ % =d’+d+1.

Es decir, el ideal generado por las componentes de la 1-forma que representa de manera local a la foliacién

F4 € F(d,P?) es un elemento del esquema de Hilbert de d> +d + 1 puntos sobre el plano C?.

2.3. Esquema singular de una foliacion

Dada una foliacién .#¢ € .7 (d,P?), el subesquema  sing( ) asociado al conjunto singular de una folia-
cioén Sing(.#%), el cual llamaremos subesquema singular de la foliacion, estd definido como el subesquema de
IP? dado por la gavilla de ideales ¥ C Op cuyas fibras en los puntos p € Sing(% ) son los ideales definidos
por los germenes de f'y g.

En 1989, Gémez-Mont y Kempf demostraron en [GMKS89] que el conjunto singular determina completa-
mente una foliacién cuando los puntos son diferentes. En 2001, Campillo y Olivares en [CO01] probaron que
una foliacién de grado diferente de uno, queda completamente determinada por su subesquema singular.

En esta seccién mencionaremos algunos de estos resultados, los cuales son base de los algoritmos que se

presentan mds adelante.

Teorema 2.1. [GMKS89] Sea X un campo vectorial meromorfo de grado d>0 tal que todos sus ceros tienen

multiplicidad uno entonces X es completamente determinada por su conjunto de ceros.

Teorema 2.2. [COO0I, Teorema 3.5] Si d > 2, existe una tnica tercia A,B,C (salvo miiltiplo escalar) en
HO(P?, 7 (d+1)) satisfaciendo la condicion de Euler xA +yB+ zC = 0. En consecuencia, sid > 2, 7% es la

tinica foliacién en F (d,P?) que tiene B4 Sing(.#d) como subesquema singular, y es verdad también si d = 0.

Teorema 2.3. [COOI, Teorema 4.5] Para d > 2. Sea o C Op> una gavilla de ideales interseccion local
completa de longitud d* +d + 1. Entonces Ho esla gavilla de ideales 7 del subesquema singular /Sing(gd)

de una foliacion reducida F¢ (y por tanto iinica) de grado d sobre P si, y solo si se satisface lo siguiente:
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i) dimg HO(P2, Zo(d + 1)) >3y las formas en H*(P?, _#o(d + 1)) no tiene factores en comiin.
i) dimc H°(P?, _#'(d)) = 0 para cada gavilla de ideales 7o C ¢’ de longitud d* + d.

Teorema 2.4. [COO0I, Teorema 3.2] Sea .7 ¢ una foliacion reducida, sea F la gavilla de ideales de su subes-

quema singular jsmg(gd). Para cada s > 0, se tiene

0 Si s<d,
dimc HO(P?, Z(s)) = q (14 1)(t+3) si di1<s=t1+d+1<2d,
(P —(@+d+1) s s> 2d.

La formula es valida si se reemplaza la cota 2d por2(d —1).

Recordemos que .7 (d,P?) es un abierto de un espacio proyectivo, por tanto, es un esquema reducido. Sean
X' ={(P,.F?) c P> x.F(d,P?)|P < Sing(#?)} un subesquema cerrado de P? x .Z (d,P?) y & el morfismo
proyeccién

2 CP*x.Z(d,P?)

B

F(d,P?).

Observemos que ! (7 4) = Sing(74) € H& +d+1 (P?) para toda .74 € % (d,P?). Por [ACG11, Proposicién
2.2], m es plano si, y s6lo si el polinomio de Hilbert de las fibras es localmente constante, es decir, las fibras
tienen mismo polinomio de Hilbert. Por tanto, 7 es plano. Entonces, por la propiedad universal del esquema de

Hilbert, existe un tinico morfismo de esquemas
®: F(d,P?) —— S HE I (P2),

De hecho, el Teorema 2.3 implica que el morfismo @ es inyectivo. Con este morfismo, podemos observar
que la condicién del Teorema 2.3 (ii) pueden ser dadas usando solamente el ideal asociado al subesquema y

bases de Grobner.

Teorema 2.5. Para d > 2. Sea ¥ C Cly,z] una base de Grébner minima con respecto a un orden monomial
graduado > de un ideal I € @ +d+1 (C?) y sea I C Clx,y,z] la homogenizacién de I.
Si existen tres polinomios de grado d + 1 en 4 entonces dimc H (P2, HAvip(d+1)) > 3. Si ademds la

dim¢ HO(P?, v (s)) = 0paratodo s < d, entonces se cumple el inverso.

Demostracion: Los elementos de la base de Grobner son lineamente independientes sobre C y la homogeniza-
cién de elementos linealmente indendientes en ¢ son linealmente independientes. Dado que la dimension del
espacio HO(P?, _#, ((d+1)) determina el nimero de formas de grado d + 1 en / linealmente independientes, si
suponemos que ¥ tiene tres polinomios de grado d + 1 entonces, por lo anterior, dim¢e H° (P2, Hvipld+1)) >
3.
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Para el regreso, supongamos que dim¢ HO (P2, Avipd+1) >3y dimc HO(P?, Avp(s)) =0 para toda
s < d. Observemos que ¢ no tiene polinomios de grado < d, pues la homogenizacién de un polinomio de grado
k es de grado k y por hipétesis dime HO (P2, Hvp)(s)) =0 paratodas <d.

Procederemos por contradiccion. Si ¢ no tiene polinomios de grado d + 1, sea F(x,y,z) € I, (existe por
hipétesis), entonces F(1,y,z) € I y deg(F(1,y,z)) <d+ 1. Dado que > es un orden graduado, F(1,y,z) no
puede ser generado por los elementos de ¢, lo cual es una contradiccion.

Si 9 ={f1,8,-.,8s} donde deg(fi) =d+ 1y deg(g;) > d+?2 para toda i = 2,...,s. Sea F3 € I,
linealmente independiente con la homogenizacién f; de f;. Observemos que si F3 = ijll hay1-i(y,z)x' donde
har1-i(0,2) € Cy,z]a+1-i ¥ hav1(y,z) = 0 entonces deg(F3(1,y,z)) < d y determina un elemento que no puede
ser generado por los elementos de 4. Por tanto, F3 € 1,41 con deg(F3(1,y,z)) =d + 1.

Definamos a f3 := F3(1,y,z) € I, entonces in,(f3) = c1in-(f1). Consideremos el S-polinomio de f; y
S, es decir, S(f1,/3) = fi — % f3 € 1. Observemos que S(f1,f3) # 0, pues dado que fi y F3 son linealmente
independiente y afy +bf3 = afi + bF;, entonces f; y f3 son linealmente independientes.

Como > es un orden graduado, deg(S(f1,/3)) <d+1yin_(fi) = in-(S(f1,/3))- Si deg(S(f1,/3)) <d,
su homogenizacién tiene mismo grado, por tanto seria una contradiccién con la hipdtesis. Supongamos que
deg(S(fi, f3)) = d+ 1, dado que in, (fi) = in. (S(fi, f3)), esto implicaria que in, (S(fi, ) € in- (4 — {f1}),
lo cual es una contradiccién porque ¢ es minima.

Si¥ ={f1,f2,83,...,8s} donde deg(f1) =deg(f>) =d+1ydeg(g;) >d+2paratodai=3,...s. Existe
F; € I tal que fi, f>,F; son linealmente independientes y deg(Fs(1,y,z)) =d + 1. Sea f3 := F3(1,y,2) €
I—¢. Sin perdida de generalidad, supongamos que in. (f3) = ciin. (f1) para alguna c; € C*.

Considerando el S-polinomio de f; y f3; S(f1, f3) el cual es un polinomio no cero pues f y f3 son lineal-
mente independiente, deg(S(f1, f3)) < d+ 1y in.-(f1) > in-(S(f1,/3))-

Sideg(S(f1,f3)) =d+1,dado quein, (f1) = in. (S(f1,/3)) y deg(in.-(g;)) > d+2, entonces in. (S(f1, 3)) =
coing(f>) para algin ¢, € C*.

Consideremos el S-polinomio de f> y S(fi,f3), es decir, Sy := S(f2,S(f1,/3)) = fo — éS(f],‘]%) =fhr—
é fi+ =L-f5 € I. Observemos que S; # 0, pues f1, f» y f3 son linealmente independientes y in, (h) = in.(S;)

€20

para toda h € ¢, esto implica que in. (S1) ¢ in.(I), lo cual es una contradiccién pues S € I. O

Observemos que el hecho de que tengamos tres polinomios de grado d + 1 en una base de Grobner minima,

no necesariamente implica que se satisface la condicién de Euler para estos tres polinomios.

Ejemplo 2.1. Consideremos el ideal I = (y*z+z,yz—y> —z%y) C C[y,z]. Los generadores de este ideal son
las componentes de la 1-forma s = yzdz + (y* 4 z2)(zdy — ydz) que representa de manera local una foliacién
en P? de grado d = 2 (ver [CDBM10]). Usando >Gpevrer, 12 base de Grobner reducida (en particular, es una

base minima) para / estd dada por

G = {2y e+, —yz,2*h

Al homogenizar los polinomios de grado 3 con respecto a x obtenemos el conjunto

G ={yZ yz+2,y —xyz}
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y se puede comprobar que xfi +yf> +zf3 # 0 para toda f; # f;, donde f; € 4.

Sin embargo, si tomamos la siguiente base de Grobner minima
02y e+, -y —yz—2y.2')
de I, obtenemos los siguientes polinomios homogéneos de grado 3
2y e+, —y —xyz— 22y}

y satisfacen

x(y2?) +y0Pz+22) +2(—y  —xyz—2y) = 0.

Por tanto es natural preguntarse por las condiciones que deben cumplirse en una base de Grobner de un ideal
como el del Teorema 2.5 para satisfacer la condicién de Euler. La respuesta a esto la veremos en el capitulo

siguiente.



Capitulo

Sicigias

En este capitulo desarrollaremos brevemente la teoria de sicigias la cual proporcionard una herramienta

para desarrollar los algoritmos que presentaremos en el Capitulo 4.

3.1. Definiciones y resultados sobre sicigias

Vamos a suponer que R es un anillo Noetheriano.

Definicion 3.1. Un anillo graduado es un anillo R junto con una descomposicion en suma directa
R=Ry®R DR~

de grupos abelianos tal que RiR; C Riy j parai,j > 0.
Un elemento homogéneo de R es un elemento de uno de los grupos R;.

Un ideal homogéneo de R es un ideal que es generado por elementos homogéneos.

Ejemplo 3.1. El anillo de polinomios Clx,y,z] es un anillo graduado. Los elementos homogéneos de grado s,
es decir, los elementos en Clx,y, 7], es el C-espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado s unién el

polinomio O.

Definicion 3.2. Sea R es un anillo graduado. Un médulo graduado sobre R es un médulo M con una descom-

posicion M = @~ M; de grupos abelianos tal que RiM; C M j para toda i, j.

Ejemplo 3.2. Sea R = @ R; un anillo graduado.
1. Los R-médulos libres R™ son médulos graduados pues R" = @(R™);, donde (R™); := (R;)™.
2. Si {M;}"" | son R-médulos graduados, entonces ;" ; M; es un R-médulo graduado.

3. Si I C R es un ideal homogéneo, entonces I es un R-médulo graduado. Pues I = @~ I, donde I, :=

INR;.

21
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4. Si M = @ M; es un R-médulo graduado y ¢ € Z, entonces M(t) := @ M(t); donde M (), := M,y es un

R-moédulo graduado isomorfo a M llamado el médulo recorrido o torcido.

Observemos que el mddulo torcido M(¢) es un médulo isomorfo al médulo M, salvo que cambia la gra-
duacién de los elementos, por ejemplo, los elementos de grado 0 en M(¢) son elementos de grado —t en M.

Ademds, la suma directa de los médulos torcidos R(#;) con f; € Z es un R-médulo graduado libre.

Definicion 3.3. Sean M y N R-mddulos graduados. Un homomorfismo @ : M — N es un homomorfismo de

grado t si (M) C Ny para toda s € Z.

Ejemplo 3.3. El homomorfismo ¢ : (C[x,y,z](—4))> = (C[x,y,2](—3)) ® (C[z,y,2](—2)) definido por

es un homomorfismo de grado 0. En efecto, sea (my,mz) € (C[x,y,z](—4))2, es decir, m,my € Clx,y, 754,

entonces

mi Z y mi zmy +ymy
(p = = )
my -y —XZ ny —y mjp —Xximyp

Por tanto, deg(zm| +ymy) =s—4+1=s—3ydeg(—y*my —xzmy) = s —4+2 = s —2. Es decir, zm; +ym; €
(Clx,»,2)(=3))s y =y*m1 —xzm € (Clx,3,2)(=2))s.
En general, un homomorfismo de grado 0

R(—1)) &+ & R(~t)) ——— R(—c1) &+ BR(—cp)

estd definido por una matriz ¢ de tamafio m X p cuya entrada i; es un elemento en R, para cada i, j.
Definicion 3.4. Sean R un anillo graduado y M un R-mddulo graduado.
» Una resolucion libre graduada de M es una resolucion de la forma
Pn

FoirooE B 2RSS0

donde cada F; es un médulo torcido graduado libre, es decir, F; = @ jR(—si, i) y cada homomorfismo @;

es un homomorfismo graduado de grado cero que llamaremos presentacion.
» La imagen del homomorfismo @; es llamado el i-ésimo modulo de sicigias de M.

w Sipara algiin n se tiene F,1 =0, pero F; # 0 para toda 0 <t < n, decimos que F, es una resolucién de

longitud n.

Se puede ver que cada R-mddulo graduado M admite una resolucién libre graduada de la siguiente manera.
Supongamos que M es un R-mddulo generado por # elementos fi,..., f;, y definamos el homomorfirmo de
R-médulos

@: R0o——— M

e ——— f;
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donde {ey,... e, } son la base canonica ordenada del médulo libre R.
Denotamos por M| = Ker(¢p), y supongamos que este médulo es generado por ¢ elementos. Procediendo

como antes, tenemos un homomorfismo
Q: RN —— M,
que envia la base candnica de R'! a los generadores de M) obteniendo la siguiente sucesion exacta:

Q1=i-¢y o)

R M.

R"

Asi, podemos continuar el proceso, obteniendo una resolucion libre del médulo M,

®n Pn—1 ?1 Po

R Rin-1 R R0 M
T -
Ker(@,-1) Ker(qo)

Por lo regular, cuando trabajamos con un médulo de la forma M = R/I, donde I es un ideal homogéneo
en el anillo R generado por fi,..., f; elementos y hablamos del médulo de sicigias de M nos vamos a re-
ferir al segundo mddulo de sicigias de M, es decir, im(¢,) = Ker(¢;), y lo denotaremos por Syz(M) o por
Syz(fis-- o fo)-

Ejemplo 3.4. Consideremos el C[x,y]-médulo I = (x* x?>y?,y*) y considermos el homomorfismo ¢y definido

por
@®: Clx,y]) ————— 1.

e ——— 5 x*
() |—>X2y2

3 ——— Y

Observemos que Ker(¢y) = (f1, f2, f3) donde

0 —y* -
== .LA=]0|yfi=]|x
x2 —x* 0

Por tanto, podemos definir el homomorfismo @; definido por

1 ¢ Clx,y)) —————— Ker(e)

et fi

coni=1,2,3. Se puede probar que Ker(Q;) = (g), donde g = | 1 |.Tomando el siguiente homomorfismo

inyectivo de médulos




24

obtenemos la siguiente resolucién libre del médulo I:

0 Clx,y ey —2 1

\/\/

Ker((y) Ker(gy)

Por otro lado, observemos que f> = y*f; +x°f3. Por tanto, Ker(¢gy) = (f1, f3). En este caso, si definimos
el homormorfismo ¢ de C[x,y]? al Ker(¢o) que envia los elementos de la base canénica de Clx,y]*> a f1 y f3,

tenemos las siguiente sucesion

¥} ——— Cx,y)? —*

Kerlq)1 /

Se puede ver que @] es inyectivo. Por tanto tenemos la siguiente resolucién del Clx, y|-médulo 1

00— Clx,y]? - Clx,y)? — "

l«ﬁ

Ker(g)
donde
0 —y2
o= 22
X2 0

En este ejemplo podemos ver que las resoluciones de un médulo no son tnicas, pero uno puede hablar
de “unicidad” bajo cierta relacién como se verd mds adelante. También observemos que las resoluciones no
necesariamente tienen longitud finita. Sin embargo, cuando el anillo graduado es un anillo de polinomios se

tiene el siguiente resultado dado por Hilbert.

Teorema 3.1. [Eis05, Teorema de Hilbert de Sicigias 3.8] Sea K un campo. Cada K|xy,...,x,|-mdédulo gra-

duado finitamente generado tiene una resolucion libre graduada finita de longitud a lo mds m.
Ahora veamos a qué nos referimos con “unicidad” de resoluciones.

Definicion 3.5. Una resolucion graduada F, : --- — F o, FFi— =k DM =5 0 de M es minima si para

cada l > 0, las entradas no cero de la matriz @) tienen grados positivos.

Ejemplo 3.5. La resolucién del médulo 7 = (x*,x2y?,y*) del Ejemplo 3.4 dada por

0 —— C[x,y] ELCEN Clx,y)? LN Clx,y)? g

donde
0 —y* 2 _2
o= |x* x%y? o= 0 X |ym=]1
2 =0 —y?

no es una resolucién minima.
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Definicion 3.6. Dos resoluciones graduadas de un R-mdédulo M

Foiiiic 2o -2 o " -2 M 0 y

Ge:- - Vi G, w2 G Vi Go Yo M 0

. . . o L .
son isomorfas si existen isomorfismos graduados F; — G; de grado cero tales que el siguiente diagrama con-

muta:

OCZJ/ O‘IJ/ OCOJ M
T

G2 %) Gi Vi Go

es decir, Yoo Og = Qo y para cada i > 1 04—y o Q; = ;o ;.

Una consecuencia de esta definicién aplicada a médulos graduados finitamente generados es que cada
mdbdulo posee una tnica resolucién graduada minima salvo isomorfismo (ver [CLO06, Teorema 3.13]).

Regresando a la notacién de la Definicién 3.4. Si F, es una resolucién libre graduada minima de longitud ¢
de un R-médulo M, entonces para cada i, podemos escribir F; = B 7, R(— j)ﬁfj .

Los niimeros f;; son llamados los niimeros de Betti graduados de M e indican el nimero minimo de gene-
radores de grado j en F;. Estos niimeros pueden ser ordenados en una tabla de Betti que consiste de una tabla
con t + 1 columnas, etiquetadas por 0, 1,...,¢ que corresponden a los médulos libres de F, como se muestra en

la siguiente tabla:

0 1 .-+t =longitud de F,
i Boi  PBrivt - Brive
i+1 | Boiv1 Brirz - Briv1+
J Boj  Bij+1 - Brj+t

Tabla 3.1: Tabla de Betti del médulo M

Un resultado importante sobre los nimeros de Betti de médulos graduados sobre un anillo de polinomios y

que nos facilitard calculos en el futuro desarrollo del trabajo es la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1. [Eis05, Proposicion 1.9] Sean {B;;} los niimeros de Betti graduados de un C|xi,...,Xp)-
mdédulo finitamente generado. Si para un i dado existe e tal que B;; = 0 para todo j < e, entonces B j+1 =0

para todo j < e.

Ejemplo 3.6. Consideremos los C|x,y, z]-mddulos definidos por
I=(y+2°27 =2y + 2072 +y2h Py e+ 2092 +2) y M =Clx,y,|/I.

Usando Macaulay2 obtenemos la siguiente resolucién libre minima de M.
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Fy: 0 —— C[x,y,7? " Clx,y,z)? #C[X,%Z] LM?
L
Ker(po) =1

donde

¢ = [x4y +x02 -y Ay oyt 4yt Py 2ol +20 ]

0 —x3?—2xy2-7*

YP=|—z xt—y?
y x’z
Su tabla de Betti estd dada por
0o 1 2
0|1
1
2
3
4 3 1
5
6
7 1

Observemos que la longitud de la resolucién de este mddulo es 2. De hecho, esto sucede para ideales en el

anillo de polinomios Clx, Yy, z] que son O-dimensionales.

Proposicién 3.2. [Eis05, Proposicion 3.1] Si I C C[x,y,z] es un ideal homogéneo de un conjunto finito de

puntos en P2, entonces I tiene una resolucion libre de longitud 1.

De hecho, Hilbert (en casos especiales) y Burch (en general) probaron que los ideales con una resolucién
libre de longitud 1 son determinantales, es decir, ideales generados por menores del mismo tamafio de una

matriz. Ademds, si la resolucién de un ideal I (como en la Proposicién 3.2 ) es de la forma
0—+F—=G—1

y F es de rango ¢ entonces G es tiene rango ¢ + 1.

3.2. Condicién de Euler y sicigias

Para finalizar este capitulo, en esta seccién presentaremos una condicién sobre algunos nimeros de Betti
que nos permitird determinar si dado un ideal I C Clx,y,z] 0-dimensional, generado por tres polinomios ho-
mogéneos de grado k > 3, estos polinomios 0 una combinacion algebraica de ellos satisfacen la condicién de

Euler.
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Sean I C Clx,y,z] ideal homogéneo 0-dimensional y M = C|x,y,z]/I. Por el teorema de Hilbert de Sicigias,

M tiene una resolucién libre graduada de longitud 3 con Ker(@g) = 1.

F,: 0 F 5 p—2 " Clx,y,7] M
L
Ker(gy)

Por la Proposicién 3.2, el médulo 7 tiene una resolucién libre de longitud 1,

0 G Go I

Dado que los médulos graduados finitamente generados poseen una tnica resolucién graduada minina salvo
isomorfismo, entonces sin perder generalidad podemos suponer que F| = Go, F> = Gy F3 =0.

Por lo tanto, podemos considerar que una resolucién libre graduada minima de M esta dada por:

(%] F ?1 C
1
"

Recordemos que por Hilbert-Burch, si F; es de rango ¢ entonces Fj es de rango t + 1.

Fa: 0 B .3, 2] —s Clx,y, 2)/1.

Ahora, apliquemos lo anterior al siguiente caso. Sean k > 3 fijo y f1, f2, f3 € Clx,y,z]x polinomios ho-
mogéneos linealmente independientes y sin factores en comin. Consideremos al = (f1, f», f3) y M = Clx,y,z] /I
los C[x, y, z]-médulos.

Por lo discutido anteriormente, M admite una resolucién de longitud 2, y dado que el nimero de generadores
de I es 3 y son de grado k, sin pender generalidad, podemos suponer que la resolucién graduada minima de M

esta dada de la siguiente forma:

Fo: 0 ——— Clx,3,7)(—51) ®Clx,y,2)(—s2) ——— Clx,y,2)(—k)} ——— Clx,y,d] ——— M

Syz(f1, 2, f3) I={f1,f2f3)
donde
myy  mp2
o1 = [fl f2 f3] Y@= my mp
m3; M3

Teorema 3.2. Con la notacion anterior, existe una columna A en la matriz ¢, cuyas entradas generan un
C—espacio vectorial W de C[x,y,z]1 de dimension 2 o 3 si'y sélo si B j+1 # 0.

En particular, la tercia f1, f>, f3 satisface la condicion de Euler si y solo si dim¢ W = 3.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que W = (mj2,map,m33)c es un C-subespacio vec-
torial de C[x,y,z]; de dimensién 2 o 3. Sea m; uno de los generadores de W. Dado que F, es de grado 0
tenemos deg(mjy) = s» —k. Como W es subespacio de C[x,y,z]| entonces 1 = s, —k y por tanto so = k+ 1, es
decir, B2 441 # 0. Ahora, supongamos que B+ 7 0y que so = k+ 1, entonces existe una columna A en la

presentacién ¢, con entradas en Clx,y,z];. Sea W el espacio generado por las entradas de A.
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Si dim¢ W = 1, entonces
Am
A= [lom
Azm
donde m es un generador de W y A; € C para i = 1,2,3. Dado que los ¢; - ¢, =0, ):?:] Aimf; = 0. Por tanto,
):?:1 Aifi =0.Y dado que f1, f> v f3 son linealmente independientes, entonces A; = 0 para i = 1,2, 3. Por tanto,
dim¢ W es 2 o0 3.

Para la segunda parte, supongamos que la tercia satisface la condicién de Euler, es decir, xf; +vf> +zf3 =0,

X

-
entonces |y| € Syz(fi, />, f3) = Ker(¢;). Si consideramos a {x y z} como una columna de la presentacién

z
¢, entonces dimg (x, y,z)c = 3. Por otro lado, si W = (my2,mp3,m3; )¢ tiene dimension 3 sobre C, considerando

a W como un Clx,y,z]-médulo, podemos definir el C[x,y, z]-homomorfismo ¢ de W a Clx,y,z] que envia a los
generadores mja,maa,m3y a x,y,7 respectivamente, entonces 0 = ¢(0) = ¢ (myafi +maafo + msafz) = xf1 +

yh+zf3. O

Ejemplo 3.7. Consideremos el ideal I = (x*y +x37% —y>, x2y +2xy?7% +yz*, x?y?z 4 2xyz> + 2°) del Ejemplo
3.6. La tabla de Betti de M = Clx, y,z]/I, esta dada por

0 1 2
0|1
1
2
3
4l 3 1=pug
5
6
7 1

Observemos que los generadores de [ son de grado k =5y que 6 = 1. Usando Macaulay2, el C-espacio
vectorial W = (—z,y)¢ tiene dimensi6n 2, en consecuencia, ni los generadores de / y ninguna combinacién de

ellos satisfacen la condicion de Euler.

Ejemplo 3.8. Consideremos el ideal 7 = (yz?,y*z+2°, —xyz+y*,7*), lahomogenizacién del ideal 7 del Ejemplo

2.1. La tabla de Betti de C|x,y,z]/I estd dada por

0 1 2
0|1

1

20 3 1=pa
3 1

Los generadores de I son de grado k =3y B4 = 1. Tomamos de la resolucién obtenida en Macaulay?2 al



29

espacio W = (—z,—y,x+2)¢ el cual es de dimensién 3. Por tanto, los generadores o una combinacién de ellos

satisfacen la condicién de Euler, lo cual es lo esperado pues ellos provienen de una foliacion.
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Capitulo

Resultados y algoritmos

. . . . . 2 .
En este capitulo desarrollamos los algoritmos para determinar si dado un ideal en HY 9+ (P?) éste es

el esquema singular de una foliacién sobre P?. Veremos ejemplos interesantes que resultan de aplicar dichos

algoritmos.

4.1. Algoritmo de pertenencia

Daremos algunas definiciones y resultado conocidos para plantear algunas preguntas sobre el esquema de

Hilbert, que nos servirdn para encontrar comportamientos y desarrollar el algoritmo (quizds més combinatorios)

cuando trabajemos con foliaciones.

Definicion 4.1. Sea N € N fijo. Una particion de N, denotada por A = N, es una sucesion A := (A1,...,A) de

S
enteros positivos decrecientes tal que Y, A; = N.
i=1

Ejemplo 4.1. En la tabla se muestran todas las particiones paraN = 1,...,5.
N | AEN
1 1

(V)] ~ (O] [\

~~ |~ |~ |
W

— |~ [~ |~ |~
-

~~ |~ |~ |

Un diagrama de Young es un objeto combinatorio que consiste en un arreglo de casillas por filas de modo

que cada fila contiene una cantidad menor o igual de casillas a la anterior.

A cada particién se le puede asociar un diagrama de Young, por ejemplo, supongamos que tenemos la

particién A = (4,3,2,2,1,1) - 13, entonces podemos asociar el diagrama de Young que sigue:

31
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Figura 4.1: Escalera asociadaa A = (4,3,2,2,1,1)

Estos diagramas son conocidos como escalera asociada a la particién A.

Ejemplo 4.2. En la siguiente tabla, se muestran las escaleras asociadas a las particiones del Ejemplo 4.1.

N | AEN
1|0
2 I:DE

3 I:EDEEJ
4 I:IIDEEHHJEIZD

o, B

Tabla 4.1: Escaleras

Observemos que una escalera es un subconjunto de R>o X R>o. Podemos pensarla como una cuadricula de
N x N. Por tanto, a cada casilla se le puede asociar un punto (a, ;) € N x N, el cual es el vértice inferior de

la casilla, como podemos ver en el siguiente diagrama.

(0]

(09]
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Por la correspondencia entre los puntos (@;,02) € N x N y los monomios en y*z% € Cly,z] podemos

asociar a cada particion A = (41,...,A;) F N (o escalera) dos conjunto de polinomios en Cly, z:

= El conjunto de N monomios que corresponden a las casillas de la escalera asociada a A, es decir,

By ={y07":0<8<A—1,0<y<i—1,parai=1,...,s}.

= Elideal generado por los monomios que corresponden al borde de la escalera

L= 0N 2 i=1, ).

Este ideal es llamado el ideal asociado a la escalera A.

No es dificil verificar que I; es un ideal monomial 0-dimensional en C[y,z] pues contiene potencias puras
en todas sus variables y que el conjunto B, es su conjunto de monomios estdndar de 7). Podemos observar que

el conjunto de elementos en el borde de la escalera no es un conjunto minimo de generadores para /.

Ejemplo 4.3. Si A =(4,3,2,2,1,1) I 13, su escalera asociada es:

[ S RO N

0 1 2 3 4

Figura4.2: A =(4,3,2,2,1,1)- 13

7
6 6
6 2z )'\yz\ Geng¢radotes de
2| I
> afl T2
Z (yZ Z
4 \VI
Z3 yZ3 y2Z3
3

2 2(1.2,2[13/2
"z YT\ | YT % \
Monomios / N
estandar z | )z y22< ¥z )ﬁ’f
A

Bl 1 v(
N

\S}
N
P

Figura 4.3: (4,3,2,2,1,1) - 13, I, B,
Entonces, de la Figura 4.3 tenemos que el conjunto de monomios estdndar de I, es

By ={1L,yy* Y, z,yz2,y’2,25 v, 2y, 24 2}
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Ademas, los generadores del ideal ), son por definicién el conjunto

4 4 3 2.2 .32 .23 4 2.4 5.6 6
YA A Tt 0l Ul U ol VA TS A Vi ol Vel

Sin embargo, observemos que los monomios de este conjunto que no estdn marcados en un circulo en la Figura

4.3 son multiplos de los que si lo estan. Por tanto el ideal asociado a la particion estd generado por los monomios

37,3222,y y 29, es decir, I = (y*, 1323222, y24,20).

Recordemos que por el Teorema 1.4, bajo el morfismo proyeccién 7 : Cly,z] — Cly,z]/I),, el conjunto By
forma una base para el C—espacio vectorial C[y,z]/I. Por tanto, para un N fijo, cada particién A - N define

un conjunto:
Uy, = {I ¢ H"(C?) : (B, forma una base para el C — espacio vectorial C[y,z]/I}.

Estos conjuntos abiertos son variedades afines que cubren a HY (C?), su estructura de esquema est4 dada
de manera explicita en [MS04, Capitulo 18].

Un problema que nos interesa en estos abiertos es determinar, dado un ideal 7 € HY ((Cz), todas las parti-
ciones A N tales que I € U,. Para nosotros es importante poder determinar esas particiones, pues esto nos
permitird por ejemplo poder determinar los abiertos U, que contenga ideales con funcién de Hilbert dada por

la funcién ¢ definida por

(sgz) si s<d,
o) =9 (P)—(+1)(+3) si d+1<s=t+d+1<2d,
d>+d+1 si s> 2d.

Esta funcién esta relacionada a los ideales provenientes de foliaciones como podemos ver en el Teorema

2.4y las cuales son de nuestro interés, ademas por si solo es un problema interesante y reciente (ver [HKP19]).

Ejemplo 4.4. Consideremos el ideal € H>(C?) generado por los polinomios en Cl[y,Z]

Y -,
2y2z—z—z2,

2yz =2y —z42y* — 2%,
2yz2—2y—z+2y2—zz,

Z3—Z-

Usando Singular, calculamos el abanico de Grobner, y obtuvimos que [ sélo tiene dos ideales iniciales diferen-

tes obtenidas de las bases de Grobner

1 1
G ={2 -2y —yz.y +yz— Ezz —y—33

Gy = {2y —2yz+ 22 +2y+2,° 2 — ¥ —yz+ 5,y —y}.



35

5
1 1 41

Para ¥ = {2} —z,y2% —yz,y? +yz— 522 —y— 3z} 312

2 |2
El conjunto de términos iniciales de esta base es = yyZZ

Z
{z3,yz%,¥%}. Por lo tanto, la particién asociada es 1 1y ]?
(2,2,1). 0123435

Figura4.4: A =(2,2,1)F5

5
4
Para % = {—2y2 —2yz+ 2+ 2y + z,yzz - 3
2
y?> —yz+,y° —y}. El conjunto de térmi- 2
Z |¥2|y*;
nos iniciales es {z%,y°z,y*}. Por lo tanto, 9Ty 2y
estd asociado a la particién (3,2). 012 3 435

Figura4.5: A =(3,2)F5

Con estos ideales iniciales, sabemos que I pertenece a Uﬁa y UEEI:' Por otro lado, si calculamos una base de
Grobner universal de I, obtenemos la siguiente base:

1 1
G = {2~y —yz+3y -2 -2,y —yz,y* +yz— Ezz —y=33

Observemos que cada elemento de & es una combinacién de los elementos {1,y,y?,z,7>} més términos
del conjunto {y*,yz,y%z,yz%,2°} que pertenecen al ideal (y*,yz,7°), el cudl estd asociado a la particién (3,1,1)

dada en la Figura 4.6. Por lo tanto I € UE::'

3 yZ?a

yz*
Z |2 yzz
11y y2 y3
01 2 3 45

—_ N W B~ W

Figura4.6: A = (3,1,1)F5

Sin embargo, no existe un orden monomial > tal que in. (I) = Iﬁ:n' En efecto, supongamos que existe
un orden monomial > tal que in. (I) = (z°,yz,y’), entonces in. (y> + yz — %zz —y- %z) = yz. Ademas yz >
y?,7%,y,z. Como - es orden monomial, yz >~ y* implica que z > y, y yz > z> esto implica que y = z asi y = z, lo
cual es una contradiccion.

En resumen, el ideal I pertenece a los abiertos Uﬁa’ UEEI: y Uﬁ:n y no todas estas particiones son obtenidas a

partir de un orden monomial.
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Del ejemplo anterior surgen dos preguntas naturales ;estas son toda las particiones de 5 para los cuales
I € Uy 7y sino, ;como las podemos determinar todas?

Nosotros disefiamos un algoritmo implementado en Macaulay?2, que calcula (dado un ideal) todas las parti-
ciones A’s cuyos abiertos U, asociados contienen al ideal dado. Estos cdlculos consideran aquellas particiones
que no provienen de 6rdenes monomiales.

Antes del algoritmo recordemos otro invariante importante del polinomio de Hilbert de un ideal.

Definicion 4.2. Sea I C Clxy,...,x,] un ideal con polinomio de Hilbert
Nt + términos de grado menor que d

con N # 0. Definimos el grado de I como N /d!.

Algoritmo 1 :Algoritmo de pertenencia

Entrada: 7 C C[y,z], ideal 0-dimensional.

Salida: Lista de todas las particiones A del grado de I, tales que I € Uj.

1: Calcula una base ordenada & = {y*z% + I} del C-espacio vectorial C[y,z]/I.
2: Calcular el conjunto de particiones A de N = dim¢ C[y,z]/I.

3. Definir P:= {}.

4: Paracada A € A;

5: Calcular el ideal monomial I, asociado a la particién A.

6: Calcular el conjunto de monomios estandar B) de I .

7: Calcular (B, ), donde 7 es el morfismo proyeccién de Cly,z] a Cly, z]/I.

8: Definir la transformacién T}, : C[y,z]/I — C|y,z]/I que envia los elementos de la base ordenada % a los

elementos de 7(B).
9: Definir r := rank(T),).
10: Sir =N, entonces agregar A a P.

11: Regresa P.

Prueba de validez. Sean I C Cly,z] un ideal O-dimensional y > un orden monomial. Calculamos el ideal inicial
de I con respecto al orden >. Como ins (1) es monomial, sea {y*1z*2} el conjunto de monomios estdndar de
iny(I). Por el isomorfismo entre C[y,z]/in..(I) y C[y,z]/I (ver [CLO13]) entonces % := {y*z* + I} es una
base del espacio Cly,z]/I y sin perder generalidad podemos suponer que es una base ordenada.

Sea N = dim¢ C[y, z] /1. Denotemos por A al conjunto de todas las particiones de N, es decir,

A= {l:(/ll,...,/ls)ZA,-:N, conklz...2%21}.
i=1
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Sean A € Ay By := {y"7"} el conjunto de monomios estindar del ideal I .

Consideremos el homomorfismo de anillos

Ty :C[%Z] — (C[y,Z]/I
f = f+I

Denotaremos por By = 7, (B ) C Cl[y,z]/I. Observemos que la cardinalidad |B; | = N (no necesesariamente
son independientes o diferentes de cero). Por tanto podemos definir la siguiente transformacion lineal definida

sobre la base 4:
T :Clya/T — Clyz/l

YR 4T = my (yNeh)
Recordemos que T}, es no singular si, y s6lo si, T es sobreyectiva. Por tanto, si rank(T, ) = N, entonces T,
es un isomorfismo, es decir, By, es una base de Cl[y,z]/I. Por tanto, por definicién I € Uj,.

Por otro lado, si rank(T),)<N, entonces B no es base de C[y,z]/1, y por tanto, I ¢ U, O
Ejemplo 4.5. Aplicaremos el Algoritmo 1 al ideal dado en el Ejemplo 4.4, es decir,
1= (y3 22—z =2 2y =2y —z+2y* — 22,29 — 2y —z+ 2y* — 22,2 —z) € HS((CZ).

Definimos el anillo y el ideal. Usaremos el orden GRevLex.

i1: R=QQly,z]
i2: I=ideal(y~{3}-y, 2y {2}-2z-z-z"{2},2yz-2y-z+2y~{2}-z"{2},
2yz~{2}-2y-z+2y~{2}-z"{2}, z"{3}-2)

Verificamos que el ideal / es 0-dimensional.

i3: dim I
03: 0

Definimos el médulo M.
i4: M=R/I

Calculamos una base % de M con respecto al orden GRevLex.
o5: {1,y,yz,z,z"{2}}

Definimos a N como el grado de /, o equivalentemente el niimero de elementos en la base 05.
i6: N=5

Calculamos el conjunto A de particiones de N

07:{(5), (4, 1), (3, 2), (3, 1; 1)’ (2, 2, 1): (2: 17 1: 1):
(1, 1, 1, 1, D}

Para cada particién, calculamos los bordes de las escaleras asociadas.
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o8:{{y"{5},z},{y"{4},yz,2"{2}} ,{y"{3},y"{2}z,2z"{2}},{y~"{3},yz,yz"{2},z"{3}},
{y~{2},y"{2}z,yz"{2},2"{3}},{y"{2},yz,yz"{2},yz"{3},z"{4}},
{y,yz,yz"{2},yz"{3},yz"{4},z"{6}}}

Para cada particién, calculamos los monomios estdndar.

09: B={{1,y,y"{2},y"{3},y"{6}},{1,y,y"{2},y"{3},z},
{1,y,y°{2},z,yz},{1,y,y"{2},z,z"{2}},{1,y,2,yz,z"{2}},
{1,y,z,z°{2},z"{3}},{1,z,z"{2},z"{3},z"{4}}}

Para cada elemento en cada lista de B, aplicamos el morfismo 7.

010: {{1,y,-yz+1/2z"{2}+y+1/2z,y,-yz+1/2z"{2}+y+1/2z},
{1,y,-yz+1/2z"{2}+y+1/2z,y,z},
{1,y,-yz+1/2z"{2}+y+1/2z,z,y2},{1,y,-yz+1/2z"{2}+y+1/2z,z,z {2} },
{1,y,z,yz,2°{2}},{1,y,z,2"{2},z},
{1,z,2°{2},z,z"{2}}}

Aplicamos la transformacién 7).

oll:
1 0 0 0 O 1 0 0 0O 1 0 0 0O 1 0 O
o1 1 1 1 01 1 10 01 1 00 01 1
o0 -10 -1 1,00 -1 00],{0O0 -1 011,100 -1
0 0 1/2 0 1)2 0 0 1/2 0 1 0 0 1/2 1 0 0 0 1/2
0 0 1/2 0 1/2 0 0 1/2 0 0 0 0 1/2 0 O 0 0 1/2
1 00 0O 1 0 00O 1 00 0O
01 0 0O 01 00O 00 0 0O
o00o010]}],]00O0OO0OGO0OTI|,fO0OO0O0OO0TFO
001 00O 0 01 01 01 010
0 0 0 01 0 0010 001 01

Calculamos el rango de cada transformacion 7,

o12: {3, 4, 5, 5, 5, 4, 3}

Por tltimo, elegimos las particiones cuya transformacién 7, tengan rango maximo.

0o12: {{3, 2}, {3, 1, 1}, {2, 2, 1}}

Observemos que la lista obtenida da justamente las tres particiones que obtuvimos en el Ejemplo 4.4.

(=N el -l

S O o O
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4.2. Aplicacion del algoritmo de pertenencia

Sea d € N fijo. Consideremos la funcién:

(*3?) s s <d,
() =9 () —(+1)(+3) si d+1<s=t+d+1<2d,
d>+d+1 si s> 2d.

Observemos que a partir de s = 2d — 1, la funcién ¢ es constante igual a d> +d + 1.
Definiendo N = d? +d + 1. Podemos preguntarnos por los ideales I € HM (P?) tales que su funcién de
Hilbert coincide con la funcién ¢, es decir, HF;(s) = ¢(s) para toda s € N.

Gotzmann en [Got88] demostrd que para cualquier funcién ¢ el conjunto
HY = {T e HV(F) : HF(s) = 9(s)}
es un subconjunto conexo y suave de H (IP?) si es diferente del vacio.
Corolario 4.1. El conjunto Hgf ={I € HN(P?): HF;(s) = ¢(s)} es no vacio.
Demostracion. Usar el Teorema 2.4. O

Como nuestro algoritmo funciona para ideales I € HV(C?), podemos aplicar el algoritmo de pertenencia,
para obtener el conjunto de todas las particiones A de N tales que / € Uj. Si ademds agregamos la condi-
cién que los ideales en ese conjunto tengan la funcién ¢ como funcién de Hilbert, entonces, el conjunto que
obtendriamos serfa una mejor aproximacién a la imagen del morfismo .% (d,P?) — H" (P?).

Dada una particién A = (Ay,...,A,) para algin natural N fijo, diremos que la escalera asociada a A posee
un escalén si paraun 1 <i < s—1 existe jconi < j— 1 cuya diferencia j — i sea maxima entre todos los j con

esta propiedad y tal que 4; —4; > 1. Diremos que la longitud de este escalon es la diferencia j —i.

Definicion 4.3. Sead > 2y N = d*+d + 1. Dada una particion A = (A1,...,As) = N, decimos que A satisface

la propiedad (P) si satisface las siguientes tres propiedades.
1. My =d+1.
2. Existe un escalon de longitud 1 en la escalera A.
3. “HFp, = ¢.

Denotaremos por IN(N, ¢), el conjunto de todas las particiones de N que satisfacen la propiedad (P).
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Lema 4.1. La cardinalidad de IN(13,¢) es 6.

Demostracion. Para N = 13, es decir, d = 3, los valores de la funcién ¢ son los siguientes:

O(s) | 1|36 10|12 | 13| 13|13

Con Macaulay2 podemos ver que hay 101 particiones A = (41,...,Ay) de 13 de las cuales 18 cumplen con
el punto 1 de la Definici6n 4.3, es decir, A; = 4.

Observemos que de la Definicion 1.10 y la tabla, los monomios de grado < 3 son monomios estandar para
cualquier particién A € IN(13,¢).

Dado que I, es O-dimensional, existe k € Z- tal que z* € I;. Como ¢(3) = 10, entonces, k > 4.

Rercordemos que en C[y, z] hay 6 monomios de grado 5. Como ¢ (5) + ¢(4) = 1, esto implica que asociado
a A, s6lo hay un monomio de grado 5 como monomio estdndar.

Dado que I; es ideal y y* € I, entonces y°,y*z € I;. Por tanto, hay 4 formas de elegir un monomio de
grado 5 como monomio estdndar de 7).

Observemos que ¢ (4) — ¢ (3) = 2, entonces hay s6lo 2 monomios de grado 4 en B, . Ademds, si y*zf € B;,

entonces y“zﬁ -1 ya"zﬁ € B) para a > 1. Por tanto, procedamos por casos.
232 3, .22 _
a. Siy’z” € B, entonces y~z, y“z- € By, por tanto, A = (4,4,4,1).

b. Siy?z® € B, entonces y?z2, yz® € B, por tanto, A = (4,3,3,3).

o

. Siyz* € By, entonces yz°, 7* € B;, por tanto, A = (4,3,2,2,2).

d. Si 2> € By, entonces z* € B), y existen 3 formas de elegir otro monomio de grado 4 como monomio

estandar en I, , es decir, tenemos los siguientes casos.

a) Siyz® € By, entonces A = (4,3,2,2,1,1).
b) Siz*y* € B,, entonces A = (4,3,3,1,1,1).

¢) Siy’z € By, entonces A = (4,4,2,1,1,1).
O
En general, paraun d > 2 fijo, y unideal I € H&+d+1 (C?), nos podemos plantear las siguientes preguntas.

1. (Cudl es la cardinalidad del conjunto {A - d?>+d+1|{I € Uy y “HF; = ¢}?

2. (Es posible determinar las particiones de la pregunta anterior?
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4.3. Algoritmo: Condicion de Euler

Regresando al contexto de foliaciones, en la Seccién 2.3 vimos que una foliacién de grado > 2, queda
determinada por su subesquema singular, el cual podemos ver como un elemento en el esquema de Hilbert
HY(P?) con N = d*> 4 d + 1. Ademds, algunas caracterizaciones sobre el esquema singular proveniente de
foliaciones se pueden visualizar en el contexto de bases de Grobner. Sin embargo, en este contexto de las bases
de Grobner, estas caracterizaciones no son suficientes para determinar una foliacién como se vio en el Ejemplo
2.1, en el cual se da un ideal en H’ (P?) con una base de Grobner reducida que posee tres polinomios del grado
3 que no satisfacen la condicién de Euler aunque dicho ideal proviene de una foliacién de grado 2. Pero si
considerabamos una base minima la condicién de Euler si se cumplia. Por lo cual nos haciamos la siguiente
pregunta, ;cémo podemos determinar si al tomar una base de Grobner minima en ella existen tres polinomios
de grado d + 1 los cuales satisfacen la condicién de Euler?

Nuestro siguiente algoritmo determina si dado un ideal I € H’++1(C2), su homogenizacién es el esquema

singular de una foliacidn, y si es asi también podemos determinar la 1 —forma que la define.

Algoritmo 2 : Condicion de Euler

Entrada: Sean ] € HY+¢+1(C2) y - un orden monomial graduado.

Salida: Determinar si en I existen tres polinomios de grado d + 1 que satisfacen la condicién de Euler, donde

I es la homogenizacién de 1.

1: Calcula la tabla de Betti del médulo M = Clx,y,z]/({¢}). donde {¢} es la homogenizacién de los ele-

mentos de la base de Grobner de I con respecto al orden monomial .
2: Si los ntimeros de Betti 81 441 =3, Bis=0paratodos <d+1y B 442 # 0, entonces:
3: Elige un elemento £ € Syz({%¢}) con entradas de grado 1.

4: Si la dimensién del C-espacio vectorial generado por las entradas de ¢ es 3, entonces calcula la matriz D

definida por la trasformacién lineal que envia x,y, z a las entradas de .

5: Calcula la matriz

T:= [Bl B, 33} D~
donde B; son los elementos de grado d + 1 en {¢}.
6: Definir A =T1,B=T, y C = Tz, donde T; son las columnas de la matriz 7.
7: Imprimir (4, B,C)

8: En otro caso Imprimir “No existen tales polinomios”.
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Prueba de validez. Supongamos que B 411 =3y Pis = 0 para toda s < d + 1. Por la Proposicién 3.1 los

ndmeros [327,42 = 0 para todo i < d — 1, por tanto, la tabla de Betti de M tiene la forma

0 1 2
011
1
2
d—1
d| - 3 Brap
d+1 * *

Es decir, existen tres formas independientes de grado d + 1 y no hay de formas de grado menor en 1.
Dado que B 442 # 0, entonces por el Teorema 3.2 existe A € Syz({¢}) con entradas de grado 1. Si la
dimensién del espacio generado por las entradas de A es tres, por el Teorema 3.2, bajo el cambio lineal del paso

5y el paso 6, en I existen tres formas (A, B,C) de grado d + 1 que satisfacen la condicién de Euler. O
Ahora podemos completar la demostrar el siguiente resultado.

Teorema4.1. Dadod >2yl € H4 +d+1 (P?) un ideal de interseccion local completa, sea Ay el subesquema
asociado al ideal I de P2. El subesquema fV(D es el subesquema singular de una foliacion de grado d si 'y

solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existen tres polinomios fi, f», f» de grado d + 1 linealmente independientes en I, y d + 1 es el grado

minimo con esta propiedad.

2. El niimero de Betti B, 4> de la resolucion graduada del médulo M = ﬁ[}}zy]zc]}) es diferente de cero.

3. La dimension de C—espacio vectorial generado por las entradas de una columna de grado 1 de la

presentacion @ en la resolucion graduada de M es tres.

Ademds, existe un algoritmo que calcula las ecuaciones de la 1—forma que define a la foliacion de grado

d sobre P2,

Demostracion. Supongamos que /V(D es el esquema singular de una foliacién por curvas de grado d sobre
IP2. Por el Teorema 2.2 y el Teorema 2.5, dado un orden monomial graduado, existen tres polinomios fi, f, f3
de grado d + 1 linealmente independientes en I, y tres formas lineales £1,¢»,¢3 en H(P?, Op2(1)) tal que
):?:] i f; =0. Por el Teorema 3.2, B 412 # 0 y las formas lineales generan un C-espacio vectorial de dimensién
3. Del hecho de que en cualquier subesquema que contenga a /V( 7) de longitud d? + d no existan polinomios
de grado d (Teorema 2.3), entonces no existen polinomios de grado d en I.

Por otro lado, si se satisfacen las condiciones 1,2 y 3 entonces (bajo una transformacién lineal) existen tres
polinomios A,B,C € HO(P?, FZ(d+1)) que satisfacen la condicién de Euler. Asi que por el Teorema 2.2,

Av(1) es el esquema singular de una foliaci6n.
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Para la prueba de la dltima sentencia, observemos que pedir que se cumplan las condiciones 1,2,3 es equi-
valente a tener el paso 2 y el paso 3 del Algoritmo 2, por tanto, bajo la transformacién lineal aplicada en el
Algoritmo 2 obtenemos las ecuaciones de la 1-forma Adx + Bdy + Cdz que define a la foliacién de grado d

sobre P2, O

Ejemplo 4.6. 1. Consideremos el ideal I = (y> 4 14yz> — 823 + 8y> —z— 14, —9y3 + 11yz> + 32 — 3y> +
97— 11,7y> +yz2 — 522 + 5y* — 7z — 1) € H'(C?).

(La homogenizacién de I determina el esquema singular de una foliacién de grado 27
Aplicando el Algoritmo 2 obtenemos lo siguiente:

Definimos el anillo y el ideal. Usaremos el orden graduado lexicografico.

i1: R= QQly,z, MonomialOrder=> GLex]

i2: I=ideal(y~{3}+14yz~{2}-8z"{3}+8y~{2}-z-14,
-9y~ {3}+11yz"{2}+3z"{3}-3y~{2}+9z-11,
7y~ {3}+yz~{2}-5z"{3}+5y"{2}-7z-1)

Calculamos en grado del ideal.

i4: N=degree(I)
o4: N=7

Calculamos d (el grado de la foliacidn en caso de existir).

i5: d=(-1+sqrt(4xN-3))/2
05: d=2

Definimos el anillo de polinomios en tres variables y continuaremos con el orden graduado lexicografico.
i6: S=QQ[x,y,z, MonomialOrder => GLex]

Calculamos la homogenizacién I de 1, el cual estd generado por los siguientes polinomios.

o7: ideal(-xy~{2}+z"{3}, -x"{3}+yz~{2}, -x"{2}z+y~{3})

Verificamos que se satisfagan las condiciones 2 usando la tabla de Betti.

0 1 2
0|
08: 1:
2 31
3: 1
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Dado que en este ejemplo si se satisface la condicién 2, elegimos un elemento ¢ de la primera sicigia de

grado 1.

09: {—z x y}

Como el espacio generado por las entradas de la sicigia es tres, entonces aplicamos la transformacion 7.

010: {xzz_y3 - Pty

Por tanto, la tercia dada por A = x’z —y3, B = xy> — 23 y C = —x> + yz* satisface la condicién de Euler y

definen una foliacién sobre P2.
De hecho, la foliacién obtenida en este ejemplo, es una foliacién de Jouanolou.

Ejemplo 4.7. Consideremos el siguiente ideal I = (y+ayz? +asz’ +agz®,z'3) € H'3(C?) donde ay,as,as € C*
y que satisfacen la ecuacion a%a% + 2a2a§a8 - 3ag‘ =0.
Podemos verificar que la homogenizacion de [ satisface las condiciones del Algoritmo 2, obteniendo los

siguientes polinomios homogéneos que satisfacen la condicién de Euler.
1. A= (9a3a3 —Ta3asas)xy® + (3a3a3 — aSas)x*yz+ (12a3a3 — 8a3asas)y*z* + (3aSa2 — abas)xz>,
2. B=(—9d}a} +7a3asas)x*y* + (—aralas — 3d3a3)y’z+ (—16a3a3 + 13a3asas)xyz> +
(—7a3a3 + 6a3asag)z*,
3. C= (—Sagag + agag)x3y + (%azagag + %a%a%)y“ + (4a§ag — 5a§a5a8)xy2z + (—3aga§ + a;ag)xzzz—i-
(Ta3a3 — 6a3asas)yz’.
La familia de foliacién de grado 3 dada por estos polinomios tiene un tinico punto singular del tipo nodo-

silla y es un ejemplo nuevo de una familia de foliaciones sin hojas algebraicas como se puede ver en [APM].
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