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Introduccion

El estudio de problemas de clasificacion en geometria algebraica, motivé la creacién de la
teoria de espacios moduli. A mediados del siglo XIX, el matematico Bernhard Riemann,
fué el primero en introducir el concepto de espacio moduli al clasificar superficies de Rie-
mann de género fijo, pero no fue hasta los anos 60’s donde Munford establece la definicién
formal de los espacios moduli. La teoria de espacios moduli estudia las propiedades del
espacio de clases de equivalencias de objetos algebraicos-geométricos. Encontrar la solu-
cién a un problema de clasificacién suele resultar bastante complicado de estudiar, por lo
que se establecen ciertos invariantes en los objetos, de tal manera que permitan tener un
mayor control del problema.

El objetivo principal de la tesis es presentar una clasificacion de haces vectoriales de ran-
go 2 sobre superficies de Riemann compactas con ciertos invariantes. Los invariantes que
se consideran para este problema en particular es el tener un subhaz vectorial de rango fijo.

En el capitulo 1, se introduce la definicion de superficies de Riemann, se presentan dis-
tintos ejemplos y las propiedades de los morfismos entre superficies de Riemann. Ademas
introducimos la teoria de gavillas sobre superficies de Riemann y mencionamos los resul-
tados que utilizaremos a lo largo del trabajo.

En el capitulo 2, se establece el concepto de haces vectoriales sobre superficies de Rie-
mann compactas y se estudian algunas propiedades de los morfismos entre estos. También
establecemos la correspondencia entre haces vectoriales y elementos en el conjunto de
cohomologia H'(X,9.%,(0Ox)). Para términar el capitulo introducimos el concepto de
extensiones de haces vectoriales y se ven propiedades del espacio de clases de equivalencia
de extensiones de dos haces simples.

Finalmente en el capitulo 3, introducimos el concepto de espacio moduli. Introducimos la
clasificacién de haces de rango 1 (haces lineales) e introducimos el grupo de Picard. Pre-
sentamos la clasificacién de haces de rango 2 indescomponibles, se establecen propiedades
en el conjunto de clases de haces vectoriales teniendo un subhaz fijo y damos algunos
ejemplos. Por ultimo, presentamos la construccion del espacio moduli fino del problema
de clasificacién de haces vectoriales de rango 2.
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Capitulo 1

Superficies de Riemann y Gavillas

El objetivo de este capitulo es describir algunas propiedades de superficies de Riemann y
de gavillas sobre estas superficies.

1.1. Superficies de Riemann

Una superficie topologica M, es un espacio topolégico Hausdorff, paracompacto, segundo
numerable y conexo, tal que para cada punto p € M existe una vecindad abierta U, C M
de p y un homeomorfismo 60, : U, — V,, con V,, C C subconjunto abierto. A la pareja
(Ua, 6,) se le llama una carta coordenada en M.

Sea M una superficie topologica. Un atlas analitico en M es una coleccion
A ={(Uy,0,)}acs de cartas coordenadas en M, que cumplen las siguientes propiedades:

a) U = {U,} forma una cubierta abierta de M.

b) Para cualquier interseccion U, N Ug, las funciones {f,5}, dados por
By = 005" : 05(Us N1 Us) —> 0o (Us N Up)

son biholomorfismos y 6,, = id.
Las funciones 6,4 son llamadas funciones coordenas.

c¢) Para cualquier triple interseccién U, N Uz N U, se tiene que 6,303, = 6,

Diremos que dos atlas analiticos en M son equivalentes si la unién es nuevamente un
atlas analitico. La siguiente proposicion demuestra que lo anterior es una relacién de
equivalencia.



4 Capitulo 1. Superficies de Riemann y Gavillas

Proposicion 1.1. La equivalencia entre atlas analiticos en una superficie M es una rela-
cion de equivalencia.

Demostracién: Sean A = {(U,,04)}acr, A = {(U,,0,)}acs y A" = {(UL,0)) }ac atlas
analiticos en M. Las propiedades de reflexion y simetria se demuestran directamente de la
definicién. Para demostrar la transitividad, supongamos que A ~ A"y A’ ~ A”, queremos
probar que A ~ A", es decir, AUA" es un atlas analitico. Sean (Uy, 0.), (Ug, 03) y (U, 07)
cartas coordenadas tales que U, NUz MUY # @. Como A ~ A"y A" ~ A", se tiene que las

"_q

" son biholomorfismos,

funciones coordenas definidas por 0,5 = HQQ//B’I y Opyr := 030
por lo tanto
Oarr = 040,71 = (00, )(050,7") = Ouplpy0

es un biholomorfismo. Por lo anterior se tiene que AU A" es un atlas analitico en M y por
lo tanto la equivalencia dada es efectivamente una relacion de equivalencia. O

Una estructura compleja en una superficie topolégica M, es una clase de equivalencia
[A] de atlas analitico en M.

Definicién 1.2. Una superficie de Riemannn es una pareja (M, [A]) donde M es una
superficie topolégica y [A] es una estructura compleja en M.

Observacion 1.3. Una superficie topoldgica puede tener distintas estructuras complejas,
y por lo tanto definir distintas superficies de Riemann. Un problema interesante es el
estudio de las distintas estructuras analiticas posibles en una superficie topologica. Este
problema de clasificacién, fué estudiado por primera vez por Riemann.

Daremos los siguientes ejemplos de superficies de Riemann.
Ejemplo 1.4. .

1. De manera natural los complejos C con el atlas A = (C,id), es una superficie de
Riemann.

2. Sea (M,[A]) una superficie de Riemann y ¥ un subconjunto abierto y conexo de
M. Las cartas coordenadas definidas por las restricciones (U, NY, 6,|v, ., ) definen

un atlas analitico A" = {(Uy, NY, 04|v.ny) taer en Y. Por lo tanto (Y, [A]) es una
superficie de Riemann.

3. Consideremos la esfera S? en R?. Si §? = {z e R®: |z| = 1}, y U; = $*\ {(0,0,1)},
Uy = S?\ {(0,0,—1)} entonces U; y Uy son abiertos tales que forman una cubierta
abierta para S?. Sean 0, : Uy — C y 0y : Uy — C los homomorfismos dados por

x .Y X )
1—z+21—zy 2(:.2) 1+z Z1—i-z

En la interseccion Uy NUy = {z € §* : z # (0,0,1),(0,0,—1)} las funciones de

coordenadas 912 : 92(U1 N Ug) — 91(U1 N UQ) y (921 : 91(U1 N UQ) — 92<U1 N UQ)

estan dados por 012(z) = 01 () = £ las cuales son biholomorfismos. Se tiene entonces
que A = {(Uy,6,), (Us,02)} es una atlas analitico en M y por lo tanto (S, [A]) es
una superficie de Riemann llamada la esfera de Riemann.

01(z,y,2)
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4. Sea C,, la compactificacién de los complejos agregando el punto al infinito. Los
conjuntos abiertos en C,, son los conjuntos abiertos de C y conjuntos de la forma
V U {0}, con V C C el complemento de un subconjunto compacto de C. Con esta
topologia se tiene que C, es un espacio compacto (ver [4, Cép.1], [15, Cép.1]).
Los abiertos U; = Cy, \ {o0} v Us = C \ {0}, forman una cubierta abierta de Co.
Si 6y :U; —> C es laidentidad y 65 : Uy — C esta dada por

LgeC*
92(2)2{2

0siz=00

entonces las funciones de coordenadas 015(z) = () = £ con z € Uy N Uy = C*
son biholomorfismos. El conjunto A = {(Uy, 6,), (Us, 6>)} define un atlas analitico en
Cw vy por lo tanto (Cw, [A]) es una superficie de Riemann conocida como el plano
complejo extendido.

5. Sea P! := (C?\ {(0,0)})/ ~, donde & ~ y si y sélo si z = Ay, para A € C*. A las cla-
ses en P! se les donota por [zg : x1] y son llamadas las coordenadas homogéneas del
punto (z,y) € C% Si definimos U; como U; = {[xg, z1] € P'|z; # 0} C P! coni=0,1
entonces Uy, U; son conjuntos abiertos tales que U = {Uy, U;} forma una cubierta
abierta de P'. Los homeomorfismos 6; : U; — C, dados por 6;([zg, x1]) = % definen
cartas coordenadas (U;,6;) en P!, de tal manera que A = {(Uy,6y), (U1,61)} es un
atlas analitico en P'. Por lo tanto (P!, [A]) es una superficie de Riemann llamada la
linea proyectiva.

Maés adelante, demostramos que las superficies definidas en 3, 4 y 5 definen la misma
superficie de Riemann (Proposicién 1.9), mediante la introduccién de superficies de
Riemann isomorfas.

6. El Toro. Realizaremos la construccion del toro a partir de una reticula.
Sea I' = {a\; +bAs|a, b € Z} una reticula donde A, Ay € C son linealmente indepen-
dientes. Diremos que z,y € C son equivalentes modulo I' si z —y € I'. Denotaremos
el conjunto de clases de equivalencia por T'= C/I" y por 7 : C — C/T" el morfismo
proyeccion.

Consideramos en T' la topologia cociente. Se define una estructura analitica en T
de la siguiente forma: La imagen U, bajo m de abiertos V, C C que no tienen
elementos equivalentes médulo T', defininen homeomorfismos 7, = 7|y, : V, — U,.
El conjunto U = {U,} de las imagenes, es una cubierta abierta de 7'y las parejas
(Uy, m, ') son cartas coordenadas en T'. En la interseccién U, NUs # & las funciones
de coordenadas

Tap = Ty mg 75 (Ua NUp) — m, ' (Ua N Up)

satisfacen lo siguiente. Para cada p € w3 (U, NUp) se tiene que m(map(p)) = m(p) en-
tonces ma5(p) —p = w(p), para algin w(p) € I'. La funcién w : Wﬂ_1<UaﬂUﬂ) — Des
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continua y dado que I' es un conjunto discreto se tiene que w es localmente constante
en toda componente conexa de 7, (U, N Ug). Por lo tanto, localmente existe w € I’
tal que m,s5(p) = p+w y asi m,s es biholomorfa. Por lo anterior A = {(U,, 7, ')} defi-
ne un atlas analitico en T y por lo tanto el toro (T, [A]) es una superficie de Riemann.

Observacion 1.5. Mas ejemplos de superficies de Riemann compactas, se pueden obtener
al considerar otras tecnica, algunas de ellas se mencionan a continuacién.

1. Esferas con asas 0 serie de identificacion en poligonos: Esta construccion puede ser
estudiado en [14, Cép.1] y [5, Cép.1].

2. Extensién de funciones analiticas ([1, Cédp.3]).

3. Graficas de funciones holomorfas: Sea f : U — C funcién holomorfa, con
U C C un dominio. Consideremos la gréfica de f como X = {(z, f(2)) : z € U} con
la topologia inducida de C?, veremos que existe una estructura compleja en X de la
siguiente manera. El morfismo proyeccién en la primera coordenada nx : X — U,
es un homeomorfismo, con inversa 7' : U — X, dado por 7 1(2) = (z, f(z)). De
lo anterior A = {(X,7x)} define un atlas analitico en X y por lo tanto (X, [4]) es
una superficie de Riemann.

4. Curvas algebraicas: Recordemos que dado un polinomio no singular e irreducible
F en Clz, y]. Los ceros del polinomio F' es a lo que se le llama una curva plana afin,
suave e irreducible de C2.

Teorema 1.6. Toda curva plana afin suave e irreducible en C? es una superficie de
Riemann.

Demostracion: Sea X una curva plana afin suave e irreducible con la topologia
heredada de C2. Por lo tanto existe un polinomio no singular e irreducible f € Clz, y]
tal que X = {(z,w) € C? : f(z,w) = 0}. Como f es no singular, para cada punto

(a,b) = p € X se tiene que g—(p) #06 g(p) # 0. Por el teorema de la funcién
x Y

implicita, existe una vecindad abierta U, C X de p tal que U, es la gréfica de una
funcién holomorfa. Sin pérdida de generalidad supongamos que el abierto U, estd
dado por U, = {(#,¢9(z)) € X : z € W} para una funcién holomorfa g : W — C con
a € W. Por lo tanto, la pareja (U, m,) con m, : U, — Vel morfismo proyeccién en
la primera coordenada, define una carta coordenada en X. Veremos que el conjunto
A = {(U,,m,)}pex es un atlds analitico en X.

Consideremos las cartas coordenadas (Uy,my) v (Upr, mpr) tal que Uy N Uy # .
Supongamos que U, y U, son las graficas de las funciones holomorfas g : V; — C
y h: Vo — C respectivamente. Se tienen los siguientes casos:

a) Uy = {(2,9(2)) € X : 2z € i} y Uy = {(2,h(2)) € X : z € Vo}. En
este caso, my y mp son el morfismo proyeccién en la primera entrada. Por lo
anterior, la composicién m, o 771;,1 : i (U) — 1y (U) es la funcién identidad,
la cual es una funcién biholomorfa. El mismo resultado se obtiene para el caso
Uy ={(9(2),2) e X : 2 € Vi} y Uy ={(h(2),2) € X : z € V}.
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b) Uy ={(2,9(z)) € X : 2z€Vi} y Uy = {(h(2),2) € X : z € V,} entonces 7y es
el morfismo proyeccién en la primera entrada y m, el morfismo proyeccién en
la segunda coordenada. Por lo tanto, el abierto

Uy NUy ={(z,w) e X:zeVi,we oy z=g(w),w=g(2)},

y asi, las composiciones 7Tp/O7T;,1 (w) =y (h(w), w) = h(w) y ﬂp,,owl;l(z) = g(2)
son funciones biholomorfa.

Lo anterior nos dice que A define un atlas analitico en X. Dado que estamos conside-
rando a X con la topologia heredada de C?, se tiene que X es un espacio topoldgico
segundo numerable, paracompacto y Hausdorff. El hecho de ser X una curva irredu-

cible garantiza la conexidad de X. Por lo tanto (X, [A]) es una superficie de Riemann.
U

5. Curvas proyectivas: Consideremos al espacio P* := C"*1\ {(0,...,0)}/ ~, donde
x ~ ysiysélosix= Ay con e C* El abierto U; = {[z¢ :, ..., x,,] € P" : x; # 0} es
homeomorfo a C" bajo el morfismo ¢;([z : -+ = @,]) = (§2,---, =4, =2 28)

para i = 0,...,n. Por lo tanto, U = {U; }icf0,1,...n} define una cubierta abierta de P",
es decir, IP’” es un espacio compacto.

Recordemos que una curva proyectiva no singular en P? es el conjunto de ceros de
un polinomio homogéneo no singular F' € C[z,y, z]. Mds atin, se tiene que V C P?
es una curva proyectiva no singular si y sélo si V; = ¢;(U; NV') es una curva suave e
irreducible en C? para i = 0, 1,2 (ver [15, Lema.3.5]).

Teorema 1.7. Toda curva proyectiva no singular enP? es una superficie de Riemann
compacta.

Demostracién: Sea V una curva proyectiva no singular en P2. Por lo anterior, los
conjuntos V; = ¢;(V N U;) C C? son curvas algebraicas irreducibles y por lo tanto
superficies de Riemann (Teorema 1.6). Sea p = [zg,x1,22] € VN U; con i = 0,1,2,
entonces para el punto ¢;(p) € V; existe una carta m;, : U;, — m;(U;,) (V; son super-
ficies de Riemann) con ¢;(p) € Uy,. Por lo tanto, la pareja (U, 0;,) define una carta
coordenada en V' donde Uy, := ¢; Y(Uip) v 03 == Tip 0 ¢;. Veremos que el conjunto
A = {(U},,0i)}pev define un atlas analitico en V. Sea p € UyNU;. Queremos ver que
los morfismos 6, o 91_;, y hpo 90_7,1 son biholomorfismos. Por el Teorema 1.6, se tiene
que el abierto U;, € V; es la gréfica de alguna funcién holomorfa g; para ¢ = 0, 1.
Supongamos que los abiertos Uy, y Uy, estan dados por Uy, = {(z,90(2)) : z € Vi }
y Ui, = {(91(2), 2) : z € Va}. Por lo anterior, 0;,) () = ¢; ' o my, (2) = [g1(z) : 1 : 2]
para cada z € V; N Va. Los morfimos, 6p,([g1(2) 1 1: 2]) = glL(z) y b1, 000p(2) = < son
funciones biholomorfas puesto que z # 0 ([g1(2) : 1 : 2],[1: 2 : go(2)] € UyNUy). Lo
anterior nos garantiza que A define un atlds analitico en V' y asi [A] una estructura
compleja en V.

El subconjunto V es un conjunto cerrado en P?, asi V' es compacto. Més atin, es un
espacio segundo numerable y Hausdorff. Por lo tanto (V,[A]) es una superficie de
Riemann compacta. O]
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1.1.1. Propiedades de morfismos entre superficies de Riemann

Una vez definido nuestros objetos, es natural preguntarse como definir un morfismo entre
estos. En esta seccion veremos algunos resultados importantes, para mayor informacién
ver [15, Cép.2], [8, Cap.1].

Definicién 1.8. Sean M, N dos superficies de Riemann y f : M — N funcion continua.
Diremos que f es holomorfa en p € M si existen cartas (U,6) en M con p € Uy (U',0)
en N con f(U) C U’ tales que la composicién

0 ofob':0(U)— (U

es una funcién holomorfa en 6(p). Diremos que f es holomorfa en M si es holomorfa en
todo punto p de M.

Se dice que f es un isomorfismo si f es biyectiva y la inversa f~! es una funcién holomorfa.

En particular una funcién f : M — C se llama una funcién C—valuada en M si es una
funcién holomorfa en M.

Proposicién 1.9. Como superficies de Riemann la Esfera de Riemann S?, el plano com-
plejo extendido Co, y la linea proyectiva P son isomorfos.

Demostracién:

» S? = C,.: Consideremos la funcién F : S? — C,, dado por

F($7y,w) = {1111} +lﬁ’ si (:U,y,UJ) 7é (0,0, ]_) .

00 si (z,y,w)=(0,0,1)

Consideremos los atlas analiticos A = {(Uy,61), (Us,02)} v A" = {(U7, 1), (U, ¢2) }
de S? y C,, respectivamente (definidos en Ejemplo 1.4). Para obtener el resultado
probaremos que F' es biholomorfa. Como primer punto demostraremos que F' es
holomorfa. Observe que F(U;) € U; para i # j con 4,7 = 1,2 y las composiciones
(p;0 F o )(2) =z para cada z € C con i = 1,2. Por lo tanto F es holomorfa.
Sea G : Co, — S? dado por

2Re(z) 2Im(z) |2]*—1 .
<1+|z|2’1+|z|2’1+|z|2 stz 700
0,0,1 sl z =00
(0,0,

G(z) =

Como Go F =1ids: y F oG = idc_, entonces F' es una biyecciéon. Para obtener el
resultado bastd probar que G' es una funcién holomorfa. Observe que G(U]) € U}
para i # j con i,j = 1,2 y las composiciones 6; o G o ¢; ' para i = 1,2 son tales que
(0;0G o ¢;1)(2) = z para cada z € C. Por lo anterior G es holomorfa y con esto S
es holomorfa a C.
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» S22~ PL Sean h: S? — P!, dado por

b,y ) = {[1 il s (g w) £ (0,0,1)
[0:1] si (z,y,w) = (0,0,1)
Probaremos que h es un biholomorfismo. Si consideramos A = {(Uy, 6,), (U2, 62)} v
A" = {(U},11), (U}, 19)} atlas analiticos de S? y P! respectivamente (Ejemplo 1.4)
entonces las funciones 1; 0 h o 0;" son tales que (¢;0ho6;)(2) = z para cada z € C
ei=1,2, con lo cual, los morfismos v; 0 ho6; ' son biholomorfismos. Por lo anterior
h es una funcién holomorfa. Consideremos la funcién H : P! — S?, dado por
eyl {<2Re<%>,2fm<§>, B D/EE D) sl A0
(0,0,1) sifz:y]=1[0:1]
La funcion H es tal que H oh = ids2 y h o H = idp1, lo cual implica que h es una
funcion biyectiva. Para obtener el resultado basta probar que H es holomorfa. Como
H(U!) € U; para i # j con 4,j = 1,2 y las composiciones 6; o H o ¥;t, dadas por,
(0; 0 Ho;')(2) = 2 para cada z € C e i = 1,2 son biholomorfas entonces H es
holomorfa. Por lo tanto S? es isomorfa a P*.

Por lo anterior, como superficies de Riemann, la esfera de Riemann, el plano complejo
extendido y la linea proyectiva son isomorfos.

O

A continuacién daremos algunos de los principales teoremas, acerca de morfismos entre
superficies de Riemann. Realizaremos un bosquejo de las demostraciones, para mayor
informacion ver [4],

Teorema 1.10 (Singularidades extraibles de Riemann). Sea M una superficie de Riemann
y f: M — C funcion continua, con U abierto de M. Si f : U\ {a} — C es holomorfa,
a €U,y f es acotado en alguna vecidad de a entonces f puede ser extendido de forma
unica a una funcion holomorfa en U.

Demostracién: (Ver [4, Teorema 1.8]).

Sea V' vecindad abierta de a tal que f(V') es acotada. Consideremos 0 : U' — C carta
coordenada en M tal que a € U'. La funcién g := fof0™' : 9(VNU') — C es una funcién
acotada y holomorfa en el conjunto (U’ NV) \ {0(a)}. Por el teorema de singularidades
extraibles de Riemann en C, la funcién g puede ser extendida a una tinica funcién holo-
morfa g en (U’ NV'), con lo cual f =go@ esla funcién deseada. O
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Teorema 1.11 (De identidad). Sean M, N superficies de Riemann y f,g : M — N
funciones holomorfas, tales que coinciden en un subconjunto A de X. Si A tiene un punto
limite entonces f = g.

Demostracién: (Ver [4, Teorema 1.11]).

Sea B = {x € M|3U C Mabierto, f(z) = g(z)Vz € U}. Por la definicién B es un conjunto
abierto. Para obtener el teorema veremos que B es un conjunto cerrado en M.

Sea a € M punto limite de B, es decir, existe {x,} C B sucesién tal que x, — a. Para
demostrar que a € B aplicamos las funciones continuas f y g a la sucesion {z, },en, como
f(z,) = g(x,) para toda n € N entonces f(a) = g(a).

Como a es punto limite de B, existe U conjunto abierto conexo de M tal que a € BNU
y cartas coordenadas 0 : U — V, ¢ : U — V' con g(U), f(U) Cc U" de M y N
respectivamente. Las funciones holomorfas f; = ¢ o f o 07!, f5 = 1) o g o 67! satisfacen
que fi(x) = fo(x) para cada z € §(BNU). Por el teorema de identidad para funciones
holomorfas en C se concluye que f; = fo y por lo tanto f(z) = g(z) para « € U, es decir,
a € B. Por lo anterior B es un conjunto abierto y cerrado en M y al ser M un espacio
conexo se tiene que M = B. Por lo tanto f = g. UJ

Recordemos que topoldgicamente una superficie de Riemann compacta es una superficie
con g hazas. El nimero de hazas es a lo que se le llama el género geométrico de la
superficie. Si existe un morfismo entre superfices de Riemann, el teorema de Hurwitz nos
brinda una relacion entre el género de las superficies.

Teorema 1.12 (Hurwitz). Sean M y N superficies de Riemann compactas de género g y
v respectivamente. Si f : M — N es una funcion holomorfa entonces

B
g:n(7—1)+1+§

donde n es el grado de f y B es orden total de ramificacion.

Demostracion: Recordemos que si f : M — N es un morfismo entre superficies de
Riemann entonces f es un morfismo cubriente n:1 para n > 1([4, Teorema4.22]).

Sea S = {f(z) :  es punto de ramificacién} entonces el conjunto S es cerrado y discreto
([4, 4.23]), y al ser N es compacto, S es finito. Sea T una triagulacién en N tal que los
puntos de S son vértices. Supongamos que la triangulacion consta de F' caras, F aristas
y V vértices. Consideremos el levantamiento de la triangulacion a M mediante f. Esté
triangulacién en M tiene nF' caras, nkE aristas y nV — B vértices.

La caracteristica de Euler de N esta dada por Zy = 2—2vy = F— E+V y la caracteristica
de Euler de M esta dada por

ZIuy=2—-29=nF—nE+nV-B=nF-FE+V)-B=n(2-2y)—-B

de donde se obtiene el resultado. O
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Teorema 1.13 (Comportamiento local de funciones holomorfas). Sean M, N superficies
de Riemann y f : M — N funcion holomorfa no constante. Consideremos a € M y
b= f(a), entonces existe k > 1 y cartas 0 : U — V, b : U' — V" tales que:

a) a €U conf(a)=0;be U conip(b) =0.
b) f(U)CU".
¢) La funcion F =1 o fof=t:V — V' esta dado por F(z) = z*, para todo z € V.

Demostracién: Consideremos 0 : Uy — W y ¢ : U' — W' cartas de M, N respecti-
vamente tales que a € Uy, b€ U’ con f(U;) C Uy 0(a) =0, 1(b) = 0.

Sea fi =1 o fof': W — V' funcién holomorfa. Al ser f funcién no constante se tiene
que f; es no constante. Observemos que f1(0) = f1(6(a)) = ¥(f(a)) = 0 entonces 0 es una
raiz de f;. Por lo anterior, existe un entero k£ > 1 y una funciéon holomorfa nunca nula
h: W — V' tales que fi = 2*h. Por lo tanto, existe una funcién holomorfa g, definida,
en una vecindad abierta de 0 tal que g(2)* = h(z).

La funcion v : Vo — V, dado por v(z) = zg(z), define un biholomorfismo en una vecin-
dad abierta V5 C W de 0. Considerando U := 6~!(V3) y reemplazando 6 por el morfismo
a=7v06:U — V, setiene que (U, «) es una carta coordenada con a € U satisfaciendo
a), b) tal que la composicién F :=1o foa™': V — V' satisface F(z) = z*, para cada
zeV. 0

De los resultados anteriores se obtienen propiedades de las funciones holomorfas entre
superficies de Riemann, una de ellas es el siguiente corolario.

Corolario 1.14. Toda funcion C—valuada de una superficie de Riemann compacta M es
constante.

1.2. Gavillas

En esta seccion presentamos las propiedades bésicas de gavillas sobre superficies de Rie-
mann, las cuales utilizaremos en el siguiente capitulo.

Definicién 1.15. Sea M una superficie de Riemann. Una pregavilla de grupos abelianos
F sobre M, consiste de la siguiente informacién:

a) Cada abierto U C M, estd asociado con un grupo abeliano denotado por .#(U). Donde
el grupo asocidado al abierto @ es el grupo trivial.

b) Para cada inclusién V' < U de conjuntos abiertos, existe un morfismo llamado morfismo
de restriccion pl) : F(U) — F(V), tal que p¥ es un morfismo de grupo satisfaciendo
lo siguiente

= pp = ldz@).

= Para cualesquiera inclusiones W — V < U se tiene que

Py = PVPYy (1.1)
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Definicién 1.16. Una pregavilla en una superficie de Riemann es una gavilla si satisface
las siguientes condiciones complementarias. Para cada abierto U C M y {U;};cr cubierta
abierta de U se tiene lo siguiente:

1.- Axioma de identidad: Si f,g € #(U) son tales que pgif = pgig para cada i € [
entonces f = g.

2.- Axioma de pegado: Si f; € .7 (U;) satisfacen que pgijj fi= ngmUj fj paracadai,j € I,
entonces existe f € % (U) tal que png = f;, para toda i € I.

Observacion 1.17. .
1. De manera similar se puede definir una gavilla de anillos, A-modulos, etc.

2. Notese que una gavilla de grupos abelianos sobre M se puede definir también como
un funtor contravariante de la categoria de los conjuntos abiertos de M a la categoria
de grupos abelianos.

Definicién 1.18. Sea .# una gavilla sobre M. Para cada p € M definimos la fibra en p,

como: F, = |J F(U)/~,donde f € F(U)y g € .#(V) son equivalentes si y sélo si existe
peU
un conjunto abierto W C U NV tal que pf, f = plyrg.

Ejemplo 1.19. Sea M un superficie de Riemann.

a) Sea GG un grupo abeliano con la topologia discreta. Para un abierto U C de M definimos
G(U) como G(U) = {f : U — G : f es continua}. Si p¥ es la restriccién de las
funciones, entonces {(G(U), p¥/)} satisfacen las propiedades de la definicién 1.16, por
lo tanto determina una gavilla sobre M llamada la gavilla constante con coeficientes
en G y es denotada como G.

b) Supongamos que P es una propiedad de funciones en M definida inicialmente en puntos
de M. Dado un abierto U de M, podemos extender la propiedad P en U al decir que
una funcién f tiene la propiedad P en U si y sélo si f tiene la propiedad P en cada
punto p € U. Por lo anterior, definimos los conjuntos .%»(U), mediante

Fp(U) :{f:U — G : f tiene la propiedad P en U}.

Observe que lo anterior se comporta bien bajo restriccion, es decir, si V' C U y f tiene la
propiedad P en U entonces f tiene la propiedad P en V. Por lo tanto, si consideramos
a pY como la restriccién de funciones se tiene que {(Fp(U)), p¥} define una gavilla
sobre M.

¢) Dado un abierto U de M definimos Oy (U) de la siguiente manera:
Ou(U)={f:U — C: f es holomorfa }.

Observe que Oy (U) tiene estructura de anillo. Si p¥ es la restriccién de funciones
cuando V' C U entonces {(Oy(U), p)} cumplen las condiciones para determinar una
gavilla de anillos, la cual denotamos por O, llamada la gavilla estructural.
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d) Sea U un conjunto abierto de M. Definimos por GL,, (O (U)) el conjunto de matrices
n X n invertibles con coeficientes funciones holomorfas en U. Si V' C U definimos los
morfismos de restriccién p¥ como la restriccion. Observemos que G'L,(Ox(U)) no es
un grupo abeliano, sin embargo, de la misma manera define una gavilla de grupos
92, (Op) sobre M.

Observacién 1.20.

1. La gavilla de funciones holomorfas nunca nulas O3, es un caso particular de la
gavilla definida en el inciso b) del ejemplo anterior.

2. En el caso en que n = 1, la gavilla 4.2, (0Oy) = O3,

1.2.1. Morfismos de gavillas

Definicién 1.21. Sean . y ¢ gavillas de grupos abelianos sobre una superficie de Rie-
mann M. Diremos que ¢ : .F — ¢ es un morfismo de gavillas si:

a) Para cada abierto U C M, se tiene que ¢y : F# (U) — 4(U) es un morfismo de grupos.

b) Para cada inclusién V' < U, se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

F(U) =4 (U)
F(V)-2-g(V).

Observe que la condicién b) implica que si ¢ : . ¥ — ¢ es un morfismo de gavillas,
entonces induce un homorfismo en las fibras, ¢, : .%#, — ¥, para cada p € M. Diremos
que ¢ es un isomorfismo de gavillas si ¢, es un isomorfismo en la correspondiente categoria.

Sea ¢ : F — ¢ morfismo de gavillas sobre M. De manera natural podemos definir las
gavillas Ker¢, Im¢ y Coker¢, asociadas al kernel, imagen y Cokernel del morfismo respec-
tivamente. De lo anterior diremos que un morfismo de gavillas ¢ : . % — ¢ es inyectivo
si Ker¢ = 0 y sobreyectivo si Im¢ = 9.

Un complejo de gavillas, es una sucesion

) 0; &5 0it1

or 1 o o o i+2
Fi1 F Fit1 Fito

de gavillas .%; tal que 6;,1 0 §; = 0, es decir, Imd; C Kerd; 1. Diremos que la sucesién es
exacta si Imd; = Kerd; 1.

Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la siguiente forma

0 F g V.9 0.

donde 0 es la gavilla cero sobre M. Este caso implica que ¢ es un morfismo inyectivo y 1
es un morfismo sobreyectivo.
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Ejemplo 1.22. Sea O3, la gavilla de funciones holomorfas nunca nulas sobre M. Conside-
remos la funcién exponencial exp : O — O*, dada por f — exp(2mif) para cada f € O,
p € M. Se tiene que exp es un morfismo sobreyectivo de gavillas tal que Ker(exp) = Z.
Por lo tanto se tiene la siguiente sucesién exacta corta de gavillas

exp

0 Z—> 0Oy 0%, 0. (1.2)

1.2.2. Gavillas de O);—mdbdulo.

En esta subseccién introducimos la definiciéon de gavillas de Ox—modulos. Presentamos
una breve introduccion a gavillas localmente libres, coherentes sobre una superficie de
Riemann y enunciaremos algunas propiedades de estas gavillas.

En el Ejemplo 1.19, establecimos que la gavilla O;; define una gavilla de anillos sobre M.
Por lo tanto, diremos que una gavilla .% es de O);—mddulo, si para cada conjunto abierto
U de M, Z(U) tiene estructura de Oy (U)—médulo y los morfismos p¥ son morfismos de
O (U)—moédulos.

Consideremos .% , ¢4 gavillas de O);—mddulo sobre M. Un morfimo de gavillas ¢ : % — &
es un morfismo de gavillas de O);—modulos, si para cada conjunto abierto U de M el mor-

fismo ¢y : F(U) — 4(U) es un morfismo de Oy (U)—mdbdulo.

Es posible extender las operaciones de R—moddulos, a gavillas de Oy;—modulos de la
siguiente manera:

= La gavilla suma directa de .# y ¢ definida como .# @ ¥, es la gavilla asociada a la
pregavilla U + Z (U) ® 4(U) con morfismos de restriccién pf @ pi¥. Diremos que
una gavilla es libre si es isomorfa a la gavilla O}, := @"Oy(U,), para algin r € N.

= La gavilla producto tensorial .# ®%, como la gavilla asociada a la pregavilla definida
por las fibras, .#, ® ¥%,.

Se tiene que las gavillas anteriores tienen una estructura de O,;—moddulo.
Definicién 1.23. Sea .# una gavilla .% de O);—mddulo sobre M. Diremos que

a) Z es una gavilla localmente libre si existe una cubierta abierta {U,}acr de M tal que
F(U,) = Oy, (U,) para cada o € 1.

b) Z es una gavilla coherente, si para cada punto p € M existe una vecindad abierta
U C M de p tal que la restriccion de .# en U es el cokernel de un O,;—homomorfismo
de gavillas libres, es decir, existe una sucession exacta de gavillas de la siguiente forma

¢

Orrlu Oy~ Fly —=0

Observe que de la definicion se tiene que toda gavilla localmente libre es coherente.
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Proposicion 1.24. Sean .% y 94 gavillas coherentes sobre M. Las gavillas imagen, kernel
y cokernel de un morfismo ¢ : F — 4 son coherentes.

Demostracién: Sea ¢ : . % — ¢ un morfismo de gavilla. Se tiene que la gavilla imagen
©(.F) es localmente finita generada por lo tanto es una gavilla coherente (ver [9, Teo.2]).
Consideremos las siguientes sucesiones exactas de gavillas

")

00— Ker(p) : F o(F) 0

0— o(F) =94 —2 Coker(p) —=0

Al ser las gavillas F, 4 vy ¢(.%) coherentes, se tiene que las gavillas ker(p) y Coker(y)
son coherentes ([9, Teo.2]). O

El siguiente resultado serd de utilidad en este trabajo. A continuaciéon presentamos un
bosquejo de la prueba, para una mayor informacién ver [9, Teo.3].

Teorema 1.25. En una superficie de Riemann, toda gavilla coherente subgavilla de una
gavilla localmente libre es localmente libre.

Demostracion: Sea M un superficie de Riemann. Como la prueba es local, podemos

suponer que . C Of, es subgavilla coherente. Para cada punto p en la superficie, existe

una vecindad abierta U tal que la gavilla es finitamente generada. Por lo tanto, existen

secciones S; € O (U), con i = 1,..,7 tal que el morfismo ¢ : O}, (U) — O},(U) dado por
r

(fi, -y fr) = > fiS; para cada p € U tiene por imagen a .%. El ker(y) es coherente y asi
i=1

es finitamente generado por secciones F; € O}, (U). Como las fibras ker(y), = 0 entonces
necesariamente todos los germenes F; = 0, para cadap € U. Ast ¢ : O, (U) — F(U) es
un isomorfismo. O
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Capitulo 2

Haces vectoriales

En este capitulo introduciremos la definicion de haces vectoriales en superficies de Rie-
mann compactas y presentamos diversas propiedades. En el trabajo nos enfocaremos en
haces vectoriales holomorfos y por simplicidad les llamaremos haces vectoriales. A menos
que se especifique lo contrario X denotara una superficie de Riemann compacta.

Consideremos la tripleta (I,,, X,7) donde I,, ;= X xC" y 7 : X x C*" — X, es el
morfismo proyeccién en X. Esta tripleta se conoce como la familia trivial de espacios
vectoriales parametrizados por X.

A continuacién introducimos la definicién de haces vectoriales sobre X (ver [13]).

Definicién 2.1. Sea X una superficie de Riemann compacta. Un haz vectorial de rango
n sobre X, es una terna (£, X, 7), donde F es una variedad complejay 7: E — X un
morfismo satisfaciendo lo siguiente:

a) Paratoda z € X, la imagen inversa 7~ !(z) tiene una estructura de C—espacio vectorial
de dimensién n, se denota como E, y es llamada la fibra en x.

b) Existe una cubierta abierta U = {U, }4e; de X, tal que para todo abierto U, existe un
isomorfismo

o i 7 N(Us) — Uy x C"

de manera que el morfismo ¢n. = ¢olr, : Ex — {x} x C" es una transformacién
lineal para cada = € U,. La pareja (U,,0,) es llamada una trivializaciéon de E sobre
U, y al conjunto {(Uy, ¢a)}acr se le conoce como una trivializacién de E.

c) Si U, NUg # @ entonces

7T_1(Ua N Ug)

/ K
P paogy!

UaﬂUﬁxC" Uaﬂng(Cn

el homorfismo ;#5;; ‘= g O gzﬁgl es un biholomorfismo y satisfacen las siguientes condi-
clones:

17
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L= @ap © Ppa = Idy,rusxon-

2.- Para cualquier tiple intersecciéon U, NUg N U, # &, 5;; = 5;; o 5;
Los homorfismos &;; son llamados funciones de transicion de E.

Cuando no exista confusién los haces vectoriales (E, X, ¢) los denotaremos por E —— X
6 simplemente por E y denotaremos el rango de E por rk(E). Si rk(E) = 1 entonces E
es llamado un haz lineal sobre X.

La familia trivial (I, 7, X) es llamada el haz trivial de rango n sobre X. El haz vectorial
cero, es el haz vectorial teniendo el espacio vectorial cero en las fibras.

Definicién 2.2. Sean F; —= X , F, —>> X haces vectoriales de rango n y m respec-
tivamente. Un morfismo de haces vectoriales f : ¥ — F' es un morfismo tal que:

a) 7T1:7T20f.

b) Para todo z € X, el morfismo f, := f|g,), : (F1)s — (E2), es una transformacién
lineal.

Diremos que f es inyectivo ( respectivamente suprayectivo) si los morfismos f, : £, — F,
son inyectivos (respectivamente suprayectivos) para cada x € X. El morfismo f es un
isomorfismo si para cada z € X, f, : £, — F, es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Dado f : E — F un morfismo de haces vectoriales, la propiedad a) en la definicién 2.2,
es equivalente al siguiente diagrama conmutativo

f F
X

E

donde f(E,) C F,.

Sea E un haz vectorial sobre X y {(U,, ) }acs una trivializacién de E. Observe que para
cada x € U, N Ug, las funciones de transicion ¢,g son biholomorfismos, tales que

(Pap)z = Gaplzyxcn - {2} x C"=C" — C" = {z} x C"
son isomorfismos lineales, es decir, definen matrices (¢ag). € GL,(C).

Por lo tanto, las funciones de transicion gg;; definen los siguientes morfismos
¢Ls: Ua NUs — GLy(Ox).

tales que satisfacen lo siguiente
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1. Para cada © € Uy, N U, ¢L5(x)05, (x) = id.

2. Para cada = € U, N Uz N U, se tiene que ¢5, (z) = ¢55(x) - 95 ().
Los morfismos ¢%; son llamados funciones de cociclos de E.
Observaciéon 2.3. .

1. Si consideramos la gavilla 4.%,,(0Ox) (Ejemplo 1.19) sobre X, la coleccién de mor-
fismos (¢%3) definen un 1-cociclo en H'(X,9.%,(Ox)) (ver [9, Cép.1]), por lo que
el nombre de funciones de cociclos surge de manera natural. Mas atin, dados dos ha-

ces vectoriales isomorfos, las funciones de cociclos asociados a los haces vectoriales
definen la misma clase de 1-cociclo en H'(X,9.%,(0,)).

2. Una clase de 1-cociclo [(¥as)] € H(X,9.%,(0Ox)) define de manera natural biho-
lomorfismos

Yo Uu MUz x C* — U, N U x C

tales que satisfacen la propiedad c¢) en la Definicién 2.1. Por lo tanto si consideramos
el espacio
E = U Uy x C"/ ~,
acl

donde (z,v) € U, x C" y (y,w) € Uz x C" son equivalentes si y sélo si ¢ =y y
v = a8(x)w, entonces E es un haz vectorial sobre X de rango n tal que los morfismos
ap son las funciones de cociclos de E (ver [13, Secc.1.3]). Por simplicidad una clase

de isomorfismos de haces vectoriales lo denotaremos por un haz vectorial E.

La observacién previa nos sugiere que existe una relacién entre clases de isomorfismos de
haces vectoriales sobre X y elementos del primer conjunto de cohomologia H*(X,9.%,(Ox)).
El siguiente teorema establece esta relacién, siendo este resultado de suma importancia
para el desarrollo de este trabajo.

Teorema 2.4. Las clases de isomorfismos de haces vectoriales sobre X de rango n estan en
correspondencia 1-1 con elementos del primer conjunto de cohomologia H (X, 9% ,(Ox)).

Observacién 2.5. .

a) Recordemos de [9, Cép.1], que las clases de isomorfismos de gavillas localmente libre
sobre X de rango n estén en correspondencia 1-1 con el conjunto H*(X,9.%,(0Ox)).
Por lo tanto del Teorema 2.4, se tiene que existe una correspondencia 1-1 entre haces
vectoriales sobre X de rango n y gavillas localmente libres.

b) Para n = 1 la gavilla 4.2 (1,0x) = O% con O% la gavilla de germenes de funciones
holomorfas nunca nulas, la cual, tiene estructura de gavilla de grupos abelianos. Por
lo tanto el primer conjunto de cohomologia H'(X, O%) tiene una estructura de grupo.
Del teorema anterior se tienen el siguiente resultado (ver [8, Cép.4], [9, Cap.1]).

Corolario 2.6. Las clases de isomorfismos de haces lineales sobre X estan en correspon-
dencia 1-1 con el primer grupo de cohomologia H' (X, O%) .
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La identificacién de haces vectoriales con elementos en el conjunto H' (X, 4.7, (0x)), serd
la base para el problema de clasificacion de haces lineales.

Definicién 2.7. Sea E un haz vectorial sobre X. Un subhaz vectorial de E, es un haz
vectorial F' sobre X tal que la fibra F), es un subespacio vectorial de E, para cada z € X.
Definimos el haz vectorial cociente E/F como el haz vectorial con fibras E,/F, para cada
r e X.

Observacion 2.8. Sea E un haz vectorial sobre X, F' subhaz vectorial de E'y E/F haz
vectorial cociente.

1. Es posible tomar refinamientos en cubiertas abiertas de X, de tal manera que las
funciones de cociclos de E, F'y E/F esten definidos.

2. Si{ols}, {055}, {(bféF} son funciones de cociclos de los haces F, F'y E/F respecti-
vamente entonces las funciones de cociclos {¢%;} estdn dados de la siguiente manera

([7, Cép.5)) .
Gas = (¢Sﬂ ;Ea/ﬁF)
af
para cada U, N Up # @.

Definicién 2.9. Sea F —"+ X un haz vectorial de rango n y U un abierto de X. Una
seccion de F sobre U, es un morfismo s : U — FE tal que w o s = Idy. Denotamos por
I'(U, E) el conjunto de secciones de E sobre U. Cuando U = X decimos que I'(X, E) es el
conjunto de secciones globales de F.

Observemos que la condicién m o s = Idy implica que s(z) € E, para todo z € U. El
conjunto I'(U, E) tiene de manera natural una estructura de C—espacio vectorial, dada
por las operaciones:

(s +1)(z) = s(x) + t(x) y (A~ s)(@) = As(x),
para s,t € ['(U, E) y A € C.

Ejemplo 2.10. Sea I,, = X x C™ el haz trivial sobre X. El morfismo s; : X — I,, dado
por s;(z) = {x} x (0,..,7,...,0) es una seccién global no nula para todo i = 1,...,n.

En general, conocer cuando un haz vectorial tiene secciones no es sencillo de determinar.
La teorfa de Brill-Noether estudia este problema (ver [2, Cap.V]).
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2.0.1. Operaciones entre haces vectoriales

La representacion de haces lineales con funciones de cociclos, nos permite extender opera-
ciones de espacios vectoriales a haces vectoriales de la siguiente manera.

Definicién 2.11. Sean E y F haces vectoriales sobre X de rango n y m con funciones de
cociclos {¢s} v {¢s} respectivamente. Definimos los siguientes haces vectoriales sobre
X.

a) El haz dual E* con fibras (E*), = (E,)* y funciones de cociclos ¢55 := ((¢55)7")".

b) El haz vectorial suma directa £ @ F' con fibras (E & F), = E, ® F, y funciones de

cociclos qﬁf&eF dadas por
Pas ' = (¢gﬂ 0 > :
0 B

Diremos que un haz vectorial es descomponible si es suma directa de haces vecto-
riales, en otro caso diremos que el haz vectorial es indescomponible.

c¢) El haz producto tensorial £ ® F' con fibras (F ® F'), = E, ® F, y funciones de cociclos
¢E®F — HE ® ng
af : aff af”
d) El haz determinante det(£) mediante las funciones de cociclos gbg%t(E) = A"(@Fs).
Observe que el haz determinante es un haz lineal sobre X.

e) El haz vectorial Hom(FE, F) con fibras Hom(E, F), = Hom(E,, F,) y funciones de
cociclos gbfﬁom(E’F) = (¢F3) ® @5 De la definicion se sigue que Hom(E, F) = E*® F.

Si F' = E, el haz vectorial End(E) := Hom(E, E) es el haz de endomorfismos de E.

Observacién 2.12. El espacio de secciones globales del haz vectorial Hom(FE, F') estd en
correspondencia 1-1 con el conjunto de morfismos f : £ — F', es decir,

Hom(E,F) =T(X, Hom(E, F)).

Si I'(X, End(E)) = C diremos que E es un haz vectorial simple.

2.1. Propiedades de morfismos de haces vectoriales

En esta secciéon se daran algunas propiedades de los momorfismos entre haces vectoriales
que seran de importancia en los capitulos siguientes. Recordemos que dados dos haces

vectoriales F—=> X y F—2> X , un morfismo entre haces vectoriales es un morfimos
f:E — Ftalquem = mof yparacadax € X, f, := f|g, es una transformacion lineal.

Observe que la dim kernel(f,), para x € X, no tiene porque ser constante, ni siquiera
locamente constante. Diremos que f es un morfismo estricto si la dim kernel(f,) es
locamente constante.
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Proposicién 2.13. (Ver [3, Cap.1]) Si f : E — F es un morfismo estricto de haces
vectorales entonces

1. Kernel(f) = | kernel(f.) es un subhaz vectorial de E.

zeX

2. Imagen(f) = | imagen(f,) es un subhaz vectorial de F.
zeX

3. Cokernel(f) = |J cokernel(f,) es un haz vectorial.
zeX

Un complejo de haces vectoriales (E;, d;), es una sucesion

dit1 0i42

0;—2 0i—1 8;
. . Eipg -2 ...

Ein

de haces vectoriales E; con i € Z y morfismos d; tales que d;,1 0 9; = 0, es decir,
Im(6;) C Ker(d;11). Diremos que la sucesién es exacta si Im(0;) = Ker(d;y1)-

Una sucesién exacta corta de haces vectoriales, es una sucesiéon exacta de la siguiente

forma
01 E o2

p: 0 E1 E2 0.

donde 0 denota el haz vectorial cero sobre X. Observe que de la sucesion anterior se tiene
que Kernel(d;) = 0y la I'magen(dy) = Es3 por lo tanto §; es un morfismo inyectivo y s
es un morfismo suprayectivo.

Observacion 2.14. El haz vectorial E en la sucesion exacta corta p, se le llama una
extension de E, por F;.

Ejemplo 2.15. Sea F un haz vectorial sobre X y F' subhaz vectorial de E. Existe una
sucesion exacta corta de la forma

E 0 F—>E—YE/F 0
Por lo tanto E es una extensién de E/F por F'.

Diremos que dos extensiones F y E’ de Fy por F} son equivalentes, si existe un isomorfismo
de haces vectoriales f : B — E’ tal que hace conmutar el siguiente diagrama

p: 0 F—>~E-"-F 0 (2.1)
jid l/f jzd
P | P - G A L s R—

donde id denota el morfismo identidad. Al conjunto de las clases de equivalencia de ex-
tensiones deFy por F} lo denotaremos por Ext!(Fy, FY).

El siguiente teorema establece una correspondencia entre clases de extensiones de haces
vectoriales y elementos en un espacio vectorial (ver ([9, Cap.5])).
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Teorema 2.16. Sean Fy, Fy haces vectoriales sobre X de dimension ny y no respecti-
vamente. Eziste una correspondencia 1-1 entre las clases de extensiones Ext'(Fy, Fy) y
el primer grupo de cohomologia H (X, Fy @ F)). La clase Fy ® Fy corresponde con el
elemento 0 del grupo.

Demostracion: Probaremos que cada clase de extensiéon esta en correspondencia con un
tinico elemento en H'(X, Hom(F;, Fy)). Dada una extensién

E 0 F—>E-L-F 0. (2.2)

de F, por Fy, existe una cubierta abierta U = {U, }aes de X tal que (¢%3), (QSS}B) y (055)
son los cociclos asociados a E, F} y F5 respectivamente. Por la observacion 2.8, el 1-cociclo

(¢Z5) tiene la siguiente forma
Pap Ko
f= (% ). 23)
donde kog : Uy NUp — Mp,xn,(Ox)(Us N Up) (la gavilla de matrices con coeficientes
funciones holomorfas de tamano n x m sobre X). Observe que para un refinamiento V de

U, los morfismos ks inducen de manera natural morfismos k;,5 describiendo los 1-cociclos
¢aEB en V . Por lo tanto, la extensién E esta determinada por los morfismos (kqgs).

Sean ¢13 y ¢ trivializaciones de I} y F; en el abierto Ug respectivamente. Si el morfismo
kap : Uy NUg x C — U, NUg x C™ es el morfismo asociados a k.3 entonces la

composicién gbl_ﬁl o k:;B o ¢po3 define un elemento en I'(U, N Ug, Hom(F3, F1)), los cuales los
denotaremos nuevamente por k,g.

F2|UaﬂU5 Fl‘UaﬂU@

l(ﬁw l%ﬁ
Ua N Us x €™ 222 U A Uy x C

Observemos que la coleccién de morfismos (kqp) no satisfacen las condiciones de cociclos,
esto nos motiva a definir los morfismos o5 1= (gbglﬁ)*lkaﬁ. Por lo anterior, cada morfismo
04 define una secciéon en I'(U,NUg, Hom(F, F)) denotada nuevamente por o,4. Veremos
que la coleccion de morfismos (0,5) definen un 1-cociclo en H'(X, Hom(F, Fy)).

En el abierto U, N U N U, # @ se tiene la relacién ¢2, = ¢Z; - ¢f . Por lo tanto, los
morfismos k,g satisfacen la relacién

koy = OL% - kg + kag - 07 (2.4)
Reescribiendo la relacién 2.4 para los morfismos o,z se tiene lo siguiente
Oay = Opy + (¢g§)710a5¢§§-

Observe que en el abierto U, N Uz NU, # @, los morfismos o,5(z), (gzﬁg;)_l Oap " g
definen el mismo elemento en I'(U, N Uz N U, Hom(F3, Fy)). Por lo anterior, para cada
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U,NUgNU, # @, los morfismos (0.p) satisfacen la relacién o, = 043+ 0g,. Con lo cual,
[(0ap)] determina un elemento en H'(X, Hom(Fy, Fy)). Por lo anterior, cada extensiéon
[p] € Ext'(Fy, Fy) determina un 1-cociclo (0,5) en H' (X, Hom(Fy, F1)).

Sean FE y E' extensiones isomorfas de Fy por Fj. Para ver que la asignacion anterior esta
bien definida, probaremos que los 1-cociclos [(0ap)]; [(05,5)] son equivalentes. Consideremos
los morfismos (kap) v (ki,3) tales que determinan a las extensiones F'y E’ respectivamente.
Como F ~ FE’ existe un isomorfismo f : E — E’ tal que hace conmutar el diagrama 2.1.
Por lo anterior, existen secciones 0, € 4%, 1n,(Ox)(U,), tales que para todo U,NUsz # &
se tiene la relacion

OoBos = Gt (2.5)
I, A
0 I,
M 1, xny(Ox)(Uy). Por la relacién 2.5, los morfismos kqg en el abierto U, NUz N U, # &
satisfacen la relacién

Por lo tanto, los morfismos 6, tienen la forma 6, = ), para alguna A\, en

kg + )\aqﬁ?ﬁ = gf)?ﬁ)\g + kfw. (2.6)
Las extensiones F'y E’ son equivalentes si y sélo si existen secciones A, en ., xn, (Ox)(Uy)
tales que satisfacen 2.6. La condicién de equivalencia anterior en términos de 0,4 se con-
vierte en
Tap + (D4)  AaBab = As + s
Repitiendo los argumentos para el caso de los morfismos kg, la coleccion de morfismos
(\s) define un elemento en C°(X, Hom(Fy, F})). Por lo tanto, E'y E’ son equivalente si y

s6lo si 07,5 — 0ap = Ag — Aa, s decir, [(gap)] ~ [(04,5)]-

Observemos que si [(Yas)] € H' (X, Hom(Fy, F1)), los morfismos kag := (,155};1/@5 satisfacen
la relacién 2.4. Por lo tanto, (k.p) definen una extensién en Ext(Fy, F}). O

El teorema anterior es la herramienta principal para la clasificaciéon de haces vectoriales
sobre X de dimension 2. El cual es uno de los objetivo de estudio del siguiente capitulo.

Note que las extensiones

g 0 F—>E-">F 0

o 0 ) QR Ay ) 0,
pueden ser distintas y sin embargo los haces vectoriales E y E’ ser isomorfos. Lo anterior
motiva la siguiente definicion

Definicién 2.17. Sean Fy y Fy haces lineales sobre X . Diremos que dos extensiones E, E’
de Fy por Fy son isomorfas, si existen isomorfismos de haces vectoriales f € Hom(E, E'),
o1 € Aut(Fy) y o9 € Aut(Fy) tales que hacen conmutar el siguiente diagrama

E 0 F—>E--F 0. (2.7)

RN

e 0 P—=F-'sF 0
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Observacién 2.18. .

1. Dos extensiones de haces vectoriales son isomorfas como extensiones si y sélo si son
isomorfas como haces vectoriales.

2. El espacio Ext'(Fy, Fy)/Aut(F}) x Aut(Fy) parametriza el espacio de clases de equi-
valencia de isomorfismos de extensiones.

Recordemos que si Fy y F} son haces vectoriales simples (Observacién 2.12) entonces se
tiene que Aut(Fy) = C* y Aut(Fy) = C*. Esto motiva el siguiente resultado.

Teorema 2.19. Sean I} y Fy haces vectoriales simples sobre X de rango ny y no respec-
tivamente. El espacio PHY(X, Hom(F,, F1)) parametriza el conjunto de clases de equiva-
lencia de isomorfismos de extensiones no triviales de Fy por F;.

Demostracién: Sea

P 0 L, —-~E-">1, 0

una extension de F por Fy. Consideremos a U = {U, } cubierta abierta de X tal que (¢%;),
(gzﬁglﬁ), (gbgzﬁ) son los 1-cociclos asociados a E/, F} y F; respectivamente. Por la observacién
2.8, el 1-cociclo gbfﬁ tiene la siguiente forma

Fy
E _ ¢aﬁ kaﬁ)
=7 o

donde las funciones ks : Uy N Ug — My, xny(Ox)(Uy N Ug). Més atin, los morfismos
Oap = (¢hs) 'kap € H' (X, Hom(Fy, F1)) determinan a la extensién E (demostracién del
Teorema 2.16).

/

Sip:0 F Uy Ey 0 es una extension de F; por Fj tal que E es isomor-
fo a £’ entonces existen isomorfismos de haces vectoriales f € Hom(E, E'), o1 € Aut(Ly)
y o3 € Aut(Ls) tales que hacen conmutar el diagrama 2.7. Como F; y F, son sim-
ples existen a,b € C tales que pi(x) = axr y ps(y) = by. Ademds existen morfismos
00 € T'(Us,9Z(n1 + n2, Ox)) tales que para cada U, N Uz # & satisfacen la relacién

ap(1)0a(1) = O5(2)Gap(z) (2.8)

Dado que f satisface el diagrama 2.7, los morfismos 6, tienen la siguiente forma

al,, A
bale) = ( 0 bIn)

donde I, denota la matriz identidad yA, € 4L, xn,(Ox)(U,). Por la ecuacién 2.8, los
morfismos k,p satisfacen la siguiente relacion

¢§15Aa + bkl = akag + /\ggbg% (2.9)
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Por lo tanto, reescribiendo la ecuacién 2.9 en términos de los morfismos 0,3, se tiene que
dos extensiones son isomorfas si y sélo si existen funciones (\,) € I'(U, Hom(F3, Fy)) tales
que

acap — bolg = Ao + (qﬁglﬂ)_lAﬁqbg%

es decir, aloas] = bloj,4]. Por lo tanto, las extensiones p y p’ son isomorfas si y sélo si
definen el mismo elemento en el espacio proyectivo PH! (X, Hom(F;, F})). O]



Capitulo 3

Clasificacion de haces vectoriales

En este capitulo presentamos la clasificacion de haces vectoriales de rango 1 y 2 sobre
una superficie de Riemann compacta. En la primera seccién definimos problema y espacio
moduli. En la segunda seccion clasificamos los haces lineales y en la seccién 3 presentamos
la clasificacion de haces vectoriales de rango 2. En este capitulo X denotara una superficie
de Riemann compacta.

3.1. Espacios moduli

Un problema de clasificacién é un problema moduli consiste de los siguientes objetos
(ver [17, Cép.1]):

a) Una coleccién de objetos A.
b) Una relacién de equivalencia en la coleccién A, denotada por ~ y
c¢) concepto de familias de objetos en A parametrizados por una variedad S.

La definicién de familia, dependera del problema a tratar. En general, toda familia A,
debe satisfacer las siguientes propiedades:

a) Una familia de objetos de A parametrizada por un punto es un objeto en A.

b) Existe una nocién de relacién de equivalencia en familias parametrizadas por S, la cual
se reduce a la relacién dada en A cuando S = {pt}. Denotaremos esta relacion por =.

¢) Para cualquier morfismo ¢ : S — S y cualquier familia F' parametrizada por la
variedad S, existe una familia inducida ¢*F' parametrizada por la variedad S’. Ademas
esta operacion debe satisfacer propiedades funtoriales

(¢og) =¢" oo y idy = id
y es compatible con la relacion =, es decir,
FaF = ¢F~ ¢ F.

27
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Dado un problema moduli, estamos interesados en darle una estructura geométrico-algebraica
al conjunto de clases de equivalencias A/ ~, de tal manera que refleje el concepto de fa-
milias de objetos en A parametrizados por una variedad. A continuacién, daremos la defi-
nicién de espacios moduli siguiendo [17]. La definicién de espacios moduli puede ser dada
a nivel funtorial, sin embargo para nuestro fin, trabajaremos sobre la siguiente definicién.

Definicién 3.1. Un espacio moduli fino para un problema moduli dado, consiste de
una pareja (M,U) donde M es una variedad de tal manera que M = A/ ~ y U es una
familia parametrizada por M, tal que para toda familia F' parametrizada por una variedad
S, existe un tnico morfismo ¢ : S — M tal que X ~ ¢*U. A la familia U/ se le llama una
familia universal del problema dado.

Observacién 3.2. Dado un problema moduli, no necesariamente existe la familia univer-
sal, en este caso a M se le llama un espacio moduli grueso.

Ejemplo 3.3. (ver [17]) Sea A = {V C P™ : V es una hipersuperficie de grado d}. Con-
sideremos en A la relacién de equivalencia dada por la igualdad, es decir, V' ~ V' si y sélo
si V' = V’. Definimos una familia de hipersuperficies de grado d parametrizada por una
variedad S como una pareja (L, a) donde L es un haz lineal sobre S y a es un conjunto de
indices

a = (CLZ‘O__Z‘" : ij S Zzo,io + -+ Zn = d)

de secciones de L tal que para todo s € S. Denotamos por (L,a)s a la hipersuperficie
definida por el polinomio homogéneo distinto de cero f, s, dado por

fa,s = Z aio-~~in<S)XéO e lezn

Dos familias (L,a) y (L', a’) parametrizadas por S son isomorfas si existe un isomorfismo
de haces lineales h : L — L’ tal que h(a) = o'. Esta relacién en familias, coincide con la
relacién en A para familias parametrizadas por un punto. Més aun, si ¢ : S — S es un
morfismo de variedades y (L,a) es una familia parametrizada por S, es posible construir
una familia (¢*L, ¢*a) parametrizada por S" ([3, Cap.1]).

Toda hipersuperficie de grado d es representada por un polinomio de la forma
S i, X Xi g i = d (3.1)

Si consideramos los coeficientes b;, ;, como coordenadas homogéneas en un espacio pro-
yectivo P entonces el polinomio en 3.1 define una familia de hipersuperficies de grado d
parametrizada por P. En este caso, la familia esta dada por U = (H,ap), donde H es
el haz hiperplano en P. Para una familia (L, a) parametrizada por S, las secciones a;,. ;.
de L definen un morfismo ¢ : S — P tal que (L,a) ~ ¢*U. Por lo tanto (P, H) es un
espacio moduli fino de este problema en particular.
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3.2. Clasificacion de haces lineales
Por el Teorema 2.4 existe una correspondencia entre haces lineales y 1-cociclos en el grupo
HY(X,0%). La operacién del grupo esta dado por la operacién @ y el inverso de un haz

lineal L por L*. En esta seccion establecemos una estructura de variedad a el espacio de
haces lineales, para ello seguimos las ideas presentadas en [8].

Consideremos la siguiente sucesién exacta (ver Ejemplo 1.22)

0—>Z—>0x —>0% —=0

donde e(f) = exp(2mif), para cada f € (Ox),, p € X.

La sucesién anterior induce la siguiente sucesion exacta de cohomologia ([8, Teoremal])

0— H(X,Z) —“~ H(X,0x) —<= H(X,0%) ——— H'(X, Z)

—'HY(X,0x) == H\(X,0%) %~ H*(X,Z) — H*(X,0x) — - --

Como X es una superficie de Riemann compacta tiene dimensién 1 compleja. Por lo tanto,
los términos H' (X, Ox), H(X,O%) y H’(X,Z) de la sucesién son cero para todo i > 2y
j > 3. Por lo anterior se tiene la siguiente sucesion exacta corta

0— HY(X,0x)/HYX,Z) — H (X, 0%) —*> H*(X,Z) —0. (3.2)

Al ser X una superficie conexa, por la dualidad de Poincare ([11, Teorema.3.30]) tenemos
que el grupo H*(X,Z) = 7Z.

El operador cofrontera d : H'(X,0%) — Z asocia un haz lineal L con un entero d(L),
el cual es llamado el grado de L. Dados dos haces lineales L, Ly, el homomorfismo d
satisface que d(L; ® Ly) = d(Ly1) + d(Ly) y d(L*) = —d(L). Denotamos por Pic(X) el
conjunto de clases de isomorfismos de haces lineales sobre X y por Pic?(X) el conjunto
de haces lineales con grado d. Por lo anterior, se tiene que

Pic(X) &2 Z ® Pic’(X).
Observe que el conjunto Pic?(X) no tiene estructura de grupo excepto para d = 0.

Recordemos de [8, Cdp.7,8] que H'(X,Ox) es un espacio vectorial de dimensién g (g el
género geometrico de X) y H'(X,Z) ¢ H'(X,C) forma una reticula de dimensién 2g.
Observemos que para género g = 0 el grupo Pic®(X) consiste del haz trivial. Por lo tanto,
si g > 1 el cociente H'(X,Ox)/H'(X,Z) es un toro complejo el cual puede ser encajado
en un espacio proyectivo (ver [8, Cép.8]). De lo anterior, se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.4. ([8, Lema.22]) Para una superficie de Riemann X con género g > 1,
Pic®(X) tiene estructura de variedad abeliana de dimensidn g, es decir, Pic®(X) es una
variedad algebraica irreducible sobre C con una operacion de grupo.

Observacion 3.5. Dado un haz lineal Ly de grado d existen morfismos naturales
o1, : Pic(X)* — Pic(X)° U, : Pic®(X) — Pic'(X)
dados por ¢r,(L) = L @ L* y r,(L) = L ® Ly.

El siguiente teorema establece una estructura de variedad en el conjunto de haces lineales
de grado d. Una demostracién de este resultado puede ser estudiado en [2, Cap.IV].

Teorema 3.6. El espacio Pic’(X) es el espacio moduli fino al problema de clasificacion
de haces lineales de grado d.

3.3. Clasificacién de haces de rango 2

En esta secciéon presentamos una clasificacion de haces vectoriales de rango 2 al fijar
ciertos invariantes. Para el caso de la linea proyectiva, el Teorema de Grothendieck (ver
[18, Teo.2.1.1]) clasifica los haces vectoriales como suma directa de haces lineales. Por lo
tanto, en esta seccién estudiaremos el caso en que X tiene género g > 1. Dado un haz
vectorial E sobre X de rango n, definimos el grado deg(F) de E como el grado del haz
lineal det(E) y la pendiente p(E) de E como el nimero racional

W(E) := deg(E)/rk(E).

Los haces vectoriales sobre superficies de Riemann compactas tienen secciones meromorfas
no triviales (ver [9, Teo.9]), estd propiedad nos permite el siguiente resultado.

Teorema 3.7. ([9, Teo.10]) Todo haz vectorial de rango n > 1 sobre una superficie de
Riemann compacta tiene un subhaz lineal.

Demostraciéon: Sea F un haz vectorial de rango n sobre X. Consideremos una cubierta
abierta de X, U = {Uq}aes tal que (¢F3) es el 1-cociclo asociado a E. Sea F = (F,) en
D(U, . #%) seccion meromorfa no trivial de £. Podemos suponer que F,, es holomorfa en
U, excepto quizas en un punto. Sea z, carta coordenada en U, tal que el punto excepcional
es z,,1(0), entonces existe un entero r, tal que 2" F, es holomorfa y no singular en todo
U, Refinando U si es necesario, existen matrices no singulares ¢, € GL(m, Oy) tales que
Yozt F, = Ey, donde E; = (1,0,...,0) € C™.

Por lo anterior, F estda determinado por el 1-cociclo qb;% =Y, fﬁd)ﬁ_l. La seccién F' queda
representada en términos de los cociclos gb;%, por las funciones F!, = ¢, F, = 2" E;. Para
cada interseccién U, N Us # @ se tiene la relacién 2« Fy = Ia%z;ﬁ F;. Lo anterior nos dice
que el 1-cociclo gb:fﬁ tiene la siguiente forma

¢o¢ﬁ
0

* ¥ % %
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Por lo tanto, el 1-cociclo (¢.p) representa un subhaz lineal L en E. O

Dado un haz vectorial E de rango 2 sobre X, el teorema anterior nos garantiza la existencia
de un subhaz lineal L en E. Por lo tanto, existe una sucesion exacta p de haces vectoriales
de la siguiente forma

p: 0 L—~E—2F/L—0. (3.3)
Por lo anterior obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.8. Todo haz vectorial de rango 2 sobre X es una extension de dos haces
lineales.

Una forma de estudiar las propiedades de un haz vectorial de rango dos, es por medio de
extension de haces lineales. Fijando un haz lineal L sobre X, definimos el conjunto A(L)
de la siguiente manera

AYL) =

E : E es un haz vectorial indescomponible ,rk(E) = 2, deg(FE) = d
i . . . S~
y L —— FE | para algiin morfismo inyectivo i.
donde E ~ E’ siy sélo si E y E’ son isomorfos. Por lo tanto, el conjunto A?(L) para-
metriza las clases de isomorfismos de haces vectoriales indescomponibles de rango 2 con
grado d sobre X, tales que tienen por subhaz al haz lineal L. De aqui en adelante, nos
concentraremos en el estudio del conjunto A%(L).

Recordemos del Teorema 2.16 que el espacio Fxt(Ls, Ly) parametriza las clases de ex-
tensiones de Lo por L;. Sin embargo, pueden existir dos extensiones no equivalentes
y ser haces vectoriales isomorfos (Definicién 2.17). De la Observacién 2.18; el espacio
Ext(Lg, Ly)/Aut(L,) x Aut(Lg) parametriza el conjunto de clases de isomorfismos de ex-
tensiones de Lo por L.

Dados dos haces lineales L; y Lo, definimos el conjunto A(L;, Ly) mediante
A(Ly, Ly) := {E : E es haz vectorial indescomponible rk(E) = 2, E € Ext'(Ly, L1)}/ ~ .
donde E ~ E’ si y sélo si son isomorfos.

Observacion 3.9. Todo haz lineal es simple. Por lo tanto, del Teorema 2.19 se tiene lo
siguiente
A(LQ, Ll) = IED}11<)(7 Hom(Lg, Ll))
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Un estudio mayor del espacio A%(L) es posible, al introducir la nocién de estabilidad en
haces vectoriales.

Definicién 3.10. Diremos que F es una haz semiestable (resp. estable) si para cada
subhaz vectorial propio F' C E se tiene que p(F) < p(E) (resp. u(F) < u(E)). En otro
caso diremos que E es un haz inestable.

Observacién 3.11. Todo haz lineal es un haz estable.

Los siguientes resultados, son una herramienta en el estudio de las propiedades del espacio
A4(L). Una demostracién de ellos pueden ser estudiados en [13, Cép.5].

Proposicion 3.12. Sean E y F' haces vectoriales semiestables sobre X. Si Hom(E, F') # 0
entonces u(E) < u(F). Mas ain si E y F son estables con la misma pendiente, se tiene
que todo morfismo f : E — F distinto de cero es un isomorfismo.

Corolario 3.13. Sea E un haz vectorial estable sobre X . Los inicos endomorfismos de E
son maltiplos escalares del morfismo identidad.

Proposicion 3.14. Dada una sucecion exacta de haces vectoriales

0 F E G 0

Se tiene que

a) p(F) < p(G) siy sdlo si p(F) < u(E) y p(E) < p(G).
b) u(F) > w(G) siy solo si W(F) > p(E) y p(E) > p(G).
c) W(F) = u(G) siy solo si u(F) = u(E) = p(G).
Demostracién:

a) Demostraremos que si pu(F') < u(G) entonces pu(F) < pu(E) y u(E) < p(G), la otra im-
deg(F') + deg(G)

rk(F) +rk(G)

plicacién es inmediata. Sea u(FE) = deg(FE)/rk(FE) entonces pu(E) =
Como

deg(F) _ deg(G)

entonces 7k(G) deg(F') < rk(F') deg(G). Tenemos que

(rk(F) + rk(Q)) deg(F) < rk(F)(deg(F) + deg(G))
rk(G)(deg(F) + deg(G)) < (rk(G) + rk(F)) deg(G).

Por lo anterior, se tiene que pu(F) < u(E) < p(G).

La demostracion de los incisos b) y ¢) prosiguen de manera similar. 0J
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Teorema 3.15. Sea L un haz lineal sobre X de grado dy y d € Z. St dy > d entonces

Ay = || AT, D).
L’'€Pict—d1(X)
Demostracién: Sea E € A%(L), entonces existe un morfismo inyectivo i : L — E. Por

lo anterior, £ € Ext(E/i(L),L) y mas atin, para cada L' € Pic?=4(X) se tiene que el
espacio A(L',L) C A4(L). Por lo tanto

Ay = |J  AZLLD).
L'ePict—41(X)

Probaremos que la unién es disjunta. Supongamos que existen haces lineales L, Ly en
Pic?=(X) tales que A(Ly, L) N A(Ly, L) # @. Veremos que Ly & Ly.
Sea E € A(Ly, L) N A(Lsy, L) entonces existen las siguientes sucesiones exactas

0 L—~p-"o1, 0

0— LB, ——0
a) Si d; > d entonces deg(L) > deg(Ly) = deg(L;) (Proposicién 3.14), por lo tanto
Hom(L, Ly) = 0 (Proposicién 3.12). De las sucesiones exactas cortas
0—Li®Ly—=E" ®@Ly,—=L*"® Ly, —0
0—Li® Ly —=E*® Ly—=L* ® Ly — 0

se tiene que Hom(Ly, Ls) = End(Ls) = C (usando sucesiones largas de cohomologia y
Hom(L, Ly) = 0). Por la Proposicién 3.12 se tiene que L; =2 Ls.

b) Supongamos que d; = d entonces d; = deg(Ls) = deg(Ly) (Proposicién 3.14). Si
Hom(L,L;) =06 Hom(L, Ly) = 0 repitiendo el andlisis del inciso anterior se concluye
que Ly = L. Supongamos que Hom(L, L1) # 0y Hom(L, Ly) # 0. Por la Proposicién
3.12 se tendria que L = Ly y L = Lo, es decir, Ly = Lo.

Por lo anterior, A(Ly, L) N A(La, L) # @ siy s6lo si L1 = Ls. Esto nos dice que la unién
es disjunta y por lo tanto se tiene el resultado. O

La féormula de Riemann-Roch y la dualidad de Serre, proporcionan herramientas para un
mayor andlisis del conjunto A?(L). Proseguimos a enunciar estos resultados, una prueba
de ellos pueden ser estudiados en [9, Cép.4] y [10, Cép.2].

Teorema 3.16 (Dualidad de Serre). Sea X una superficie de Riemann compacta y E un
haz vectorial sobre X. Se tiene que los espacios H' (X, E) y H*(X, K ® E*) son candni-
camente duales.

Teorema 3.17 (Riemann-Roch). Para una superficie de Riemann compacta X de género
g y un haz vectorial E sobre X, tenemos que

dim H°(X, E) — dim H' (X, E) = deg(E) + rk(E)(1 — g).
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Por los resultados anteriores, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 3.18. Sea L un haz lineal de grado dy y d un entero. Se tiene lo siguiente

a) Sid<2(d; —g+1) entonces AYL) = @.

b) Sid=2(d;—g+1) entonces AYL) = A(L®k*, L), donde k representa el haz candnico
en X.

Demostracién: Para demostrar a) supongamos que d < 2(d;—g+1). Para todo haz lineal
L' € Pict4(X) tenemos que deg(L') < d; +2(1—g). Por lo tanto, el haz lineal k® L' ® L*
tiene grado negativo. Esto nos dice que el espacio de secciones globales H*(X, k® L' ® L*)
es trivial. Por dualidad de Serre tenemos que

dim H'(X, L ® (L)*) = dim H* (X, k® L' ® L*).

Por lo anterior, HY(X, L ® (L')*) =< {L ® L'} >, es decir A4(L) = @.

Para probar b) supongamos que d = 2(d; — g + 1) entonces el haz lineal £k ® L’ ® L* tiene
grado cero. Observe que la dimensién del espacio H*(X,k @ L' ® L*) es distinto de cero
unicamente cuando k ® L' ® L* es isomorfo a el haz trivial. De lo anterior y por duali-
dad de Serre se tiene que dim H'(X, L ® Lo) # 0 si y s6lo si L' & L ® k*. Por lo tanto,
AYL) = A(L® k*, L). O

Teorema 3.19. Sea L un haz lineal de grado dy y d € 7Z.
a) Si d=2d, entonces todo E € AY(L) es semiestable.

b) Sid < 2d, entonces todo E € A%(L) es inestable.

Demostracion:

a) Sea £ € AY(L), entonces existe L; € Pic(X) tal que E es una extensiéon de L.
Por la Proposicién 3.14, se tiene que p(Ly) = p(F) = (L), es decir, E no es estable.
Supongamos que E € AY(L) es un haz inestable, entonces existe un subhaz lineal L’
de E tal que pu(E) < p(L').

L/

NS

0—>L—sE-Lop, — 50

Sipoj # 0 entonces por la Proposicién 3.12 se tendria que (L") < u(Lq). Por hipdtesis
tenemos las siguientes desigualdades

w(E) < p(L') < p(Ly) = w(E),

lo cual es una contradiccién, por lo tanto, poj = 0. Si po j = 0 entonces L’ es un
subhaz de Ker(p) = i(L), de donde L’ = L. Por lo anterior tenemos que

p(E) < p(L) = p(Ly) = p(E)

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto E no es inestable. Concluimos asi, que E es
un haz semiestable.
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b) La proposicién se sigue inmediatamente de la desigualdad

p(L) = dy > § = u(E).

Por lo tanto E es inestable.

O

Para el caso d > 2d;, no es posible concluir directamente alguna propiedad en E. Sin
embargo, para todo haz lineal L; € Pic?=%(X) se tiene que deg(L} ® L) < 0. Por lo tanto
el espacio H(X, Lt ® L) = 0. Por el teorema de Riemann-Roch, es posible calcular la
dimensién del espacio H'(X, L} ® L) el cual estd dado de la siguiente manera

dim H' (X, L} ® L) = —deg(L; ® L) + g — 1.

Lo anterior nos dice que el espacio A4(L) es nunca nulo.

El siguiente ejemplo muestra distintos resultados para el caso d > 2d;.

Ejemplo 3.20. Sea L un haz lineal sobre X y E € A¥(L). Por lo tanto existe una sucesiéon
exacta corta de la siguiente manera

0 L—~E-">1, 0 (3.4)
donde L es el haz cociente E/i(L).

a) Supongamos que deg(L) = 3 entonces deg(L} ® L) = —2 < 0. Por el Teorema de
Riemann-Roch, la dimensién del espacio de extensiones H'(X, L} ® L) estd dado por

dim H'(X,Li ® L) = —deg(L; ® L) + g — 1 =g+ 1.

Lo anterior garantiza la existencia extensiones de L por L distintas a L & L;. Por lo
tanto A%(L) # @.
Supongamos que E es un haz inestable entonces existe un subhaz lineal L’ de E tal

que pu(E) < p(L'). Consideremos el siguiente diagrama

L/

|

0—=L—sp-Lo,—>0

Si el morfismo p o j # 0, la Proposicién 3.12 implica que p(L') < p(Ly). Con lo cual,
de las siguientes desigualdades

4= p(E) < p(L') < p(Lly) =5,

se tiene que p(L') = 5. Por lo tanto L' = Ly(Proposicién 3.12), es decir, £ = L @ L,
lo cual es una contradiccién. Si poj = 0 entonces L’ es un subhaz de i(L). Por lo tanto
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"=4(L) y4 < (L) = p(i(L)) = 3 lo cual es nuevamente una contradiccién. De lo
anterior se tiene que E no es inestable. Esto nos dice que todo £ € A%(L) es estable o
semiestable.

Supongamos que F es un haz semiestable entonces existe un subhaz lineal L' de F
tal que p(L') = p(E). Afirmamos que Hom(L',L;) # 0. Para ello consideremos el
morfismo po j' : L' — L, donde j’ es el morfismo inclusién. Si p o j/ = 0 entonces L’
es subhaz de (L), con lo cual, se tiene que L' = (L) y 4 = p(L') = p(i(L)) = 3, lo
cual es una contradiccién. Concluimos asi que 0 # po j' € Hom(L', Ly).

Supongamos que deg(L) = —5 entonces deg(L,) = 11. Si E es un haz inestable enton-
ces tiene un subhaz lineal L tal que u(E) < p(L'). Afirmamos que el grado de L’ esta
acotado por 4 < deg(L') < deg(L).

Observemos que si j : L' — E es el morfismo inclusién entonces el morfismo p o j
es distinto de cero, en caso contrario se tendria que el morfismo 7 induce un morfismo
j: L' — L. Por la Proposicién 3.12 se tendria que

4= p(E) < deg(L') < deg(L) = =5
lo cual es una contradiccién. Por lo anterior, po j # 0 y por lo tanto
4=pu(E) <deg(L') < p(Ly) =11.

Para este caso en particular, es necesario una mayor informacién para concluir estabi-
lidad en FE.
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3.3.1. Clasificacion de extensiones isomorfas de haces lineales

Dados dos haces lineales L, Ly sobre X, en esta secciéon estudiaremos propiedades del
espacio A(Ly, Lg). Narasimhan y Seshadri (ver [16]) demostraron la existencia de una
extension universal que parametriza las clases de extensiones de dos haces vectoriales sobre
una superficie de Riemann. En esta seccion, realizaremos la construccién de la extension
universal para haces lineales y con ello demostrar que A(Ly, L) es un espacio moduli fino.

Definicién 3.21. Sean L; y L, haces lineales sobre X. Una familia de extensiones de Ly
por L; parametrizadas por una variedad S, es una sucesion exacta

p:0—=pi(L1) —=&—pi(Ls) @ p5(L) —=0.

de haces vectoriales sobre X x S, donde pq, p> son el morfismo proyecciéon de X x .S en X
y S respectivamente, y L es un haz lineal sobre S.

Observacion 3.22. Dada p: 0——pj(L;) —= & —pi(L2) @ p5(L) — 0 una fami-
lia de extensiones parametrizada por la variedad S, para cada s € S, la restriccion de la
sucesion exacta p al espacio X x {s} induce una extension & € H'(X, Hom(L}, Ly))

ps i 0 Ly & L, 0.

Por lo anterior, existe un morfismo natural

HY(X x S,pi(Ly) ® pi(L3) @ p3(L*)) — H(S, L & R, (pj(Hom(Ly, L1))))
£ 0(8) 1 S — Ry, (pi(Hom(Ly, L))

donde para cada s € S, §(§)(s) = &s.

Teorema 3.23. Sean Ly, Ly haces lineales sobre X. Si Hom(Ls, L1) = 0 entonces el
conjunto A(Ly, L) es un espacio moduli fino. Es decir, existe una familia parametrizada
por A(Ls, Ly) con propiedades universales.

Demostracién: Denotemos por T al espacio de extensiones H'(X, Hom(Ls, L1)) enton-
ces por la Observacién 3.9 se tiene que A(Ly, Ly) = PT. Consideremos los morfismos de
proyeccion pq, po del espacio X x PT en X y PT respectivamente. Sea H el haz hiperplano
sobre PT'.

Las i-ésimas imagenes directas R}, ,(pj(Hom(Ly, L)) ® p5(H)) (ver [10]) del haz vectorial
pi(Hom(Lay, Ly))®p3(H) sobre X xPT determinan un haz vectorial sobre PT" (la dimensién

del espacio H(X, Hom(Ls, Ly)) es independiente de cada s € PT', ver[10, Coro.12.9]). Por
la sucesién espectral de Leray (ver [6]) se tiene la siguiente sucesién exacta

0 ——= H'(PT, pa.(pi (Hom(La, L)) @ p3(H))) —— H'(X x PT' pj(Hom(Ls, L)) ® p3(H))

— H°(PT, Ry, (pi(Hom(Ls, L)) ® p3(H))) — H*(PT, pa- (pi(Hom(La, L)) ® p3(H)))
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Observemos que los haces vectoriales R;, (p(Hom(Ls, Ly))) tienen por fibras al espacio
H(X, Hom(Ly, Ly)). Por hipétesis, H*(X, Hom(Lz, L1)) = 0 por lo tanto el haz vectorial
pax(pi(Hom(Lg, Ly)) ® p5(H)) es el haz cero. Por lo anterior, los grupos de cohomologia
H' (PT, p2.(pi(Hom(La, L)) @ p3(H))) y H?*(PT, pa.(pi(Hom(Ly, L1)) @ p3(H))) son tri-
viales. Por lo tanto,

H'(X x PT, p}(Hom(Ly, L)) ® py(H)) = H'(PT, R}, (p}(Hom(Ly, L)) ® pi(H))).

El grupo H°(PT, R} . (pi(Hom(Ls, L)) ® p3(H))) satisface que

p2*

2

°(PT, R,,, (pj(Hom(Ly, L)) ® H)
YPT, H (X, Hom(Ls, L)) ® Opr) @ H)
YX,Hom(Ly, L1)) ® H'(PT, H)

End(T)

H°(PT, Ry, (p;(Hom(Ls, L)) @ p3(H)))

I

H
H
H

2

12

( HY(PT,H) = H' (X, Hom(Lo, Ly))*, ver [7]). Por lo anterior y la Observacién 3.22, el
elemento identidad Id € End(T) esté en correspondencia con una extension

& € H'(X x PT, pi(Hom(Ly, L1)) @ p3(H))
tal que para cada t € PT se tiene que 0(&)(¢) € [t] (Observacién 3.22).

Si F' es una familia de extensiones de Ly por L; parametrizada por una variedad S, en-
tonces existe un morfismo ¢ : S — PT', dado por ¢(s) = [F;], mas atun, F' =~ ¢*(&). Por
lo tanto, (A(Ls, L1),&o) es espacio moduli fino. O
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