CIMAT Centro de Investigacién en Matematicas, A.C.

La transformada de Gelfand para algebras de
Banach conmutativas.

T ESI S

Que para obtener el grado de

Maestro en Ciencias
con Orientacion en
Matematicas Basicas

Presenta
Julio Alberto Barrera Reyes

Director de Tesis:
Dr. Raul Quiroga Barranco

Autorizacion de la version final

Guanajuato, Gto., 16 de Julio de 2019



Agradecimientos

Las palabras no son suficientes para expresar todo lo bueno que han hecho por mi.

En primer lugar quiero agradecer a mi familia por estar siempre presente. En par-
ticular a mis padres Susana Reyes Vicencio y Andrés Barrera Martinez por el infinito
apoyo y amor brindado.

Al Dr. Carlos Alberto Hernandez Linares, por todo el afecto y apoyo que me brin-
do. Su apoyo fue primordial he hizo posible mi ingreso al CIMAT.
Quisiera agradecer a mi director de tesis, el Dr. Rail Quiroga Barranco, por el tiempo,
confianza y paciencia que me ha otorgado, lo cual ha hecho posible la realizaciéon de
esta tesis.

Agradezco también a mis sinodales, Dr. Fernando Galaz Fontes y Dra. Sofia Orte-
ga Castillo, por dedicar parte de su tiempo a leer este trabajo y por las obervaciones
hechas para que éste mejore.

A Melida Carranza Trejo con quien comparti departamento he hizo que me sintiera
como en casa.

A mis amigos del CIMAT, con quienes comparti agradables momentos he hicieron
mas amena mi estancia en esta institucién. En particular a Juan Cruz, Rocio Sierra,
Tania Cortes por el afecto brindado, y a Delio Jaramillo por su ayuda y sus palabras
de aliento hacia mi persona.

Finalmente, agradezco al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT)
por la beca de maestria que me fue otorgada, con la cual me fue mucho mas facil cursar
el posgrado. De igual manera, agradezco al Centro de Investigacién en Matematicas
A.C. (CIMAT) por todas las facilidades que me ofrecieron y todas las atenciones pres-
tadas en el transcurso del posgrado.

Gracias, muchas gracias a todos.

11



Indice general

I [icadnl

(1. Espacios de Hilbert|

(1.1. Principales definiciones y ejemplos|. . . . . . ... ... ... ... ...

[1.2. Teorema de representacion de Riesz| . . . . . . . . . ... ... .. ...

[1.3. Operadores en espacios de Hilbert| . . . . . . . ... ... ... .. ...

(1.4. El adjunto de un operador| . . . . . . . .. ... .. ... ... ...

[2. Espacios de Banach|

[2.1. Definiciones principa

les| . . . . . .

[2.2. Operadores en espacios de Banach|. . . . . . ... ... ... ... ...

[2.3. Espacio dual de un e

spacio de Banach| . . . . ... ... ... ... ..

24 Reded .......
[2.5. Topologias Débiles|

[2.6. Teorema de Alaoglul

I3. Algebras de Banach|

[3.1.  Definiciones y ejemplos principales| . . . . . . .. ... ... ... ...

3.2.  Elementos invertibles de un algebra de Banach|. . . . . .. ... .. ..

3.3. C*-Algebrag . . . .

4. Transformada de Gelfand!

[4.1. La transtormada de Geltand en algebras de Banach| . . . . . . . . . ..

[4.2. La Transtormada de

Geltand en C™*-algebras| . . . . .. ... ... ...

[4.3. El teorema espectral|

111

v

11
11
12
14
14
15
16

18
18
20
23

25
25
34
36

38



Introduccion

El analisis funcional es una rama de las matematicas, para ser mas precisos del
analisis matematico, cuyo objetivo es el estudio de los espacios vectoriales que cuen-
tan con cierto tipo de estructura y de las funciones lineales que existen entre estos
espacios. A lo largo de la historia han existido grandes matematicos que han reali-
zado grandes aportaciones a esta rama. Israel Gelfand fue un matemético ruso que
hizo importantes contribuciones al analisis funcional, tales como: la transformada de
Gelfand, el teorema de Gelfand-Mazur y el teorema de Gelfand-Naimark, en la teoria
de algebras de Banach.

Tanto en espacios de Hilbert como en espacios de Banach, el estudiar operadores
es algo fundamental, incluyendo ver que se puede decir de su espectro, de su adjunto,
etc. El siguiente paso es no sélo estudiar un operador aislado, sino una familia de
operadores. Si consideramos un operador normal en un espacio de Hilbert, el dlgebra
generada por éste resulta ser una C*-algebra. El objetivo de esta tesis es presentar la
teoria de Gelfand para algebras de Banach conmutativas con identidad, y como caso
particular se consideraran las C*-algebras.

La teoria de Gelfand nos ayuda a clasificar ciertos tipos de algebras, por ejemplo
si consideramos un algebra de Banach con identidad que ademés es un algebra de
divisién entonces ésta tiene que ser C, o para el caso de C*-algebras conmutativas,
considerar la transformada de Gelfand nos lleva a que cada una de éstas es equivalente
a un espacio de funciones continuas sobre algin conjunto compacto.

Dividimos la tesis en cuatro capitulos, el contenido de cada uno de ellos se descri-
be a continuacién. El primer capitulo introduce conceptos basicos y ejemplos de los
espacios de Hilbert, asi como algunos resultados importantes de éstos como lo son: el
teorema de Pitagoras, la desigualdad de Cauchy- Schwarz y el teorema de representa-
cion de Riesz.
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Para el segundo capitulo introducimos la nocién de espacios de Banach, algunos
ejemplos de éstos y al igual que en el primer capitulo algunos conceptos importantes
seran los de operadores lineales y el dual de un operador. Un resultado importante
en este capitulo serd el teorema de Alaoglu que serd de gran utilidad para explicar la
teoria de Gelfand.

En el tercer capitulo nos adentramos en el mundo de las algebras de Banach. Se
da la definicién de qué es un algebra, para después pasar a la definicion de algebra de
Banach y posteriormente definimos a las x-algebras, x-algebras normadas y C*-alge-
bras, haciendo un poco de énfasis en estas ultimas. Otra definicién importante que se
enuncia en este capitulo es la de elemento invertible de una &dlgebra de Banach, y se
dan algunas propiedades que cada uno de éstos satisface.

En el capitulo final y el centro de esta tesis, se presenta la teoria de Gelfand. Se
define la transformada de Gelfand de un &lgebra de Banach en general en el espacio
de los funcionales lineales multiplicativos asociados. Para un elemento de un algebra
de Banach se define el espectro, el conjunto de solucién y el radio espectral de éste, asi
como algunos resultados importantes que relacionan éstos con las algebras de Banach.
Se presentan algunos resultados importantes de la teoria de Gelfand, como el teorema
de Gelfand-Mazur para algebras de Banach de divisién con identidad, el teorema de
Gelfand para algebras de Banach conmutativas con identidad y el teorema de Gelfand-
Naimark para C*-dlgebras conmutativas con identidad. Como resultado del teorema
de Gelfand-Naimark se enuncia el teorema espectral para una C*-algebra generada
por un operador normal de un espacio de Hilbert. Una consecuencia importante de la
teoria de Gelfand es que da los primeros pasos para el calculo funcional, pero eso no
se desarrollara en este trabajo.



Capitulo 1

Espacios de Hilbert

En este capitulo vamos a introducir la nocién de un espacio con producto interior
para después hablar sobre el concepto de espacio de Hilbert, el cual es una generali-
zacién del concepto de espacio euclidiano. La principal caracteristica de estos espacios
es que poseen un producto interior a partir del cual podemos definir una norma y
consecuentemente una métrica en el espacio.

1.1. Principales definiciones y ejemplos

Para poder definir el concepto de espacio de Hilbert necesitamos unas definiciones
previas.

Observacion. De aqui en adelante F denotara a C o R.

Definicion 1.1.1. Un producto interior sobre un espacio lineal H es una funcion
(,): Hx Hw~T tal que para todos o, B € F y f,g,h € H satisface:

1. {af + Bg. h) = a{f h) + B(g, h),

2. (f,ag+Bh)y =a(f,g) + B(f. 1),

AL, 1) 20y (f, f)=0siysdlosif=0,
b (f9(= {9, f).

Llamaremos espacio con producto interior a H.

Definicion 1.1.2. Si H es un espacio con producto interior, entonces definimos

171l = (£ £)2
para todo f en H.



Proposicion 1.1.3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz.) Si f y g estin en un
espacio de producto interior H, entonces

[(Foal < I Hlgll-

Demostracion. Si o estaen Fy, fy g estan en H, entonces

0<({f-ag f-ag)
= <f7f>_a<guf>_a<f7g>+’a|2<gag>

Supogamos que (g, f) = be??, con b > 0, y sea a = e~, con t en R. Entonces la
desigualdad anterior se convierte en

0 < (f, f) — e tbe’ — ePthe™ + t*(g, g)
= (f.f) — 20t + t*(g, 9)
= ¢ —2bt + at® = p(t),

donde ¢ = (f, f) v a = (g, ¢g). Entonces p(t) es un polinomio cuadrético en la variable
real t y p(t) > 0 para toda t. Esto implica que la ecuacién p(t) = 0 tiene a lo més una
solucion real en t. De la formula cuadratica se sigue entonces que el discriminante no
es positivo, esto es, 4b% — 4ac < 0. Asf

0>0b"—ac=|{f,9)]> = (}. /)9, 9),

lo cual prueba la desigualdad.

O

Definicion 1.1.4. Una norma en un espacio lineal X es una funcion || - || : X —
[0,00) tal que para todos o« € F y f,g € X satisface:

= [[f gl < IIFIH+ gl
v lefll = ladllfll y

w ||f]| =0 siysdlosi f=0.

Proposicion 1.1.5. Si H es un espacio con producto interior, entonces ||-|| define
una norma en H.



Demostracion. Sean aw en Cy, fy gen H.

El hecho de que || f|| = 0siy s6losi f = 0 se sigue de 3 de la definicién de producto
interior.
De las propiedades de producto interior se tiene que

INFI = (MF A2 = O, £)2 = £

Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que

If+alP={+af+9=N+{9+)+9
=[£I + llglI> + 2Re(f, 9) < | fII> + lglI* + 2[(f, 9)]

< AP+ Ngl? + 201 1gll = A1F I+ [l -

La norma anterior nos define una métrica en H dada por d(f,g) = || f — 9|

Ahora si podemos dar la definicién de espacio de Hilbert.

Definicion 1.1.6. Un espacio de Hilbert H es un espacio con producto interior,
el cual es completo con la métrica inducida por la norma, esto es, cualquier sucesion
de Cauchy converge en H.

A continuacion presentamos algunos ejemplos de espacios con producto interior y
espacios de Hilbert.

Ejemplo 1.1.7. El espacio vectorial de todas las funciones contmuas con valores
reales en [0, 1] es un espacio con producto interior si (f, g) fo t)dt, pero no es
un espacio de Hilbert. Para n en N, y x en [0, 1], las funciones:

fn(ét)_{ (z+3)" st z€]0,3)

- 1 si zeli,1]

estan en C([0,1]), pero su limite en L? es la funcién caracterfatica en [, 1] la cual no
pertenece a C([0, 1]), por lo tanto C([0,1]) no es de Hilbert.

Ejemplo 1.1.8. Para n € N fijo, sea C" = {z : . = (1, ...,7,),7; € C}. C" es un
espacio lineal complejo si definimos la adicion y la multiplicaciéon por escalares defini-
das término a término, entonces (z,y) = > | 2;7; define un producto interior en C"
con el cual C" es un espacio de Hilbert.



Ejemplo 1.1.9. Sea ¢*(N) el conjunto de todas la sucesiones complejas cuadrado su-
mables, esto es, todas las sucesiones {z,,} de nimeros complejos tales que Y > | |z,|* <
0o. Asf £2(N) es un espacio lineal complejo con la adicién y multiplicacién por escalares
definidas término a término.

Para z = {z,},y = {yn} € C*(N), (z,y) = > 7, ¥, U define un producto interior
con el cual /(N) es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.1.10. Sea (X, M, ;1) un espacio de medida, donde M es una o-algebra
de conjuntos de X y u una medida positiva. Sea L?(u1) el espacio de todas las fun-
ciones (clases de equivalencia de funciones) medibles cuadrado integrables con valores
complejos, esto es, el conjunto de las f € L*(u) tales que fX |fI?dp < .

Con las operaciones suma y multiplicacién por escalares definidas término a término
L?(u) es un espacio lineal.

Para f,g € L*(1), (f,9) = [y f g du define un producto interior con el cual L*(u)
es un espacio de Hilbert.

La norma y el producto interior en un espacio de Hilbert H satisfacen algunas pro-
piedades importantes como lo son el teorema de Pitagoras y la ley del paralelogramo.

Algunas definiciones importantes cuando hablamos de espacios de Hilbert son las
de vector ortogonal y complemento ortogonal.

Definicion 1.1.11. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que dos elementos x e
y en H son ortogonales si (x,y) =0, y lo denotamos por x L y.

Definicion 1.1.12. Sea H un espacio de Hilbert y sean A y B subconjuntos de
H. Decimos que A y B son ortogonales y se escribe A L B si.a 1 b para todo a en A
y todo b en B.

Definicion 1.1.13. Si M es un subconjunto de un espacio de Hilbert H, entonces
el complemento ortogonal de M, denotado por M, es el conjunto de vectores en H
ortogonales a cada vector en M, esto es, el conjunto de los h en H tales que (h,m) = 0

para todo m en M.

Proposicion 1.1.14. (Teorema de Pitdgoras.) Si{fi, fa, ..., fa} €s un subconjunto
ortogonal de un espacio con producto interior H, entonces

2 n
2
=D lIAl*
i=1

4

>k
=1




Demostracion. Por definicién de producto interior y de conjunto ortogonal, tenemos

>_Jill = <Zfi,zfi>

:Z<fi7fi>+ Z (fis 13)
i=1 ij=1,i#j

= Z<fi7fi>

=S
=1

]

Proposicion 1.1.15. (Ley del paralelogramo.) Si f y g estdn en un espacio de
producto interior H, entonces

1f + gl +11f = all> =2 1F1* +2 llgll*.

Demostracion. La prueba de esta proposicion se obtiene expandiendo el lado izquierdo
de la igualdad, usando la definicién de norma dada por un producto interior y las
propiedades del producto interior. O

Observacion. El resultado anterior es muy 1til para saber si la norma de un espacio
normado H proviene de un producto interior, esto es, si H satisface la ley del parale-
logramo, entonces existe un producto interior en H tal que || f|| = (f, f >% para cada f
en H (ver [Mac0§]).

1.2. Teorema de representacion de Riesz

El siguiente resultado establece una relacién entre un espacio de Hilbert H y su
espacio dual. Dado un elemento en el dual éste posee una tnica representaciéon como
producto interior con elementos de H.

Definicion 1.2.1. Sea H un espacio de Hilbert sobre F. Una funcién o de H a F
es un funcional lineal acotado si:

1. p(af + Bg) = ap(f) + Be(g) para f ygen H, y oy B enF, y
2. existe M > 0 independiente de f tal que |p(f)| < M| f|| para cada f en H.
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Teorema 1.2.2. (Teorema de representacion de Riesz)
St es un funcional lineal acotado en H, entonces existe un unico g € H tal que

O(f) = (f,9)

para f € H.

Demostracion. Sea K el kernel de 9, esto es, K = {f € H :¢(f) = 0}. Como 1) es
continuo entonces K es un subespacio cerrado de H.

Si K = H entonces (f) = (f,0) para todo f en H, y el teorema esté probado.
Si K # H entonces existe un vector unitario h ortogonal a K. Como h no estéd en

U(f) )
K, entonces ¢(h) # 0. Para f en H el vector f — Wh estd en K pues
YUY — iy = YU g —
o (1= 500) = v - S vt =o.
Asi, tenemos
O(f) =v(f) (h.h)
U (h)
= h, ==h
(vt . 5000)

v, f7Wh> + (1, 90mn)

= (£, 0(hh).

para f en H,y por lo tanto ¢(f) = (f, g) para g = ¥(h)h.
Hemos probado la existencia de g, ahora veamos la unicidad.
Supongamos que existen ¢g; y go en H tales que (f,g1) = (f,¢2) para f en H.

Entonces (f, g1) — (f, g2) = (f, 51 — g2) = 0 para todo f en H y por tanto g; = go. Por
lo tanto, 1 (f) = (f, g) para un tnico g en H.

O



1.3. Operadores en espacios de Hilbert

Dados dos espacios de Hilbert podemos hablar de transformaciones lineales entre
ellos que preservan su estructura lineal, los operadores lineales.

Decimos que un operador lineal, ¢ : H; — H>, es acotado si existe M > 0 tal que

le(HIF < M £l

para todo f en Hj.
Al espacio de los operadores lineales y acotados entre dos espacios de Hilbert H;
y Hj lo denotaremos por B(Hy, Hy) y por B(Hy) si Hy = Hs.

Definicion 1.3.1. Definimos la norma de un operador lineal acotado T entre
espacios de Hilbert por

17| = sup{[| T[] - [J=[] < 1}.

Proposicion 1.3.2. Si T es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert
H, entonces existe un unico operador lineal acotado S en H tal que

(T'f, 9) = {f,59),
para f,g € H.

Demostracion. Sea g en H fijo, consideremos el funcional ¢ definido por ¢(f) = (T'f, g)
para fen H. Sean fy hen Hy aen C, entonces

plaf +h)=(T(af+h),g)
= (T(af) +Th,g)
=a(l'f,g) +(Th,g)
=a ¢(f) + ¢(h),

asi ¢ es lineal.

Ademas, ya que T es acotado y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

IO = KTl < ITFI gl < ITIILA gl

asi ¢ es acotado.
Por tanto ¢ es un funcional lineal acotado y por el teorema de representacion de

Riesz existe un unico h en H tal que ¢(f) = (f, h) para f en H. Definimos Sg = h.
Asi (T'f,g) = (f,Sg) para f y gen H. Sean hy y ho en H y o en C, entonces
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(f,S(a hy + hg)) = (Tf,a hy + hs)
a(Tf, h1) + (Tf, hs)
a(f, Shi) + (f, Sha)
= (f,a Shy) + (f, Shy)
= (f,a Shy + Shy),

de donde se tiene que S(a hy + hy) = a Shy + Shy y por tanto S es lineal.

Por otro lado, como (T'f, g) = (f, Sg), por la desigualdad de Cauchy-Schwarz te-
nemos que [[(f, Sl = [KTf, )l < ITf llgll < TN |£]| |9l para f en H. Haciendo
f = Sg tenemos [|Sqg|l> < |T|| S|l llgl, ast [|Sgll < [T [lg]l de donde ||S[| < [T ¥
por tanto S es un operador acotado en H.

Veamos que S es inico. Supongamos que existe Sy operador lineal acotado en H tal

que (T'f,g) = (f, Sog) para fy gen H. Entonces (f, Sog) = (f, Sg), ast (f, Sg—Sog) =
0 para todo f en H lo cual implica que S(g) — Sp(g) = 0. Por lo tanto S = Sy y la
prueba esta completa.

O

1.4. El adjunto de un operador

Como consecuencia de la proposicion anterior podemos dar la siguiente definicion.

Definicion 1.4.1. Si T es un operador en un espacio de Hilbert H, definimos el
operador adjunto de T, denotado por T*, como el unico operador en H tal que para
todo f,g € H satisface:

(Tf,9)=(fT"g)
Las siguientes dos proposiciones establecen algunas propiedades del mapeo T" — T™.

Proposicion 1.4.2. Sea H un espacio de Hilbert sobre C, para todos S, T € B(H)
y o, B € C se satisface:

2) (a S+BT)y =aS +BT y(ST) =T* S5y

3) (T*)~1 = (T=YH* para todo T invertible en B(H).

8



Demostracion. 1) Sean fy g en H, por definicién de operador adjunto tenemos

([, T7g) =(T"f,9)
= (9,7 f)
=(Ty, f
=(f.Tg)

~

por lo tanto T** =T

2) Sean Sy T en B(H), fygen H,ysean ay /3 en C.

Por las propiedades del producto interno tenemos que para f y g en H,

(f, (@S + BT)"(9)) = (@S + BT)(f). 9)
= (aSf+BTf,g)
=a(Sf,9)+B(Tf,9)
=a (f,5g)+B8(f.T"g)
= (f,aS*g) + (f, BT*g)
= (f, @S+ BT*)(9)),

(f,(ST)*g) = (STf,9)
= (f,T"S"g).

Por lo tanto de la unicidad del operador adjunto concluimos que

(@ S+B8T)y=aS*+38T y (ST)*=T* S*.

3) Como T*(TYH* = (T7'T)* = I = (TTY)* = (T7H)*T*, se tiene que T* es
invertible y que (T71)* = (T*)~L.
[

Proposicion 1.4.3. Si H es un espacio de Hilbert y T es un elemento de B(H)
entonces ||T|| = [|T*|| y ||T)|* = |77



Demostracion. Dela prueba de la proposicién 1.3.2 tenemos que || 77| < ||7]|. Ademas,

como T** = T se tiene que ||T|| = ||T**|| < ||T*||, de donde concluimos que ||T| =
17
Para la otra igualdad, como ||[T*T|| < ||T*|| [|T|| = ||T]|?, solo nos falta verificar

|T*T|| > ||T||*. Para f en H tenemos
ITfII* ={Tf.Tf) =(T"Tf f) < |T°TfI 1]
Tomando el supremo sobre todos los vectores unitarios tenemos que
|I7)1* = sup |TfII* < sup [T £ [|£]| = I T,

por lo tanto ||T|* = ||T*T]|.

En un espacio de Hilbert H, podemos definir diferentes tipos de operadores.
Definicion 1.4.4. Si T es un operador en un espacio de Hilbert H, decimos que:

m T esnormal si T T*=T*T,

s T es autoadjunto o hermitiano si T =T,

n T esunitario ss T* T =T T* = Idy.

Definicion 1.4.5. Si H es un espacio de Hilbert llamamos espacio dual de H al
conjunto de todos los funcionales lineales acotados de H en IF y lo denotamos por H*.

10



Capitulo 2

Espacios de Banach

2.1. Definiciones principales

Los espacios de Banach son espacios mas generales que los espacios de Hilbert, y
éstos al igual que los espacios de Hilbert poseen una norma con la cual son completos,
pero esta norma no necesariamente proviene de un producto interior.

Para definir el concepto de espacio de Banach son necesarias las siguientes defini-
ciones.
Si X tiene una norma entonces d(f, g) = ||f — ¢g|| define una métrica en X.

Definicion 2.1.1. Un espacio normado es un par (X, ||-||) donde X es un espacio
lineal y || - || es una norma en X.

Ahora si definamos el concepto de espacio de Banach.

Definicion 2.1.2. Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo
con respecto a la métrica inducida por la norma.

Algunos ejemplos de espacios de Banach son:

Ejemplo 2.1.3. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff.

Sea Cp(X) = {f : X = F | f es continua y acotada} con la norma ||f|| = sup {f(x) :
r € X} < oo. Con la suma y multiplicacién por escalares definidas puntualmente
Cp(X) es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.1.4. Sea (X, M, i) un espacio de medida, donde M es una o-algebra de
conjuntos de X y u es una medida positiva. Para 1 < p < oo sea LP(u) el espacio de
todas las funciones (clases de equivalencias de funciones) medibles con valores com-
plejos tales que [ |f[’dp < oo. Con la suma y multiplicacién por escalares definidas

11



puntualmente LP(;1) es un espacio lineal. Para cada f € LP(u), ||f|| = ([ [fPd u)%
define una norma con la cual LP(u) es un espacio de Banach.

Observacion. Dado que en todo espacio de Hilbert el producto interno define una
norma con la cual éste es completo entonces todo espacio de Hilbert es un espacio de
Banach.

2.2. Operadores en espacios de Banach

También podemos hablar de operadores lineales entre espacios de Banach. Al es-
pacio de los operadores lineales y acotados entre dos espacios de Banach X; y X5 lo
denotaremos por B(X;, X3) y por B(X) si X; = Xo.

Al igual que en los espacios de Hilbert, podemos definir una norma para un ope-
rador lineal acotado entre espacios de Banach.

Definicion 2.2.1. Definimos la norma para un operador lineal acotado T entre
espacios de Banach por

1T} = sup{||T|| - f|=[| < 1}.

Proposicion 2.2.2. Si X; y X, son espacios de Banach entonces B(X1, X») es
un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {T,}, una sucesién de Cauchy en B(Xy, X5).

Como ||T5,(z) — Ty (2)|| < T — Twllllz]| ¥ {77} es de Cauchy entonces {T,,(x)}, es
una sucesion de Cauchy en X5 para todo z en X;.

Ya que X5 es un espacio de Banach entonces para cada z en X; existe n@oo T, (z)

en X, luego podemos definir T'(z) = lim 7, (x) para cada = en X;, y asi T es un
n—ao0

operador lineal.
Como {7}, es una sucesiéon de Cauchy entonces es acotada, esto es, existe M > 0 tal
que ||T,,|| < M para todo n en N. Asi

ITa (@)} < [Tl flzll < Ml

IT@)] = M To(@)] = lm_ | Tu(@)]| < Mjz])

de donde concluimos que T es acotado.
Resta probar que lim |[|7,, — T'|| = 0. Sea z en X; tal que ||z| < 1, y como {T,},
n—-ao0
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es una sucesion de Cauchy entonces para todo € > 0 existen N en N tal que para
m,n > N se tiene
[T (@) = Ton(@) || < |[To = Tl < €.

Asi
IT() - Tu(@) = T |Tu(a) - T(o)] <

cuando ||z|| < 1, entonces ||T'— T,|| < €. Por lo tanto B(Xy, X3) es un espacio de
Banach.

]

Observacion. Dado que todo espacio de Hilbert es espacio de Banach entonces el
conjunto de operadores acotados entre dos espacios de Hilbert es un espacio de Banach.

Definicién 2.2.3. Sea X un espacio de Banach. Una funcion ¢ : X — F es un
funcional lineal acotado si para todos o, 3 € F y f,g € X se satisface:

= plaf+Bg) =a o(f) + B8 ¢l9) y
w existe M > 0 independiente de f tal que |o(f)| < M || f].

Proposicion 2.2.4. Sea ¢ un funcional lineal en un espacio de Banach X. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1) ¢ es acotado,
2) ¢ es continuo,
3) ¢ es continuo en el cero.

Demostracion. 1) implica 2). Si {f,}neny s una sucesién en X que converge a f,
entonces lim ||f, — f|| = 0. Entonces,
n—oo

I |o(fn) = ()] = lm [o(fn = f)]
< lim M |[f. = fII =0,

para algin M > 0, pues ¢ es acotado por hipodtesis. Lo anterior implica que la sucesion
{@o(f1n) }nen converge a ¢(f). Por lo tanto ¢ es continuo.

2) implica 3). Si ¢ es continuo lo es para cada f en X, particularmente para 0.
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3) implica 1). Como ¢ es continuo en 0, entonces existe 6 > 0 tal que [|f|| < o
implica que |¢(f)| < 1. Asi, para cualquier g distinto de cero en X tenemos que

2 lgll ‘ ( ) )‘ 2
= < = ,
lo(9)] A 5 lgll

y por lo tanto ¢ es acotado.

2.3. Espacio dual de un espacio de Banach

Definicion 2.3.1. Si X es un espacio de Banach llamamos espacio dual de X al
conjunto de todos los funcionales lineales acotados en X 1y lo denotamos por X*.

Definicion 2.3.2. Si p estd en X* definimos la norma de ¢ como

ol = su {00 g 20}

Proposicion 2.3.3. Si X es un espacio de Banach entonces X* es también un
espacio de Banach.

Demostracion. La prueba del resultado anterior es consecuencia de la proposicion
(12.2.2). m

2.4. Redes

El concepto de red es una generalizacion del concepto de sucesion, tiene los mismos
propdsitos que las sucesiones pero éste funciona en un espacio topoldgico arbitrario.
En esta seccion introduciremos el concepto de red y algunas de las propiedades mas
importantes de éste.

Definicion 2.4.1. Decimos que una relacion < en un conjunto A es de orden
parcial si se satisface

1. a =« para todo o en A,
2. sta =0y =X aentonces a = f, y
3. sia=xp[yp = entonces a <.

Ademds diremos que un conjunto J es dirigido con un orden parcial = si para cada
par de elementos o y B en J, existe un elemento v en J tal que a« < v y 5 =X 7.
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Definicion 2.4.2. Sea X un espacio topoldgico. Una red en X es una funcion f
de un conjunto dirigido J en X. Denotaremos la red por {¢,}acs. Diremos que una
red {Qatacs converge a @ en X si para cada vecindad U de ¢, existe a en J tal que
st = B, entonces pg € U.

A continuacion mencionaremos algunos resultados importantes de la teoria de re-
des, omitiremos las pruebas pues estds no son relevantes en este trabajo, pero se

puede consultar informacién sobre este tema en los siguientes textos: [Doul2], [Mac0§]
[Mun14], [Wil04].

Proposicion 2.4.3. Sean X y Y espacios topoldgicos, y sean {@patacs una red
que converge a p en X Y {1q}acs una red que converge a1 en'Y, entonces {pata tacs
converge a (¢,1¢) en X x Y.

Teorema 2.4.4. Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X . Entonces
un punto @ estd en la cerradura de A (A) si y solo si existe un red de puntos en A que
converge a .

Teorema 2.4.5. Sea f : X — Y una funcién entre espacios topolégicos. Entonces
f es continua si y sdlo si, para cada red convergente {ps}acs en X que converge a o,
entonces la red {f(pa)tacs converge a f(p).

2.5. Topologias Débiles

Sean X un conjunto, Y un espacio topoldgico y § una familia de funciones de X a
Y.

Definicion 2.5.1. La topologia débil en X inducida por § es la topologia mds débil
o mas pequena (i.e., la topologia que contiene la coleccion mds pequena de conjuntos
abiertos), T, en X para la cual cada funcion f € § es continua.

Notemos que 7 es la topologia generada por los conjuntos
{f7Y(U): f €F y U es abierto en Y}.
Definicion 2.5.2. Sea X un espacio de Banach. Para cada f en X, fA: X*—=TF

~

denota la funcion en X* definida por f(p) = o(f) para todo ¢ en X*.
Consideremos §2 = X*, el dual de un espacio de Banach X y Y =F. Para f € ),

como f(¢) = ¢(f) v |F(@)l = (Il < llell[I ], se tiene que

~

171 = HSlngl!f(cp)! < sup [l £ <[],

lell<1

asi f es acotado.
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Definicion 2.5.3. La w*-topologia en X* es la topologia débil en X* inducida por
la familia de funciones {f : f € X}.

La siguiente proposicion es muy 1til cuando trabajamos con topologias débiles.

Proposicion 2.5.4. Sea {¢,} una red en X*. Entonces o, — ¢ en la w*-topologia
si y solo si pa(f) — ©(f) para cada f en X.

La demostracién del teorema anterior no es muy relevante en este trabajo, por
tal motivo serda omitida. Se puede encontrar mas informacién sobre este tema en los
siguientes textos: [Doul2] [Mac0§].

Proposicion 2.5.5. La w*-topologia en X* es Hausdorff.

~

Demostracion. Sean @1 v @9 en X*, tales que 1 # ¢o. Entonces, f(¢1) = p1(f) #

©2(f) = f(p2), para algin f en X, asi las funciones {f : f € X} separan puntos de
X*, y por lo tanto la w*-topologia en X* es Hausdorff. O

2.6. Teorema de Alaoglu

Definicion 2.6.1. Si X es un espacio de Banach, la bola unitaria en X es el
conjunto {f € X : || f|| < 1} y la denotamos por (X);.

Teorema 2.6.2. (Alaoglu) La bola unitaria (X*), es compacta en la w*-topologia.

Demostracion. La idea para probar este resultado es identificar a (X*); con un sub-
conjunto cerrado de un espacio producto, asi la compacidad de (X*); se desprenderd
del teorema de Tychonoff.

Para cada f en (X);, (C{ denotara una copia del disco unitario cerrado en C y P al
espacio producto H (C{ . Por el teorema de Tychonoff P es compacto.

fe(Xn

Definimos A de (X*); a P por A(¢) = ¢|x),- Ya que A(p1) = A(yp2) implica que las
restricciones de ;1 y 2 a (X); son identicas se sigue que A es inyectiva.

Ademas, una red {¢q}aca en X* converge en la w*-topologia a ¢ en X* si y sélo si
gen}lgoa(f) = ¢(f) para toda f en X siy sélo si EEIE,A(%)(f) = A(¢)(f) para toda f
en (X);. Esta dltima afirmacién es equivalente a géﬁ A(pa) = A(p) en la topologia de

P. Por lo tanto A es un homeomorfismo entre (X*); y el subconjunto A[(X*);]| de P.
Para completar la prueba basta ver que A[(X*)1] es cerrado en P. Sea {A(¢a)}aca
una red en A[(X*);] que converge en la topologia producto a ¢ en P.

Si f,gy f+gestan en (X);, entonces

Y(f +9) = lm Apa)(f + 9) = Hm Alpa)(f) + lm Apa)(g) = &(f) + 2 (9)-
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Ademas si f y Af estdn en (X);, entonces

(M) = lim Aga) Af) = lim pa(Af) = Alim 9a(f) = M),

[ (AN = [ lim Alpa) (£l = i flea (/)] < i fleal[L£]] < 1.

Asf 9 es un elemento en X* tal que ||| < 1. Por lo tanto ¢ determina un elemento
Y de (X*); por la relacién
f

30 =11 ()
mal
para f en X. Como (f) = 4(f) para f en (X);, entonces 1 estd en (X*); y A(¢) = 1h.
Entonces A[(X*)1] es un subconjunto cerrado de P, y por lo tanto (X*); es compacto
en la w*-topologia.
[l
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Capitulo 3

Algebras de Banach

En este capitulo introduciremos el concepto de algebra de Banach asi como sus
principales caracteristicas, en particular para el dlgebra de Banach C'(X), es decir, el
algebra de todas las funciones continuas con valores complejos en un espacio compacto
X. Otros conceptos importantes en este capitulo serdn los de C*-algebra que es un
tipo particular de algebra de Banach y el de inverso de un elemento de un algebra de
Banach.

3.1. Definiciones y ejemplos principales

Un algebra sobre C es un espacio vectorial 28 sobre C dotado de dos operaciones
con las cuales es un anillo, y ademas para a € C y f, g € B satisface

a(fg) = (af)g = f(ag).

Definicion 3.1.1. Sea (B, || - ||) un espacio de Banach sobre C. Decimos que B
es un dlgebra de Banach si es un dlgebra y satisface la desigualdad submultiplicativa

19l < If1lllgll para todo f.g € B.
Decimos ademds que B es conmutativa si fg = gf para todo f,g € B. Ademds B

es llamada un dlgebra con identidad si existe 1 € B tal que f1 = f = 1f para todos
feByll=1

Algunos ejemplos de algebras de Banach son los siguientes.

Ejemplo 3.1.2. El ejemplo més sencillo de un dlgebra de Banach conmutativa con
identidad sobre C es C mismo con la norma dada por el médulo.

Ejemplo 3.1.3. Sea X un espacio compacto y sea C'(X) el conjunto de todas las
funciones continuas con valores complejos en X. Con las operaciones suma, multi-
plicacién por escalares y multiplicacién definidas puntualmente C(X) es un &lgebra
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conmutativa con identidad (la funcién constante f(z) = 1 para todo z € X) sobre
C. Ya que X es compacto y cada f € C(X) es continua entonces |f| es acotada. Asi
| fllo =sup {|f(z)| : z € X} define una norma en C'(X) con la cual es un algebra de
Banach.

Ejemplo 3.1.4. Sea Cy(N) el espacio de sucesiones de ntimeros complejos que con-
vergen a 0, con las operaciones adicion, multiplicacion por escalares y multiplicacion
definidas término a término . Cy(N) junto con la norma del supremo es un algebra de
Banach sin identidad.

Ejemplo 3.1.5. Si X es un espacio de Banach, entonces B(X), el conjunto de ope-
radores lineales acotados de X en X es un dlgebra de Banach con identidad, junto con
la composicion como multiplicacién y la norma de operadores acotados.

El siguiente concepto sera de relevancia en el estudio de las algebras de Banach.

Definicion 3.1.6. Sea B un dlgebra sobre C. Una involucion en B es un mapeo
x: fr— f*deB en B tal que para todo o € C y f, g € *B satisface:

= (fHo) =f"+g" y (af)=af,
= (fo) =g"f" y (f)=Ff

B es llamada un x-dlgebra o un dlgebra con involucion. Un dlgebra de Banach B con
imvolucion es llamada un x-dlgebra normada si la involucion es isométrica, esto es,
1f*|l = [If]l para todo f en B.

Enseguida presentamos algunos ejemplos de x-algebras y x-algebras normadas.

Ejemplo 3.1.7. El ejemplo més sencillo de una *-dlgebra normada es C junto con
la involucién z — Z, donde Z es el conjugado complejo de z en C.

Ejemplo 3.1.8. Sea B el conjunto de todas las funciones continuas con valores com-
plejos en un espacio compacto X, tal que B contiene a f v a su conjugado complejo f.
Con las operaciones de suma, multiplicacién por escalares y multiplicacion definidas
puntualmente B es un algebra, y f — f define una involucién en B que la hace un
algebra de Banach con involucion.

Ejemplo 3.1.9. Sea H un espacio de Hilbert, para T € B(H), T* € B(H) denota el
operador adjunto de T'. B(H) es un élgebra de Banach, y T — T™* define una involucién
en B(H) que lo hace un édlgebra de Banach con involucién.
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Dada un algebra podemos encontrar subconjuntos de ésta que heredan las mis-
mas propiedades, tales como lo son las subalgebras o en particular los ideales por la
izquierda, por la derecha o por ambos lados.

Definicion 3.1.10. Sea B un dlgebra. Un ideal por la izquierda de B es una
subdlgebra O de B tal que ba € M para todo b € B y a € IM.Un ideal por la derecha
de B es una subdalgebra M tal que ab € M para todo a € M y b € B. Si M es un
1deal por la i1zquierda y por la derecha de B, decimos que M es un ideal bilateral o
simplemente un ideal.

Definicion 3.1.11. Un ideal mazimal es un ideal propio que no estd contenido en
otro ideal propio mas grande.

3.2. Elementos invertibles de un algebra de Banach

Definicion 3.2.1. Sea B un dlgebra de Banach con identidad. Decimos que un
elemento [ en B es invertible si exviste g € B tal que fg = gf = 1. Tal elemento es
tnico, lo denotamos por g = f~1 y lo llamamos el inverso de f.

Un elemento f en B es invertible por la izquierda si existe h en B tal que hf = 1,

de igual manera decimos que f es invertible por la derecha si existe k en B tal que
fk=1.

El siguiente resultado nos ayuda a saber cuando un elemento de un &lgebra de
Banach es invertible.

Proposicion 3.2.2. Sean B un dlgebra de Banach con identidad y f un elemento
en B, si |1 — f|| <1 entonces f es invertible y

1

—1
151 < ==
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Demostracion. Sea f en By sean =|1— f|| <1, entonces para N > M tenemos

N M N
A==y ==l > A=
n=0 n=0 n=M+1
N
< > A=
n=M+1
N
n=M+1
< D>
n=M+1
[e'S) M
S-S
n=0 n=0
1 1— nMJrl nM+1
T1-np 1-n -y
N (o9}
asi la sucesion de sumas parciales {Z(l — f )”} es una sucesiéon de Cauchy y por
- n=0 N=0
tanto convergente. Si g = Z(l — f)", entonces
n=0
fg=01-(1-F) (Z(l - f)”)
n=0
N
= lim [1—(1—f)]Z;(1—f) )
r N N
= lim_ 2%(1—f) —(1—f)2;(1—f) ]
- N N+1
= lim_ ;(Ff) —;(1—1‘) ]
— Jim (1— (1— )V = 1,
N—oo
N oo
ya que lim [[(1 — f)™| = 0, pues {Z(l — f)”} es convergente. Andlogamente
N—oo e Neo
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gf =1, por tanto f es invertible con f~! = g. Por otro lado

N
loll = Jan [I>°(1- )]

n=0
N
< Jim 311
B 1
1=[1=flI’

[]

Para un &algebra de Banach B denotaremos por G a la coleccién de elementos
invertibles en B, por G, a la coleccién de elementos invertibles por la izquierda que no
son invertibles y por G, a la coleccion de elementos invertibles por la derecha que no
son invertibles.

Proposicion 3.2.3. Si B es un dlgebra de Banach con identidad, entonces cada
uno de los conjuntos G, Gy y G, es abierto en ‘B.

1

[l
|1 — f~'g||. Entonces la proposicién implica que f~!g estd en G y por tanto

L
1/~

1
Ahora, si f estd en Gy entonces existe h en B tal que hf = 1. Si||f—g] < W entonces

1> ||k|| |f = gll > ||hf — hg|| = ||1 — hg||. La proposicién [3.2.2) implica que k = hg es
invertible y la identidad (k~*h)g = 1 implica que g tiene inverso por la izquierda, i.e., g
esté en Gy, pero g no estd en G,, en caso contrario g seria invertible y kg—! = h implica
que h es invertible, ademds de la unicidad del inverso en hh™! = hf = 1 tenemos
que f = h™!, es decir, f es invertible, lo cual no puede ser por hipétesis. Entonces
G, contiene una bola abierta de radio W sobre f, por tanto G, es abierto en 8. La
prueba de que G, es abierto es analoga a Ha anterior.

Demostracion. Si f estd en Gy ||f — ¢l < entonces 1 > ||[f7Y I|f — gl >

g = f(f'g) estd en G. Entonces G contiene una bola abierta de radio sobre

cada elemento de f en G, y por lo tanto G es abierto en 8.

]

Corolario 3.2.4. Si B es un dlgebra de Banach con identidad, entonces el mapeo
f s f~1 definido en G es continuo.

1
2|71

1
L=r7gl =17 =l < I =gl < 5

Demostracion. Si f estd en G, entonces la desigualdad ||f — g|| < implica que
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entonces por la proposicién flgestaen Gy

1
I ) =l fll < 1=

<2
11— gl

Entonces
g™ =g A< Mg~ AL < 2 171
Asi la desigualdad

1 =g =1 =g < NI =gl g™ < 2 1LF = gll 11

muestra que el mapeo f — f~! es continuo. O

3.3. (C*-Algebras

Definicién 3.3.1. Un dlgebra de Banach B con involucion que ademds satisface
la igualdad || f* f|| = || f||* para todo f € B es llamada una C*-dlgebra.

Los siguientes son ejemplos de C*-dlgebras:

Ejemplo 3.3.2. Sea H un espacio de Hilbert. De la proposicién se tiene que

B(H) el conjunto de los operadores lineales acotados de H en H es una C*-algebra,
donde para cada T' € B(H), T* es el operador adjunto de 7.

Ejemplo 3.3.3. Sea X un espacio compacto. El espacio de las funciones continuas
de X en C, C(X), es una C*-algebra, donde la operacién x estd dada por f*(x) = f(x)
para todo f € C(X) y v € X.

Las clases de operadores cuyas definiciones se basan en el adjunto se pueden ex-
tender a una C*-algebra.

Definicion 3.3.4. Sea B una C*-dlgebra y T un elemento de B.
= T se dice autoadjunto st T* =T,
» T se dice normal si T*T =TT,
» T se dice unitario st T*T =TT* = Id.

Observacion. La condicién || f* f|| = [|f[|* implica que en toda C*-algebra la invo-
lucién preserva la norma, como veremos en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.3.5. Si B es una C*-dlgebra y f € B entonces
1N = (A1)
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Demostracion. Sea f un elemento de 8. Ya que 8 es una C*-algebra tenemos

LAIZ = 11LF~ £ < 71

de donde || f]| < [|/*[].
Ahora, invirtiendo los papeles de f y f* tenemos

LA < 1= 1A

y por lo tanto || f*|| = || f||- O

De lo proposicion anterior podemos concluir que toda C*-dlgebra es una x-algebra
normada.
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Capitulo 4

Transformada de Gelfand

El objetivo de este capitulo es desarrollar la teoria de Gelfand para algebras de Ba-
nach conmutativas con identidad, y como caso particular consideraremos las C*-alge-
bras. Dada un algebra de Banach conmutativa con identidad estudiaremos el espectro
de ésta, esto es, al conjunto de funcionales lineales multiplicativos no nulos que van
del algebra a los complejos.

4.1. La transformada de Gelfand en algebras de
Banach

Definicion 4.1.1. Sea 8 un dlgebra de Banach con identidad. Un funcional lineal
complejo ¢ : B — C es multiplicativo si :

= ©(fg) = (f)elg) para todos [ y g en B, y
= (1) =1.
Denotaremos por M al conjunto de todos los funcionales lineales complejos multi-

plicativos no nulos del algebra de Banach 8.

Dada un &lgebra de Banach 28 enfocaremos parte de nuestra atencién al conjunto
de funcionales lineales en M. Mas adelante veremos la relaciéon que tiene M con los
ideales maximales en 8.

Proposicion 4.1.2. Si B es un dlgebra de Banach con identidad y o € M en-
tonces ||¢|| = 1.

Demostracion. Sea ¢ en M y sea K = ker(yp), esto es, K = {f € B : ¢(f) = 0}.
Como ¢(f — ¢(f)1) = 0 para todo f en B, entonces cada elemento en B se puede
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escribir de la forma A + f para algin A en C y f en K. Entonces

ol = sup 1£9)
g20 gl
A
~ sw lp(A+ 1)l
rerazo |IA+ f]]
= Sup —’)\|
rero [[A+ [l
! 1
zsup =1,
ek |1+ Al

lo anterior pues ||[1 + h|| > 1, pues si |1 4+ h|| < 1 la proposicién implica que
h es invertible, por lo cual h no estd en K, pues en caso contrario ¢(h) = 0, pero
1= ¢(1) = p(hh™') = o(h) e(h™!) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
lell = 1. O

Proposicion 4.1.3. Si B es un dlgebra de Banach entonces M es un subconjunto
w*-compacto de (°B*);.

Demostracion. Sea {¢q}aca una red de funcionales lineales multiplicativos en M que
convergen en la w*-topologia en (B*); a ¢ en (B*);. Por el Teorema de Alaoglu es
suficiente probar que ¢ es multiplicativo.

En primer lugar

(1) = gg}l va(l) = (1}161?41 =1

Por otro lado, siempre que f y g estén en ‘B,

p(f 9) = limpa(f 9)
= lim o (f) walg)

acA
= lim @a(f) M pa(g) = (f)¢(9).

Asi ¢ estd en M, por tanto M es cerrado, y como (B*); es w*-compacto entonces M
es w*-compacto. ]

Hemos mostrado que M es un subconjunto w*-compacto de (2*); lo cual hace de
C(M) un élgebra de Banach. Por tanto podemos definir lo siguiente.

Definicion 4.1.4. Sea B un dlgebra de Banach. Si M # 0, entonces la trans-
formada de Gelfand es la funcion T' : B — C(M) dada por T'(f) = flu, esto es,

L(f)(¢) = @(f) para todo o € M.
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Observacion. Para cada f en B existe una funcién w*-continua fA: (B*); — C
dada por f(¢) = ¢(f). Como M esté contenido en (B*);, entonces f|y es también
continua, esto es, cada I'(f) es continua con la w*-topologia.

Definicion 4.1.5. Si B, y B, son dos dlgebras de Banach, un homomorfismo de
dlgebras es un mapeo lineal acotado ¢ : By — By tal que p(x y) = ¢(x) ¢(y) para todo
T,y € %1.

La siguiente proposiciéon muestra algunas propiedades que satisface la transfomada
de Gelfand.

Proposicion 4.1.6. Si B es un dlgebra de Banach y T la transformada de Gelfand
en ‘B, entonces:

1. T es un homomorfismo de dlgebras, y
2. IT flloo < I fl para todo f € B.

Demostracion. 1. Sean f y g en ‘B, entonces

L(fg)(e) = o(fg) = o(f)elg)
(/) (@)T(g9)(e) = [T (9)](»),

y por tanto I' es multiplicativo. Del miso modo, es claro que I' es lineal.

2. Sea f en B, entonces

1T flloo = | Flarlloo
< flle
< I fll-

Lo anterior pues || f]l« = sup{||f(9)]| : ¢ € M} y [IF ()]l = lle(N)]l < lellll£]] <
| /]I, para cada ¢ en M. -

Observacion. De 2 de la proposicion anterior se sigue que I' es continua.

Observemos que para un algebra de Banach ‘B, si f y g estan en B entonces
U(fg—9f)(p) =e(fg) —v(af) = o(f) ©(9) —¢(g) ¢(f) = 0. Asi en el caso en que
B no sea conmutativa existen fy g en B tales que fg —gf # 0 pero I'(fg—gf) =0,
por lo cual T'(*B) no refleja las propiedades de 8. En caso contrario, cuando 8 es con-
mutativa, I'(B) refleja algunas propiedades de 98B, como por ejemplo la invertibilidad
de un elemento en B estd ligada a la invertibilidad de un elemento en I'(*8), como
veremos mas adelante. Asi el estudio de la transformada de Gelfand I' de un algebra de
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Banach conmutativa 8 nos proporciona informacién de los elementos de 28 a través
del estudio de los elementos en I'(*8). Por lo cual el estudio de la transformada de
Gelfand en un &lgebra de Banach conmutativa serd de gran importancia de ahora en
adelante.

Definicion 4.1.7. Sean B un dlgebra de Banach con identidad y f un elemento
de B. Definimos el espectro de f como el conjunto
os(f) ={A € C: f— Al no es invertible en B},
y el conjunto resolvente de f como el conjunto
ps(f) = C\ox(f)
Ademds, definimos el radio espectral de f como

ra(f) = sup{|A| - A € o (f)}-

Para simplificar la notacién denotaremos a ow(f), ps(f) v rs(f) por o(f), p(f) vy
r(f) respectivamente.

Proposicion 4.1.8. Si B es un dlgebra de Banach con identidad y f estd en B
entonces o(f) es compacto y r(f) < | f.

Demostracion. Definimos la funcién ¢ de C en B dada por ¢(A) = f — A, entonces
¢ es continua y p(f) = ¢ 1(G) es abierto, ya que G es abierto. Entonces el conjunto

o(f)=C\ p(f) es cerrado.

Si |[A| > ||f|l, entonces
[ O P A
===l

asi por la proposiciéon [3.2.2 1 — i es invertible. Entonces f — A es invertible. Por tanto

A estd en p(f), o(f) estda acotado y por lo tanto es compacto, y r(f) < || f]].
[

Teorema 4.1.9. Si B es un dlgebra de Banach con identidad y f un elemento en
B, entonces o(f) es no vacio.
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Demostracion. Consideremos la funcién F : p(f) — B dada por F(\) = (f —A)"'. F
es continua por ser composicién de funciones continuas, asi para Ag en p(f) tenemos

lim {M} — lim {(f—)\o)_l[(f—)\o)—(f_)\)](f_/\)—l}

A—=Xo A — )\0 A—=Xo A — )\()
-\ —1 -\ —1
~Jin {5 )
= Jim (7 = 20)7(F = X
= (f = X)7%,

esto ultimo por la continuidad de F', y por tanto F' es analitica.
En particular, para ¢ en 8% la funcién ¢(F) es una funcién analitica compleja en

p(f).

Para |A| > ||f||, por la proposicién |3.2.2| tenemos que 1 — § es invertible y

-5

i IFO)) = tim || (£21)
Pl P v AL

Por tanto para ¢ en B* tenemos que )\h’m e(F(N) =0.
—00

< 1
— 1=

De lo anterior se sigue que

< lim —; =0
= o T [

Ahora, si asumimos que o(f) = () entonces p(f) = C. Asi para ¢ en B* se sigue que

©(F') es una funcién entera que se anula en el infinito. Por el teorema de Liouville (ver

[SS10]), ¢(F') es constante, y ya que /\h’m ©(F(X)) = 0 entonces p(F') = 0 para cada
—00

 en B* lo cual implica que F' = 0. Esto es una contradiccion ya que por definicion
F(X) es un elemento invertible de B. Por lo tanto o(f) # 0. O

El siguiente teorema establece una relacion entre el campo de los niimeros complejos
y las algebras de Banach de division, esto es, aquellas algebras tales que todo elemento
diferente de cero es invertible. Basicamente establece que la tnica dlgebra de Banach
con identidad que es un algebra de division es C.

Teorema 4.1.10. (Gelfand - Mazur) Si B es un dlgebra de Banach con identidad
que es un dlgebra de division, entonces existe un unico isomorfismo isométrico de B

en C.
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Demostracién. Sea f en B entonces por el teorema[d.1.9 o (f) # 0. Si A; estd en o(f)
entonces f — A1 no es invertible en 9B. Ya que B es un algebra de divisién entonces
f—As1 = 0. Ademds para A # Ay tenemos f — Al = Ayl — Al el cual es invertible.
Entonces o(f) consiste exactamente de un nimero complejo Ay para cada f en B.
Definimos ¢ : C — 9B dada por () = Al.

Para A1, Ay y a en C, se tiene:

1/1(0[)\1 + )\2) == (Oé/\l + )\2)1 == Oz()\ll) + )\21 == Oﬂ/)()\l) + w()q),

P(MA2) = (MA2)1 = (A1) (Aol) = (A1) Y (A2).

De esta forma 1 es un homomorfismo lineal de C en 8.
Ademas para A en C,
[P = AL = [A[I[L] = |A]

Asi 1) es isométrico y por tanto inyectivo.
Por otro lado, para f en ‘B, existe Ay en C tal que f = A¢1. Por lo cual

V(Ap) = Al =1,

asi 1) es sobreyectivo. Y por lo tanto es un isomorfismo isométrico de C a B. Asi B
es basicamente C y ya que el inico isomorfismo isométrico de C en C es la identidad
concluimos que v es tnico. Ya que ¢ : C — B es un isomorfismo isométrico, entonces
existe un tnico isomorfismo isométrico de B en C, y por lo tanto se tiene el resultado.

]

Proposicion 4.1.11. Si B es un dlgebra de Banach conmutativa con identidad,
entonces el conjunto M de funcionales lineales multiplicativos no nulos de B en C
estd en correspondencia uno a uno con el conjunto de ideales maximales en ‘B.

Demostracion. Sea ¢ un funcional lineal multiplicativo no nulo de 8 en C y sea
K =ker(p) ={f €B:¢(f) =0}. El kernel K de ¢ es un ideal propio y si f no esta

en K entonces F f
= (- 4p)

Ya que (1 — m) estd en K, entonces el espacio generado por f y K contiene a
¥

la identidad. Por tanto un ideal que contiene tanto a K como a f debe ser todo 9B,
entonces K es un ideal maximal.

Sea 91 un ideal maximal propio en 8. Ya que cada elemento de 9t no es invertible,
entonces por la proposicién |1 — f|| > 1 para cada f en 1. Entonces 1 no esta
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en la cerradura de 9. Ademds ya que 9 es un ideal entonces M la cerradura de M
también lo es, y M C M ¢ B, por lo cual M = M, i.e., M es cerrado.

El dlgebra cociente B/9 es un &dlgebra de Banach, y ya que M es maximal y ‘B
conmutativo, B /9 es un algebra de divisiéon. Entonces por el teorema existe
un unico isomorfismo isométrico ¥ de B /M en C. Si 7 denota el homomorfismo natural
de B en B /M entonces la composicién ¢ = 1 om es un funcional lineal multiplicativo
distinto de cero en B. Asi ¢ esta en M y 9 = ker(y).

Por tltimo veamos que la correspondencia ¢ <> ker(yp) es uno a uno. Sean ¢; y @2 en
M tales que ker(py) = ker(pz) = 9, entonces, para f en B,

01(f) —o2(f) = (f —w2(f)) — (f —a1(f)).

Si aplicamos ¢y a f —@o(f) v @1 a f —¢1(f) vemos que ambos estdn en 1. Entonces
ker(¢1) = ker(ps) implica que ¢; = @9 lo cual completa la prueba.
]

Proposicion 4.1.12. Sean B un dlgebra de Banach conmutativa con identidad v
f un elemento de B. f es invertible en B si y solo si I'(f) es invertible en C'(M).

Demostracion. (=) Supongamos que f es invertible en 8.

Entonces
[C(f) T D) =T(F) (@) T(F ) (p)
= o(f) o(f )
=o(f [T =p) =1,

por lo tanto T'(f~1) es el inverso de T'(f).

(<) Probémoslo por contrapositiva.

Si f no es invertible en B entonces My = {gf : g € B} es un ideal propio en B, ya que
1 no estéa en My vy B es conmutativa. El ideal Mj esta contenido en un ideal maximal
M;. De la proposicién anterior tenemos que existe ¢ en M tal que ker(p) = M.
Entonces

L(H)(p) = #(f) =0,
por lo tanto I'(f) no es invertible en C'(M). O

Si consideramos un algebra de Banach conmutativa con identidad B podemos
sintetizar los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.13. (Gelfand) Sean B un dlgebra de Banach conmutativa con iden-
tidad, M su espacio de ideales maximales, y I' : B — C(M) su transformada de
Gelfand. Entonces:
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1) M #90,

2) T' es un homomorfismo de dlgebras,

3) T fllse < [IfI| para todo f € B, y

4) f es invertible en B si y solo si I'(f) es invertible en C(M).

Como consecuencia del teorema de Gelfand tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.1.14. Si B es un dlgebra de Banach conmutativa con identidad y f
estd en B, entonces o(f) = rango I'(f) y r(f) = IT(f)|lo-

Demostracion. Si A no esté en o(f) entonces I'(f — \) es invertible en C(M), lo cual
implica que [I'(f) — A](¢) # 0 para ¢ en M. Asi I'(f)(y) # A para ¢ en M.

Ahora, si A no esta en el rango de I'(f) entonces I'(f) — A es invertible en C'(M) y
entonces, por el teorema f — X es invertible en B. Asi A no estd en o(f), y por

lo tanto o(f) = rango I'(f) y r(f) = [[T(f)ll~- —~

Corolario 4.1.15. Si B es un dlgebra de Banach con identidad, f estd en B, y
@ es una funcion entera en C, entonces

a(p(f) = w(a(f)) ={p(N) : A€ a(f)}.

Demostracion. Como ¢ es una funcion entera en C entonces ¢ tiene una representa-

o0
cién en series de Taylor. Sea p(z) = Z a,z" la expansion en series de Taylor para .
n=0
Para N > M > 0 tenemos que

N M N

D anf" =3 anf"| = 2 anf”

n=0 n=0 n=M-+1

N N
< Y laallf < D laalllf
n=M-+1 n=M+1

este ultimo término converge a cero cuando N y M son muy grandes.
o

N
Asi {Z Qn, f”} es una sucesion de Cauchy y por lo tanto convergente, entonces
n=1

N=0

para f en B, ¢(f) denota el elemento Zanf” de B.
n=0
Sea B la subdlgebra cerrada de 2B generada por e, f, y elementos de la forma (f —\)~1
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para X en p(f) y (9(f) — 19" para s en p((f)), asi Bo es conmutativa. y, o (f) =
o, (f) v os(@(f)) = os,((f)). Entonces podemos asumir que B es conmutativa y

usar la transformada de Gelfand I'.
Observemos que por continuidad

L(e(f)) =T (Z anf"> = T(anf") =) al(f) = o(T(f)).
n=0 n=0 n=0
Entonces por el corolario tenemos

a(p(f)) = rango I'(¢(f))
= rango ¢(I'(f))
= p(rango T'(f))
= (o (f)).

O

Teorema 4.1.16. Si B es un dlgebra de Banach con identidad y f es un elemento
en ‘B, entonces

ru(f) = lim |[f"]".

Demostracion. Si B, denota la subdalgebra cerrada de 28 generada por la identidad, f,
v{(f" =Nt X € px(f™),n € Z}, entonces By es conmutativa y owm, (™) = o (")
para todo entero positivo n. Del corolario [4.1.15 tenemos que o, (f") = og,(f)" ¥
por tanto

ra(f)" = ra(f") < (11",

asi se sigue la siguiente desigualdad
ra(f) < liminf | £ 7.
n—oo
Por otro lado, consideremos la funcién analitica
o fn
>
n=0

la cual converge a (f — A\)~! para |A| > || f]|, pues

G(\) = —

> =



Para ¢ en 9%* la funcién — ng()\_"_lf") es analitica para |[A| > rg(f), ya que es
n=0
igual a o((f — A)™!). La convergencia de series implica que lim (A" f") = 0 para
n—oo
cada ¢ en B*. Entonces el teorema de acotamiento uniforme (ver [Conl3]) implica la
existencia de un nimero M) tal que |[A™""!f"| < M, para todo n. Entonces

A = msup(My|A])# [A] = |A].

n—oo

1
lim sup Hf”||% < limsup My
n—oo

n—oo

Entonces

ro(f) > Mmsup || f*[» > lmint [[f"]» > ra(f).

n—oo

4.2. La Transformada de Gelfand en C*-algebras

En la seccién pasada hemos dado un resultado para un algebra de Banach con-
mutativa con identidad, pero podemos decir un poco mas cuando consideramos una
C*-algebra de Banach con identidad. El objetivo de esta seccién es enunciar el teore-
ma de Gelfand para C*-dlgebras de Banach con identidad, para ello requerimos de las
siguientes definiciones y resultados.

Definicion 4.2.1. Si B, y B, son x-dlgebras, un x-homomorfismo de B1 a By
es un homomorfismo ¢ tal que ¢(x*) = ¢(x)* para todo x € By. Decimos que ¢ es un
x-isomorfismo si ¢ es un x-homomorfismo biyectivo.

Definicion 4.2.2. Si H es un espacio de Hilbert, entonces una subdlgebra B de
B(H) se dice mazimal abeliana si es conmutativa y no estd propiamente contenida en
ninguna subdlgebra conmutativa de B(H).

Teorema 4.2.3. En una C*-dlgebra un elemento autoadjunto tiene espectro real.

Demostracion. Sea T un elemento autoadjunto de una C*-algebra B y sea U = exp 1.
Entonces de la definicion de funcion exponencial y del hecho de que T' es autoadjunto,
se sigue que

U* = exp(iT)" = exp(—iT).

Ademés
UU* = exp(iT) exp(—iT) = exp(iT —iT) = I = exp(—iT) exp(iT) = U*U,
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y por tanto U es unitario.
Ya que
L= |1l = |vUl = Ul

tenemos que

Il =1 ===,

y por lo tanto o(U) esté contenido en T.
Por el corolario [4.1.15| o(U) = exp(io(T)), asi el espectro de T" debe de ser real, pues
de lo contrario o(U) no estaria contenido en T. O

El siguiente resultado establece de cierta forma que cada C*-algebra de Banach
conmutativa es C'(X) para algunos espacios Hausdorff X.

Teorema 4.2.4. (Gelfand-Naimark) Si B es un C*-dlgebra conmutativa con iden-
tidad y M es el espacio de ideales mazimales de B, entonces la transformada de
Gelfand es un x-isomorfismo isométrico de B sobre C'(M).

Demostracion. Si I denota la transformada de Gelfand, entonces para probar el teo-
rema debemos mostrar que I'(7T*) = ['(T)* = I'(T), ||II(T)||oc = ||T|| para T en B y
que I' es sobreyectiva.

Sea T en B, entonces H = 3(T+T*) y K = 5-(T—T*) son operadores autoadjuntos de
B tales que T = H +iK. Entonces por el teorema[4.2.3|c(H) y o(K) estén contenidos
en R y por el corolario [.1.14] las funciones I'(H) y I'(K) son real valuadas. Entonces,

T(T) = T(H) + i0(K) = [(H) — i[(K) = T(T*),

y por lo tanto I' es un *-mapeo.
Por otro lado, usando el corolario el teorema y el hecho de que TT™ es
autoadjunto, tenemos

1

* * k
TN = |T°T|| = |[(T*T)* || >
, % ko, L "
= lim [[(T*T) || = ||0(T"T) |
= [IT(T*)T(T) loo = IT(T) [l oo
= |T(T)

[

asi I' es una isometria y por tanto inyectiva.

Ahora, ya que I' es un *-homomorfismo isométrico, entonces I'(B) es una subdalgebra
cerrada autoadjunta de C'(M). Para X en C, como I'(A1) = A, entonces I'(8) contiene
a las funciones constantes. Ademas, si 1 y 9 estdan en M y son distintos, entonces

existe f en B tal que p1(f) # @a2(f), asi I'(f) (1) # ['(f)(¢2), y por lo tanto I'(B)
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separa puntos. Asi el hecho de que I' es sobreyectivo se sigue del teorema de Stone
Weierstrass (ver [Doul2] ).
Por lo tanto I" es un *-isomorfismo isométrico en C(M).

4.3. El teorema espectral

Si B es una C*-algebra conmutativa y T es un elemento de B, entonces 1" es nor-
mal, ya que 7™ esta también en B y los operadores en 8 conmutan. Reciprocamente
dado un operador normal 7T, el algebra generada por 7' resulta ser una C*-algebra
conmutativa.

El siguiente resultado se desprende del teorema de Gelfand-Naimark al considerar
a un operador normal 7" en un espacio de Hilbert y a la C*-algebra generada por éste.

Teorema 4.3.1. (Teorema espectral) Si H es un espacio de Hilbert y T es un
operador normal en H, entonces la C*-dlgebra Br generada por T es conmutativa.
Ademds, el espacio de ideales mazimales de Br es homeomorfo a o(T), y por lo tanto
la transformada de Gelfand es un x-isomorfismo isométrico de By en C(o(T)).

Demostracion. Como T es un operador normal entonces Ty T conmutan, asi P =
P(T,T*), la coleccién de todos los polinomios en 7'y T* forman una subélgebra con-
mutativa autoadjunta, en el sentido de que tal subalgebra es cerrada bajo la operacién
de tomar adjunto. P(T,T*) debe de estar contenida en la C*-dlgebra generada por 7T'.
La cerradura de P(T,T*) es una C*-algebra conmutativa. Veamos que P = Br.

Si T en By entonces T estd en By, asi P C By, de donde P C By, pues By es
cerrada.

Por otro lado, como P es una C*-dlgebra y T estd en P, entonces By C P, pues By
es la interseccién de todas las C*-algebras que contienen a 7. Por tanto B, = P.
Para mostrar que el espacio ideal méximo M de B¢ es homeomorfo a ¢(7T'), definimos
Y de M a o(T) dada por 1(p) = I'(T)(p). Por el corolario el rango de I'(T) es
o(T), asi 1) estd bien definida y es sobreyectiva.

Si @1y 2 en M son tales que 1 (1) = 1¥(p2) entonces

e1(T) =T(T) (1) = T(T)(p2) = (1),

p1(T7) = T(T7)(p1) = D(T)(p1) = D(T)(p2) = T(T7)(02) = @2(T7),
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y por lo tanto ¢, y @5 coinciden en todos los polinomios en T'y T*. Ya que esta coleccion
de operadores es densa en B se sigue que ¢; = @y y por lo tanto ¥ es inyectiva.
Ademas 1) es continua, pues I'(T") es continua. Ya que M y o(T') son espacios compactos
de Hausdorff, entonces ¥~! es continua y por lo tanto 1) es un homeomorfismo. Asf{ I"
es un *-isomorfismo isométrico de B en C(a(T)), y la prueba estd completa.

O

Bajo las hipdtesis del resultado anterior, ya que M es homeomorfo a o(T), entonces

C(M) es homeomorfo a C(c(T)) via la siguiente identificacién f — fo1~1. Bajo estas
identificaciones se tiene que I'(T") = Idy(7).
De esta forma un elemento z en o(7T') se corresponde con T' en By y Z en o(T) se
corresponde con T en B, entonces un polinomio holomorfo P(z) se corresponde con
el polinomio P(T), y el polinomio P(z,Z) se corresponde con el polinomio P(T,T*),
para z vy Z en o(7T). Asi para z y Z en o(7T) cualquier funcién continua f(z,%) se
corresponde con la funcién f(T,7%).
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