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4.1. La transformada de Gelfand en álgebras de Banach . . . . . . . . . . . 25
4.2. La Transformada de Gelfand en C∗-álgebras . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.3. El teorema espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Bibliograf́ıa 38

iii



Introducción

El análisis funcional es una rama de las matemáticas, para ser más precisos del
análisis matemático, cuyo objetivo es el estudio de los espacios vectoriales que cuen-
tan con cierto tipo de estructura y de las funciones lineales que existen entre estos
espacios. A lo largo de la historia han existido grandes matemáticos que han reali-
zado grandes aportaciones a esta rama. Israel Gelfand fue un matemático ruso que
hizo importantes contribuciones al análisis funcional, tales como: la transformada de
Gelfand, el teorema de Gelfand-Mazur y el teorema de Gelfand-Naimark, en la teoŕıa
de álgebras de Banach.

Tanto en espacios de Hilbert como en espacios de Banach, el estudiar operadores
es algo fundamental, incluyendo ver que se puede decir de su espectro, de su adjunto,
etc. El siguiente paso es no sólo estudiar un operador aislado, sino una familia de
operadores. Si consideramos un operador normal en un espacio de Hilbert, el álgebra
generada por éste resulta ser una C∗-álgebra. El objetivo de esta tesis es presentar la
teoŕıa de Gelfand para álgebras de Banach conmutativas con identidad, y como caso
particular se considerarán las C∗-álgebras.

La teoŕıa de Gelfand nos ayuda a clasificar ciertos tipos de álgebras, por ejemplo
si consideramos un álgebra de Banach con identidad que además es un álgebra de
división entonces ésta tiene que ser C, o para el caso de C∗-álgebras conmutativas,
considerar la transformada de Gelfand nos lleva a que cada una de éstas es equivalente
a un espacio de funciones continuas sobre algún conjunto compacto.

Dividimos la tesis en cuatro caṕıtulos, el contenido de cada uno de ellos se descri-
be a continuación. El primer caṕıtulo introduce conceptos básicos y ejemplos de los
espacios de Hilbert, aśı como algunos resultados importantes de éstos como lo son: el
teorema de Pitágoras, la desigualdad de Cauchy- Schwarz y el teorema de representa-
ción de Riesz.
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Para el segundo caṕıtulo introducimos la noción de espacios de Banach, algunos
ejemplos de éstos y al igual que en el primer caṕıtulo algunos conceptos importantes
serán los de operadores lineales y el dual de un operador. Un resultado importante
en este caṕıtulo será el teorema de Alaoglu que será de gran utilidad para explicar la
teoŕıa de Gelfand.

En el tercer caṕıtulo nos adentramos en el mundo de las álgebras de Banach. Se
da la definición de qué es un álgebra, para después pasar a la definición de álgebra de
Banach y posteriormente definimos a las ∗-álgebras, ∗-álgebras normadas y C∗-álge-
bras, haciendo un poco de énfasis en estas últimas. Otra definición importante que se
enuncia en este caṕıtulo es la de elemento invertible de una álgebra de Banach, y se
dan algunas propiedades que cada uno de éstos satisface.

En el caṕıtulo final y el centro de esta tesis, se presenta la teoŕıa de Gelfand. Se
define la transformada de Gelfand de un álgebra de Banach en general en el espacio
de los funcionales lineales multiplicativos asociados. Para un elemento de un álgebra
de Banach se define el espectro, el conjunto de solución y el radio espectral de éste, aśı
como algunos resultados importantes que relacionan éstos con las álgebras de Banach.
Se presentan algunos resultados importantes de la teoŕıa de Gelfand, como el teorema
de Gelfand-Mazur para álgebras de Banach de división con identidad, el teorema de
Gelfand para álgebras de Banach conmutativas con identidad y el teorema de Gelfand-
Naimark para C∗-álgebras conmutativas con identidad. Como resultado del teorema
de Gelfand-Naimark se enuncia el teorema espectral para una C∗-álgebra generada
por un operador normal de un espacio de Hilbert. Una consecuencia importante de la
teoŕıa de Gelfand es que da los primeros pasos para el cálculo funcional, pero eso no
se desarrollará en este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Espacios de Hilbert

En este caṕıtulo vamos a introducir la noción de un espacio con producto interior
para después hablar sobre el concepto de espacio de Hilbert, el cual es una generali-
zación del concepto de espacio euclidiano. La principal caracteŕıstica de estos espacios
es que poseen un producto interior a partir del cual podemos definir una norma y
consecuentemente una métrica en el espacio.

1.1. Principales definiciones y ejemplos

Para poder definir el concepto de espacio de Hilbert necesitamos unas definiciones
previas.

Observación. De aqúı en adelante F denotará a C o R.

Definición 1.1.1. Un producto interior sobre un espacio lineal H es una función
〈, 〉 : H ×H 7→ F tal que para todos α, β ∈ F y f, g, h ∈ H satisface:

1. 〈αf + βg, h〉 = α〈f, h〉+ β〈g, h〉,

2. 〈f, αg + βh〉 = α〈f, g〉+ β〈f, h〉,

3. 〈f, f〉 ≥ 0 y 〈f, f〉 = 0 si y sólo si f = 0,

4. 〈f, g〈= 〈g, f〉.

Llamaremos espacio con producto interior a H.

Definición 1.1.2. Si H es un espacio con producto interior, entonces definimos

‖f‖ = 〈f, f〉
1
2

para todo f en H.
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Proposición 1.1.3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz.) Si f y g están en un
espacio de producto interior H, entonces

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖ ‖g‖.

Demostración. Si α está en F y, f y g están en H, entonces

0 ≤ 〈f − α g, f − α g〉
= 〈f, f〉 − α〈g, f〉 − α〈f, g〉+ |α|2〈g, g〉.

Supogamos que 〈g, f〉 = beiθ, con b ≥ 0, y sea α = e−iθt, con t en R. Entonces la
desigualdad anterior se convierte en

0 ≤ 〈f, f〉 − e−iθtbeiθ − eiθtbe−iθ + t2〈g, g〉
= 〈f, f〉 − 2bt+ t2〈g, g〉
= c− 2bt+ at2 = p(t),

donde c = 〈f, f〉 y a = 〈g, g〉. Entonces p(t) es un polinomio cuadrático en la variable
real t y p(t) ≥ 0 para toda t. Esto implica que la ecuación p(t) = 0 tiene a lo más una
solución real en t. De la fórmula cuadrática se sigue entonces que el discriminante no
es positivo, esto es, 4b2 − 4ac ≤ 0. Aśı

0 ≥ b2 − ac = |〈f, g〉|2 − 〈f, f〉〈g, g〉,

lo cual prueba la desigualdad.

Definición 1.1.4. Una norma en un espacio lineal X es una función ‖ · ‖ : X →
[0,∞) tal que para todos α ∈ F y f, g ∈ X satisface:

‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖,

‖αf‖ = |α|‖f‖, y

‖f‖ = 0 si y sólo si f = 0.

Proposición 1.1.5. Si H es un espacio con producto interior, entonces ‖·‖ define
una norma en H.
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Demostración. Sean α en C y, f y g en H.

El hecho de que ‖f‖ = 0 si y sólo si f = 0 se sigue de 3 de la definición de producto
interior.
De las propiedades de producto interior se tiene que

‖λf‖ = 〈λf, λf〉
1
2 = 〈λλf, f〉

1
2 = |λ|‖f‖.

Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que

‖f + g‖2 = 〈f + g, f + g〉 = 〈f, f〉+ 〈f, g〉+ 〈g, f〉+ 〈g, g〉
= ‖f‖2 + ‖g‖2 + 2Re〈f, g〉 ≤ ‖f‖2 + ‖g‖2 + 2|〈f, g〉|
≤ ‖f‖2 + ‖g‖2 + 2‖f‖‖g‖ = (‖f‖+ ‖g‖)2 .

La norma anterior nos define una métrica en H dada por d(f, g) = ‖f − g‖.

Ahora śı podemos dar la definición de espacio de Hilbert.

Definición 1.1.6. Un espacio de Hilbert H es un espacio con producto interior,
el cual es completo con la métrica inducida por la norma, esto es, cualquier sucesión
de Cauchy converge en H.

A continuación presentamos algunos ejemplos de espacios con producto interior y
espacios de Hilbert.

Ejemplo 1.1.7. El espacio vectorial de todas las funciones continuas con valores
reales en [0, 1] es un espacio con producto interior si 〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(t)g(t)dt, pero no es

un espacio de Hilbert. Para n en N, y x en [0, 1], las funciones:

fn(x) =

{
(x+ 1

2
)n si x ∈ [0, 1

2
)

1 si x ∈ [1
2
, 1]

,

están en C([0, 1]), pero su ĺımite en L2 es la función caracteŕıatica en [1
2
, 1] la cual no

pertenece a C([0, 1]), por lo tanto C([0, 1]) no es de Hilbert.

Ejemplo 1.1.8. Para n ∈ N fijo, sea Cn = {x : x = (x1, ..., xn), xi ∈ C}. Cn es un
espacio lineal complejo si definimos la adición y la multiplicación por escalares defini-
das término a término, entonces 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi define un producto interior en Cn

con el cual Cn es un espacio de Hilbert.
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Ejemplo 1.1.9. Sea `2(N) el conjunto de todas la sucesiones complejas cuadrado su-
mables, esto es, todas las sucesiones {xn} de números complejos tales que

∑∞
n=1 |xn|2 <

∞. Aśı `2(N) es un espacio lineal complejo con la adición y multiplicación por escalares
definidas término a término.

Para x = {xn}, y = {yn} ∈ `2(N), 〈x, y〉 =
∑∞

n=1 xn yn define un producto interior
con el cual `2(N) es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.1.10. Sea (X,M, µ) un espacio de medida, donde M es una σ-álgebra
de conjuntos de X y µ una medida positiva. Sea L2(µ) el espacio de todas las fun-
ciones (clases de equivalencia de funciones) medibles cuadrado integrables con valores
complejos, esto es, el conjunto de las f ∈ L2(µ) tales que

∫
X
|f |2dµ <∞.

Con las operaciones suma y multiplicación por escalares definidas término a término
L2(µ) es un espacio lineal.

Para f, g ∈ L2(µ), 〈f, g〉 =
∫
X
f g dµ define un producto interior con el cual L2(µ)

es un espacio de Hilbert.

La norma y el producto interior en un espacio de Hilbert H satisfacen algunas pro-
piedades importantes como lo son el teorema de Pitágoras y la ley del paralelogramo.

Algunas definiciones importantes cuando hablamos de espacios de Hilbert son las
de vector ortogonal y complemento ortogonal.

Definición 1.1.11. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que dos elementos x e
y en H son ortogonales si 〈x, y〉 = 0, y lo denotamos por x ⊥ y.

Definición 1.1.12. Sea H un espacio de Hilbert y sean A y B subconjuntos de
H. Decimos que A y B son ortogonales y se escribe A ⊥ B si a ⊥ b para todo a en A
y todo b en B.

Definición 1.1.13. Si M es un subconjunto de un espacio de Hilbert H, entonces
el complemento ortogonal de M , denotado por M⊥, es el conjunto de vectores en H
ortogonales a cada vector en M , esto es, el conjunto de los h en H tales que 〈h,m〉 = 0
para todo m en M .

Proposición 1.1.14. (Teorema de Pitágoras.) Si {f1, f2, ..., fn} es un subconjunto
ortogonal de un espacio con producto interior H, entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

fi

∥∥∥∥∥
2

=
n∑
i=1

‖fi‖2 .
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Demostración. Por definición de producto interior y de conjunto ortogonal, tenemos∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi

∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑
i=1

fi,

n∑
i=1

fi

〉

=
n∑
i=1

〈fi, fi〉+
n∑

i,j=1,i 6=j

〈fi, fj〉

=
n∑
i=1

〈fi, fi〉

=
n∑
i=1

‖fi‖2 .

Proposición 1.1.15. (Ley del paralelogramo.) Si f y g están en un espacio de
producto interior H, entonces

‖f + g‖2 + ‖f − g‖2 = 2 ‖f‖2 + 2 ‖g‖2.

Demostración. La prueba de esta proposición se obtiene expandiendo el lado izquierdo
de la igualdad, usando la definición de norma dada por un producto interior y las
propiedades del producto interior.

Observación. El resultado anterior es muy útil para saber si la norma de un espacio
normado H proviene de un producto interior, esto es, si H satisface la ley del parale-
logramo, entonces existe un producto interior en H tal que ‖f‖ = 〈f, f〉 12 para cada f
en H (ver [Mac08]).

1.2. Teorema de representación de Riesz

El siguiente resultado establece una relación entre un espacio de Hilbert H y su
espacio dual. Dado un elemento en el dual éste posee una única representación como
producto interior con elementos de H.

Definición 1.2.1. Sea H un espacio de Hilbert sobre F. Una función ϕ de H a F
es un funcional lineal acotado si:

1. ϕ(αf + βg) = αϕ(f) + βϕ(g) para f y g en H, y α y β en F, y

2. existe M > 0 independiente de f tal que |ϕ(f)| ≤M‖f‖ para cada f en H.
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Teorema 1.2.2. (Teorema de representación de Riesz)
Si ψ es un funcional lineal acotado en H, entonces existe un único g ∈ H tal que

ψ(f) = 〈f, g〉

para f ∈ H.

Demostración. Sea K el kernel de ψ, esto es, K = {f ∈ H : ψ(f) = 0}. Como ψ es
continuo entonces K es un subespacio cerrado de H.

Si K = H entonces ψ(f) = 〈f, 0〉 para todo f en H, y el teorema está probado.

Si K 6= H entonces existe un vector unitario h ortogonal a K. Como h no está en

K, entonces ψ(h) 6= 0. Para f en H el vector f − ψ(f)

ψ(h)
h está en K pues

ψ

(
f − ψ(f)

ψ(h)
h

)
= ψ(f)− ψ(f)

ψ(h)
ψ(h) = 0.

Aśı, tenemos

ψ(f) = ψ(f) 〈h, h〉

=

〈
ψ(f) h,

ψ(h)

ψ(h)
h

〉
=

1

ψ(h)

〈
ψ(f)h, ψ(h)h

〉
=

〈
ψ(f)

ψ(h)
h, ψ(h)h

〉
=

〈
ψ(f)

ψ(h)
h− f, ψ(h)h

〉
+
〈
f, ψ(h)h

〉
=
〈
f, ψ(h)h

〉
,

para f en H, y por lo tanto ψ(f) = 〈f, g〉 para g = ψ(h)h.

Hemos probado la existencia de g, ahora veamos la unicidad.

Supongamos que existen g1 y g2 en H tales que 〈f, g1〉 = 〈f, g2〉 para f en H.
Entonces 〈f, g1〉− 〈f, g2〉 = 〈f, g1− g2〉 = 0 para todo f en H y por tanto g1 = g2. Por
lo tanto, ψ(f) = 〈f, g〉 para un único g en H.
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1.3. Operadores en espacios de Hilbert

Dados dos espacios de Hilbert podemos hablar de transformaciones lineales entre
ellos que preservan su estructura lineal, los operadores lineales.

Decimos que un operador lineal, ϕ : H1 → H2, es acotado si existe M > 0 tal que

‖ϕ(f)‖ ≤M ‖f‖,

para todo f en H1.
Al espacio de los operadores lineales y acotados entre dos espacios de Hilbert H1

y H2 lo denotaremos por B(H1, H2) y por B(H1) si H1 = H2.

Definición 1.3.1. Definimos la norma de un operador lineal acotado T entre
espacios de Hilbert por

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

Proposición 1.3.2. Si T es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert
H, entonces existe un único operador lineal acotado S en H tal que

〈Tf, g〉 = 〈f, Sg〉,

para f, g ∈ H.

Demostración. Sea g enH fijo, consideremos el funcional ϕ definido por ϕ(f) = 〈Tf, g〉
para f en H. Sean f y h en H y α en C, entonces

ϕ(αf + h) = 〈T (αf + h), g〉
= 〈T (αf) + Th, g〉
= α〈Tf, g〉+ 〈Th, g〉
= α ϕ(f) + ϕ(h),

aśı ϕ es lineal.

Además, ya que T es acotado y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

‖ϕ(f)‖ = |〈Tf, g〉| ≤ ‖Tf‖ ‖g‖ ≤ ‖T‖ ‖f‖ ‖g‖,

aśı ϕ es acotado.

Por tanto ϕ es un funcional lineal acotado y por el teorema de representación de
Riesz existe un único h en H tal que ϕ(f) = 〈f, h〉 para f en H. Definimos Sg = h.
Aśı 〈Tf, g〉 = 〈f, Sg〉 para f y g en H. Sean h1 y h2 en H y α en C, entonces
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〈f, S(α h1 + h2)〉 = 〈Tf, α h1 + h2〉
= α〈Tf, h1〉+ 〈Tf, h2〉
= α〈f, Sh1〉+ 〈f, Sh2〉
= 〈f, α Sh1〉+ 〈f, Sh2〉
= 〈f, α Sh1 + Sh2〉,

de donde se tiene que S(α h1 + h2) = α Sh1 + Sh2 y por tanto S es lineal.

Por otro lado, como 〈Tf, g〉 = 〈f, Sg〉, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz te-
nemos que ‖〈f, Sg〉‖ = ‖〈Tf, g〉‖ ≤ ‖Tf‖ ‖g‖ ≤ ‖T‖ ‖f‖ ‖g‖ para f en H. Haciendo
f = Sg tenemos ‖Sg‖2 ≤ ‖T‖ ‖Sg‖ ‖g‖, aśı ‖Sg‖ ≤ ‖T‖ ‖g‖ de donde ‖S‖ ≤ ‖T‖ y
por tanto S es un operador acotado en H.

Veamos que S es único. Supongamos que existe S0 operador lineal acotado en H tal
que 〈Tf, g〉 = 〈f, S0g〉 para f y g en H. Entonces 〈f, S0g〉 = 〈f, Sg〉, aśı 〈f, Sg−S0g〉 =
0 para todo f en H lo cual implica que S(g) − S0(g) = 0. Por lo tanto S = S0 y la
prueba está completa.

1.4. El adjunto de un operador

Como consecuencia de la proposición anterior podemos dar la siguiente definición.

Definición 1.4.1. Si T es un operador en un espacio de Hilbert H, definimos el
operador adjunto de T , denotado por T ∗, como el único operador en H tal que para
todo f, g ∈ H satisface:

〈Tf, g〉 = 〈f, T ∗g〉

Las siguientes dos proposiciones establecen algunas propiedades del mapeo T 7→ T ∗.

Proposición 1.4.2. Sea H un espacio de Hilbert sobre C, para todos S, T ∈ B(H)
y α, β ∈ C se satisface:

1) T ∗∗ = (T ∗)∗ = T ,

2) (α S + β T )∗ = α S∗ + β T ∗ y (ST )∗ = T ∗ S∗, y

3) (T ∗)−1 = (T−1)∗ para todo T invertible en B(H).
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Demostración. 1) Sean f y g en H, por definición de operador adjunto tenemos

〈f, T ∗∗g〉 = 〈T ∗f, g〉
= 〈g, T ∗f〉
= 〈Tg, f〉
= 〈f, Tg〉,

por lo tanto T ∗∗ = T .

2) Sean S y T en B(H), f y g en H, y sean α y β en C.

Por las propiedades del producto interno tenemos que para f y g en H,

〈f, (αS + βT )∗(g)〉 = 〈(αS + βT )(f), g〉
= 〈αSf + βTf, g〉
= α 〈Sf, g〉+ β 〈Tf, g〉
= α 〈f, S∗g〉+ β 〈f, T ∗g〉
= 〈f, αS∗g〉+ 〈f, βT ∗g〉
= 〈f, (αS∗ + βT ∗)(g)〉,

y

〈f, (ST )∗g〉 = 〈STf, g〉
= 〈Tf, S∗g〉
= 〈f, T ∗S∗g〉.

Por lo tanto de la unicidad del operador adjunto concluimos que

(α S + β T )∗ = α S∗ + β T ∗ y (ST )∗ = T ∗ S∗.

3) Como T ∗(T−1)∗ = (T−1T )∗ = I = (TT−1)∗ = (T−1)∗T ∗, se tiene que T ∗ es
invertible y que (T−1)∗ = (T ∗)−1.

Proposición 1.4.3. Si H es un espacio de Hilbert y T es un elemento de B(H)
entonces ‖T‖ = ‖T ∗‖ y ‖T‖2 = ‖T ∗T‖.
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Demostración. De la prueba de la proposición 1.3.2 tenemos que ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖. Además,
como T ∗∗ = T se tiene que ‖T‖ = ‖T ∗∗‖ ≤ ‖T ∗‖, de donde concluimos que ‖T‖ =
‖T ∗‖.

Para la otra igualdad, como ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2, solo nos falta verificar
‖T ∗T‖ ≥ ‖T‖2. Para f en H tenemos

‖Tf‖2 = 〈Tf, Tf〉 = 〈T ∗Tf, f〉 ≤ ‖T ∗Tf‖ ‖f‖

Tomando el supremo sobre todos los vectores unitarios tenemos que

‖T‖2 = sup ‖Tf‖2 ≤ sup ‖T ∗Tf‖ ‖f‖ = ‖T ∗T‖,

por lo tanto ‖T‖2 = ‖T ∗T‖.

En un espacio de Hilbert H, podemos definir diferentes tipos de operadores.

Definición 1.4.4. Si T es un operador en un espacio de Hilbert H, decimos que:

T es normal si T T ∗ = T ∗ T ,

T es autoadjunto o hermitiano si T = T ∗,

T es unitario si T ∗ T = T T ∗ = IdH .

Definición 1.4.5. Si H es un espacio de Hilbert llamamos espacio dual de H al
conjunto de todos los funcionales lineales acotados de H en F y lo denotamos por H∗.

10



Caṕıtulo 2

Espacios de Banach

2.1. Definiciones principales

Los espacios de Banach son espacios más generales que los espacios de Hilbert, y
éstos al igual que los espacios de Hilbert poseen una norma con la cual son completos,
pero esta norma no necesariamente proviene de un producto interior.

Para definir el concepto de espacio de Banach son necesarias las siguientes defini-
ciones.

Si X tiene una norma entonces d(f, g) = ‖f − g‖ define una métrica en X.

Definición 2.1.1. Un espacio normado es un par (X, ‖ ·‖) donde X es un espacio
lineal y ‖ · ‖ es una norma en X.

Ahora śı definamos el concepto de espacio de Banach.

Definición 2.1.2. Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo
con respecto a la métrica inducida por la norma.

Algunos ejemplos de espacios de Banach son:

Ejemplo 2.1.3. Sea X un espacio topológico de Hausdorff.
Sea Cb(X) = {f : X → F | f es continua y acotada} con la norma ‖f‖ = sup {f(x) :
x ∈ X} < ∞. Con la suma y multiplicación por escalares definidas puntualmente
Cb(X) es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.1.4. Sea (X,M, µ) un espacio de medida, donde M es una σ-álgebra de
conjuntos de X y µ es una medida positiva. Para 1 ≤ p < ∞ sea Lp(µ) el espacio de
todas las funciones (clases de equivalencias de funciones) medibles con valores com-
plejos tales que

∫
X
|f |pdµ < ∞. Con la suma y multiplicación por escalares definidas
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puntualmente Lp(µ) es un espacio lineal. Para cada f ∈ Lp(µ), ‖f‖ = (
∫
X
|f |pd µ)

1
p

define una norma con la cual Lp(µ) es un espacio de Banach.

Observación. Dado que en todo espacio de Hilbert el producto interno define una
norma con la cual éste es completo entonces todo espacio de Hilbert es un espacio de
Banach.

2.2. Operadores en espacios de Banach

También podemos hablar de operadores lineales entre espacios de Banach. Al es-
pacio de los operadores lineales y acotados entre dos espacios de Banach X1 y X2 lo
denotaremos por B(X1, X2) y por B(X1) si X1 = X2.

Al igual que en los espacios de Hilbert, podemos definir una norma para un ope-
rador lineal acotado entre espacios de Banach.

Definición 2.2.1. Definimos la norma para un operador lineal acotado T entre
espacios de Banach por

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

Proposición 2.2.2. Si X1 y X2 son espacios de Banach entonces B(X1, X2) es
un espacio de Banach.

Demostración. Sea {Tn}n una sucesión de Cauchy en B(X1, X2).
Como ‖Tn(x)− Tm(x)‖ ≤ ‖Tn − Tm‖‖x‖ y {Tn}n es de Cauchy entonces {Tn(x)}n es
una sucesión de Cauchy en X2 para todo x en X1.
Ya que X2 es un espacio de Banach entonces para cada x en X1 existe ĺım

n−→∞
Tn(x)

en X2, luego podemos definir T (x) = ĺım
n−→∞

Tn(x) para cada x en X1, y aśı T es un

operador lineal.
Como {Tn}n es una sucesión de Cauchy entonces es acotada, esto es, existe M > 0 tal
que ‖Tn‖ ≤M para todo n en N. Aśı

‖Tn(x)‖ ≤ ‖Tn‖ ‖x‖ ≤M‖x‖

y

‖T (x)‖ = ‖ ĺım
n−→∞

Tn(x)‖ = ĺım
n−→∞

‖Tn(x)‖ ≤M‖x‖,

de donde concluimos que T es acotado.
Resta probar que ĺım

n−→∞
‖Tn − T‖ = 0. Sea x en X1 tal que ‖x‖ ≤ 1, y como {Tn}n
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es una sucesión de Cauchy entonces para todo ε > 0 existen N en N tal que para
m,n ≥ N se tiene

‖Tn(x)− Tm(x)‖ ≤ ‖Tn − Tm‖ < ε.

Aśı

‖T (x)− Tn(x)‖ = ĺım
k−→∞

‖Tk(x)− Tn(x)‖ < ε,

cuando ‖x‖ ≤ 1, entonces ‖T − Tn‖ < ε. Por lo tanto B(X1, X2) es un espacio de
Banach.

Observación. Dado que todo espacio de Hilbert es espacio de Banach entonces el
conjunto de operadores acotados entre dos espacios de Hilbert es un espacio de Banach.

Definición 2.2.3. Sea X un espacio de Banach. Una función ϕ : X → F es un
funcional lineal acotado si para todos α, β ∈ F y f, g ∈ X se satisface:

ϕ(αf + βg) = α ϕ(f) + β ϕ(g), y

existe M > 0 independiente de f tal que |ϕ(f)| ≤M ‖f‖.

Proposición 2.2.4. Sea ϕ un funcional lineal en un espacio de Banach X. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1) ϕ es acotado,

2) ϕ es continuo,

3) ϕ es continuo en el cero.

Demostración. 1) implica 2). Si {fn}n∈N es una sucesión en X que converge a f ,
entonces ĺım

n→∞
‖fn − f‖ = 0. Entonces,

ĺım
n→∞

|ϕ(fn)− ϕ(f)| = ĺım
n→∞

|ϕ(fn − f)|

≤ ĺım
n→∞

M ‖fn − f‖ = 0,

para algún M > 0, pues ϕ es acotado por hipótesis. Lo anterior implica que la sucesión
{ϕ(fn)}n∈N converge a ϕ(f). Por lo tanto ϕ es continuo.

2) implica 3). Si ϕ es continuo lo es para cada f en X, particularmente para 0.
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3) implica 1). Como ϕ es continuo en 0, entonces existe δ > 0 tal que ‖f‖ < δ
implica que |ϕ(f)| < 1. Aśı, para cualquier g distinto de cero en X tenemos que

|ϕ(g)| = 2 ‖g‖
δ

∣∣∣∣ϕ( δ

2 ‖g‖
g

)∣∣∣∣ < 2

δ
‖g‖,

y por lo tanto ϕ es acotado.

2.3. Espacio dual de un espacio de Banach

Definición 2.3.1. Si X es un espacio de Banach llamamos espacio dual de X al
conjunto de todos los funcionales lineales acotados en X y lo denotamos por X∗.

Definición 2.3.2. Si ϕ está en X∗ definimos la norma de ϕ como

‖ϕ‖ = sup

{
|ϕ(f)|
‖f‖

: f 6= 0

}
.

Proposición 2.3.3. Si X es un espacio de Banach entonces X∗ es también un
espacio de Banach.

Demostración. La prueba del resultado anterior es consecuencia de la proposición
(2.2.2).

2.4. Redes

El concepto de red es una generalización del concepto de sucesión, tiene los mismos
propósitos que las sucesiones pero éste funciona en un espacio topológico arbitrario.
En esta sección introduciremos el concepto de red y algunas de las propiedades más
importantes de éste.

Definición 2.4.1. Decimos que una relación � en un conjunto A es de orden
parcial si se satisface

1. α � α para todo α en A,

2. si α � β y β � α entonces α = β, y

3. si α � β y β � γ entonces α � γ.

Además diremos que un conjunto J es dirigido con un orden parcial � si para cada
par de elementos α y β en J , existe un elemento γ en J tal que α � γ y β � γ.
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Definición 2.4.2. Sea X un espacio topológico. Una red en X es una función f
de un conjunto dirigido J en X. Denotaremos la red por {ϕn}α∈J . Diremos que una
red {ϕα}α∈J converge a ϕ en X si para cada vecindad U de ϕ, existe α en J tal que
si α � β, entonces ϕβ ∈ U .

A continuación mencionaremos algunos resultados importantes de la teoŕıa de re-
des, omitiremos las pruebas pues estás no son relevantes en este trabajo, pero se
puede consultar información sobre este tema en los siguientes textos: [Dou12], [Mac08]
[Mun14], [Wil04].

Proposición 2.4.3. Sean X y Y espacios topológicos, y sean {ϕα}α∈J una red
que converge a ϕ en X y {ψα}α∈J una red que converge a ψ en Y , entonces {ϕαψα}α∈J
converge a (ϕ, ψ) en X × Y .

Teorema 2.4.4. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Entonces
un punto ϕ está en la cerradura de A (A) si y sólo si existe un red de puntos en A que
converge a ϕ.

Teorema 2.4.5. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Entonces
f es continua si y sólo si, para cada red convergente {ϕα}α∈J en X que converge a ϕ,
entonces la red {f(ϕα)}α∈J converge a f(ϕ).

2.5. Topoloǵıas Débiles

Sean X un conjunto, Y un espacio topológico y F una familia de funciones de X a
Y .

Definición 2.5.1. La topoloǵıa débil en X inducida por F es la topoloǵıa más débil
o más pequeña (i.e., la topoloǵıa que contiene la colección más pequeña de conjuntos
abiertos), τ , en X para la cual cada función f ∈ F es continua.

Notemos que τ es la topoloǵıa generada por los conjuntos

{f−1(U) : f ∈ F y U es abierto en Y }.

Definición 2.5.2. Sea X un espacio de Banach. Para cada f en X, f̂ : X∗ → F
denota la función en X∗ definida por f̂(ϕ) = ϕ(f) para todo ϕ en X∗.

Consideremos Ω = X∗, el dual de un espacio de Banach X y Y = F. Para f ∈ Ω,
como f̂(ϕ) = ϕ(f) y |f̂(ϕ)| = ‖ϕ(f)‖ ≤ ‖ϕ‖‖f‖, se tiene que

‖f̂‖ = sup
‖ϕ‖≤1

|f̂(ϕ)| ≤ sup
‖ϕ‖≤1

‖ϕ‖‖f‖ ≤ ‖f‖,

aśı f̂ es acotado.
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Definición 2.5.3. La w∗-topoloǵıa en X∗ es la topoloǵıa débil en X∗ inducida por
la familia de funciones {f̂ : f ∈ X}.

La siguiente proposición es muy útil cuando trabajamos con topoloǵıas débiles.

Proposición 2.5.4. Sea {ϕα} una red en X∗. Entonces ϕα → ϕ en la w∗-topoloǵıa
si y sólo si ϕα(f)→ ϕ(f) para cada f en X.

La demostración del teorema anterior no es muy relevante en este trabajo, por
tal motivo será omitida. Se puede encontrar más información sobre este tema en los
siguientes textos: [Dou12] [Mac08].

Proposición 2.5.5. La w∗-topoloǵıa en X∗ es Hausdorff.

Demostración. Sean ϕ1 y ϕ2 en X∗, tales que ϕ1 6= ϕ2. Entonces, f̂(ϕ1) = ϕ1(f) 6=
ϕ2(f) = f̂(ϕ2), para algún f en X, aśı las funciones {f̂ : f ∈ X} separan puntos de
X∗, y por lo tanto la w∗-topoloǵıa en X∗ es Hausdorff.

2.6. Teorema de Alaoglu

Definición 2.6.1. Si X es un espacio de Banach, la bola unitaria en X es el
conjunto {f ∈ X : ‖f‖ ≤ 1} y la denotamos por (X)1.

Teorema 2.6.2. (Alaoglu) La bola unitaria (X∗)1 es compacta en la w∗-topoloǵıa.

Demostración. La idea para probar este resultado es identificar a (X∗)1 con un sub-
conjunto cerrado de un espacio producto, aśı la compacidad de (X∗)1 se desprenderá
del teorema de Tychonoff.
Para cada f en (X)1, Cf1 denotará una copia del disco unitario cerrado en C y P al

espacio producto
∏

f∈(X)1

Cf1 . Por el teorema de Tychonoff P es compacto.

Definimos Λ de (X∗)1 a P por Λ(ϕ) = ϕ|(X)1 . Ya que Λ(ϕ1) = Λ(ϕ2) implica que las
restricciones de ϕ1 y ϕ2 a (X)1 son identicas se sigue que Λ es inyectiva.
Además, una red {ϕα}α∈A en X∗ converge en la w∗-topoloǵıa a ϕ en X∗ si y sólo si
ĺım
α∈A

ϕα(f) = ϕ(f) para toda f en X si y sólo si ĺım
α∈A

Λ(ϕα)(f) = Λ(ϕ)(f) para toda f

en (X)1. Esta última afirmación es equivalente a ĺım
α∈A

Λ(ϕα) = Λ(ϕ) en la topoloǵıa de

P . Por lo tanto Λ es un homeomorfismo entre (X∗)1 y el subconjunto Λ[(X∗)1] de P .
Para completar la prueba basta ver que Λ[(X∗)1] es cerrado en P . Sea {Λ(ϕα)}α∈A
una red en Λ[(X∗)1] que converge en la topoloǵıa producto a ψ en P .
Si f, g y f + g están en (X)1, entonces

ψ(f + g) = ĺım
α∈A

Λ(ϕα)(f + g) = ĺım
α∈A

Λ(ϕα)(f) + ĺım
α∈A

Λ(ϕα)(g) = ψ(f) + ψ(g).
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Además si f y λf están en (X)1, entonces

ψ(λf) = ĺım
α∈A

Λ(ϕα)(λf) = ĺım
α∈A

ϕα(λf) = λ ĺım
α∈A

ϕα(f) = λψ(f),

y
‖ψ(f)‖ = ‖ ĺım

α∈A
Λ(ϕα)(f)‖ = ĺım

α∈A
‖ϕα(f)‖ ≤ ĺım

α∈A
‖ϕα‖‖f‖ ≤ 1.

Aśı ψ es un elemento en X∗ tal que ‖ψ‖ ≤ 1. Por lo tanto ψ determina un elemento
ψ̃ de (X∗)1 por la relación

ψ̃(f) = ‖f‖ψ
(

f

‖f‖

)
,

para f en X. Como ψ̃(f) = ψ(f) para f en (X)1, entonces ψ̃ está en (X∗)1 y Λ(ψ̃) = ψ.
Entonces Λ[(X∗)1] es un subconjunto cerrado de P , y por lo tanto (X∗)1 es compacto
en la w∗-topoloǵıa.
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Caṕıtulo 3

Álgebras de Banach

En este caṕıtulo introduciremos el concepto de álgebra de Banach aśı como sus
principales caracteŕısticas, en particular para el álgebra de Banach C(X), es decir, el
álgebra de todas las funciones continuas con valores complejos en un espacio compacto
X. Otros conceptos importantes en este caṕıtulo serán los de C∗-álgebra que es un
tipo particular de álgebra de Banach y el de inverso de un elemento de un álgebra de
Banach.

3.1. Definiciones y ejemplos principales

Un álgebra sobre C es un espacio vectorial B sobre C dotado de dos operaciones
con las cuales es un anillo, y además para α ∈ C y f, g ∈ B satisface

α(fg) = (αf)g = f(αg).

Definición 3.1.1. Sea (B, ‖ · ‖) un espacio de Banach sobre C. Decimos que B
es un álgebra de Banach si es un álgebra y satisface la desigualdad submultiplicativa
‖fg‖ ≤ ‖f‖‖g‖ para todo f, g ∈ B.
Decimos además que B es conmutativa si fg = gf para todo f, g ∈ B. Además B
es llamada un álgebra con identidad si existe 1 ∈ B tal que f1 = f = 1f para todos
f ∈ B y ‖1‖ = 1.

Algunos ejemplos de álgebras de Banach son los siguientes.

Ejemplo 3.1.2. El ejemplo más sencillo de un álgebra de Banach conmutativa con
identidad sobre C es C mismo con la norma dada por el módulo.

Ejemplo 3.1.3. Sea X un espacio compacto y sea C(X) el conjunto de todas las
funciones continuas con valores complejos en X. Con las operaciones suma, multi-
plicación por escalares y multiplicación definidas puntualmente C(X) es un álgebra
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conmutativa con identidad (la función constante f(x) = 1 para todo x ∈ X) sobre
C. Ya que X es compacto y cada f ∈ C(X) es continua entonces |f | es acotada. Aśı
‖f‖∞ = sup {|f(x)| : x ∈ X} define una norma en C(X) con la cual es un álgebra de
Banach.

Ejemplo 3.1.4. Sea C0(N) el espacio de sucesiones de números complejos que con-
vergen a 0, con las operaciones adición, multiplicación por escalares y multiplicación
definidas término a término . C0(N) junto con la norma del supremo es un álgebra de
Banach sin identidad.

Ejemplo 3.1.5. Si X es un espacio de Banach, entonces B(X), el conjunto de ope-
radores lineales acotados de X en X es un álgebra de Banach con identidad, junto con
la composición como multiplicación y la norma de operadores acotados.

El siguiente concepto será de relevancia en el estudio de las álgebras de Banach.

Definición 3.1.6. Sea B un álgebra sobre C. Una involución en B es un mapeo
∗ : f 7→ f ∗ de B en B tal que para todo α ∈ C y f, g ∈ B satisface:

(f + g)∗ = f ∗ + g∗ y (α f)∗ = α f ∗,

(fg)∗ = g∗f ∗ y (f ∗)∗ = f .

B es llamada un ∗-álgebra o un álgebra con involución. Un álgebra de Banach B con
involución es llamada un ∗-álgebra normada si la involución es isométrica, esto es,
‖f ∗‖ = ‖f‖ para todo f en B.

Enseguida presentamos algunos ejemplos de ∗-álgebras y ∗-álgebras normadas.

Ejemplo 3.1.7. El ejemplo más sencillo de una ∗-álgebra normada es C junto con
la involución z 7→ z, donde z es el conjugado complejo de z en C.

Ejemplo 3.1.8. Sea B el conjunto de todas las funciones continuas con valores com-
plejos en un espacio compacto X, tal que B contiene a f y a su conjugado complejo f .
Con las operaciones de suma, multiplicación por escalares y multiplicación definidas
puntualmente B es un álgebra, y f 7→ f define una involución en B que la hace un
álgebra de Banach con involución.

Ejemplo 3.1.9. Sea H un espacio de Hilbert, para T ∈ B(H), T ∗ ∈ B(H) denota el
operador adjunto de T . B(H) es un álgebra de Banach, y T 7→ T ∗ define una involución
en B(H) que lo hace un álgebra de Banach con involución.
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Dada un álgebra podemos encontrar subconjuntos de ésta que heredan las mis-
mas propiedades, tales como lo son las subálgebras o en particular los ideales por la
izquierda, por la derecha o por ambos lados.

Definición 3.1.10. Sea B un álgebra. Un ideal por la izquierda de B es una
subálgebra M de B tal que ba ∈M para todo b ∈ B y a ∈M.Un ideal por la derecha
de B es una subálgebra M tal que ab ∈ M para todo a ∈ M y b ∈ B. Si M es un
ideal por la izquierda y por la derecha de B, decimos que M es un ideal bilateral o
simplemente un ideal.

Definición 3.1.11. Un ideal maximal es un ideal propio que no está contenido en
otro ideal propio más grande.

3.2. Elementos invertibles de un álgebra de Banach

Definición 3.2.1. Sea B un álgebra de Banach con identidad. Decimos que un
elemento f en B es invertible si existe g ∈ B tal que fg = gf = 1. Tal elemento es
único, lo denotamos por g = f−1 y lo llamamos el inverso de f .
Un elemento f en B es invertible por la izquierda si existe h en B tal que hf = 1,
de igual manera decimos que f es invertible por la derecha si existe k en B tal que
fk = 1.

El siguiente resultado nos ayuda a saber cuando un elemento de un álgebra de
Banach es invertible.

Proposición 3.2.2. Sean B un álgebra de Banach con identidad y f un elemento
en B, si ‖1− f‖ < 1 entonces f es invertible y

‖f−1‖ ≤ 1

1− ‖1− f‖
.
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Demostración. Sea f en B y sea η = ‖1− f‖ < 1, entonces para N ≥M tenemos∥∥∥∥∥
N∑
n=0

(1− f)n −
M∑
n=0

(1− f)n

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
N∑

n=M+1

(1− f)n

∥∥∥∥∥
≤

N∑
n=M+1

‖1− f‖n

=
N∑

n=M+1

ηn

≤
∞∑

n=M+1

ηn

=
∞∑
n=0

ηn −
M∑
n=0

ηn

=
1

1− η
− 1− ηM+1

1− η
=
ηM+1

1− η
,

aśı la sucesión de sumas parciales

{
N∑
n=0

(1− f)n

}∞
N=0

es una sucesión de Cauchy y por

tanto convergente. Si g =
∞∑
n=0

(1− f)n, entonces

fg = [1− (1− f)]

(
∞∑
n=0

(1− f)n

)

= ĺım
N→∞

(
[1− (1− f)]

N∑
n=0

(1− f)n

)

= ĺım
N→∞

[
N∑
n=0

(1− f)n − (1− f)
N∑
n=0

(1− f)n

]

= ĺım
N→∞

[
N∑
n=0

(1− f)n −
N+1∑
n=1

(1− f)n

]
= ĺım

N→∞
(1− (1− f)N+1) = 1,

ya que ĺım
N→∞

‖(1 − f)N‖ = 0, pues

{
N∑
n=0

(1− f)n

}∞
N=0

es convergente. Análogamente
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gf = 1, por tanto f es invertible con f−1 = g. Por otro lado

‖g‖ = ĺım
N→∞

‖
N∑
n=0

(1− f)n‖

≤ ĺım
N→∞

N∑
n=0

‖1− f‖n

=
1

1− ‖1− f‖
.

Para un álgebra de Banach B denotaremos por G a la colección de elementos
invertibles en B, por G` a la colección de elementos invertibles por la izquierda que no
son invertibles y por Gr a la colección de elementos invertibles por la derecha que no
son invertibles.

Proposición 3.2.3. Si B es un álgebra de Banach con identidad, entonces cada
uno de los conjuntos G, G` y Gr es abierto en B.

Demostración. Si f está en G y ‖f − g‖ < 1

‖f−1‖
entonces 1 > ‖f−1‖ ‖f − g‖ ≥

‖1 − f−1g‖. Entonces la proposición 3.2.2 implica que f−1g está en G y por tanto

g = f(f−1g) está en G. Entonces G contiene una bola abierta de radio
1

‖f−1‖
sobre

cada elemento de f en G, y por lo tanto G es abierto en B.

Ahora, si f está en G` entonces existe h en B tal que hf = 1. Si ‖f−g‖ < 1

‖h‖
entonces

1 > ‖h‖ ‖f − g‖ ≥ ‖hf − hg‖ = ‖1− hg‖. La proposición 3.2.2 implica que k = hg es
invertible y la identidad (k−1h)g = 1 implica que g tiene inverso por la izquierda, i.e., g
está en G`, pero g no está en Gr, en caso contrario g seŕıa invertible y kg−1 = h implica
que h es invertible, además de la unicidad del inverso en hh−1 = hf = 1 tenemos
que f = h−1, es decir, f es invertible, lo cual no puede ser por hipótesis. Entonces
G` contiene una bola abierta de radio 1

‖h‖ sobre f , por tanto G` es abierto en B. La
prueba de que Gr es abierto es análoga a la anterior.

Corolario 3.2.4. Si B es un álgebra de Banach con identidad, entonces el mapeo
f 7→ f−1 definido en G es continuo.

Demostración. Si f está en G, entonces la desigualdad ‖f − g‖ < 1

2‖f−1‖
implica que

‖1− f−1g‖ = ‖f−1(f − g)‖ ≤ ‖f−1‖ ‖f − g‖ < 1

2
,
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entonces por la proposición 3.2.2 f−1g está en G y

‖(f−1g)−1‖ = ‖g−1f‖ ≤ 1

1− ‖1− f−1g‖
< 2.

Entonces
‖g−1‖ = ‖(g−1f)f−1‖ ≤ ‖g−1f‖ ‖f−1‖ < 2 ‖f−1‖.

Aśı la desigualdad

‖f−1 − g−1‖ = ‖f−1(f − g)g−1‖ ≤ ‖f−1‖ ‖f − g‖ ‖g−1‖ ≤ 2 ‖f − g‖ ‖f−1‖2,

muestra que el mapeo f 7→ f−1 es continuo.

3.3. C∗-Álgebras

Definición 3.3.1. Un álgebra de Banach B con involución que además satisface
la igualdad ‖f ∗ f‖ = ‖f‖2 para todo f ∈ B es llamada una C∗-álgebra.

Los siguientes son ejemplos de C∗-álgebras:

Ejemplo 3.3.2. Sea H un espacio de Hilbert. De la proposición 1.4.3 se tiene que
B(H) el conjunto de los operadores lineales acotados de H en H es una C∗-álgebra,
donde para cada T ∈ B(H), T ∗ es el operador adjunto de T .

Ejemplo 3.3.3. Sea X un espacio compacto. El espacio de las funciones continuas
de X en C, C(X), es una C∗-álgebra, donde la operación ∗ está dada por f ∗(x) = f(x)
para todo f ∈ C(X) y x ∈ X.

Las clases de operadores cuyas definiciones se basan en el adjunto se pueden ex-
tender a una C∗-álgebra.

Definición 3.3.4. Sea B una C∗-álgebra y T un elemento de B.

T se dice autoadjunto si T ∗ = T ,

T se dice normal si T ∗T = TT ∗,

T se dice unitario si T ∗T = TT ∗ = Id.

Observación. La condición ‖f ∗ f‖ = ‖f‖2 implica que en toda C∗-álgebra la invo-
lución preserva la norma, como veremos en la siguiente proposición.

Proposición 3.3.5. Si B es una C∗-álgebra y f ∈ B entonces

‖f ∗‖ = ‖f‖.
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Demostración. Sea f un elemento de B. Ya que B es una C∗-álgebra tenemos

‖f‖2 = ‖f ∗ f‖ ≤ ‖f ∗‖ ‖f‖,

de donde ‖f‖ ≤ ‖f ∗‖.
Ahora, invirtiendo los papeles de f y f ∗ tenemos

‖f ∗‖ ≤ ‖f ∗∗‖ = ‖f‖,

y por lo tanto ‖f ∗‖ = ‖f‖.

De lo proposición anterior podemos concluir que toda C∗-álgebra es una ∗-álgebra
normada.
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Caṕıtulo 4

Transformada de Gelfand

El objetivo de este caṕıtulo es desarrollar la teoŕıa de Gelfand para álgebras de Ba-
nach conmutativas con identidad, y como caso particular consideraremos las C∗-álge-
bras. Dada un álgebra de Banach conmutativa con identidad estudiaremos el espectro
de ésta, esto es, al conjunto de funcionales lineales multiplicativos no nulos que van
del álgebra a los complejos.

4.1. La transformada de Gelfand en álgebras de

Banach

Definición 4.1.1. Sea B un álgebra de Banach con identidad. Un funcional lineal
complejo ϕ : B→ C es multiplicativo si :

ϕ(fg) = ϕ(f)ϕ(g) para todos f y g en B, y

ϕ(1) = 1.

Denotaremos por M al conjunto de todos los funcionales lineales complejos multi-
plicativos no nulos del álgebra de Banach B.

Dada un álgebra de Banach B enfocaremos parte de nuestra atención al conjunto
de funcionales lineales en M . Más adelante veremos la relación que tiene M con los
ideales maximales en B.

Proposición 4.1.2. Si B es un álgebra de Banach con identidad y ϕ ∈ M en-
tonces ‖ϕ‖ = 1.

Demostración. Sea ϕ en M y sea K = ker(ϕ), esto es, K = {f ∈ B : ϕ(f) = 0}.
Como ϕ(f − ϕ(f)1) = 0 para todo f en B, entonces cada elemento en B se puede
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escribir de la forma λ+ f para algún λ en C y f en K. Entonces

‖ϕ‖ = sup
g 6=0

|ϕ(g)|
‖g‖

= sup
f∈K,λ6=0

|ϕ(λ+ f)|
‖λ+ f‖

= sup
f∈K,λ6=0

|λ|
‖λ+ f‖

= sup
h∈K

1

‖1 + h‖
= 1,

lo anterior pues ‖1 + h‖ ≥ 1, pues si ‖1 + h‖ < 1 la proposición 3.2.2 implica que
h es invertible, por lo cual h no está en K, pues en caso contrario ϕ(h) = 0, pero
1 = ϕ(1) = ϕ(hh−1) = ϕ(h) ϕ(h−1) = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto
‖ϕ‖ = 1.

Proposición 4.1.3. Si B es un álgebra de Banach entonces M es un subconjunto
w∗-compacto de (B∗)1.

Demostración. Sea {ϕα}α∈A una red de funcionales lineales multiplicativos en M que
convergen en la w∗-topoloǵıa en (B∗)1 a ϕ en (B∗)1. Por el Teorema de Alaoglu es
suficiente probar que ϕ es multiplicativo.
En primer lugar

ϕ(1) = ĺım
α∈A

ϕα(1) = ĺım
α∈A

1 = 1.

Por otro lado, siempre que f y g estén en B,

ϕ(f g) = ĺım
α∈A

ϕα(f g)

= ĺım
α∈A

ϕα(f) ϕα(g)

= ĺım
α∈A

ϕα(f) ĺım
α∈A

ϕα(g) = ϕ(f)ϕ(g).

Aśı ϕ está en M , por tanto M es cerrado, y como (B∗)1 es w∗-compacto entonces M
es w∗-compacto.

Hemos mostrado que M es un subconjunto w∗-compacto de (B∗)1 lo cual hace de
C(M) un álgebra de Banach. Por tanto podemos definir lo siguiente.

Definición 4.1.4. Sea B un álgebra de Banach. Si M 6= ∅, entonces la trans-
formada de Gelfand es la función Γ : B → C(M) dada por Γ(f) = f̂ |M , esto es,
Γ(f)(ϕ) = ϕ(f) para todo ϕ ∈M .
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Observación. Para cada f en B existe una función w∗-continua f̂ : (B∗)1 → C
dada por f̂(ϕ) = ϕ(f). Como M está contenido en (B∗)1, entonces f̂ |M es también
continua, esto es, cada Γ(f) es continua con la w∗-topoloǵıa.

Definición 4.1.5. Si B1 y B2 son dos álgebras de Banach, un homomorfismo de
álgebras es un mapeo lineal acotado φ : B1 → B2 tal que φ(x y) = φ(x) φ(y) para todo
x, y ∈ B1.

La siguiente proposición muestra algunas propiedades que satisface la transfomada
de Gelfand.

Proposición 4.1.6. Si B es un álgebra de Banach y Γ la transformada de Gelfand
en B, entonces:

1. Γ es un homomorfismo de álgebras, y

2. ‖Γ f‖∞ ≤ ‖f‖ para todo f ∈ B.

Demostración. 1. Sean f y g en B, entonces

Γ(fg)(ϕ) = ϕ(fg) = ϕ(f)ϕ(g)

= Γ(f)(ϕ)Γ(g)(ϕ) = [Γ(f)Γ(g)](ϕ),

y por tanto Γ es multiplicativo. Del miso modo, es claro que Γ es lineal.

2. Sea f en B, entonces

‖Γf‖∞ = ‖f̂ |M‖∞
≤ ‖f̂‖∞
≤ ‖f‖.

Lo anterior pues ‖f̂‖∞ = sup{‖f̂(ϕ)‖ : ϕ ∈ M} y ‖f̂(ϕ)‖ = ‖ϕ(f)‖ ≤ ‖ϕ‖‖f‖ ≤
‖f‖, para cada ϕ en M .

Observación. De 2 de la proposición anterior se sigue que Γ es continua.

Observemos que para un álgebra de Banach B, si f y g están en B entonces
Γ(fg − gf)(ϕ) = ϕ(fg) − ϕ(gf) = ϕ(f) ϕ(g) − ϕ(g) ϕ(f) = 0. Aśı en el caso en que
B no sea conmutativa existen f y g en B tales que fg− gf 6= 0 pero Γ(fg− gf) = 0,
por lo cual Γ(B) no refleja las propiedades de B. En caso contrario, cuando B es con-
mutativa, Γ(B) refleja algunas propiedades de B, como por ejemplo la invertibilidad
de un elemento en B está ligada a la invertibilidad de un elemento en Γ(B), como
veremos más adelante. Aśı el estudio de la transformada de Gelfand Γ de un álgebra de
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Banach conmutativa B nos proporciona información de los elementos de B a través
del estudio de los elementos en Γ(B). Por lo cual el estudio de la transformada de
Gelfand en un álgebra de Banach conmutativa será de gran importancia de ahora en
adelante.

Definición 4.1.7. Sean B un álgebra de Banach con identidad y f un elemento
de B. Definimos el espectro de f como el conjunto

σB(f) = {λ ∈ C : f − λ1 no es invertible en B},

y el conjunto resolvente de f como el conjunto

ρB(f) = C \ σB(f).

Además, definimos el radio espectral de f como

rB(f) = sup{|λ| : λ ∈ σB(f)}.

Para simplificar la notación denotaremos a σB(f), ρB(f) y rB(f) por σ(f), ρ(f) y
r(f) respectivamente.

Proposición 4.1.8. Si B es un álgebra de Banach con identidad y f está en B
entonces σ(f) es compacto y r(f) ≤ ‖f‖.

Demostración. Definimos la función ϕ de C en B dada por ϕ(λ) = f − λ, entonces
ϕ es continua y ρ(f) = ϕ−1(G) es abierto, ya que G es abierto. Entonces el conjunto
σ(f) = C \ ρ(f) es cerrado.
Si |λ| > ‖f‖, entonces

1 >
‖f‖
|λ|

=

∥∥∥∥fλ
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1−
(

1− f

λ

)∥∥∥∥ ,
aśı por la proposición 3.2.2, 1− f

λ
es invertible. Entonces f −λ es invertible. Por tanto

λ está en ρ(f), σ(f) está acotado y por lo tanto es compacto, y r(f) ≤ ‖f‖.

Teorema 4.1.9. Si B es un álgebra de Banach con identidad y f un elemento en
B, entonces σ(f) es no vaćıo.
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Demostración. Consideremos la función F : ρ(f)→ B dada por F (λ) = (f − λ)−1. F
es continua por ser composición de funciones continuas, aśı para λ0 en ρ(f) tenemos

ĺım
λ→λ0

{
F (λ)− F (λ0)

λ− λ0

}
= ĺım

λ→λ0

{
(f − λ0)−1[(f − λ0)− (f − λ)](f − λ)−1

λ− λ0

}
= ĺım

λ→λ0

{
(f − λ0)−1(f − λ)−1

λ− λ0
(f − λ0 − f + λ)

}
= ĺım

λ→λ0
(f − λ0)−1(f − λ)−1

= (f − λ0)−2,

esto último por la continuidad de F , y por tanto F es anaĺıtica.
En particular, para ϕ en B∗, la función ϕ(F ) es una función anaĺıtica compleja en
ρ(f).

Para |λ| > ‖f‖, por la proposición 3.2.2 tenemos que 1− f

λ
es invertible y∥∥∥∥∥

(
1− f

λ

)−1∥∥∥∥∥ ≤ 1

1−
∥∥f
λ

∥∥ .
De lo anterior se sigue que

ĺım
λ→∞
‖F (λ)‖ = ĺım

λ→∞

∥∥∥∥∥1

λ

(
f

λ
− 1

)−1∥∥∥∥∥ ≤ ĺım
|λ|→∞

1

|λ|
1

1−
∥∥f
λ

∥∥ = 0

Por tanto para ϕ en B∗ tenemos que ĺım
λ→∞

ϕ(F (λ)) = 0.

Ahora, si asumimos que σ(f) = ∅ entonces ρ(f) = C. Aśı para ϕ en B∗ se sigue que
ϕ(F ) es una función entera que se anula en el infinito. Por el teorema de Liouville (ver
[SS10]), ϕ(F ) es constante, y ya que ĺım

λ→∞
ϕ(F (λ)) = 0 entonces ϕ(F ) = 0 para cada

ϕ en B∗, lo cual implica que F = 0. Esto es una contradicción ya que por definición
F (λ) es un elemento invertible de B. Por lo tanto σ(f) 6= ∅.

El siguiente teorema establece una relación entre el campo de los números complejos
y las álgebras de Banach de división, esto es, aquellas álgebras tales que todo elemento
diferente de cero es invertible. Básicamente establece que la única álgebra de Banach
con identidad que es un álgebra de división es C.

Teorema 4.1.10. (Gelfand - Mazur) Si B es un álgebra de Banach con identidad
que es un álgebra de división, entonces existe un único isomorfismo isométrico de B
en C.
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Demostración. Sea f en B entonces por el teorema 4.1.9 σ(f) 6= ∅. Si λf está en σ(f)
entonces f − λf1 no es invertible en B. Ya que B es un álgebra de división entonces
f − λf1 = 0. Además para λ 6= λf tenemos f − λ1 = λf1 − λ1 el cual es invertible.
Entonces σ(f) consiste exactamente de un número complejo λf para cada f en B.
Definimos ψ : C→ B dada por ψ(λ) = λ1.
Para λ1, λ2 y α en C, se tiene:

ψ(αλ1 + λ2) = (αλ1 + λ2)1 = α(λ11) + λ21 = αψ(λ1) + ψ(λ2),

y
ψ(λ1λ2) = (λ1λ2)1 = (λ11)(λ21) = ψ(λ1)ψ(λ2).

De esta forma ψ es un homomorfismo lineal de C en B.
Además para λ en C,

‖ψ(λ)‖ = ‖λ1‖ = |λ|‖1‖ = |λ|.

Aśı ψ es isométrico y por tanto inyectivo.
Por otro lado, para f en B, existe λf en C tal que f = λf1. Por lo cual

ψ(λf ) = λf1 = f,

aśı ψ es sobreyectivo. Y por lo tanto es un isomorfismo isométrico de C a B. Aśı B
es básicamente C y ya que el único isomorfismo isométrico de C en C es la identidad
concluimos que ψ es único. Ya que ψ : C→ B es un isomorfismo isométrico, entonces
existe un único isomorfismo isométrico de B en C, y por lo tanto se tiene el resultado.

Proposición 4.1.11. Si B es un álgebra de Banach conmutativa con identidad,
entonces el conjunto M de funcionales lineales multiplicativos no nulos de B en C
está en correspondencia uno a uno con el conjunto de ideales maximales en B.

Demostración. Sea ϕ un funcional lineal multiplicativo no nulo de B en C y sea
K = ker(ϕ) = {f ∈ B : ϕ(f) = 0}. El kernel K de ϕ es un ideal propio y si f no está
en K entonces

1 =

(
1− f

ϕ(f)

)
+

f

ϕ(f)
.

Ya que

(
1− f

ϕ(f)

)
está en K, entonces el espacio generado por f y K contiene a

la identidad. Por tanto un ideal que contiene tanto a K como a f debe ser todo B,
entonces K es un ideal máximal.
Sea M un ideal maximal propio en B. Ya que cada elemento de M no es invertible,
entonces por la proposición 3.2.2 ‖1− f‖ ≥ 1 para cada f en M. Entonces 1 no está
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en la cerradura de M. Además ya que M es un ideal entonces M la cerradura de M
también lo es, y M ⊆M  B, por lo cual M = M, i.e., M es cerrado.
El álgebra cociente B/M es un álgebra de Banach, y ya que M es maximal y B
conmutativo, B/M es un álgebra de división. Entonces por el teorema 4.1.10 existe
un único isomorfismo isométrico ψ de B/M en C. Si π denota el homomorfismo natural
de B en B/M entonces la composición ϕ = ψ ◦ π es un funcional lineal multiplicativo
distinto de cero en B. Aśı ϕ está en M y M = ker(ϕ).
Por último veamos que la correspondencia ϕ↔ ker(ϕ) es uno a uno. Sean ϕ1 y ϕ2 en
M tales que ker(ϕ1) = ker(ϕ2) = M, entonces, para f en B,

ϕ1(f)− ϕ2(f) = (f − ϕ2(f))− (f − ϕ1(f)).

Si aplicamos ϕ2 a f −ϕ2(f) y ϕ1 a f −ϕ1(f) vemos que ambos están en M. Entonces
ker(ϕ1) = ker(ϕ2) implica que ϕ1 = ϕ2 lo cual completa la prueba.

Proposición 4.1.12. Sean B un álgebra de Banach conmutativa con identidad y
f un elemento de B. f es invertible en B si y sólo si Γ(f) es invertible en C(M).

Demostración. (⇒) Supongamos que f es invertible en B.
Entonces

[Γ(f) Γ(f−1)](ϕ) = Γ(f)(ϕ) Γ(f−1)(ϕ)

= ϕ(f) ϕ(f−1)

= ϕ(f f−1) = ϕ(1) = 1,

por lo tanto Γ(f−1) es el inverso de Γ(f).
(⇐) Probémoslo por contrapositiva.
Si f no es invertible en B entonces M0 = {gf : g ∈ B} es un ideal propio en B, ya que
1 no está en M0 y B es conmutativa. El ideal M0 está contenido en un ideal maximal
M1. De la proposición anterior tenemos que existe ϕ en M tal que ker(ϕ) = M1.
Entonces

Γ(f)(ϕ) = ϕ(f) = 0,

por lo tanto Γ(f) no es invertible en C(M).

Si consideramos un álgebra de Banach conmutativa con identidad B podemos
sintetizar los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.13. (Gelfand) Sean B un álgebra de Banach conmutativa con iden-
tidad, M su espacio de ideales maximales, y Γ : B → C(M) su transformada de
Gelfand. Entonces:
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1) M 6= ∅,

2) Γ es un homomorfismo de álgebras,

3) ‖Γ f‖∞ ≤ ‖f‖ para todo f ∈ B, y

4) f es invertible en B si y sólo si Γ(f) es invertible en C(M).

Como consecuencia del teorema de Gelfand tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.1.14. Si B es un álgebra de Banach conmutativa con identidad y f
está en B, entonces σ(f) = rango Γ(f) y r(f) = ‖Γ(f)‖∞.

Demostración. Si λ no está en σ(f) entonces Γ(f − λ) es invertible en C(M), lo cual
implica que [Γ(f)− λ](ϕ) 6= 0 para ϕ en M . Aśı Γ(f)(ϕ) 6= λ para ϕ en M .
Ahora, si λ no está en el rango de Γ(f) entonces Γ(f) − λ es invertible en C(M) y
entonces, por el teorema 4.1.13 f − λ es invertible en B. Aśı λ no está en σ(f), y por
lo tanto σ(f) = rango Γ(f) y r(f) = ‖Γ(f)‖∞.

Corolario 4.1.15. Si B es un álgebra de Banach con identidad, f está en B, y
ϕ es una función entera en C, entonces

σ(ϕ(f)) = ϕ(σ(f)) = {ϕ(λ) : λ ∈ σ(f)}.

Demostración. Como ϕ es una función entera en C entonces ϕ tiene una representa-

ción en series de Taylor. Sea ϕ(z) =
∞∑
n=0

anz
n la expansión en series de Taylor para ϕ.

Para N ≥M > 0 tenemos que∥∥∥∥∥
N∑
n=0

anf
n −

M∑
n=0

anf
n

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
N∑

n=M+1

anf
n

∥∥∥∥∥
≤

N∑
n=M+1

|an|‖fn‖ ≤
N∑

n=M+1

|an|‖fn‖,

este último término converge a cero cuando N y M son muy grandes.

Aśı

{
N∑
n=1

anf
n

}∞
N=0

es una sucesión de Cauchy y por lo tanto convergente, entonces

para f en B, ϕ(f) denota el elemento
∞∑
n=0

anf
n de B.

Sea B0 la subálgebra cerrada de B generada por e, f , y elementos de la forma (f−λ)−1
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para λ en ρ(f) y (ϕ(f) − µ)−1 para µ en ρ(ϕ(f)), aśı B0 es conmutativa y, σB(f) =
σB0(f) y σB(ϕ(f)) = σB0(ϕ(f)). Entonces podemos asumir que B es conmutativa y
usar la transformada de Gelfand Γ.
Observemos que por continuidad

Γ(ϕ(f)) = Γ

(
∞∑
n=0

anf
n

)
=
∞∑
n=0

Γ(anf
n) =

∞∑
n=0

anΓ(fn) = ϕ(Γ(f)).

Entonces por el corolario 4.1.14 tenemos

σ(ϕ(f)) = rango Γ(ϕ(f))

= rango ϕ(Γ(f))

= ϕ(rango Γ(f))

= ϕ(σ(f)).

Teorema 4.1.16. Si B es un álgebra de Banach con identidad y f es un elemento
en B, entonces

rB(f) = ĺım
n→∞

‖fn‖
1
n .

Demostración. Si B0 denota la subálgebra cerrada de B generada por la identidad, f ,
y {(fn − λ)−1 : λ ∈ ρB(fn), n ∈ Z}, entonces B0 es conmutativa y σB0(f

n) = σB(fn)
para todo entero positivo n. Del corolario 4.1.15 tenemos que σB0(f

n) = σB0(f)n y
por tanto

rB(f)n = rB(fn) ≤ ‖fn‖,

aśı se sigue la siguiente desigualdad

rB(f) ≤ ĺım inf
n→∞

‖fn‖
1
n .

Por otro lado, consideremos la función anaĺıtica

G(λ) = −1

λ

∞∑
n=0

fn

λn
,

la cual converge a (f − λ)−1 para |λ| > ‖f‖, pues

(f − λ)−1 = −1

λ

(
1− f

λ

)−1
= −1

λ

∞∑
n=0

fn

λn
.
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Para ϕ en B∗ la función −
∞∑
n=0

ϕ(λ−n−1fn) es anaĺıtica para |λ| > rB(f), ya que es

igual a ϕ((f − λ)−1). La convergencia de series implica que ĺım
n→∞

ϕ(λ−n−1fn) = 0 para

cada ϕ en B∗. Entonces el teorema de acotamiento uniforme (ver [Con13]) implica la
existencia de un número Mλ tal que ‖λ−n−1fn‖ ≤Mλ para todo n. Entonces

ĺım sup
n→∞

‖fn‖
1
n ≤ ĺım sup

n→∞
M

1
n
λ |λ

n+1|
1
n = ĺım sup

n→∞
(Mλ|λ|)

1
n |λ| = |λ|.

Entonces

rB(f) ≥ ĺım sup
n→∞

‖fn‖
1
n ≥ ĺım inf

n→∞
‖fn‖

1
n ≥ rB(f).

4.2. La Transformada de Gelfand en C∗-álgebras

En la sección pasada hemos dado un resultado para un álgebra de Banach con-
mutativa con identidad, pero podemos decir un poco más cuando consideramos una
C∗-álgebra de Banach con identidad. El objetivo de esta sección es enunciar el teore-
ma de Gelfand para C∗-álgebras de Banach con identidad, para ello requerimos de las
siguientes definiciones y resultados.

Definición 4.2.1. Si B1 y B2 son ∗-álgebras, un ∗-homomorfismo de B1 a B2

es un homomorfismo φ tal que φ(x∗) = φ(x)∗ para todo x ∈ B1. Decimos que φ es un
∗-isomorfismo si φ es un ∗-homomorfismo biyectivo.

Definición 4.2.2. Si H es un espacio de Hilbert, entonces una subálgebra B de
B(H) se dice maximal abeliana si es conmutativa y no está propiamente contenida en
ninguna subálgebra conmutativa de B(H).

Teorema 4.2.3. En una C∗-álgebra un elemento autoadjunto tiene espectro real.

Demostración. Sea T un elemento autoadjunto de una C∗-álgebra B y sea U = exp iT .
Entonces de la definición de función exponencial y del hecho de que T es autoadjunto,
se sigue que

U∗ = exp(iT )∗ = exp(−iT ).

Además

UU∗ = exp(iT ) exp(−iT ) = exp(iT − iT ) = I = exp(−iT ) exp(iT ) = U∗U,
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y por tanto U es unitario.
Ya que

1 = ‖I‖ = ‖U∗U‖ = ‖U‖2,
tenemos que

‖U‖ = ‖U∗‖ = ‖U−1‖ = 1,

y por lo tanto σ(U) está contenido en T.
Por el corolario 4.1.15 σ(U) = exp(iσ(T )), aśı el espectro de T debe de ser real, pues
de lo contrario σ(U) no estaŕıa contenido en T.

El siguiente resultado establece de cierta forma que cada C∗-álgebra de Banach
conmutativa es C(X) para algunos espacios Hausdorff X.

Teorema 4.2.4. (Gelfand-Naimark) Si B es un C∗-álgebra conmutativa con iden-
tidad y M es el espacio de ideales maximales de B, entonces la transformada de
Gelfand es un ∗-isomorfismo isométrico de B sobre C(M).

Demostración. Si Γ denota la transformada de Gelfand, entonces para probar el teo-
rema debemos mostrar que Γ(T ∗) = Γ(T )∗ = Γ(T ), ‖Γ(T )‖∞ = ‖T‖ para T en B y
que Γ es sobreyectiva.
Sea T en B, entonces H = 1

2
(T+T ∗) y K = 1

2i
(T−T ∗) son operadores autoadjuntos de

B tales que T = H+ iK. Entonces por el teorema 4.2.3 σ(H) y σ(K) están contenidos
en R y por el corolario 4.1.14, las funciones Γ(H) y Γ(K) son real valuadas. Entonces,

Γ(T ) = Γ(H) + iΓ(K) = Γ(H)− iΓ(K) = Γ(T ∗),

y por lo tanto Γ es un ∗-mapeo.
Por otro lado, usando el corolario 4.1.14, el teorema 4.1.16 y el hecho de que TT ∗ es
autoadjunto, tenemos

‖T‖2 = ‖T ∗T‖ = ‖(T ∗T )2
k‖

1

2k

= ĺım
k→∞
‖(T ∗T )2

k‖
1

2k = ‖Γ(T ∗T )‖∞

= ‖Γ(T ∗)Γ(T )‖∞ = ‖|Γ(T )|2‖∞
= ‖Γ(T )‖2∞,

aśı Γ es una isometŕıa y por tanto inyectiva.
Ahora, ya que Γ es un ∗-homomorfismo isométrico, entonces Γ(B) es una subálgebra
cerrada autoadjunta de C(M). Para λ en C, como Γ(λ1) = λ, entonces Γ(B) contiene
a las funciones constantes. Además, si ϕ1 y ϕ2 están en M y son distintos, entonces
existe f en B tal que ϕ1(f) 6= ϕ2(f), aśı Γ(f)(ϕ1) 6= Γ(f)(ϕ2), y por lo tanto Γ(B)
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separa puntos. Aśı el hecho de que Γ es sobreyectivo se sigue del teorema de Stone
Weierstrass (ver [Dou12] ).
Por lo tanto Γ es un ∗-isomorfismo isométrico en C(M).

4.3. El teorema espectral

Si B es una C∗-álgebra conmutativa y T es un elemento de B, entonces T es nor-
mal, ya que T ∗ está también en B y los operadores en B conmutan. Reciprocamente
dado un operador normal T , el álgebra generada por T resulta ser una C∗-álgebra
conmutativa.

El siguiente resultado se desprende del teorema de Gelfand-Naimark al considerar
a un operador normal T en un espacio de Hilbert y a la C∗-álgebra generada por éste.

Teorema 4.3.1. (Teorema espectral) Si H es un espacio de Hilbert y T es un
operador normal en H, entonces la C∗-álgebra BT generada por T es conmutativa.
Además, el espacio de ideales maximales de BT es homeomorfo a σ(T ), y por lo tanto
la transformada de Gelfand es un ∗-isomorfismo isométrico de BT en C(σ(T )).

Demostración. Como T es un operador normal entonces T y T ∗ conmutan, aśı P =
P(T, T ∗), la colección de todos los polinomios en T y T ∗ forman una subálgebra con-
mutativa autoadjunta, en el sentido de que tal subálgebra es cerrada bajo la operación
de tomar adjunto. P(T, T ∗) debe de estar contenida en la C∗-álgebra generada por T .
La cerradura de P(T, T ∗) es una C∗-álgebra conmutativa. Veamos que P = BT .
Si T en BT entonces T ∗ está en BT , aśı P ⊆ BT , de donde P ⊆ BT , pues BT es
cerrada.
Por otro lado, como P es una C∗-álgebra y T está en P , entonces BT ⊆ P , pues BT

es la intersección de todas las C∗-álgebras que contienen a T . Por tanto BT = P .
Para mostrar que el espacio ideal máximo M de BT es homeomorfo a σ(T ), definimos
ψ de M a σ(T ) dada por ψ(ϕ) = Γ(T )(ϕ). Por el corolario 4.1.14 el rango de Γ(T ) es
σ(T ), aśı ψ está bien definida y es sobreyectiva.

Si ϕ1 y ϕ2 en M son tales que ψ(ϕ1) = ψ(ϕ2) entonces

ϕ1(T ) = Γ(T )(ϕ1) = Γ(T )(ϕ2) = ϕ2(T ),

y

ϕ1(T
∗) = Γ(T ∗)(ϕ1) = Γ(T )(ϕ1) = Γ(T )(ϕ2) = Γ(T ∗)(ϕ2) = ϕ2(T

∗),
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y por lo tanto ϕ1 y ϕ2 coinciden en todos los polinomios en T y T ∗. Ya que esta colección
de operadores es densa en BT se sigue que ϕ1 = ϕ2 y por lo tanto ψ es inyectiva.
Además ψ es continua, pues Γ(T ) es continua. Ya queM y σ(T ) son espacios compactos
de Hausdorff, entonces ψ−1 es continua y por lo tanto ψ es un homeomorfismo. Aśı Γ
es un ∗-isomorfismo isométrico de BT en C(σ(T )), y la prueba está completa.

Bajo las hipótesis del resultado anterior, ya que M es homeomorfo a σ(T ), entonces
C(M) es homeomorfo a C(σ(T )) v́ıa la siguiente identificación f 7→ f ◦ψ−1. Bajo estas
identificaciones se tiene que Γ(T ) = Idσ(T ).
De esta forma un elemento z en σ(T ) se corresponde con T en BT y z en σ(T ) se
corresponde con T ∗ en BT , entonces un polinomio holomorfo P (z) se corresponde con
el polinomio P (T ), y el polinomio P (z, z) se corresponde con el polinomio P (T, T ∗),
para z y z en σ(T ). Aśı para z y z en σ(T ) cualquier función continua f(z, z) se
corresponde con la función f(T, T ∗).
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