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Introducción

En teoŕıa de riesgo nos interesa analizar el comportamiento del capital de
una compañ́ıa aseguradora. Para ello Lundberg en 1903 propuso un proceso de
Poisson compuesto con deriva de tasa fija c > 0 con capital inicial u ≥ 0 como
modelo. A partir de esta idea, la teoŕıa de riesgo empezó y desde entonces se
han implementado nuevos modelos que describen este fenómeno de una manera
más efectiva como la propuesta en este trabajo la cual consiste en alternar entre
dos procesos de Lévy espectralmente negativos dependiendo de cierto régimen.

En el Caṕıtulo 1 veremos la definición de procesos de Lévy, las propiedades
fundamentales que cumplen los procesos de Lévy que nos serán de utilidad y
el caso particular con los procesos de Lévy espectralmente negativos. Toda la
información de este caṕıtulo se recolectó de [1].

En el Caṕıtulo 2 se obtiene la solución a los problemas de salida de un pro-
ceso de Lévy espectralmente negativo, aśı como la definición de las funciones
q-escala, sus propiedades y algunas de sus aplicaciones como el cálculo de me-
didas resolventes. La información de este caṕıtulo se recaudó de [1] con ayuda
de [2].

Finalmente, en el Caṕıtulo 3 definimos un proceso que utilizaremos para
modelar el capital de nuestra compañ́ıa y damos expresiones expĺıcitas que a
una aseguradora le podŕıa importar para la toma de decisiones de su empresa.
Además, consideramos varios modelos simples para observar el comportamiento
de nuestro proceso aśı como su posible relación con otros modelos. Los resultados
principales mencionados en la Sección 3.1 se obtuvieron de [3] y los de la Sección
3.2 de [4].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Debido a la simplicidad de modelar el capital de la compañia mediante un
proceso de Poisson compuesto con deriva se ha optado por utilizar una clase de
procesos más generales, los cuales son los procesos de Lévy.

Aśı, en este caṕıtulo enunciaremos tanto la definición de estos procesos como
sus varias propiedades y resultados asociados con ellos. La información de este
caṕıtulo se puede corroborar con [1].

1.1. Procesos de Lévy

Definición 1.1. Un proceso X = {Xt}t≥0 definido en un espacio de probabili-
dad (Ω,F ,P) es llamado proceso de Lévy si satisface que:

1. Las trayectorias de X son continuas por la derecha y con ĺımites por la
izquierda casi seguramente, conocida como la propiedad càdlàg c.s.

2. P(X0 = 0) = 1.

3. Para 0 ≤ s ≤ t, Xt −Xs es igual en distribución a Xt−s.

4. Para 0 ≤ s ≤ t, Xt −Xs es independiente de {Xu : u ≤ s}.

Asociamos a cada proceso de Lévy X la filtración canónica F = {Ft}t≥0,
donde para toda t ≥ 0, Ft = σ (Xs : s ≤ t). Más aún, suponemos que F satisface
que para toda t ≥ 0, Ft es completa con respecto a los conjuntos nulos de P y
es continua por la derecha en el sentido de que Ft =

⋂
s>t Fs.

Para toda x ∈ R denotamos a Px como la ley del proceso de Lévy X que
inicia en x; es decir, la ley del proceso de Lévy X + x bajo P. De igual manera
definimos el operador esperanza asociado Ex.

Debido a la definición de un proceso de Lévy, se puede observar que estos
cumplen la propiedad de ser infinitamente divisibles que enunciamos a conti-
nuación.

Definición 1.2. Sea X una variable aleatoria, diremos que X es infinitamen-
te divisible si para toda n ∈ N existe una sucesión de variables aleatorias i.i.d.{
Y

(n)
k : 1 ≤ k ≤ n

}
tales que X

d
= Y

(n)
1 + ...+ Y

(n)
n .
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Aśı para un proceso de Lévy X tenemos que, para toda t ≥ 0, Xt es in-
finitamente divisible pues para toda n ∈ N y k = 1, ..., n nos podemos tomar

Y
(n)
k = X kt

n
−X (k−1)t

n
.

Una propiedad muy importante de las variables aleatorias infinitamente divi-
sibles es que estas pueden ser caracterizadas por lo que se conoce como exponente
caracteŕıstico. En particular, los procesos de Lévy cumplen con lo siguiente.

Definición 1.3. Un proceso de Lévy X tiene exponente caracteŕıstico Ψ si
para toda t ≥ 0 y θ ∈ R se cumple que

E
[
eiθXt

]
= e−tΨ(θ). (1.1)

Se ha demostrado que la forma de un exponente caracteŕıstico de Lévy tiene
una forma expĺıcita, pero para ello primero requerimos de la siguiente definición.

Definición 1.4. Una medida Π concentrada en R\{0} que satisface que∫
R\{0}

(1 ∧ x2)Π(dx) <∞

se denomina una medida de Lévy.

Ahora con la definición de una medida de Lévy podemos enunciar el siguiente
teorema que nos da la forma del exponente caracteŕıstico de un Proceso de Lévy.

Teorema 1.5. (Fórmula de Lévy-Khintchine). Supongamos que c ∈ R,
σ ≥ 0 y Π es una medida de Lévy. Usando esta tripleta, definimos para toda
θ ∈ R,

Ψ(θ) = icθ +
1

2
σ2θ2 +

∫
R

(1− eiθx + iθx1{|x|<1})Π(dx). (1.2)

Entonces existe un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) en el cual se define un
proceso de Lévy con exponente caracteŕıstico Ψ.

Llamamos a la tripleta (c, σ,Π) la tripleta caracteŕıstica del proceso de
Lévy con exponente caracteŕıstico Ψ. Para entender mejor la forma de un ex-
ponente caracteŕıstico (1.1) veamos dos ejemplos bastante conocidos.

Ejemplos de Procesos de Lévy

Proceso de Poisson Compuesto

Sea N = {Nt}t≥0 un proceso de Poisson de tasa λ y {ξi}i≥1 una sucesión
de variables aleatorias i.i.d. e independientes de N con distribución común F .
Entonces, definiendo X = {Xt}t≥0 con

Xt =

Nt∑
i=1

ξi, t ≥ 0,

2



se observa que X es un Proceso de Lévy el cual cumple que

E
[
eiθXt

]
= E

[
E
[
eiθ

∑Nt
i=1 ξi

∣∣∣Nt]]
= E

[(∫
R
eiθxF (dx)

)Nt]
= e−λt(1−

∫
R e
iθxF (dx))

= e−λt
∫
R(1−eiθx)F (dx).

Por lo tanto, el exponente caracteŕıstico del Proceso de Poisson Compuesto X
esta dado por

Ψ(θ) = λ

∫
R

(1− eiθx)F (dx). (1.3)

Movimiento Browniano Lineal

Sea B = {Bt}t≥0 un movimiento Browniano, µ ∈ R y σ ≥ 0, entonces
definiendo X = {Xt}t≥0 donde

Xt = σBt + µt, t ≥ 0,

observamos que claramente X es un proceso de Lévy, por serlo el Movimiento
Browniano. Por otra parte,

E
[
eiθXt

]
= eiθµtE

[
eiθσBt

]
= eiθµte−

1
2 θ

2σ2t

= e−t(−iµθ+
1
2σ

2θ2).

Por lo tanto, el exponente caracteŕıstico del Movimiento Browniano Lineal X
esta dado por

Ψ(θ) = −iµθ +
1

2
σ2θ2. (1.4)

1.2. Descomposición de Lévy-Itô

Debido a la fórmula de Lévy-Khintchine (1.2) observamos que tiene una
relación con los exponentes caracteŕısticos de un Movimiento Browniano Lineal
(1.4) y de un Proceso de Poisson Compuesto (1.3). Debido a esa observación
podemos ver que existe una descomposición de la siguiente manera.

El exponente caracteŕıstico Ψ de un proceso de Lévy X con tripleta carac-
teŕıstica (c, σ,Π) puede ser escrito, para toda θ ∈ R, de la siguiente forma

Ψ(θ) = Ψ(1)(θ) + Ψ(2)(θ) + Ψ(3)(θ)

=

{
icθ +

1

2
σ2θ2

}
+

{
Π(R\(−1, 1))

∫
|x|≥1

(1− eiθx)
Π(dx)

Π(R\(−1, 1))

}

+

{∫
|x|<1

(1− eiθx + iθx)Π(dx)

}
,
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donde los respectivos Ψ(i), i = 1, 2, 3, son los respectivos sumandos. Notemos
que Ψ(1) corresponde al exponente caracteŕıstico de un movimiento Browniano

X(1) =
{
X

(1)
t

}
t≥0

por (1.4), donde

X
(1)
t = σBt − ct, t ≥ 0,

y Ψ(2) corresponde al exponente caracteŕıstico de un proceso de Poisson Com-

puesto X(2) =
{
X

(2)
t

}
t≥0

por (1.3), donde

X
(2)
t =

Nt∑
i=1

ξi, t ≥ 0, (1.5)

{Nt}t≥0 es un proceso de Poisson con tasa λ := Π(R\(−1, 1)) y {ξi}i≥1 son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribu-
ción común F (dx) := 1

λΠ(dx) concentrada en R\(−1, 1). Si Π(R\(−1, 1)) = 0

diremos que X(2) es el proceso idénticamente cero.

Por último veremos que Ψ(3) corresponde al proceso X(3) =
{
X

(3)
t

}
t≥0

, el

cual será construido a partir de los siguientes procesos,

X
(3,ε)
t =

∫
[0,t]

∫
ε≤|x|<1

xN(ds× dx)− t
∫
ε≤|x|<1

xΠ(dx), t ≥ 0, (1.6)

con exponentes caracteŕısticos

Ψ
(3,ε)
t =

∫
ε≤|x|<1

(1− eiθx + iθx)Π(dx), t ≥ 0,

con ε ∈ (0, 1).
Aśı por lo discutido anteriormente podemos enunciar la descomposición como

el siguiente teorema.

Teorema 1.6. (Descomposición de Lévy-Itô). Sean c ∈ R, σ ≥ 0 y Π una
medida de Lévy, entonces existe un espacio de probabilidad en el cual existen
tres procesos de Lévy independientes X(1), X(2) y X(3), tales que X(1) es un
Movimiento Browniano, X(2) es un Proceso de Poisson Compuesto y X(3) es
una martingala cuadrado integrable con discontinuidades trayectoriales (o sal-
tos) contables casi seguramente para todo intervalo de tiempo finito cuyas mag-
nitudes son menores a la unidad. Tomando X = X(1) +X(2) +X(3) obtenemos
que existe un espacio de probabilidad en el cual existe este proceso de Lévy X
con tripleta caracteŕıstica (c, σ,Π) y exponente caracteŕıstico

Ψ(θ) = icθ +
1

2
σ2θ2 +

∫
R

(1− eiθx + iθx1{|x|<1})Π(dx), θ ∈ R.

Medidas Aleatorias Poisson

Debido a la relación observada que hay entre los Procesos de Poisson y los
Procesos de Lévy, para entender mejor la construcción de los procesos (1.6)
necesitamos varias herramientas de Procesos de Poisson.
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Definición 1.7. Sea (S,S, η) un espacio de medida σ-finito y (Ω,F ,P) un es-
pacio de probabilidad. Sea N : Ω × S → N ∪ {∞} de tal manera que la familia
{N(·, A) : A ∈ S} son variables aleatorias definidas en (Ω,F ,P). Sin pérdida de
generalidad, omitiremos la dependencia de N en ω. Entonces, N es llamada una
medida aleatoria Poisson en (S,S, η) (o medida aleatoria de Poisson en S
con intensidad η) si

para A1, ..., An conjuntos mutuamente disjuntos en S, las variables
N(A1), ..., N(An) son independientes,

para toda A ∈ S, N(A) se distribuye Poisson con parámetro η(A) (donde
0 ≤ η(A) ≤ ∞),

N(·) es una medida P c.s.

Si η(A) = 0, entonces diremos que N(A) = 0 c.s. y si η(A) =∞ diremos que
N(A) =∞ c.s.

Con esta definición enunciamos varios resultados que cumplen las Medidas
Aleatorias Poisson a continuación.

Teorema 1.8. Sea N una medida aleatoria Poisson en (S,S, η) y f : S → R
una función medible.

(i) Entonces,

X =

∫
S

f(x)N(dx)

converge absolutamente c.s. si y solo si∫
S

(1 ∧ |f(x)|)η(dx) <∞.

(ii) Cuando lo anterior se cumple, entonces

E
[
eiβX

]
= exp

{
−
∫
S

(
1− eiβf(x)

)
η(dx)

}
para toda β ∈ R.

(iii) Además,

E[X] =

∫
S

f(x)η(dx) cuando

∫
S

|f(x)|η(dx) <∞

y

V ar(X) =

∫
S

f(x)2η(dx)

cuando ∫
S

f(x)2η(dx) <∞ y

∫
S

|f(x)|η(dx) <∞.

Este teorema es un resultado clásico de Medidas Aleatorias Poisson. No
se proporciona la prueba debido a que no es de interés en este trabajo.
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En cambio, lo que nos interesa en particular es el caso cuando (S,S, η) =
([0,∞)× R,B[0,∞)× B(R), dt×Π(dx)) y las integrales de la forma:∫

[0,t]

∫
B

xN(ds× dx),

para B ∈ B(R). El siguiente lema nos determina la distribución de esta integral.

Lema 1.9. Sea N una medida aleatoria Poisson en
([0,∞)× R,B[0,∞)× B(R), dt×Π(dx)), donde Π es una medida concen-
trada en R\{0} y B ∈ B(R) es tal que 0 < Π(B) <∞. Entonces,

Xt :=

∫
[0,t]

∫
B

xN(ds× dx), t ≥ 0,

es un Proceso de Poisson Compuesto con tasa de arribos Π(B) y distribución

de saltos Π(dx)
Π(B)

∣∣∣
B

Demostración. Utilizando que N es una medida aleatoria Poisson y que
Π(B) < ∞, para toda t > 0, Xt puede ser escrito como una suma finita casi
seguramente. Por lo tanto, X = {Xt}t≥0 es càdlàg c.s. Luego, para 0 ≤ s < t

Xt −Xs =

∫
(s,t]

∫
B

xN(du× dx),

el cual es independiente de {Xu : u ≤ s} por definición de medida aleatoria
Poisson en conjuntos disjuntos. Además, como N tiene medida de intensidad
dt×Π(dx), se sigue que X0 = 0 c.s. y que Xt −Xs tiene la misma distribución
que Xt−s. Por lo tanto, X es un proceso de Lévy y por Teorema 1.8 (ii), para
toda θ ∈ R y t ≥ 0,

E
[
eiθXt

]
= e−t

∫
B

(1−eiθx)Π(dx) = exp

{
−tΠ(B)

∫
B

(1− eiθx)
Π(dx)

Π(B)

}
.

Por (1.3) concluimos que X es un Proceso de Poisson Compuesto con tasa de

arribos λ = Π(B) y distribución de saltos F (dx) = Π(dx)
Π(B)

∣∣∣
B

.

Con este resultado obtenemos que, como Π(R\(−1, 1)) < ∞ por definición

de Medida de Lévy, podemos escribir a X
(2)
t (1.5) como

X
(2)
t =

∫
[0,t]

∫
|x|≥1

xN(ds× dx), t ≥ 0,

donde sabemos que X
(2)
t es un Proceso de Poisson Compuesto de tasa λ =

Π(R\(−1, 1)) y distribución de saltos F (dx) = 1
λΠ(dx)

∣∣
R\(−1,1)

con X(2) ≡ 0 si

λ = 0.
Volviendo a los procesos de interés (1.6), nos interesan resultados que de-

muestren que podemos hacer que converjan a una martingala cuadrado inte-
grable como esta enunciado en el Teorema 1.6. Por lo tanto, se enuncian los
siguientes resultados.
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Teorema 1.10. Sea φ : [0,∞)×R×Ω→ [0,∞) una función aleatoria espacio-
temporal medible tal que

φ(·, x, ω) es B(R)×Ft-medible.

{φ(t, ·, ω)}t≥0 es un proceso continuo por la derecha c.s.

Entonces, para toda t ≥ 0,

E

[∫
[0,t]

∫
R
φ(s, x)N(ds× dx)

]
= E

[∫ t

0

∫
R
φ(s, x)Π(dx)ds

]
.

Debido a la posible aleatoriedad de la función φ omitimos la demostración
de este resultado por la complejidad. En cambio, cuando φ no tiene componente
aleatoria, el resultado se regresa al Teorema 1.8 (iii). Aśı, en este caso, podemos
definir la siguiente martingala.

Lema 1.11. Sea N como en el Lema 1.9 y B tal que
∫
B
|x|Π(dx) <∞. Enton-

ces,

(i) el Proceso de Poisson Compuesto con deriva

Mt :=

∫
[0,t]

∫
B

xN(ds× dx)− t
∫
B

xΠ(dx), t ≥ 0,

es una P-martingala con respecto a la filtración F.

(ii) Si además,
∫
B
x2Π(dx) < ∞, entonces es una martingala cuadrado inte-

grable.

Demostración.

(i) Primero notemos que, por definición, el proceso M = {Mt}t≥0 esta adap-
tado a la filtración F. Luego, para toda t ≥ 0,

E [|Mt|] ≤ E

[∫
[0,t]

∫
B

|x|N(ds× dx) + t

∫
B

|x|Π(dx)

]
<∞,

por Teorema 1.8 (iii) y por hipótesis. Finalmente, utilizando que M es un
Proceso de Poisson Compuesto con deriva observemos que para 0 ≤ s ≤ t,

E[Mt|Fs] = E[Mt −Ms +Ms|Fs]
= E[Mt−s] +Ms

= E

[∫
[0,t−s]

∫
B

xN(ds× dx)

]
− (t− s)

∫
B

xΠ(dx) +Ms

= Ms,

por Teorema 1.8 (iii).

(ii) Nuevamente, por Teorema 1.8 (iii) y nuestra hipótesis,

E

(∫
[0,t]

∫
B

xN(ds× dx)

)2
 = t

∫
B

x2Π(dx) + t2
(∫

B

xΠ(dx)

)2

.
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Por otra parte, usando que E[Mt] = 0,

E

(∫
[0,t]

∫
B

xN(ds× dx)

)2
 = E

[(
Mt + t

∫
B

xΠ(dx)

)2
]

= E
[
M2
t

]
+ t2

(∫
B

xΠ(dx)

)2

.

Concluimos que

E
[
M2
t

]
= t

∫
B

x2Π(dx) <∞.

Debido a que Π(−1, 1) o
∫
|x|<1

|x|Π(dx) pueden ser infinito no podemos aplicar

los Lemas 1.9 y 1.11. En cualquiera de estos casos, enunciamos el siguiente
Teorema.

Teorema 1.12. Sea N como en el Lema 1.9 y
∫
|x|<1

x2Π(dx) <∞. Para toda

ε ∈ (0, 1) definimos las martingalas

M ε
t =

∫
[0,t]

∫
ε≤|x|<1

xN(ds× dx)− t
∫
ε≤|x|<1

xΠ(dx), t ≥ 0.

Entonces existe una martingala M = {Mt}t≥0 con las siguientes propiedades:

para toda T > 0, existe un subsucesión decreciente a cero determinista{
εTn
}
n≥1

tales que

P
(

ĺım
n→∞

sup
0≤s≤T

(
M

εTn
s −Ms

)2

= 0

)
= 1,

adaptada a la filtración F,

tiene trayectorias càdlàg c.s.,

tiene, a lo más, un número contable de discontinuidades en [0, T ] casi
seguramente

tiene incrementos independientes y estacionarios.

En pocas palabras, existe un proceso de Lévy, el cual es una martingala con
un número de saltos contable para el cual, para T > 0 fija, la sucesión de
martingalas {M ε

t }t≤T converge uniformemente en [0, T ] con probabilidad uno a
lo largo de una subsucesión en ε que puede depender de T .

Se omite la prueba de este Teorema debido a la complejidad. Aún aśı, con
este teorema construimos el Proceso de Lévy X(3) como el ĺımite en el sentido
anterior de los procesos de Lévy descritos en (1.6), donde diremos que X(3) es
el proceso idénticamente cero si Π(−1, 1) = 0.
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Variación de trayectorias

Una definición que nos será de utilidad a la hora de estudiar el comporta-
miento de nuestro proceso de Lévy X es el siguiente.

Definición 1.13. Diremos que una función f : [a, b]→ R, donde [a, b] ⊆ R, es
de variación acotada en el intervalo [a, b] si

V ba (f) = sup

p∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| <∞,

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones del intervalo [a, b] de la
forma a = x0 < x1 < ... < xp = b.

En particular, diremos que un proceso X es de variación acotada si para
toda T > 0 las trayectorias de X son de variación acotada en el intervalo [0, T ]
c.s.

La razón por la que nos interesa esta definición es para saber si nuestro
proceso de Lévy X, el cual utilizaremos para modelar el capital de nuestra
compañia, entra inmediatamente al conjunto (−∞, 0).

Por lo tanto, nos interesa saber cuando un proceso de Lévy X es de variación
acotada y para ello utilizamos la descomposición de Lévy-Itô. Notemos que como
el Movimiento Browniano no es de variación acotada, entonces necesitaŕıamos
que σ = 0 para que la parte del Movimiento Browniano no afecte si X es de
variación acotada. Como X(2) es un Proceso de Poisson Compuesto, entonces
es de variación acotada. Por último vemos que X(3), por el Teorema 1.8 (i), es
de variación acotada si y solo si converge absolutamente casi seguramente. En
otras palabras, podemos enunciar el siguiente lema.

Lema 1.14. Un proceso de Lévy con tripleta caracteŕıstica (c, σ,Π) tiene tra-
yectorias de variación acotada si y sólo si

σ = 0 y

∫
|x|<1

|x|Π(dx) <∞.

En este caso, podemos escribir al exponente caracteŕıstico como

Ψ(θ) = −idθ +

∫
R

(1− eiθx)Π(dx),

donde

d = −

(
c+

∫
|x|<1

xΠ(dx)

)
(1.7)

y al proceso X como

Xt = dt+

∫
[0,t]

∫
R
xN(ds× dx), t ≥ 0.

A d usualmente se le conoce como la deriva del proceso X. Con este coeficiente
veamos que podemos observar una propiedad interesante que puede cumplir un
proceso de Lévy. Para ello, enunciamos primeramente la siguiente definición.
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Definición 1.15. Para todo Proceso de Lévy X, decimos que el punto x ∈ R
es regular (respectivamente irregular) para un conjunto abierto o cerrado B si

Px(τB = 0) = 1(respectivamente 0),

donde τB = ı́nf{t > 0 : Xt ∈ B}. En otras palabras, x es regular para B si,
iniciando en x, el Proceso de Lévy entra a B inmediatamente.

Con esta definición, un punto que podŕıa ser de interés saber si es regular
es el punto 0 para los conjuntos (−∞, 0) y (0,∞). Con esta cuestión en men-
te enunciamos el siguiente teorema sin demostrar debido a la complejidad del
mismo.

Teorema 1.16. Para todo Proceso de Lévy X, salvo el Proceso de Poisson
Compuesto, el punto 0 es regular para (0,∞) si y solo si∫ 1

0

1

t
P(Xt > 0)dt =∞,

y esto último se cumple si y solo si una de las siguientes tres condiciones se
cumple:

(i) X es un proceso de variación no acotada,

(ii) X es un proceso de variación acotada y d > 0,

(iii) X es un proceso de variación acotada, d = 0 y∫
(0,1)

xΠ(dx)∫ x
0

Π(−∞,−y)dy
=∞.

Donde d esta dado en (1.7) cuando X es de variación acotada.

1.3. Propiedades de Procesos de Lévy

En esta sección nos interesa estudiar propiedades que cumplan las trayecto-
rias de un Proceso de Lévy X. Principalmente mencionamos la propiedad fuerte
de Markov, el lema de Dualidad y los momentos de X.

La Propiedad Fuerte de Markov

Recordando que X = {Xt}t≥0 definido en un espacio de probabilidad filtrado
(Ω,F ,F,P) es un Proceso de Markov si para toda B ∈ B(R) y s, t ≥ 0,

P (Xt+s ∈ B|Ft) = P (Xt+s ∈ B|σ(Xt)) .

Debido a la definición de un Proceso de Lévy, es fácil ver que también es un
Proceso de Markov y que además cumple con el siguiente teorema.

Teorema 1.17. (Propiedad Fuerte de Markov). Supongamos que τ es un
tiempo de paro. Definamos, bajo el evento {τ < ∞}, el proceso X̃ = {X̃t}t≥0

donde
X̃t = Xτ+t −Xτ , t ≥ 0.

Entonces, bajo el evento {τ < ∞}, el proceso X̃ es independiente de Fτ y es
igual en distribución a X. En particular, también es un proceso de Lévy.
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Dualidad

A continuación observamos otra propiedad importante que cumplen los Pro-
cesos de Lévy, denotada por la propiedad de Dualidad.

Lema 1.18. (Lema de Dualidad). Para toda t ≥ 0 fija, sea Zs = X(t−s)−−Xt

para toda 0 ≤ s ≤ t el proceso reverso de X en Xt. Entonces, bajo P los procesos

{Zs}0≤s≤t y {−Xs}0≤s≤t

tienen la misma ley.

Demostración. Notemos que, bajo P, Z0 = 0 c.s. ya que un salto al
tiempo t tiene probabilidad cero. Luego, las trayectorias de Z se obtienen de
las trayectorias de X al reflejar con respecto al eje vertical en Xt, donde se
ajustan para que sus trayectorias sean càdlàg c.s. Debido que los incrementos
de X son independientes y estacionarios, entonces los de Z también lo son. Más
aún, para 0 ≤ s ≤ t, la distribución de Zs y la de −Xs son idénticas usando

que Xt − X(t−s)−
d
= Xs por propiedad de Lévy. Por lo tanto, concluimos el

resultado.

Un resultado interesante que se sigue como consecuencia del Lema de Dua-
lidad es el que se presenta a continuación. Para X proceso de Lévy, definimos:

Xt := sup
0≤s≤t

Xs, Xt := ı́nf
0≤s≤t

Xs

el supremo e ı́nfimo respectivamente.

Lema 1.19. Para toda t ≥ 0 fija, las parejas
(
Xt, Xt −Xt

)
y (Xt −Xt,−Xt)

tienen la misma distribución bajo P.

Demostración. Para 0 ≤ s ≤ t, sea Zs = X(t−s)− −Xt el proceso reverso
de X en Xt, notemos que Zt = X0− −Xt = −Xt y

Zt = sup
0≤s≤t

Zs = sup
0≤s≤t

X(t−s)− −Xt = Xt −Xt.

Por lo tanto,
(
Zt − Zt, Zt

)
=
(
Xt, Xt −Xt

)
. Por otro lado, por el Lema de

Dualidad (Lema 1.18),

Zt = sup
0≤s≤t

Zs
d
= sup

0≤s≤t
−Xs = − ı́nf

0≤s≤t
Xs = −Xt.

Por lo tanto,
(
Zt − Zt, Zt

) d
= (Xt −Xt,−Xt). Concluimos que,(

Xt, Xt −Xt

)
=
(
Zt − Zt, Zt

) d
= (Xt −Xt,−Xt).

Momentos exponenciales y Martingalas

Ahora nos interesa estudiar cuando existen los momentos de un proceso de
Lévy X. Para ello veamos que existe una relación entre estos y los momentos
de la Medida de Lévy Π.
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Teorema 1.20. Sea β ∈ R, entonces E
[
eβXt

]
<∞ para toda t ≥ 0 si y solo si∫

|x|≥1
eβxΠ(dx) <∞.

Demostración. El resultado es obvio cuando β = 0 por definición de me-
dida de Lévy. Aśı que, supongamos que β 6= 0.

i) Supongamos que E
[
eβXt

]
< ∞, para toda t ≥ 0. Recordando la des-

composición de Lévy-Itô de X en X(1), X(2) y X(3), donde X(2) es un proce-
so de Poisson compuesto con tasa λ := Π(R\(−1, 1)) y distribución de saltos
F (dx) := 1

λ1{|x|≥1}Π(dx), y X(1) +X(3) es un proceso de Lévy con medida de
Lévy 1{|x|<1}Π(dx). Como

E
[
eβXt

]
= E

[
eβX

(2)
t

]
E
[
e
β
(
X

(1)
t +X

(3)
t

)]
<∞,

se sigue que E
[
eβX

(2)
t

]
<∞. Por lo tanto, como X(2) es un Proceso de Poisson

Compuesto,

E
[
eβX

(2)
t

]
=
∑
n≥0

e−λt
(λt)

n

n!

(∫
R
eβxF (dx)

)n
= e−λt

∑
n≥0

(λt)
n

n!

∫
R
eβxF ∗n(dx)

= e−λt
∑
n≥0

tn

n!

∫
R
eβx

(
1{|x|≥1}Π

)∗n
(dx) <∞, (1.8)

donde F ∗n corresponde a la n-ésima convolución de F . En particular, el sumando
correspondiente a n = 1 debe ser finito; es decir,∫

|x|≥1

eβxΠ(dx) <∞.

ii) Ahora, supongamos que
∫
|x|≥1

eβxΠ(dx) <∞. Sin pérdida de generalidad,

supongamos que β > 0. Por hipótesis, tendremos que para toda n ∈ N,∫
R
eβx

(
1{|x|≥1}Π

)∗n
(dx) =

(∫
|x|≥1

eβxΠ(dx)

)n
<∞.

Aśı, concluimos que E
[
eβX

(2)
t

]
<∞ por (1.8). Por otro lado, como X(1)+X(3) es

un proceso de Lévy con medida de Lévy 1{|x|<1}Π(dx), se sigue que su exponente
caracteŕıstico es de la forma:

Ψ(1)(θ) + Ψ(3)(θ) = icθ +
1

2
σ2θ2 +

∫
|x|<1

(1− eiθx + iθx)Π(dx), θ ∈ R.

Notemos que

∫
|x|<1

(1− eiθx + iθx)Π(dx) = −
∫
|x|<1

∑
n≥2

(iθx)n

n!

Π(dx).
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Luego, como x2 ≥ |x|n para toda n ≥ 2 y |x| < 1, entonces∑
n≥2

∫
|x|<1

|θx|n

n!
Π(dx) ≤

∑
n≥2

|θ|n

n!

∫
|x|<1

x2Π(dx) ≤ e|θ|
∫
R\{0}

(1∧x2)Π(dx) <∞.

Por lo tanto, por Teorema de Fubini,∫
|x|<1

(1− eiθx + iθx)Π(dx) = −
∑
n≥2

∫
|x|<1

(
(iθx)n

n!

)
Π(dx).

Es decir, el exponente caracteŕıstico puede ser escrito como serie de po-
tencias para toda θ ∈ C y por ende es una función entera. Aśı, la fun-

ción µ̂t(θ) := e−t(Ψ(1)(θ)+Ψ(3)(θ)) = E
[
e
iθ
(
X

(1)
t +X

(3)
t

)]
también es entera. Sea

µt(dx) := P
(
X

(1)
t +X

(3)
t ∈ dx

)
, entonces como µ̂t es entera se sigue que exis-

ten todos los momentos de µt con mn(t) =
∫
R x

nµt(dx) y dnµ̂t(0)
dθn = inmn(t).

Expandiendo a µ̂t como serie de potencias alrededor del 0, obtenemos que

µ̂t(θ) =
∑
n≥0

1

n!
inmn(t)θn, θ ∈ C,

la cual es convergente para toda θ ∈ C.
Ahora, definamos an(t) =

∫
R |x|

nµt(dx) para toda n ∈ N. Claramente,
a2k(t) = m2k(t) para toda k ∈ N y como |x| ≤ (1 + x2) para toda x ∈ R
entonces, |x|2k+1 = x2k|x| ≤ x2k + x2k+2. Aśı, a2k+1(t) ≤ (m2k(t) + m2k+2(t))
para toda k ∈ N. Por lo tanto,

E
[
e
β
(
X

(1)
t +X

(3)
t

)]
≤ E

[
e
β
∣∣∣X(1)

t +X
(3)
t

∣∣∣]
=

∫
R
eβ|x|µt(dx)

=

∫
R

∑
n≥0

(β|x|)n

n!
µt(dx)

=
∑
n≥0

βn

n!

∫
R
|x|nµt(dx)

=
∑
n≥0

βn

n!
an(t) <∞.

Gracias al Teorema 1.20, tenemos un criterio para poder hacer un cambio de
medida exponencial utilizando la siguiente definición.

Definición 1.21. Para toda β ∈ R tal que E
[
eβXt

]
< ∞ definimos el expo-

nente de Laplace como

ψ(β) =
1

t
log
(
E
[
eβXt

])
= −Ψ(−iβ). (1.9)

Utilizando el exponente de Laplace veamos que podemos obtener una mar-
tingala de la siguiente manera.
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Proposición 1.22. Sea X proceso de Lévy con exponente de Laplace ψ y Θ =
{θ ∈ R : E

[
eθXt

]
< ∞}. Definimos el proceso E(θ) = {Et(θ)}t≥0 para toda

θ ∈ Θ como

Et(θ) = eθXt−ψ(θ)t, t ≥ 0. (1.10)

Entonces, para toda θ ∈ Θ, E(θ) es una P-martingala con respecto a F.

Demostración. Utilizando que X es un proceso de Lévy y (1.9), observemos
que claramente E(θ) es adaptada a la filtración F con

E [Et(θ)] = E
[
eθXt−ψ(θ)t

]
= 1 <∞.

Además, utilizando que X tiene incrementos independientes y estacionarios,
para 0 ≤ s ≤ t

E [Et(θ) |Fs ] = E
[
eθXt−ψ(θ)t

∣∣∣Fs]
= eθXs−ψ(θ)tE

[
eθ(Xt−Xs)

]
= eθXs−ψ(θ)s = Es(θ).

Como esta martingala tiene media uno podemos realizar el cambio de medida
dado por

dPθ

dP

∣∣∣∣
Ft

= Et(θ), t ≥ 0.

Observemos que, bajo esta nueva medida, X sigue siendo un Proceso de Lévy.

Teorema 1.23. Supongamos que X es un proceso de Lévy con tripleta carac-
teŕıstica (c, σ,Π), y que β ∈ R es tal que∫

|x|≥1

eβxΠ(dx) <∞.

Entonces, bajo el cambio de medida Pβ, el proceso X sigue siendo un proceso
de Lévy con tripleta caracteŕıstica (c∗, σ∗,Π∗), donde

c∗ = c− βσ2 +

∫
|x|<1

(1− eβx)xΠ(dx), σ∗ = σ y Π∗(dx) = eβxΠ(dx).

Demostración. Supongamos, sin perdida de generalidad, que β > 0. Note-
mos que por desigualdad de Hölder, para θ ∈ [0, β] y t ≥ 0,

E
[
eθXt

]
≤ E

[
eβXt

]θ/β
<∞.

Por lo tanto ψ(θ) < ∞ para toda θ ∈ [0, β]. Esto a su vez implica que Ψ(θ) =
E[eiθXt ] < ∞ para toda θ tal que −Im(θ) ∈ [0, β]. Por extensión anaĺıtica, el
exponente caracteŕıstico Ψ de X es finito en la misma región del plano complejo.

Fijando un horizonte de tiempo, t > 0, notemos que la densidad Et(β) es
positiva casi seguramente. Por lo tanto, P y Pβ son medidas equivalentes en Ft.
Para toda t > 0, sea At el conjunto de trayectorias càdlàg de X en el intervalo
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[0, t]. Entonces, como P(At) = 1 para toda t > 0, se sigue que Pβ(At) = 1 para
toda t > 0. Por lo tanto, bajo Pβ , el proceso X tiene trayectorias càdlàg c.s.

Luego, tomando 0 ≤ u ≤ s ≤ t < ∞ y θ ∈ R, sea Eβ la esperanza con
respecto a Pβ . Entonces, tenemos que para toda A ∈ Fu,

Eβ
[
1Ae

iθ(Xt−Xs)
]

= E
[
1Ae

βXt−ψ(β)teiθ(Xt−Xs)
]

= E
[
1Ae

βXs+Ψ(−iβ)te(iθ+β)(Xt−Xs)
]

= E
[
1Ae

βXs+Ψ(−iβ)tE
[
e(iθ+β)(Xt−Xs)

∣∣∣Fs]]
= E

[
1Ae

βXs+Ψ(−iβ)te−(t−s)Ψ(θ−iβ)
]

= E
[
1Ae

βXu+Ψ(−iβ)t−(t−s)Ψ(θ−iβ)E
[
eβ(Xs−Xu)

∣∣∣Fu]]
= E

[
1Ae

βXu+Ψ(−iβ)t−(t−s)Ψ(θ−iβ)e−(s−u)Ψ(−iβ)
]

= E
[
1Ae

βXu−ψ(β)ue(Ψ(−iβ)−Ψ(θ−iβ))(t−s)
]

= e(Ψ(−iβ)−Ψ(θ−iβ))(t−s)Pβ(A),

donde se utilizó (1.9), la propiedad de martingala del cambio de medida y los
incrementos independientes y estacionarios de X bajo P, condicionando primero
con respecto a Fs y luego con respecto a Fu. Por lo tanto, bajo Pβ , deducimos
que X tiene incrementos independientes y estacionarios, con exponente carac-
teŕıstico dado por

Ψβ(θ) := Ψ(θ − iβ)−Ψ(−iβ), θ ∈ R.

Aśı expresándolo en términos de la tripleta (c, σ,Π) asociado a X bajo P dedu-
cimos fácilmente que

Ψβ(θ) = iθ

(
c− βσ2 +

∫
|x|<1

(1− eβx)xΠ(dx)

)
+

1

2
θ2σ2

+

∫
R
(1− eiθx + iθx1{|x|<1})e

βxΠ(dx), θ ∈ R.

Concluimos identificando la nueva tripleta (c∗, σ∗,Π∗).

También nos interesa que ocurre con el cambio de medida en tiempos de
paro. Para ello hacemos mención del siguiente resultado.

Corolario 1.24. Bajo las condiciones del Teorema 1.23, si τ es un tiempo de
paro adaptado a la filtración F, entonces bajo {τ <∞},

dPβ

dP

∣∣∣∣
Fτ

= Eτ (β).

Demostración. Por definición, si A ∈ Fτ , entonces A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft. Por
lo tanto, utilizando Propiedad Fuerte de Markov y que E(β) es una martingala,

Pβ (A ∩ {τ ≤ t}) = E
[
Et(β)1{A∩{τ≤t}}

]
= E

[
E
[
Et(β)1{A∩{τ≤t}}|Fτ

]]
= E

[
Eτ (β)1{A∩{τ≤t}}

]
.
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Finalmente, haciendo t tender a infinito por el Teorema de Convergencia
Monótona obtenemos nuestro resultado.

1.4. Procesos de Lévy espectralmente negativos

En este trabajo nos interesa un tipo especial de procesos de Lévy que nos
ayudará para modelar el capital de nuestra compañia y esos son los procesos
que cumplen lo siguiente.

Definición 1.25. Si X es un Proceso de Lévy sin saltos positivos; es decir, su
medida de Lévy cumple que Π(0,∞) = 0, diremos que el proceso es un Proceso
de Lévy espectralmente negativo.

En este caso podemos trabajar con su exponente de Laplace ψ, el cual
cumple que para toda t ≥ 0 y θ ≥ 0

E
[
eθXt

]
= etψ(θ).

El cual gracias a (1.1) y a la fórmula de Lévy-Khintchine (1.2) ésta toma la
siguiente forma:

ψ(θ) = −cθ +
1

2
σ2θ2 +

∫
(−∞,0)

(eθx − 1− θx1{x>−1})Π(dx)

donde c ∈ R, σ ≥ 0 y Π es una medida de Lévy concentrada en (−∞, 0).
Con esta definición de Proceso de Lévy espectralmente negativo podemos de-

finir los Procesos de Lévy en Teoŕıa de riesgo. Suponiendo que modelamos
el capital de nuestra compañia X con un proceso de Lévy espectralmente ne-
gativo, entonces por la fórmula de Lévy-Khintchine (1.2) tenemos que podemos
escribir el exponente de Laplace ψ de X de la siguiente forma:

ψ(θ) =

{∫
(−1,0)

(eθx − 1− θx)Π(dx)

}

−
{
cθ +

∫
x≤−1

(1− eθx)Π(dx)

}
+

{
1

2
σ2θ2

}
.

Estos términos pueden ser explicados de la siguiente manera:

El primer término lo podemos entender como el representante de un núme-
ro contable infinito de reclamos arbitrariamente pequeños, compensados
por una deriva positiva correspondiente a la acumulación de primas sobre
un número infinito de contratos.

El segundo término proviene de reclamos grandes que ocurren ocasional-
mente y compensados por un ingreso fijo a tasa c > 0 (Cramér-Lundberg).

Y el tercer término se puede ver como una perturbación estocástica del
sistema de ingresos de reclamos y primas.

Con el Teorema 1.23, veamos que para el caso particular en el que el Proceso
de Lévy X es un proceso de Lévy espectralmente negativo podemos deducir que,
bajo el cambio de medida, el nuevo proceso sigue siendo un proceso de Lévy
espectralmente negativo.
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Corolario 1.26. Sea X un proceso de Lévy espectralmente negativo. Entonces
para β ≥ 0, bajo Pβ, X sigue siendo un proceso de Lévy espectralmente negativo
con exponente de Laplace ψβ dado por

ψβ(θ) = ψ(θ + β)− ψ(β), para θ ≥ −β.

Demostración. Como X es un proceso de Lévy espectralmente negativo,
entonces para β ≥ 0:∫
|x|≥1

eβxΠ(dx) =

∫
x≤−1

eβxΠ(dx) ≤
∫
x≤−1

Π(dx) ≤
∫
x<0

(1 ∧ x2)Π(dx) <∞.

Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema 1.23. Para θ ≥ −β,

eψβ(θ) = Eβ
[
eθX1

]
= E

[
e(θ+β)X1−ψ(β)

]
= eψ(θ+β)−ψ(β).

Ahora damos algunas propiedades que cumplen los exponentes de Laplace
ψ de un proceso de Lévy espectralmente negativo.

Proposición 1.27. Sea ψ el exponente de Laplace de un proceso de Lévy es-
pectralmente negativo. Entonces, se cumple que en [0,∞),

ψ es infinitamente diferenciable.

ψ es estrictamente convexa.

ψ(0) = 0 y ψ(∞) =∞.

Demostración. Usando que para θ > 0,

ψ(θ) = −cθ +
1

2
σ2θ2 +

∫
(−∞,−1]

(eθx − 1)Π(dx) +

∫
(−1,0)

(eθx − 1− θx)Π(dx),

notemos que si x ≤ −1, entonces 0 < eθx < 1 y aśı |eθx−1| < eθ; y si x ∈ (−1, 0),
entonces x2 ≥ |x|k para k ≥ 2 y aśı,

|eθx − 1− θx| ≤
∑
k≥2

θk

k!
|x|k ≤ eθx2.

Por lo tanto, usando el hecho de que Π es una medida de Lévy concluimos que

|ψ(θ)| < | − c|θ +
1

2
σ2θ2 + eθ

∫
(−∞,0)

(1 ∧ x2)Π(dx) <∞.

Aśı por teorema de convergencia dominada podemos derivar dentro de la integral
para obtener que

ψ′(θ) = −c+ σ2θ +

∫
(−∞,−1]

xeθxΠ(dx) +

∫
(−1,0)

x(eθx − 1)Π(dx).

Nuevamente, si x ∈ (−1, 0), entonces x2 ≥ |x|k para k ≥ 2 y asi,

|x(eθx − 1)| ≤
∑
k≥1

θk

k!
|x|k+1 ≤ eθx2
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Por otra parte, considerando las funciones fn(x) = |x|neθx, para n ∈ N, x ≤ −1
y θ > 0. Utilizando herramientas de cálculo se demuestra que fn(x) ≤ ( nθe )n.
Por lo tanto,

|ψ′(θ)| < | − c|+ σ2θ +
1

θe

∫
(−∞,−1]

Π(dx) + eθ
∫

(−1,0)

x2Π(dx)

≤ | − c|+ σ2θ +

(
1

θe
∨ eθ

)∫
(−∞,0)

(1 ∧ x2)Π(dx) <∞.

Por lo tanto, por el mismo argumento anterior,

ψ′′(θ) = σ2 +

∫
(−∞,−1]

x2eθxΠ(dx) +

∫
(−1,0)

x2eθxΠ(dx).

Notemos que ψ′′(θ) > 0, por lo tanto ψ es estrictamente convexa. Análogamente,
demostramos que para n ≥ 3,

dnψ

dθn
(θ) =

∫
(−∞,0)

xneθxΠ(dx).

Aśı ψ es infinitamente diferenciable. Luego, claramente ψ(0) = 0 y usando el
hecho de que

eψ(θ) = E
[
eθX1

]
≥ E

[
eθX11{X1>0}

]
,

haciendo θ →∞ concluimos que ψ(∞) =∞.

Notemos que por propiedad de transformada de Laplace, podemos expresar
a la media de nuestro proceso de Lévy espectralmente negativo como

µ := E[X1] = ψ′ (0+) ,

la cual cumple que µ ∈ [−∞,∞). Consideremos la siguiente función:

φ(q) = sup {θ ≥ 0 : ψ(θ) = q} ,

la ráız mas grande de la ecuación ψ(θ) = q. Notemos que, por la Proposición
1.27 y dependiendo del valor de q y de µ, la siguiente imagen nos muestra los
posibles valores de φ(q):

θ

ψ(θ)

φ(0) φ(q)

µ < 0

q

θ

ψ(θ)
µ ≥ 0

φ(q)

q
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Aśı, podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposición 1.28. φ(q) = 0 si y solo si q = 0 y µ ≥ 0.

Esta función φ es muy útil para resolver problemas de salida como se verá a
continuación con la siguiente definición.

Definición 1.29. Para toda x ∈ R definimos los tiempos de pasada como

τ+
x = ı́nf{t > 0 : Xt > x} y τ−x = ı́nf{t > 0 : Xt < x}.

Teorema 1.30. Para todo proceso de Lévy espectralmente negativo y x ≥ 0 se
cumple que,

E
[
e−qτ

+
x 1{τ+

x <∞}
]

= e−φ(q)x,

donde q ≥ 0.

Demostración. Sea q > 0. Usando que X es espectralmente negativo, sea
x = Xτ+

x
en {τ+

x <∞}, usando la propiedad fuerte de Markov:

E
[
eφ(q)Xt−qt

∣∣∣Fτ+
x

]
= E

[
1{τ+

x ≥t}e
φ(q)Xt−qt

∣∣∣Fτ+
x

]
+ E

[
1{τ+

x <t}e
φ(q)Xt−qt

∣∣∣Fτ+
x

]
= 1{τ+

x ≥t}e
φ(q)Xt−qt + 1{τ+

x <t}e
φ(q)X

τ
+
x
−qτ+

x E
[
e
φ(q)

(
Xt−Xτ+x

)
−q(t−τ+

x )
]

= e
φ(q)X

t∧τ+x
−q(t∧τ+

x )
,

donde se utilizó la martingala (1.10) y el hecho de que E [Et (φ(q))] = 1 para
toda t ≥ 0. Tomando esperanzas obtenemos que

E
[
e
φ(q)X

t∧τ+x
−q(t∧τ+

x )
]

= E
[
eφ(q)Xt−qt

]
= 1.

Notemos que e
φ(q)X

t∧τ+x
−q(t∧τ+

x )
< eφ(q)x, aśı por convergencia dominada

E
[
eφ(q)x−qτ+

x 1{τ+
x <∞}

]
= 1.

Como corolario enunciamos el caso q = 0.

Corolario 1.31.
P(τ+

x <∞) = e−φ(0)x,

el cual es igual a uno si y solo si φ(0) = 0, lo cual ocurre si µ ≥ 0.

Definamos eq variables aleatorias exponenciales de parámetro q, para q > 0,
independientes de X. Si q = 0, diremos que e0 = ∞ c.s. Veamos que con estas
variables aleatorias podemos enunciar y demostrar varios resultados que se verán
a continuación.

Corolario 1.32. Si X es un proceso de Lévy espectralmente negativo, entonces
Xeq se distribuye como una variable aleatoria exponencial de parámetro φ(q).

19



Demostración. Usando que Xt > x si y solo si τ+
x < t y el Teorema 1.30

obtenemos que por integración por partes, para q > 0,

P(Xeq > x) = P(τ+
x < eq)

=

∫ ∞
0

P(τ+
x < t)qe−qtdt

= − P(τ+
x < t)e−qt

∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

e−qtP(τ+
x ∈ dt)

= E
[
e−qτ

+
x 1{τ+

x <∞}
]

= e−φ(q)x. (1.11)

Para q = 0, por el Corolario 1.31, obtenemos que

P(X∞ > x) = P(τ+
x <∞) = e−φ(0)x.

Notemos que si φ(0) = 0 entonces X∞ = ∞ c.s. lo cual ocurre si y solo si
µ ≥ 0.

Factorización de Wiener-Hopf

El Corolario 1.32 nos da una primera idea de como el supremo de un proceso
de Lévy espectralmente negativo se comporta en el infinito. Además, también
nos interesa que pasa con el ı́nfimo. Para observar este fenómeno utilizamos
el siguiente resultado sin demostrar debido a que se requieren herramientas de
semimartingalas para ello.

Proposición 1.33. Xeq es independiente de Xeq − Xeq . Además, −Xeq es
independiente de Xeq −Xeq .

Con este resultado podemos enunciar el siguiente Teorema conocido como la
Factorización de Wiener-Hopf para procesos de Lévy espectralmente
negativos.

Teorema 1.34. Sea X un proceso de Lévy espectralmente negativo, y eq va-
riables aleatorias exponenciales independientes de X de parámetro q > 0 con
e0 =∞ c.s. Entonces, para θ ∈ R se cumple lo siguiente:

E
[
eiθXeq

]
= E

[
eiθXeq

]
E
[
e
iθXeq

]
= q

q+Ψ(θ) .

E
[
eiθXeq

]
= φ(q)

φ(q)−iθ

E
[
e
iθXeq

]
= q

φ(q)
φ(q)−iθ
q+Ψ(θ)

Demostración. Notemos que usando que X es un proceso de Lévy y que
eq es una variable aleatoria exponencial obtenemos que

E
[
eiθXeq

]
= E

[
E
[
eiθXeq

∣∣ eq]] = E
[
e−eqΨ(θ)

]
=

q

q + Ψ(θ)
.
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Por otro lado, por Corolario 1.32 sabemos que Xeq es una variable aleatoria
exponencial de parámetro φ(q). Por lo tanto,

E
[
eiθXeq

]
=

φ(q)

φ(q)− iθ
.

Finalmente, por la Proposición 1.33 y el hecho de que Xt−Xt
d
= Xt, por Lema

de Dualidad, obtenemos que

E
[
eiθXeq

]
= E

[
e
iθ
(
Xeq−Xeq

)
e
−iθ

(
−Xeq

)]
= E

[
e
iθ
(
Xeq−Xeq

)]
E
[
e
iθXeq

]
= E

[
eiθXeq

]
E
[
e
iθXeq

]
.

En particular, utilizando el exponente de Laplace podemos escribir la Fac-
torización de Wiener-Hopf de la siguiente manera.

Corolario 1.35. Bajo las hipótesis del Teorema 1.34, para β > 0 se cumple
que

E
[
e
βXeq

]
=

q

φ(q)

φ(q)− β
q − ψ(β)

y E
[
e−βXeq

]
=

φ(q)

φ(q) + β

Con estos resultados podemos averiguar el comportamiento respectivo del
supremo e ı́nfimo en el infinito.

Corolario 1.36. Bajo las hipótesis del Teorema 1.34, para β > 0 se cumple lo
siguiente:

E
[
eβX∞1{−X∞<∞}

]
=

{
0 si µ ≤ 0,

µ β
ψ(β) si µ > 0,

E
[
e−βX∞1{X∞<∞}

]
=

{
φ(0)

β+φ(0) si µ < 0,

0 si µ ≥ 0.

Por lo tanto,

ĺım
t→∞

Xt =

{
∞ si µ > 0,

−∞ si µ < 0,

y ĺım supt→∞Xt = − ĺım ı́nft→∞Xt =∞ si µ = 0.

Demostración. Observemos que

ĺım
q→0+

q

φ(q)
=

{
0 si µ < 0,

µ si µ ≥ 0,

pues, por la Proposición 1.28, si µ < 0 entonces φ(0) > 0 y aśı obtenemos el
primer ĺımite usando que φ es una función continua. Si µ ≥ 0, entonces φ(0) = 0.
En este caso utilizamos el hecho de que q = ψ(φ(q)) y el Teorema de L’Hôpital
para obtener el segundo ĺımite.
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Por lo tanto, utilizando el Corolario 1.35 haciendo q tender a cero por la
derecha y el hecho de que β > 0 obtenemos que

E
[
eβX∞

]
= E

[
eβX∞1{−X∞<∞}

]
=

{
0 si µ ≤ 0,

µ β
ψ(β) si µ > 0,

Haciendo lo mismo para la otra esperanza obtenemos que

E
[
e−βX∞

]
= E

[
e−βX∞1{X∞<∞}

]
=

{
φ(0)

β+φ(0) si µ < 0,

0 si µ ≥ 0.

Luego, como eβX∞1{−X∞<∞} < 1, por Teorema de Convergencia Dominada

obtenemos que

ĺım
β→0+

E
[
eβX∞1{−X∞<∞}

]
= P (−X∞ <∞) =

{
0 si µ ≤ 0,

1 si µ > 0,

Análogamente,

ĺım
β→0+

E
[
e−βX∞1{X∞<∞}

]
= P

(
X∞ <∞

)
=

{
1 si µ < 0,

0 si µ ≥ 0.

Observando para los diferentes valores de µ concluimos nuestro resulta-
do.

Variación acotada para Procesos de Lévy Espectralmente
Negativos

Para un proceso de Lévy espectralmente negativo con variación acotada,
tendremos que el exponente de Laplace puede ser escrito de la siguiente forma:

ψ(λ) = dλ−
∫

(−∞,0)

(1− eλx)Π(dx), (1.12)

donde

d = −

(
c+

∫
(−1,0)

xΠ(dx)

)
(1.13)

necesariamente tiene que ser estrictamente positivo.
Como nos interesa modelar el capital de una aseguradora utilizando un pro-

ceso de Lévy espectralmente negativo es de importancia recordar la Defini-
ción 1.15 y averiguar cuando el punto 0 es regular para los conjuntos (0,∞) y
(−∞, 0). Aśı utilizando el Teorema 1.16 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.37. Para todo proceso de Lévy espectralmente negativo X, salvo el
proceso de Poisson Compuesto, el punto 0 es regular para (0,∞). Además, el
punto 0 es regular para (−∞, 0) si y solo si es de variación no acotada.

Otra propiedad que veremos que será de importancia para el exponente de
Laplace ψ es el que se presenta a continuación.
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Proposición 1.38. Para todo proceso de Lévy espectralmente negativo X con
exponente de Laplace ψ y variación acotada se cumple que

ĺım
λ→∞

ψ(λ)

λ
= d,

donde d esta dado por (1.13).

Demostración. De (1.12) observemos que por integración por partes,∫
(−∞,0)

(
1− eλx

)
Π(dx) =

(
1− eλx

)
Π(−∞, x)

∣∣0
−∞ +

∫
(−∞,0)

λeλxΠ(−∞, x)dx

= λ

∫
(−∞,0)

eλxΠ(−∞, x)dx

= λ

∫
(0,∞)

e−λxΠ(−∞,−x)dx <∞.

Por lo tanto, por Teorema de Convergencia Dominada, concluimos que

ĺım
λ→∞

ψ(λ)

λ
= ĺım
λ→∞

d−
∫

(0,∞)

e−λxΠ(−∞,−x)dx = d.
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Caṕıtulo 2

Problemas de salida para
procesos espectralmente
negativos

Como observamos en la sección 1.4, se pueden calcular expĺıcitamente iden-
tidades asociadas a los procesos de Lévy espectralmente negativos. Debido a
ello en el Caṕıtulo 1 enunciamos varios resultados de utilidad para resolver los
problemas de salida que son de interés en este caṕıtulo como se presenta en [1].

En particular, enunciamos y demostramos el resultado principal de este
caṕıtulo a continuación.

Teorema 2.1. Existe una familia de funciones W (q) : R→ [0,∞) y

Z(q)(x) := 1 + q

∫ x

0

W (q)(y)dy, para x ∈ R, (2.1)

definidas para toda q ≥ 0 (donde W (0) = W ), tales que cumplen lo siguiente:

(i) Para toda q ≥ 0, W (q)(x) = 0 para x < 0 y W (q) esta caracterizada en
[0,∞) como una función continua y estrictamente creciente cuya trans-
formada de Laplace satisface que:∫ ∞

0

e−βxW (q)(x)dx =
1

ψ(β)− q
, para β > φ(q).

(ii) Para toda x ∈ R y q ≥ 0,

Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
= Z(q)(x)− q

φ(q)
W (q)(x),

donde para el caso q = 0 tenemos que,

Px
(
τ−0 <∞

)
=

{
1− µW (x) si µ > 0,

1 si µ ≤ 0.
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(iii) Para toda x ≤ a y q ≥ 0,

Ex
[
e−qτ

+
a 1{τ−0 >τ

+
a }

]
=
W (q)(x)

W (q)(a)
(2.2)

y

Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <τ

+
a }

]
= Z(q)(x)− Z(q)(a)

W (q)(x)

W (q)(a)
. (2.3)

Debido a (2.2), a las funciones W (q) se les conoce como las funciones q-
escala. Y debido a su relación en (2.3), a las funciones Z(q) las llamaremos las
segundas funciones q-escala.

Demostración.

(iii) Empezaremos demostrando (2.2) con el caso particular donde µ > 0 y
q = 0, para luego demostrar el caso q > 0 sin restricción en µ y el caso
q = 0 con µ < 0. Finalmente probaremos el caso µ = 0 y q = 0.

Supongamos que µ > 0 y q = 0, aśı −X∞ es finito P-c.s. por Corolario
1.36. Definimos la función

W (x) = Px (X∞ ≥ 0) , (2.4)

la cual cumple que W (x) = 0 para x < 0 por definición de ı́nfimo. Veamos
que para x ∈ [0, a) utilizando probabilidad total y la Propiedad Fuerte de
Markov obtenemos que

W (x) = Px (X∞ ≥ 0)

= Ex
[
Px
(
X∞ ≥ 0

∣∣∣Fτ+
a

)]
= Ex

[
1{τ+

a <τ
−
0 }Pa (X∞ ≥ 0)

]
+ Ex

[
1{τ+

a >τ
−
0 }PXτ−0

(X∞ ≥ 0)
]

= Px
(
τ+
a < τ−0

)
Pa (X∞ ≥ 0) + Ex

[
1{τ+

a >τ
−
0 }W

(
Xτ−0

)]
= Px

(
τ+
a < τ−0

)
W (a),

donde se utilizó que W
(
Xτ−0

)
= 0, pues Xτ−0

< 0. Concluimos que

Px
(
τ+
a < τ−0

)
=
W (x)

W (a)
, x ≥ 0,

lo cual es lo que se queŕıa demostrar.

Ahora supongamos que q > 0, o que q = 0 y µ < 0. En cualquiera de
estos casos, por la convexidad de ψ, sabemos que φ(q) > 0 y por ende
ψ′φ(q)(0+) = ψ′(φ(q)) > 0, por Corolario 1.26. Por lo tanto, bajo Pφ(q) por

Corolario 1.36, el proceso X tiende a infinito. Aśı, para (X,Pφ(q)) sabemos

que por lo anterior, existe una función 0-escala Wφ(q)(x) = Pφ(q)
x (X∞ ≥ 0)

que cumple que

Pφ(q)
x

(
τ+
a < τ−0

)
=
Wφ(q)(x)

Wφ(q)(a)
.
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Por otra parte, por definición de Pφ(q), sabemos que

Pφ(q)
x

(
τ+
a < τ−0

)
= Ex

[
e
φ(q)X

τ
+
a
−qτ+

a 1{τ+
a <τ

−
0 }
]

= eφ(q)(a−x)Ex
[
e−qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }
]
.

Combinando estas últimas dos igualdades concluimos que

Ex
[
e−qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }
]

= e−φ(q)(a−x)Wφ(q)(x)

Wφ(q)(a)
=
W (q)(x)

W (q)(a)
,

donde definimos W (q)(x) = eφ(q)xWφ(q)(x) y observamos que W (q) es
idénticamente cero en (−∞, 0) y no decreciente.

Finalmente consideremos el caso q = 0 y µ = 0. Sea b > a, definimos

W (x) = ĺım
q→0+

W (q)(x)

W (q)(b)
, para x ≤ a. Aśı,

W (x) = ĺım
q→0+

W (q)(x)

W (q)(b)

= ĺım
q→0+

W (q)(x)

W (q)(a)

W (q)(a)

W (q)(b)

= ĺım
q→0+

Ex
[
e−qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }
] W (q)(a)

W (q)(b)

= Px
(
τ+
a < τ−0

)
W (a),

donde observamos que W es idénticamente cero en (−∞, 0) y no decre-
ciente. Con esto concluimos la demostración de (2.2).

(i) Nuevamente, consideramos primero el caso en que q = 0 y µ > 0, aśı X
tiende a infinito. Recordando la definición de W dada por (2.4), observe-
mos que podemos tomarnos un re-escalamiento sin modificar el resultado
dado por (2.2), aśı consideramos el siguiente re-escalamiento:

W (x) =
1

µ
Px (X∞ ≥ 0) .

Por el Corolario 1.36,

E
[
eβX∞

]
= µ

β

ψ(β)

para β > 0. Por otra parte, veamos que

E
[
eβX∞

]
=

∫
(−∞,0]

eβxP (X∞ ∈ dx)

=

∫
[0,∞)

e−βxP (−X∞ ∈ dx)

= P(−X∞ = 0) +

∫
(0,∞)

e−βxP (−X∞ ∈ dx)
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Agregando un uno en forma de la integral de la densidad de una variable
aleatoria exponencial de parámetro β e integrando por partes,

E
[
eβX∞

]
= P(−X∞ = 0)

∫ ∞
0

βe−βxdx+ e−βxP(−X∞ ∈ (0, x])|∞0

+

∫
(0,∞)

βe−βxP(−X∞ ∈ (0, x])dx

=

∫
(0,∞)

βe−βxP (−X∞ ∈ [0, x]) dx

= β

∫ ∞
0

e−βxP (−X∞ ≤ x) dx

= β

∫ ∞
0

e−βxPx (X∞ ≥ 0) dx.

Por lo tanto, ∫ ∞
0

e−βxW (x)dx =
1

ψ(β)

para toda β > 0 = φ(0).

Para el caso donde q > 0 o q = 0 y µ < 0. Tomamos, W (q)(x) =
eφ(q)xWφ(q)(x). Recordando que X tiende a infinito bajo la medida Pφ(q)

y por ende utilizando la conclusión anterior obtenemos que∫ ∞
0

e−βxW (q)(x)dx =

∫ ∞
0

e−(β−φ(q))xWφ(q)(x)dx

=
1

ψφ(q)(β − φ(q))

=
1

ψ(β)− q
,

para β > φ(q), por Corolario 1.26. Observemos que, como W (q) es una
función creciente, podemos trabajar con su medida asociada W (q)(dx) en
[0,∞) que cumple que W (q)(a, b] := W (q)(b)−W (q)(a), y aśı al igual que
con el caso anterior podemos deducir que:∫

[0,∞)

e−βxW (q)(dx) = W (q)(0) +

∫
(0,∞)

e−βxW (q)(dx)

= W (q)(0)

∫ ∞
0

βe−βxdx+ e−βxW (q)(0, x]
∣∣∣∞
0

+

∫
(0,∞)

βe−βxW (q)(0, x]dx

=

∫
(0,∞)

βe−βxW (q)[0, x]dx

= β

∫ ∞
0

e−βxW (q)(x)dx

=
β

ψ(β)− q
, (2.5)

para β > φ(q).
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Para el caso donde q = 0 y µ = 0, utilizamos el Teorema de continuidad
extendida para transformadas de Laplace [5] para deducir que

ĺım
q→0+

∫
[0,∞)

e−βxW (q)(dx) = ĺım
q→0+

β

ψ(β)− q
=

β

ψ(β)
.

Entonces, existe una medida W ∗ tal que, en el sentido de convergencia
vaga, W ∗(dx) = ĺımq→0+W

(q)(dx) y∫
[0,∞)

e−βxW ∗(dx) =
β

ψ(β)
.

Aśı podemos definir W = W ∗ y por (2.5)∫ ∞
0

e−βxW (x)dx = ĺım
q→0+

∫ ∞
0

e−βxW (q)(x)dx = ĺım
q→0+

1

ψ(β)− q
=

1

ψ(β)
,

para toda β > φ(0) = 0.

Finalmente, la demostración de que W (q) es continua y estrictamente
monótona la omitimos debido a que va más allá del alcance de este traba-
jo, pero se puede consultar en [1]. De la demostración del mismo podemos
rescatar el hecho de que existe un proceso ε con supremo ε y una medida
de Poisson n tales que

W (x)

W (a)
= exp

{
−
∫ a

x

n(ε > t)dt

}
. (2.6)

Por lo anterior, tomando a suficientemente grande, obtenemos que W es
continua y estrictamente monótona. Además, por criterio de transformada
de Laplace, concluimos que W esta caracterizada en [0,∞). Finalmente,
utilizando el hecho de que para q > 0,

W (q)(x) = eφ(q)xWφ(q)(x),

las propiedades de ser continua, estrictamente monótona y única se here-
dan.

(ii) Utilizando la transformada de Laplace de W (q) otorgada por el inciso (i)
y el hecho de que W (q) genera una medida, entonces por la Factorización
de Wiener-Hopf para x ≥ 0, podemos deducir que

P
(
−Xeq ∈ dx

)
=

q

φ(q)
W (q)(dx)− qW (q)(x)dx.

Este resultado se demuestra a detalle como corolario después de este teo-
rema. Por lo tanto, utilizando un argumento igual a (1.11) y el hecho de
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que Xt < 0 si y solo si τ−0 < t,

Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
= Px

(
eq > τ−0

)
= Px

(
Xeq < 0

)
= P

(
−Xeq > x

)
= 1− P

(
−Xeq ≤ x

)
= 1−

∫ x

0

P
(
−Xeq ∈ dy

)
= 1 +

∫ x

0

qW (q)(y)dy − q

φ(q)
W (q)(x)

= Z(q)(x)− q

φ(q)
W (q)(x).

Usando que W (q)(x) = 0 y Z(q)(x) = 1 para toda x ∈ (−∞, 0), obtenemos
el resultado para toda x ∈ R. Aśı concluimos el resultado para q > 0.
Finalmente, para el caso q = 0, observando que Z(0) = 1 y recordando
que

ĺım
q→0+

q

φ(q)
=

{
0 si µ < 0,

µ si µ ≥ 0,

concluimos nuestro resultado para q = 0.

(iii) Por último, demostramos (2.3). Sea q > 0, entonces para x ≥ 0,

Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <τ+

a }
]

= Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
− Ex

[
e−qτ

−
0 1{τ+

a <τ
−
0 }
]
.

Utilizando la Propiedad Fuerte de Markov con τ+
a y usando el hecho de

que X no tiene saltos hacia arriba por ser proceso de Lévy espectralmente
negativo, observemos que

Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ+

a <τ
−
0 }
]

= Ex
[
Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ+

a <τ
−
0 }
∣∣∣Fτ+

a

]]
= Ex

[
e−qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }Ex

[
e−q(τ

−
0 −τ

+
a )
∣∣∣Fτ+

a

]]
= Ex

[
e−qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }
]
Ea
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
.

Utilizando (ii) y (2.2),

Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <τ+

a }
]

= Z(q)(x)− q

φ(q)
W (q)(x)− W (q)(x)

W (q)(a)

(
Z(q)(a)− q

φ(q)
W (q)(a)

)
= Z(q)(x)− Z(q)(a)

W (q)(x)

W (q)(a)

obtenemos nuestro resultado. Para el caso q = 0 tomamos ĺımites haciendo
q tender a cero por la derecha.
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Enunciamos y demostramos el resultado visto en la demostración del Teorema
2.1 (ii) como corolario a continuación.

Corolario 2.2. Para toda q > 0 y x ≥ 0,

P
(
−Xeq ∈ dx

)
=

q

φ(q)
W (q)(dx)− qW (q)(x)dx.

Demostración. Sea β > 0, demostraremos el resultado calculando sus
transformadas de Laplace. Por un lado,∫ ∞

0

e−βxP
(
−Xeq ∈ dx

)
= E

[
e
βXeq

]
=

q

φ(q)

φ(q)− β
q − ψ(β)

,

por Corolario 1.35. Por otra parte, por inciso (i) del Teorema 2.1 y (2.5),∫ ∞
0

e−βx
(

q

φ(q)
W (q)(dx)− qW (q)(x)dx

)
=

q

φ(q)

∫ ∞
0

e−βxW (q)(dx) +
q

q − ψ(β)

=
q

φ(q)

β

ψ(β)− q
+

q

q − ψ(β)

=
q

q − ψ(β)

(
1− β

φ(q)

)
=

q

φ(q)

φ(q)− β
q − ψ(β)

.

Por lo tanto, por la unicidad de la transformada de Laplace concluimos nuestro
resultado.

2.1. La función q–escala W (q)

En esta sección exploramos propiedades de la función W (q), y por conse-
cuencia también de la función Z(q). En particular nos interesará cuando W (q) es

diferenciable y los valores de W (q)(0+) y W (q)′(0+) cuando este último existe.
Para ver si W (q) es diferenciable usamos el siguiente lema.

Lema 2.3. Para toda q ≥ 0, la función W (q) tiene derivadas por la izquierda y
por la derecha en (0,∞), las cuales son iguales si y solo si la medida n(ε ∈ dx)
no tiene átomos. En tal caso, diremos que W (q) ∈ C1(0,∞).

Demostración. Como W (q)(x) := eφ(q)xWφ(q)(x), basta demostrar el caso
q = 0. Por (2.6), sabemos que

W (x) = W (a) exp

{
−
∫ a

x

n(ε > t)dt

}
,

para a > x. De aqúı se sigue que las primeras derivadas por la izquierda y por
la derecha existen y están dadas por

W ′−(x) = n(ε ≥ x)W (x) y W ′+(x) = n(ε > x)W (x).
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Como W es continua, W ′ existe si y solo si n(ε ∈ dx) no tiene átomos. En tal
caso es obvio que W ∈ C1(0,∞).

El siguiente lema nos da otros criterios suficientes para que la función W (q)

sea C1(0,∞).

Lema 2.4. Para toda q ≥ 0, la función de escala W (q) es C1(0,∞) si y solo si
al menos uno de los siguientes criterios se cumple:

(i) X no es de variación acotada,

(ii) La función Π(x) := Π(−∞,−x) es continua; es decir, Π no tiene átomos.

En particular, un resultado más fuerte para que W (q) sea C2(0,∞) es el
siguiente.

Teorema 2.5. Supongamos que σ > 0, entonces para toda q ≥ 0, W (q) ∈
C2(0,∞).

Se omiten las demostraciones de estos últimos dos resultados debido a que
van más allá del alcance de este trabajo.

Ahora para averiguar el comportamiento de la función W (q) en el cero ha-
cemos referencia al siguiente lema.

Lema 2.6. Para toda q ≥ 0 se cumple que,

W (q) (0+) =

{
0 si X tiene variación no acotada,
1
d si X tiene variación acotada,

donde d > 0 es la deriva dada por (1.13).

Demostración. Notemos que para q > 0, por (2.5),

W (q) (0+) = W (q) (0+) + ĺım
β→∞

∫
(0,∞)

e−βxW (q)(dx)

= ĺım
β→∞

∫
[0,∞)

e−βxW (q)(dx)

= ĺım
β→∞

β

ψ(β)− q

= ĺım
β→∞

β − φ(q)

ψ(β)− q
,

donde ĺım
β→∞

φ(q)

ψ(β)− q
= 0 pues ψ(∞) =∞. Luego, por Corolario 1.35,

W (q) (0+) =
φ(q)

q
ĺım
β→∞

E
[
e
βXeq

]
=
φ(q)

q
ĺım
β→∞

E
[
e
βXeq1{

Xeq
=0
}]+ E

[
e
βXeq1{

Xeq
<0
}]

=
φ(q)

q
P
(
Xeq = 0

)
.

32



Notemos que, para toda q ≥ 0, P
(
Xeq = 0

)
= 0 si y solo si 0 es regular

para (−∞, 0) por Definición 1.15, lo cual ocurre si y solo si X tiene variación
no acotada por el Teorema 1.37. Supongamos que X tiene variación acotada,
entonces tenemos que, por Proposición 1.38,

W (q) (0+) = ĺım
β→∞

β

ψ(β)− q

= ĺım
β→∞

β

ψ(β)

=
1

d
.

Por lo anterior, se cumple que W (0+) = W (q) (0+) para toda q ≥ 0. Por lo
tanto, obtenemos nuestro resultado para toda q ≥ 0.

Por otra parte, para averiguar el comportamiento de W (q)′ (0+) necesitamos
los siguientes resultados.

Teorema 2.7. Sea f una función acotada en (0,∞) tal que f(0+) exista y

F (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt

sea su transformada de Laplace. Entonces,

ĺım
s→∞

sF (s) = f(0+).

Demostración. Haciendo un cambio de variable notemos que

sF (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)sdt

=

∫ ∞
0

e−tf

(
t

s

)
dt.

Por lo tanto, haciendo s tender a infinito, por Teorema de Convergencia
Dominada concluimos nuestro resultado.

Proposición 2.8. Para todo proceso de Lévy X con exponente caracteŕıstico
Ψ(θ) cumple que

ĺım
|θ|→∞

Ψ(θ)

θ2
=
σ2

2
.

Demostración. Notemos que claramente

ĺım
|θ|→∞

icθ + σ2θ2

2

θ2
=
σ2

2
.

Por lo tanto, por la definición de exponente caracteŕıstico dada por (1.2), basta
demostrar que

ĺım
|θ|→∞

1

θ2

∫
R

(
1− eiθx + iθx1{|x|<1}

)
Π(dx) = 0.
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Usando el hecho de que |1 − cos(x)| ≤ 2(1 ∧ x2), |x − sin(x)| ≤ 2(|x| ∧ |x|3) y
que eix = cos(x) + i sin(x), notemos que para |θ| suficientemente grande∣∣∣∣∣1− eiθx + iθx1{|x|<1}

θ2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣1− cos(θx)

θ2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣θx− sin(θx)

θ2

∣∣∣∣
≤ 2

(
1

θ2
∧ x2

)
+ 2

(∣∣∣x
θ

∣∣∣ ∧ |θ||x|3)
≤ 2

(
1 ∧ x2

)
+ 2

∣∣∣x
θ

∣∣∣
≤ 4(1 ∧ x2).

Por lo tanto, por Teorema de Convergencia Dominada, como

ĺım
|θ|→∞

∣∣∣∣∣1− eiθx + iθx1{|x|<1}

θ2

∣∣∣∣∣ = 0

concluimos nuestro resultado.

Corolario 2.9. Para todo proceso de Lévy espectralmente negativo X con ex-
ponente de Laplace ψ cumple que

ĺım
λ→∞

ψ(λ)

λ2
=
σ2

2
.

Finalmente, con estos resultados, podemos enunciar el siguiente lema.

Lema 2.10. Sea λ = Π(−∞, 0), entonces para toda q ≥ 0 se cumple que

W (q)′ (0+) =


2
σ2 cuando σ > 0,
λ+q
d2 cuando σ = 0 y λ <∞,
∞ cuando σ = 0 y λ =∞.

Demostración. Por (2.5) tenemos que para θ > φ(q),

W (q) (0+) +

∫ ∞
0

e−θxW (q)′(x)dx =
θ

ψ(θ)− q
.

Por otra parte, por Teorema 2.7 y la igualdad anterior,

W (q)′ (0+) = ĺım
θ→∞

θ

∫ ∞
0

e−θxW (q)′(x)dx

= ĺım
θ→∞

(
θ2

ψ(θ)− q
− θW (q) (0+)

)
.

Si X no es de variación acotada, entonces σ > 0 o λ =∞, y W (q)(0+) = 0 por
Lema 2.6. En este caso, por Corolario 2.9 concluimos que

W (q)′ (0+) = ĺım
θ→∞

θ2

ψ(θ)− q
= ĺım
θ→∞

θ2

ψ(θ)
=

2

σ2
,

donde el valor anterior es infinito si σ = 0.
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Si X es de variación acotada, entonces σ = 0 y W (q) (0+) = 1
d por Lema

2.6. En este caso, definiendo la Transformada de Laplace de Π(−∞,−x),

I(θ) :=

∫
(−∞,0)

eθxΠ(−∞, x)dx =

∫ ∞
0

e−θxΠ(−∞,−x)dx,

veamos que por Proposición 1.38,

W (q)′ (0+) = ĺım
θ→∞

(
θ2

ψ(θ)− q
− θW (q) (0+)

)
= ĺım
θ→∞

(
θ2

dθ − θI(θ)− q
− θ

d

)
= ĺım
θ→∞

1

d

(
θI(θ) + q

d− I(θ)− q
θ

)
=
λ+ q

d2
,

donde se cumple que ĺımθ→∞ I(θ) = 0 y ĺımθ→∞ θI(θ) = Π(−∞, 0) = λ por

Teorema 2.7. Si λ =∞, entonces W (q)′ (0+) =∞.

2.2. Medidas Resolventes

En esta sección damos un ejemplo de como las funciones escala se utilizan
para calcular medidas resolventes asociadas a los problemas de salida vistos
anteriormente.

Aśı durante esta sección fijamos a > 0 y definimos

τ = τ+
a ∧ τ−0 .

Para toda x ∈ [0, a], A Boreliano de [0, a) y B Boreliano de (−∞, 0) nos interesa
calcular

Px (Xτ ∈ B,Xτ− ∈ A)

= Ex

[∫
[0,∞)

∫
(−∞,0)

1{Xt−≤a,Xt−≥0,Xt−∈A}1{y∈B−Xt−}N(dt× dy)

]

= Ex
[∫ ∞

0

1{t<τ}Π(B −Xt)1{Xt∈A}dt

]
=

∫
A

Π(B − y)U(a, x, dy), (2.7)

donde se utilizó que N es la medida aleatoria Poisson asociada a los saltos de
X y el Teorema 1.10, y donde

U(a, x, dy) :=

∫ ∞
0

Px (Xt ∈ dy, τ > t) dt.

La función anterior es llamada la medida resolvente de X que muere al salir
de [0, a] iniciando en x. También es llamada la medida potencial. Aún más
general, podemos trabajar con la medida q-resolvente, donde

U (q)(a, x, dy) :=

∫ ∞
0

e−qtPx (Xt ∈ dy, τ > t) dt,
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para toda q ≥ 0, con la conveniencia de que U (0) = U . Si, para toda x ∈ [0, a],
existe una densidad de U (q)(a, x, dy) con respecto a la medida de Lebesgue, en-
tonces la llamaremos la densidad resolvente y la denotaremos por u(q)(a, x, y)
(con u(0) = u).

Teorema 2.11. Supongamos que, para q ≥ 0, la medida q-resolvente
U (q)(a, x, dy) es de un proceso de Lévy espectralmente negativo que muere al
salir de [0, a] donde x, y ∈ [0, a]. Entonces tiene densidad u(q)(a, x, y) dada por

u(q)(a, x, y) =
W (q)(x)W (q)(a− y)

W (q)(a)
−W (q)(x− y).

Demostración. Primero, para toda x, y ≥ 0 y q > 0, definimos

R(q)(x, dy) : =

∫ ∞
0

e−qtPx
(
Xt ∈ dy, τ−0 > t

)
dt

=

∫ ∞
0

e−qtPx (Xt ∈ dy,Xt ≥ 0) dt

=
1

q
Px
(
Xeq ∈ dy,Xeq ≥ 0

)
=

1

q
P
(
Xeq ∈ dy − x,Xeq ≥ −x

)
,

donde eq es una variable aleatoria exponencial independiente de X de parámetro
q > 0. En otras palabras, R(q) es la medida q-resolvente del proceso X que
muere al salir de [0,∞). Usando que Xeq −Xeq es independiente de −Xeq por
Proposición 1.33 obtenemos que

R(q)(x, dy) =
1

q
P
(

(Xeq −Xeq ) +Xeq ∈ dy − x,−Xeq ≤ x
)

=

∫
[x−y,x]

1

q
P
(
−Xeq ∈ dz

)
P
(
Xeq −Xeq ∈ dy − x+ z

)
.

Por Lema de Dualidad, Xeq − Xeq es igual en distribución a Xeq que a su
vez es una variable aleatoria exponencial de parámetro φ(q) por Corolario 1.32.
Además, ya conocemos la ley de −Xeq por Corolario 2.2. Por lo tanto,

R(q)(x, dy) =

{∫
[x,y−x]

(
1

φ(q)
W (q)(dz)−W (q)(z)dz

)
φ(q)e−φ(q)(y−x+z)

}
dy.

Notemos que por integración por partes∫
[x,y−x]

φ(q)e−φ(q)(y−x+z)W (q)(z)dz = −W (q)(z)e−φ(q)(y−x+z)|xx−y

+

∫
[x,y−x]

e−φ(q)(y−x+z)W (q)(dz).
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Por lo tanto,

R(q)(x, dy) =

{∫
[x,y−x]

(
1

φ(q)
W (q)(dz)−W (q)(z)dz

)
φ(q)e−φ(q)(y−x+z)

}
dy

=

{
W (q)(z) e−φ(q)(y−x+z)

∣∣∣x
x−y

}
dy

=
{
W (q)(x)e−φ(q)y −W (q)(x− y)

}
dy

Entonces, existe una densidad r(q)(x, y) para la medida R(q)(x, dy) dada por

r(q)(x, y) = e−φ(q)yW (q)(x)−W (q)(x− y).

Regresando a U (q)(a, x, dy), utilizando que t < τ si y sólo si Xt ≥ 0 y Xt ≤ a,
notemos que

qU (q)(a, x, dy) =

∫ ∞
0

qe−qtPx (Xt ∈ dy, τ > t) dt

=

∫ ∞
0

qe−qtPx
(
Xt ∈ dy,Xt ≥ 0, Xt ≤ a

)
dt

= Px
(
Xeq ∈ dy,Xeq ≥ 0, Xeq ≤ a

)
.

Por otra parte, utilizando que
{
Xt ≥ 0, Xt > a

}
= {Xt ≥ 0, Xτ = a, τ < t} pa-

ra toda t ≥ 0 y propiedad fuerte de Markov,

qU (q)(a, x, dy) = Px
(
Xeq ∈ dy,Xeq ≥ 0, Xeq ≤ a

)
= Px

(
Xeq ∈ dy,Xeq ≥ 0

)
− Px

(
Xeq ∈ dy,Xeq ≥ 0, Xeq > a

)
= Px

(
Xeq ∈ dy,Xeq ≥ 0

)
− Ex

[
1{Xτ=a,τ<eq}Ex

[
1{

Xeq∈dy,Xeq
≥0
}∣∣∣∣Fτ]]

= Px
(
Xeq ∈ dy,Xeq ≥ 0

)
− Px (Xτ = a, τ < eq)Pa

(
Xeq ∈ dy,Xeq ≥ 0

)
,

donde ya hemos calculado la primera y tercera probabilidad dadas por
qR(q)(x, dy) y qR(q)(a, dy) respectivamente mientras que la segunda probabi-
lidad observemos que por integración por partes y (2.2),

Px (Xτ = a, τ < eq) =

∫ ∞
0

Px (Xτ = a, τ < t) qe−qtdt

=

∫ ∞
0

Px
(
τ+
a < τ−0 , τ

+
a < t

)
qe−qtdt

= −e−qt Px
(
τ+
a < τ−0 , τ

+
a < t

)∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

e−qtPx
(
τ+
a < τ−0 , τ

+
a ∈ dt

)
= Ex

[
e−qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }
]

=
W (q)(x)

W (q)(a)
.

Concluimos que

U (q)(a, x, dy) = R(q)(x, dy)− W (q)(x)

W (q)(a)
R(q)(a, dy)
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con densidad

u(q)(a, x, y) = r(q)(x, y)− W (q)(x)

W (q)(a)
r(q)(a, y)

= e−φ(q)yW (q)(x)−W (q)(x− y)− W (q)(x)

W (q)(a)

(
e−φ(q)yW (q)(a)−W (q)(a− y)

)
=
W (q)(x)W (q)(a− y)

W (q)(a)
−W (q)(x− y).

Para el caso q = 0 aplicamos ĺımite y usando que la expresión anterior es
anaĺıtica, y por ende continua en q para toda x, a, y, obtenemos el resultado
por convergencia monótona para toda q ≥ 0.

Notemos que de la prueba anterior podemos rescatar dos resultados de in-
terés.

Corolario 2.12. Para toda q ≥ 0, la medida q-resolvente de un proceso de Lévy
espectralmente negativo que muere al salir de [0,∞) tiene densidad dada por

r(q)(x, y) = e−φ(q)yW (q)(x)−W (q)(x− y),

para toda x, y ≥ 0.

Proposición 2.13. Sea X un proceso de Lévy espectralmente negativo con ex-
ponente de Laplace ψ. Entonces, para toda y, q ≥ 0,

ĺım
a→∞

W (q)(a− y)

W (q)(a)
= e−φ(q)y.

Demostración. Utilizando el Teorema 2.11 y el Corolario 2.12 ve-
mos que, por definición de las medidas resolventes, para toda x, y, q ≥ 0,
ĺım
a→∞

u(q)(a, x, y) = r(q)(x, y). Aśı, obtenemos el resultado.

Ahora definamos la medida q-resolvente de X sin muerte como

Θ(q)(x, dy) =

∫ ∞
0

e−qtPx (Xt ∈ dy) dt,

para toda x, y ∈ R. Notemos que por la homogeneidad en el espacio de X,
Θ(q)(x, dy) = Θ(q)(0, dy − x). Si Θ(q)(x, dy) tiene densidad, entonces la escribi-
remos de la forma θ(q)(y − x) para alguna función θ(q).

Corolario 2.14. Para q > 0, la densidad q-resolvente de un proceso de Lévy
espectralmente negativo esta dada por

θ(q)(z) = φ′(q)e−φ(q)z −W (q)(−z),

para toda z ∈ R.

Demostración. Notemos que el proceso no muere en [0,∞) si iniciamos en
un punto x arbitrariamente grande. Por lo tanto, utilizando el Corolario 2.12
con y = x+ z y la homogeneidad en el espacio,

θ(q)(z) = ĺım
x→∞

r(q)(x, x+ z) = ĺım
x→∞

e−φ(q)(x+z)W (q)(x)−W (q)(−z).
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Por otra parte recordemos que W (q)(x) = eφ(q)xWφ(q)(x), donde∫ ∞
0

e−θxWφ(q)(x)dx =
1

ψφ(q)(θ)
.

Por lo tanto,
θ(q)(z) = e−φ(q)zWφ(q)(∞)−W (q)(−z).

Como
(
X,Pφ(q)

)
tiende a infinito, entonces Wφ(q)(∞) <∞. Luego, por integra-

ción por partes, tenemos que∫ ∞
0

θe−θxWφ(q)(x)dx = −e−θxWφ(q)(x)|∞0 +

∫ ∞
0

e−θxWφ(q)(dx)

= Wφ(q)(0) +

∫ ∞
0

e−θxWφ(q)(dx).

Por lo tanto, haciendo θ tender a cero observemos que

Wφ(q)(∞) = Wφ(q)(∞)−Wφ(q)(0) +Wφ(q)(0)

=

∫ ∞
0

Wφ(q)(dx) +Wφ(q)(0)

=

∫ ∞
0

ĺım
θ→0+

e−θxWφ(q)(dx) +Wφ(q)(0)

= ĺım
θ→0+

∫ ∞
0

e−θxWφ(q)(dx) +Wφ(q)(0)

= ĺım
θ→0+

∫ ∞
0

θe−θxWφ(q)(x)dx

= ĺım
θ→0+

θ

ψφ(q)(θ)

= ĺım
θ→0+

θ

ψ(θ + φ(q))− q

= ĺım
θ→0+

1

ψ′(θ + φ(q))

=
1

ψ′(φ(q))

= φ′(q),

donde se utilizo que como ψ(φ(q)) = q, entonces ψ′(φ(q))φ′(q) = 1. Con esto
concluimos nuestro resultado.

Finalmente recordando nuestra probabilidad inicial de interés (2.7) podemos
enunciar el siguiente resultado conocido como la medida de Gerber-Shiu para
procesos de Lévy espectralmente negativos.

Proposición 2.15. Para toda y > 0 y z < 0,

Px
(
Xτ−0

∈ dz,Xτ−0 −
∈ dy

)
= Π(dz − y)

(
e−φ(0)yW (x)−W (x− y)

)
dy
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Demostración. Sea a > 0, entonces para x ∈ [0, a], y ∈ (0, a] y z ∈ (−∞, 0)
obtenemos que

Px (Xτ ∈ dz,Xτ− ∈ dy) = Π(dz − y)U(a, x, dy)

= Π(dz − y)

(
W (x)W (a− y)

W (a)
−W (x− y)

)
dy.

Haciendo a tender a infinito, por la Proposición 2.13, concluimos que

Px
(
Xτ−0

∈ dz,Xτ−0 −
∈ dy

)
= Π(dz − y)

(
e−φ(0)yW (x)−W (x− y)

)
dy.
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Caṕıtulo 3

El modelo de Lévy de riesgo
con cambio de régimen
basado en el declive

3.1. Preliminares

Regresando a nuestro interés principal, el cual es modelar el capital de una
compañia mediante un proceso de Lévy espectralmente negativo, se ha propuesto
utilizar el siguiente proceso.

Definición 3.1. Sea X = {Xt}t≥0 un proceso de Lévy en un espacio de pro-
babilidad filtrado (Ω,F , {Ft}t≥0,P) que satisface las condiciones usuales (com-
pleta y continua por la derecha). Se define el proceso drawdown o “declive”
Y = {Yt}t≥0 de X como:

Yt = Xt −Xt,

donde Xt = sup0≤s≤tXs.

Este proceso se ha utilizado para medir los declives del valor de un activo
desde un punto histórico. Además, es uno de los procesos más utilizados para
medir el rendimiento del manejo del capital. Debido a esto se han estudiado
como controlar y optimizar los riesgos de un declive.

En particular, un tiempo de paro de interés para este proceso declive es
Ta := ı́nf {t ≥ 0 : Yt > a}, para una constante a > 0; es decir, el primer tiempo
cuando el declive sobrepasa el nivel a. Un resultado importante asociado a este
tiempo de paro es el de su transformada de Laplace enunciado a continuación.

Teorema 3.2. Para toda a > 0 se cumple que Ta es finito P-c.s. y para toda
q ≥ 0,

E
[
e−qTa

]
= Z(q)(a)− qW

(q)(a)2

W
(q)
+

′
(a)

,

donde W
(q)
+

′
denota la derivada por la derecha.
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La demostración de este resultado se encuentra en [6].
Otro resultado que nos será de utilidad más adelante es el siguiente.

Teorema 3.3. Para toda a > 0 y q ≥ 0 definimos

λ(a, q) :=
W

(q)
+

′
(a)

W (q)(a)
.

La medida q-resolvente de Y que muere al salir de [0, a] cumple que

R(q)
a (dy) := E

[∫ Ta

0

e−qt1{Yt∈dy}dt

]
=

[
W (q)(dy)

λ(a, q)
−W (q)(y)dy

]
, y ∈ [0, a].

La transformada de Laplace de Ta en el evento {YTa = a} cumple que

∆(q)(a) := E
[
e−qTa1{YTa=a}

]
=
σ2

2

[
W (q)′(a)− W (q)′′(a)

λ(a, q)

]
.

La demostración de este teorema se encuentra en [7].
Utilizando Gt = sup {s ≤ t : Ys = 0}, el último tiempo que el proceso X

alcanzó su supremo, podemos enunciar el resultado principal y el más impor-
tante asociado al proceso declive, conocido como la distribución de la séxtupla(
Ta, GTa , XTa , XTa

, YT−a , YTa − a
)

, el cual es el que presenta a continuación.

Teorema 3.4. Sean X0 = x ∈ R y a > 0. Definimos los eventos

A =
{
XTa

≥ u,XTa ∈ dv, YT−a ∈ dy, YTa − a ∈ dh
}

y

B =
{
XTa

≥ u,XTa ∈ dv, YTa = a
}
,

donde u, v, y y h satisfacen:

u ≤ x, y ∈ [0, a], v ≥ x ∨ (u+ a) y h ∈ (0, v − u− a].

Entonces, para q, r ≥ 0 las siguientes identidades se cumplen

Ex
[
e−qTa−rGTa1A

]
=
W (q+r)((x− u) ∧ a)

W (q+r)(a)
Fq+r,q,a(v − (x ∨ (u+ a)))R(q)

a (dy)Π(y − a− dh)

Ex
[
e−qTa−rGTa1B

]
=
W (q+r)((x− u) ∧ a)

W (q+r)(a)
Fq+r,q,a(v − (x ∨ (u+ a)))∆(q)(a),

donde Fp,q,a(y) := λ(a, q)e−λ(a,p)y.

La demostración de este resultado se omite debido a que va más allá del
alcance de este trabajo, pero se puede consultar en [3].

En particular, el resultado que nos será de utilidad más adelante es la dis-
tribución de la tripleta

(
Ta, XTa , YTa

)
el cual es el siguiente.

Corolario 3.5. Para q, x ≥ 0 y y ≥ a,

E
[
e−qTa1{YTa∈dy,XTa∈dx}

]
= λ(a, q)e−λ(a,q)xdx F

(q)
YTa

(dy),
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donde

F
(q)
YTa

(dy) := E
[
e−qTa1{YTa∈dy}

]
=

∫ a

0

(
W (q)′(z)

λ(a, q)
−W (q)(z)

)
Π(z − dy)dz

+
W (q)(0+)

λ(a, q)
Π(−dy)

+
σ2

2

(
W (q)′(a)− W (q)′′(a)

λ(a, q)

)
δa(dy), (3.1)

y δa(·) es la delta de Dirac concentrada en a.

Más aún, dos resultados que serán de utilidad más adelante los enunciamos
a continuación.

Proposición 3.6. Para q, x ≥ 0,

E
[
e−qτ

+
x 1{XTa>x}

]
= e−λ(a,q)x

La demostración de este resultado se encuentra en [8].

Proposición 3.7. Para toda z > a,

W (q)(z)−
∫

[a,z)

W (q)(z − y)F
(q)
YTa

(dy) =
W (q)′(z)

λ(a, q)
.

Demostración. Utilizando la transformada de Laplace observemos que para
s ≥ 0 y z > a,∫ ∞

a

e−sz

(
W (q)(z)−

∫
[a,z)

W (q)(z − y)F
(q)
YTa

(dy)

)
dz

=

∫ ∞
a

e−szW (q)(z)dz −
∫ ∞
a

(∫ ∞
y

e−szW (q)(z − y)dz

)
F

(q)
YTa

(dy)

=

∫ ∞
a

e−szW (q)(z)dz +
1

q − ψ(s)

∫ ∞
a

e−syF
(q)
YTa

(dy)

=

∫ ∞
a

e−szW (q)(z)dz +
1

q − ψ(s)
E
[
e−qTa−sYTa

]
.

Por otro lado, por Avram [6],

E
[
e−qTa−sYTa

]
=

(
1− s

λ(a, q)

)(
1 + (q − ψ(s))

∫ a

0

e−szW (q)(z)dz

)
− (q − ψ(s))e−as

W (q)(a)

λ(a, q)
.
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Sustituyendo obtenemos que∫ ∞
a

e−sz

(
W (q)(z)−

∫
[a,z)

W (q)(z − y)F
(q)
YTa

(dy)

)
dz

=

∫ ∞
a

e−szW (q)(z)dz +

(
1− s

λ(a, q)

)(
−
∫ ∞
a

e−szW (q)(z)dz

)
− e−asW

(q)(a)

λ(a, q)

=
1

λ(a, q)

(∫ ∞
a

se−szW (q)(z)dz − e−asW (q)(a)

)
=

1

λ(a, q)

∫ ∞
a

e−szW (q)′(z)dz,

donde la última igualdad fue por integración por partes. Por la unicidad de las
transformadas de Laplace concluimos nuestro resultado.

3.2. Resultados

Utilizando [4] analizaremos un nuevo modelo que consiste en cambiar como
“manejamos” el capital dependiendo del declive.

Sea X = {Xt}t≥0 el proceso del capital de la aseguradora en un espacio
de probabilidad filtrado (Ω,F , {Ft}t≥0,P) que satisface las condiciones usua-
les (completa y continua por la derecha) y Y = {Yt}t≥0 su respectivo proce-
so declive. Con este proceso declive, definimos un proceso estocástico auxiliar
Q = {Qt}t≥0 que describirá la dinámica de este modelo entre dos reǵımenes: el
régimen “sin riesgo” (Qt = 1) y el régimen “con riesgo” (Qt = 2). Para ello,
utilizamos una constante fija a > 0 que nos ayudará a decidir cuando cambiar
de régimen de la siguiente manera:

Qt =

{
1 si supGt≤s≤t Ys < a,

2 si supGt≤s≤t Ys ≥ a,

donde Gt = sup{s ≤ t : Ys = 0} es el último tiempo que X alcanzó su supremo.
Aśı, dependiendo del régimen, definimos el modelo de Lévy de riesgo

con cambio de régimen basado en el declive como:

dXt =

{
dX1

t si Qt = 1,

dX2
t si Qt = 2,

con X0 = u > 0. Donde, X1 y X2 son dos procesos de Lévy espectralmente
negativos definidos en nuestro espacio de probabilidad. Para cada proceso de
Lévy Xk, k = 1, 2 denotamos a las siguientes expresiones como:

(ck, σk,Πk), las tripletas caracteŕısticas.

ψk, los exponentes de Laplace.

φk, las funciones inversas por la derecha de ψk.

µk, las medias.
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W
(q)
k , las funciones q-escala.

Z
(q)
k , las segundas funciones q-escala.

En particular definimos los siguientes tiempos de pasada

τk,+x = ı́nf
{
t ≥ 0 : Xk

t > x
}

y τk,−x = ı́nf
{
t ≥ 0 : Xk

t < x
}
,

donde k = 1, 2 y omitimos el ı́ndice cuando nos referimos a los tiempos de
pasada del proceso X:

τ+
x = ı́nf {t ≥ 0 : Xt > x} y τ−x = ı́nf {t ≥ 0 : Xt < x} .

Y, a partir de aqúı, definimos

λ(a, q) :=
W

(q)
1

′
+(a)

W
(q)
1 (a)

, q ≥ 0. (3.2)

3.2.1. Problema de salida generalizado

Consideremos los siguientes tiempos de paro

T +(−)
x,k :=

∫ τ+(−)
x

0

1{Qt=k}dt,

es decir, los tiempos de ocupación en la región k (k = 1, 2) hasta los tiempos de

pasada τ
+(−)
x . En esta sección nos interesa encontrar las siguientes cantidades

para s, q ≥ 0 y 0 < u < b:

Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <τ
−
0 }
]

y Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ−0 <τ+

b }
]
,

donde notemos que τ
+(−)
x = T +(−)

x,1 + T +(−)
x,2 .

Definimos las funciones de escala generalizadas para s, q ≥ 0 y x ∈ R
como

W(s,q)
a (x) := W

(s)
1 (x ∧ a)e

∫ x∨a
a

Cs,q(z)dz, (3.3)

y

Z(s,q)
a (x) := Z

(s)
1 (x)− W

(s)
1 (x)

W
(s)
1 (x ∨ a)

(
Z

(s)
1 (x ∨ a)− Z(s)

1 (a)e
∫ x∨a
a

Cs,q(z)dz
)

− W
(s)
1 (x)

W
(s)
1 (x ∨ a)

∫ x∨a

a

e
∫ x∨a
y

Cs,q(z)dzDs,q(y)dy, (3.4)

donde para z > a,

Cs,q(z) := λ(a, s)

(
1−

∫
[a,z)

W
(q)
2 (z − y)

W
(q)
2 (z)

F
(s)
YTa

(dy)

)
, (3.5)

45



y

Ds,q(z) := λ(a, s)

∫
[a,∞)

(
Z

(q)
2 (z − y)− Z(q)

2 (z)
W

(q)
2 (z − y)

W
(q)
2 (z)

)
F

(s)
YTa

(dy). (3.6)

Por simplicidad, en caso de ser necesario, escribiremos W(q)
a = W(q,q)

a , Z(q)
a =

Z(q,q)
a , Wa = W(0)

a , Za = Z(0)
a , Cq = Cq,q y Dq = Dq,q.

Ahora, con las funciones de escala generalizadas, enunciamos los problemas
de salida generalizados a continuación.

Teorema 3.8. Para s, q ≥ 0 y 0 < u < b,

Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <τ
−
0 }
]

=
W(s,q)

a (u)

W(s,q)
a (b)

.

Demostración. Definamos

g(u) := Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <τ
−
0 }
]
, 0 < u < b.

Primero consideremos el caso a ≤ u < b. En este caso, Ta ≤ τ−0 c.s. ya que
iniciando con un capital mayor a a primero debe de haber un declive mayor a a
antes de tener capital negativo, aśı

g(u) = Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{Ta<τ+

b <τ
−
0 }
]

+ Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <Ta}
]
. (3.7)

Para la segunda esperanza, utilizando que Xt > x si y solo si τ+
x < t, el hecho

de que si τ+
b < Ta entonces T +

b,1 = τ+
b y T +

b,2 = 0 c.s. ya que nunca cambiamos
de régimen, y la Proposición 3.6, concluimos que

Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <Ta}
]

= Eu
[
e−sτ

+
b 1{XTa>b}

]
= e−λ(a,s)(b−u).

Para la primera esperanza, definiendo

I1 :=

∫ τ+
b

τ2,+

XTa

1{Qt=1}dt y I2 :=

∫ τ+
b

τ2,+

XTa

1{Qt=2}dt,

notemos que si Ta < τ+
b < τ−0 , entonces

T +
b,1 =

∫ τ+
b

0

1{Qt=1}dt = Ta + I1 y T +
b,2 =

∫ τ+
b

0

1{Qt=2}dt = τ2,+

XTa
− Ta + I2.

Esto pues,

Qt =

{
1 si t ∈ [0, Ta)

2 si t ∈
[
Ta, τ

2,+

XTa

)
,

ya que Ta = ı́nf{t ≥ 0 : Qt = 2} e ı́nf{t ≥ Ta : Qt = 1} = ı́nf{t ≥
Ta : Xt = XTa} = τ2,+

XTa
. Notemos que Ta < τ2,+

XTa
< τ+

b c.s. pues

hay cambio de régimen antes de llegar al nivel b y además cumple que

τ2,+

XTa
−Ta = ı́nf

{
t ≥ 0 : XTa+t = XTa

}
= ı́nf

{
t ≥ 0 : X̃t +XTa = XTa

}
, donde
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X̃t = XTa+t−XTa . Aśı, utilizando la Propiedad Fuerte de Markov con respecto
a Ta obtenemos que

Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{Ta<τ+

b <τ
−
0 }
]

= Eu
[
Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{Ta<τ+

b <τ
−
0 }
∣∣∣FTa]]

= Eu

[
e−sTaEu

[
e
−sI1−q

(
τ2,+

XTa

−Ta
)
−qI2

1{
Ta<τ

2,+

XTa

<τ+
b <τ

−
0

}
∣∣∣∣∣FTa

]]

= Eu

[
e−sTaEXTa

[
e
−sI1−qτ2,+

XTa

−qI2
1{

τ2,+

XTa

<τ2,−
0

}1{τ+
b <τ

−
0 }

]]
, (3.8)

donde se observa que como τ2,+

XTa
< τ+

b y τ−0 ≤ τ
2,−
0 c.s., entonces se obtiene que

1{
τ2,+

XTa

<τ+
b <τ

−
0

} = 1{
τ2,+

XTa

<τ+
b <τ

−
0 ≤τ

2,−
0

} = 1{
τ2,+

XTa

<τ2,−
0

}1{τ+
b <τ

−
0 }. Utilizando

el hecho de que Ta < τ+
b si y solo si XTa ≤ b y como a ≤ YTa < XTa si τ+

b < τ−0 ,
entonces por probabilidad total integrando primero con respecto a los valores
de XTa y luego con respecto a los valores de YTa obtenemos que

Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{Ta<τ+

b <τ
−
0 }
]

=

∫ b

u

∫
[a,x)

Eu
[
e−sTa1{YTa∈dy,XTa∈dx}

]
Ex−y

[
e−sI1−qτ

2,+
x −qI21{τ2,+

x <τ2,−
0 }1{τ+

b <τ
−
0 }
]
.

Luego, utilizando nuevamente la Propiedad Fuerte de Markov pero ahora con
respecto a τ2,+

x obtenemos que:

Ex−y
[
e−sI1−qτ

2,+
x −qI21{τ2,+

x <τ2,−
0 }1{τ+

b <τ
−
0 }
]

= Ex−y
[
Ex−y

[
e−sI1−qτ

2,+
x −qI21{τ2,+

x <τ2,−
0 }1{τ+

b <τ
−
0 }
∣∣∣Fτ2,+

x

]]
= Ex−y

[
e−qτ

2,+
x 1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
Ex
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <τ
−
0 }
]

= Ex−y
[
e−qτ

2,+
x 1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
g(x),

donde por definición de I1 y I2 estas integrales son independientes de τ2,+

XTa
e

iguales en distribución a T +
b,1 y T +

b,2 respectivamente por Propiedad Fuerte de
Markov. Concluimos que

Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{Ta<τ+

b <τ
−
0 }
]

=

∫ b

u

∫
[a,x)

Eu
[
e−sTa1{YTa∈dy,XTa∈dx}

]
Ex−y

[
e−qτ

2,+
x 1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
g(x).

Finalmente, sustituyendo todo en (3.7), utilizando el Corolario 3.5 y (2.2) con-
cluimos que

g(u) = λ(a, s)

∫ b

u

g(x)e−λ(a,s)(x−u)

[∫
[a,x)

W
(q)
2 (x− y)

W
(q)
2 (x)

F
(s)
YTa

(dy)

]
dx+ e−λ(a,s)(b−u)

= eλ(a,s)u

[
λ(a, s)

∫ b

u

g(x)e−λ(a,s)xG(x)dx+ e−λ(a,s)b

]
,
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donde

G(x) =

∫
[a,x)

W
(q)
2 (x− y)

W
(q)
2 (x)

F
(s)
YTa

(dy) = 1− Cs,q(x)

λ(a, s)
.

Derivando obtenemos que

g′(u) = λ(a, s)g(u)− λ(a, s)g(u)G(u) = λ(a, s)(1−G(u))g(u) = Cs,q(u)g(u).

La solución a esta ecuación diferencial ordinaria con condición inicial g(b) = 1
esta dada por

g(u) = e−
∫ b
u
Cs,q(z)dz, a ≤ u < b. (3.9)

Para u < a < b, si τ+
b < τ−0 entonces τ+

a < Ta y τ1,+
a = τ+

a < τ+
b < τ1,−

0

c.s.; esto pues primero se debe de alcanzar el nivel a antes de que pueda haber
un declive mayor a a, y aśı no hay cambio de régimen hasta llegar al nivel a
concluyendo que

T +
b,1 = τ+

a +

∫ τ+
b

τ+
a

1{Qt=1}dt y T +
b,2 =

∫ τ+
b

τ+
a

1{Qt=2}dt.

Por lo tanto, por Propiedad Fuerte de Markov con respecto a τ+
a , (2.2) y (3.9),

obtenemos que

g(u) = Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <τ
−
0 }
]

= Eu
[
e−sτ

1,+
a 1{τ1,+

a <τ1,−
0 }Eu

[
e−s(T

+
b,1−τ

1,+
a )−qT +

b,21{τ+
b <τ

−
0 }
∣∣∣Fτ+

a

]]
= Eu

[
e−sτ

1,+
a 1{τ1,+

a <τ1,−
0 }

]
Ea
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <τ
−
0 }
]

= Eu
[
e−sτ

1,+
a 1{τ1,+

a <τ1,−
0 }

]
g(a)

=
W

(s)
1 (u)

W
(s)
1 (a)

e−
∫ b
a
Cs,q(z)dz.

Finalmente, para u < b ≤ a, si τ+
b < τ−0 entonces τ+

b < Ta c.s., pues
nuevamente no puede haber declive mayor a a sin llegar al nivel a primero. Por
lo tanto, T +

b,1 = τ+
b = τ1,+

b , T +
b,2 = 0 y por (2.2),

g(u) = Eu
[
e−sT

+
b,1−qT

+
b,21{τ+

b <τ
−
0 }
]

= Eu
[
e−sτ

1,+
b 1{τ1,+

b <τ1,−
0 }

]
=
W

(s)
1 (u)

W
(s)
1 (b)

.

Concluimos el resultado unificando los tres casos.

Teorema 3.9. Para s, q ≥ 0 y 0 < u < b,

Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ−0 <τ+

b }
]

= Z(s,q)
a (u)− Z(s,q)

a (b)
W(s,q)

a (u)

W(s,q)
a (b)

.

Demostración. Sea

h(u) := Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ−0 <τ+

b }
]
, 0 < u < b.
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Primero consideremos el caso a ≤ u < b. En este caso, Ta ≤ τ−0 c.s., pues
primero debe de haber un declive mayor a a antes de arruinarnos, y si τ−0 < τ+

b ,

definiendo τ = τ−0 ∧ τ
2,+

XTa
y

J1 =

∫ τ−0

τ

1{Qt=1}dt y J2 =

∫ τ−0

τ

1{Qt=2}dt,

obtenemos que

T −0,1 =

∫ τ−0

0

1{Qt=1}dt = Ta + J1 y T −0,2 =

∫ τ−0

0

1{Qt=2}dt = τ − Ta + J2.

Esto pues,

Qt =

{
1 si t ∈ [0, Ta)

2 si t ∈ [Ta, τ) ,

ya que Ta = ı́nf{t ≥ 0 : Qt = 2} e ı́nf{t ≥ Ta : Qt = 1} = ı́nf{t ≥ Ta : Xt =
XTa} = τ2,+

XTa
< τ+

b . Aplicando la Propiedad Fuerte de Markov con respecto a

Ta de igual manera que en (3.8) y separando en los dos casos posibles para τ
veamos que

h(u) = Eu
[
Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ−0 <τ+

b }
∣∣∣FTa]]

= Eu
[
e−sTaEu

[
e−sJ1−q(τ−Ta)−qJ21{τ−0 <τ+

b }
∣∣∣FTa]]

= Eu
[
e−sTaEXTa

[
e−sJ1−qτ−qJ21{τ−0 <τ+

b }
]]

= Eu

[
e−sTaEXTa

[
e
−sJ1−qτ2,+

XTa

−qJ2
1{τ−0 <τ+

b }1
{
τ2,+

XTa

<τ−0

}
]]

+ Eu

[
e−sTaEXTa

[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <τ+

b }1
{
τ−0 <τ

2,+

XTa

}
]]

. (3.10)

Calculando la esperanza del primer sumando. Utilizando el hecho de que Ta <
τ+
b si y solo si XTa ≤ b y como a ≤ YTa < XTa si τ2,+

XTa
< τ−0 , entonces por

probabilidad total integrando primero con respecto a los valores de XTa y luego
con respecto a los valores de YTa obtenemos que:

Eu

[
e−sTaEXTa

[
e
−sJ1−qτ2,+

XTa

−qJ2
1{τ−0 <τ+

b }1
{
τ2,+

XTa

<τ−0

}
]]

=

∫ b

u

∫
[a,x)

Eu
[
e−sTa1{YTa∈dy,XTa∈dx}

]
Ex−y

[
e−sJ1−qτ

2,+
x −qJ21{τ2,+

x <τ−0 <τ
+
b }1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
,

donde se observa que como τ−0 ≤ τ2,−
0 c.s., entonces se obtiene que

1{τ−0 <τ+
b }1

{
τ2,+

XTa

<τ−0

} = 1{
τ2,+

XTa

<τ−0 <τ
+
b

}1{
τ2,+

XTa

<τ2,−
0

}. Luego, utilizando nue-
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vamente la Propiedad Fuerte de Markov con respecto a τ2,+
x :

Ex−y
[
e−sJ1−qτ

2,+
x −qJ21{τ2,+

x <τ−0 <τ
+
b }1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
= Ex−y

[
Ex−y

[
e−sJ1−qτ

2,+
x −qJ21{τ2,+

x <τ−0 <τ
+
b }1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

∣∣∣Fτ2,+
x

]]
= Ex−y

[
e−qτ

2,+
x 1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
Ex
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ−0 <τ+

b }
]

= Ex−y
[
e−qτ

2,+
x 1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
h(x),

donde por definición de J1 y J2 estas integrales son independientes de τ e iguales
en distribución a T −0,1 y T −0,2 respectivamente por Propiedad Fuerte de Markov.
Concluimos que

Eu

[
e−sTaEXTa

[
e
−sJ1−qτ2,+

XTa

−qJ2
1{τ−0 <τ+

b }1
{
τ2,+

XTa

<τ−0

}
]]

=

∫ b

u

∫
[a,x)

Eu
[
e−sTa1{YTa∈dy,XTa∈dx}

]
Ex−y

[
e−qτ

2,+
x 1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
h(x).

Para la esperanza del segundo sumando en (3.10), notemos que si τ−0 < τ2,+

XTa

entonces τ2,−
0 = τ−0 c.s., ya que hubo ruina en el régimen con riesgo. En este

caso tenemos que XTa pudo haber tomado valores negativos. En consecuencia,
a ≤ YTa <∞ y como u ≤ XTa ≤ b, por probabilidad total tenemos que

Eu

[
e−sTaEXTa

[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <τ+

b }1
{
τ−0 <τ

2,+

XTa

}
]]

= Eu

[
e−sTaEXTa

[
e−qτ

2,−
0 1{

τ2,−
0 <τ2,+

XTa

}
]]

=

∫ b

u

∫
[a,∞)

Eu
[
e−sTa1{YTa∈dy,XTa∈dx}

]
Ex−y

[
e−qτ

2,−
0 1{τ2,−

0 <τ2,+
x }

]
,

donde se observa que como τ2,+

XTa
< τ+

b c.s., entonces se obtiene que

1{τ−0 <τ+
b }1

{
τ−0 <τ

2,+

XTa

} = 1{
τ2,−
0 <τ2,+

XTa

<τ+
b

} = 1{
τ2,−
0 <τ2,+

XTa

}. Sustituyendo to-

do lo anterior en (3.10) obtenemos que:

h(u) =

∫ b

u

∫
[a,x)

Eu
[
e−sTa1{YTa∈dy,XTa∈dx}

]
Ex−y

[
e−qτ

2,+
x 1{τ2,+

x <τ2,−
0 }

]
h(x)

+

∫ b

u

∫
[a,∞)

Eu
[
e−sTa1{YTa∈dy,XTa∈dx}

]
Ex−y

[
e−qτ

2,−
0 1{τ2,−

0 <τ2,+
x }

]
.

Utilizando (2.2), (2.3) y el Corolario 3.5 obtenemos que

h(u) = λ(a, s)

∫ b

u

h(x)e−λ(a,s)(x−u)G(x)dx+

∫ b

u

e−λ(a,s)(x−u)Ds,q(x)dx

= eλ(a,s)u

(
λ(a, s)

∫ b

u

h(x)e−λ(a,s)xG(x)dx+

∫ b

u

e−λ(a,s)xDs,q(x)dx

)
,
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donde

G(x) =

∫
[a,x)

W
(q)
2 (x− y)

W
(q)
2 (x)

F
(s)
YTa

(dy) = 1− Cs,q(x)

λ(a, s)
.

Derivando obtenemos que

h′(u) = λ(a, s)h(u)− λ(a, s)h(u)G(u)−Ds,q(u)

= λ(a, s)(1−G(u))h(u)−Ds,q(u)

= Cs,q(u)h(u)−Ds,q(u).

La solución a esta ecuación diferencial ordinaria con condición inicial h(b) = 0
esta dada por

h(u) =

∫ b

u

e−
∫ y
u
Cs,q(z)dzDs,q(y)dy, a ≤ u < b. (3.11)

Para u < a < b, tenemos que τ+
a < τ+

b , aśı que utilizando probabilidad total
sobre τ+

a obtenemos que

h(u) = Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ−0 <τ+

a }
]

+ Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ+

a <τ
−
0 <τ

+
b }
]

(3.12)

Para el primer sumando, si τ−0 < τ+
a , entonces τ−0 < Ta ya que hubo ruina

antes de llegar al nivel a y por ende no pudo haber cambio de régimen y aśı
T −0,1 = τ−0 = τ1,−

0 , T −0,2 = 0 y τ+
a = τ1,+

a c.s. concluyendo que

Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ−0 <τ+

a }
]

= Eu
[
e−sτ

1,−
0 1{τ1,−

0 <τ1,+
a }

]
.

Para el segundo sumando de (3.12), si τ+
a < τ−0 , entonces τ+

a = τ1,+
a < Ta ya

que no puede haber cambio de régimen sin antes llegar al nivel a y aśı obtenemos
que

T −0,1 = τ1,+
a +

∫ τ−0

τ1,+
a

1{Qt=1}dt y T −0,2 =

∫ τ−0

τ1,+
a

1{Qt=2}dt.

Aplicando la Propiedad Fuerte de Markov con respecto a τ1,+
a obtenemos que

Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ+

a <τ
−
0 <τ

+
b }
]

= Eu
[
Eu
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ1,+

a <τ−0 <τ
+
b }
∣∣∣Fτ1,+

a

]]
= Eu

[
e−sτ

1,+
a 1{τ1,+

a <τ1,−
0 }Eu

[
e−s(T

−
0,1−τ

1,+
a )−qT −0,21{τ−0 <τ+

b }
∣∣∣Fτ1,+

a

]]
= Eu

[
e−sτ

1,+
a 1{τ1,+

a <τ1,−
0 }

]
Ea
[
e−sT

−
0,1−qT

−
0,21{τ−0 <τ+

b }
]

= Eu
[
e−sτ

1,+
a 1{τ1,+

a <τ1,−
0 }

]
h(a),

Por lo tanto, sustituyendo lo anterior en (3.12),

h(u) = Eu
[
e−sτ

1,−
0 1{τ1,−

0 <τ1,+
a }

]
+ Eu

[
e−sτ

1,+
a 1{τ1,+

a <τ1,−
0 }

]
h(a),

y por (2.2), (2.3) y (3.11),

h(u) = Z
(s)
1 (u)− Z(s)

1 (a)
W

(s)
1 (u)

W
(s)
1 (a)

+
W

(s)
1 (u)

W
(s)
1 (a)

∫ b

a

e−
∫ y
a
Cs,q(z)dzDs,q(y)dy.
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Finalmente, para u ≤ b < a, si τ−0 < τ+
b entonces tenemos que τ−0 < Ta ya

que hubo ruina antes de llegar al nivel a y por ende no pudo haber cambio de
régimen y aśı T −0,1 = τ−0 = τ1,−

0 , T −0,2 = 0 y τ+
b = τ1,+

b c.s.. Por lo tanto, por
(2.3)

h(u) = Eu
[
e−sτ

1,−
0 1{τ1,−

0 <τ1,+
b }

]
= Z

(s)
1 (u)− Z(s)

1 (b)
W

(s)
1 (u)

W
(s)
1 (b)

.

Unificando los tres casos concluimos nuestro resultado.

En particular, haciendo s = q en los Teoremas 3.8 y 3.9 obtenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 3.10. Para q ≥ 0 y 0 < u < b,

Eu
[
e−qτ

+
b 1{τ+

b <τ
−
0 }
]

=
W(q)

a (u)

W(q)
a (b)

, (3.13)

y

Eu
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <τ+

b }
]

= Z(q)
a (u)− Z(q)

a (b)
W(q)

a (u)

W(q)
a (b)

. (3.14)

3.2.2. Probabilidad de sobrevivencia

Con los resultados anteriores, una pregunta que llega naturalmente es el de
la probabilidad de sobrevivencia el cual enunciamos a continuación.

Corolario 3.11. Para u > 0,

Pu
(
τ−0 =∞

)
=

Wa(u)

Wa(∞)
.

Demostración. Tomando q = 0 y haciendo b tender a infinito en (3.13),
por teorema de convergencia dominada concluimos el resultado.

Otra cuestión que podŕıa ser de interés es cuando podemos garantizar que
Pu
(
τ−0 =∞

)
> 0 para toda u > 0; es decir, cuando no tenemos ruina segura.

Para ello, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.12. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) E [YTa ] <∞ y µ2 > 0.

(ii) Pu
(
τ−0 =∞

)
> 0 para toda u > 0.

Demostración. Por Corolario 3.11 y las expresiones (3.3) y (3.5) observa-
mos que

Pu
(
τ−0 =∞

)
=

W1(u)

W1(u ∨ a)
e−
∫∞
u∨a C0(z)dz. (3.15)
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Por lo tanto, Pu
(
τ−0 =∞

)
= 0 para toda u > 0 si y solo si

Ia :=

∫ ∞
a

(
1−

∫
[a,z)

W2(z − y)

W2(z)
P (YTa ∈ dy)

)
dz =∞.

Supongamos que se cumple (i), entonces como W2 es una función creciente
tenemos que W2(a) ≤W2(z) para toda z ≥ a y aśı

Ia ≤
1

W2(a)

∫ ∞
a

(
W2(z)−

∫
[a,z)

W2(z − y)P (YTa ∈ dy)

)
dz.

Por otra parte, por Teorema 2.1 (i) y Teorema de Tonelli, tenemos que para
s > 0 ∫ ∞

a

e−sz

(
W2(z)−

∫
[a,z)

W2(z − y)P (YTa ∈ dy)

)
dz

≤
∫ ∞

0

e−szW2(z)dz −
∫

[a,∞)

(∫ ∞
y

e−szW2(z − y)dz

)
P (YTa ∈ dy)

=
1

ψ2(s)
−
∫

[a,∞)

e−sy
(∫ ∞

0

e−szW2(z)dz

)
P (YTa ∈ dy)

=
1−

∫
[a,∞)

e−syP (YTa ∈ dy)

ψ2(s)
.

Utilizando L’Hôpital concluimos que

Ia ≤
1

W2(a)
ĺım
s→0+

∫
[a,∞)

(1− e−sy)P (YTa ∈ dy)

ψ2(s)

=
1

W2(a)
ĺım
s→0+

∫
[a,∞)

ye−syP (YTa ∈ dy)

ψ2
′(s)

=
E [YTa ]

W2(a)µ2
.

Por lo tanto, si se cumple (i) obtenemos que Ia <∞ y aśı se cumple (ii).
Ahora, por contrapositiva, supongamos que no se cumple (i); es decir,

E [YTa ] =∞ o µ2 ≤ 0. Observemos que para toda z ≥ a se cumple que

1 =

∫
[a,∞)

P (YTa ∈ dy) = P (YTa ≥ z) +

∫
[a,z)

P (YTa ∈ dy) .
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Aśı, por Teorema de Tonelli, tenemos que

Ia =

∫ ∞
a

(
1−

∫
[a,z)

W2(z − y)

W2(z)
P (YTa ∈ dy)

)
dz

=

∫ ∞
a

P (YTa ≥ z) dz +

∫ ∞
a

∫
[a,z)

W2(z)−W2(z − y)

W2(z)
P (YTa ∈ dy) dz

=

∫ ∞
a

(∫ ∞
z

P (YTa ∈ dy)

)
dz +

∫
[a,∞)

(∫ ∞
y

W2(z)−W2(z − y)

W2(z)
dz

)
P (YTa ∈ dy)

=

∫ ∞
a

(∫ y

a

dz

)
P (YTa ∈ dy) +

∫
[a,∞)

(∫ ∞
y

W2(z)−W2(z − y)

W2(z)
dz

)
P (YTa ∈ dy)

= E [YTa ]− a+

∫
[a,∞)

(∫ ∞
y

W2(z)−W2(z − y)

W2(z)
dz

)
P (YTa ∈ dy)

Utilizando que la doble integral no es negativa por ser W2 una función creciente
veamos que si E [YTa ] = ∞, entonces Ia = ∞ y aśı Pu

(
τ−0 =∞

)
≡ 0. Por otra

parte, si µ2 < 0, entonces tenemos que φ2(0) > 0 y por Proposición 2.13

ĺım
z→∞

W2(z − y)

W2(z)
= e−φ2(0)y < 1,

para toda y ≥ a. Aśı, para y suficientemente grande, tenemos que∫ ∞
y

W2(z)−W2(z − y)

W2(z)
dz =

∫ ∞
y

(
1− e−φ2(0)y

)
dz =∞.

Y como E [YTa ] > a concluimos que Ia = ∞ y aśı Pu
(
τ−0 =∞

)
≡ 0. El caso

µ2 = 0 lo omitimos debido a lo técnico que puede llegar a ser su demostra-
ción.

Con este último resultado tenemos un criterio para garantizar cuando no te-
nemos ruina segura. Notemos que la cantidad E [YTa ] se relaciona con el proceso
X1 y µ2 con el proceso X2. El siguiente resultado nos da una relación entre
E [YTa ] y Π1.

Proposición 3.13. Tenemos que E [YTa ] <∞ si y solo si
∫ −1

−∞ |y|Π1(dy) <∞.

Demostración. Como

E [YTa ] = E
[
YTa1{YTa>a+1}

]
+ E

[
YTa1{YTa≤a+1}

]
,

tenemos que E [YTa ] < ∞ si y solo si E
[
YTa1{YTa>a+1}

]
< ∞. Utilizando (3.1)
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con q = 0 y haciendo un cambio de variable obtenemos que

E
[
YTa1{YTa>a+1}

]
=

∫ ∞
a+1

y P (YTa ∈ dy)

=

∫ a

0

(
W1
′(z)

λ(a, 0)
−W1(z)

)(∫ ∞
a+1

y Π1(z − dy)

)
dz

+
W1(0+)

λ(a, 0)

∫ ∞
a+1

y Π1(−dy)

=

∫ a

0

(
W1
′(z)

λ(a, 0)
−W1(z)

)(∫ −z−a−1

−∞
(z − y)Π1(dy)

)
dz

+
W1(0+)

λ(a, 0)

∫ −a−1

−∞
|y|Π1(dy). (3.16)

Por Teorema 3.3 tenemos que W1
′(z)

λ(a,0) −W1(z) ≥ 0 por ser la densidad de una

medida resolvente. Además, para z ∈ (0, a] y y < −a − 1 < z − a − 1 ≤ −1,
tenemos que 0 < |y| < z − y y aśı∫ −a−1

−∞
|y|Π1(dy) ≤

∫ z−a−1

−∞
(z − y)Π1(dy)

= zΠ1(−∞, z − a− 1)−
∫ z−a−1

−∞
yΠ1(dy)

≤ aΠ1(−∞,−1) +

∫ −1

−∞
|y|Π1(dy)

Sustituyendo en (3.16) y utilizando que Π1 es finita en subconjuntos compactos
de (−∞, 0) por ser medida de Lévy obtenemos nuestro resultado.

3.2.3. Tiempos de ocupación dependientes del régimen

En esta sección nos interesa los tiempos esperados de ocupación dependientes
del régimen (descontados) antes de la ruina. Para ello definimos,

Aq :=

∫ τ−0

0

e−qt1{Qt=1}dt y Bq :=

∫ τ−0

0

e−qt1{Qt=2}dt, q ≥ 0.

Como el caso q = 0 se reduce a A0 = T −0,1 y B0 = T −0,2, cuyas transformadas de
Laplace estan dadas por el Teorema 3.9 haciendo b tender a infinito, solo nos
interesará el caso q > 0.

El siguiente teorema nos da una fórmula recursiva para los momentos de Aq.

Teorema 3.14. Para toda q > 0, k ∈ N y u ≥ a, tenemos que

Eu
[
(Aq)

k
]

=

∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Ckq(z)dz

(
λ(a, kq)mk−1(y)−m′k−1(y)

)
dy,
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donde

mk−1(z) =

k−1∑
j=1

(
k

j

) k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−jλ(a, lq)

qk−j

×
∫ ∞
z

Ex[(Aq)
j ]e−λ(a,lq)(x−z)

[∫
[a,x)

W
(jq)
2 (x− y)

W
(jq)
2 (x)

F
(lq)
YTa

(dy)

]
dx

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk

(
Z

(jq)
1 (a)− jqW

(jq)
1 (a)

λ(a, jq)

)
(3.17)

Demostración. Sea wk(u) := Eu[(Aq)
k]. Como Qt = 1 para toda t ∈ [0, Ta)

y el hecho de que la hipótesis u ≥ a implica que Ta ≤ τ−0 c.s., entonces al
condicionar sobre FTa tenemos que

wk(u) = Eu

(∫ Ta

0

e−qtdt+

∫ τ−0

Ta

e−qt1{Qt=1}dt

)k
=

k∑
j=0

(
k

j

)
Eu

(1

q

(
1− e−qTa

))k−j (∫ τ−0

Ta

e−qt1{Qt=1}dt

)j
=

k∑
j=1

(
k

j

)
Eu

(1

q

(
1− e−qTa

))k−j (∫ τ−0

Ta

e−qt1{Qt=1}dt

)j+
1

qk
Eu
[
(1− e−qTa)k

]

=

k∑
j=1

(
k

j

)
Eu

 1

qk−j

 k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−je−(l−j)qTa

E

(∫ τ−0

Ta

e−qt1{Qt=1}dt

)j∣∣∣∣∣∣FTa


+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk
Eu
[
e−jqTa

]
(3.18)

Por otro lado, como Qt = 2 para t ∈ [Ta, τ), donde τ = τ−0 ∧ τ
2,+

XTa
, entonces

E

(∫ τ−0

Ta

e−qt1{Qt=1}dt

)j∣∣∣∣∣∣FTa
 = e−jqTaEXTa−YTa

(∫ τ−0

τ

e−qt1{Qt=1}dt

)j
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Condicionando sobre τ2,+

XTa
, para j ≥ 1:

EXTa−YTa

(∫ τ−0

τ

e−qt1{Qt=1}dt

)j
= EXTa−YTa

E

∫ τ−0

τ2,+

XTa

e−qt1{Qt=1}dt

j

1{
τ2,+

XTa

<τ−0

}
∣∣∣∣∣∣∣Fτ2,+

XTa




= EXTa−YTa

e−qjτ2,+

XTa 1{
τ2,+

XTa

<τ2,−
0

}EXTa
(∫ τ−0

0

e−qt1{Qt=1}dt

)j
=
W

(jq)
2

(
XTa − YTa

)
W

(jq)
2

(
XTa

) wj
(
XTa

)
, (3.19)

donde se utilizó (2.2). Sustituyendo en (3.18) y separando el caso j = k obtene-
mos que

wk(u) =

k∑
j=1

(
k

j

)
Eu

 1

qk−j

 k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−je−lqTa

 W
(jq)
2

(
XTa − YTa

)
W

(jq)
2

(
XTa

) wj
(
XTa

)
+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk
Eu[e−jqTa ]

= Eu

[
e−kqTa

W
(kq)
2

(
XTa − YTa

)
W

(kq)
2

(
XTa

) wk
(
XTa

)]

+

k−1∑
j=1

(
k

j

) k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−j

qk−j
Eu

[
e−lqTa

W
(jq)
2

(
XTa − YTa

)
W

(jq)
2

(
XTa

) wj
(
XTa

)]

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk

(
Z

(jq)
1 (a)− jqW

(jq)
1 (a)

λ(a, jq)

)
,

donde se utilizó el Teorema 3.2 para la transformada de Laplace de Ta. Por lo
tanto, por Corolario 3.5 y utilizando probabilidad total, integrando primero so-
bre los valores de XTa ≥ u y luego sobre los valores de YTa ∈ [a,XTa) obtenemos
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que

wk(u) =

∫ ∞
u

∫
[a,x)

Eu
[
e−kqTa1{XTa∈dx,YTa∈dy}

] W (kq)
2 (x− y)

W
(kq)
2 (x)

wk (x)

+

k−1∑
j=1

(
k

j

) k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−j

qk−j

×
∫ ∞
u

∫
[a,x)

Eu
[
e−lqTa1{XTa∈dx,YTa∈dy}

] W (jq)
2 (x− y)

W
(jq)
2 (x)

wj (x)

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk

(
Z

(jq)
1 (a)− jqW

(jq)
1 (a)

λ(a, jq)

)

=

∫ ∞
u

λ(a, kq)wk (x) e−λ(a,kq)(x−u)

[∫
[a,x)

W
(kq)
2 (x− y)

W
(kq)
2 (x)

F
(kq)
YTa

(dy)

]
dx

+
k−1∑
j=1

(
k

j

) k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−jλ(a, lq)

qk−j

×
∫ ∞
u

wj (x) e−λ(a,lq)(x−u)

[∫
[a,x)

W
(jq)
2 (x− y)

W
(jq)
2 (x)

F
(lq)
YTa

(dy)

]
dx

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk

(
Z

(jq)
1 (a)− jqW

(jq)
1 (a)

λ(a, jq)

)

= λ(a, kq)eλ(a,kq)u

∫ ∞
u

wk (x) e−λ(a,kq)x

[∫
[a,x)

W
(kq)
2 (x− y)

W
(kq)
2 (x)

F
(kq)
YTa

(dy)

]
dx+mk−1(u),

donde utilizamos la definición de mk−1 dada en (3.17). Derivando con respecto
a u obtenemos que

w′k(u) = λ(a, kq) [wk(u)−mk−1(u)]− λ(a, kq)wk(u)

[∫
[a,u)

W
(kq)
2 (u− y)

W
(kq)
2 (u)

F
(kq)
YTa

(dy)

]
+m′k−1(u)

= λ(a, kq)

[
1−

∫
[a,u)

W
(kq)
2 (u− y)

W
(kq)
2 (u)

F
(kq)
YTa

(dy)

]
wk(u)− λ(a, kq)mk−1(u) +m′k−1(u)

= Ckq(u)wk(u)− λ(a, kq)mk−1(u) +m′k−1(u). (3.20)

La solución a esta ecuación diferencial ordinaria con condición inicial wk(a) esta
dada por

wk(u) = e
∫ u
a
Ckq(z)dz

[
wk(a)−

∫ u

a

e−
∫ y
a
Ckq(z)dz

(
λ(a, kq)mk−1(y)−m′k−1(y)

)
dy

]
,

(3.21)

donde como W
(kq)
2 es una función creciente y por definición de F

(kq)
YTa

(3.1),
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entonces

Ckq(z) = λ(a, kq)

[
1−

∫
[a,z)

W
(kq)
2 (z − y)

W
(kq)
2 (z)

F
(kq)
YTa

(dy)

]

≥ λ(a, kq)

[
1−

∫
[a,z)

F
(kq)
YTa

(dy)

]
= λ(a, kq)

(
1− E

[
e−kqTa1{YTa∈[a,z)}

])
≥ λ(a, kq)

(
1− E

[
e−kqTa

])
(3.22)

para q > 0 y z > a. Aśı, obtenemos que
∫∞
a
Ckq(z)dz =∞. Por otro lado, como

wk(u) ≤ Eu

(∫ τ−0

0

e−qtdt

)k ≤ q−k
haciendo u tender a infinito obtenemos que

ĺım
u→∞

wk(u)e−
∫ u
a
Ckq(z)dz = 0.

Por lo tanto, en la identidad (3.21) vemos que

wk(a) =

∫ ∞
a

e−
∫ y
a
Ckq(z)dz

(
λ(a, kq)mk−1(y)−m′k−1(y)

)
dy.

Sustituyendo en (3.21) concluimos que

wk(u) =

∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Ckq(z)dz

(
λ(a, kq)mk−1(y)−m′k−1(y)

)
dy.

Para el caso 0 < u < a basta con aplicar la propiedad fuerte de Markov con
respecto a τ+

a . Por ende este caso se omite.
De igual manera, podemos calcular los momentos de Bq

Teorema 3.15. Para toda q > 0, k ∈ N y u ≥ a, tenemos que

Eu
[
(Bq)

k
]

=

∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Ckq(z)dz

(
λ(a, kq)nk−1(y)− n′k−1(y)

)
dy,

donde

nk−1(z) =

k−1∑
j=1

(
k

j

) k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−j

qk−j

∫ ∞
z

Ex
[
(Bq)

j
]
e−λ(a,kq)(x−z)(λ(a, kq)− Ckq,lq(x))dx

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk

∫ ∞
z

e−λ(a,kq)(x−z)(λ(a, kq)− Ckq,jq(x) +Dkq,jq(x))dx

(3.23)

Demostración. Sea vk(u) := Eu
[
(Bq)

k
]
. Como Qt = 1 para toda t ∈

[0, Ta) y el hecho de que la hipótesis u ≥ a implica que Ta ≤ τ−0 c.s., entonces
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al condicionar sobre FTa y utilizando que Qt = 2 para toda t ∈ [Ta, τ), donde
τ = τ−0 ∧ τ

2,+

XTa
, tenemos que

vk(u) = Eu

(∫ τ−0

Ta

e−qt1{Qt=2}dt

)k
= Eu

(∫ τ

Ta

e−qtdt+

∫ τ−0

τ

e−qt1{Qt=2}dt

)k
=

k∑
j=1

(
k

j

)
Eu

E
(∫ τ

Ta

e−qtdt

)k−j (∫ τ−0

τ

e−qt1{Qt=2}dt

)j∣∣∣∣∣∣FTa


+ Eu

[(∫ τ

Ta

e−qtdt

)k]
(3.24)

Por otra parte, para j ≥ 1,

E

(∫ τ

Ta

e−qtdt

)k−j (∫ τ−0

τ

e−qt1{Qt=2}dt

)j∣∣∣∣∣∣FTa


= E

e−q(k−j)Ta (∫ τ−Ta

0

e−qtdt

)k−j
e−qjTa

(∫ τ−0 −Ta

τ−Ta
e−qt1{Qt=2}dt

)j∣∣∣∣∣∣FTa


= e−qkTaEXTa−YTa

(∫ τ

0

e−qtdt

)k−j (∫ τ−0

τ

e−qt1{Qt=2}dt

)j .
Luego, condicionando sobre τ2,+

XTa
y utilizando el mismo argumento que en (3.19)

obtenemos que para j ≥ 1,

EXTa−YTa

(∫ τ

0

e−qtdt

)k−j (∫ τ−0

τ

e−qt1{Qt=2}dt

)j
= EXTa−YTa

(∫ τ2,+

XTa

0

e−qtdt

)k−j∫ τ−0

τ2,+

XTa

e−qt1{Qt=2}dt

j

1{
τ2,+

XTa

<τ−0

}


= EXTa−YTa

(∫ τ2,+

XTa

0

e−qtdt

)k−j
1{

τ2,+

XTa

<τ−0

}E

∫ τ−0

τ2,+

XTa

e−qt1{Qt=2}dt

j
∣∣∣∣∣∣∣Fτ2,+

XTa




=

k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−j

qk−j
EXTa−YTa

[
e
−qlτ2,+

XTa 1{
τ2,+

XTa

<τ2,−
0

}vj(XTa)

]

=

k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−j

qk−j
W

(lq)
2 (XTa − YTa)

W
(lq)
2 (XTa)

vj(XTa).
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Por otra parte,

Eu

[(∫ τ

Ta

e−qtdt

)k]
=

1

qk
Eu
[(
e−qTa − e−qτ

)k]
=

1

qk
Eu
[
e−qkTaE

[(
1− e−q(τ−Ta)

)k∣∣∣∣FTa]]
=

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk
Eu
[
e−qkTaEXTa−YTa

[
e−qjτ

]]
,

donde por el Teorema 2.1 tenemos que,

EXTa−YTa
[
e−qjτ

]
= EXTa−YTa

[
e
−qjτ2,+

XTa 1{
τ2,+

XTa

<τ2,−
0

}
]

+ EXTa−YTa

[
e−qjτ

2,−
0 1{

τ2,−
0 <τ2,+

XTa

}
]

=
W

(jq)
2 (XTa − YTa)

W
(jq)
2 (XTa)

+ Z
(jq)
2 (XTa − YTa)− Z(jq)

2 (XTa)
W

(jq)
2 (XTa − YTa)

W
(jq)
2 (XTa)

.

Sustituyendo todo lo anterior en (3.24) y separando el caso j = k obtenemos
que

vk(u) = Eu

[
e−kqTa

W
(kq)
2 (XTa − YTa)

W
(kq)
2 (XTa)

vk(XTa)

]

+

k−1∑
j=1

(
k

j

) k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−j

qk−j
Eu

[
e−kqTa

W
(lq)
2 (XTa − YTa)

W
(lq)
2 (XTa)

vj(XTa)

]

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk
Eu

[
e−qkTa

W
(jq)
2 (XTa − YTa)

W
(jq)
2 (XTa)

]

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk
Eu

[
e−qkTa

(
Z

(jq)
2 (XTa − YTa)− Z(jq)

2 (XTa)
W

(jq)
2 (XTa − YTa)

W
(jq)
2 (XTa)

)]
.

Por lo tanto, utilizando probabilidad total para integrar primero sobre los valores
de XTa ≥ u para luego integrar sobre los valores de YTa ∈ [a,XTa) para los
primeros tres sumandos y YTa ≥ a para el cuarto sumando, aśı por el Corolario
3.5 concluimos que

vk(u) =

∫ ∞
u

∫
[a,x)

Eu
[
e−kqTa1{XTa∈dx,YTa∈dy}

] W (kq)
2 (x− y)

W
(kq)
2 (x)

vk(x)

+

k−1∑
j=1

(
k

j

) k∑
l=j

(
k − j
l − j

)
(−1)l−j

qk−j

∫ ∞
u

∫
[a,x)

Eu
[
e−kqTa1{XTa∈dx,YTa∈dy}

] W (lq)
2 (x− y)

W
(lq)
2 (x)

vj(x)

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk

∫ ∞
u

∫
[a,x)

Eu
[
e−kqTa1{XTa∈dx,YTa∈dy}

] W (jq)
2 (x− y)

W
(jq)
2 (x)

+

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j

qk

∫ ∞
u

∫ ∞
a

Eu
[
e−qkTa1{XTa∈dx,YTa∈dy}

](
Z

(jq)
2 (x− y)− Z(jq)

2 (x)
W

(jq)
2 (x− y)

W
(jq)
2 (x)

)

=

∫ ∞
u

vk(x)e−λ(a,kq)(x−u)(λ(a, kq)− Ckq(x))dx+ nk−1(u),
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donde utilizamos la definición de nk−1 dada en (3.23). De igual manera que en
(3.20), derivando con respecto a u obtenemos que

v′k(u) = Ckq(u)vk(u)− λ(a, kq)nk−1(u) + n′k−1(u).

Concluimos de igual manera que

vk(u) =

∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Ckq(z)dz(λ(a, kq)nk−1(y)− n′k−1(y))dy.

Para el caso 0 < u < a basta con aplicar la propiedad fuerte de Markov con
respecto a τ+

a . Por ende este caso se omite.
En particular podemos deducir los tiempos esperados de ocupación en cada

régimen antes de la ruina.

Corolario 3.16. Para toda q > 0 y u ≥ a,

Eu[Aq] =

(
W

(q)
1 (a)− λ(a, q)

∫ a

0

W
(q)
1 (x)dx

)∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Cq(z)dzdy.

Demostración. Haciendo k = 1 en el Teorema 3.14 y por definición de Z
(q)
1

(2.1) tenemos que

m0(z) =
1− Z(q)

1 (a)

q
+
W

(q)
1 (a)

λ(a, q)
=
W

(q)
1 (a)

λ(a, q)
−
∫ a

0

W
(q)
1 (x)dx.

Aśı, como m′0(z) ≡ 0, concluimos que

Eu [Aq] =

∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Cq(z)dzλ(a, q)m0(y)dy

=

(
W

(q)
1 (a)− λ(a, q)

∫ a

0

W
(q)
1 (x)dx

)∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Cq(z)dzdy (3.25)

Corolario 3.17. Para toda q > 0 y u ≥ a,

Eu[Bq] =
1−

∫∞
u
e−
∫ y
u
Cq(z)dzDq(y)dy

q
− Eu[Aq]

Demostración. Haciendo k = 1 en el Teorema 3.15 y por definición de Cs,q
y Ds,q dadas en (3.5) y (3.6) tenemos que

n0(z) =
eλ(a,q)z

q

[∫ ∞
z

e−λ(a,q)x (Dq,0(x)− Cq,0(x) + Cq(x)−Dq(x)) dx

]
=
eλ(a,q)z

q

[∫ ∞
z

e−λ(a,q)x
(
λ(a, q)E

[
e−qTa

]
− λ(a, q) + Cq(x)−Dq(x)

)
dx

]
,

donde, por el Teorema 3.2, tenemos que

n0(z) =
Z

(q)
1 (a)− 1

q
− W

(q)
1 (a)

λ(a, q)
+
eλ(a,q)z

q

[∫ ∞
z

e−λ(a,q)x (Cq(x)−Dq(x)) dx

]
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con derivada

n′0(z) = λ(a, q)

[
n0(z)−

(
Z

(q)
1 (a)− 1

q
− W

(q)
1 (a)

λ(a, q)

)]
− Cq(z)−Dq(z)

q
.

Por lo tanto,

Eu[Bq] =

∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Cq(z)dz(λ(a, q)n0(y)− n′0(y))dy

=

∫ ∞
u

e−
∫ y
u
Cq(z)dz

(
λ(a, q)

Z
(q)
1 (a)− 1

q
−W (q)

1 (a) +
Cq(y)−Dq(y)

q

)
dy.

Notemos que si F (y) = e−
∫ y
u
Cq(z)dz, donde sabemos que F (u) = 1 y F (∞) = 0

por la observación en (3.22), entonces F ′(y) = −F (y)Cq(y) y aśı por el Teorema
Fundamental del Cálculo,∫ ∞

u

e−
∫ y
u
Cq(z)dzCq(y)dy =

∫ ∞
u

F (y)Cq(y)dy

= −
∫ ∞
u

F ′(y)dy = F (u)− F (∞) = 1.

Utilizando (3.25) concluimos nuestro resultado.

3.2.4. Modelo de primas con cambio de régimen

En esta sección definimos el modelo de primas con cambio de régimen de la
siguiente manera. Supongamos que X1 y X2 son procesos de difusión con saltos
que cumplen que c1 < c2, σ := σ1 = σ2 y Π := Π1 = Π2 con 0 < Π(−∞, 0) <∞.
Entonces, por lo discutido en la Sección 1.2, podemos expresar a X como

Xt = u+ dtt+ σBt −
Nt∑
i=1

Ji, t ≥ 0, (3.26)

donde

dt =

{
d1 := c1 +

∫
(−1,0)

|y|Π(dy) si Qt = 1,

d2 := c2 +
∫

(−1,0)
|y|Π(dy) si Qt = 2,

N = {Nt}t≥0 es un proceso de Poisson con tasa λ := Π(−∞, 0), J = {Ji}i≥1 es
una sucesión de variables aleatorias positivas i.i.d con función de distribución
común F (dy) = 1

λΠ(−dy) y B = {Bt}t≥0 es un Movimiento Browniano estándar
tales que N, J y B son mutuamente independientes. Este modelo esencialmente
cambia entre las tasas de prima d1 y d2 de acuerdo al cambio de régimen basado
en el declive.

Con este modelo en mente, veamos su relación con otros dos modelos de
riesgo que se encuentran en la literatura.

Relación con el modelo de impuestos loss-carry-forward: σ = 0

En este apartado veremos que cuando σ = 0 el modelo de primas con cambio
de régimen (3.26) se reduce al modelo de impuestos loss-carry-forward con tasa
de impuesto γ = d2−d1

d1
cuando a tiende a cero [9].

63



Proposición 3.18. Consideremos el modelo de primas con cambio de régimen
y σ = 0. Entonces, para toda q ≥ 0 y 0 < u < b,

ĺım
a→0+

Eu
[
e−qτ

+
b 1{τ+

b <τ
−
0 }
]

= ĺım
a→0+

W(q)
a (u)

W(q)
a (b)

=

(
W

(q)
2 (u)

W
(q)
2 (b)

) d2
d1

Demostración. Por definición, haciendo a→ 0+ y por los Lemas 2.6 y 2.10
obtenemos que

ĺım
a→0+

λ(a, q) =
q + λ

d1
.

Aśı,

ĺım
a→0+

F
(q)
YTa

(dy) = ĺım
a→0+

W
(q)
1 (0+)

λ(a, q)
Π1(−dy) =

λ

q + λ
F (dy).

Por otro lado, haciendo a→ 0+ en la Proposición 3.7 obtenemos que

W
(q)
2 (z)− λ

q + λ

∫ z

0

W
(q)
2 (z − y)F (dy) =

d2

q + λ
W

(q)
2

′
(z), z > a.

Sustituyendo observemos que

ĺım
a→0+

Cq(z) = ĺım
a→0+

λ(a, q)

(
1−

∫
[a,z)

W
(q)
2 (z − y)

W
(q)
2 (z)

F
(q)
YTa

(dy)

)

=
q + λ

d1W
(q)
2 (z)

(
W

(q)
2 (z)− λ

q + λ

∫ z

0

W
(q)
2 (z − y)F (dy)

)

=
d2

d1

W
(q)
2

′
(z)

W
(q)
2 (z)

.

Por lo tanto, para x > 0,

ĺım
a→0+

W(q)
a (x) = ĺım

a→0+

W
(q)
1 (x)W

(q)
1 (a)

W
(q)
1 (x ∨ a)

e
∫ x∨a
a

Cq(z)dz

=
1

d1
e

∫ x
0

d2
d1

W
(q)
2

′
(z)

W
(q)
2 (z)

dz

=
1

d1

(
d2W

(q)
2 (x)

) d2
d1
,

concluyendo el resultado.

Relación con el modelo de prima simple: σ > 0

En el caso en el que σ > 0 entonces el siguiente resultado nos dice que el
modelo de primas con cambio de régimen (3.26) se reduce al modelo de difusión
con saltos con tasa de prima simple d2 cuando a tiende a cero.

Proposición 3.19. Consideremos el modelo de primas con cambio de régimen
y σ > 0. Entonces, para toda q ≥ 0 y 0 < u < b,

ĺım
a→0+

Eu
[
e−qτ

+
b 1{τ+

b <τ
−
0 }
]

= ĺım
a→0+

W(q)
a (u)

W(q)
a (b)

=
W

(q)
2 (u)

W
(q)
2 (b)

.
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Demostración. Definiendo F
(q)

YTa
(y) := E

[
e−qTa1{YTa>y}

]
, por Corolario

3.5 y usando que
W

(q)
1

′
(z)

λ(a,q) −W
(q)
1 (z) ≥ 0 para z ∈ [0, a] por ser la densidad de

una medida resolvente por Teorema 3.3, veamos que por Teorema de Tonelli

F
(q)

YTa
(a)

a
=

1

a

∫ ∞
a

F
(q)
YTa

(dy)

=
1

a

∫ ∞
a

∫ a

0

(
W

(q)
1

′
(z)

λ(a, q)
−W (q)

1 (z)

)
Π(z − dy)dz

=
λ

a

∫ a

0

[(
W

(q)
1

′
(z)

λ(a, q)
−W (q)

1 (z)

)(∫ ∞
a

F (dy − z)
)]

dz

≤ λ

a

∫ a

0

(
W

(q)
1

′
(z)

λ(a, q)
−W (q)

1 (z)

)
dz

≤ λ

aλ(a, q)

∫ a

0

W
(q)
1

′
(z)dz

=
λW

(q)
1 (a)2

aW
(q)
1

′
(a)

,

donde, por Lemas 2.6 y 2.10 sabemos que W
(q)
1 (0+) = 0 y ĺıma→0+

W
(q)
1 (a)
a =

W
(q)
1

′
(0+) = 2

σ2 , y aśı concluimos que

ĺım
a→0+

λW
(q)
1 (a)2

aW
(q)
1

′
(a)

= 0,

y como F
(q)

YTa
(a) ≥ 0, entonces

ĺım
a→0+

F
(q)

YTa
(a)

a
= 0.

Por lo tanto, F
(q)

YTa
(a) = o(a) y aśı

Cq(z) = λ(a, q)

(
1−

∫
[a,z)

W
(q)
2 (z − y)

W
(q)
2 (z)

F
(q)
YTa

(dy)

)

= λ(a, q)

(
1− W

(q)
2 (z − a)

W
(q)
2 (z)

F
(q)
YTa

(a)−
∫

(a,z)

W
(q)
2 (z − y)

W
(q)
2 (z)

F
(q)
YTa

(dy)

)

= λ(a, q)

(
1− W

(q)
2 (z − a)

W
(q)
2 (z)

F
(q)
YTa

(a) + o(a)

)
.

Notemos que por (3.1)

ĺım
a→0+

F
(q)
YTa

(a) = ĺım
a→0+

σ2

2

(
W

(q)
1

′
(a)− W

(q)
1

′′
(a)

λ(a, q)

)
= 1,
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pues si σ > 0 entonces, por definición de λ(a, q) (3.2), ĺıma→0+ λ(a, q) =∞ por

Lemas 2.6 y 2.10, y W
(q)
1 ∈ C2(0,∞) por Teorema 2.5. Aśı,

ĺım
a→0+

Cq(z) = ĺım
a→0+

λ(a, q)

(
1− W

(q)
2 (z − a)

W
(q)
2 (z)

F
(q)
YTa

(a) + o(a)

)

= ĺım
a→0+

aλ(a, q)

W (q)
2 (z)−W (q)

2 (z − a)F
(q)
YTa

(a)

aW
(q)
2 (z)

+
o(a)

a


=
W

(q)
2

′
(z)

W
(q)
2 (z)

por definición de derivada y donde

ĺım
a→0+

aλ(a, q) = ĺım
a→0+

aW
(q)
1

′
(a)

W
(q)
1 (a)

= 1,

pues ĺıma→0+
W

(q)
1 (a)
a = W

(q)
1

′
(0+). Por lo tanto, para x > 0,

ĺım
a→0+

W(q)
a (x) = ĺım

a→0+

W
(q)
1 (x)W

(q)
1 (a)

W
(q)
1 (x ∨ a)

e
∫ x∨a
a

Cq(z)dz

= ĺım
a→0+

W
(q)
1 (a)e

∫ x
a

W
(q)
2

′
(z)

W
(q)
2 (z)

dz

= ĺım
a→0+

W
(q)
1 (a)

W
(q)
2 (a)

W
(q)
2 (x)

= ĺım
a→0+

W
(q)
1

′
(a)

W
(q)
2

′
(a)

W
(q)
2 (x)

= W
(q)
2 (x),

concluyendo el resultado.

Modelo de Riesgo Poisson Compuesto con Saltos Exponenciales

Observemos que ocurre cuando consideramos que Xk (k = 1, 2) son procesos
de Poisson compuestos con deriva y saltos exponenciales; es decir,

Xk
t = u+ dkt−

Nkt∑
i=1

Jki t ≥ 0,

donde dk, λk y βk son constantes positivas correspondientes a las tasas de las
primas, las tasas de las llegadas de los reclamos (Nk) y las tasas de los montos
de los reclamos (Jk) respectivamente. En este caso, tendremos que las transfor-
madas de Laplace cumplen que

ψk(s) = dks−
λks

s+ βk
, para s ≥ 0.

66



con µk = dk − λk
βk
> 0 para evitar la ruina segura por el Teorema 3.12. Además

supondremos que d1 ≤ d2, λ1 ≥ λ2, β1 ≤ β2 y µ1 ≤ µ2, esto con el fin de
recuperarnos al estar en el régimen con riesgo. Aśı calculando sus funciones
escala con la inversa de la transformada de Laplace utilizando el Teorema 2.1
(i) obtenemos que

Wk(x) =
1

dkξk

(
βk −

λk
dk
e−ξkx

)
, x ≥ 0,

donde ξk = βk − λk
dk
> 0 y ξ1 ≤ ξ2. Luego, como

W ′k(x) =
λk
d2
k

e−ξkx,

se sigue que

λ(a, 0) =
λ1ξ1e

−ξ1a

d1β1 − λ1e−ξ1a
.

Por otra parte, por (3.1), se puede obtener que

P(YTa ∈ dy) =

∫ a

0

(
W ′1(z)

λ(a, 0)
−W1(z)

)
Π1(z − dy)dz +

W1(0+)

λ(a, 0)
Π1(−dy)

=
β1λ1e

−β1y

λ(a, 0)d1

[∫ a

0

(
λ1

d1
e−ξ1z − λ(a, 0)

(
β1d1 − λ1e

−ξ1z

d1ξ1

))
eβ1zdz + 1

]
dy

=
β1λ1e

−β1y

λ(a, 0)d1

[(
λ1ξ1 + λ1λ(a, 0)

d1(ξ1 − β1)ξ1

)(
1− e−(ξ1−β1)a

)
− λ(a, 0)

ξ1

(
eβ1a − 1

)
+ 1

]
dy

=
β1e
−β1yλ1

λ(a, 0)d2
1(ξ1 − β1)ξ1

[
(λ1ξ1 + λ1λ(a, 0))

(
1− e−(ξ1−β1)a

)
−λ(a, 0)d1(ξ1 − β1)

(
eβ1a − 1

)
+ d1(ξ1 − β1)ξ1

]
dy

=
β1e
−β1y

λ1ξ1e−ξ1a(λ1 − β1d1)

[(
λ1ξ1(d1β1 − λ1e

−ξ1a) + λ1ξ1λ1e
−ξ1a

) (
1− e−(ξ1−β1)a

)
−ξ1λ1e

−ξ1ad1(ξ1 − β1)
(
eβ1a − 1

)
+ d1(ξ1 − β1)ξ1(d1β1 − λ1e

−ξ1a)
]
dy

= β1e
−β1(y−a)dy.

Es decir, YTa − a se distribuye exponencial de parámetro β1. Por otra parte,
calculando C0(z) por (3.5) vemos que

C0(z) = λ(a, 0)

(
1− eβ1a

∫
[a,z)

d2β2 − λ2e
−ξ2(z−y)

d2β2 − λ2e−ξ2z
β1e
−β1ydy

)

= λ(a, 0)− λ(a, 0)eβ1a

d2β2 − λ2e−ξ2z

[
d2β2

(
e−β1a − e−β1z

)
− λ2β1e

−ξ2z

β1 − ξ2

(
e−(β1−ξ2)a − e−(β1−ξ2)z

)]
= λ(a, 0)− λ(a, 0)eβ1a

d2β2 − λ2e−ξ2z

[
e−β1a

(
d2β2 −

λ2β1e
−ξ2(z−a)

β1 − ξ2

)
− e−β1z

(
d2β2 −

λ2β1

β1 − ξ2

)]
.
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Por otro lado, para x ≥ u ∨ a y haciendo cambios de variable,∫ x

u∨a
C0(z)dz

= λ(a, 0)(x− u ∨ a)− λ(a, 0)

β1 − ξ2

∫ x

u∨a

d2β2(β1 − ξ2)− λ2β1e
−ξ2(z−a)

d2β2 − λ2e−ξ2z
dz

+
λ(a, 0)eβ1a(d2β2(β1 − ξ2)− λ2β1)

β1 − ξ2

∫ x

u∨a

e−β1z

d2β2 − λ2e−ξ2z
dz

= λ(a, 0)(x− u ∨ a)

− λ(a, 0)

(β1 − ξ2)ξ2

[
(β1 − ξ2 − β1e

ξ2a) log

(
d2β2e

ξ2x − λ2

d2β2eξ2(u∨a) − λ2

)
+ β1ξ2e

ξ2a(x− u ∨ a)

]
+
λ(a, 0)eβ1a(d2β2(β1 − ξ2)− λ2β1)

β1 − ξ2

∫ x−u∨a

0

e−β1(z+u∨a)

d2β2 − λ2e−ξ2(z+u∨a)
dz

= ρ1(x− u ∨ a)− ρ1

ξ2
log

(
d2β2e

ξ2x − λ2

d2β2eξ2(u∨a) − λ2

)
+ ρ2

β1

ξ2

∫ 1

e−ξ2(x−u∨a)

t
β1
ξ2
−1

1− λ2

d2β2
e−ξ2(u∨a)t

dt,

donde

ρ1 = λ(a, 0)

(
1− β1e

ξ2a

β1 − ξ2

)
y ρ2 =

λ(a, 0)e−β1(u∨a−a)

β1

(
1− λ2β1

d2β2(β1 − ξ2)

)
.

Notemos que para x suficientemente grande, tendremos que

ρ1x−
ρ1

ξ2
log
(
d2β2e

ξ2x − λ2

)
≈ ρ1

[
x−

log
(
d2β2e

ξ2x
)

ξ2

]

= −ρ1

[
log (d2β2)

ξ2

]
.

Por lo tanto, por el Corolario 3.11, concluimos que

Pu(τ−0 =∞) =
W1(u)

W1(u ∨ a)
e−
∫∞
u∨a C0(z)dz

≈ β1d1 − λ1e
−ξ1u

β1d1 − λ1e−ξ1(u∨a)

× exp

{
ρ1

(
u ∨ a+

log(d2β2)

ξ2

)
− ρ1

ξ2
log
(
d2β2e

ξ2(u∨a) − λ2

)
− ρ2 2F1

(
1,
β1

ξ2
,
β1

ξ2
+ 1;

λ2

d2β2
e−ξ2(u∨a)

)}
=

β1d1 − λ1e
−ξ1u

β1d1 − λ1e−ξ1(u∨a)

(
1− λ2

d2β2
e−ξ2(u∨a)

)− ρ1ξ2
× exp

{
−ρ2 2F1

(
1,
β1

ξ2
,
β1

ξ2
+ 1;

λ2

d2β2
e−ξ2(u∨a)

)}
,

donde 2F1(a, b, c; z) es la serie hipergeométrica gaussiana definida como

2F1(a, b, c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−adt.
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A continuación realizamos un análisis numérico de este modelo utilizando
sus parámetros. Para ello supongamos que λ1 = λ2 = 0.5 y β1 = β2 = 0.1
y d1 = 6 están fijos con capital inicial u = 100. Aśı los únicos parámetros
que faltan por determinar son la tasa de las primas en el estado con riesgo
d2 y la magnitud mı́nima del declive para cambiar al régimen con riesgo a.
A continuación graficamos las probabilidades de sobrevivencia para diferentes
valores de d2 y a.

Aśı con este análisis podemos otorgar varias propuestas para garantizar pro-
babilidades de sobrevivencia dadas. Por ejemplo, para las parejas (12.92, 7) y
(100, 12.71) de la forma (a, d2), podemos garantizar un 95 % de probabilidad de
sobrevivencia.

Movimiento Browniano Lineal

Ahora consideremos que Xk (k = 1, 2) son Movimientos Brownianos Lineales
con exponentes de Laplace ψk(s) = µks + 1

2σ
2
ks

2 con µk, σk > 0. Calculando
sus funciones escala con la inversa de la transformada de Laplace utilizando el
Teorema 2.1 (i) obtenemos que

Wk(x) =
1− e−2ξkx

µk
,

donde ξk = µk
σ2
k

con derivadas

W ′k(x) =
2

σ2
k

e−2ξkx y W ′′k (x) = −4ξk
σ2
k

e−2ξkx.

Por lo tanto, se cumple que

λ(a, 0) =
2ξ1e

−2ξ1a

1− e−2ξ1a
=

2ξ1
e2ξ1a − 1
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Aśı, por (3.1), obtenemos que

P (YTa ∈ dy) =
σ2

1

2

(
2

σ2
1

e−2ξ1a −
− 4ξ1
σ2
1
e−2ξ1a

2ξ1
e2ξ1a−1

)
δa(dy) = δa(dy).

Por otra parte, calculando C0(z) por definición (3.5) tenemos que

C0(z) =
2ξ1

e2ξ1a − 1

(
1− W2(z − a)

W2(z)

)
=

2ξ1
e2ξ1a − 1

(
1− 1− e−2ξ2(z−a)

1− e−2ξ2z

)
=

2ξ1
e2ξ1a − 1

(
e−2ξ2(z−a) − e−2ξ2z

1− e−2ξ2z

)
= 2ξ1

(
e2ξ2a − 1

e2ξ1a − 1

)(
e−2ξ2z

1− e−2ξ2z

)
Luego, veamos que∫ ∞

u∨a
C0(z)dz = 2ξ1

(
e2ξ2a − 1

e2ξ1a − 1

) (
log(1− e−2ξ2z)

2ξ2

)∣∣∣∣∞
u∨a

= −ξ1
ξ2

(
e2ξ2a − 1

e2ξ1a − 1

)
log
(

1− e−2ξ2(u∨a)
)
.

Por lo tanto, definiendo r = ξ1
ξ2

(
e2ξ2a−1
e2ξ1a−1

)
y utilizando (3.15) concluimos que

Pu
(
τ−0 =∞

)
=

1− e−2ξ1u

1− e−2ξ1(u∨a)
er log(1−e−2ξ2(u∨a))

=
1− e−2ξ1u

1− e−2ξ1(u∨a)

(
1− e−2ξ2(u∨a)

)r
.
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[9] Albrecher, Renaud, Zhou. A Lévy insurance risk process with tax. (2008)

71


