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Capitulo 1

Introduccion

Dado un conjunto de hombres y mujeres que tienen diversas preferencias
sobre el género opuesto, jcémo hacer parejas con ellos, de manera que no
haya un hombre y una mujer que se prefieran mutuamente que a sus respecti-
vas parejas asignadas? Este es el problema del emparejamiento estable, un
conocido problema con aplicaciones en la asignacién de médicos a hospitales
y de estudiantes a instituciones educativas [14, 19].

El problema del emparejamiento estable fue planteado y resuelto en 1962
por Gale y Shapley [1], engendrando luego un amplio campo de trabajo con
diversas variantes, extensiones y aplicaciones [14], y con vinculos a la teoria
de juegos [5, 21], a la combinatoria [4], al diseno de mercados [3, 23] y a la
computacién [2, 10].

La solucion propuesta por Gale y Shapley es conocida por su asimetria de
género: cuando existe mas de un emparejamiento estable, el procedimiento
siempre le da a uno de los géneros el mejor resultado que puede, y al otro
género el peor resultado que puede. Esto ha motivado trabajos subsiguientes
[13, 21, 24] en busca de una solucién al problema del emparejamiento estable,
de la cual pueda decirse que cuenta con equidad de género. Sin embargo, un
resultado de Masarani y Gokturk [13] afirma que no es posible dar un método
de solucion que satisfaga varias nociones de justicia, entre ellas la equidad de
género.

A la luz de ese resultado de imposibilidad, el presente trabajo es un
intento por plantear un enfoque distinto para el problema de la equidad de
género en emparejamientos estables. Para esto, se propondrd un concepto de
emparejamiento que consiste en asignarle multiples parejas a cada persona. La
nocion de estabilidad que se dara para estos emparejamientos multivaluados
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generaliza la nocién de estabilidad para los emparejamientos del problema
original, y se vera que una solucién multivaluada siempre permite recuperar
una o mas soluciones del problema original. Ademas, se dard un procedimiento
para obtener emparejamientos multivaluados estables que si satisface las
nociones de justicia dadas, y que en particular tiene equidad de género.

El trabajo consta de cinco capitulos, siendo el primero la presente intro-
duccién. En el capitulo 2 se presentan las definiciones y resultados basicos
sobre emparejamientos estables y listas de preferencias; se plantea el algoritmo
de Gale-Shapley para hallar emparejamientos estables, y se demuestran algu-
nos resultados clasicos sobre la estructura del conjunto de emparejamientos
estables para una lista de preferencias fija.

El capitulo 3 esta dedicado a los trabajos previos sobre equidad de género,
con énfasis en las nociones de justicia involucradas en el resultado de imposibi-
lidad de [13]. Se describe también un enfoque que busca la equidad de género
mediante la minimizacién de alguna funcién que se postula como medida de
la inequidad de un emparejamiento [24], ilustrando con ejemplos cémo dichas
funciones pueden no capturar adecuadamente la equidad buscada. Ademas,
se comenta una variante del problema del matrimonio estable conocida como
el problema de los companeros de cuarto, en la cual se trabaja con un solo
género en vez de dos. Si bien esta variante se ha estudiado por si misma, el
hecho de que el problema no distingue entre géneros hace que tenga sentido
estudiarlo en el contexto de la equidad de género.

En el capitulo 4 se presentard el resultado principal: se definiran los empa-
rejamientos multivaluados y se presentard la nocion de estabilidad para ellos.
Seguidamente, se describird un algoritmo para reducir listas de preferencias,
que funciona como paso intermedio en la formulacion del algoritmo definitivo,
y se demostraran algunas de sus propiedades. A continuacién se formulara
el algoritmo de emparejamiento multivaluado y se demostrara que satisface
equidad de género; finalmente, se ilustrara el funcionamiento del algoritmo
mediante un ejemplo. El trabajo cierra con el capitulo 5 a modo de conclusién.



Capitulo 2

Nociones y resultados
preliminares

En este capitulo inicial se dara una descripcién del problema de los
emparejamientos estables y se mostraran los resultados bésicos de la teoria.

2.1. Emparejamientos estables

Para empezar, se definirdn los elementos que constituyen la materia prima
del problema, a saber: la nocién de emparejamiento entre dos conjuntos, la
estructura de preferencias de los participantes y el concepto de estabilidad.

2.1.1. Emparejamientos y preferencias

Considérense dos conjuntos finitos disjuntos no vacios H y M. En general,
a los elementos de H se les llamara hombres, v a los de M, mujeres. Los
elementos de H U M, indistintamente del género, se llamaran individuos,
participantes O personas.

El interés es formar parejas de hombre y mujer, es decir, de un miembro de
H y un miembro de M. No es requisito que H y M tengan el mismo niimero
de elementos; en cualquier caso, es posible que algunos individuos queden sin
pareja, y en tal caso se dira que estan solteros.

Definicién 2.1. Un emparejamiento entre H y M es una funcién biyectiva

pw:HUM — HUM
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que satisface lo siguiente:
» u(p(x)) = para todo x € H U M;

» para todo h € H, u(h) € M U{h} (u empareja a cada hombre con una
mujer o consigo mismo);

» para todam € M, pu(m) € HU{m} (1 empareja a cada mujer con un
hombre o consigo misma).

Si u(i) =1, se dice que i esté soltero en p.

Obsérvese que, por la primera condicion, (i) = j si y sélo si u(j) = i.
Por tanto, cuando i # j puede decirse que ¢ y j forman una pareja, o que son
pareja, o que ¢ es la pareja de j.

La razon por la cual no todos los emparejamientos son igualmente sensatos
es que los individuos tienen preferencias sobre sus parejas potenciales: dados
dos emparejamientos distintos p; y po, cada participante puede estar mas
satisfecho o menos con uno de ellos que con el otro.

Concretamente, a cada hombre h € H le corresponde un orden de pre-
ferencias sobre M U {h}. En adelante se supondra que este orden es total;
es decir, dadas dos alternativas (dos mujeres, o una mujer y la condicién de
quedarse soltero), h siempre prefiere una de las dos alternativas, y lo hace de
manera coherente. En articulos anteriores [14, 15] se ha tratado la posibilidad
de que los 6rdenes de preferencias no sean totales, concretamente, cuando un
individuo puede ser indiferente entre dos alternativas; una manera sensata de
abordar el problema es “desempatar” las indiferencias de manera arbitraria.

Estos érdenes de preferencias pueden definirse formalmente de muchas
maneras, todas ellas equivalentes entre si y todas ellas ttiles para distintos
propdsitos técnicos. La que se empleard en este trabajo asigna a cada hombre
h € H una relacién de orden total estricto =; en M U {h} tal que, para cada
i,j € MU{h},

1 >p J siy sélo si h prefiere a i sobre j.

La alternativa h se interpreta como la posibilidad de quedarse soltero: h >, m
si y solo si h prefiere estar soltero que tener a m como pareja.

Desde luego, no son sélo los hombres los que tienen preferencias con
respecto al género opuesto: cada mujer m € M cuenta con su propio orden
de preferencias >, sobre H U {m}.
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Ejemplo. Supdénganse las siguientes preferencias para tres hombres o, 3, vy
tres mujeres A, B, C, donde cada columna corresponde a un individuo, y sus
alternativas aparecen enumeradas de la mas preferida a la menos preferida:

a v A BC
A A C o B v
B p A p v C
C B ~n v B «
a C B A a p

Asi pues, por ejemplo, en las preferencias de «,
A=, B =, C =, «,
mientras que C' tiene preferencias
v=c C=ca=cp.

Se entiende que « aceptaria estar con cualquier mujer, mientras que C' sélo
aceptaria estar con v y de lo contrario preferiria quedarse soltera.

Definicién 2.2. Para cada individuo ¢ € H U M sea Pi un orden de prefe-
rencias. A la coleccién de todos estos érdenes de preferencias

(G, Pi) | i€ HUM),

se la llamard un perfil de preferencias entre H y M, y se la denotara por P.
Esto es, en efecto, una funcién que a cada individuo ¢ le asigna su orden de
preferencias Pi = ;.

Asi pues, para un perfil de preferencias P entre H y M e individuos
1,7,k € HUM, los siguientes enunciados son maneras equivalentes de referirse
al mismo hecho:

i = j en el perfil P,
en el perfil P, k prefiere a i sobre j.

2.1.2. Estabilidad

En general, no sera posible satisfacer perfectamente todas las preferencias
de los participantes con un emparejamiento. Por ejemplo, si dos hombres hy y
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hs coinciden en una misma mujer m como la que mas les gusta, al menos uno
de los dos no obtendra a su pareja preferida, pues no es posible emparejar a
m simultaneamente con ambos hombres.

Sin embargo, si m prefiere a hy sobre hs, entonces un emparejamiento p
que asigne p(m) = hy no debe ser admitido, ya que m y hy siempre estarian
dispuestos a abandonar a sus parejas para irse juntos:

= m prefiere a h; sobre su pareja asignada hs, v

= hy prefiere a m que a su pareja asignada, sea cual sea, ya que m es su
mujer preferida.

En este caso, la decision de m y hy de irse juntos y abandonar a sus parejas
irfa en contra del emparejamiento u, que es la razon por la cual p se considera
una solucion inadecuada: hay personas que tienen ocasion de oponerse al
emparejamiento. Lo que se espera de un emparejamiento, pues, es que esta
clase de abandonos no sea posible: si alguien prefiere estar con una persona
distinta de su pareja, esa persona ya esta emparejada con alguien que considera
mejor.

Definicién 2.3. Sea P un perfil de preferencias entre H y M. Se dice que
las personas i y j bloquean un emparejamiento p (con respecto al perfil P) si
se cumple lo siguiente:

g =i p(i) y i =5 pu(J)-

En otras palabras, ¢ y j bloquean u si se prefieren mutuamente que a las
parejas que les asigna p. Si existen personas que bloquean p, se dice que p es
un emparejamiento blogueado (con respecto a P). Un emparejamiento que no
es bloqueado se llama estable (con respecto a P).

Notese que no es necesario que ¢ y j sean individuos distintos. Si en la
definicion se escoge 7 = j, las condiciones se reducen a que 7 prefiere estar
soltero que ser pareja de pu(i).

Teorema 2.4. Un emparejamiento p es estable con respecto a un perfil de
preferencias dado si y sélo si, para todo 7,7 € H U M, se cumple que

si j =i pu(i), entonces pu(j) >; i.
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Demostracion. Si p es estable y j >; u(i), entonces p(j) >, i, pues de lo
contrario ¢ y j bloquearian . Ahora bien, u( ) # j ya que estrictamente
J =i p(7). Se sigue que estrictamente p(j) >; .

Reciprocamente, si para todo 4,5 € HUM se cumple que 4(j) >; ¢ siempre
que j >=; p(i), entonces p no tiene bloqueos y es por tanto estable. O

Ejemplo. Considérese el siguiente perfil de preferencias entre tres hombres
H ={a,p,v} y tres mujeres M = {A, B,C}:

a g v A B C
A B A BB 1
B C C v a «
C A B a v 0
a [ v A B C

El emparejamiento p que asigna las parejas

:u(a/) =C, M(ﬁ) = B, M('Y) = A,
es estable, como lo comprueba una verificacion directa del teorema 2.4:

(A) =8 =aq,
B>, C=pu(a) pero w(B) =05 a,
Brav=p(A)  pero  pu(B)=DBrgA
v =c a=pu(C) pero p(y)=A»,C

En cambio, el emparejamiento v que asigna
pla) = A, u(B) = B, n(y) =C,
no es estable, pues en particular v y A lo bloquean:
A=y C=p(y) vy v=aa=p(A)

Definicién 2.5. Sean 7,7 € HU M. Si j »; 1, se dice que j es una pareja
admisible de 7. En cambio, si 7 >; j, se dice que j es una pareja descalificada
por 7. Notese que estas preferencias son estrictas; en particular, ¢ no es pareja
admisible ni descalificada de si misma.

A=, C=p(a) pero o

Dado que el interés del problema es hallar emparejamientos estables para
un perfil de preferencias, es claro que los emparejamientos bloqueados no
deben tenerse en cuenta. En la siguiente subseccion se mostrara que solo es
necesario saber las preferencias de cada individuo con respecto a sus parejas
admisibles; en consecuencia, las parejas descalificadas se omitiran al escribir
las preferencias de cada persona.
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2.1.3. Listas de preferencias

Las nociones de bloqueo y estabilidad dependen de los 6rdenes de preferen-
cias de los participantes. En este trabajo, para enunciar algunos resultados se
aludird a varios perfiles de preferencias simultaneamente; cuando sea necesario
aclarar que el bloqueo ocurre con respecto a un perfil de preferencias P, se
dird que p es un perfil P-bloqueado, o que los individuos 7 y j P-bloquean g,
segun el caso. Asimismo, se hablard de emparejamientos P-estables.

Una pregunta natural es cuando pueden describirse los emparejamientos
estables de Q a partir de los de P si se sabe donde coinciden P y Q. El
siguiente resultado ofrece un caso en el cual esto es posible.

Teorema 2.6. Sean P y Q perfiles de preferencias entre H y M, p un
emparejamiento entre H y M. Sea 1 € H U M, y supéngase que

a) los érdenes Pk y Qk son iguales para todo k # i;

b) u es P-estable;

c) para todo k, si (i) >=; k en P, entonces también p(i) >; k en Q.
Entonces i es Q-estable.

Demostracion. Sean k, ¢ tales que ¢ >, p(k) en Q. En virtud del teorema 2.4,
basta ver que u(f) =, k en Q. Para empezar, nétese que

0y u(k) en P.

Esto es cierto por la hipétesis a) cuando k # i, y cuando k = i se sigue de la
hipétesis ¢) y de la totalidad del orden. Usando ahora la P-estabilidad de p y

el teorema 2.4,
p(l) = k en P.

De aqui se concluye que
pu(l) =¢ k en Q,

lo cual es cierto cuando ¢ # ¢ por la hipotesis a), y cuando ¢ = i, por la
hipétesis c). O

El siguiente resultado da una condicién suficiente para que dos perfiles P
y Q tengan los mismos emparejamientos estables.
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Teorema 2.7. Sean Py Q perfiles de preferencias entre H y M tales que,
para cada 7,7,k € HU M,
Jrmik>=;ien P si y sélo si jr=ik>=;ien Q

(es decir, cada individuo tiene las mismas parejas admisibles en ambos perfiles
y las ordena de idéntica manera). Entonces un emparejamiento p es P-estable
si y solo si es Q-estable.

Demostracion. Por simetria, basta comprobar que si p es P-estable entonces
también es Q-estable. Obsérvese primero que, negando los enunciados de la
hipétesis y poniendo k = 4, se tiene
i >=;jenP si y solo si i >; jen Q.
Supongase la estabilidad con respecto a P. Sea iy € H U M, y definase un
perfil de preferencias P! tal que
Pk = Pk para k # i,
Pli = Qi

es decir, P! se obtiene a partir de P reemplazando las preferencias de i por
sus preferencias en Q. Es claro que P y P! satisfacen las hipétesis a) y b) del
teorema 2.6. Para concluir que p es Pl-estable, basta mostrar que se cumple

la hipétesis ¢). En efecto, supéngase que (i) >; k en P. Considérense los
siguientes casos:

= Si k >; i en P, entonces la hipdtesis implica que
(i) =i k =i en P
» Sii>=; ken P, entonces i =; k en P!, como se ha visto. A su vez,
w(i) »; i en P (de lo contrario, i bloquearia ). Por la hipétesis,
p(i) =;i>; ken Q.

En ambos casos, u(i) =; k en P!, lo cual demuestra que u es P'-estable.
Para terminar la prueba, constriyanse perfiles

P2P3.. . P"

reemplazando sucesivamente las preferencias de cada individuo por sus pre-
ferencias en Q (donde n = |H U M| y por consiguiente P"* = Q). El mismo
razonamiento muestra que pu es P"-estable para todo 2 < r < n, y por tanto
1 es Q-estable. m
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Este resultado implica que, al buscar un emparejamiento estable para
un perfil de preferencias P, no es necesario tener en cuenta las parejas
descalificadas.

Definicién 2.8. Sea P(H, M) el conjunto de todos los perfiles de preferencias
entre H y M. En P(H, M) se define una relacién de equivalencia ~ como
sigue: P ~ Q si y sélo si, para todo ,j,k € HU M,

jrik>=;ienP si y solo si jr=ik>=;ien Q.
Una clase de equivalencia [P] se llama una lista de preferencias entre H y M.

Asi pues, el teorema 2.7 dice que el conjunto de emparejamientos estables
estda bien definido para cada lista de preferencias; en adelante la clase de
equivalencia de P se denotard por el mismo simbolo P sin lugar a confusiones.
La lista de preferencias del ejemplo de la pagina 5 puede escribirse como
sigue:

a v A B C
A A C o B v
B A B
¢ gl

2.2. El algoritmo de Gale—Shapley

El problema del emparejamiento estable, pues, consiste en determinar si
para un perfil de preferencias P dado existe un emparejamiento P-estable, y
en encontrar dicho emparejamiento. En esta seccion se vera que la respuesta
es afirmativa en todos los casos, dando para ello un procedimiento que siempre
localiza un emparejamiento estable.

2.2.1. Formulacion

Gale y Shapley [1] formulan un procedimiento que, a partir de cualquier
perfil de preferencias P, obtiene un emparejamiento estable u. El procedi-
miento es iterativo; en cada iteracién,

1. cada hombre le hace una propuesta a la mujer que mas le gusta que no
lo haya rechazado todavia;
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2. cada mujer que tenga propuesta de algiin hombre rechaza a todos sus
pretendientes excepto al que més le gusta de ellos.

Si bien el procedimiento formulado en [1] esta disenado para el caso particular
en que todas las preferencias son completas (es decir, en que todas las parejas
son admisibles), el algoritmo puede extenderse sin problemas especificando qué
ocurre con las parejas inadmisibles. Se entiende que si un hombre es rechazado
por la mujer que menos le gusta (dentro de sus parejas admisibles), entonces
se queda soltero. Asimismo, una mujer siempre rechaza a un hombre que
considera inadmisible, incluso si eso la lleva a rechazar todas sus propuestas.

El procedimiento termina en cuanto no hay rechazos, es decir, cuando
ningtin hombre le propone a una mujer que lo considera inadmisible y no hay
dos hombres que le propongan a la misma mujer. Entonces, cada hombre que
no se haya quedado soltero es emparejado con la mujer que mas le gusta que
no lo rechazo, y las mujeres que no hayan recibido propuestas admisibles se
quedan solteras. Asi pues, el algoritmo puede sintetizarse como sigue: hombres
proponen, mugjeres rechazan.

Es claro que el algoritmo termina en un nimero finito de pasos, ya que en
cada iteracion hay al menos un hombre que tiene estrictamente menos parejas
potenciales que antes, a menos que no haya rechazos, en cuyo caso el algoritmo
termina. También es claro que el algoritmo produce un emparejamiento, pues
al final de cada iteracion cada individuo tiene a lo mas una pareja.

Ejemplo. Considérese la siguiente lista de preferencias entre cuatro hombres
a, B,7,0 y tres mujeres A, B, C:

B

B
C

QxR
Q= W=
= Q>
=R >
=2 >0 WA

2 ™2 ol

Obsérvese que las preferencias no son completas: S ha descalificado a A; y
a su vez A descalifica por anticipado a a.

En la primera etapa del algoritmo, o hace una propuesta a A; § y ~
proponen a B,y ¢ a C. Puesto que A no tiene a a como pareja admisible, «
es rechazado. A su vez, B tiene propuestas de dos hombres, asi que rechaza a
~v quedandose con f.
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En la segunda etapa, o y v proponen a su segunda mujer preferida,
respectivamente C' y A. Ahora C' tiene propuestas de « y 4, entre los cuales
su preferido es «, asi que 0 es rechazado.

En la tercera etapa, § propone a su siguiente mujer preferida, que es A.
Asi pues, v es nuevamente rechazado, ya que A prefiere la nueva propuesta
de 6.

Por ultimo, v hace una propuesta a su ultima pareja admisible, que es C,
y es rechazado una vez mas, pues C' prefiere la propuesta que ya tiene de a.

Con eso termina el algoritmo, ya que ninguna mujer tiene méas de una
propuesta. El emparejamiento o asi obtenido es el siguiente:

pu(e) = C, u(B) = B, u(d) = A, n(y) =1

Obsérvese que i es un emparejamiento estable: si un hombre prefiere a
una mujer sobre su pareja, esa mujer ya tiene una pareja mejor. Por ejemplo, ¢
preferiria estar con C, pero C' ya esta emparejada con «, a quien ella prefiere.

2.2.2. Estabilidad del resultado

Se vera entonces que el algoritmo de Gale-Shapley cumple con su cometido:
localizar un emparejamiento estable dado un perfil de preferencias.

Teorema 2.9. (Gale-Shapley [1]). Sea P un perfil de preferencias entre H y
M,y p el emparejamiento obtenido al aplicar el algoritmo de Gale-Shapley
con las preferencias de P. Entonces p es P-estable.

Demostracion. Supongase que i, € H U M son tales que

Considérese primero el caso en que ¢ € H. Entonces esto sélo puede ocurrir si
i fue rechazado por j en el desarrollo del algoritmo (y en particular, j € M).
Eso implica que j obtuvo una propuesta de otro hombre h ~; i. Ahora bien,
en el algoritmo una mujer nunca rechaza a un hombre a menos que obtenga
una propuesta de un hombre que considera aiin mejor. Por tanto,

ﬂ(]) >_j ia
Supongase en cambio que ¢ € M. Si j € H, entonces

w(g) =; i,
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pues lo contrario estaria en contradiccion con el caso anterior. Si en cambio
J € M, entonces i = j, y se tiene

lo cual es absurdo, ya que en el algoritmo una mujer siempre rechaza a una
pareja descalificada.

Se concluye que p satisface el criterio del teorema 2.4 en todos los casos,
y por tanto es estable. O

2.2.3. Asimetria de género en el algoritmo

En el enunciado del algoritmo salta a la vista la asimetria en los papeles
que desempenan hombres y mujeres. Desde luego, es posible ejecutar el
algoritmo intercambiando los papeles: mujeres proponen, hombres rechazan.
Nada garantiza, sin embargo, que el resultado en ambos casos sea igual.

Ejemplo. Con las preferencias del ejemplo de la pagina 11, el algoritmo
mujeres proponen, hombres rechazan se desarrollaria de esta manera:

Ay B proponen a ¢, C propone a 5. Entonces 9, quien tiene dos propuestas,
rechaza a B, ya que prefiere a A.

A continuacién B propone a su segunda pareja preferida, que es a.. Ahora
ningin hombre tiene mas de una propuesta, por lo cual no hay rechazos.

El emparejamiento hallado es, pues,

«a con B, [ con C, 0 con A, ~ queda soltero.

Hay varios hechos dignos de observar si se comparan los resultados de los
dos algoritmos:

= Los dos emparejamientos no son iguales, ya que B y C' han intercambiado
parejas. Esto demuestra que un emparejamiento estable para un perfil
de preferencias en general no es tnico.

= La persona soltera es la misma en ambos casos: 7. En el teorema 2.15
se demostrara que esto no es coincidencia: si una persona esta sol-
tera en algiin emparejamiento estable, entonces esta soltera en todo
emparejamiento estable.
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= Todos los hombres prefieren el resultado hombres-proponen sobre el
mugeres-proponen, o son indiferentes entre ambos. Andlogamente, todas
las mujeres prefieren el resultado mujeres-proponen sobre el hombres-
proponen, o son indiferentes entre ellos. A continuacion se vera que esto
tampoco es coincidencia.

Definicién 2.10. Sea P un perfil de preferencias entre H y M. El conjunto
de emparejamientos P-estables se denota por

Est(P)={pu: HUM — HU M | u es P-estable}.

Si existe p € Est(P) tal que (i) = j, se dice que j es pareja P-factible de i.
El conjunto de parejas P-factibles de un individuo ¢ € H U M es

Fact(i, P) = {u(j) | p € Est(P)}.
La mejor pareja factible de un individuo ¢ (con respecto a P) es

MPF (i, P) = n%)épx Fact(i, P),

donde el maximo es con respecto al orden Pi = ;. A su vez, la peor pareja
factible de i (con respecto a P) es

PPF(i,P) = Ir71)1'11 Fact(i, P).

Teorema 2.11. (Gale-Shapley [1]) Sea P un perfil de preferenciase entre
H y M,y sea uy el emparejamiento dado por el algoritmo de Gale-Shapley
hombres-proponen. Entonces

pi(h) = MPF(h,P) para todo h € H.

Demostracion. Supéngase a modo de contradiccion que no todos los hombres
obtienen a su mejor pareja factible con pugy. Entonces en el desarrollo del
algoritmo hay un hombre h que es el primero en ser rechazado por su mejor
pareja factible m = MPF(h,P). Si h fue rechazado por m, es porque un
hombre A’ >, h también le propuso a m. Como m es pareja factible de h,
existe v € Est(P) tal que v(m) = h. Por la estabilidad de v, debe cumplirse

v(h') = m.

Como h' llegb6 a proponerle a m en el algoritmo, esto significa que h’ fue
rechazado por v(h') antes de que h fuera rechazado por m. Pero esto contradice
que h es el primer hombre en ser rechazado por su mejor pareja factible. [
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Asi pues, ug es hombre-optimo, es decir, le da a cada hombre su mejor
pareja factible. En la siguiente seccién se demostrara el complemento de
este resultado: uy le da a cada mujer su peor pareja factible, y por tanto
es mujer-pésimo. Para esto, se describird la estructura del conjunto Est(P)
en términos de un orden parcial derivado de las preferencias conjuntas de
hombres y mujeres.

2.3. El conjunto de emparejamientos estables

Los resultados de esta seccion son atribuidos por Knuth [2] a John H.
Conway.

2.3.1. Comparaciones entre emparejamientos

Teorema 2.12. Sea P un perfil de preferencias entre H y M, y sean jiq, 1o €
Est(P). Sean hy, hy € H distintos. Entonces

%?X{Ml(hl)a pa(h1)} # H}éx{ﬂl(hz)> pi2(h2)}.
Demostracion. Supongase a modo de contradiccién que
T%Z?X{Ml(hl)y p2(h1)} =m = H}éX{Ml(hﬂ, pi2(ha)}-
Sin pérdida de generalidad, sean py(m) = hy y pus(m) = hy. Entonces
m =, p2(h1), m =n, f11(ha).

Dado que p; es estable, debe cumplirse

ho < p1(m) = hy.
Andlogamente, dado que us es estable, debe cumplirse

hi <m p2(m) = ho,

lo cual es una contradiccion. O



CAPITULO 2. NOCIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES 16

Esta proposicién dice que si a los dos hombres se les da a escoger entre su
respectiva pareja en p; y su pareja en jis, los dos hombres no escogen a la
misma persona. Para enfatizar este resultado, considérese la funcion

i Vg pe: H— HUM,
(p1 Vi po)(h) = I%E}lx{ﬂl(h), pa(h)}

(la imagen es en H U M ya que si h esta soltero en ambos emparejamientos
entonces (p1 Vg p2)(h) = h). Entonces el resultado puede enunciarse como
sigue: si i, po € Est(P), entonces g Vg s es inyectiva.

Notese que esto permite extender p; Vg pus a H U M escribiendo

h sim = (u1V pe)(h) para algin h € H,

(1 Vi po)(m) = {
m en otro caso.

y la funcién asi extendida es un emparejamiento entre H y M. A continuacién
se vera que dicho emparejamiento es estable.

Teorema 2.13. Sean puy, s € Est(P), io € HU M, iy = ui(ip). Supéngase
que i1 >4, f2(ip). Considérese la sucesién {i,} € H U M obtenida aplicando
1y o alternadamente, empezando en ig:

1 = M1 (io),

iy = p2(p1(io)) = pa(iv),
iz = p1(p2(p1(io))) = pa(dz),

Entonces
Int1 >, n—1 para todo n > 1.

Demostracion. La prueba es por induccién. El caso n = 1 resulta por la
estabilidad de po: dado que iy >=;, ua(ip), se tiene io = po(iy) =i, io-
Supongase la afirmacion para cierto n > 1. Si n es impar, entonces
in = p1(in_1) € inr1 = po(iy). Por tanto, la hipétesis de induccién afirma que
po(in) = ng1 >, Gno1 = 1 (in)-
Por la estabilidad de pq,
iny2 = 11 (Int1) =ings in

lo cual es la afirmaciéon para n + 1. La prueba cuando n es par es analoga
intercambiando p; y po. O]
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Teorema 2.14. Sean p, s € Est(P), m € M. Entonces

(11 Vi p2)(m) € {p1(m), pa(m)}.

Demostracion. Si (py Vg p2)(m) = h € H, entonces m = (uy Vg p2)(h), de
forma que m = py(h) o bien m = ps(h).

Supéngase en cambio que (p1 Vg p2)(m) = m. Quiere verse que 1 (m) = m
o p2(m) = m. Supéngase a modo de contradiccién que hy = py(m) # m'y
ho = ps(m) # m. Entonces hy # hs, pues de lo contrario

m = p1(h1) = pa(h1) = (1 Vi p2)(ha) # m.

Sin pérdida de generalidad, pues, hy >, ho. Considérese la sucesion
{in} € H U M obtenida aplicando p; y po alternadamente como en el teore-
ma 2.13, con ig = m, de forma que i; = h;. Considérese ahora la composicion
f = po o g, de forma que

int2 = f(in), para n > 0.

Como 11 y po son biyectivas, f también lo es. Por tanto, existe un p > 0 tal
que
m = fP(m) = iy.
Entonces ig,_1 = po(m) = hy € ig,—o = p1(h2). Por el teorema 2.13,
Lap i,y 12p—2,

es decir,
m > p, /Ll(hg).

Puesto que m = uy(hs), esto implica que
m = méax{i(ha), pa(h2)} = (11 Vi p2)(hy) # m,

lo cual es una contradiccion. O

Teorema 2.15. (Gale-Sotomayor [6]). Sea py € Est(P) y sea m € M tal
que pg(m) = m. Entonces u(m) = m para todo pu € Est(P).

Demostracion. Supéngase a modo de contradiccion que h = p(m) # m.
Entonces, por el teorema 2.14,

(1t Vi po)(m) € {m, h}.

Se procede entonces por casos:
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» Si(u Vg po)(m) = h, entonces, por la definicién de p Vg po,
m = pio(h),
y por la estabilidad de uy,
m = po(m) =m h = p(m),
contradiciendo la estabilidad de p.
» Si (puVa po)(m) = m, entonces
m # (uVy po)(h) =p m = p(h),
lo que también contradice la estabilidad de p.
Se concluye que p(m) = m.
Teorema 2.16. (Conway). Sean ju1, 2 € Est(P). Entonces
w1 Vi ps € Est(P).
Demostracion. Sean m € M, h € HU {m} tales que
hom=m (1 Vi p2)(m).
Por el teorema 2.14, esto implica que
h = 1 (m) o bien h = m pa(m).
Como 11 v o son estables, esto equivale a que
pi(h) =nm o bien pao(h) =p m.
Por la definicién de py Vg o,

(11 Vi p2)(h) =p m.

18

Esto demuestra que m no hace parte de ningin bloqueo, es decir, un bloqueo
de p1 Vg e no puede contener mujeres. Por tanto, si dos individuos 7 y j

bloquean 11 Vg o, entonces ¢ = 5 € H. Esto significa que

ho=pn (1 Vi p2)(h) =n pa(h),

contradiciendo la estabilidad de p;. Se concluye que p no tiene bloqueos, y

por tanto es estable.

]
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2.3.2. El reticulo de emparejamientos estables
El teorema 2.16 define una operacién
Vy : Est(P) x Est(P) — Est(P).

Este teorema, como los resultados de la subseccion anterior, son igualmente
validos intercambiando hombres con mujeres y definiendo la operacién anédloga

Vs Bst(P) x Est(P) — Est(P)

que le da a las mujeres a escoger la pareja que mas les gusta entre dos
emparejamientos dados. En particular, el andlogo del teorema 2.15 se tiene
también para cada h € H usando la operacion V,; en lugar de Vg. En
consecuencia, puede hablarse sin ambigiiedades de los solteros de un perfil
de preferencias P, a saber, las personas que se quedan solteras en cualquier
emparejamiento estable. Este resultado sera 1util més adelante.

A continuacién se dara la relacién entre las dos operaciones Vg v V.
Se empieza observando que Vg y Vs son asociativas, lo cual se sigue de la
definicién y de la asociatividad del méaximo con respecto a un orden lineal:
para h € H 'y pu, pig, pi3 € Est(P),

méx{pn (), max{pa(h), pua(h)}} = miximéxip (h), ua(h)}, ps(h)}-
Teorema 2.17. Definase una relacién >y en Est(P) por
1 > o siy solo sipy Vi o, para todo puy, e € Est(P).

Entonces >y es un orden parcial en Est(P).

Demostracion. >y es reflexiva pues p; Vg 11 = pp; es antisimétrica pues si
M1 ZH M2 Y Mo =g M1, entonces

M1 = i1 Vi [o = 2]
y es transitiva pues Si fy > flo Vv o > g M3, entonces
pa Vi ps = (p1 Vi p2) Vi pi3s = pia Vi (2 Vi pi3) = pn Vg fla = fia,

lo que demuestra que py >g ps. O
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El enunciado p; >g po quiere decir que py(h) =5 pa(h) para todo hombre
h. Se tiene un orden analogo >j; definido a partir de V.

Teorema 2.18. Sean (i, s € Est(P). Entonces

1 > o si y solo si w1 <ar Ho-

Demostracion. Por simetria basta comprobar que si pu; >y pe entonces
p1 <ar p2. Supéngase a modo de contradiccién que py € po. Entonces existe
al menos una mujer m € M tal que

pa(m) = pa(m).

Sea i = u1(m). Por la estabilidad de ps,

pa(i) =5 m = pa(9),
lo que contradice que (p Vi p2)(i) = p1(2). O

Esta proposicion muestra que, en el conjunto de los emparejamientos
estables, lo que beneficia a los hombres perjudica a las mujeres; en particular,
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.19. Sea uy el emparejamiento hombre-6ptimo para el perfil de
preferencias P entre H y M. Entonces

g = \/ = Hzl%XEst(P) = min Est(P).

>M
neEst(P)

Demostracion. La primera igualdad se sigue de la asociatividad de Vp y el
teorema 2.11; la segunda, del teorema 2.17; y la tercera, del teorema 2.18. []

Asi pues, el algoritmo de Gale-Shapley le da a las mujeres su peor pareja
factible: la pareja que menos les gusta entre todas las que le son asignadas
por emparejamientos estables.



Capitulo 3

Equidad de género

Como se vio en el capitulo anterior, al escoger un emparejamiento estable
con respecto a un perfil de preferencias aparece una disyuntiva de género: lo
que beneficia a los hombres perjudica a las mujeres. ;Cémo escoger entonces
un emparejamiento neutro, que no favorezca a ninguno de los dos géneros
por encima del otro? En este capitulo se describira cémo se ha tratado este
problema en la literatura sobre emparejamientos.

3.1. Conceptos de justicia

Si para un perfil de preferencias dado P existe un tnico emparejamiento
estable p, cualquier método que se use para emparejar a los participantes
debe dar con p si es que su objetivo es asegurar la estabilidad. Por tanto,
incluso si el resultado parece favorecer a un género mucho més que al otro,
no puede decirse que se esté cometiendo una injusticia.

En cambio, si existe mas de un emparejamiento P-estable, entonces un
método de emparejamiento debe elegir uno solo de ellos. Conviene asegurarse
de que dicha eleccion se haga de manera justa y no de manera discriminatoria.
En esta seccion se formaliza la idea de un método de emparejamiento y se
presentan diversas nociones de justicia que un tal método puede o no puede
cumplir.

21
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3.1.1. Indiferencia de género

Por razones técnicas, en la siguiente definicion es necesario dar un dominio
bien definido para la funcién, por lo cual se supone que existe un “conjunto
de todas las personas”, denotado aqui por X. Este conjunto puede ser infinito,
pero es siempre no vacio.

Definicién 3.1. Sea X un conjunto. Un algoritmo de emparejamiento es una
funcién A que recibe como variables dos conjuntos finitos no vacios disjuntos
H, M C X y un perfil de preferencias P entre H y M, y que produce como
valor un emparejamiento u = A(H, M, P). Si A(H, M, P) es P-estable para
todo H, M, P, se dice que A es un algoritmo de emparejamiento estable.

Definicién 3.2. Un algoritmo A satisface el principio de indiferencia de
género si A(H,M,P) = A(M, H,P) para cualesquiera conjuntos H, M y
cualquier perfil de preferencias P entre H y M.

En esencia, un algoritmo es indiferente con respecto al género si su desa-
rrollo no precisa tratar a los dos géneros de maneras distintas, como lo hace
el algoritmo de Gale-Shapley. Los participantes deberian desear un algorit-
mo que satisfaga indiferencia de género, pues de lo contrario no sabrian a
priori si su género serd aquel que el algoritmo trate de manera preferente o
desventajosa [13].

3.1.2. Indiferencia entre pares

Definicién 3.3. Sean H' y M’ conjuntos finitos disjuntos no vacios, y sea
0: HUM — H UM’

una biyeccién tal que O(H) = H' y (M) = M'. Se dice que 6 es una
permutacion de H y M en H' y M.

Sea P un perfil de preferencias entre H y M. El perfil permutado 6P es el
perfil de preferencias entre H' y M’ tal que, para todo i, j,k € HU M,

(i) =gy 0(j) en 6P siysélosii> jenP.

En efecto, 6P es el perfil obtenido a partir de P reemplazando cada aparicién
de i por 6(i) para todo i € H U M.
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Andlogamente, si ;1 es un emparejamiento entre H y M, se define el
emparejamiento permutado Op entre H' y M’ por

Ou(0(i)) = 0(u(i)), para todo i € H U M.

De este modo, 6 es el emparejamiento obtenido a partir de pu reemplazando
a i por (i) para cada i € H U M.

Ejemplo. Considérese la siguiente lista de preferencias P entre H = {a, 8}
y M ={A, B}:

a f A B
A B [ «
B A a

Obsérvese que hay dos emparejamientos estables distintos: uno py que da a
cada hombre su pareja preferida y otro uy, que da a cada mujer su pareja
preferida. Considérese la permutacién 0 de H y M en M y H dada por

0(a) = A, 0(8) = B, 0(A) = B, 0(B) = a.

Para obtener 6P basta reemplazar cada aparicién de i en la tabla por 6(i)
para todo 2 € H U M:

A B b «
b« B A
a [ A B

Se observa que P = P. Ademés, Ouy = par v Opar = o, pues en cada caso
es el género contrario el que obtiene sus parejas preferidas.

Definicién 3.4. Un algoritmo A satisface el principio de indiferencia entre
pares si para todo H, M, P y para cualquier permutacion 6 de H y M se
cumple

AO(H),0(M),0P) = O0A(H, M, P).

En esencia, un algoritmo satisface indiferencia entre pares si no requiere
en su desarrollo mas informacién sobre los participantes que la estructura
colectiva de sus oOrdenes de preferencias. Esto excluye los algoritmos de
emparejamiento que en algin punto requieran escoger un individuo “de
manera arbitraria”, “al azar”, "en orden alfabético” o con respecto a otro
criterio que no haga parte de los 6rdenes de preferencias.

Como con la indiferencia de género, cada participante deberia preferir un
algoritmo que satisfaga indiferencia entre pares. Lo contrario implica someterse
a la posibilidad de que el criterio empleado para distinguir individuos le dé
una desventaja en el emparejamiento [13].
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3.1.3. Una dificultad con los conceptos de justicia

Masarani y Gokturk [13] hacen la siguiente observacién:

Teorema 3.5. Ningun algoritmo de emparejamiento estable satisface al
mismo tiempo indiferencia de género e indiferencia entre pares.

Demostracion. Supdéngase que A es un algoritmo de emparejamiento estable
que satisface indiferencia de género e indiferencia entre pares. Considérense
el perfil de preferencias P y la permutacién 6 de la pagina 23, que tiene dos
emparejamientos estables gy y pas entre dos hombres y dos mujeres. De este
modo,

O(H)=M, 6(M)=H,
oP =P,
O = par # por, Opr = pi # povr-

Por indiferencia entre pares,
OA(H,M,P) =A(0(H),0(M),0P) =AM, H,P),
luego, por indiferencia de género,
OA(H,M,P)=A(M,H,P)=A(H,M,P),
lo cual es imposible ya que 6 # p para los dos emparejamientos estables. [

La consecuencia de este resultado es que no es posible resolver el problema
del emparejamiento estable de una manera que sea a la vez indistinta del
género e indistinta del orden en que se consideran los participantes. EI mismo
contraejemplo muestra que es falsa una proposicién de [21], que ofrece un
método para convertir cualquier algoritmo de emparejamiento estable en
uno con indiferencia de género. La demostracién dada en el articulo falla
precisamente cuando las preferencias de hombres y mujeres son isomorfas, es
decir, cuando existe una permutacion 6 que envia H en M y M en H, tal que
OP ="P.

3.2. Medidas de inequidad

Vista la imposibilidad de resolver el problema de la indiferencia de género
sin caer en la discriminacién entre pares, resta preguntarse qué alternati-
vas quedan. Sabiendo que los 6rdenes de preferencias son una medida de
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cuan “satisfecho” esta un individuo con respecto a su pareja asignada, puede
plantearse el objetivo de hallar un emparejamiento estable que deje a los
participantes lo mas “satisfechos” posible, independientemente del género. En
esta seccién se ofrecen distintas maneras de formalizar este propdsito. A lo
largo de esta seccion se empleara la siguiente notacion comun:

Definicién 3.6. Sea P un perfil de preferencias entre H y M. Se define el
conjunto de no solteros T'C H U M por
T ={ie€ HUM | u(i) # i para cualquier u € Est(P)}.

(T estd bien definido por el teorema 2.15). Para i € T'y pu € Est(P), se define
el rango de i en p por

#u(i) =g e HUM | j =i (i)},
efectivamente el lugar que ocupa (i) en la lista de preferencias de i.

Es claro que, cuanto més pequeno sea #u(i), més satisfecho estard i con
su pareja en p.

3.2.1. El costo de arrepentimiento

Una forma intuitiva de saber cudn inequitativo es un emparejamiento p es
hallar el valor maximo de #u(i) para i € H U M. Esto consiste en determinar
cual de todos los participantes esta “peor emparejado” y qué lugar ocupa su
pareja en su orden de preferencias.

Definicién 3.7. El costo de arrepentimiento [24] de p se define por
r(p) = méx #p(i).

En general, al comparar dos emparejamientos iy y p2, si r(u1) < r(ps)
entonces cabe esperar que pu; sea de alguna manera mas equitativo que .
Por tando, puede considerarse deseable hallar un emparejamiento i que haga
minimo 7(u). Sin embargo, éste puede no ser el caso: considérese la siguiente
lista de preferencias para cinco hombres y cinco mujeres.

a B v o6 ¢ A B C D FE
B B CDEFE ~v 6 ¢ v B
C A B CD [ v 0 € «
D FE A B C ¢ ¢ 8 p 9
A D D FE B «a [ v § ¢
E C F A A 0 a a a v
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Los tinicos dos emparejamientos estables son un p; que empareja

pi(e) =A, u(B)=B, my)=C, m()=D, wmle)=EFE,
y un pp que empareja

pa(0) = B, m(B) =4, () =B, m)=C, () =D.
Puede verse que r(u1) =4y r(ue) = 5. Sin embargo,

m #uo(i) = 2 para todo i # «;

» en cambio, #ui(h) = 1 para h € H \ {a}, pero #u1(i) = 4 para
i€ MU{a}.

En otras palabras, mejorar la situacién de a perjudica gravemente a las mujeres
en beneficio de los hombres. Si bien al minimizar el costo de arrepentimiento
se consigue un resultado mejor para la persona peor emparejada, esto puede
inducir méas inequidad en los resultados para otras personas.

Dado un perfil de preferencias P, el costo de arrepentimiento puede
minimizarse sobre Est(P) con un algoritmo sencillo aunque ineficiente compu-
tacionalmente, basado en el algoritmo de Gale-Shapley. Para cada entero n
desde 1 hasta max{|H|, |M|}:

1. Sea P, lalista de preferencias obtenida a partir de P dejando tinicamente
las primeras n preferencias de la lista de cada persona;

2. sea u, el emparejamiento de Gale-Shapley hombre-6ptimo para P,;

3. comprobar si u, es P-estable (esto puede hacerse de manera directa
evaluando todas las posibles parejas bloqueadoras);

4. si u, es P-estable, entonces n = r(u,) es minimo; de lo contrario, pasar
al siguiente valor de n.

Una aplicacion repetida del teorema 2.6 muestra que un emparejamiento
Pp-estable debe ser P-estable a menos que p,(i) = ¢ para algin i que
no es soltero en P; es decir, si al reducir las listas de preferencias quedan
solteras algunas personas que no lo estaban. Siendo éste el caso, se sigue que
ningiin emparejamiento P,-estable puede ser P-estable, por el teorema 2.15.
Por la construccion de P,, ningiin emparejamiento P-estable 1 puede tener
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r(u) = n. Esto implica que el algoritmo efectivamente minimiza el costo de
arrepentimiento.
Gusfield [10] ofrece un algoritmo mas eficiente para hallar un empareja-

miento estable p que minimiza r(u), usando para ello la estructura de reticulo
de Est(P).

3.2.2. El costo igualitario

Una segunda idea para medir la inequidad de un emparejamiento u €
Est(P) a partir de las preferencias de P consiste en sencillamente sumar todos
los valores # (i) para ¢ € HU M. Al tener en cuenta los resultados de todos
los individuos, esto previene situaciones como la del ejemplo anterior, en las
cuales un solo participante perjudica a muchos.

Definicién 3.8. El costo igualitario [24] de p se define por
c(p) = #pi).
1€T
El inconveniente de esta idea es que tras la equidad general puede escon-
derse una inequidad de género mayor. El siguiente perfil de preferencias

a B v 0 A B C D
A B CD B v a ¢
D D A A b 0 f «
B C D B ~v a 0 p
C A B C o f v vy

tiene tres emparejamientos estables: los emparejamientos py y pa que le
dan a cada hombre (respectivamente, a cada mujer) su primera opcién, y un
emparejamiento us dado por

pus(a) = B, ps(B) = C, ps(y) = A, ps(0) = D.
Puede comprobarse que
c(pr) = c(par) =17, c(ps) = 18,

a pesar de que p3 es claramente el mas equitativo de los tres emparejamientos.

Irving, Leather y Gusfield [11] dieron el primer algoritmo para encontrar un
emparejamiento estable x que minimiza c(u). El método consiste en explotar
las propiedades combinatorias del conjunto de emparejamientos estables para
reducir el problema a encontrar un subconjunto de peso maximo de una
grafica dirigida ponderada.
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3.2.3. El costo de igualdad de sexos

La dultima de las tres medidas de inequidad que se examinan en esta
seccion es la unica de ellas que se enfoca concretamente en las diferencias de
género. La idea es calcular lo bien o mal emparejados que estan en general los
hombres, y compararlo con lo bien o mal emparejadas que estan en general
las mujeres.

Definicién 3.9. El costo de igualdad de sexos [24] de p se define por

dp) = | > #ph)— > #u(m)|.
he HNT meMNT
Si bien al minimizar d(u) se obtienen resultados mas equitativos entre
géneros, esto puede ocurrir a costa del bienestar general. Considérese esta
lista de preferencias:

a B v 0 A B C D
A B C D 4§ 6 6 9
B C A A [ v a «
D A B B a B v B
¢C DD C v a B v

Los dos emparejamientos estables para estas preferencias son el empareja-
miento puy que le da a cada hombre su pareja preferida, y otro uy, que
asigna

() = C, pa(B) = A, pu () = B, i (0) = D.
Puede calcularse
d(pn) = 6, d(pnr) = 4.

Sin embargo, puede argumentarse que pug es en general un resultado mas
deseable: en py los hombres y D obtienen su primera opcién, mientras que
las deméas mujeres obtienen su tercera opcién. Pasar a uy; hace que todos
los participantes reciban su segunda, tercera o incluso cuarta alternativa,
con excepcion de D y J. Esto se refleja en los costos igualitarios de los dos
emparejamientos, que son respectivamente 14 y 18.

A diferencia de (1) y ¢(u), no existen algoritmos eficientes para minimizar
d(p) [24]. La solucién ineficiente consiste en enumerar todos los empareja-
mientos estables, calcular su costo de igualdad de sexos y escoger uno cuyo

costo sea minimo. Existen, sin embargo, algoritmos eficientes para acotar el
valor de d(u) [24].
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3.2.4. Un comentario sobre medidas de inequidad

Como se ha visto, ninguna de las tres medidas de inequidad estudiadas es
suficiente por si sola para garantizar una verdadera equidad en el resultado.
Puede argumentarse, sin embargo, a favor de un indice que combine las tres
medidas de inequidad: en cada uno de los ejemplos de esta seccién, calcular
las tres medidas para los emparejamientos estables muestra que dos de ellas
si apuntan hacia el emparejamiento mas equitativo en cada caso.

Hay, a pesar de todo, dos razones por las cuales puede considerarse que el
enfoque basado en medidas de inequidad no es adecuado para enfrentar el
problema de la equidad de género. La primera de ellas es que esto fuerza a
asignarle un valor numérico a cada posicion de la lista de preferencias de un
individuo. Si

A=y B =), C,

entonces asignarle los valores 1,2,3 a A, B, C' no refleja de la misma manera
las preferencias de h si h considera que B es casi tan preferible como A que
si la considera apenas un poco mas preferible que C'. En consideraciéon a
esto, puede generalizarse el problema permitiendo que los individuos asignen
pesos a cada posible pareja de una manera que refleje sus preferencias; este
problema también ha sido estudiado [22].

La segunda razén por la cual este enfoque no es enteramente adecuado es
que, incluso al obtener un algoritmo que minimiza alguna de las medidas de
inequidad, el teorema 3.5 también se aplica a dicho algoritmo. Concretamente,
cuando el minimo se realiza en mas de un emparejamiento estable, es imposible
escoger entre ellos sin incurrir en discriminacién de género o en discriminacion
entre pares.

3.3. El problema de los companeros de cuarto

Una variante del problema del emparejamiento estable que conviene tener
en cuenta a la hora de discutir asuntos de equidad de género es el problema
de los comparneros de cuarto. En esta variante, los conjuntos H y M se
ven reemplazados por un tunico conjunto I de 2n individuos, que tienen
preferencias unos sobre otros, y el objetivo es formar parejas de individuos
que van a habitar n cuartos con capacidad para dos personas. En consecuencia,
en esta variante no estd permitido que haya individuos solteros.
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3.3.1. Planteamiento del problema

Definicién 3.10. Sea I un conjunto finito no vacio con un ntimero par de
elementos. Un emparejamiento sobre I es una biyeccion p : I — I sin puntos
fijos tal que pu? = p. Un perfil de preferencias P es una funcién que a cada
1 € I le asigna un orden de preferencias Pi = >=; sobre I. Dos individuos 7 y
j forman una pareja P-bloqueadora para el emparejamiento p si j »; u(i) e
i > p(j). pu es P-estable si no tiene parejas P-bloqueadoras.

El problema de los companeros de cuarto consiste, pues, en determinar si
para un perfil de preferencias P existen emparejamientos estables, y hallarlos
cuando es asi.

El problema de los companeros de cuarto puede considerarse una extension
del problema del emparejamiento estable: dados H y M, puede escogerse
I = T (como en la definicién 3.6), y se define i >; j siempre que i # j
sean del mismo género. Los teoremas 2.7 y 2.15 garantizan entonces que un
emparejamiento p entre H y M es estable (en el sentido de la subseccién 2.1.2)
si y solo si su restriccion a T' es un emparejamiento estable en el sentido de
los companeros de cuarto y (i) =i para todo i ¢ T.

Esto sugiere una estrategia para resolver el problema de la equidad de
género en emparejamientos estables: si se posee un algoritmo para resolver
el problema de los companeros de cuarto, éste puede aplicarse al perfil de
preferencias sobre T' como se acaba de definir. Puesto que el algoritmo no usa
informacion sobre el género de los participantes, deberia satisfacer indiferencia
de género.

Esta estrategia enfrenta, sin embargo, dos dificultades. La primera es
que el problema de los companeros de cuarto en general no tiene solucién.
Gale y Shapley [1] plantean las siguientes preferencias entre cuatro individuos
a,b,c,d:

a b c d
b ¢ a b
c a b c
d d d a

Entonces cualquier emparejamiento u es bloqueado:
» Sipu(a) = b, entonces by ¢ bloquean y;
» si p(a) = ¢, entonces a y b bloquean ;

» si p(a) = d, entonces a y ¢ bloquean p.
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La segunda dificultad que se hace evidente es que, al satisfacer indiferencia
de género, un algoritmo para el problema de los companeros de cuarto necesa-
riamente incumple el principio de indiferencia entre pares, por el teorema 3.5.

A pesar de estas dificultades, es provechoso estudiar el problema de los
companeros de cuarto en el contexto de la equidad de género, ya que da una
idea del tipo de estrategias de solucién que pueden o no dar resultado.

3.3.2. Solucion al problema

Irving [7] propone un algoritmo que determina si un perfil de preferencias P
admite un emparejamiento estable, e identifica uno si es asi. El procedimiento
puede esbozarse como sigue:

1. Se ejecuta primero una ronda de propuestas y rechazos al modo de
Gale—Shapley, en la cual todos los participantes proponen y rechazan;

2. se reducen las listas de preferencias eliminando de manera reciproca
aquellos individuos que cada participante considera inferiores a su mejor
propuesta;

3. si todas las listas de preferencias constan de un solo individuo o si
alguna lista de preferencias se ha quedado vacia, terminar;

4. de lo contrario, localizar una rotacion, eliminarla y repetir desde el paso

3.

En el paso 4, una rotacion es una sucesion de r parejas de individuos distintos

(iO)jO)a (ilhjl)a ) (i’r‘—lajr—l)a

tales que en la lista (reducida) de iy, js ocupa el primer lugar y js,1 ocupa el
segundo lugar (los subindices son médulo r), para 0 < s < r — 1. Eliminar la
rotacién consiste en eliminar reciprocamente a j, de la lista de i, lo cual en
efecto implica que cada i, le propone a jg,1.

Asi pues, si en el paso 3 todas las listas constan de un solo individuo,
las listas especifican un emparejamiento estable. Si en cambio la lista de un
individuo 7 se ha quedado vacia, entonces ¢ no puede emparejarse de manera
estable y por tanto no existen emparejamientos estables para el perfil de
preferencias dado.
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Es claro que el algoritmo no satisface indiferencia entre pares, ya que
al momento de localizar una rotacién es posible que haya més de una, y
el algoritmo debe seleccionar una de forma esencialmente arbitraria con
respecto a la estructura de preferencias. Sin embargo, la estructura general
del algoritmo puede considerarse una motivacién para el algoritmo de la
seccion 4.3, que si tendrd indiferencia entre pares ademas de indiferencia de
género.



Capitulo 4

Una solucion con equidad de
género

En el capitulo anterior pudo comprobarse que la equidad de género en
el problema del emparejamiento estable es inalcanzable en un sentido muy
esencial. Una pregunta natural es si la nocién de estabilidad puede genera-
lizarse a un concepto de soluciéon que si admita equidad de género. En el
presente capitulo se introduce tal concepto de solucién y se ofrece un método
de calcularlo a partir de cualquier perfil de preferencias.

4.1. Emparejamientos multivaluados

Considérese el perfil de preferencias entre dos hombres y dos mujeres de
la pagina 23:

a f A B
A B [ «
B A a [

De manera intuitiva, la unica “solucién” que es indiferente al género consiste
en declarar que ambos emparejamientos son igualmente validos; en efecto, que
tiene sentido emparejar a cada participante con ambas personas del género
opuesto simultaneamente.

33
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4.1.1. Antecedentes

En esta seccién se propone una nocién de emparejamiento que permite
que cada persona tenga mas de una pareja a la vez. Esto hace pertinente
mencionar los trabajos anteriores donde se desarrolla esta posibilidad [8, 9,
12, 17, 18].

La opcién de asignar multiples parejas a un mismo individuo se remonta
al origen mismo del problema del emparejamiento estable. La motivacién para
el articulo original de Gale y Shapley [1] involucra procesos de admisién de
estudiantes a centros educativos. En su modelo, los estudiantes se identifican
con los hombres; las universidades, con las mujeres; y aunque cada estudiante
s6lo puede asistir a una universidad, cada universidad puede por supuesto
recibir a mas de un estudiante a la vez. El modelo es entonces uno-a-muchos;
en efecto, cada universidad U tiene una cota maxima gy de estudiantes
admitidos. El algoritmo se formula inicialmente para el caso uno-a-uno en que
qgu = 1 para toda U, y se extiende sin dificultad alguna para gy arbitrarios.
La nocién de bloqueo ahora requiere que una universidad tenga menos de ¢y
admitidos o que esté dispuesta a abandonar a uno de sus ¢y admitidos para
recibir a un aspirante que considera mejor.

El algoritmo de Gale y Shapley para el caso uno-a-uno se aplica sin
problemas al caso uno-a-muchos empleando el algoritmo estudiantes-proponen
y permitiendo que la universidad U conserve en cada iteracion sus mejores
qu aspirantes. El resultado asi obtenido es estable y estudiante-6ptimo. Sin
embargo, Roth [9] muestra que puede haber asignaciones no estables que toda
universidad prefiere sobre la mejor asignacion estable para las universidades,
cosa que no ocurre en el modelo uno-a-uno.

La dificultad fundamental en los casos uno-a-muchos y muchos-a-muchos
es que se hace necesario describir las preferencias de los participantes no sélo
con respecto a individuos, sino con respecto a conjuntos de individuos [9].
Esto obliga a especificar los 6rdenes de preferencias sobre conjuntos, y a
definir nociones de estabilidad que incorporen estas preferencias [17]:

» Un emparejamiento es estable por parejas si no hay un hombre y una
mujer que, no estando juntos, preferirian estarlo (posiblemente abando-
nando o conservando otras de sus respectivas parejas);

= un emparejamiento estd en el nicleo si no existe una coaliciéon de
hombres y mujeres que, emparejandose sélo entre ellos, obtengan un
resultado mejor que lo que el emparejamiento les asigna;
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= un emparejamiento es estable por conjuntos si no existe una coalicién
de hombres y mujeres que, agregando vinculos entre ellos (posiblemente
abandonando o conservando otras de sus respectivas parejas), puedan
obtener un resultado mejor que lo que el emparejamiento les asigna.

Sotomayor [17] muestra que la estabilidad por conjuntos es estrictamente mas
fuerte que la estabilidad por parejas y el nicleo; muestra también que para
una estructura de preferencias el nicleo puede no contener emparejamientos
estables por parejas, y por tanto los emparejamientos estables por conjuntos
pueden no existir.

Cabe notar que este planteamiento con preferencias sobre conjuntos es
efectivamente una formulacion variante del problema, fruto del hecho de que
los emparejamientos muchos-a-muchos son en este caso la meta, y por tanto
la nocion de estabilidad debe genuinamente reflejar las opciones estratégicas
que enfrentan los jugadores. Los conceptos que se presentan en esta seccion,
en cambio, cobran sentido sélo como un paso intermedio en la obtencion de
uno o mas emparejamientos estables en el sentido clédsico, y por tanto deben
prescindir de cualquier estructura adicional a los érdenes de preferencias sobre
individuos.

4.1.2. Motivacién

Supdéngase que, para cada perfil de preferencias P entre conjuntos H y
M, quiere obtenerse una subcoleccion de emparejamientos estables

E(H, M, P) C Est(P).

Supongase ademas que estas colecciones quieren obtenerse con un procedimien-
to que satisfaga criterios analogos a la indiferencia de género e indiferencia
entre pares de la seccion 3.1:

EM,H,P)=E(H,M,P),
E(O(H),0(M), 6P) = {0yt | 1 € E(H, M, P)}.
En algunos casos sera inevitable, para cumplir estos criterios, que £(P) =

Est(P), por ejemplo para el perfil de preferencias de la pagina 23. Sin embargo,
en otros casos habra una forma mas eficiente de asegurar los dos criterios;
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considérese esta lista de preferencias P:

Qe
= Q o=
= QR
Q2 W
@R 2| W
2 ™o

Puede determinarse que

Est(P) = {pa, par, p2},

donde py y py le dan respectivamente a hombres y mujeres sus parejas
preferidas, y o le da a todas las personas su segunda pareja preferida. Entonces
cualquier permutacion que fije H U M y fije la estructura de preferencias fija
también el emparejamiento s, de forma que elegir

E(Hv M7 P) = {N2}

es compatible con ambos criterios. Esta eleccion tiene la propiedad adicional
de que ningun individuo queda emparejado jamas con su peor pareja factible,
sino a lo sumo con su segunda peor.

Surge, pues, una pregunta natural: jcuanto mas pequeno puede esperarse
que sea el conjunto E(H,M,P)? Mejor dicho, ;cudntos emparejamientos
pueden excluirse de £(H, M, P) sin romper los criterios de justicia? En esta
seccién se introducird una extension natural de la nocién de estabilidad
que justifica la idea de que, para cualquier perfil de preferencias P, basta
considerar

E(H, M, P)| < 2.

4.1.3. Definiciones

Definicién 4.1. Un emparejamiento multivaluado entre H y M es una funciéon
ANiHUM — po(HUM)
que satisface, para todo h € H, m € M:
= A(h), A(m) # &;
» AMh) C M U{h}, XN(m) C HU{m};
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» simetria: h € A(m) siy solo si m € A\(h);
= monogamia mutua: A(h) = {m} siy sélo si A\(m) = {h}.

La condiciéon de monogamia mutua no es imprescindible si lo que se quiere
es emparejar a cada participante con mas de una persona a la vez, pero se
justifica en un objetivo pragmaético y en una interpretacion del modelo:

= El objetivo es obtener emparejamientos uno-a-uno a partir de un empa-
rejamiento multivaluado, lo cual puede no ser posible si no se satisface
monogamia mutua. Si por ejemplo A\(hy) = {m} pero A\(m) = {hy, ha},
entonces emparejar a m con hs harfa imposible definir una pareja para
hy. En el peor de los casos, debe escogerse A(hy) = {m, hy }, haciendo
explicita la opcién de dejar soltero a h;.

= Bajo los supuestos de que cada individuo distribuye su “tiempo” entre
distintas personas, y de que todas las personas disponen de la misma
cantidad de tiempo para distribuir, es valido interpretar A(7) como el
conjunto de personas con las cuales i pasa un tiempo estrictamente
positivo. Ahora bien, si A(hy) = {m} pero \(m) = {hq, hy}, esto querria
decir que hy pasa el 100 % de su tiempo con m, pero ella no pasa el
100 % de su tiempo con hy, lo cual no tiene sentido.

Antes de introducir la nocién de estabilidad para emparejamientos multi-
valuados, es propio hacer una distinciéon. Formalmente, un emparejamiento
w:HUM — HUM no es lo mismo que un emparejamiento multivaluado
A, incluso si resulta ser que |A(i)| = 1 para todo i, pues las imagenes de A
son conjuntos de individuos, mientras que las imagenes de p son individuos
en si. De manera preliminar, los emparejamientos u: H UM — H U M se
denominaran emparejamientos univaluados para distinguirlos del siguiente
concepto.

Definicién 4.2. Un emparejamiento multivaluado A : H U M — o(H U M)
es mondgamo si |\(i)| = 1 para todo i € H U M.

Asi pues, un emparejamiento univaluado envia personas en personas,
mientras que un emparejamiento multivaluado monégamo envia personas en
conjuntos unitarios de personas. Obsérvese que un emparejamiento univaluado
p siempre define un emparejamiento monégamo A por (i) = {u(i)} para
todo i, y reciprocamente, la misma expresion define un emparejamiento
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univaluado p a partir de un emparejamiento multivaluado A. Esta distincion,
sin embargo, resulta ser meramente formal: con respecto a la estabilidad, los
emparejamientos monogamos extienden precisamente a los emparejamientos
univaluados, como se vera.

4.1.4. Estabilidad en emparejamientos multivaluados

Las nociones de bloqueo y de estabilidad se extienden de manera natural
a los emparejamientos multivaluados.

Definicién 4.3. Sea P un perfil de preferencias entre H y M. Los individuos
i,7 € HU M bloguean un emparejamiento multivaluado A si existen iy € A(7)
v jx € A(j) tales que

J =il
) >'j j)\.
Si A no es bloqueado, entonces es estable.

Como en la estabilidad ordinaria, si ¢ = j estas condiciones se reducen a
que existe iy € A(7) tal que ¢ prefiere estar soltero que estar con iy.

Esta definicién extiende la nocion de estabilidad para emparejamientos
univaluados, en el sentido de que dos individuos ¢ y j bloquean un empare-
jamiento u si y sélo si bloquean el emparejamiento monégamo A obtenido
a partir de p como se discutié antes, pues la condicion iy € (i) equivale a

ix = p(i) dado que
A(@) = {p(@)}

En consecuencia, u es estable (en el sentido univaluado) si y sélo si A es
estable (en el sentido multivaluado). Asi pues, en lo sucesivo no se distinguira
entre emparejamientos univaluados y emparejamientos monoégamos.

Ejemplo. Considérese la lista de preferencias P entre dos hombres «, 8 y
dos mujeres A, B:

a f A B
A B [ «
B A a [

En el ejemplo de la pagina 23 se observd que P tiene dos emparejamientos
estables py v par. Desde luego ambos son estables como emparejamientos
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univaluados. También hay un emparejamiento multivaluado estable A\ dado
por
Ma)=A(B) =M,  MA)=XDB)=4H.
Ahora bien, A puede considerarse la unién de pgy y par en el sentido de que
Ai) = {pg (i), uy (i)} para todo i € HU M.

En este caso, la union de los dos emparejamientos univaluados estables da
lugar a un emparejamiento multivaluado estable. ;Serd éste siempre el caso?
A continuacién se vera que no.

Definicién 4.4. Sean A1, Ay emparejamientos multivaluados entre H y M. Se
dice que Ay es un subemparejamiento de Ao, y se escribe \; C Ay, si
A1(7) € Ao(i) para todo i € H U M.

Teorema 4.5. Sean A un emparejamiento multivaluado estable entre H y
M, v sea xk un subemparejamiento de A. Entonces k es estable.

Demostracion. Supéngase a modo de contradiccion que ¢ y j bloquean k.
Entonces existen i, € k(i) y jx € k(j) tales que

J =i Uk L g I
Dado que k C A, i, € A(7) y jx € A(j). Por tanto, ¢ y j también bloquean A,
contradiciendo que A es estable. Se concluye que x no tiene bloqueos. O
Ejemplo. Considérese la lista de preferencias de la pagina 36:
a [ v A B C

A B C [ v «
B C A v a p
C A B «a (g v
Entonces A = g U iy no es estable, pues
B >, C € \a),
a>p B eND),

es decir, a« y B bloquean A. Por el teorema 4.5, la unién de todos los empare-
jamientos univaluados estables tampoco es un emparejamiento multivaluado
estable.

Se obtiene, pues, que la estabilidad multivaluada extiende la estabilidad
univaluada, pero no de una manera enteramente trivial. A continuacién se
desarrollan las propiedades de los emparejamientos multivaluados y la relacion
con sus subemparejamientos univaluados.
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4.1.5. Emparejamientos univaluados a partir de empa-
rejamientos multivaluados

Teorema 4.6. Dado un emparejamiento multivaluado estable \ entre H y
M, definase una funcién f\: HUM — H U M por

@) = Ir%)zix)\(z'), para cada i € H U M.

Entonces f) es una biyeccién.

Demostracion. Puesto que HUM es finito, basta demostrar que f) es inyectiva.
A modo de contradiccién supéngase que no; sean i, j, k € H U M tales que

L) = £H0) =k, i F .
Sin pérdida de generalidad, i > j. Puesto que {7, j} C A(k), por monogamia
mutua existe ¢ € A\(¢) distinto de k. Entonces
i =1 ] € AKk),
k>; 0 e \),

esto tltimo ya que k = maxp; A(7). Por tanto, i y k bloquean A, contradiciendo
su estabilidad. Esto prueba que f) es inyectiva. O]

Teorema 4.7. Definase p: HUM — H U M por

o=y e
Entonces i es un emparejamiento, p C X y i es estable.
Demostracion. Obsérvese primero que

wu(h) = fa(h) € A(h) c MU{h}  parah € H,
p(m) = £ (m) € X(m) € HU {m} para m € M.

Entonces, para 1 € H U M,
@) siie Hy pi) e M
' )

i siie Hy (i) =1,
AHE) stie My p

1 siteMyp

pp(i)) =
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Por tanto, pu(u(i)) = ¢ en todos los casos. Esto demuestra que p es un
emparejamiento. Desde luego, ;1 € A como se acaba de observar. La estabilidad
de u se sigue entonces del teorema 4.5. [

Teorema 4.8. Sea A un emparejamiento multivaluado estable entre H y M,
y sea h € H. Entonces |\(h)| < 2.

Demostracion. Supéngase a modo de contradiccion que existen my, mo, ms
distintas en A(h), y sin pérdida de generalidad

my »=p Mo >p M3.
Sea p el emparejamiento del teorema 4.7, de forma que

(k) = rr;)z;mcx A(k) para todo hombre k € H.

En consecuencia, p(h) # ma. Sea k = pu(ms). Por monogamia mutua, puesto
que A(mg) # {k}, existe j € A(k) distinta de mo, y por tanto

me = J € AKk).

Dado que A es estable, debe tenerse
h =m, k€ A(ms),

pues de lo contrario m y k bloquearian \. Por otro lado,
may >, mg € A(h),

lo que significa que h y m bloquean \. Esto es una contradiccion. O

Si bien un emparejamiento multivaluado estable A puede contener mas de
dos emparejamientos univaluados, los resultados anteriores garantizan que A
puede expresarse como unién de solamente dos emparejamientos univaluados
estables Ay y Ay, a saber,

A =max{p | p C A},
>H

Ay =méx{p | p C A},
>M

donde <p y <js son los érdenes parciales del teorema 2.17.
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En particular, A queda especificado tan pronto como se sabe cudles son las
dos (o menos) parejas de cada persona. Esto sugiere que una forma de localizar
un emparejamiento multivaluado estable es partir del perfil de preferencias
original y, eliminando parejas bloqueadas, reducir el perfil hasta que solamente
queden dos personas o menos en la lista de cada participante.

En principio, un algoritmo que desarrolle esta idea conservando estabi-
lidad, indiferencia de género e indiferencia entre pares podra considerarse
una solucion al problema. En las siguientes dos subsecciones se propone un
procedimiento de este tipo.

4.2. El algoritmo de Gale—Shapley bilateral

Un paso intermedio en el desarrollo del procedimiento consiste en reducir
el perfil de preferencias de tal manera que el conjunto de emparejamientos
estables permanezca invariante. En esta seccion se muestra cémo conseguirlo.

4.2.1. Operaciones con listas de preferencias

Como se vio en la subseccién 2.1.3, Est(P) estd bien definido para cada
lista de preferencias P. Se define ahora otro invariante con respecto a las
listas de preferencias:

Definicién 4.9. Sea P un perfil de preferencias entre H y M. El conjunto
de parejas P-admisibles de 1 € H U M se denota por

Plil={je HUM | j »;ien P}

Por la definicién de la relacién de equivalencia, PJi] estd bien definido
para cada lista de preferencias P y cada ¢. El teorema 2.7 afirma, pues, que
Est(P) queda determinado unicamente por las preferencias de cada individuo
i restringidas a PJ[i].

Una operacion natural con una lista de preferencias consiste en borrar un
elemento de alguna columna. Considérese la siguiente lista de preferencias P:

a B v 06 A B C D
A B CD B v § «
Cc ¢ A B ~ 0 p 6
D A B C a [ «

Y
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Noétese que todos excepto C' tienen una pareja descalificada; D tiene dos.
Supongase que quiere eliminarse a ¢ de la lista de preferencias de C'. No es
dificil construir un perfil de preferencias Q cuya tabla refleja ese cambio:

s Para ¢ # C, el orden de preferencias Qi es el mismo Pi;

» el orden de preferencias QC' coincide con PC en {«, ,v,C} y por
demés pone j =¢ § para todo j € {«a, 3,7,C}.

La lista de preferencias correspondiente a Q queda entonces como sigue,

A B C D

g v B«
v 0 a o
a p o7

y se dice que, al pasar de P a Q, C' ha “eliminado” a B, o que ha “descalificado”
a B, de su lista de preferencias.

Desde luego, este tipo de descalificaciones no puede hacerse de manera
arbitraria, so riesgo de eliminar algiin emparejamiento estable o introducir
otro que no lo era. Los siguientes resultados muestran dos operaciones con
listas de preferencias que preservan emparejamientos estables.

Teorema 4.10. Sea P una lista de preferencias. Supéngase que i es pareja
descalificada de j. Si Q es la lista de preferencias obtenida a partir de P
haciendo que 7 también descalifique a j, entonces Est(Q) = Est(P).

Demostracion. Supéngase primero que p € Est(P). Claramente se satisfacen
las hipétesis a) y b) del teorema 2.6. Para concluir que 1 € Est(Q) basta
comprobar la hipdtesis ¢). Si u(i) >=; k en P, entonces también p(i) =; k en
Q a menos que (i) = 7, lo cual es imposible ya que p es P-estable pero i
no es pareja P-admisible de j. Esto implica la hipdtesis ¢) del teorema, de lo
cual se sigue que Est(P) C Est(Q).

Supdngase ahora que p ¢ Est(P). Supéngase que k,¢ € H U M bloquean
4 con respecto a P,

k¢ pu(€) en P, 0y u(k) en P.

Ahora bien, Pk = Qk y P{ = QF, y por tanto k y £ O-bloquean i, a menos
que {k,l} = {i,7}. Pero eso es imposible, ya que i es pareja P-descalificada
de 7, y por tanto

1(j) =5 j =jien Q.
Se concluye que p ¢ Est(Q), lo cual completa la prueba. ]
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Ya que estas eliminaciones pueden repetirse para cada pareja descalificada,
este resultado demuestra que siempre pueden eliminarse “reciprocamente”
de la lista aquellas preferencias que no sean “correspondidas”, de forma
que queden unicamente preferencias mutuamente admisibles. El siguiente
resultado muestra hasta dénde se pueden truncar las listas de preferencias
sin alterar el conjunto de emparejamientos estables.

Teorema 4.11. Sea P una lista de preferencias entre H y M. Seant € HUM,
j = minP[i] la peor pareja P-admisible de i, y supéngase que i tiene una
pareja P-factible ¢ # j. Obténgase Q haciendo que i descalifique a j. Entonces

Est(Q) = {u € Est(P) | uli) # j}.

Demostracion. Supéngase primero que pu € Est(P) y u(i) # j. Para usar el
teorema 2.6 ya se tienen las hipétesis a) y b). Basta comprobar la hipdtesis
c). Si u(i) =; k en P, entonces u(i) =; k en Q, ya que al pasar de P a Q
el tnico individuo que decrece en la lista es j, y p(i) # j por hipdtesis. Por
tanto, la hipdtesis c) del teorema también se cumple. Esto prueba que p es
Q-estable, y en consecuencia

{p € Est(P) | u(i) # j} < Est(Q).

Ahora bien, 7 tiene una pareja P-factible £ # j. Si v es un emparejamiento
P-estable con v(i) = ¢, entonces v € Est(Q) como se acaba de demostrar, y
el teorema 2.15 prueba que (i) # i para todo pu € Est(Q).

Para finalizar, supéngase que p € Est(Q). Se usard nuevamente el teore-
ma 2.6, esta vez intercambiando P y Q. Las hipétesis a) y b) ya se cumplen.
Para verificar la hipétesis c), ndtese que (i) # i como se acaba de observar,
y u(i) # j ya que j es pareja Q-descalificada de 7. Por tanto,

p(i) =i 1 >; jen Q.
En particular, () es P-admisible para i. Como j es la peor pareja P-admisible
de 1,
/J(Z) >i J en P.
Se concluye que si u(i) =; k en Q, entonces también u(i) =; k en P. Esto
es cierto cuando k # j porque las preferencias coinciden, y también cuando

k = j por lo que se acaba de observar. Por tanto, la hip6tesis ¢) también se
cumple, y esto demuestra que

Est(Q) € {p € Est(P) | u(i) # j}- —~
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De acuerdo con este resultado, un individuo puede descalificar a cualquier
cantidad de parejas potenciales sin quedarse soltero, siempre y cuando no
elimine a su mejor pareja factible. Esto sera crucial en la seccion 4.3, pero de
manera inmediata es mas 1til la siguiente consecuencia.

Teorema 4.12. Sien el teorema 4.11 j no es una pareja factible de i, entonces
Est(Q) = Est(P).

Demostracion. En tal caso, {u € Est(P) | u(i) # j} = Est(P). O

Este resultado demuestra que un individuo ¢ puede descalificar a aquellas
parejas que considera peores que su peor pareja factible, y eso no modifica el
conjunto de emparejamientos estables.

4.2.2. Formulacién del algoritmo

Los teoremas 4.10 y 4.12 muestran hasta dénde se puede reducir P con
la tranquilidad de preservar Est(P). Esto sugiere el siguiente procedimiento
para reducir P a una lista P* con los mismos emparejamientos estables:

1. localizar la peor pareja P-factible PPF(i, P) para cada individuo i;
2. truncar la lista de preferencias de cada i por debajo de PPF (i, P);
3. eliminar todas las preferencias que no sean mutuamente admisibles.

El teorema 4.12 garantiza que el paso 2 preserva Est(P), y el teorema 4.10
implica que, tras el paso 3, Est(P*) = Est(P).

En el paso 1, localizar la peor pareja factible de ¢« puede hacerse por
cualquier método, y en particular usando el algoritmo de Gale—Shapley tal
que el género que propone es el género opuesto al de ¢. Entonces el teorema 2.17
garantiza que la pareja de i es su peor pareja factible.

Teorema 4.13. Para todo i,5 € HU M distintos, j € P*[i] si y sélo si (en
el perfil P)

j =i PPF(i,P) y i =; PPF(j,P).

Ademés, si i no es soltero en P, entonces MPF (i, P) = max P*[i] (relativo al
orden Pi).
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Demostracion. Sij =; PPF(i,P) e i =; PPF(j,P), entonces ninguno de ellos
elimina al otro en el paso 2, y en consecuencia tampoco en el paso 3. Por
tanto, j € P*[i].

En cambio, si PPF(i,P) »; j, entonces ¢ elimina a j en el paso 2; y si
PPF(j,P) >, i, entonces j elimina a ¢ en el paso 2 y por tanto ¢ elimina a j
en el paso 3. En ambos casos, j ¢ P*[i]. Esto demuestra la primera parte del
enunciado.

Supdngase entonces que i no es soltero en P, y sea k = MPF(i,P). El
teorema 2.17 garantiza que i = PPF(k,P), y por definicién k »=; PPF (i, P).
Como se acaba de demostrar, k € P*[i].

Para demostrar que k& = max P*[i], debe verse que si j >=; k entonces
j ¢ P*[i]. Dado un tal j, sea p € Est(P). Entonces j >; u(7), pues k es la
mejor pareja factible de i. Por estabilidad, p(j) >; . Como esto es vélido
para cualquier u € Est(P),

PPF(j, P) =; i,
y la primera parte del enunciado implica que j ¢ P*[i], como se querfa. [J

En principio, nada impide aplicar el algoritmo de Gale-Shapley simulta-
neamente a ambos géneros, de lo cual resulta el nombre de algoritmo de Gale—
Shapley bilateral. Sin embargo, este algoritmo no produce un emparejamiento
1, sino una lista de preferencias reducida.

Tal y como el algoritmo base de Gale-Shapley, este algoritmo procede por
etapas. En cada etapa:

1. cada participante que no tenga una lista vacia le hace una propuesta a
la primera persona de su lista;

2. cada participante que reciba al menos una propuesta descalifica a todas
las personas que prefiere menos que a su mejor propuesta;

3. cada participante descalifica a todas las personas que lo han descalifica-

do.

El algoritmo termina tan pronto como en una etapa no ocurren mas desca-
lificaciones, lo cual siempre se alcanza ya que las listas de preferencias son
finitas. El resultado es una lista de preferencias Q en la cual cada individuo
ha descalificado a algin subconjunto (posiblemente vacio) de sus parejas
admisibles.
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Teorema 4.14. Q = P*.

Demostracion. En el algoritmo de Gale-Shapley bilateral, un individuo ¢
descalifica a un individuo j # 7 si y solo si ocurre uno de los siguientes casos:

a) i ha recibido una mejor propuesta de otro individuo k, de forma que

PPF(i,P) =i k > j;

b) i es pareja descalificada de j en P, de forma que
PPF(j,P) = j =j i;

c) j descalifica a i en el desarrollo del algoritmo, lo cual equivale al caso
a) con los papeles de i y j intercambiados.

En otras palabras, j ¢ QJi] siy sélo si PPF(i,P) >; j o PPF(j,P) >, i. El
teorema 4.13 da entonces la igualdad buscada. [

Teorema 4.15. Definase A : H U M — o(H U M) por

o [Pl siPll £ e,
M) {{i} si P*li] = o.

Entonces A es un emparejamiento multivaluado P-estable si 'y sélo si |[P*[i]| < 2
para todo i.

Demostracion. Por la definicién, |P*[i]| < |A(¢)| para todo ¢, y la desigualdad
es estricta sélo cuando P*[i| = @.
Se verifica primero que A es un emparejamiento multivaluado. En efecto,

» \(i) # @ para cada i por construccion;

» \(h) CP[h] C M U{h} paracada h € H,y \(m) C P[m| C HU {m}
para cada m € M;

= ) es simétrico, ya que en el procedimiento todas las parejas que no son
mutuamente admisibles son eliminadas de la lista;

» )\ satisface monogamia mutua, pues si A(i) = {j} con j # i, entonces
j es la unica pareja factible de i (por el teorema 4.13), y por tanto

A() = {i}.
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Asi pues, si A es estable entonces el teorema 4.8 implica que, para todo ,
Pl < AG)] < 2

Reciprocamente, si A no es estable, entonces existen i, j, iy, 7 tales que (en el
perfil P)

Jmiin €A, iy h € AU)-
Esto implica lo siguiente:
w j = A1) =; PPF(i,P) y i =; A(j) =; PPF(j,P). Por el teorema 4.13,
J € ).

» Sea k = MPF(i,P) € (i) y supéngase a modo de contradiccién que
j = k. Por el teorema 2.19,

PPF(j,P) =i >, jx.
Entonces j, es descalificada por j en el desarrollo del algoritmo, contra-
diciendo que j) € A(j). Se sigue que j # k.
» Sea ¢ = PPF(i,P) € \(i). Entonces ¢ # j, pues j =; iy =; {.
Resulta entonces que
k>=ij>i, k,j, e P*i,

y por tanto
[Pl = M@ = 3. O

4.3. Un algoritmo multivaluado estable

Los resultados de la seccion anterior ofrecen un medio para obtener un
emparejamiento multivaluado estable: después de aplicar el algoritmo de
Gale—Shapley bilateral, si alguna persona i todavia tiene mas de dos personas
en su lista, el teorema 4.11 garantiza que ¢ puede descalificar a su peor pareja
factible y el conjunto de emparejamientos estables se reduce. Tan pronto como
todos los participantes tienen dos o menos personas en su lista, el teorema 4.15
garantiza que se ha obtenido un emparejamiento multivaluado estable.
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4.3.1. Truncar parejas estables

Es posible, desde luego, que haya mas de una persona con mas de tres
parejas en lista. La tarea siguiente es determinar cudal de ellas, o cuales, deben
eliminar a su peor pareja factible. Si bien cualquiera de las eliminaciones
conducira en ultima instancia a un emparejamiento estable, esta eleccion no
puede ser enteramente arbitraria, pues eso violaria el criterio de indiferencia
entre pares.

Ejemplo. La solucién ideal consistiria en permitir que toda persona ¢ con
|P*[i]] > 3 elimine a su peor pareja factible. El siguiente ejemplo muestra que
esa eleccion puede no conducir a un emparejamiento estable. Considérese la
siguiente lista de preferencias P entre H = {«, 3,7,0} y M = {A, B,C, D}:

a B v 06 A B C D
A B CD B v § «
Cc ¢ A B ~ 0 B 6
D A B C a [ «

g

Esta lista ya esta reducida hasta la peor pareja factible de cada individuo,
de forma que P* = P. Asi pues, |P*[i]| > 3 para todo participante ¢, excepto
para ¢; si se permite que todos menos ¢ eliminen a su peor pareja factible, se
obtiene la siguiente lista:

D

SYRG R Nvy

o
D
B

QxR
Q W™
Q=
2 e

!
o

O ™ > Q

Sin embargo, ejecutar el algoritmo de Gale-Shapley hombres-proponen con
esta lista produce el emparejamiento i que asigna

plo)=a,  p(B)=C,  ply)=A4,  pld)=D, pulAd)=A4,

que no es P-estable, ya que o y A prefieren estar juntos que estar solteros.
Permitir que se hagan todas las eliminaciones simultaneamente ha hecho que
algunas personas queden solteras cuando no debian estarlo.

En el siguiente resultado se da una forma de seleccionar las eliminaciones
de manera que no se deje indebidamente soltero a ningin participante.
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Teorema 4.16. Sea O la lista de preferencias obtenida a partir de P haciendo
Qli] = P*[i] \ {PPF (i, P)}.

Sea T'= {i € HU M | i no es soltero de Q}. Entonces existe un empareja-
miento p € Est(P) tal que (ndtese que la preferencia es estricta)

w(i) =; PPF(i,P) en P, para todo i € T.

Demostracién. Para empezar, obsérvese que si i € T, entonces |P*[i]| > 2, ya
que rechazar a su peor pareja factible no ha hecho que 7 se quede soltero. En
particular, sii € T,

MPF(i, P) =; PPF(i, P) en P.

Sea R la lista de preferencias obtenida a partir de P* permitiendo que cada
m € M NT elimine a su peor pareja P-factible. Este se puede obtener a partir
de P por eliminaciones sucesivas, de forma que, por el teorema 4.11,

Est(R) = {u € Est(P) | u(m) # PPF(m,P) para todam € M NT}.
Notese ademas que
Qli] € RJ[i] C PJi] para todo i € H U M,

y las preferencias coinciden en cada caso.

Sea p el emparejamiento hombre-6ptimo para R. Por la construccion de
R, u(m) =, PPF(m,P) en P para todam e M NT.

Para terminar la prueba, se verificara lo mismo para H N7T. Sea v el
emparejamiento mujer-6ptimo para Q. Entonces, por la construccion de Q,

v(i) »=; PPF(i,P) para todo i € T.

A modo de contradiccién supéngase que h € T es el primer hombre en
ser rechazado por su respectiva v(h) en el desarrollo del algoritmo de Gale—
Shapley hombres-proponen en R. Ahora bien, v(h) sélo rechaza a h si tiene
una propuesta mejor de otro hombre A’ tal que

h' > hen R.
Como h es el primer hombre en ser rechazado por v(h),

m >=p v(h') en R.
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Estas preferencias se cumplen también en Q, y por tanto i’ y m Q-bloquean
el emparejamiento Q-estable v, lo cual es imposible. Se concluye que ningin
h € HNT es rechazado por v(h) en el algoritmo para pu, de forma que

p(h) =p v(h) =, PPE(h, P) para todo he HNT,
como se queria demostrar. O

Teorema 4.17. Sea T'C H U M como en el enunciado del teorema 4.16, y

sea S la lista de preferencias obtenida a partir de P permitiendo que cada
i € T elimine a PPF(i, P). Entonces

Est(S) = {u € Est(P) | u(i) # PPF(i,P) para todo i € T'}.

Demostracion. Por el teorema 4.16, existe u € Est(P) tal que u(i) #
PPF(i,P) para todo i € T. Escribase T' = {iy,...,in} y obténganse lis-
tas

pLp: ... PN =S

tales que en PX i descalifica a PPF(igx,P). Por el teorema 4.11, en cada
paso u sigue siendo estable, y

Est(S) = {p € Est(PV 1) | u(in) # PPF(in, P)}
= {p € BEst(PY?) | u(ix) # PPF(ig,P) para K = N, N — 1}

; {u € Bst(P) | u(ix) # PPF(ig, P) para 2 < K < N}
= {u € Est(P) | u(i) # PPF(i, P) para todo i € T}. O

Este resultado es la ultima pieza en la formulacién del algoritmo de
emparejamiento multivaluado, que se enuncia a continuacién.

4.3.2. Formulacién del algoritmo

Dados dos conjuntos finitos no vacios H y M y una lista de preferencias
P entre H y M, se genera una lista de preferencias P** segun el siguiente
procedimiento.

1. Sea P* la lista que resulta de aplicar el algoritmo de Gale—Shapley
bilateral a P.
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2.

Si |P*[i]| < 2 para todo i € HU M, se escoge P** = P* y el algoritmo
termina.

De lo contrario, sea Q la lista de preferencias obtenida a partir de P*
permitiendo que cada i € H U M elimine a PPF(z, P*).

. Aplicando el algoritmo de Gale-Shapley bilateral a Q, se calcula el

conjunto 7' = {i € H U M | i no es soltero en Q}.

Sea ahora P la lista de preferencias obtenida a partir de P* permitiendo
que los individuos de T' eliminen a su peor pareja factible, y vuélvase al
paso 1.

Se tienen los siguientes hechos:

En el paso 1, Est(P*) = Est(P), como se vio en la subseccion 4.2.2.
Ademas, si A es un emparejamiento multivaluado P*-estable, entonces
es P-estable, como se demostrard més adelante (teorema 4.18).

En el paso 2, si el algoritmo termina, entonces P* define un empareja-
miento multivaluado P-estable segiin la construccion del teorema 4.15.

En el paso 4, T' # &, como se demostrard posteriormente (teorema 4.19).
Esto implica que el algoritmo termina tras un ntimero finito de pasos,
pues en cada iteracién la lista de preferencias es estrictamente mas
pequena.

En el paso 5, Est(P) = Est(P*). Mds ain, si A es un emparejamiento
multivaluado P-estable, entonces es P*-estable, como se demostrara a
continuacién (teorema 4.20).

El algoritmo satisface indiferencia de género e indiferencia entre pares,
ya que las operaciones hechas en cada paso no requieren distinguir entre
géneros ni entre individuos.

Estas observaciones se combinan para demostrar que el algoritmo termina,
produce un emparejamiento multivaluado P-estable, y posee indiferencia de
género e indiferencia entre pares. Para terminar esta prueba, se verifican los
hechos pendientes de demostracion.

Teorema 4.18. En el paso 1, si A es un emparejamiento multivaluado P*-
estable, entonces es P-estable.
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Demostracion. Por la P*-estabilidad de A, para todo individuo ¢ y todo
ke \i),
k »=; PPF(i,P).

Supdéngase a modo de contradiccién que A es P-bloqueado. Sean 1, 7,1\ €
H U M tales que

J =iy € /\(Z) en P,
i > Jx € A(J) en P.

El teorema 4.13 demuestra que j € P*[i] e i € P*[j], y por tanto estas prefe-
rencias también valen en P*. Se sigue que ¢ y j P*-bloquean A, contradiciendo
que A es P*-estable. O

Teorema 4.19. En el paso 4, T # &.

Demostracion. Dado que el algoritmo no terminé en el paso 2, por la cons-
truccién de P* existen h € H, m € M tales que

MPF(h, P) =, m =, PPF(h, P) en P,
MPF(m, P) = h = PPF(m,P) en P*.

Por tanto, h € Q[m| y m € Q[h]. En consecuencia, si v es un emparejamiento
O-estable, entonces no pueden estar solteros simultdneamente h y m. Se
concluye que he TTom € T. m

Teorema 4.20. En el paso 5, si A es un emparejamiento multivaluado P-
estable, entonces es P*-estable.

Demostracion. Como X es P-estable, para cadai € HUM y k € A(7) se tiene
k =; PPF(i,P).

Supdéngase a modo de contradiccion que A es P*-bloqueado. Sean i, j, 1) €
H U M tales que

J =iy € )\(Z) en P*,
i > Jx € A(J) en P*.

Por la construccion de P, estas preferencias también se tienen en P. Se sigue
que 7 y j P-bloquean A, contradiciendo su P-estabilidad. O
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4.3.3. Un ejemplo

Considérese la siguiente lista de preferencias P entre seis hombres H =
{a, B,...,(} y seis mujeres M = {A,B,..., F}:

a B v 6 e ( A B C D E F
E A A B C D 0 v ¢ e [ «
¢ F E F A B ( ¢ B B 0 7«
A B C D FE F o a 0 v ( ¢
B C D CF E ¢ p v 6 ¢ (
D D F E B A v ( a a v §
F E B A DC 4§ ¢ ¢ a p

El primer paso es aplicar el algoritmo de Gale-Shapley bilateral. El tinico
rechazo que se hace antes de terminar el proceso es el rechazo de 8 por parte
de A, lo cual produce la siguiente lista P*:

a B v 6 € (C A B C D FE F
E A B C D o0 v ¢ e B «
Cc F FEF A B ( ¢ 8 B § v
A B C D FEF «a a 6 v ( ¢
B C D C F FE e B v 0 e (C
D D F E B A v ( a a v §
F E B A D C o0 ¢ ¢ a p

Puesto que la lista de cada individuo todavia tiene mas de dos parejas, el
proceso continua. Se obtiene la lista Q eliminando la ultima pareja de cada
individuo:

O e Qe
SAQm~Ym |
9O QE e
HAQU e
D mEe Qo
= g

Mm QN |
AT R 02|
Q2 v N Q
O 2 mo|ly
2 MmNy o |
Sy 2 DM
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En el paso 4, aplicando el algoritmo de Gale-Shapley bilateral a Q se obtiene
la siguiente sucesion de rechazos:
todos son rechazados por su primera pareja,
B rechaza a D y B rechaza a (,
~v rechaza a F'y F rechaza a 0,

¢ rechaza a B y D rechaza a «.

El resultado es la siguiente lista, que se denotara por R

a v 6 ¢ ¢( A B C D FE F

C E A ¢ I6] 5

A B CDEFEVF aa 0 v ( ¢

B C D CVFFE ¢ p v 0 ¢ (
E A o y

Puesto que nadie queda soltero en R, en el paso 5 se asignard P = Q, y al
regresar al paso 1 se obtiene P* = R.

Puesto que todavia hay individuos con mas de dos parejas en lista, se
procede al paso 3. Se obtiene un nuevo Q eliminando la tltima pareja de cada
persona:

a v 06 ¢ ¢ A B C D E F

C E A ¢ I6] 4]

A B CDUEFEVF o a 6 v (¢ ¢
C E v €

Al ejecutar el algoritmo de Gale-Shapley bilateral sobre el nuevo Q se obtienen
los siguientes rechazos:

todos son rechazados por su primera pareja,
C rechaza a vy FE rechaza a ¢.

El resultado es esta lista,

a v e ¢ A BCDE F
A cC F « ) ¢

en la cual los no solteros son T' = {«, d,(, A,C, E'}. En el paso 5, se obtiene
el perfil P permitiendo que estas seis personas eliminen a su ultima pareja:

a B v 6 € ( A B C D FE F

C E A ¢ g o

A B CDUFEVF o a 6 v ( ¢
Cc D C F FE B ~v 0 e (¢
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Volviendo al paso 1, se ejecuta el algoritmo de Gale-Shapley bilateral para
este nuevo P, obteniendo los siguientes rechazos:

a,9,(, A, C, E rechazan respectivamente a B, E, A, ¢, a, 7,
B rechaza a C|,

y el resultado es el siguiente:

a B v 6 e (C A B C E F
A B C D FE F « 4] ¢ «
D C F FE g v e (

2|

Puesto que todas las listas han sido reducidas a dos personas o menos, se ha
encontrado P** y el algoritmo termina.

Obsérvese que existen cuatro emparejamientos univaluados p contenidos
en esta lista de preferencias, uno por cada eleccién de p(y) € {C,D} y
wu(e) € {E, F}, y todos ellos son estables por el teorema 4.7.

4.3.4. Consecuencias

Con la formulacion de este algoritmo, se ha comprobado que existe una
generalizacion del concepto de estabilidad en emparejamientos de una forma
que, a diferencia de la estabilidad clasica, es compatible al mismo tiempo con
la indiferencia de género y la indiferencia entre pares. Merecen mencionarse,
sin embargo, varias dificultades que persisten aun formulado el algoritmo.

Para empezar, si bien el emparejamiento multivaluado A que resulta de
aplicar el algoritmo siempre puede escribirse como uniéon de a lo mas dos
emparejamientos univaluados estables, en todo caso puede contener un niimero
arbitrariamente grande de subemparejamientos univaluados. Por ejemplo,
considérese el perfil de preferencias entre los conjuntos

H’n = {0617/317042,/82, ce 7ana/6n}7 Mn - {Alu B17A27 B27 ce 7An7 Bn}

dado por
(678 ﬁr A'r Br
AT’ BT /67‘ aT
B, A, a B, parar =1,...,n,
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donde los puntos suspensivos indican el resto de las posibles parejas. Este
perfil puede considerarse una combinacion de n veces el perfil de la pagina 23,
y por tanto tiene 2" emparejamientos estables p, uno por cada elecciéon de
wlay) € {A,, B.} parar =1,...,n. Al ejecutar el algoritmo sobre este perfil,
las listas de preferencias quedan reducidas a dos personas en el primer paso,
y por tanto A contiene todos los emparejamientos univaluados estables.

Asi pues, si el objetivo es fijar un tinico emparejamiento univaluado
contenido en A, esto puede resultar en general dificil, y en particular no puede
hacerse sin sacrificar la indiferencia de género o la indiferencia entre pares.

Otra dificultad es que no es claro el comportamiento del algoritmo con
respecto a las medidas de inequidad de la seccién 3.2. El algoritmo produce
i1 U po en el ejemplo de la subseccién 3.2.1, p3 en el de la subseccion 3.2.2; y
pg en el de la subsecciéon 3.2.3. Puede verse, por tanto, que el algoritmo no
minimiza de manera consistente ninguna de las tres medidas de inequidad.
A pesar de esto, el algoritmo logra en general (salvo en el ejemplo de la
subseccién 3.2.1) identificar el emparejamiento intuitivamente mas equitativo.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha visto que el problema de la equidad de
género en emparejamientos estables no es de facil abordaje. El teorema 3.5 en
particular plantea una dificultad esencial: para obtener equidad de género es
preciso discriminar entre individuos. El concepto de solucién y el algoritmo
presentados en la seccion 4 pretenden ofrecer un camino alterno que si es
compatible con ambas nociones de justicia. Si bien la solucién propuesta
excede el ambito del problema original del emparejamiento estable, ofrece una
direcciéon en la cual puede generalizarse el problema para obtener la equidad
buscada. Ya sabiendo que la solucién con equidad de género existe siempre en
emparejamientos multivaluados, una posible area de trabajo futuro consiste
en determinar si es posible restringir el concepto de solucion sin sacrificar
ninguna de estas nociones de justicia.

Los ejemplos vistos en la seccion 2 dan a entender que las medidas de
inequidad discutidas no logran fijar adecuadamente la idea de equidad en
emparejamientos estables: el esfuerzo por minimizar una de estas medidas
no siempre logra dar con un emparejamiento equitativo y puede incluso ser
contraproducente. A pesar de esto, las medidas de inequidad sin duda son ttiles
como principios generales, y puede pensarse en emplear una combinacién
de ellas como heuristica para encontrar emparejamientos equitativos. La
interaccién de estas medidas con los resultados del algoritmo también merece
ser estudiada; pueden tratar de definirse extensiones de estas medidas a
emparejamientos multivaluados y buscar maneras de minimizarlas sin sacrificar
la indiferencia de género o entre pares.

En ese orden de ideas, cabe observar que este algoritmo es apenas uno de
posiblemente muchos que satisface las nociones de justicia. En particular, las

o8
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eliminaciones del paso 5 pueden realizarse con un criterio distinto; otra linea
de trabajo futuro consiste en formular otros algoritmos de emparejamiento
multivaluado que tengan propiedades diferentes y conserven las nociones de
justicia. Alguno de estos algoritmos podria emplear la estructura combinatoria
del conjunto de emparejamientos estables tal como lo hace el algoritmo men-
cionado en la subseccion 3.2.2; para lo cual haria falta estudiar cémo encajan
los emparejamientos multivaluados estables en la estructura de reticulo de
los emparejamientos univaluados. Otra via de trabajo consiste en identificar
propiedades que caractericen de manera unica alguna solucién multivaluada
particular, tal y como la solucién de Gale-Shapley queda caracterizada por
la estabilidad y optimalidad para los hombres (o para las mujeres, segin el
caso).

Cabe mencionar, por ultimo, que el algoritmo presentado en este trabajo
no es una salida definitiva a la imposibilidad de la equidad de género: en el
ejemplo de dos hombres y dos mujeres de la pagina 23, es definitivamente
imposible escoger un emparejamiento univaluado sin favorecer a uno de los
géneros sobre el otro. Esto sugiere que, en cierto sentido, la “poligamia” es
esencialmente la solucién equitativa, al menos en algunos casos. La existencia
de un algoritmo multivaluado equitativo le presta justificacién a la idea de
que la bigamia es, como minimo, digna de consideracion. Sin embargo, deben
reconocerse las limitaciones practicas del modelo multivaluado, que obran
en contra de esta conclusién; por ejemplo, el modelo univaluado admite
resultados naturales sobre lo que ocurre cuando algin individuo entra o sale
del sistema [16, 20]. No es claro si este tipo de dindmica se extiende al modelo
multivaluado de manera igualmente natural. El modelo tampoco refleja la
existencia de emparejamientos multiples donde una persona puede tener tres
0 mas parejas, lo cual también ocurre en la practica.

En sintesis, los resultados presentados en este trabajo son apenas una
garantia de existencia para la equidad de género en emparejamientos estables.
Esta modesta contribucién a la teoria no exime de los trabajos posteriores
necesarios para determinar el verdadero alcance de este concepto de solucion.
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