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Capitulo 1

Introduccion

Un problema es bien planteado en el sentido de Hadamard, si se puede
demostrar existencia, unicidad y continuidad de la solucién con respecto a
los datos. En la literatura a un problema bien planteado se le conoce como
problema directo. El problema de valores iniciales en ecuaciones diferenciales
ordinarias

i':f(l’,ﬂ, x(tﬂ) = Zo,

es un ejemplo. Si el problema no es bien planteado se le llama problema
inverso, ver Engl [4] y Vogel [11]. Tlustramos el concepto con el ejemplo
siguiente. Consideremos la ecuacién diferencial

t—ax=f x0)=1,

supongamos que la funcién z(t) se conoce en los tiempos: tg, t1, ta, ..., tm, vy
el problema de interés es encontrar la constante a en la ecuacién. Observemos
que la solucién es de la forma

2(t) = et ( /0 e f(s)ds + 1> |

Fi(a) = et ( /0 "m0 fls)ds + 1> |

Asi, el problema consiste en resolver el sistema

Definimos:

Fi(a) =xz(t;), i=1,2,...,m.
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Observemos que el problema inverso asociado a una ecuacién diferencial,
relativamente simple, es no lineal y sobredeterminado. No hay garantia de
existencia y unicidad de la solucién. Una dificultad adicional, es que ain
cuando el problema matemadtico asociado a un problema inverso tiene solu-
cién unica, tal solucién es inestable.

La soluciéon puede no ser continua con respecto a los datos, 6 puede
ser numéricamente mal condicionada. En este caso se requieren algoritmos
numéricos especificos para su aproximacion.

El problema inverso en Electro-Encefalo-Grafia (EEG) es el antecedente
principal, y la motivacién de este trabajo. Ver Baillet, Mosher y Leahy [1].
EEG es un medio no invasivo para medir la actividad eléctrica en el cerebro.
El problema de interés es relacionar mediciones de potencial eléctrico en
el cuero cabelludo con la distribucién espacio-temporal de las fuentes de
corriente cerebral. Una dificultad del problema es el hecho que la relaciéon
entre la distribucién de fuente de corriente y el campo electromagnético no es
uno a uno, ver Faugueras et al [5]. En consecuencia, la solucién del problema
inverso no necesariamente es tnica. Otras dificultades son el nivel del ruido
de las mediciones y la poca cantidad de estas. Asi, el problema también es
mal condicionado: pequenas variaciones en las mediciones debido al ruido,
pueden causar gran variacién de la solucién.

En el problema inverso en EEG, usualmente se supone que la distribucién
de conductividades es conocida, lo cual es muy cuestionable. La geometria
real de la cabeza y el cerebro también es una limitante.

La formulacién matematica del problema es como sigue. Se propone como
modelo del potencial eléctrico V, la ecuacién

V-(0VV)=V-J’ en.

Aqui © es el domino que ocupa la cabeza, 0 = o(x) es la conductividad
eléctrica, y JP = JP(x) es la fuente de corriente primaria.
La condicién de frontera apropiada es la de Neumann

oV
— =0 en S = 0.
on
El cuero cabelludo esta contenido en S.
Se supone que la fuente de corriente primaria esta contenida en el cerebro,

y por tanto

JP=0 enS.



El problema directo en EEG consiste en calcular el potencial V' dada la
corriente primaria J? y la conductividad o. Este es el problema cldsico de
Neumann.

El problema inverso en EEG es: dadas mediciones del potencial en algunos
puntos z1, ...z, y la conductividad o, estimar la corriente primaria J”.

En la prictica se supone que la cabeza es esférica y se divide en tres
regiones esféricas concéntricas representando el cuero cabelludo, el crdaneo y
cerebro. Valores tipicos de conductividades en estas regiones son 0,33, 0,0042
y 0,33 Q'm~! respectivamente.

Con esta simplificacién se utiliza la Férmula de Green para obtener un
sistema de ecuaciones integrales en las superficies de las esferas. En este pro-
ceso juega un papel crucial la solucién fundamental del operador de Laplace
en R3,

1
Com v =g

Las ecuaciones integrales se discretizan para obtener un sistema lineal

E(r—¢)

®=KJ (1.1)

donde ® de m x 1 es el vector de mediciones de potencial, J de n x 1 es
el vector de fuentes primarias a determinar, y K es la matriz de transferen-
cta que resulta de la discretizacién de las ecuaciones integrales. En general
n >>m, y la matriz K es mal condicionada. Por lo tanto la solucién se bus-
ca en un sentido generalizado, e.g. minimos cuadrados. Dado que la matriz
es mal condicionada y se tiene ruido en los datos, los métodos clésicos de
aproximacién no son aplicables.

Se han propuesto diversas soluciones generalizadas al sistema (1.1). Una
resefia de estos métodos se presenta en Pascual-Marqui [10].

El método preferido de aproximacion de las ecuaciones integrales es el de
elemento finito. Cuando las integrales son sobre la frontera del dominio, el
método se conoce en la literatura como el método de elemento finito en la
frontera (FEM y BEM por sus siglas en inglés respectivamente).

Es bien conocido en la literatura de BEM, que la discretizacion de las
ecuaciones integrales a partir de la Férmula de Green, no es la mejor manera
de resolver problemas de potencial, ver Chen y Zhou [3]. La manera més
eficiente consiste en proponer una solucién de la forma



Viz) = / E(x— &) f(€)de +c. (1.2)
S

y deducir un sistema de ecuaciones integrales que satisface la funcién f y la
constante ¢. A la expresién (1.2) se le conoce como una representacion en
potencial de capa simple.

Una ventaja adicional de esta formulacién, es que su aplicabilidad no
estd restringida a dominios simples como la esfera. La tinica hip6tesis sobre
el dominio es que que sea vélido el teorema de la divergencia, e.g. dominios
con frontera suave por pedazos.

Inspirados en el Problema Inverso en EEG, en este trabajo consideramos
el siguiente problema inverso en el plano: Supongamos el potencial w(z) =
g2(z) en la frontera, para g,(z) conocida. Estimar el término fuente, g;(z) si
w(z) es solucién al problema de Neumann:

Aw(z) = gi(x), VreQ, (1.3)
agf) = g(x), Vo€ (1.4)

En este trabajo utilizamos la representaciéon en potencial de capa simple
del problema de Neumann para resolver el problema inverso. La discretizacién
de las ecuaciones integrales se realiza con BEM usando funciones de prueba
constantes por elemento. Como es comiin en problemas inversos, los sistemas
lineales obtenidos son mal condicionados. Para resolver estos sistemas pro-
ponemos dos métodos: el método de regularizacién de Tikhonov, y un método
de descenso con regularizacién de Tikhonov. Ver Engl [4] y Vogel [11].

Serd claro de la exposicién que este tipo de formulacién se extiende de
manera automdtica a R3, e incluso a dimensiones mayores. Esta extensién,
asf como su aplicacién al problema inverso en EEG es un proyecto futuro.

El contenido es como sigue:

En el Capitulo 2 presentamos los fundamentos de BEM y la representacion
en potencial de capa simple a soluciones de problemas de potencial. Ilus-
tramos el método con los problemas de Dirichlet y de Neumann. En base
a esta teorfa introducimos la formulacién en ecuaciones integrales del pro-
blema inverso, asi como su discretizacién. Concluimos el capitulo mostrando
la inestabilidad numeérica del sistema lineal obtenido en la formulacién del
problema discreto.



En el Capitulo 3 desarrollamos la Teoria de regularizacién para la solu-
cién de sistemas lineales mal condicionados. En particular presentamos en
detalle el método de regularizaciéon de Tikhonov, y dos técnicas de eleccién
del parametro de regularizacién: el método de discrepancia de Morozov, y el
método de la curva L. La estructura del problema inverso discreto sugiere
una estrategia mixta de solucién, de esta manera, en la tltima seccién del
capftulo proponemos un método de descenso con regularizaciéon de Tikhonov.

La aplicacién de los métodos propuestos en los capitulos anteriores se
presenta en el Capitulo 4. A manera de muestra representativa, consider-
amos tres ejemplos sintéticos en el disco unitario. Los términos fuente son:
g1(z,y) =0, g1(z,y) =x + vy, g1(x,y) = €” — 4cos(2y). La eleccién del disco
unitario como dominio de definicién, es con el fin de fécil validacién de los
resultados. Se observard que la metodologia no depende de la topologia del
dominio.

Una reflexion sobre el trabajo de tesis y posibles extensiones o direcciones
de investigacién, es el contenido del tltimo capitulo.



Capitulo 2

Identificacion del Término
Fuente en el Problema de
Neumann

La ecuacion del potencial se utiliza para modelar diferentes tipos de fené-
menos fisicos, por lo cual se han desarrollado diferentes métodos para re-
solverla. En este capitulo vamos a desarrollar el Método de Elementos de
Frontera (BEM). Esto se hard en el sentido clédsico del problema, i.e. re-
solviendo el problema directo para entender como funciona el método. Este
desarrollo es bien conocido, el propdsito es presentar los antecedentes a la
formulacién del problema inverso de interés y su discretizacién. El estilo es
descriptivo, en particular utilizaremos de manera formal la Teoria de Dis-
tribuciones. Los detalles técnicos se pueden consultar en Chen & Zhou [3].

2.1. Meétodo de Elementos de Frontera

Para plantear BEM, consideremos el siguiente problema de Dirichlet

Aw(z) = 0, z€, (2.1)
w(z) = g(x) x €N
De la teorfa cldsica sabemos que si {2 es suave y g es continuo, entonces
existe una tnica solucién w € C2 (Q) N C° (Q).
Esencialmente BEM consiste en formular el problema (2.1) como una
ecuacién integral, donde las integrales son sobre la frontera del dominio. La
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ecuacion integral se resuelve por el método de elemento finito.

A continuacién presentamos el método en el contexto del Problema de
Dirichlet (2.1).

Sea w(x) la solucién de (2.1), por propiedades de la delta de Dirac, 6(z),
podemos escribir w(x) de la forma:

wia) = [ o= ule)de. (22)
Por otra parte, sea
—(2m)~injz — €], N

E(x—¢) = I(LN) , Vo, £ e RN, (2.3)
272 (N — 2)|z — £|N-2

2

Notemos que E(z) radial y ademds es solucién fundamental del operador
de Laplace, es decir F(z) satisface

AcE(z — €)= —6(x —€), Vo, €R. (2.4)

A partir de (2.1) y (2.4) podemos escribir (2.2) en la forma:

M@=:—/A£@—Qw®%

- / Aw(©)E(x — &) = AcB(z - u(©)]ds.  (25)

Por la féormula de Green se tiene

w(z) = / [E@; . g)ag—f) - w(&)% doe, YreQ.  (2:6)

De la ecuacion (2.6) observamos que conocemos w(z) en 0S2, asi que para
poder resolver el sistema de manera directa se pueden hacer béasicamente dos
cosas:
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ow(x)

n

» climinar la presencia o dependencia de o}

ow(x)
on

= encontrar de alguna manera y obtener w(x).

La primera eleccién nos conduce al método de la funcién de Green. En
este caso, se busca una funcién G(z — §), que es solucién fundamental del
operador de Laplace

AeG(z — &) = —6(z — £), Va,f €R, (2.7)

y satisface

Glx—-¢ =0, &€

La aplicacién de este método es limitada pues encontrar una funcién de
Green no siempre es posible para dominios arbitrarios. Se conocen funciones
de Green solo para dominios con una topologia muy restrictva, e.g., el disco,
la esfera, el semi-plano, etc.

La segunda opcién nos lleva a los métodos de elementos de frontera. La
restriccién sobre el dominio en este caso, es esencialmente que las integrales
sobre la frontera estén definidas, e.g., dominios de clase C*. Procedemos a

w(x
encontrar una ecuacion integral para J a partir de (2.6).

on

Para una funcién f definida en 9€) definimos los siguientes potenciales de
frontera

V() () = / E(z—£)f(€)doe, v eRY,

oN
2) = OE(x —¢) e N
V()(w) 8/9 o (€ do, xR

Estos potenciales estdn bien definidos para x € RY\92 pues los nicleos
son C* cuando & € 09, x ¢ J. Para x € 012, los potenciales también estén
bien definidos para f suficientemente suave. En la literatura, Vi, V5 se les
llama potenciales de capa simple y capa doble respectivamente.

Denotemos por
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Vi () =Vilf)(x), =ef.

Para = € 012, definimos

Vir(N)(x) = lim VP () (),

y—x
yeNe

Vi (N(x) = lm V.= (£) (y),

Yy—x
yeN

donde los limites son puntualmente.

Entonces, se puede mostrar que para = € 0f), se tiene

Vit (7)) = Vi (7)) = V() (x),
V(D) = 5 @) + V() @),

V(D) = —5/(@) + V(@)

Comentario: Estas expresiones explican los términos capa simple y capa
doble.

En consecuencia, tomando el lim en (2.6) obtenemos la expresién:
0

e
w(zg) = %w(ﬂcg)—l—/{m [E(xo — f)agf) — 8E(§7(;£— S)w(f) doe, Vo € 0.

(2.8)
Asi, la ecuacion integral asociada a (2.1) es

ow(@), 1 OE(zo —¢§)
/8Q E(l‘g — f) an dO’g = 211)(1'0) + /BQ 8n5

w(f)dag, vxg € 0N.
(2.9)
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Ow(§)

esta ecuaciéon podemos utilizar (2.6) para obtener la solucién al Problema de
Dirichlet (2.1).

La solucién numérica de la ecuacién integral (2.9) por medio de elemento
finito, es el método de elemento finito en la frontera para el problema de
Dirichlet.

Podemos argumentar de manera analoga para el problema de Neumann

. Al resolver

La cual es una ecuacién integral de primer tipo para

Aw(x) =0, z€Q,

Ow(x)
on
Se puede llegar, en este caso, a una ecuacién integral de segundo tipo
para w(§), de la forma

=g(z), =€ .

%w(xo) + /aQ %w(f)dag = /69 E(zo—¢§) algf)dag, Vo € 0N
(2.10)

Comentario. Esta ecuacion integral es el punto de partida en la solucion del
OE(x —¢)
8n§
tiene una singularidad mas fuerte que E(x —&). En consecuencia, la aproxi-
macidn de la solucion en (2.6) es inestable. Adicionalmente el lado derecho de
(2.10) involucra la evaluacion de una integral. Una ecuacion integral asociada
al problema de Neumann, con mejores propiedades de estabilidad se presenta

en la siguiente seccion.

problema inverso en EEG. Notemos sin embargo, que el nicleo

2.2. Representacion en potencial de capa sim-
ple

En lo que sigue E(z — &) denota la solucién fundamental del operador de
Laplace en el plano, esto es,

E(x —¢&) = —(2n) n|z — €| (2.11)

También suponemos que el dominio €2 y los datos de Dirichlet o Neumann
son suficientemente regulares.
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La idea de representacién en potencial de capa simple de soluciones a
ecuaciones de potencial, consiste en proponer soluciones de la forma:

w(z) = /a E(x — &) f(§)doe + ¢ (2.12)
Q
y determinar f, ¢, a partir de una ecuacién integral apropiada.

El Problema de Dirichlet
Se puede mostrar que (2.12) es la solucién del Problema de Dirichlet, si
f, ¢, son la tnica solucién de

o f(§)do = A
(2.13)

o+ [ Ba-9f@dore = gla) zeon
o9
para alguna constante (arbitraria) dada A.

El Problema de Neumann

Recordemos dos propiedades fundamentales del problema de Neumann.
La primera nos dice que la solucién existe solo si se satisface la siguiente
condicién de compatibilidad

/ g(x)do = 0. (2.14)
o0

La segunda propiedad indica que no hay unicidad, cualesquiera dos soluciones
difieren por una constante.

En este caso se puede demostrar que (2.12) es solucién al Problema de
Neumann con ¢ arbitraria y f soluciéon no tnica de la ecuacién integral

/Mﬂ@dgg b 5f() =glx) €00 (2.15)

ong
80

Para obtener unicidad es necesario agregar una condicién adicional. Por
ejemplo, se puede preescribir el valor de la solucién en un punto de la frontera,

w(z®) =a 2° € an. (2.16)
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Con esta condicién, (2.12) es la unica solucién al problema de Neumann,
si f, ¢ son la tnica solucién de

/ %ﬂf)d"ﬁ%f@) = g(z), €99,
" ' (2.17)

Joq E(@® = &) f(§)doe + ¢ = a, 2°€00N.

Comentario: Notemos que el lado derecho de la primera ecuacion de (2.17)
en la representacion de (2.12) es mds simple que la obtenida a partir de la
formula de Green.

2.2.1. Una comparaciéon entre FEM y BEM

Se hard una breve comparacion entre las ventajas y desventajas de FEM
y BEM. El primero estd basado sobre el principio variacional, puede manejar
casi cualquier ecuacién diferencial parcial (EDP) lineal, no lineal o depen-
diente del tiempo sobre dominios con una frontera curveada. Es un método
muy general y poderoso para resolver EDP’s. No obstante, las dificultades
surgen y aqui se mencionan algunas:

= La EDP debe ser discretizada sobre todo el dominio €). El cédigo a
escribir para el programa es bastante grande y laborioso.

= Para dominios no acotados, se deben imponer limites artificiales (cerca
de o0) para truncar el dominio a uno acotado, esto da como resultado
una pérdida de la precisién numérica. En algunos casos se puede obtener
una solucién falsa o incorrecta.

= Para EDP’s de alto orden ( > 4), el elemento finito lineal a tramos més
conveniente no puede utilizarse, se requieren funciones (base) forma.

En contraste las ventajas de BEM son:

= Las ecuaciones integrales de frontera (EIF) son formuladas sobre la
frontera asi que hay una reduccién significativa de dimensién. Conse-
cuentemente, la discretizacion es mas simple. Los programas requieren
menos espacio de memoria, y son faciles de desarrollar.

15



= BEM nos permite calcular ciertos valores en puntos y sobre subdo-
minios de interés especial, através de la aplicacién de férmulas como
(2.12), sin tener que calcular la solucién w(z) sobre todo €. Esto no se
puede hacer con FEM.

= Para aplicaciones en ingenierfa, una motivacién importante para usar
BEM es su adaptabilidad a "geometrias singulares" tales como grietas.

La formulacién de EIF a partir de un problema de valores en la frontera
depende de la disponibilidad de la solucién fundamental de manera explicita
E (x — &). Para EDP’s lineales con coeficientes variables o EDP’s no lineales,
tales soluciones usualmente no estén disponibles de manera explicita. Por lo
tanto BEM no se puede aplicar. Esta es la mayor desventaja de BEM.

2.3. Implementacion del Problema de Dirich-
let

Sea
Aw(z) = q(x), z€Q, (2.18)
w(z) = g(x), =€

el sistema de tipo Dirichlet que se quiere resolver. Observese que se tiene una
ecuacién no homogénea. La siguiente, es la reduccién cldsica a un sistema
homogéneo.

Sea

o) =~ [ Bla-Oao)de, w0, (219)
y se tiene que

Definimos
wo(z) =w(x) —v(x), z e, (2.20)

donde

Awg(z) = 0, z€Q,
wo(z) = g(x), x € 09, (2.21)
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g(x) = g(x) = v(2).

De (2.12) se tiene que la solucién a (2.21) puede expresarse como

wo() = /6 Bla-Of(©)do+e. wen (2.22)

donde ¢ y f son la tnica solucién de:

F(6)do = A, x€dQ (2.23)
o)

c—l—/ E(x — &) f(&)doe = g(x), =€ 0. (2.24)
00
Donde la constante A es arbitraria asi que elegimos A = 1.

Se discretiza la frontera (02 ~ (092), = Uzl I';). Sobre 02 suponemos
una solucién aproximada f;, a la densidad f como:

fulz) = Zaj¢j7h(x), z € (00 (2.25)

donde 1, ;, () es un elemento de frontera y estd dado como sigue:

() = { oo ; % (2.26)

Entonces de (2.23) y (2.24) se obtiene lo siguiente
[(©do = ) / dr, (2.27)
o0 =

/m E(z —¢)f(€) do¢ = Z a; /F E(x — €)dle. (2.28)

Se eligen los puntos de colocacién como los puntos medios de los segmen-
tos I'; y se denotan como Zz;.

Finalmente se obtiene la siguiente discretizacién:
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c+ Z/ E(z; — &)adle = §(z;),j = 1,2,..., 1, (2.29)
=1 ¥

Zaj/ dr =1, (2.30)
j=1 Ly

produciendo el siguiente sistema lineal de (m + 1) x (1 + 1)

Myan = 7y, (2.31)
donde
T sii=1lyj=1...m
M— frjE(xi—f)dUg sii=2..m+1lyj=1...m
1 sit=2..m+1lyj=m-+1
0 sit=1yj=m+1
y
T SRR
a1 9(71)

am ?](fm)

2.3.1. Ejemplo Numérico

Sea

Aw(z,y) = €°—4cos2y, x,y, €, (2.32)
w(:r, y) = '+ 605(2y)7 Y, € 897

el sistema que se quiere resolver de manera nimerica con BEM donde (2 es el
disco unitario, aplicando la discretizacién descrita anteriormente se obtiene el
sistema lineal asociado a (2.32) y los siguientes resultados que se mostraran
graficamente.
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En las graficas (1) y (2) observamos w(x,y), en la primera, obtenido con
BEM, en la segunda, la solucién real w(z,y) = € 4+ 2cos(2y). Se observa
que las graficas son muy parecidas, asi que a continuacién se mostraran las
curvas de nivel de ambas superficies para poder distinguir mejor la pequena
diferencia que existe entre ellas.

Fig 1: Superficie aproximada Fig 2: Superficie real

En la gréfica (3) se puede observar que las curvas de nivel de la superficie
aproximada reproducen de manera adecuada a las de la superficie real.

08 —

08 06 404 02 a oz 04 a8 08 1

Figura 3: Curvas de nivel de las superficies: aproximada (linea punteada) vs
real (linea sélida)

La matriz asociada tiene un tamano de 101x101 en donde 100 son los
elementos de frontera y 100 también son los puntos de colocacién. El dominio
Q, se dividié también en 100 elementos aunque se puede hacer una particion
mas fina.
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Dada una funcién ¢ : R — R, el RMS de ¢ se define como:

1 2
RMS:\/@/QW(:EN iz

Aquf |Q| denota la medida de Q. E1 RMS es la norma L? de ¢ ponderada
por el factor ﬁ El RMS indica la bondad de la aproximacién. En el ejemplo

el error promedio y el RMS se muestran en la tabla siguiente:

Error promedio

0.0838

RMS

0.0341

Una medida de la inestabilidad numérica de un sistema lineal es el niimero
de condicién de la matriz en cuestién. En el siguiente capitulo discutiremos
en detalle estos aspectos. Sélo por referencia, mostramos que el nimero de
condicién de la matriz M en el sistema de ejemplo, es de 201.1 Observemos
que este mimero es pequeno, y por tanto, el sistema no es mal condicionado.

(] 1 2 3 [

5 [

Figura 4: Valores de f

En la gréfica anterior observamos la aproximacion de la densidad f, ya que
mds adelante se usard para comparar los resultados obtenidos del problema
inverso con los que se obtienen aqui (problema directo).
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2.4. Implementacién del Problema de Neu-
mann

El sistema de interés es de tipo Neumann asi que se va a dar un ejemplo
de implementacién del problema directo que mas adelante se modificard para
plantear el problema inverso.

Planteamiento
Sea
Aw(z) = gi(z), e,
(2.33)
0
Igff) = g(x), x €.
Para tener unicidad en la solucién se agrega la siguiente condicion:
w(xg) = a. (2.34)

Podemos observar en la ecuacién (2.33), que Aw(x) # 0, asi que se va a
realizar el mismo cambio de variable que se hizo en el problema de Dirichlet
(wo(x) = w(x) —v(x)). Donde

v(z) = - / B(r— (€, Q.

g1(§)dE,

quedando el nuevo sistema homogéneo como sigue:

Awg(z) = 0, x€Q,

i) = gla) + [ 22 =Y

Q 872,1-

(2.35)
Owp(x)
on

De la formulacién del potencial en capa simple la solucién a (2.35) se
puede escribir como:

g(x), = €.

wnle) = o+ [ Blo =€) (€, (2.36)
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en donde ¢y f deben de ser soluciones de

1 OF(x — & -
J@+ [ L= pdn —ga), seon. @)
oQ Ny
y
w(2®) = a. (2.38)
Observemos que se tiene que satisfacer la condicién de compatibilidad
siguiente:

/le(x)d:c = /QAw(m)dx = /zm al{g—ff}dac = /a»gg<x)dx'

Discretizando (2.36), (2.37) y (2.38), como en el problema de Dirichlet,
se obtiene el siguiente sistema lineal

Mz = b, (2.39)
donde
([, ESdoe+ 36y sii=1..myj=1..m
o frjE(xO—f)dag siit=m+1lyj=1...m
M(Z7J):< ,
1 sii=j=m+1
(0 sit=1..myj=2m+1
Y _ - _ -
ax 9(31)
az 9(22)
T = S, b= :
am 9(Zm)
c o

Para encontrar = se resuelve (2.39).
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2.4.1. Ejemplo Numérico

Sea

Aw(z,y) = 0, z,y €, (2.40)
M = z+vy, x,y,€0, (2.41)
on

el sistema que se quiere resolver niimericamente con el método de elementos
de frontera, donde €2 es el disco unitario, aplicando la discretizacién anterior
se obtiene un sistema lineal asociado a (2.40) que se resuelve y arroja los
siguientes resultados.

Fig 5: Superficie aproximada Fig 6: Superficie real
En las graficas (5) y (6) se observan las superficies aproximada y real de
w(z,y) = 4y, en las gréaficas no se aprecia ninguna diferencia entre ellas asf
que se mostrard a continuacién una gréfica con las curvas de nivel de ambas.

08 06 404 02 a 02 04 08 08 1

Figura 7: Curvas de nivel, superficie real (linea sélida) vs superficie
aproximada (linea punteada)
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En la gréfica (7) se observa que las curvas se empalman bastante bien.

La matriz tiene un tamano de 101x101, es decir tiene 100 elementos de
frontera y también 100 puntos medios, ademads se usé una particién del do-
minio € de 10x10.

En las siguientes tablas vemos que la matriz M tiene un niimero de condi-
cién que no es muy grande por lo que no se puede decir que sea mal condi-
cionada. Los errores nos dicen que la solucién que se obtuvo es buena.

Numero de condiciéon de M Error promedio | 0.0101
201.1 RMS 0.0044

En esta grafica (figura 8) observamos los valores de la aproximacién de la
densidad f, ya que en los problemas inversos que se mostrardn mds adelante
se comparardn estos valores.

(] 1 2 3 [ 5 [

Figura 8: Valores de f
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2.5. Formulacién del problema inverso con-
tinuo

Recordemos el problema inverso de interés. Consideremos

Aw(z) = qi(z), z€Q,

ow(x)
on

= g(z), =€ (2.42)

Notemos que de los datos recuperamos la condicion:

w(2°) = a, (2.43)

de unicidad y el problema de Neumann. Supongamos que g(z) es conocido,
asi como:
w(x) = go(r) para x € 0N. (2.44)

El problema inverso consiste en identificar g;(z), el término fuente, a
partir de estos datos.

Con (2.42), (2.43) y (2.44) se planteard el problema inverso asociado al
problema de Neumann.

Igual que en las secciones anteriores se va a realizar una reduccién a un
sistema homogéneo.

La solucién al problema directo de Neumann se puede escribir como

wo() = / B, ©)f(E)doe +¢, =€, (2.45)
o0
siempre que f y ¢ sean soluciones tinicas de,
1 OF(x —
3@+ [ = odn = glo). vacon, (o)
y
/ E°,&)f(6)doc+c=a, 2°€ 09, (2.47)
1)
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en donde
wo(z) = w(z)—v(z),

oz) = - / E(x — )gu(€)de,

o) = oo+ [ =g 6pae

Observemos que tenemos dos ecuaciones, (2.46) y (2.47), y tres incégnitas:
[, ¢y g1(z). Otra ecuacién la obtenemos de la formulacién en potencial de
capa simple:

/8 B ) (¢)dog + - / E(r.6)g1(6) de = gola), €00 (2.48)

De las tres ecuaciones ((2.46), (2.47) y (2.48)) planteamos el sistema de
ecuaciones integrales para f, ¢y gi(x).

OF(x — OF(x —

s+ [ S - [ S =Yg e = o), v e o0
/ E(2,€)f(€)dog + ¢ = a, 2° € 09, (2.49)
0N

| B 1@+~ [ Bw.n(©) dt = mla). Vo on

Este sistema es la formulacién al problema inverso.

2.6. Formulacion del problema inverso dis-
creto

Para formular el problema discreto se aproximan las integrales (2.46),
(2.47) y (2.48). Para realizar esto primero dividimos la frontera en arcos I';,
iLe. 00 = > " T, en seguida se colocardn puntos en la mitad de cada arco
(los llamaremos puntos de colocacién Z;), y despues discretizaremos €2 en
k x k nodos. Vamos a aproximar f con elementos de frontera localmente
constantes dados por:

f@ =S an@. ww={] $F . e
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con estas discretizaciones se obtiene la siguiente matriz:

E(z; — &do sii=1..myj=1...m
( F3E~ fdﬁ- . . 1 . 1
Jr, Edoe + 36, sii=m+1..2myj=1..m
B(x” — o ste=2m—+1lyg=1...m
o E(a® d ii=2 lyj=1
E(Z; — &;)|8] sii=1...myj=m+1...m+k?
M(i, j) =
LD | sii=m+1..2myj=m+1. .m+k
1 sii=1...myj=m+k?
oi=2m+1yj=m+k?
0 sii=m+1...2my j=m+k?
\ oi=2m+1lyj=m+1...m+k?
(2.51)
y — —
a _ L\ -
a; 92(21)
92(T2)
© ()
v=| g&) |, b= 9;@3 . (2.52)
91(§,) .
: z
91(&2) g(a)
-~ C - - -
Finalmente se obtiene el sistema lineal
Mx =b. (2.53)

El sistema (2.53) es la formulacién del problema inverso discreto. Es el
sistema a resolver para encontrar los valores de g; en ), mostraremos su
aplicacién en algunos casos especificos.
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2.7. Inestabilidad numérica del problema in-
verso discreto

El sistema. (2.53) es en general mal condicionado y por ende inestable
numéricamente. Los métodos cldsicos de solucién no son apropiados. Para
ilustrar este hecho, consideremos el problema

Aw(x,y) = 07 ‘v’x,yEQ,
(2.54)

%(x,y) = x4y, Va,ye ol

Donde los datos son

w(x,y) =z+y, z,y€ .

Con 100 elementos de frontera y 100 puntos de colocacién asociados a
ellos, ademas el dominio €2 es el disco unitario y se divide en 100 elementos
también, asf obtenemos un sistema de 201x201, con la condicién de unicidad.

La solucién se muestra en las siguientes gréficas,

™

Fig 9:Superficie aproximada Fig 10:Valores de f

En la figura (9) observamos que el valor real de ¢i(x,y) en el disco es
cero y se esta obteniendo un valor mucho méas grande que ese mientras que
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la figura (10) deberia parecerse a la figura (8) y no es asi, los valores en la
figura (10) se disparan mientras que los de la figura (8) estédn acotados entre
-3 y 3. Este resultado se explica pues la matriz M es mal condicionada, su
nimero de condicién es 1,48 x 1033.

Una mejor solucién a sistemas mal condicionados se obtiene a partir de
métodos de regularizacién. En el siguiente capitulo describimos a detalle esta
metodologia.
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Capitulo 3

Métodos de solucion al
problema inverso discreto

En el dltimo ejemplo, pudimos observar que al tratar de resolver el sistema
lineal asociado a (2.54), se obtuvieron resultados erréneos, esto se debe a que
algunos de los valores singulares de la matriz generada M son muy pequenos.
En las siguientes secciones se hablara de estos valores y su importancia para
obtener una solucién correcta. Asi como de las técnicas que se emplean para
sustituir estos valores cuando son muy pequenos (métodos de regularizacion).
También se hablard de cuando una matriz es mal condicionada y su signifi-
cado. En la iltima seccion se tratan los métodos iterativos y una propuesta
que combina un método iterativo con un método de regularizacién. Médulo
algunos conceptos de Algebra Lineal, este capitulo es una introduccién auto-
contenida a la solucién por regularizacién de sistemas lineales. Esta teorfa no
es tan conocida. por lo cual la exposiciéon es mds detallada. Las referencias
bésicas son Engl [4] y Vogel [11].

3.1. La inversa de Moore-Penrose

Sea A una matriz compleja con m renglones y n columnas, b € C™. Note-
mos que A no es necesariamente cuadrada, tampoco restringimos el rango de
A. En tal caso el sistema

Az =b (3.1)
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no necesariamente tiene una solucion en el sentido clédsico. Se puede proponer
una solucién generalizada al sistema. Un ejemplo muy utilizado es la solucién
en minimos cuadrados la cual definimos a continuacion.

Definicion. z € C" se dice una solucion

= de minimos cuadrados (s.m.c.) de (3.1) si

|Az — || =inf {||Az = b|| : z € C"},

= minima de minimos cuadrados (s.m.m.c) de (3.1) si

||| = inf {||z|| : z es s.m.c.}

Para un sistema lineal, la s.m.m.c. siempre existe y es unica. Por lo cual
la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién. La matriz AT de n renglones por n columnas, se define como la
matriz que asigna a cada b € C™ la s.m.m.c. de (3.1) y se llama la inversa
generalizada (seudo inversa) de Moore-Penrose.

Es posible construir la seudo inversa de Moore-Penrose a partir de la
descomposicion en valores singulares de A. Recordemos la definicién

Definicién. Sean si,...,s, tal que s% > sg > ... > sz > 0 son los valores
propio positivos de la matriz A A (cada uno escrito tantas veces como su
multiplicidad). Entonces sy, ..., s, son los valores singulares (no cero) de A.

Un resultado fundamental en la solucién de sistemas lineales mal condi-
cionados es el siguiente:

Teorema. Sean s; > s9 > ... > s, > 0 los valores singulares de A. Entonces
existen matrices unitarias V. de n x n, U de m X m tal que

S1 0
U AV = (3.2)

31



Las columnas de V y U son los vectores propios de AT A y AAY respectiva-
mente.

De (3.2) se tiene que

A=U v

Sy

0 0

A esta expresion se le conoce como la descomposicion en valores singulares
(SVD) de A. La descomposicién no es unica.

Notemos que con V' = (vy,...,v,), U = (u1,...uy), se tiene de la des-

composicion SVD para¢=1,2,...,7 que
AUZ' = S;U; (33)
y
AHUz' = 5;V; .

El sistema {(s;;u;,v;) 14 =1,2,...,r} se llama un sistema singular para
A.

Como {uy,...,u,} es una base ortonormal del rango de A, R(A), para

z € C" se satisface

T T

Ax = Z (Az,u;) u; = Z <I,AHU¢> U,

i=1 i=1
por tanto, de (3.3) se sigue

T

Az = Z si (@, v;) u; . (3.4)

=1

Analogamente, para b € C",
Aflp = Z si (@, u;) v; . (3.5)
i=1

32



Comentario. Notemos que si A es real, entonces también lo son U, V. Las

expresiones (3.4) y (3.5) son generalizables a operadores compactos.

El siguiente resultado nos muestra como calcular la inversa de Moore-
Penrose a partir de la descomposicién SVD.

Teorema. Supongamos que A tiene la descomposicion en valores singulares

(3.2). Entonces

o también

Asi

UH

Uty

(3.6)



3.2. Sistemas mal condicionados

La expresién (3.7) es crucial para entender como afectan los errores en
b a la solucién A'b, asi como el mal condicionamiento de A. Notemos que
errores en b en componentes, con respecto a la base ortonormal {uy, ..., u,},
correspondientes a valores singulares pequenos, se amplifican por el factor si
Esto muestra la inestabilidad numérica del sistema (3.1) si A tiene algunés
valores singulares pequenos.

Precisemos un poco la nocién de mal condicionamiento de una matriz A.
Por simplicidad consideramos una matriz cuadrada, una discusién similar se
puede hacer en matrices méas generales.

Recordemos que el niimero de condicién de una matriz A cuadrada no
singular, con respecto a una norma N(A) = ||Al|, cond(A, N) se define como

cond(A, N) = ||A]l |A~]].

La norma N (A) es la norma operador asociada a una norma en C". Intui-
tivamente, un sistema lineal es mal condicionado cuando cond(A, N) es muy
grande. Dada la equivalencia de normas en C", cualquier norma es apropiada
para determinar el mal condicionamiento de una matriz.

Si equipamos C” con la norma p, p > 1

n 1/p
lll, = (D |l )
i=1

escribimos el nimero de condicién como r,(A). Cuando p = 2, se tiene

51
k(A) = Kka(A) = —.
n
Para una matriz no cuadrada, posiblemente singular, podemos definir
S1
K(A) = ke(A) = —.
Sr
En general, cuando una matriz es mal condicionada s, << s;, ademds
los 1ltimos valores propios son muy pequenos. En este caso, el problema de

encontrar la s.m.m.c es bien planteado, pero numéricamente inestable.

Mencionamos que un sistema es mal condicionado si el niimero de condi-
cién es muy grande, esto depende de la computadora en uso. Sea EPS el
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epsilon de la maquina, es decir, el nimero positivo 7 mds pequeno de tal
manera que 1 + 7 > 1 en la mdquina en cuestién. Del andlisis en Wilkinson
[12], se sigue que si cond(A, N) > (EPS)™", la solucién del sistema (3.1) no
es confiable. La préctica muestra una cota menor, si cond(A, N) > (EPS )71/ 2
entonces el sistema es en general mal condicionado.

3.3. Meétodos de regularizacién

Una técnica para reducir inestabilidad consiste en reemplazar

p= Y= b

por

1
a= E — (b, u;) v;
x ’ 18i<u>v
1=

2>«

para un « > 0 apropiado. Este es un ejemplo de un método de reqularizacion,
donde el problema original se reemplaza por uno cercano, el cual es mas
estable. La eleccion del pardmetro de reqularizacion « es crucial.

En la practica, en lugar del vector de datos b, se tiene una aproximacion
bs con ||b—bs|| < 9. Reemplacemos b con bs y consideremos la solucion
reqularizada

r

1
2 = ‘Z S—i<b5,ui> v;. (3.8)
1=1
2

Si

v

«

La expresion (3.8) se conoce como la descomposicion en valores singulares
truncada, TSVD.
Estimemos el error entre x° y la solucién buscada ATb.
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lzo — Aol =

s T

1=1
2>«

puesto que los v; son ortonormal. Ademas

T

puesto que para « suficientemente pequeno, la titima sumatoria es vacia. Por

otra parte

1=1
$?2 <«

Lpuyu| = 3 1wl

i

1=1
2 <«
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r

b,ui — bg,ui
-zl < >51< >Ui N

ﬂ
=

S

|

<

g
S
~
o

i i=1 %
s>« s>«
1 T
< =) Ib—vuw)
Q
=1
52
< =
o

En consecuencia

0
ot — %] < <.

Comentario. FEsta cota muestra la dependencia del pardmetro de regula-
rizacion con el error en los datos. Lo que no se observa es su dependencia en
el orden de la matriz. En general, el sistema lineal (3.1) se obtiene a partir
de la discretizacion de un problema continuo, en los problemas de identifi-
cacion estos son mal planteados por naturaleza, y por ende mal condiciona-
dos. Mientras mas fina sea la particion, mads grande serd el orden de A, y
peor el condicionamiento. El estudio de la relacion entre el error en los datos,
el tamano de la particion, y la eleccion del parametro de reqularizacion es un
problema complejo y de activa investigacion.

3.4. El método de Tikhonov

El método TSVD se puede escribir como

o Zwa(sf) (bs, u;) v; (3.9)

donde
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1 2>«

wa(SQ) =
0 ’<a

Otra manera de estabilizar (3.7) es reemplazar w,(s?) con

82

2+’

con esta eleccién se obtiene el método de regularizacién de TTkhonov

wa(s?) =

r

xizz % (bs, ui) v;. (3.10)

2
si +«
— st

Una gran restricciéon del método TSVD es la obtencién de la descom-
posicién en valores singulares. Esta descomposicion no es costeable para ma-
trices de orden muy grande. Una ventaja del método de Tikhonov es que
puede plantearse como la minimizacién de un funcional, es generalizable a
dimensién infinita y a problemas no lineales. En efecto, se tiene el siguiente
resultado

Teorema. Sea 2, como en (3.10). Entonces
(i) 22 es la inica solucién del sistema

(ATA 4 al)x = A

(ii) 22, es el tinico minimizador del funcional

> ||Az = bs]|* + a |||

Demostracién
Por la ortonormalidad de v; se tiene que para todo j € {1,...,r}:
5 _ 5
(Tarvj) = I1a {bs, uj) ,
y de aqui
s2{xl,v;) + o? (2l v;) = s; (bs,u;) . (3.11)

Ahora, se tiene de (3.4) y (3.5) que:
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A A

> silbs,u)v; = Y (bs, Avy) v,

j=1 j=1
T

= Z <AHb5, Uj> Uj

Jj=1

= Afp,s

T A

Z [s? <x‘;,vj> +a? <xi, Uj>] v; = Z [<xi, AHAUj> + <xi, Uj> ’Uj]

j=1 j=1

_ AH A8 s
= A" Ax} + ax,,

donde 2° estd en el generador lineal de {vy,...,v,} por (3.10). Ahora (3.11)
implica que
(ATA+al) 2, = AMbs (3.12)

la cual es una caracterizacién alternativa de la regularizacién de Tikhonov.
Para el segundo inciso se toma la derivada del funcional y se sustituye 2, y
se obtiene (3.12).1

Comentario: El método de Tikhonov se puede generalizar a
min p(K(f),9) +aJ(f)

donde o > 0 es el pardmetro de regularizacion, J es el funcional de penali-
zacion y p es el funcional de discrepancia.

3.5. Eleccion del parametro de regularizacion

En esta seccién nos restringimos al caso de interés de este trabajo, y
consideramos datos en R. La descomposicién en valores singulares de A es

A=U VT, (3.13)
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y el sistema lineal que en realidad se estd resolviendo es,

Ar =b+n (3.14)

donde 7 es una perturbacién al sistema (3.1).
Para encontrar el pardmetro de regularizaciéon probamos dos técnicas que
a continuacion se describen.

Nota: A la solucion reqularizada se le llamard simplemente x.,.

3.5.1. El método de discrepancia de Morozov

Se define el funcional de discrepancia como (ver Morozov [8] para més
detalles):

D(a) =|| Aza =0, (3.15)
y se busca que « cumpla lo siguiente,
D*(a)= | n =0, (3.16)
ya que,
Dia) =[n |- (3.17)
Vemos que
D*a) = ||(I—A(ATA+ D)~ AT
s2 \° 2
— 1 — i Ty,
Z ( 52 + a) ()
asi D(«) es continua y estrictamente creciente con D(0) = 0y D(a) = ||b||
cuando o« — o0o. Se sabe que D(«) = ||n|| tiene una tnica solucién cuando

el nivel de ruido es menor que la norma de los datos,

n <ol

Para encontrar la raiz « utilizamos el método de Newton.
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3.5.2. El método de la curva L

Para implementar el método de la curva L, se grifica el logaritmo de la
norma al cuadrado de la solucién regularizada contra la norma al cuadrado
de el residual para un rango de valores del pardametro de regularizacién.
Estd curva tipicamente tiene forma de L. El criterio de la curva L para la
seleccion del pardametro de regularizacion es elegir el valor del pardmetro que
corresponde a la "esquina'de estd curva.

Un detalle crucial es la caracterizacion precisa de la esquina de la curva
L. Hansen y O’Leary [6] recomiendan el punto de méxima curvatura.

Denotemos por z,, a la solucién regularizada y sea r, = Az, —b el residual
regularizado. Definimos

X(a) =log(R(a)), R(a)= ||T0c||Z7
Y(a) = log(S()), S(a) = [lzal”-
Suponemos que X (a) y Y («) varfan suavemente con respecto de a. Este

es el caso con la regularizacion de Tikhonov. Uno selecciona el valor de o que
maximice la funcién de curvatura

() - XY (@) = X'(@)Y"(0)
(X'(a)? +Y"(a)2)}

, (3.18)

donde la prima (") denota diferenciacién con respecto a a. Dada la descom-
posicién SVD A = Udiag(s;)V’ y una representacién filtro, uno puede ex-
presar

R(O‘) - Zsp()[wa(szz) - 1]26? + ZSiZO 8%2’ S(a) - ZSPO(W(S?))Q%’

y se puede mostrar que

R'(a) = —aS' ().

De esto uno puede derivar una férmula para la curvatura que dependa
sélamente de R(«a), S(a) y R'(«):

K(a) = _ R(a)S(e) [oR(a) + a?S(a)] + [3(304)5(04)]2 /)
[R*(a) + a?5%(a)]?
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con estd funcién se elige el valor de a que la maximice. Este método tiene
la ventaja de que no necesita conocer el error ni suponer nada acerca de él.
La desventaja es que si la grafica no forma una L (segin algunos autores) el
método no sirve para ese problema.

En los experimentos numéricos que se realizaron se obtuvieron mejores
resultados con el método de discrepancia de Morozov que con el método de
la curva L.

Comentario: La eleccion del pardmetro de regularizacion es un tema délica-
do. Hemos seleccionado solo dos técnicas de la gran variedad en la lite-ratura.
Se podria afirmar que todo problema inverso es diferente y requiere una elec-
cion de pardametro de reqularizacion especifica. En muchas aplicaciones la
eleccion es heuristica.

3.6. Un método de descenso con regulariza-
cién
Supongamos que tenemos el siguiente sistema lineal

Ax =b.

El sistema puede resolverse minimizando el funcional
1 2
plx) = 5 | Az — b]
En efecto, el gradiente es

Vela) = AT (Az — b).

Consideremos la iteracién

Thy1 = Tk + WAT(b — Al'k)

Si en cada iteraciéon k el escalar w se elige tal que minimice J(w) =
J(x, — wVJ(xy)), entonces obtenemos el método de descenso répido. Si fi-
jamos el valor de w con 0 < w < 1/ ||A||, obtenemos el método (iteracion)
de Landweber (ver [7] para més detalles). Con cualquier eleccién de w, si se
inicia con xy = 0 y se supone que A es invertible, se puede demostrar que zy
converge a x, = A71b.
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Una limitacion de estos métodos es que requieren muchas iteraciones para
convergencia. Adicionalmente, si se tienen errores en los datos, la solucién no
serd apropiada.

Aun asi, se ha mostrado recientemente, que con precondicionamiento y
regularizacién apropiada, estos métodos de descenso pueden ser competitivos.
Ver [9].

En base a esta observacién, y dada la naturaleza del problema inverso
discreto (2.53), proponemos el siguiente método de solucion.
De (2.51) se tiene que la matriz M se puede escribir como sigue:

M= { My Mo }

My Myo

donde los submatrices de la primera columna corresponden a los valores de
f v ¢ mientras que las submatrices de la segunda columna correponden a los
valores de g;. Asi que el sistema lineal (2.53) se re-escribe como

Ml,l Ml,z x| by
[ My May } { y } - [ by } g (3.19)
donde
f
o { c } by
y b= [b2 }
y = [g1]

de la ecuacion ( 3.19) se desglosan las siguientes ecuaciones:

M1,1£C =b — Ml,zy,
M2,2iy = by — M2,1$-
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Este sistema acoplado se va a resolver de forma iterativa de la manera
siguiente: la primera ecuacion se va a resolver usando un método de regulari-

zacion y la segunda usando un método iterativo para minimizar el funcional
de Tikhonov:

min || M2 = (b — Miaye)|* + o[l

De tal modo que la iteracién es como sigue

Yki1 = Yk +wMy5[(by — My x) — Mooyl

Donde la segunda ecuacion calcula un nuevo valor para y y la primera lo
toma y vuelve a encontrar un valor para x, de manera recursiva hasta que

el error satisface una tolerancia dada. En el siguiente capitulo se mostrardn
algunos resultados obtenidos con este método.
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Capitulo 4

Problemas Sintéticos

En este capitulo se presentardan algunos ejemplos de problemas inversos
que cumplen con el modelo presentado en el capitulo 2, donde se sabe de
antemano cual es el valor de la funcién g; () que se quiere encontrar. De esta
manera se podrd ver la eficacia del método. El sistema (2.53) se resuelve con
los métodos de regularizacion descritos previamente y el método iterativo
mixto. En todos los ejemplos {2 es el disco unitario.

Al utililizar problemas sintéticos para probar la efiencia de un método
inverso, se corre el riesgo de cometer un ¢ crimen en inversién” (inverse
crime). Para evitarlo Colton & Kress [2] dicen casi textualmente: “ A fin
de evitar la inversién trivial de problemas de dimensién finita, para probar
el desempeno de un método de aproximacién para el problema inverso es
crucial que los datos sintéticos sean obtenidos con otro método que resuelva
el problema directo el cual no tenga relacién con el método que resuelve el
problema inverso bajo consideracién”.

Por construccién nuestros ejemplos cumplen este criterio sastisfactioria-
mente
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4.1. Fuente cero

Sea
Aw(z,y) = 0, Vz,yeQ,
g—l:(:v,y) = x+y, Va,yeoiQ,
donde

w(x,y) =z+y, Vr,ye ol

El sistema que se quiere resolver numéricamente con la discretizacion
realizada en el capitulo anterior, asociandole un sistema lineal como (2.53),
observese que la fuente es cero, i.e. g;(z,y) = 0. Estamos suponiendo que no
sabemos que valor tiene g;(x,y) y también que no se conoce a w(z,y) en €2,
son las incégnitas del problema. La solucién real es w(z,y) = = + y.

Se obtiene el siguiente resultado para g;(z,y) = 0.

Fig 11:Superficie aproximada

Observamos que la superficie se encuentra acotada entre -0.02 y 0.02, lo
cual nos dice que los valores aproximados para g;(z,y) son cercanos a cero.
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Para ver que tan cerca estdn veamos el siguiente histograma que muestra de
manera acumulada estos valores.

Errores acumulados

400
S 9 300 -
ot
© © 200 +—|
ES
2 3 100 1

O T . T
error<=0.01 error<=0.1 error<=0.25
Errores
Figura 12

Vemos que la mayoria de estos valores son menores que 0.01 lo que quiere
decir que estdn un poco mas cerca de cero. Si observamos la tabla de los
errores notamos que son pequenos asi que la solucién que se ha encontrado
es buena. Notese que el valor del nimero de condiciéon de M es grande, esto
significa que la matriz es mal condicionada lo cual va traer una inestabilidad
numeérica y una dificultad en encontrar una solucién adecuada al problema,
este niimero lo estamos comparando con el inverso de v EPS de la maquina
utilizada el cual vale: 9,5 x 107.

Nuimero de condicién de M Error promedio | 0.0036
1.1509e+-020 RMS 0.0050

En la gréfica (13) podemos observar que se reproduce el valor aproximado
a la densidad f que se encontro en el problema directo del mismo sistema
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(vease figura (8)), y notamos que las dos soluciones se empalman perfecta-
mente. Esto nos dice que el sistema resuelve muy bien para la funcién w(z, y).

Figura 13: Valores de f

Para este problema se dividio el circulo en 200 arcos y el disco en 200
elementos produciendo una matriz de 401x401. Se usaron los métodos de
regularizacién descritos en el capitulo anterior y los resultados mostrados
aqui corresponden al pardmetro («y;) encontrado con el "Método de Dis-
crepancia de Morozov"(MDM), el otro fué encontrado con el método de la
Curva L"(MCL) (ay),en la siguiente tabla se muestran los valores obtenidos
para estos pardametros con los dos métodos:

ay | 0.0025
ag, 9X10_10

Observese que el pardametro que corresponde al método de la curva L nos
da un valor muy pequeno, esto lo que ocasiona es una solucién muy suave en
comparacion con la solucién real.

Iteraciones

Se uso un método iterativo para ver si la solucién regularizada encontrada
se podia mejorar y se obtuvo la siguiente superficie para g;(z,y) = 0,
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figura (14), notese que la solucién encontrada con iteraciones esta méds cerca
de cero que la solucién regularizada.

4 as

Fig 14: Superficie aproximada

Si observamos el histograma (15) nos damos cuenta de que estos valores
son menores que 1x10~2 mientras que con la otra solucién sélo la mitad eran
menores que este valor.

Errores acumulados
8
S 140
g 120 —
2 100 - —
S 80 -
) 60 -
° 40 -
o 20
q’ 0 T T - T T
§ ) )
4 ,\e’b‘ (oe’b‘ N <0®' ,\eﬂ'
Y, Y Y V, Y,
L/ L/ L/ v L/
S S S S S
& & & & &
Errores
Figura 15

En la siguiente tabla vemos que el error es mucho méas pequeno que el
obtenido con la solucién regularizada asf que se obtuvo un mejor resultado con
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las iteraciones. Cabe notar que estamos partiendo de la solucién regularizada
para realizar estas iteraciones.

Error promedio | 0.0006
RMS 0.0010

4.2. Fuente lineal (z + y)

Sea

Aw(z,y) = z+y, xz,y€,

ow(z,y) 1, 3
an - 3($ +y )7 xayeaQa
1
w(w,y) = 6($3+y3), z,y, € 0.

El sistema que se quiere resolver y observemos que ¢;(z,y) = = + y no
es constante, usando el planteamiento desarrollado en el capitulo anterior

obtenemos un sistema lineal como (2.53), resolviéndolo nos da los siguientes
resultados.

Observando la gréfica de los resultados obtenidos (figura (16)) y comparan-
dola con los valores reales de la funcién (figura (17)), vemos que hay ciertas
diferencias, para saber que tan buena o mala fué la aproximacién vamos a
observar la gréfica de las curvas de nivel para comparar ambas superficies.

08

Fig 16:Superficie aproximada Fig 17:Superficie real
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En la grafica (18), nos damos cuenta de que en la mayor parte del dominio
la aproximacion se acerco bastante a los valores reales de la funcién, obser-
vando que en las orillas se nota una diferencia entre ambas. Esto se debe a
que la discretizacion hecha para €2 tiene ciertos problemas en la frontera.

Figura 18: Curvas de nivel de las superficies real (linea sélida) vs
aproximada (linea punteada)

En el histograma se puede ver que tan cerca esta la aproximacion de los
valores reales, vemos que la mayor parte de los valores aproximados estéan
a menos de 0.25 de los valores reales y que més de la mitad de los valores
aproximados es menor -el error- a 0.1, asi que si estdn cerca.

Errores acumulados

@ o 250

oL 200

= 5 150 1

g e 100

s 9 ]

2 0 = T | EE——
S S P LN
7 4 7 4 &
¢ & ¢ & N

© & © & @
Errores
Figura 19
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En las siguientes tablas nos damos cuenta de que nuevamente el nimero
de condicién de la matriz es muy grande por lo tanto es una matriz mal
condicionada. Vemos que los errores obtenidos son menores que 0.1, lo cual
nos dice que la aproximacién es relativamente buena.

Ntmero de condicién de M Error promedio | 0.0970
1.0612e+020 RMS 0.0825

En este caso los resultados mostrados corresponden al pardmetro de regu-
larizacién encontrado con el método de la curva L (o), asi que se mostrarén
las graficas que corresponden a la curvatura (figura (20)), en donde el punto
de curvatura méaximo es el que se toma como pardametro de regularizacion, y
a las funciones que nos ayudan a encontrar el parametro (figura (21)).

Fig. 20:Curvatura vs alfé Fig. 21: Curva L

En la siguiente tabla se muestran los valores obtenidos para los dos
pardmetros de regularizacion. Notese que el obtenido con MDM es mucho
méis pequeno que el obtenido con MCL lo que produce una solucién muy
suave.

ayr | 1.0930e-012
ay, 4e-5

A continuacién veremos la gréfica de la aproximacién a la densidad f
(figura (22)) y los valores que se encontraron en el problema directo para la
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misma densidad. Observemos que los valores se parecen pero el del problema
inverso es mds suave que el del problema directo y esto se debe a la malla
que se estd empleando asi como al valor del pardmetro de regularizacion.

Figura 22: Valores de f

Iteraciones

Aqui se inicié la iteracién con la solucién real perturbada un 5% y ve-
mos que se llega a la solucién exacta. No se pudo realizar ninguna iteracién
iniciando con la solucién regularizada ya que en el primer paso el error au-

mentaba. En la figura (25) vemos la superficie obtenida con el método de
iteraciéon mixto.

05

Figura 23: Superficie aproximada
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Observamos en las curvas de nivel (figura (24)), que la solucién obtenida
es bastante buena.

Figura 24: Curvas de nivel comparando la superficie aproximada (linea
punteada) con la superficie real (linea sélida)

En el histograma se puede ver que los valores de las iteraciones se acer-
caron a menos de 0.1 de los valores reales.

Errores acumulados

NiUmero de elementos
N
(&)
(@]
Il

Errores

Figura 25
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En la siguiente tabla se observa que los errores son mds pequenos que el
5% con el cual se inicio, asi que el método iterativo redujo el error.

Error promedio | 0.0293
RMS 0.0254

4.3. Fuente exponencial (¢’ — 4 cos(2y))

Sea

Aw(z,y) = €°—4cos(2y), Vx,ye,

W = xe® —2sen(2y), Vx,y € 09,
n

w(xz,y) = e*+cos(2y), Vz,y e .

el sistema que se quiere resolver de manera numérica con la formulacién
descrita anteriormente. Obteniendo los siguientes resultados al resolver el
sistema lineal asociado.

En las figuras (26) y (27) se observan las superficies aproximada y real
respectivamente, notese que ambas superficies difieren en forma, para ver que
tan diferentes son veamos sus curvas de nivel.

Fig 26:Superficie aproximada Fig 27:Superficie real
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En la figura (28) se aprecia que existe una gran diferencia entre ambas
superficies, este resultado para la aproximacién de g;(x,y) no es bueno.

Fig 28:Curvas de nivel, superficie real (linea sélida) vs superficie
aproximada (linea punteada)

En cambio para los valores de la aproximacién de la densidad f, vemos
que esta solucién sf se acerca y sigue el mismo comportamiento que la solucién
encontrada en el problema directo.

Figura 29:Valores de f

56



En la siguiente tabla vemos que el error ya no es pequeno como en los
ejemplos anteriores.

Nuimero de condicién de M Error promedio | 0.7431
1.0612e+020 RMS 0.6037

Notese en el siguiente histograma (30) que los valores aproximados (la
mayor parte de ellos) estdn separados a lo mas por una unidad. Esto nos dice
que estéan alejados de los valores reales.

Errores acumulados

150
100

Numero de elemetos
n
o o
N

T
N N N N
N Q qﬁb QQ') X G
Q p PN & O
4 § & & © N
o) S S & e
N ) N &
Errores
Figura 30

Los resultados mostrados en esta parte corresponden a la regularizaciéon
hecha con MDM. En la siguiente tabla se muestran los valores del pardmetro
de regularizacién obtenido con los dos métodos descritos anteriormente.

ay | 7.1861e-004
aj, 3e-8

En este caso la "mejor"solucién se obtuvo con PDM.
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Iteraciones (5 % de error en la solucién)

Se propone una solucién con un 5% de error y se utiliza como punto de
partida para realizar un proceso iterativo obteniendose los siguientes resulta-
dos. En las figuras (31) y (32) se comparan las superficies aproximada y real,
respectivamente, notandose que la superficie aproximada se parece mucho a
la superficie real

“h b f LA B - o

a4 AT

Fig 31:Superficie aproximada Fig 32:Superficie real

En las curvas de nivel (figura (33)) nos damos cuenta que la solucién
iterada se aproxima bastante bien a la solucion real.

]
Fi11qf

Fig 33: Curvas de nivel, superficie real (linea sélida) vs aproximada (linea
punteada)
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En la siguiente tabla vemos que los errores son pequenos y eso nos dice
que la aproximacién es buena.

Nimero de condicién de M Error promedio | 0.1751
1.0612e+4-020 RMS 0.1409

En el siguiente histograma vemos que el 75 % de los valores aproximados
estd a menos de 0.25 de los valores reales.

Errores acumulados
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Figura 34
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En la siguiente grafica vemos la comparacién entre los valores de la den-
sidad f obtenidos con el problema directo y con el problema inverso iterado,
observamos que se aproximan bastante bien estos valores.

Figura 35: Valores de f
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Capitulo 5

Conclusién y Trabajo Futuro

En este trabajo se utilizé la representaciéon en potencial de capa simple
para atacar el problema inverso que surge de la ecuacién del potencial, co-
mo una manera alternativa de formular este tipo de problemas a los que se
usan en la literatura en base a la funcién de Green. Tal funcién tiene una
dependencia muy fuerte del dominio, en cambio la representacién en capa
simple tinicamente requiere que el dominio sea suave a tramos. Se mostré (en
el capitulo 4) que esta formulacién da resultados satisfactorios. Como era de
esperarse la solucién depende mucho de como se elija el pardmetro de regu-
larizaciéon. Hay que destacar que la parte que corresponde a la solucién del
problema directo, en el problema inverso, es mas fuerte en el sentido de que
en todos los ejemplos estd solucién coincide con la obtenida en el problema
directo. Mientras que no en todos los ejemplos se logré encontrar ¢;(x, y) que
se aproximara a la funcién real.

Se encontré una diferencia entre las submatrices que corresponden a los
valores f, ¢ y a los valores de g¢i(x,y), lo que nos llevo a implementar el
método de iteracién mixto para separar estas submatrices y resolver por una
parte para f, ¢ y por otra para g;(z,y) de manera acoplada. Queda como
trabajo futuro llevar estd formulacién a R3 que es en donde se encuentra
el problema de EEG y encontrar una mejor discretizacion para el dominio.
Desde el punto de vista tedrico queda por desarrollar el anélisis del sistema
de ecuaciones integrales (2.49).
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