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Introducción

El estudio de los operadores lineales absolutamente p-sumantes tiene su ori-
gen en la tesis doctoral de A. Grothendieck [Gro] de 1955. Sin embargo fue
hasta 1967 que A. Pietsch [Pie] logró aislar claramente esta clase de operadores
lineales y establecer muchas de sus propiedades fundamentales.

Desde entonces la clase de los operadores lineales absolutamente p-sumantes
ha mostrado su importancia gracias a su variedad de aplicaciones; desde ser
una útil herramienta para enfrentar muchas preguntas fundamentales sobre los
espacios de funciones continuas y los espacios de funciones p-integrables (véase
por ejemplo el trabajo de J. Lindenstrauss y A. Pelczyńsky de 1968 “Absolutely
Summing Operators in Lp-Spaces and their Application”), hasta hacer serias in-
cursiones en otras áreas del Análisis, como lo muestra el trabajo de A. Pelczyńsky
“Banach Spaces of Analytic Functions and Absolutely Summing Operators”.

A principio de los 80’s se comenzó con el desarrollo del concepto de opera-
dor multilineal absolutamente p-sumante, motivado, según algunos autores, por
el hecho de que los operadores lineales absolutamente p-sumantes fueron pro-
tagonistas del resurgimiento general de la teoría de los espacios de Banach a
finales de los 60’s, así como por el desarrollo exitoso de la teoría de ideales de
operadores lineales (véase por ejemplo el trabajo de A. Pietsch[Pie1] “Operator
Ideals”).

Las primeras generalizaciones multilineales del concepto de operador lineal
absolutamente p-sumante aparecen en el artículo de A. Pietsch [Pie2] de 1983,
el cual es considerado, por varios autores, el punto de partida de la teoría mul-
tilineal absolutamente p-sumante. En este artículo se introducen dos clases de
operadores multilineales p-sumantes: los operadores multilineales absolutamente
p-sumantes y los operadores multilineales p-dominados.

v

http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/sm/sm28/sm28126.pdf


vi Introducción

Además de estas dos primeras generalizaciones multilineales, en los últimos
años han aparecido otras más. Entre éstas podemos mencionar a los operadores
multilineales múltiples p-sumantes introducidos de manera independiente por
F. Bombal et al. en [BPGV] y por M.C. Matos en [Mat2] (en este último artícu-
lo con el nombre de operadores multilineales completamente p-sumantes); a los
operadores multilineales fuertemente p-sumantes introducidos por V. Dimant
en [Dim] y al ideal de composición Πp ◦ L introducido por G. Botelho et al.
en [BPR].

La razón principal por la cual han aparecido varias generalizaciones multi-
lineales radica en el hecho de que cada una de éstas tiene un comportamiento que
podría decirse no es completamente satisfactorio, en el sentido de que aunque
satisfacen algunos de los análogos multilineales de los resultados conocidos de
la teoría lineal p-sumante, dejan de satisfacer otros.

Un ejemplo de esto es la clase de los operadores multilineales p-dominados
introducida en [Pie2], cuyo nombre se debe al hecho de que satisface un análogo
multilineal del llamado “Teorema de Dominación” de la teoría lineal p-sumante
(véase el Teorema 1.19 y [Mat1, Teorema 2.2]). Sin embargo, esta misma clase
no satisface el análogo multilineal del llamado “Teorema de Grothendieck”, una
propiedad fundamental de la teoría lineal p-sumante (véase el Teorema 1.13 y
[MT, Pags. 207,208]).

Teniendo en cuenta que las topologías débiles asociadas a las transforma-
ciones no lineales, no son en general, vectoriales mi asesora la Dra. Maite Fer-
nández Unzueta concibió una nueva generalización del concepto de operador
lineal absolutamente p-sumante. El objetivo general de esta tesis es el de desa-
rrollar el estudio de los operadores multilineales que quedan definidos por esta
generalización. En adelante nos referiremos a ellos como operadores multi-
lineales p-sumantes (Definición 2.1).

Probaremos que esta nueva clase es, en principio, una generalización más
satisfactoria que las previamente mencionadas, ya que ésta, a diferencia de
las otras, satisface en su gran mayoría análogos multilineales de las primeras
propiedades elementales y fundamentales de la teoría lineal p-sumante. En la
sección 1.3 hacemos una recopilación de estas propiedades.

http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link2.pdf
http://dmle.cindoc.csic.es/pdf/COLLECTANEAMATHEMATICA_2003_54_02_02.pdf
http://www.udesa.edu.ar/files/img/Dto-Matematica-y-Ciencias/Documentos/DOC24-PDF.PDF
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
http://222.204.244.244/journals/MPRIA/1999/PA99I2/pdf/99210ai.pdf


Introducción vii

Cabe mencionar que para las otras generalizaciones multilineales p-sumantes
no se tienen análogos multilineales para todas las propiedades presentadas en la
sección 1.3, esto ya sea porque se ha demostrado que no las satisfacen o porque
hasta ahora no se tiene conocimiento sobre si éstas se cumplen o no. En [Per1]
puede encontrarse, por ejemplo, una recopilación de algunas de las propiedades
multilineales que satisfacen y dejan de satisfacer algunas de estas generaliza-
ciones ya conocidas.

Como este trabajo consiste en estudiar esta nueva clase de operador multi-
lineal continuo, en el capítulo I recolectamos los resultados básicos sobre la teoría
multilineal de operadores necesarios para el claro entendimiento del mismo. En
la primera sección del capítulo establecemos la notación que usaremos a lo largo
de todo el trabajo. En la segunda sección enunciamos los resultados bien cono-
cidos acerca del producto tensorial entre espacios de Banach que nos serán de
utilidad. En la última sección, hacemos una breve recopilación sobre los resul-
tados básicos de la teoría de los operadores lineales absolutamente p-sumantes,
con la intención no sólo de proveer una referencia rápida sobre esta teoría bien
conocida, sino también con la intención de mostrar cómo la teoría multilineal
generada por esta nueva noción de operador multilineal p-sumante se desarrolla
a la par que su análoga lineal.

Es en el capítulo II donde se inicia el estudio del concepto de operador
multilineal p-sumante. Comenzamos este capítulo dando varias caracteriza-
ciones para esta nueva clase (Proposición 2.5) que resultan ser herramientas
útiles al momento de establecer las propiedades elementales de los operadores
multilineales p-sumantes. También, mostramos la posición de esta nueva clase
con respecto de las clases multilineales p-sumantes mencionadas anteriormente
(Teorema 2.19). Finalmente vemos, utilizando una generalización de las normas
tensoriales Chevet-Saphar, la importante relación que existe entre la clase de los
operadores multilineales p-sumantes y la teoría de normas tensoriales de orden
arbitrario (Teorema 2.27).

Dos importantes teoremas para los operadores multilineales p-sumantes son
el objeto de estudio en el capítulo III: el Teorema de Dominación y el Teorema
de Factorización. Además de estos, en este capítulo introducimos la propiedad
Estrella y la propiedad Corchete (Definición 3.12 y Definición 3.13 respec-
tivamente), éstas nos proporcionan una útil conexión entre la teoría de los
operadores multilineales p-sumantes y la teoría de los operadores lineales ab-
solutamente p-sumantes. Utilizando esta conexión mostramos que los opera-
dores multilineales p-sumantes satisfacen versiones multilineales del Teorema
Débil de Dvoretzky-Rogers (Proposición 3.18) y del Teorema de Lindenstrauss-
Pelczyńsky (Proposición 3.19).

http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link8.pdf




CAPÍTULO I

Preliminares

En este capítulo fijaremos la notación y recordaremos las nociones y los
resultados de la teoría multilineal de operadores, del producto tensorial en-
tre espacios de Banach y de los operadores lineales absolutamente p-sumantes
necesarios para el correcto desarrollo de este trabajo.

1.1. Notación

Como es bastante usual, denotaremos por N al conjunto de los números
naturales, por R a los números reales y por C a los complejos.

Durante todo este trabajo m siempre denotará un número natural.

Si A1, . . . , Am son conjuntos, entonces denotaremos a los elementos del producto
cartesiano A1×· · ·×Am como a (forma abreviada) o como

(
a1, . . . , am

)
(forma

extendida).
Supongamos que m ≥ 2 y sean r ∈ {1, . . . ,m− 1} y 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m.
Denotaremos por

A1 ×
[i1,...,ir]
· · · × Am

el producto cartesiano de los conjuntos Ai para i /∈ {i1, . . . , ir}. Un elemento
típico de este conjunto se denotará por (a1, [i1,...,ir]. . . , am).

En este trabajo W,W1, . . . ,Wm, X,X0, . . . , Xm, Y, Y0 y Z serán espacios de
Banach sobre K, donde K es R o C.

Los espacios de Hilbert serán denotados por H,H1, . . . ,Hm, y si x y y son
elementos del espacio de Hilbert H, entonces escribiremos su producto interno
como 〈x, y〉H .

1



2 I. Preliminares

Para cada espacio de Banach X, BX será su bola unitaria, esto es,

BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} .

Si A es un subconjunto deX, entonces 〈A〉 denotará el subespacio deX generado
por A. Denotaremos por X∗ el dual topológico de X y escribiremos x∗ para
referirnos a un elemento típico de este espacio. Consideraremos sobre X∗ la
norma uniforme, es decir,

‖x∗‖ = sup {|x∗ (x)| : x ∈ BX} .

Si u : X −→ Y es un operador lineal continuo entre espacios de Banach, entonces
denotaremos al operador adjunto de u por u∗. Es decir, u∗ es el operador lineal
continuo definido como

u∗ : Y ∗ −→ X∗

y∗ 7−→ y∗ ◦ u

que satisface ‖u∗‖ = ‖u‖.

Diremos que un operador lineal u : X −→ Y entre espacios de Banach es una
isometría, si se cumple que ‖u(x)‖ = ‖x‖ para toda x ∈ X. Si éste resulta ser
un operador sobreyectivo, entonces diremos que es un isomorfismo isométrico.
Además, en este último caso diremos que X es isométricamente isomorfo a Y y
escribiremos X 1≡ Y .

Denotaremos por X∗∗ := (X∗)∗ el doble dual de X. La correspondencia

x 7→ (x∗ 7→ x∗ (x))

establece un encaje isométrico X ↪→ X∗∗ que llamaremos jX .

1.1.1. Espacios de Sucesiones y Espacios de Funciones

En [Car, DJT, EMT] se pueden encontrar las nociones y las propiedades
elementales de los espacios de sucesiones y espacios de funciones que presentare-
mos en esta subsección.

Espacios de Sucesiones
Si 1 ≤ p ≤ ∞, entonces `p denotará al clásico espacio de Banach de sucesiones
escalares p-sumables.
Sean X un espacio de Banach y 1 ≤ p <∞.
Diremos que una sucesión (xn)n∈N en X es fuertemente p-sumable si la sucesión
de escalares correspondiente (‖xn‖)n∈N pertenece al espacio `p. Denotaremos



Notación 3

por `sp(X) al espacio de Banach formado por tales sucesiones en X con la norma

∥∥(xn)n∈N
∥∥s
p

=
(∑
n∈N
‖xn‖p

)1/p

.

También, diremos que una sucesión (xn)n∈N en X es débilmente p-sumable si
la sucesión de escalares (x∗(xn))n∈N pertenece al espacio `p para todo x∗ ∈ X∗.
Denotaremos por `wp (X) al espacio de Banach formado por tales sucesiones en X
con la norma

∥∥(xn)n∈N
∥∥w
p

= sup


(∑
n∈N
|x∗(xn)|p

)1/p

: x∗ ∈ BX∗

 .

En el caso p =∞, `s∞ (X) y `w∞ (X) son iguales y ambos denotarán el espacio de
Banach formado por todas las sucesiones acotadas (xn)n∈N en X con la norma∥∥(xn)n∈N

∥∥
∞ = sup {‖xn‖ : n ∈ N} .

Si 1 ≤ p ≤ ∞, entonces el espacio `sp (X) es un subespacio lineal del espacio
`wp (X) y la inclusión es continua con norma 1, es decir,∥∥(xn)n∈N

∥∥w
p
≤
∥∥(xn)n∈N

∥∥s
p

para todo (xn)n∈N ∈ `sp (X).

Espacios de Funciones
Si K es un espacio de Hausdorff compacto, entonces CK(K) denotará el espa-
cio de Banach formado por todas las funciones continuas f : K −→ K con la
norma usual del supremo. Cuando no exista confusión sobre el recorrido de las
funciones escribiremos solamente C(K).

Si 1 ≤ p ≤ ∞ y (Ω,Σ, µ) es un espacio de medida positiva, entonces Lp(µ) deno-
tará el espacio de Banach de funciones p-integrables. Si µ es la medida de contar
sobre algún conjunto J , escribiremos `Jp en lugar de Lp(µ). Entonces, `J∞ consiste
en todas las funciones acotadas f : J −→ K con ‖f‖∞ = sup {|f(j)| : j ∈ J}.

Denotaremos por L (X1, . . . , Xm;Y ) al espacio de Banach formado por todos
los operadores m-lineales continuos T : X1 × · · · ×Xm −→ Y con la norma

‖T‖ = sup
{∥∥T (x1, . . . , xm

)∥∥ : xk ∈ BXk , k = 1, . . . ,m
}
.

En algunas ocasiones, cuando no exista confusión sobre el grado m, nos referire-
mos a los elementos de este espacio sólo como operadores multilineales.
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En el caso en el que los espacios coincidan (X = Xk para k = 1, . . . ,m)
escribiremos L (mX;Y ) en vez de L (X, . . . ,X;Y ). Cuando el espacio Y sea el
espacio de escalares K, denotaremos por L (X1, . . . , Xm) y por L (mX) a los es-
pacios L (X1, . . . , Xm;Y ) y L (mX;Y ) respectivamente. Además, en este último
caso nos referiremos a los elementos de estos espacios como formas m-lineales o
solamente formas multilineales (cuando no exista confusión sobre el grado m).
Si m = 1 escribiremos L (X,Y ) y X∗ en vez de L

(1X;Y
)
y L

(1X) respectiva-
mente.
Para un estudio detallado de la teoría general de los operadores multilineales
recomendamos el libro de S. Dineen [Din].

Si A es un subconjunto de un espacio de Banach X, entonces LIP (A, Y ) será
el conjunto formado por todas las aplicaciones Lipschitz f : A −→ Y . Definimos
por

‖f‖Lip(A,Y ) = sup
{
‖f(a)− f(a′)‖
‖a− a′‖

: a, a′ ∈ A, a 6= a′
}
.

Cuando no exista confusión sobre los conjuntos en consideración, solamente es-
cribiremos ‖f‖Lip.
Si A es un subconjunto de un espacio de Banach X y f ∈ LIP (A, Y ), entonces
para cualesquiera g ∈ LIP (B, Y0) y h ∈ LIP (C,Z), donde B es un subcon-
junto de Y tal que f(A) ⊂ B y C es un subconjunto de Y0 tal que g(B) ⊂ C,
se tiene que h ◦ g ◦ f ∈ LIP (A,Z) y

‖h ◦ g ◦ f‖Lip ≤ ‖h‖Lip · ‖g‖Lip · ‖f‖Lip .

En el caso de que A = X y la aplicación f es lineal, se tiene que ‖f‖ = ‖f‖Lip.

Además, si A es un subconjunto de X y u : X −→ Y es un operador lineal
continuo, entonces la función u restringida al conjunto A resulta ser un elemento
de LIP (A, Y ) tal que

‖u|A‖Lip ≤ ‖u‖ .

Si A es un subconjunto de X tal que 0 ∈ A, definimos por LIP0 (A, Y ) al
conjunto formado por todas las aplicaciones Lipschitz f : A −→ Y tales que
f(0) = 0. Entonces (

LIP0 (A, Y ) , ‖·‖Lip(A,Y )

)
resulta ser un espacio de Banach (véase [Cob]).
En el libro de N. Weaver [Wea] se puede encontrar un estudio detallado de la
teoría de las funciones Lipschitz.

http://cs.ubbcluj.ro/~studia-m/2003-1/cobzas2.pdf
http://books.google.com.mx/books?id=45rnwyVjg_QC&printsec=frontcover&dq=Lipschitz+Algebras
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1.1.2. Aplicaciones y Desigualdades
Aplicaciones

Dado un subconjunto A de X y una aplicación f : A −→ Y , denotaremos por f̂ a
la aplicación definida, del espacio de sucesiones en A, en el espacio de sucesiones
en Y , como

f̂
(
(an)n∈N

)
= (f(an))n∈N .

Si f0 : A −→ Y es una aplicación, entonces se tiene que

f̂ + f̂0 = f̂ + f0.

Si g : B −→ Y0 y h : C −→ Z son aplicaciones de tal manera que B es un
subconjunto de Y tal que f(A) ⊂ B y C es un subconjunto de Y0 tal que
g(B) ⊂ C, entonces se tiene que

̂h ◦ g ◦ f = ĥ ◦ ĝ ◦ f̂ .

En caso de que A = X y la aplicación f resulte ser lineal, se tiene que la
aplicación f̂ también resulta serlo.

Supongamos que m ≥ 2 y sean r ∈ {1, . . . ,m− 1} y 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m.
Si T : X1 × · · · ×Xm → Y es un operador m-lineal continuo y aik ∈ Xik para
k = 1, . . . , r, entonces denotaremos por T

[
ai1 , . . . , air

]
al operador (m−r)-lineal

definido como

T
[
ai1 , . . . , air

]
: X1 ×

[i1,...,ir]
· · · × Xm −→ Y(

x1, [i1,...,ir]. . . , xm
)

7−→ T
(
x1, . . . , ai1 , . . . , air , . . . , xm

)
.

Además, este operador multilineal resulta ser continuo y∥∥T [ai1 , . . . , air]∥∥ ≤ ‖T‖ · ∥∥ai1∥∥ · · · ∥∥air∥∥ .
Si S : X1 × [i1,...,ir]. . . × Xm −→ Y es un operador (m − r)-lineal continuo y
x∗ik ∈ X∗ik para k = 1, . . . , r, entonces denotaremos por x∗i1 ? · · · ? x

∗
ir
? S al

operador m-lineal definido como

x∗i1 ? · · · ? x
∗
ir ? S : X1 × · · · ×Xm −→ Y

de tal manera que(
x1, . . . , xm

)
7−→ x∗i1

(
xi1
)
· · ·x∗ir

(
xir
)
· S(x1, [i1,...,ir]. . . , xm).

Además, este operador multilineal es continuo y∥∥x∗i1 ? · · · ? x∗ir ? S∥∥ ≤ ∥∥x∗i1∥∥ · · · ∥∥x∗ir∥∥ · ‖S‖ .
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Desigualdades
En este trabajo utilizaremos las siguientes desigualdades clásicas de la teoría de
los espacios de Banach. En [EMT, DJT] pueden verse las demostraciones.

La Desigualdad de Hölder
Sean p, p′ ∈ [1,∞] exponentes conjugados, esto es,

1
p

+ 1
p′

= 1.

Entonces si f ∈ Lp(µ) y g ∈ Lp′(µ), tenemos que f · g ∈ L1(µ) y

‖f · g‖L1
≤ ‖f‖Lp · ‖g‖Lp′ .

La Desigualdad de Minkonwski
Sea p ∈ [1,∞], entonces para f, g ∈ Lp(µ) se tiene que

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

La Desigualdad de Kinchin
Para todo 1 ≤ p < ∞, existen constantes positivas Ap, Bp tales que para
cualquier sucesión escalar (an)n∈N en `2 se tiene que

Ap ·

(∑
n∈N
|an|2

)1/2

≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈N

anrn(t)

∣∣∣∣∣
p

dt

)1/p

≤ Bp ·

(∑
n∈N
|an|2

)1/2

,

donde las funciones

rn : [0, 1] −→ R

t 7−→ signo (sen 2nπt)

son las funciones de Rademacher.

1.2. Producto Tensorial entre Espacios de Banach
El concepto de producto tensorial está estrechamente relacionado con el

concepto de operador multilineal. En esta sección incluiremos los resultados
bien conocidos que necesitaremos acerca del producto tensorial. Para un estu-
dio detallado del producto tensorial entre espacios de Banach recomendamos
ver [DF, Flo, Ryan].

Definición 1.1 Para E1, . . . , Em espacios vectoriales sobre K, se define el pro-
ducto tensorial entre estos espacios como un pareja (E1 ⊗ · · · ⊗ Em,⊗), donde
E1⊗· · ·⊗Em es un espacio vectorial sobre K y ⊗ : E1×· · ·×Em −→ E1⊗· · ·⊗Em
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es una aplicación m-lineal, la cual satisface la siguiente propiedad:
Si F es un espacio vectorial sobre K y f : E1×· · ·×Em −→ F es una aplicación
m-lineal, entonces existe una única aplicación lineal fL : E1 ⊗ · · · ⊗ Em −→ F

de tal manera que
fL ◦ ⊗ = f.

Para los elementos en la imagen de la aplicación ⊗ utilizaremos la notación

⊗
(
a1, . . . , am

)
:= a1 ⊗ · · · ⊗ am

donde
(
a1, . . . , am

)
∈ E1 × · · · × Em. Nos referiremos a estos como elementos

diagonales.
Si Ei = E para toda i, entonces denotaremos al producto tensorial de orden m
por ⊗mE y denotaremos por ⊗ma a los elementos a ⊗ · · · ⊗ a donde a ∈ E.
También, denotaremos por D (E1, . . . , Em) el conjunto formado por todas las
sucesiones del espacio E1 ⊗ · · · ⊗ Em cuyos términos son elementos diagonales,
es decir,

D (E1, . . . , Em) :=
{(
a1
n ⊗ · · · ⊗ amn

)
n∈N : akn ∈ Ek, n ∈ N, k = 1 . . . ,m

}
.

Como el producto tensorial E1 ⊗ · · · ⊗Em coincide con el espacio generado por
el conjunto imagen de la aplicación ⊗, tenemos que todo w ∈ E1 ⊗ · · · ⊗Em se
puede representar (no de manera única) de la forma

w =
n∑
i=1

a1
i ⊗ · · · ⊗ ami ,

para algún n ∈ N y para algunos ak1 , . . . , akn ∈ Xk donde k = 1, . . . ,m.

Si S1 : E1 −→ F1, . . . , Sm : Em −→ Fm son aplicaciones lineales entre espacios
vectoriales sobre K, entonces denotaremos por S1⊗· · ·⊗Sm a la única aplicación
lineal

S1 ⊗ · · · ⊗ Sm : E1 ⊗ · · · ⊗ Em −→ F1 ⊗ · · · ⊗ Fm

que satisface que

(S1 ⊗ · · · ⊗ Sm)
(
a1 ⊗ · · · ⊗ am

)
= S1

(
a1)⊗ · · · ⊗ Sm (am)

para todo ak ∈ Ek donde k = 1 . . . ,m.

Si consideramosX1, . . . , Xm espacios de Banach, resulta natural preguntarse por
la existencia de alguna norma definida sobre el producto tensorial X1⊗· · ·⊗Xm.
En nuestro caso, estaremos interesados en aquellas normas tensoriales que hacen
que la aplicación ⊗ sea continua.
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Definición 1.2 Se dice que una norma α en X1 ⊗ · · · ⊗ Xm es razonable si
satisface las siguientes condiciones:

1. α
(
x1 ⊗ · · · ⊗ xm

)
≤
∥∥x1
∥∥ · · · ‖xm‖ para todo x1 ∈ X1, . . . , x

m ∈ Xm.

2. Si x∗1 ∈ X∗1 , . . . , x∗m ∈ X∗m, entonces x∗1 ⊗ · · · ⊗ x∗m ∈ (X1 ⊗ · · · ⊗Xm, α)∗

y su norma (como funcional) está acotada por ‖x∗1‖ · · · ‖x∗m‖.

A partir de la condición 1 se establece la continuidad de la aplicación multi-
lineal ⊗.

1.2.1. Producto Tensorial Inyectivo
La norma tensorial inyectiva, ε(·), se define de la siguiente manera:

ε (w) = sup
{
|(x∗1 ⊗ · · · ⊗ x∗m) (w)| : x∗k ∈ BX∗k , k = 1, . . . ,m

}
para cada w ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm.
Esta norma además de ser una norma razonable, resulta ser la menor de todas
éstas.

Proposición 1.3 Sean X1, . . . , Xm espacios de Banach. Entonces

1. ε(·) es una norma razonable.

2. Si α es cualquier otra norma razonable en X1 ⊗ · · · ⊗ Xm, entonces se
tiene que

ε(w) ≤ α(w)

para todo w ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm.

Definición 1.4 Si X1, . . . , Xm son espacios de Banach, la completación del
espacio normado (X1 ⊗ · · · ⊗Xm, ε) se define como el producto tensorial inyec-
tivo de estos espacios y se denota por X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXm. Si Xi = X para toda i,
denotamos al producto tensorial inyectivo de orden m por ⊗̂mε X.

1.2.2. Producto Tensorial Proyectivo
La norma proyectiva que definiremos a continuación, nos permite genera-

lizar la propiedad descrita en la Definición 1.1 para el producto tensorial entre
espacios vectoriales al contexto de espacios de Banach (véase el Teorema 1.7).
La norma proyectiva se define como

π (w) = ı́nf
{

n∑
i=1

∥∥x1
i

∥∥ · · · ‖xmi ‖ : w =
n∑
i=1

x1
i ⊗ · · · ⊗ xmi

}
para cada w ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm.
Esta norma es la mayor de las normas razonables.



Producto Tensorial entre Espacios de Banach 9

Proposición 1.5 Sean X1, . . . , Xm espacios de Banach. Entonces

1. π(·) es una norma razonable.

2. Si β es cualquier otra norma razonable en X1 ⊗ · · · ⊗Xm, entonces

β(w) ≤ π(w)

para todo w ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm.

3. Para todo w ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm y para cualquier representación de éste de
la forma

n∑
i=1

x1
i ⊗ · · · ⊗ xmi ,

se tiene que

π (w) = sup
{∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ϕ
(
x1
i , . . . , x

m
i

)∣∣∣∣∣ : ϕ ∈ BL(X1,...,Xm)

}
.

Definición 1.6 Si X1, . . . , Xm son espacios de Banach, la completación del es-
pacio normado (X1 ⊗ · · · ⊗Xm, π) se define como el producto tensorial proyec-
tivo de estos espacios y se denota por X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm. Si Xi = X para toda i,
denotamos al producto tensorial proyectivo de orden m por ⊗̂mπ X.

Teorema 1.7 Sean X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach. Para cada operador
multilineal T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) existe un único operador lineal continuo TL
en el espacio L

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm, Y

)
tal que

T = TL ◦ ⊗.

Recíprocamente, para cada u ∈ L
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm, Y

)
la expresión

S(x1, . . . , xm) = u
(
x1 ⊗ · · · ⊗ xm

)
determina un elemento de L (X1, . . . , Xm;Y ) tal que SL = u.
La correspondencia T ↔ TL establece un isomorfismo isométrico entre los
espacios L (X1, . . . , Xm;Y ) y L

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm, Y

)
.

Observación 1.8 El teorema anterior afirma en particular que(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)∗ 1≡ L (X1, . . . , Xm) .

Este isomorfismo isométrico nos permite hablar de la topología w∗ en el espacio
L (X1, . . . , Xm). Esta topología será la inducida por el isomorfismo isométrico
anterior cuando consideramos sobre

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)∗ la topología w∗.
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Proposición 1.9 Sean S1 : X1 −→ Y1, . . . , Sm : Xm −→ Ym operadores lineales
continuos entre espacios de Banach. Se cumple lo siguiente:

(i) El operador lineal

S1 ⊗ · · · ⊗ Sm : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm −→ Y1⊗̂π · · · ⊗̂πYm,

el cual denotaremos por S1 ⊗π · · · ⊗π Sm, resulta ser continuo y

‖S1 ⊗π · · · ⊗π Sm‖ ≤ ‖S1‖ · · · ‖Sm‖ .

(ii) Si T ∈ L (Y1, . . . , Ym;W ) y R ∈ L (W,Z) entonces se cumple que

(R ◦ T ◦ (S1, . . . , Sm))L = R ◦ TL ◦ S1 ⊗π · · · ⊗π Sm .

1.3. Operadores Lineales p-Sumantes
Como el objetivo principal de este trabajo es el de introducir la clase de los

operadores multilineales p-sumantes mediante la cual se generaliza el concepto
de operador lineal absolutamente p-sumante, más de una vez durante este tra-
bajo haremos mención sobre los resultados básicos de la teoría lineal p-sumante.
La intención de esta sección es, en principio, la de proveer una referencia breve
y rápida sobre los conceptos básicos de la teoría lineal p-sumante.

Más aún, esta sección nos permite mostrar el buen comportamiento que
posee esta nueva clase de operador multilineal, ya que ésta satisface análogos
multilineales para todos los resultados que enunciaremos en esta sección.

En [DJT] pueden encontrarse todas las demostraciones de los resultados
enunciados en esta sección, así como un estudio completo sobre la teoría lineal
p-sumante.

1.3.1. Definición
Definición 1.10 Sean 1 ≤ p < ∞ y u : X → Y un operador lineal entre
espacios de Banach. Decimos que u es absolutamente p-sumante si existe una
constante c ≥ 0 tal que para todo n ∈ N y para cualesquiera x1, . . . , xn elementos
de X se tiene que(

n∑
i=1
||u (xi) ||p

)1/p

≤ c · sup


(

n∑
i=1
|x∗(xi)|p

)1/p

: x∗ ∈ BX∗

 (Πp) .

Se denota por πp(u) a la menor c que satisface (Πp), es decir,

πp(u) := ı́nf {c ≥ 0 : c satisface (Πp)} .

http://books.google.com.mx/books?id=pHqyRSdgVTsC&pg=PR5&dq=Absolutely+Summing+Operators
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También, se denota por
Πp(X,Y )

al conjunto de todos los operadores lineales absolutamente p-sumantes de X
en Y .

• El conjunto Πp(X,Y ) es un subespacio lineal del espacio L(X,Y ) y además
πp(·) define una norma sobre Πp(X,Y ) tal que

||u|| ≤ πp(u)

para todo u ∈ Πp(X,Y ).

Una Caracterización en Términos de Sucesiones

Observación 1.11 Si u : X −→ Y es un operador lineal continuo entre espa-
cios de Banach, entonces la correspondencia

û : (xn)n∈N 7→ (u (xn))n∈N

siempre induce un operador lineal bien definido y continuo û : `wp (X)→ `wp (Y ),
así como un operador lineal bien definido y continuo û : `sp (X) → `sp (Y ). En
ambos casos, la norma de estos operadores es igual a ‖u‖.

Algunas veces, este proceso puede producir un operador lineal bien definido û
de `wp (X) en `sp (Y ); tal caso se tiene precisamente cuando u es absolutamente
p-sumante.

Proposición 1.12 Sea 1 ≤ p <∞. Entonces tenemos que

u : X → Y es absolutamente p-sumante si y sólo si û
(
`wp (X)

)
⊆ `sp(Y ).

En este caso,
||û : `wp (X)→ `sp(Y )|| = πp(u).

El Teorema de Grothendieck

Este teorema es uno de los resultados fundamentales de la teoría lineal de
los operadores absolutamente p-sumantes.

Teorema 1.13 Todo operador lineal continuo

u : l1 → l2

es absolutamente 1-sumante, es decir,

Π1 (`1, `2) = L (`1, `2) .
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1.3.2. Ejemplos Básicos y Propiedades Elementales
Ejemplos Básicos

La importancia de los siguientes ejemplos radica en el hecho de que estos
resultan ser el prototipo de operador lineal absolutamente p-sumante, esto es,
salvo composiciones todo operador lineal absolutamente p-sumante es de este
estilo.

• Sea K un espacio de Hausdorff compacto, sea µ una medida de Borel regular
positiva sobre K y sea 1 ≤ p <∞. El operador lineal canónico

jp : C(K) −→ Lp(µ) : f 7→ f

es absolutamente p-sumante y πp(jp) = µ(K)1/p.

• Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida finita y sea 1 ≤ p < ∞. El operador
inclusión

ip : L∞(µ)→ Lp(µ)
es absolutamente p-sumante y πp(ip) = µ(Ω)1/p.

Propiedades Elementales

Proposición 1.14 Sea u ∈ L(X,Y ) un operador de rango finito. Entonces u
es absolutamente p-sumante para todo 1 ≤ p <∞.

Proposición 1.15 (Propiedad de Ideal de la clase Πp)
Sea 1 ≤ p <∞ y sea v ∈ Πp(X,Y ). Entonces la composición de v con cualquier
otro operador lineal acotado es absolutamente p-sumante. Más especificamente,
Si X0 y Y0 son espacios de Banach entonces para cualesquiera u ∈ L(Y, Y0) y
w ∈ L(X0, X) tenemos que

u ◦ v ◦ w ∈ Πp(X0, Y0)

y πp(u ◦ v ◦ w) ≤ ||u|| · πp(v) · ||w||.

Proposición 1.16 (Inyectividad de la clase Πp)
Si i : Y → Y0 es una isometría, entonces

v ∈ Πp(X,Y ) si y sólo si i ◦ v ∈ Πp(X,Y0).

En este caso tenemos que πp(i ◦ v) = πp(v).

Proposición 1.17 Para cada 1 ≤ p <∞, se tiene que Πp (X,Y ) es un espacio
de Banach con la norma πp(·).

Teorema 1.18 (Teorema de Inclusión)
Si 1 ≤ p < q <∞, entonces

Πp(X,Y ) ⊆ Πq(X,Y ).

Más aún, para u ∈ Πp(X,Y ) tenemos que πq(u) ≤ πp(u).
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1.3.3. Dominación y Factorización
El hecho de que los operadores lineales canónicos

jp : C(K) −→ Lp(µ) y ip : L∞(µ) −→ Lp(µ)

sean el prototipo de operador lineal absolutamente p-sumante es una consecuen-
cia de los siguientes dos teoremas fundamentales.

Teorema 1.19 (Teorema de Dominación para la clase Πp)
Supongamos que 1 ≤ p < ∞, que u : X → Y es un operador lineal continuo
entre espacios de Banach y que K es un subconjunto w∗-compacto y normante
de BX∗ . Entonces u es absolutamente p-sumante si y sólo si existe una constante
c ≥ 0 y una medida de probabilidad regular de Borel µ sobre K, tal que para
cada x ∈ X se tiene que

||u (x) || ≤ c ·
(∫

K

|x∗ (x) |p dµ (x∗)
)1/p

.

En este caso, πp(u) es el ínfimo de todas las constantes c’s para las cuales tal
medida existe.

Si X es un espacio de Banach y K es un subconjunto normante de BX∗ , deno-
taremos por iX al operador lineal

iX : X −→ `K∞

definido como
iX (x) (x∗) = x∗ (x) ,

el cual resulta ser una isometría. Si además K es w∗-compacto, entonces iX
tiene su recorrido en el espacio C(K); seguiremos denotando a esta isometría
por

iX : X −→ C(K).

Teorema 1.20 (Teorema de Factorización para la clase Πp)
Sea 1 ≤ p < ∞, sean X y Y dos espacios de Banach, sea K un subconjunto
w∗-compacto y normante de BX∗ y sea B := BY ∗ . Para todo operador lineal
continuo u : X → Y las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) u es absolutamente p-sumante.

(ii) Existe una medida de probabilidad regular de Borel µ sobre K, un sub-
espacio (cerrado) Xp de Lp(µ) y un operador lineal acotado û : Xp → Y

tal que
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(a) (jp ◦ iX)(X) ⊂ Xp

(b) (û ◦ jp ◦ iX)(x) = u(x) ∀x ∈ X.

En otras palabras, si jXp : iX(X) −→ Xp es la restricción de jp a iX(X),
entonces el siguiente diagrama conmuta:

X

?

iX (X)
∩

C (K)

iX

- Y
u

- Lp (µ) .
jp

∩
Xp

û
6

-
jXp

(iii) Existe una medida de probabilidad regular de Borel µ sobre K y un opera-
dor lineal acotado ũ : Lp(µ)→ `B∞ tal que el siguiente diagrama conmuta:

X

?

C (K)

iX

- Y
u

- Lp (µ) .
jp

�
��

@
@R

`B∞

ũ

iY

(iv) Existe un espacio de probabilidad (Ω,Σ, µ) y operadores lineales continuos
ũ : Lp(µ)→ `B∞ y v : X → L∞(µ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

X

?

L∞(µ)

v

- Y
u

- Lp (µ) .
ip

�
��

@
@R

`B∞

ũ

iY

Más aún, podemos escoger µ y û en (ii) o µ y ũ en (iii) de tal manera que
||û|| = ||ũ|| = πp(u); en (iv) podemos escoger que ||v|| = 1 y ||ũ|| = πp(u).

Algunas Consecuencias

Entre las consecuencias del Teorema de Dominación y del Teorema de Fac-
torización se encuentran las siguientes:
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Teorema 1.21 (Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers)
Sea 1 ≤ p < ∞. Todo espacio de Banach X de dimensión infinita contiene
una sucesión débilmente p-sumable que no es fuertemente p-sumable. Es decir,
idX : X −→ X es absolutamente p-sumante si y sólo si X tiene dimensión finita.

Teorema 1.22 Sea X un espacio de Banach y sea H un espacio de Hilbert. Si
u ∈ L(X,H) es tal que u∗ es q-sumante para algún 1 ≤ q < ∞, entonces u es
1-sumante y

π1(u) ≤ A−1
1 ·Bq · πq(u∗),

donde A1 y Bq son las constantes de la desigualdad de Kinchin (véase la sec-
ción 1.1.2).

Operadores Lineales p-Sumantes sobre Lp-Espacios

El hecho de que la definición de operador lineal p-sumante involucre sólo un
número finito de vectores a la vez, nos permite obtener una mejor comprensión
de estos operadores lineales cuando tenemos un buen entendimiento de los sub-
espacios de dimensión finita de los espacios de Banach involucrados.

Por ejemplo, los espacios Lp(µ) tienen la propiedad de que sus subespacios
de dimensión finita estan siempre contenidos en una copia un poco distorsionada
de algún `np . La clase de los Lp-espacios generaliza este comportamiento de los
espacios Lp(µ).

Lp-Espacios

Sea 1 ≤ p ≤ ∞ y sea λ > 1. El espacio de Banach X se dice que es un
Lp,λ-espacio si todo subespacio de dimensión finita E de X está contenido en
un subespacio de dimensión finita F de X para el cual existe un isomorfismo
v : F −→ `dimFp con ‖v‖ ·

∥∥v−1
∥∥ < λ. Diremos que X es un Lp-espacio si éste es

un Lp,λ-espacio para algún λ > 1.

Los Lp-espacios nos permiten generalizar el Teorema de Grothendieck (Teore-
ma 1.13).

Teorema 1.23 Si X es un L1-espacio y Y es un L2-espacio, entonces todo
operador lineal continuo u : X −→ Y es 1-sumante, es decir,

Π1(X,Y ) = L(X,Y ).

Teorema 1.24 Si X es un L1-espacio y Y es un espacio de Banach, entonces
todo operador lineal 2-sumante u : X −→ Y es 1-sumante, es decir,

Π1(X,Y ) = Π2(X,Y ).

Cuando consideramos operadores lineales entre espacios de Hilbert se tiene que
la clase de los operadores Hilbert-Schmidt es la misma que la clase de los opera-
dores 2-sumantes. De hecho, se puede decir más acerca de esta relación.
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Teorema 1.25 Sea 1 ≤ p < ∞. Un operador lineal u : H1 −→ H2 es Hilbert-
Schmidt si y sólo si es absolutamente p-sumante. Además, si 1 ≤ p < 2 entonces

πp(u) ≤ KG · ‖u‖HS

y si 2 ≤ p <∞ entonces
πp(u) ≤ ‖u‖HS ,

donde KG denota la constante de Grothendieck (véase [DJT, Teorema 1.14]) y
‖u‖HS denota la norma Hilbert-Schmidt de u(véase [DJT, Proposición 4.9]).

http://books.google.com.mx/books?id=pHqyRSdgVTsC&pg=PR5&dq=Absolutely+Summing+Operators
http://books.google.com.mx/books?id=pHqyRSdgVTsC&pg=PR5&dq=Absolutely+Summing+Operators


CAPÍTULO II

Operadores Multilineales p-Sumantes

En este capítulo comenzamos propiamente el estudio de una nueva clase
de operadores multilineales: la clase de los operadores multilineales p-sumantes.
Ésta generaliza al contexto multilineal el concepto de operador lineal absoluta-
mente p-sumante. En este capítulo mostramos las propiedades elementales que
satisface esta nueva clase, así como la posición de la misma con respecto a las
generalizaciones multilineales ya conocidas del concepto de operador lineal ab-
solutamente p-sumante. También, mostramos la relación entre esta nueva clase
de operadores multilineales y la teoría de normas tensoriales de orden arbitrario.

2.1. Definición y Propiedades Elementales

2.1.1. Definición y Ejemplos
A continuación establecemos con precisión la noción central de estudio: los

operadores multilineales p-sumantes.

Definición 2.1 Sean 1 ≤ p < ∞ y T : X1 × · · · × Xm → Y un operador
multilineal entre espacios de Banach. Decimos que T es p-sumante si existe una
constante c ≥ 0 tal que para toda n ∈ N y para todo uk1 , . . . , ukn, vk1 , . . . , vkn ∈ Xk

con 1 ≤ k ≤ m se tiene que(
n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤ c · sup
(

n∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

(2.1)

donde el supremo1 se toma sobre todos los elementos ϕ ∈ BL(X1,...,Xm).
1Cuando omitamos decir el conjunto sobre el que se toma el supremo, estaremos suponiendo

que se está tomando sobre todos los elementos ϕ ∈ BL(X1,...,Xm).17
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Denotaremos por ‖T‖s,p a la menor c que satisface (2.1), es decir,

‖T‖s,p := ı́nf {c ≥ 0 : c satisface (2.1)} .

También, denotaremos por

Lps (X1, . . . , Xm;Y )

al conjunto formado por los operadores multilineales p-sumantes deX1×· · ·×Xm

en Y . Usaremos la notación Lps para referirnos a la clase de los operadores
multilineales p-sumantes en general.
Comenzaremos con un par de observaciones.

Observaciones 2.2
• En el caso cuando m = 1, la definición de p-sumante es equivalente a la
definición de absolutamente p-sumante.
• Utilizando que los espacios L (X1, . . . , Xm) y

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)∗ son isométri-
camente isomorfos (véase la Observación 1.8), es inmediato que el supremo en
el lado derecho de (2.1) es igual a∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi
)n
i=1 −

(
v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p ,

(2.2)

donde a
(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi

)n
i=1 y a

(
v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1 los estamos considerando co-

mo elementos del espacio `wp
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
. Entonces cuando sea necesario

usaremos (2.2) en el lado derecho de (2.1) de manera indistinta.

Comenzaremos probando que el conjunto Lps (X1, . . . , Xm;Y ) es un subespacio
lineal del espacio L (X1, . . . , Xm;Y ), así como el hecho de que ‖·‖s,p es, en efecto,
una norma sobre Lps (X1, . . . , Xm;Y ).

Proposición 2.3 Sean 1 ≤ p < ∞ y X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach. En-
tonces Lps (X1, . . . , Xm;Y ) es un subespacio lineal de L (X1, . . . , Xm;Y ) y ade-
más, ‖·‖s,p define una norma sobre Lps (X1, . . . , Xm;Y ) tal que

‖T‖ ≤ ‖T‖s,p (2.3)

para todo T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ).

Demostración:
Primero observemos que si T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ), entonces (2.1) es válido
para ‖T‖s,p en vez de c, es decir, tenemos que(

n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤ ‖T‖s,p · sup
(

n∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

(2.4)

para toda n ∈ N y para cualesquiera uk1 , . . . , ukn, vk1 , . . . , vkn ∈ Xk con 1 ≤ k ≤ m.
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Ahora, si en (2.4) tomamos n = 1 y v1
1 = · · · = vm1 = 0 obtenemos que

‖T‖ ≤ ‖T‖s,p

y entonces Lps (X1, . . . , Xm;Y ) es un subconjunto de L (X1, . . . , Xm;Y ).
Veamos que Lps (X1, . . . , Xm;Y ) es un subespacio de L (X1, . . . , Xm;Y ).
Sean λ1, λ2 ∈ K y T1, T2 ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ).
Si n ∈ N y uk1 , . . . , ukn, vk1 , . . . , vkn ∈ Xk con 1 ≤ k ≤ m, por la desigualdad de
Minkowski y por el hecho de que T1, T2 ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ), tenemos que(

n∑
i=1

∥∥(λ1T1 + λ2T2)
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
− (λ1T1 + λ2T2)

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤

(
n∑
i=1

∥∥λ1T1
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
− λ1T1

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

+
(

n∑
i=1

∥∥λ2T2
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
− λ2T2

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

= |λ1| ·

(
n∑
i=1

∥∥T1
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
− T1

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

+ |λ2| ·

(
n∑
i=1

∥∥T2
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
− T2

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤
(
|λ1| ‖T1‖s,p + |λ2| ‖T2‖s,p

)
·
∥∥∥(u1

n ⊗ · · · ⊗ umn
)n
i=1 −

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)n
i=1

∥∥∥w
p
.

Entonces λ1T1 + λ2T2 ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) y además

‖λ1T1 + λ2T2‖s,p ≤ |λ1| ‖T1‖s,p + |λ2| ‖T2‖s,p . (2.5)

Por lo tanto Lps (X1, . . . , Xm;Y ) es un subespacio de L (X1, . . . , Xm;Y ).
Para finalizar, veamos que ‖·‖s,p define una norma sobre Lps (X1, . . . , Xm;Y ).
(i) Si T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ), veamos que

‖T‖s,p ≥ 0 y ‖T‖s,p = 0⇔ T = 0.

De la definición de ‖·‖s,p es claro que ‖T‖s,p ≥ 0.
Supongamos que ‖T‖s,p = 0, luego por (2.3) tenemos que ‖T‖ = 0 y entonces
T = 0. Si T = 0 es claro que ‖T‖s,p = 0.
(ii) Veamos que si λ ∈ K y T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) entonces

‖λT‖s,p = |λ| ‖T‖s,p .

Como el caso λ = 0 es inmediato, supongamos que λ 6= 0.
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De (2.5) tenemos que
‖λT‖s,p ≤ |λ| ‖T‖s,p

y que
‖T‖s,p =

∥∥λ−1 · λT
∥∥
s,p
≤
∣∣λ−1∣∣ ‖λT‖s,p .

Luego,
‖λT‖s,p = |λ| ‖T‖s,p .

(iii) La desigualdad del triángulo es un caso particular de (2.5).
Por lo tanto ‖·‖s,p define una norma sobre Lps (X1, . . . , Xm;Y ). 2

La proposición anterior, nos da herramientas para poder mostrar los primeros
ejemplos de operadores multilineales p-sumantes.

Ejemplos 2.4

(a) Sea m ∈ N, sean X1, . . . , Xm espacios de Banach y sea 1 ≤ p <∞ . Toda
forma multilineal ϕ ∈ L (X1, . . . , Xm) es p-sumante y ‖ϕ‖s,p = ‖ϕ‖.

(b) Sea K un espacio de Hausdorff compacto, sea µ una medida positiva re-
gular de Borel sobre K y sea 1 ≤ p < ∞ . Cada f ∈ Lp (µ) define un
operador de multiplicación m-lineal

Tf : C (K)× · · · × C (K) −→ Lp (µ)(
g1, . . . , gm

)
7−→ f · g1 · · · gm.

Este operador es p-sumante y ‖Tf‖s,p=‖f‖Lp(µ) .

(c) Sea 1 ≤ p < ∞ . Cada elemento λ = (λn)n∈N de `p define un operador
diagonal m-lineal

Dλ : `∞ × · · · × `∞ −→ `p((
a1
n

)
n∈N , . . . , (a

m
n )n∈N

)
7−→

(
λn · a1

n · · · amn
)
n∈N

el cual es p-sumante y ‖Dλ‖s,p = ‖λ‖`p .

Demostración:
(a) Este inciso se sigue de manera inmediata de la definición de operador mul-
tilineal p-sumante y de la desigualdad (2.3). 2

(b) Para cada w ∈ K denotaremos por δw al elemento de BL(mC(K)) definido
como

δw : C (K)× · · · × C (K) −→ K(
g1, . . . , gm

)
7−→ g1(w) · · · gm(w).
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Sean n ∈ N y gk1 , . . . , gkn, hk1 , . . . , hkn ∈ C(K) con 1 ≤ k ≤ m.
Entonces tenemos que(

n∑
i=1

∥∥Tf (g1
i , . . . , g

m
i

)
− Tf

(
h1
i , . . . , h

m
i

)∥∥p
Lp(µ)

)1/p

=
(

n∑
i=1

∫
K

∣∣f(w)g1
i (w) · · · gmi (w)− f(w)h1

i (w) · · ·hmi (w)
∣∣p dµ

)1/p

=
(∫

K

|f(w)|p ·
n∑
i=1

∣∣δw (g1
i , . . . , g

m
i

)
− δw

(
h1
i , . . . , h

m
i

)∣∣p dµ

)1/p

≤ ‖f‖Lp(µ) · sup
ϕ∈BL(mC(K))

(
n∑
i=1

∣∣ϕ (g1
i , . . . , g

m
i

)
− ϕ

(
h1
i , . . . , h

m
i

)∣∣p)1/p

.

Luego, Tf es un operador multilineal p-sumante y ‖Tf‖s,p ≤ ‖f‖Lp(µ). Para
obtener la igualdad de normas sólo necesitamos observar que

‖f‖Lp(µ) = ‖Tf (1, . . . , 1)‖Lp(µ) ≤ ‖Tf‖ ≤ ‖Tf‖s,p ,

donde la última desigualdad se sigue de la desigualdad (2.3). 2

(c) La demostración es similar a la del inciso (b). 2

2.1.2. Una caracterización de la clase Lps
Una caracterización muy útil y ampliamente usada en la teoría lineal de los

operadores absolutamente p-sumantes, es la que describe a estos operadores li-
neales como aquellos que envian sucesiones débilmente p-sumables en sucesiones
fuertemente p-sumables2. En esta sección veremos que la clase de los operadores
multilineales p-sumantes satisface una caracterización similar, la cual, en lo que
resta de esta sección mostrará ser de gran utilidad.
Recordemos que si T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) y TL : X1 ⊗ · · · ⊗ Xm −→ Y es la
aplicación lineal asociada a T tal que

TL ◦ ⊗ = T,

véase la Definición 1.1, entonces T̂L denota el operador lineal

T̂L : (wn)n∈N 7→
(
TL (wn)

)
n∈N

donde wn ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xm para cada n ∈ N (véase la sección 1.1.2). Para
simplificar la notación denotaremos por T̂ a la aplicación T̂L.

2Véase la Proposición 1.12.
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También, recordemos que D (X1, . . . , Xm) denota el conjunto formado por todas
las sucesiones con términos en la diagonal del espacio X1 ⊗ · · · ⊗Xm , esto es,

D (X1, . . . , Xm) =
{(
x1
n ⊗ · · · ⊗ xmn

)
n∈N : xkn ∈ Xk con 1 ≤ k ≤ m, n ∈ N

}
.

Entonces, denotaremos por Dw
p (X1, . . . , Xm) al espacio métrico formado por el

conjunto `wp
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
∩D (X1, . . . , Xm) junto con la métrica inducida

sobre éste por el espacio `wp
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
.

Proposición 2.5 Sean 1 ≤ p < ∞ y T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ). Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) T es p-sumante.

(ii) T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

: Dw
p (X1, . . . , Xm)→ `sp(Y ) es Lipschitz.

(iii) T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

: Dw
p (X1, . . . , Xm)→ `sp(Y ) es uniformemente continua.

(iv) La sucesión
(
T
(
u1
n, . . . , u

m
n

)
− T

(
v1
n, . . . , v

m
n

))
n∈N pertenece a `sp (Y ) para

cualesquiera dos elementos
(
u1
n ⊗ · · · ⊗ umn

)
n∈N y

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)
n∈N de

D (X1, . . . , Xm) tales que la sucesión
(
u1
n ⊗ · · · ⊗ umn − v1

n ⊗ · · · ⊗ vmn
)
n∈N

pertenece al espacio `wp
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
.

En este caso, ‖T‖s,p =
∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

.

Demostración:
(i)⇒ (ii) Como T es p-sumante, para cualesquiera dos elementos(

u1
i ⊗ · · · ⊗ umi

)
i∈N y

(
v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)
i∈N

de Dw
p (X1, . . . , Xm) y para cada n ∈ N, se tiene que(

n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤ ‖T‖s,p · sup
( ∞∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

= ‖T‖s,p ·
∥∥∥(u1

n ⊗ · · · ⊗ umn
)
n∈N −

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)
n∈N

∥∥∥w
p
. (2.6)

Entonces, de la desigualdad (2.6) obtenemos que T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

es una función

bien definida Lipschitz tal que
∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

≤ ‖T‖s,p.
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(ii)⇒ (iii) Es inmediato.
(iii) ⇒ (i) Como T̂

∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

es uniformemente continua, podemos encon-

trar δ > 0, tal que si
(
u1
n ⊗ · · · ⊗ umn

)
n∈N y

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)
n∈N pertenecen a

Dw
p (X1, . . . , Xm) y son tales que∥∥∥(u1

n ⊗ · · · ⊗ umn
)
n∈N −

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)
n∈N

∥∥∥w
p
< δ,

entonces ∥∥∥(T (u1
n, . . . , u

m
n

)
− T

(
v1
n, . . . , v

m
n

))
n∈N

∥∥∥s
p
≤ 1. (2.7)

Sean
(
u1
n ⊗ · · · ⊗ umn

)
n∈N ,

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)
n∈N elementos cualesquiera de

Dw
p (X1, . . . , Xm) y definamos

α :=
∥∥∥(u1

n ⊗ · · · ⊗ umn
)
n∈N −

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)
n∈N

∥∥∥w
p
.

Si α > 0 tenemos que∥∥∥∥(( δ

2αu
1
n

)
⊗ · · · ⊗ umn

)
n∈N
−
((

δ

2αv
1
n

)
⊗ · · · ⊗ vmn

)
n∈N

∥∥∥∥w
p

= δ

2 < δ

y entonces de (2.7) obtenemos que∥∥∥∥(T ( δ

2αu
1
n, . . . , u

m
n

)
− T

(
δ

2αv
1
n, . . . , v

m
n

))
n∈N

∥∥∥∥s
p

≤ 1,

o equivalentemente,∥∥∥(T (u1
n, . . . , u

m
n

)
− T

(
v1
n, . . . , v

m
n

))
n∈N

∥∥∥s
p

≤ 2
δ
·
∥∥∥(u1

n ⊗ · · · ⊗ umn
)
n∈N −

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)
n∈N

∥∥∥w
p .

(2.8)

En el caso cuando α = 0, tenemos que u1
n ⊗ · · · ⊗ umn = v1

n ⊗ · · · ⊗ vmn para toda
n ∈ N, luego

T
(
u1
n, . . . , u

m
n

)
= TL

(
u1
n ⊗ · · · ⊗ umn

)
= TL

(
v1
n ⊗ · · · ⊗ vmn

)
= T

(
v1
n, . . . , v

m
n

)
para toda n ∈ N y entonces la desigualdad (2.8) sigue siendo cierta en este caso.
Por lo tanto la desigualdad (2.8) es válida para cualesquiera dos elementos de
Dw
p (X1, . . . , Xm) y utilizando ésta con sucesiones finitas, tenemos que T es

p-sumante. Además, de la desigualdad (2.8) tenemos que la función

T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

: Dw
p (X1, . . . , Xm)→ `sp(Y )
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está bien definida y es Lipschitz, por lo que esta desigualdad sigue siendo válida

si escribimos
∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

en lugar de 2
δ . De esto último, obtenemos que

‖T‖s,p ≤
∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

.

(ii)⇒ (iv) Es inmediato del hecho de que la función

T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

: Dw
p (X1, . . . , Xm)→ `sp(Y )

es Lipschitz.
(iv)⇒ (i) Supongamos que T no es p-sumante.
Entonces podemos construir una sucesión 0 = n0 < n1 < · · · de números
naturales y un par de sucesiones

(
ũ1
n ⊗ · · · ⊗ ũmn

)
n∈N ,

(
ṽ1
n ⊗ · · · ⊗ ṽmn

)
n∈N de

D (X1, . . . , Xm) tales que

sup
nk+1∑
i=nk+1

∣∣ϕ (ũ1
i , . . . , ũ

m
i

)
− ϕ

(
ṽ1
i , . . . , ṽ

m
i

)∣∣p = 1 (2.9)

y

nk+1∑
i=nk+1

∥∥T (ũ1
i , . . . , ũ

m
i

)
− T

(
ṽ1
i , . . . , ṽ

m
i

)∥∥p > k + 1 (2.10)

para k = 0, 1, 2, . . ..
Consideremos las siguientes sucesiones definidas por pedazos,

u1
i ⊗ · · · ⊗ umi = 1

(k+1)2 · ũ1
i ⊗ · · · ⊗ ũmi

v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi = 1

(k+1)2 · ṽ1
i ⊗ · · · ⊗ ṽmi

donde nk + 1 ≤ i ≤ nk+1 y k = 0, 1, 2, . . ..
Entonces la sucesión

(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi
)
i∈N pertenece al espacio

`wp
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
, porque para cada forma multilineal ϕ ∈ BL(X1,...,Xm) se
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tiene que
∞∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p
=

n1∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p +

n2∑
i=n1+1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p + · · ·

=
n1∑
i=1

∣∣ϕ (ũ1
i , . . . , ũ

m
i

)
− ϕ

(
ṽ1
i , . . . , ṽ

m
i

)∣∣p +

1
4 ·

n2∑
i=n1+1

∣∣ϕ (ũ1
i , . . . , ũ

m
i

)
− ϕ

(
ṽ1
i , . . . , ṽ

m
i

)∣∣p + · · ·

≤ 1 + 1
4 + · · · =

∞∑
j=1

1
j2 <∞,

donde la penúltima desigualdad se sigue de la igualdad (2.9).
Pero por otro lado, utilizando la desigualdad (2.10), tenemos que

∞∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p
=

n1∑
i=1

∥∥T (ũ1
i , . . . , ũ

m
i

)
− T

(
ṽ1
i , . . . , ṽ

m
i

)∥∥p +

1
4 ·

n2∑
i=n1+1

∥∥T (ũ1
i , . . . , ũ

m
i

)
− T

(
ṽ1
i , . . . , ṽ

m
i

)∥∥p + · · ·

≥ 1 + 1/2 + · · ·

y esto claramente contradice (iv). 2

Observación 2.6
Como T̂ es un operador lineal (véase la sección 1.1.2) y 0 ∈ Dw

p (X1, . . . , Xm),
tenemos que T̂ (0) = 0 y entonces en el inciso (ii) de la proposición anterior se
tiene que T̂

∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

es un elemento de LIP0
(
Dw
p (X1, . . . , Xm) , `sp (Y )

)
.

En la Proposición 2.3 probamos que
(
Lps (X1, . . . , Xm;Y ) , ‖·‖s,p

)
es un espacio

normado. Una primera aplicación de la caracterización anterior será probar que
este espacio es, además, completo.
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Proposición 2.7 Lps (X1, . . . , Xm;Y ) es un espacio de Banach con la norma
‖·‖s,p.

Demostración:
Como ya sabemos que

(
Lps (X1, . . . , Xm;Y ) , ‖·‖s,p

)
es un espacio normado, sólo

nos falta probar que el espacio Lps (X1, . . . , Xm;Y ) es completo con respecto de
la norma ‖·‖s,p.
Sea (Tn)n∈N una sucesión ‖·‖s,p-Cauchy en Lps (X1, . . . , Xm;Y ) .
De la Proposición 2.3 se tiene que

‖S‖ ≤ ‖S‖s,p ∀ S ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) ,

entonces (Tn)n∈N es una sucesión de Cauchy en L (X1, . . . , Xm;Y ).
Luego, existe T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) tal que

ĺım
n→∞

Tn = T en L (X1, . . . , Xm;Y ) . (2.11)

Ahora, por el Teorema 1.7 tenemos que T induce un operador lineal continuo

TL : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm −→ Y,

el cual a su vez induce el operador lineal continuo (véase la Observación 1.11)

T̂ : `wp
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
−→ `wp (Y ) .

En particular tenemos que la función

T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

: Dw
p (X1, . . . , Xm) −→ `wp (Y ) (2.12)

es una función bien definida Lipschitz tal que T̂ (0) = 0.
Por otro lado, de la Proposición 2.5 se tiene que a cada S ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y )
le podemos asociar la función Lipschitz

Ŝ
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

: Dw
p (X1, . . . , Xm) −→ `sp (Y )

con Ŝ (0) = 0 y
∥∥∥∥ Ŝ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

= ‖S‖s,p.

Entonces como la sucesión (Tn)n∈N es ‖·‖s,p-Cauchy en Lps (X1, . . . , Xm;Y ), la
sucesión (

T̂n

∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

)
n∈N

es ‖·‖Lip-Cauchy en LIP0
(
Dw
p (X1, . . . , Xm) , `sp (Y )

)
, el cual es un espacio de

Banach3, por lo tanto existe f ∈ LIP0
(
Dw
p (X1, . . . , Xm) , `sp (Y )

)
tal que

ĺım
n→∞

T̂n

∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

= f en LIP0
(
Dw
p (X1, . . . , Xm) , `sp (Y )

)
. (2.13)

3Véase el final de la sección 1.1.1
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Ahora, como el espacio `sp (Y ) es un subespacio lineal del espacio4 `wp (Y ), pode-
mos ver a f y a cada término de la sucesión(

T̂n

∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

)
n∈N

con recorrido en `wp (Y ), esto es, podemos verlos como elementos del espacio
LIP0

(
Dw
p (X1, . . . , Xm) , `wp (Y )

)
.

Afirmamos que T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

= f .

Utilizando (2.12) veremos que T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

y f son iguales como elemen-

tos del espacio LIP0
(
Dw
p (X1, . . . , Xm) , `wp (Y )

)
. Para simplificar la notación

denotaremos por Dw
p , `

w
p y `sp a los espacios Dw

p (X1, . . . , Xm) , `wp (Y ) y `sp (Y )
respectivamente. Para cada n ∈ N tenemos que∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp

− f
∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`wp )

≤
∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp

− T̂n

∣∣∣
Dwp

∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`wp )

+
∥∥∥∥ T̂n∣∣∣

Dwp

− f
∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`wp )

=
∥∥∥∥(T̂ − T̂n)∣∣∣

Dwp

∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`wp )

+
∥∥∥∥ T̂n∣∣∣

Dwp

− f
∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`wp )

= (∗).

Ahora, recordando que f̂ + ĝ = f̂ + g (véase la sección 1.1.2) y que ‖·‖wp ≤ ‖·‖
s
p

tenemos que

(∗) =
∥∥∥∥ T̂ − Tn∣∣∣

Dwp

∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`wp )

+
∥∥∥∥ T̂n∣∣∣

Dwp

− f
∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`wp )

≤
∥∥∥∥ T̂ − Tn∣∣∣

Dwp

∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`wp )

+
∥∥∥∥ T̂n∣∣∣

Dwp

− f
∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`sp)

= (∗∗).

Luego, utilizando que ‖u|A‖Lip ≤ ‖u‖ (véase el final de la sección 1.1.1) y la
Observación 1.11 obtenemos que

(∗∗) ≤
∥∥∥T̂ − Tn : `wp

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
−→ `wp (Y )

∥∥∥+
∥∥∥∥ T̂n∣∣∣

Dwp

− f
∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`sp)

= ‖T − Tn‖+
∥∥∥∥ T̂n∣∣∣

Dwp

− f
∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`sp)

. (2.14)

Si n→∞ en (2.14), por las igualdades (2.11) y (2.13) tenemos que

T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

= f

4Véase la sección 1.1.1
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y por lo tanto T̂ ∈ LIP0
(
Dw
p (X1, . . . , Xm) , `sp (Y )

)
, concluyendo de esto que

T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ).
Por último, como T̂

∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

= f tenemos que

‖Tn − T‖s,p =
∥∥∥∥ T̂n − T ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`sp)

=
∥∥∥∥(T̂n − T̂)∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`sp)

=
∥∥∥∥ T̂n∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)
− T̂

∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`sp)

=
∥∥∥∥ T̂n∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)
− f

∥∥∥∥
Lip(Dwp ,`sp)

para toda n ∈ N.
Entonces, por la igualdad (2.13) tenemos que ĺımn→∞ ‖Tn − T‖s,p = 0 y con-
cluimos que Lps (X1, . . . , Xm;Y ) es un espacio completo con respecto de la nor-
ma ‖·‖s,p. 2

2.1.3. Propiedades Elementales

Antes de estudiar de manera profunda la teoría de los operadores multi-
lineales p-sumantes, necesitamos probar algunos resultados elementales.

La primera propiedad que presentaremos nos proporciona, entre otras cosas,
una manera de construir nuevos operadores multilineales p-sumantes, a partir
de operadores multilineales p-sumantes ya conocidos.

Proposición 2.8
Sean 1 ≤ p < ∞ y T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ). Si R ∈ L (Y, Z) y Si ∈ L (Wi, Xi)
con 1 ≤ i ≤ m, entonces

R ◦ T ◦ (S1, . . . , Sm) ∈ Lps (W1, . . . ,Wm;Z)

y ‖R ◦ T ◦ (S1, . . . , Sm)‖s,p ≤ ‖R‖ · ‖T‖s,p · ‖S1‖ · · · ‖Sm‖.

Demostración:
Los operadores lineales continuos S1, . . . , Sm dan lugar al operador lineal con-
tinuo

S1 ⊗π · · · ⊗π Sm : W1⊗̂π · · · ⊗̂πWm −→ X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

tal que S1 ⊗π · · · ⊗π Sm
(
w1 ⊗ · · · ⊗ wm

)
= S1(w1) ⊗ · · · ⊗ Sm(wm) y tal que

‖S1 ⊗π · · · ⊗π Sm‖ ≤ ‖S1‖ · · · ‖Sm‖ (véase la Proposición 1.9).
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Ahora, por la Observación 1.11 tenemos que R y S1 ⊗π · · · ⊗π Sm inducen los
operadores lineales continuos

R̂ : `sp (Y )→ `sp (Z)

y
S1 ⊗π · · · ⊗π Sm : `wp

(
W1⊗̂π · · · ⊗̂πWm

)
→ `wp

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
con

∥∥∥R̂∥∥∥ = ‖R‖ y
∥∥S1 ⊗π · · · ⊗π Sm

∥∥ = ‖S1 ⊗π · · · ⊗π Sm‖ ≤ ‖S1‖ · · · ‖Sm‖.
También, por la Proposición 2.5 tenemos que T da lugar a la función Lipschitz

T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

: Dw
p (X1, . . . , Xm)→ `sp (Y )

con
∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

= ‖T‖s,p . Como la función

R ◦ T ◦ (S1, . . . , Sm)
∣∣∣
Dwp (W1,...,Wm)

: Dw
p (W1, . . . ,Wm)→ `sp (Z)

coincide con la función

R̂ ◦ T̂
∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

◦ S1 ⊗π · · · ⊗π Sm|Dwp (W1,...,Wm)

que es Lipschitz, por la Proposición 2.5 tenemos que R ◦ T ◦ (S1, . . . , Sm) es
p-sumante y

‖R ◦ T ◦ (S1, . . . , Sm)‖s,p =
∥∥∥∥R ◦ T ◦ (S1, . . . , Sm)

∣∣∣
Dwp (W1,...,Wm)

∥∥∥∥
Lip

=
∥∥∥∥R̂ ◦ T̂ ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)
◦ S1 ⊗π · · · ⊗π Sm|Dwp (W1,...,Wm)

∥∥∥∥
Lip

= (∗).

Ahora, de la definición de la norma Lipschitz y del hecho de que ‖u|A‖Lip ≤ ‖u‖
(véase el final de la sección 1.1.1) obtenemos finalmente que

(∗) ≤
∥∥∥R̂∥∥∥ · ∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

·
∥∥∥S1 ⊗π · · · ⊗π Sm|Dwp (W1,...,Wm)

∥∥∥
Lip

≤ ‖R‖ · ‖T‖s,p ·
∥∥S1 ⊗π · · · ⊗π Sm

∥∥
≤ ‖R‖ · ‖T‖s,p · ‖S1‖ · · · ‖Sm‖ .

2

En general, el hecho de que existan R ∈ L (Y,Z) y Si ∈ L (Wi, Xi) con
1 ≤ i ≤ m tales que la composición R ◦T ◦ (S1, . . . , Sm) resulte ser un operador
multilineal p-sumante, no es suficiente para que el operador multilineal T lo sea.
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Para mostrar un ejemplo de esto utilizaremos el hecho de que los operadores
multilineales p-sumantes satisfacen una versión multilineal del Teorema Débil
de Dvoretzky-Rogers (véase la Proposición 3.18). Éste nos asegura la existencia
de al menos un operador multilineal continuo T : X × · · · ×X −→ X que no es
1-sumante cuando X es un espacio de Banach de dimensión infinita.

Ejemplo 2.9 Consideremos un espacio de Banach X de dimensión infinita y
un operador multilineal continuo T : X × · · · ×X −→ X que no sea 1-sumante.
Si R : X −→ K es una funcional lineal continua y Si : X −→ X es el operador
lineal cero para toda 1 ≤ i ≤ m, entonces los operadores multilineales

R ◦ T y T ◦ (S1, . . . , Sm)

son 1-sumantes (pues tanto una forma multilineal (véase los Ejemplos 2.4) como
el operador multilineal cero son 1-sumantes) aunque T no lo es.

A pesar de este ejemplo, en ciertas circunstancias la existencia de un operador
lineal continuo R tal que la composición R ◦ T es p-sumante sí implica que T
lo es. El que presentaremos a continuación será de gran utilidad en el capítulo
siguiente cuando hablemos acerca del teorema de factorización.

Proposición 2.10 (Inyectividad de Lps) Sea 1 ≤ p < ∞. Si i : Y → Y0 es
una isometría lineal, entonces

T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) si y sólo si i ◦ T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y0) .

Además, ‖T‖s,p = ‖i ◦ T‖s,p .

Demostración:
⇒) Supongamos que T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ).
Entonces por la proposición anterior tenemos que i ◦ T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y0) y
‖i ◦ T‖s,p ≤ ‖T‖s,p.
⇐) Supongamos que i ◦ T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y0).
Sean n ∈ N y uk1 , . . . , ukn, vk1 , . . . , vkn ∈ Xk con 1 ≤ k ≤ m.
Dado que i es una isometría lineal tenemos que(

n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

=
(

n∑
i=1

∥∥(i ◦ T )
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
− (i ◦ T )

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤ ‖i ◦ T‖s,p · sup
(

n∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

.

Por lo tanto T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) y ‖T‖s,p ≤ ‖i ◦ T‖s,p. 2
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La Proposición 2.8 nos dice que una condición suficiente para que la com-
posición R ◦ T , entre un operador lineal R y un operador multilineal T , sea
p-sumante es que T sea p-sumante. A continuación probaremos que también
cuando el operador lineal es p-sumante, que para el caso lineal es lo mismo que
absolutamente p-sumante (véase la Observación 2.2), se tiene que la composición
R ◦ T es p-sumante.

Proposición 2.11 Sean 1 ≤ p <∞, T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) y R ∈ L (Y, Z). Si
R ∈ Πp (Y,Z) entonces

R ◦ T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Z)

y ‖R ◦ T‖s,p ≤ πp (R) · ‖T‖.

Demostración:
Como R ∈ Πp (Y,Z) tenemos que el operador lineal

R̂ : `wp (Y )→ `sp (Z)

está bien definido y satisface que
∥∥∥R̂∥∥∥ = πp (R) (véase la Proposición 1.12),

además como T es un operador multilineal continuo tenemos que el operador
lineal

T̂ : `wp
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
→ `wp (Y )

está bien definido y satisface que
∥∥∥T̂∥∥∥ = ‖T‖ (véase la Observación 1.11). Como

la función
R̂ ◦ T

∣∣∣
Dwp (X1,...,Xm)

: Dw
p (X1, . . . , Xm)→ `wp (Z)

coincide con la función R̂◦T̂ |Dwp (X1,...,Xm) que es Lipschitz, por la Proposición 2.5
tenemos que R ◦ T es p-sumante y

‖R ◦ T‖s,p =
∥∥∥∥ R̂ ◦ T ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

=
∥∥∥R̂ ◦ T̂ |Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥
Lip

= (∗).

Si utilizamos la definición de la norma Lipschitz y que ‖u|A‖Lip ≤ ‖u‖ (véase
el final de la sección 1.1.1) obtenemos que

(∗) ≤
∥∥∥R̂∥∥∥ · ∥∥∥T̂ |Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥
Lip
≤ πp (R) ·

∥∥∥T̂∥∥∥ = πp (R) · ‖T‖

2

En algunas ocasiones es posible obtener un resultado análogo a la Proposi-
ción 2.11 para la composición T ◦ (S1, . . . , Sm).
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Proposición 2.12 Sean 1 ≤ p <∞, T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) y Si ∈ L (Wi, Xi)
con 1 ≤ i ≤ m. Si el operador m-lineal S ∈ L

(
W1, . . . ,Wm;X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
definido como

S
(
w1, . . . , wm

)
= S1w

1 ⊗ · · · ⊗ Smwm

es p-sumante, entonces
T ◦ (S1, . . . , Sm)

es p-sumante y ‖T ◦ (S1, . . . , Sm)‖s,p ≤ ‖T‖ · ‖S‖s,p.

Demostración:
Por el Teorema 1.7 tenemos que T induce el operador lineal continuo

TL : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm −→ Y

tal que TL
(
x1 ⊗ · · · ⊗ xm

)
= T

(
x1, . . . , xm

)
y tal que

∥∥TL∥∥ = ‖T‖. De esto
último es inmediato que

T ◦ (S1, . . . , Sm) ≡ TL ◦ S.

Por lo tanto, por la Proposición 2.8 tenemos que T ◦ (S1, . . . , Sm) es p-sumante
y

‖T ◦ (S1, . . . , Sm)‖s,p =
∥∥TL ◦ S∥∥

s,p

≤
∥∥TL∥∥ · ‖S‖s,p

= ‖T‖ · ‖S‖s,p .

2

Al igual que sucede con otras clases de operadores multilineales, por ejem-
plo con los compactos y los débilmente compactos, los operadores multilineales
p-sumantes cumplen la siguiente propiedad:

Proposición 2.13
Sean 1 ≤ p < ∞ y m ≥ 2. Si T : X1 × · · · × Xm → Y es un operador
m-lineal p-sumante, entonces para todo r ∈ {1, . . . ,m− 1}, para cualesquiera
1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m y para cualesquiera xik ∈ Xik con k = 1, . . . , r, el
operador (m− r)-lineal5

T
[
xi1 , . . . , xir

]
es p-sumante y

∥∥T [xi1 , . . . , xir]∥∥
s,p
≤ ‖T‖s,p ·

∥∥xi1∥∥ · · · ∥∥xir∥∥.
Demostración:
Primero probaremos el caso r = 1.
Sean i1 ∈ {1, . . . ,m} y xi1 ∈ Xi1 .

5En la sección 1.1.2 se define la aplicación T
[
x1, . . . , xr

]
.
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Si xi1 = 0 entonces T
[
xi1
]
≡ 0 y claramente el operador multilineal cero es

p-sumante. Supongamos que xi1 6= 0.
Sean n ∈ N y u1, . . . ,un,v1, . . . ,vn ∈ X1×

[i1]
· · · ×Xm.

Entonces utilizando que T es p-sumante tenemos que(
n∑
i=1

∥∥∥T [xi1] (u1
i ,

[i1]. . ., umi

)
− T

[
xi1
] (
v1
i ,

[i1]. . ., vmi

)∥∥∥p)1/p

=
(

n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , x

i1 , . . . , umi
)
− T

(
v1
i , . . . , x

i1 , . . . , vmi
)∥∥p)1/p

≤ ‖T‖s,p · sup
(

n∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , x

i1 , . . . , umi
)
− ϕ

(
v1
i , . . . , x

i1 , . . . , vmi
)∣∣p)1/p

= ‖T‖s,p · sup
(

n∑
i=1

∣∣∣ϕ [xi1] (u1
i ,

[i1]. . ., umi

)
− ϕ

[
xi1
] (
v1
i ,

[i1]. . ., vmi

)∣∣∣p)1/p

= (∗).

Dado que
∥∥ϕ [xi1]∥∥ ≤ ∥∥xi1∥∥ para toda ϕ ∈ BL(X1,...,Xm), tenemos que

(∗) ≤ ‖T‖s,p ·
∥∥xi1∥∥ · sup

(
n∑
i=1

∣∣∣ψ (u1
i ,

[i1]. . ., umi

)
− ψ

(
v1
i ,

[i1]. . ., vmi

)∣∣∣p)1/p

donde el supremo se toma sobre todos los elementos ψ ∈ BL
(
X1,

[i1]... ,Xm
).

Por lo tanto T
[
xi1
]
es p-sumante y

∥∥T [xi1]∥∥
s,p
≤ ‖T‖s,p ·

∥∥xi1∥∥.
El caso m = 2 no es más que el caso anterior ya que en esta situación r tiene
que ser igual a 1. Entonces supongamos que m ≥ 3 y que r > 1.
La demostración en esta situación se sigue del caso r = 1 y del hecho de que

T
[
xi1 , . . . , xir

]
≡
(
T
[
xi1 , . . . , xir−1

]) [
xir
]

para cualesquiera r ∈ {2, . . . ,m− 1} y 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m. 2

Con el ejemplo que veremos a continuación, quedará probado que el recíproco
de la proposición anterior no es cierto en general.

Ejemplo 2.14 En [CD, Ejemplo 3.2] se demuestra que el operador bilineal con-
tinuo

T : `1 × `2 −→ `1

(x, y) 7−→ (xnyn)n∈N

no pertenece a la clase de los operadores bilineales fuertemente 1-sumantes6, a
pesar de que T [x] y T [y] sí son absolutamente 1-sumantes para todo x ∈ `1

6Definiremos esta clase en la siguiente sección (Definición 2.17).

http://mate.dm.uba.ar/~dcarando/stasummn-3.pdf
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y todo y ∈ `2. Debido a que todo operador multilineal p-sumante resultará ser
fuertemente p-sumante7 para todo 1 ≤ p <∞, se tiene que el operador bilineal
T no puede ser 1-sumante, y por lo tanto el recíproco de la proposición anterior
no es cierto en general.

Para finalizar esta subsección, donde desarrollamos las herramientas elemen-
tales que necesitamos para el estudio profundo de los operadores multilineales
p-sumantes, enunciamos y probamos el llamado teorema de inclusión, que nos
muestra la relación que existe entre los operadores multilineales p-sumantes y
los operadores multilineales q-sumantes cuando 1 ≤ p < q <∞.

Proposición 2.15 (Teorema de Inclusión)
Sean X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach y sean 1 ≤ p < q <∞. Entonces

Lps (X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ Lqs (X1, . . . , Xm;Y ) .

Más aún, si T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) entonces ‖T‖s,q ≤ ‖T‖s,p.

Demostración:
Sea T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ).
Sean n ∈ N y uk1 , . . . , ukn, vk1 , . . . , vkn ∈ Xk con k = 1, . . . ,m.
Observemos que si definimos

λi :=
∥∥T (u1

i , . . . , u
m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥ q−pp
entonces∥∥T (u1

i , . . . , u
m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥q =
∥∥T (λiu1

i , . . . , u
m
i

)
− T

(
λiv

1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p
para i = 1, . . . , n.
Ahora, de la igualdad anterior y del hecho de que T es p-sumante, tenemos que(

n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥q)1/p

=
(

n∑
i=1

∥∥T (λiu1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
λiv

1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤ ‖T‖s,p · sup
(

n∑
i=1

∣∣ϕ (λiu1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
λiv

1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

= ‖T‖s,p · sup
(

n∑
i=1
|λi|p

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

.

(2.15)

7Este hecho se probará en la siguiente sección (Teorema 2.19).
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Utilizando la desigualdad de Hölder con los exponentes q
q−p y q

p , los cuales estan
bien definidos pues p < q, se tiene que(

n∑
i=1
|λi|p

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

≤

(
n∑
i=1
|λi|

pq
q−p

) 1
p−

1
q

·

(
n∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣q)1/q

para cada ϕ ∈ BL(X1,...,Xm).
Luego, si sustituimos esta última desigualdad, en el lado derecho de (2.15),
obtenemos que(

n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥q)1/p

≤ ‖T‖s,p ·

(
n∑
i=1
|λi|

pq
q−p

) 1
p−

1
q

·
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
q
.

Finalmente, si sustituimos el valor de λi en esta desigualdad y luego simpli-
ficamos el resultado obtenido de esta sustitución con el lado izquierdo de la
misma, tenemos que(

n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥q)1/q

≤ ‖T‖s,p · sup
(

n∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣q)1/q

y entonces concluimos que T ∈ Lqs (X1, . . . , Xm;Y ) y ‖T‖s,q ≤ ‖T‖s,p. 2

Observación 2.16 Es importante mencionar que las contenciones expresadas
en la proposición anterior son en general propias. Sin embargo, será hasta el
capítulo siguiente (Observación 3.17) cuando estemos en condiciones de probar
este hecho.

2.2. Comparando la clase Lps
En esta sección recopilaremos las generalizaciones más importantes que se

han hecho al caso multilineal del concepto de operador lineal absolutamente
p-sumante y veremos, en la medida de lo posible, las relaciones existentes entre
éstas y la clase de los operadores multilineales p-sumantes, el objeto principal
de nuestra investigación.
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La intención de esta sección no sólo será la de establecer la posición de esta
nueva clase con respecto a las clases multilineales p-sumantes ya conocidas, sino
también con respecto a otras clases multilineales.

En la siguiente definición reunimos las distintas nociones aparecidas en la li-
teratura generalizando el concepto de operador lineal absolutamente p-sumante.
Usaremos, en la medida de lo posible, la nomenclatura utilizada por cada autor.

Definición 2.17 Consideremos m ∈ N, 1 ≤ p <∞, X1, . . . , Xm, Y espacios de
Banach y H1, . . . ,Hm, H espacios de Hilbert. Diremos que:

• [Pie2] T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) es absolutamente p-sumante si existe una
constante c ≥ 0 tal que para toda n ∈ N y cualesquiera xj1, . . . , xjn en Xj con
1 ≤ j ≤ m se tiene que(

n∑
i=1

∥∥T (x1
i , . . . , x

m
i

)∥∥p) 1
p

≤ c ·
m∏
j=1

∥∥∥(xji)n
i=1

∥∥∥w
p
. (2.16)

Denotaremos por Lp
as (X1, . . . , Xm;Y ) o simplemente por Lp

as al conjunto de
todos los operadores multilineales absolutamente p-sumantes.
Esta clase, según algunos autores, aparece por primera vez en el trabajo de
A. Pietsch [Pie2] y ha sido estudiada por ejemplo por R. Alencar et al. en [AM],
por Y.S. Choi et al. en [CKMT] y por M.C. Matos en [Mat, Mat3].

• [Pie2] T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) es p-dominado si existe una constante c ≥ 0
tal que para toda n ∈ N y para cualesquiera xj1, . . . , xjn en Xj con 1 ≤ j ≤ m se
tiene que (

n∑
i=1

∥∥T (x1
i , . . . , x

m
i

)∥∥ p
m

)m
p

≤ c ·
m∏
j=1

∥∥∥(xji)n
i=1

∥∥∥w
p
. (2.17)

Denotaremos por Lp
d (X1, . . . , Xm;Y ) o simplemente por Lp

d al conjunto de to-
dos los operadores multilineales p-dominados.
Esta clase, igual que la anterior, aparece por primera vez en el trabajo de
A. Pietsch [Pie2] y ha sido estudiada por ejemplo por M.C. Matos en [Mat],
por Y. Melendez et al. en [MT] y por S. Geiss en [Geiss].

• [BPGV] T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) es múltiple p-sumante si existe una cons-
tante c ≥ 0 tal que para toda sucesión

(
xjij

)nj
ij=1

en Xj con 1 ≤ j ≤ m se tiene
que (

n1∑
i1=1
· · ·

nm∑
im=1

∥∥T (x1
i1 , . . . , x

m
im

)∥∥p)1/p

≤ c ·
m∏
j=1

∥∥∥∥(xjij)njij=1

∥∥∥∥w
p

. (2.18)

Denotaremos por Lp
ms (X1, . . . , Xm;Y ) o simplemente por Lp

ms al conjunto de
todos los operadores multilineales múltiples p-sumantes.

http://math.postech.ac.kr/~mathchoi/papers/2001_QJMath_CKMT.pdf
http://222.204.244.244/journals/MPRIA/1999/PA99I2/pdf/99210ai.pdf
http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link2.pdf
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Esta clase fue introducida de manera independiente por F. Bombal et al. en
[BPGV] y por M.C. Matos en [Mat2] (en este último artículo con el nombre de
operadores multilineales completamente p-sumantes). Esta clase ha sido estudia-
da por ejemplo por D. Perez García et al. en [Per, PV].

• [Dim] T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) es fuertemente p-sumante si existe una con-
stante c ≥ 0 tal que para toda n ∈ N y para cualesquiera xj1, . . . , xjn ∈ Xj con
1 ≤ j ≤ m se tiene que(

n∑
i=1

∥∥T (x1
i , . . . , x

m
i

)∥∥p)1/p

≤ c · sup
(

n∑
i=1

∣∣ϕ (x1
i , . . . , x

m
i

)∣∣p)1/p

(2.19)

donde el supremo se toma sobre todos los ϕ ∈ BL(X1,...,Xm).
Denotaremos por Lp

fs (X1, . . . , Xm;Y ) o simplemente por Lp
fs al conjunto de

todos los operadores multilineales fuertemente p-sumantes.
Esta clase fue introducida por V. Dimant en [Dim].

• [BPR] T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) pertenece al conjunto Πp ◦ L (X1, . . . , Xm;Y )
si el operador lineal canónico, TL, asociado a T pertenece al conjunto de los
operadores lineales absolutamente p-sumantes, esto es, si

TL ∈ Πp

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm, Y

)
.

Esta clase fue introducida y estudiada por G. Botelho et al. en [BPR].

Recolectamos también las definiciones de otras clases de operadores multilineales
aparecidas.

• [Dwy] T ∈ L (H1, . . . ,Hm;H) es Hilbert-Schmidt, si existe una base orto-
normal

(
ukj
)
j∈Jk

de Hk con k = 1, . . . ,m, tal que

‖T‖HS :=

 ∑
jk∈Jk

k=1,...,m

∥∥T (u1
j1
, . . . , umjm

)∥∥2


1/2

<∞.

Denotaremos por LHS (H1, . . . ,Hm;H) o simplemente por LHS al conjunto
formado por todos los operadores multilineales Hilbert-Schmidt.
Esta clase fue definida por T.A.W. Dwyer III en [Dwy] y estudiada por F. Cobos
et al. en [CKP].

• T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) es compacto si el conjunto

T (BX1 , . . . , BXm)

es relativamente compacto en Y .
Denotaremos por K (X1, . . . , Xm;Y ) o simplemente por K al conjunto formado
por todos los operadores multilineales compactos. Esta clase aparece por ejemplo
en el trabajo de A. Pietsch [Pie2].

http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link2.pdf
http://dmle.cindoc.csic.es/pdf/COLLECTANEAMATHEMATICA_2003_54_02_02.pdf
http://www.udesa.edu.ar/files/img/Dto-Matematica-y-Ciencias/Documentos/DOC24-PDF.PDF
http://www.udesa.edu.ar/files/img/Dto-Matematica-y-Ciencias/Documentos/DOC24-PDF.PDF
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
http://projecteuclid.org/DPubS/Repository/1.0/Disseminate?view=body&id=pdf_1&handle=euclid.bams/1183533029
http://projecteuclid.org/DPubS/Repository/1.0/Disseminate?view=body&id=pdf_1&handle=euclid.bams/1183533029
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Observación 2.18
En cada una de las obras citadas anteriormente se puede encontrar que para las
clases Lpas, L

p
d con m ≤ p, Lpms y Lpfs el ínfimo sobre todas las constantes c’s

que satisfacen la desigualdad (2.16), (2.17), (2.18) y (2.19) y que denotaremos
por ‖T‖as,p , ‖T‖d,p , ‖T‖ms,p y ‖T‖fs,p respectivamente, es una norma con la
cual el respectivo espacio resulta ser Banach.
En el caso de la clase LHS, en [Mat2] se demuestra que el valor de ‖T‖HS
es independiente de las bases ortonormales

(
ukj
)
j∈Jk

escogidas en Hk, donde
k = 1, . . . ,m. Además, esta clase resulta ser un espacio de Hilbert con la norma
‖·‖HS , la cual está definida por el producto interno

〈S, T 〉 :=
∑
jk∈Jk

k=1,...,m

〈
S
(
u1
j1
, . . . , umjm

)
, T
(
u1
j1
, . . . , umjm

)〉
H
,

donde S, T ∈ LHS (H1, . . . ,Hm;H).

A continuación presentamos la relación entre las clases de operadores multi-
lineales definidas previamente y los operadores multilineales p-sumantes. Recor-
demos que esta última clase la denotamos por Lps (X1, . . . , Xm;Y ) (véase la
Definición 2.1).

Teorema 2.19 Sean m ∈ N, 1 ≤ p < ∞ y X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach.
Si Lm denota el espacio L (X1, . . . , Xm;Y ), entonces se cumplen las siguientes
inclusiones:

Πp ◦ L (X1, . . . , Xm;Y )

LHS (X1, . . . , Xm;Y )

Lps (X1, . . . , Xm;Y )

⊂

(1)
⊂

Lpms (X1, . . . , Xm;Y ).
(4)
⊂

Lpfs (X1, . . . , Xm;Y )⊂

Lmpd (X1, . . . , Xm;Y )
(3)
⊂

Lpas (X1, . . . , Xm;Y )
(2)
⊂

⊂ Lm

La inclusión (1) es válida cuando los espacios X1, . . . , Xm, Y son espacios de
Hilbert reales. Las inclusiones (2), (3) y (4) son ciertas cuando toda forma multi-
lineal ϕ ∈ L (X1, . . . , Xm) es absolutamente p-sumante,mp-dominada y múltiple
p-sumante respectivamente8. Las demás inclusiones son ciertas para espacios de
Banach arbitrarios.

8A diferencia de los operadores multilineales p-sumantes (véase los Ejemplos 2.4), no siem-
pre se cumple que toda forma multilineal resulta ser absolutamente p-sumante, p-dominada o
múltiple p-sumante.

http://dmle.cindoc.csic.es/pdf/COLLECTANEAMATHEMATICA_2003_54_02_02.pdf
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Demostración:
La inclusión Lps (X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ Lpfs (X1, . . . , Xm;Y ) es inmediata de las
definiciones de las clases involucradas. Más aún, se tiene que

‖T‖fs,p ≤ ‖T‖s,p

para todo T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ).
A continuación probaremos que Πp ◦ L (X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ Lps (X1, . . . , Xm;Y ).
Sea T ∈ Πp ◦ L (X1, . . . , Xm;Y ). Por definición tenemos que

TL ∈ Πp

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm, Y

)
.

Ahora, recordando que T̂ denota el operador lineal T̂L, por la Proposición 1.12
se tiene que el operador lineal

T̂ : `wp
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
−→ `sp (Y )

(wn)n∈N 7−→
(
TL (wn)

)
n∈N

es continuo y
∥∥∥T̂∥∥∥ = πp

(
TL
)
. Finalmente como el operador lineal continuo T̂

restringido al conjunto Dw
p (X1, . . . , Xm) es una función Lipschitz tal que∥∥∥∥ T̂ ∣∣∣

Dwp (X1,...,Xm)

∥∥∥∥
Lip

≤
∥∥∥T̂∥∥∥ ,

véase el final de la sección 1.1.1, por la Proposición 2.5 obtenemos que el ope-
rador multilineal T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) y

‖T‖s,p ≤ πp
(
TL
)
.

A continuación demostraremos la contención (4). Esto es, veremos que si toda
forma multilineal ϕ ∈ L (X1, . . . , Xm) es múltiple p-sumante entonces se cumple
que

Lps (X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ Lpms (X1, . . . , Xm;Y ) .

La demostración de las contenciones (2) y (3) es análoga a ésta.
Supongamos que Lpms (X1, . . . , Xm; K) = L (X1, . . . , Xm).
De la definición de ‖·‖ms,p se tiene que

‖ϕ‖ ≤ ‖ϕ‖ms,p

para toda ϕ ∈ Lpms (X1, . . . , Xm; K) = L (X1, . . . , Xm).
Luego, el operador lineal

ν : Lpms (X1, . . . , Xm; K) −→ L (X1, . . . , Xm)

ϕ 7−→ ϕ
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es un operador biyectivo y continuo entre espacios de Banach y entonces por el
teorema de la aplicación abierta, tenemos que existe M > 0 tal que

‖ϕ‖ms,p ≤M · ‖ϕ‖ (2.20)

para toda ϕ ∈ L (X1, . . . , Xm).
Sea T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ). Veamos que T ∈ Lpms (X1, . . . , Xm;Y ).
Sea

(
xkik
)rk
ik=1 una sucesión en Xk con 1 ≤ k ≤ m.

Ahora, consideremos las siguientes
∏m
k=1 rk sucesiones que constan de un ele-

mento en X1 × · · · ×Xm :{(
x1

1, . . . , x
m
1
)}
, . . . ,

{(
x1
i1 , . . . , x

m
im

)}
, . . . ,

{(
x1
r1
, . . . , xmrm

)}
con 1 ≤ i1 ≤ r1, . . . , 1 ≤ im ≤ rm.
Si definimos para i = 1, . . . , α :=

∏m
k=1 rk,(

u1
1, . . . , u

m
1
)

:=
(
x1

1, . . . , x
m
1
)
, . . . ,

(
u1
α, . . . , u

m
α

)
:=
(
x1
r1
, . . . , xmrm

)(
v1
i , . . . , v

m
i

)
:= 0 ,

tenemos que(
r1∑
i1=1
· · ·

rm∑
im=1

∥∥T (x1
i1 , . . . , x

m
im

)∥∥p)1/p

=
(

α∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤ ‖T‖s,p · sup
(

α∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

= ‖T‖s,p · sup
(

r1∑
i1=1
· · ·

rm∑
im=1

∣∣ϕ (x1
i1 , . . . , x

m
im

)∣∣p)1/p

= (∗).

Si utilizamos que toda forma multilineal es múltiple p-sumante y la desigual-
dad (2.20), obtenemos que

(∗) ≤ ‖T‖s,p · sup ‖ϕ‖ms,p ·
m∏
k=1

∥∥∥(xkik)mkik=1

∥∥∥w
p

≤ M · ‖T‖s,p ·
m∏
k=1

∥∥∥(xkik)mkik=1

∥∥∥w
p
.

Por lo tanto, T pertenece a Lpms (X1, . . . , Xm;Y ).
Finalmente, veamos que siH1, . . . ,Hm, H son espacios de Hilbert reales entonces

LHS (H1, . . . ,Hm;H) ⊂ Lps (H1, . . . ,Hm;H) .
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Sea T ∈ LHS (H1, . . . ,Hm;H).
Entonces existe una base ortonormal

(
ukj
)
j∈Jk

de Hk, donde k = 1, . . . ,m, tal
que ‖T‖HS <∞. Afirmamos que la aplicación

T0 : H −→ LHS (H1, . . . ,Hm; R) ,

definida como T0 (y)
(
x1, . . . , xm

)
=
〈
T
(
x1, . . . , xm

)
, y
〉
H
, es un operador lineal

Hilbert-Schmidt. Es inmediato de la definición que T0 es un operador lineal
continuo.
Ahora, T0 es Hilbert-Schmidt ya que

‖T0‖HS = ‖T‖HS <∞.

En efecto, para cualquier base ortonormal (vi)i∈I de H se tiene que

‖T0‖2HS =
∑
i∈I
‖T0 (vi)‖2HS

=
∑
i∈I

∑
jk∈Jk

k=1,...,m

∣∣T0 (vi)
(
u1
j1
, . . . , umjm

)∣∣2
=

∑
i∈I

∑
jk∈Jk

k=1,...,m

∣∣∣〈T (u1
j1
, . . . , umjm

)
, vi
〉
H

∣∣∣2

=
∑
jk∈Jk

k=1,...,m

∑
i∈I

∣∣∣〈T (u1
j1
, . . . , umjm

)
, vi
〉
H

∣∣∣2
=

∑
jk∈Jk

k=1,...,m

∥∥T (u1
j1
, . . . , umjm

)∥∥2

= ‖T‖2HS .

Entonces, como el operador lineal adjunto de un operador lineal Hilbert-Schmidt
es Hilbert-Schimdt, el operador T ∗0 : LHS (H1, . . . ,Hm; R) −→ H es Hilbert-
Schmidt y por el Teorema 1.25 concluimos que T ∗0 es un operador lineal abso-
lutamente p-sumante.
Por otro lado, si definimos

Λ: H1 × · · · ×Hm −→ LHS (H1, . . . ,Hm; R)

como Λ
(
x1, . . . , xm

)
=
〈
x1, ·

〉
H1
· · · 〈xm, ·〉Hm , es inmediato que esta aplicación

es un operador m-lineal continuo (de hecho ‖Λ‖ = 1), el cual satisface además
que

T = T ∗o ◦ Λ. (2.21)



42 II. Operadores Multilineales p-Sumantes

Esta última igualdad es porque para u ∈ H y xk ∈ Hk con k = 1, . . . ,m, se
tiene que〈
T ∗0
(
Λ
(
x1, . . . , xm

))
, u
〉
H

=
〈
Λ
(
x1, . . . , xm

)
, T0 (u)

〉
HS

=
∑
jk∈Jk

k=1,...,m

〈
Λ
(
x1, . . . , xm

) (
u1
j1
, . . . , umjm

)
, T0 (u)

(
u1
j1
, . . . , umjm

)〉
R

=
∑
jk∈Jk

k=1,...,m

〈
x1, u1

j1

〉
H1
· · ·
〈
xm, umjm

〉
Hm

〈
T
(
u1
j1
, . . . , umjm

)
, u
〉
H

=
〈
T
(
x1, . . . , xm

)
, u
〉
H
.

Por lo tanto, de la igualdad (2.21), del hecho que T ∗0 es lineal absolutamente
p-sumante y de la Proposición 2.11, concluimos que T ∈ Lps (H1, . . . ,Hm;H).

2

Observación 2.20
En general no es posible comparar la clase Lps (X1, . . . , Xm;Y ) y la clase
K (X1, . . . , Xm;Y ). Más adelante en la Observación 3.16 demostraremos esto.

Observación 2.21
En la contención LHS (H1, . . . ,Hm;H) ⊂ Lps (H1, . . . ,Hm;H) se tiene la si-
guiente relación entre la norma ‖·‖HS y la norma ‖·‖s,p:
Por la igualdad (2.21) y por la Proposición 2.11 tenemos que

‖T‖s,p ≤ πp (T ∗0 ) · ‖Λ‖ = πp (T ∗0 ) (2.22)

para toda 1 ≤ p <∞ .
Si 1 ≤ p < 2, entonces por (2.22) y por la Proposición 1.25 tenemos que

‖T‖s,p ≤ πp(T ∗0 )
≤ KG · ‖T ∗0 ‖HS = KG · ‖T0‖HS = KG · ‖T‖HS .

En el caso cuando 2 ≤ p <∞, por (2.22) y por la Proposición 1.25 tenemos
que

‖T‖s,p ≤ πp (T ∗0 )
≤ ‖T ∗0 ‖HS = ‖T0‖HS = ‖T‖HS .

Una característica que comparten los operadores multilineales absolutamente
p-sumantes (Lpas), los múltiples p-sumantes (Lpms) y los p-dominados (Lpd) es
que, a diferencia de los operadores multilineales p-sumantes (Lps), para éstos
no siempre se tiene que toda forma multilineal es absolutamente p-sumante,
múltiple p-sumante o p-dominada. Esto nos dice que en general la clase Lps es
distinta a las clases Lpas,Lpms y Lpd.
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• Lps (`2, `2; K) 6= Lpas (`2, `2; K) para todo p ≥ 2.

La forma bilineal continua

φ : `2 × `2 −→ K

(x, y) 7−→ 〈x, y〉`2

no es absolutamente p-sumante para ningún p ≥ 2 (véase [CD, Sección 4]), sin
embargo esta forma bilineal continua es p-sumante para todo p ≥ 2 ya que
cualquier forma bilineal continua lo es (véase los Ejemplos 2.4).

• Lps (`1, `1; K) 6= Lpms (`1, `1; K) para todo p > 2.

En [PV, Teorema 3.6] se demuestra que dado p > 2 existe una forma bilineal
continua ϕ : `1×`1 −→ K que no es múltiple p-sumante, sin embargo toda forma
bilineal continua es p-sumante para todo p > 2.

• Lps (`2, `2; C) 6= Lpd (`2, `2; C) para todo 1 ≤ p <∞.

La forma bilineal continua

φ : `2 × `2 −→ C

(x, y) 7−→
∑∞
i=1 ti · xi · yi ,

donde (ti)i∈N pertenece al espacio `2 pero no a `1, no es p-dominada para ningún
1 ≤ p < ∞ (véase [MT, Pág. 208]), sin embargo ésta es una forma bilineal
p-sumante para todo 1 ≤ p <∞.

La contención LHS ⊂ Lps , presentada en el Teorema 2.19, en general es propia.

• LHS (`2, `2; R) ( Lps (`2, `2; R) para todo 1 ≤ p <∞.

La forma bilineal
ϕ : `2 × `2 −→ R

(x, y) 7−→ 〈x, y〉`2
,

la cual es totalmente p-sumante para toda 1 ≤ p < ∞ , no es Hilbert-Schmidt
pues ∑

i,j∈N
|ϕ (ei, ej)|2 =

∑
k∈N

1 =∞ .

A continuación veremos que cuando toda forma multilineal es Hilbert-Schmidt,
la contención anterior no puede ser propia para ningún 1 ≤ p <∞.

Proposición 2.22 Sea m ∈ N y sean H1, . . . ,Hm espacios de Hilbert reales.
Lo siguiente es equivalente:

(i) LHS (H1, . . . ,Hm; R) = L (H1, . . . ,Hm).

(ii) LHS (H1, . . . ,Hm;H) = Lps (H1, . . . ,Hm;H) para todo 1 ≤ p < ∞ y para
todo espacio de Hilbert real H.

(iii) LHS (H1, . . . ,Hm;H) = Lps (H1, . . . ,Hm;H) para algún 1 ≤ p <∞ y para
todo espacio de Hilbert real H.

http://mate.dm.uba.ar/~dcarando/stasummn-3.pdf
http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link1.pdf
http://222.204.244.244/journals/MPRIA/1999/PA99I2/pdf/99210ai.pdf
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Demostración:
(i) ⇒ (ii) Sean 1 ≤ p0 < ∞ y H0 espacio de Hilbert real arbitrarios. Por la
contención (1) del Teorema 2.19 tenemos que

LHS (H1, . . . ,Hm;H0) ⊂ Lp0
s (H1, . . . ,Hm;H0) .

Ahora, en [Per, Teorema 4.2] se demuestra que

Lpms (H1, . . . ,Hm;H) = LHS (H1, . . . ,Hm;H) (2.23)

para todo 1 ≤ p <∞ y para todo espacio de Hilbert H (real y complejo). Luego,
utilizando esta igualdad con H = R y p = p0, así como la hipótesis tenemos que

Lp0
ms (H1, . . . ,Hm; R) = L (H1, . . . ,Hm)

y entonces por la contención (4) del Teorema 2.19 obtenemos que

Lp0
s (H1, . . . ,Hm;H0) ⊂ Lp0

ms (H1, . . . ,Hm;H0) .

Finalmente, de la igualdad (2.23) con p = p0 y H = H0 concluimos que

Lp0
s (H1, . . . ,Hm;H0) ⊂ LHS (H1, . . . ,Hm;H0) .

(ii)⇒ (iii) Es inmediato.
(iii) ⇒ (i) Esto se sigue tomando H = R y recordando que toda forma multi-
lineal es p-sumante para cada 1 ≤ p <∞ (Ejemplos 2.4). 2

2.3. La clase Lps desde un punto de vista tensorial

2.3.1. Un poco de historia
Para algunos autores, el concepto de producto tensorial aparece por primera

vez en Análisis Funcional a finales de los años 30’s, en el trabajo de Murray
y John Von Neumann sobre espacios de Hilbert. En 1950, R. Schatten [Sch]
comenzó con el primer estudio sistemático de normas definidas sobre el producto
tensorial entre dos espacios de Banach, siendo, la tesis de A. Grothendieck [Gro]
de 1955, la que finalmente sentaría las bases y mostraría la importante conexión
que existe entre las normas tensoriales y la teoría de espacios de Banach.

Para 1970, S. Chevet [Che] y P. Saphar [Sap] introducen nuevos ejemplos de
normas tensoriales (en ese tiempo sólo se conocían la norma inyectiva y la norma
proyectiva, introducidas por A. Grothendieck en su tesis doctoral), las cuales,
resultarían ser el vehículo preciso para unir la teoría de las normas tensoriales
con la teoría lineal de los operadores absolutamente p-sumantes9.

9En [Ryan1, Capítulo 6] puede encontrarse la definición de las normas introducidas por
S. Chevet y P. Saphar, así como la relación existente en estas normas tensoriales y la clase de
los operadores lineales absolutamente p-sumantes.

http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link7.pdf
http://ia331304.us.archive.org/2/items/theoryofcrossspa030401mbp/theoryofcrossspa030401mbp.pdf
http://books.google.com.mx/books?id=7xRlVTVSNpQC&printsec=frontcover&dq=Introduction+to+tensor+products+of+Banach+spaces
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El objetivo de esta sección será el de mostrar que es posible generalizar, al
caso de productos tensoriales entre más de dos espacios de Banach, las normas
tensoriales introducidas por S. Chevet y P. Saphar en 1970, de tal manera que
esta generalización, al igual que en el caso lineal, resultará ser el puente que una
la teoría de las normas tensoriales de orden mayor que dos con la teoría de los
operadores multilineales p-sumantes.

2.3.2. Una generalización de las normas Chevet-Saphar
Aunque existe bastante literatura acerca de la teoría de normas definidas so-

bre el producto tensorial entre dos espacios de Banach (véase por ejemplo [DF]),
el caso de normas tensoriales definidas sobre el producto tensorial entre más de
dos espacios, ha sido menos estudiado. En [Flo1] (véase también [Flo]), se ha
comenzado a generalizar las definiciones básicas y los conceptos elementales de
la teoría de normas tensoriales de orden 2 al caso de normas tensoriales de orden
arbitrario, por lo que la definición que utilizaremos a continuación se ha tomado
de ahí.

Definición 2.23 ([Flo1, Definición 1.2])
Diremos que β es una norma tensorial de orden m si asigna a cada m-ada
de espacios de Banach (X1, . . . , Xm), una norma β (· ;X1, . . . , Xm) sobre el
espacio vectorial X1 ⊗ · · · ⊗Xm (denotaremos por X1 ⊗β · · · ⊗β Xm al espacio
X1 ⊗ · · · ⊗Xm con la norma β), tal que se cumplen las siguientes condiciones:

1. β es una norma razonable, es decir, ε (·) ≤ β (·) ≤ π (·), donde ε (·) y π (·)
son la norma inyectiva y proyectiva respectivamente.10

2. β satisface la propiedad de la aplicación métrica: Si ui ∈ L (Xi, Yi) para
i = 1 . . . ,m, entonces

‖u1 ⊗ · · · ⊗ um : X1 ⊗β · · · ⊗β Xm −→ Y1 ⊗β · · · ⊗β Ym‖ ≤ ‖u1‖ · · · ‖um‖ .

A continuación definiremos la norma que nos permitirá relacionar la teoría de
normas tensoriales de orden arbitrario con la teoría de los operadores multi-
lineales p-sumantes.
Consideremos m ∈ N y p, p′ ∈ [1,∞] exponentes conjugados.
Si X1, . . . , Xm, Y son espacios de Banach y ξ ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xm ⊗ Y entonces
definimos

ds,p (ξ) = ı́nf
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′
‖(yi)ni=1‖

s

p

donde el ínfimo se toma sobre todas las representaciones de ξ de la forma

ξ =
n∑
i=1

(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ yi
)

10En la sección 1.2 pueden verse las definiciones de la norma proyectiva e inyectiva.

http://books.google.com.mx/books?id=ECSUvWFxJykC&printsec=frontcover&dq=Tensor+Norms+and+Operator+Ideals
http://www.mathematik.uni-oldenburg.de/preprints/get/source/ext.pdf
http://www.mathematik.uni-oldenburg.de/preprints/get/source/symm-r.pdf
http://www.mathematik.uni-oldenburg.de/preprints/get/source/ext.pdf
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y la sucesión
(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi
)n
i=1 se está considerando como un

elemento del espacio `wp′
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)
.

Proposición 2.24 Si 1 ≤ p ≤ ∞ entonces ds,p es una norma tensorial de
orden m.

Demostración:
Sean X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach. Primero probaremos que

ε (ξ) ≤ ds,p (ξ) (2.24)

para todo ξ ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y .

Sea ξ un elemento de X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y .
Consideremos una representación de ξ de la forma

n∑
i=1

(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ yi
)
. (2.25)

Entonces para todo x∗k ∈ BX∗k con k = 1, . . . ,m y y∗ ∈ BY ∗ tenemos que

|(x∗1 ⊗ · · · ⊗ x∗m ⊗ y∗) (ξ)|

=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

[
x∗1
(
u1
i

)
· · ·x∗m (umi ) y∗ (yi)− x∗1

(
v1
i

)
· · ·x∗m (vmi ) y∗ (yi)

]∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

[
x∗1
(
u1
i

)
· · ·x∗m (umi )− x∗1

(
v1
i

)
· · ·x∗m (vmi )

]
y∗ (yi)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣x∗1 (u1
i

)
· · ·x∗m (umi )− x∗1

(
v1
i

)
· · ·x∗m (vmi )

∣∣ ‖yi‖ = (∗).

Si definimos por ϕx∗1 ,...,x∗m : X1 × · · · × Xm −→ K a la forma m-lineal tal
que ϕx∗1 ,...,x∗m

(
x1, . . . , xm

)
= x∗1

(
x1) · · ·x∗m (xm) y utilizamos la desigualdad

de Hölder, obtenemos que

(∗) =
n∑
i=1

∣∣ϕx∗1 ,...,x∗m (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕx∗1 ,...,x∗m

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣ ‖yi‖
≤

∥∥∥(ϕx∗1 ,...,x∗m (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕx∗1 ,...,x∗m

(
v1
i , . . . , v

m
i

))n
i=1

∥∥∥
`p′
‖(‖yi‖)ni=1‖`p

≤
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′
‖(yi)ni=1‖

s

p

luego,

|(x∗1 ⊗ · · · ⊗ x∗m ⊗ y∗) (ξ)| ≤
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′
‖(yi)ni=1‖

s

p
.

Por lo tanto, si tomamos el supremo sobre los x∗k ∈ X∗k y y∗ ∈ Y ∗ en la de-
sigualdad anterior obtenemos que

ε (ξ) ≤
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′
‖(yi)ni=1‖

s

p
.
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Finalmente, tomando el ínfimo sobre todas las representaciones de ξ de la for-
ma (2.25) concluimos que ε (ξ) ≤ ds,p (ξ).
Ahora, probemos que ds,p (·) es una norma sobre X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y .
(i) Si ξ ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y , veamos que

ds,p (ξ) ≥ 0 y ds,p (ξ) = 0⇔ ξ = 0.

De la definición de ds,p (·) es inmediato que ds,p (ξ) ≥ 0 y que si ξ = 0 ⇒
ds,p (ξ) = 0. Si ds,p (ξ) = 0, por (2.24) tenemos que ε (ξ) = 0 y entonces ξ = 0
pues ε(·) es una norma.
(ii) Veamos que si λ ∈ K y ξ ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y entonces

ds,p (λ ξ) = |λ| ds,p (ξ) .

El caso λ = 0 es inmediato. Supongamos que λ 6= 0.
Consideremos una representación de ξ de la forma (2.25). Entonces,

n∑
i=1

[
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ (λ yi)− v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ (λ yi)
]

es una representación de λ ξ de la forma (2.25). Luego, por la definición de
ds,p (λ ξ) se tiene que

ds,p (λ ξ) ≤
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′
‖(λ yi)ni=1‖

s

p

= |λ|
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′
‖(yi)ni=1‖

s

p
.

Si tomamos el ínfimo sobre todas las representaciones de ξ de la forma (2.25),
obtenemos que

ds,p (λ ξ) ≤ |λ| ds,p (ξ) .

Ahora, si utilizamos esta última desigualdad se tiene que

ds,p (ξ) = ds,p
(
λ−1 λ ξ

)
≤ |λ|−1

ds,p (λ ξ)

por lo tanto, ds,p (λ ξ) = |λ| ds,p (ξ).
(iii) Probemos que si ξ1, ξ2 ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y entonces

ds,p (ξ1 + ξ2) ≤ ds,p (ξ1) + ds,p (ξ2) .

Probaremos sólo el caso cuando 1 < p < ∞, los casos p = 1 y p = ∞ se siguen
de manera análoga haciendo las modificaciones obvias.
Cuando tenemos que ξ1 = 0 o ξ2 = 0 la prueba es inmediata.
Entonces supongamos que ξ1, ξ2 6= 0 y consideremos ε > 0.
Si utilizamos la definición de ds,p (ξ1), tenemos que es posible encontrar una
representación de ξ1 de la forma

n1∑
i=1

(
ũ1
i,1 ⊗ · · · ⊗ ũmi,1 ⊗ ỹi,1 − ṽ1

i,1 ⊗ · · · ⊗ ṽmi,1 ⊗ ỹi,1
)



48 II. Operadores Multilineales p-Sumantes

tal que∥∥∥(ũ1
i,1 ⊗ · · · ⊗ ũmi,1 − ṽ1

i,1 ⊗ · · · ⊗ ṽmi,1
)n1

i=1

∥∥∥w
p′

∥∥(ỹi,1)n1
i=1
∥∥s
p
< ds,p (ξ1) + ε

2 .

Observemos que
∥∥(ỹi,1)n1

i=1
∥∥s
p
> 0 ya que ξ1 6= 0. Ahora, definamos

α :=

∥∥(ỹi,1)n1
i=1
∥∥s
p(

ds,p(ξ1) + ε
2
)1/p > 0

y
uki,1 := αδ1k · ũki,1, vki,1 := αδ1k · ṽki,1 y yi,1 := α−1 · ỹi,1

donde δ1k es la delta de Kronecker, 1 ≤ i ≤ n1 y 1 ≤ k ≤ m.
Entonces tenemos que

n1∑
i=1

(
u1
i,1 ⊗ · · · ⊗ umi,1 ⊗ yi,1 − v1

i,1 ⊗ · · · ⊗ vmi,1 ⊗ yi,1
)

es una representación de ξ1 que satisface que∥∥∥(u1
i,1 ⊗ · · · ⊗ umi,1 − v1

i,1 ⊗ · · · ⊗ vmi,1
)n1

i=1

∥∥∥w
p′
<
(
ds,p (ξ1) + ε

2

)1/p′
(2.26)

y ∥∥(yi,1)n1
i=1
∥∥s
p
<
(
ds,p (ξ1) + ε

2

)1/p
. (2.27)

Análogamente existe una representación de ξ2 de la forma
n2∑
i=1

(
u1
i,2 ⊗ · · · ⊗ umi,2 ⊗ yi,2 − v1

i,2 ⊗ · · · ⊗ vmi,2 ⊗ yi,2
)

tal que∥∥∥(u1
i,2 ⊗ · · · ⊗ umi,2 − v1

i,2 ⊗ · · · ⊗ vmi,2
)n2

i=1

∥∥∥w
p′
<
(
ds,p (ξ2) + ε

2

)1/p′
(2.28)

y ∥∥(yi,2)n2
i=1
∥∥s
p
<
(
ds,p (ξ2) + ε

2

)1/p
. (2.29)

Luego, si para cada i ∈ {1, . . . , n1 + n2} y k ∈ {1, . . . ,m} definimos uki ,vki y yki
como

uki :=
{
ui,1 si 1 ≤ i ≤ n1
ui−n1,2 si n1 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2

vki y yki se definen de manera análoga, entonces se tiene que

n1+n2∑
i=1

(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ yi
)
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es una representación de ξ1 + ξ2 para la cual se tiene que

n1+n2∑
i=1

∣∣x∗ (u1
i ⊗ · · · ⊗ umi

)
− x∗

(
v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)∣∣p′
=

n1∑
i=1

∣∣x∗ (u1
i,1 ⊗ · · · ⊗ umi,1

)
− x∗

(
v1
i,1 ⊗ · · · ⊗ vmi,1

)∣∣p′
+

n2∑
i=1

∣∣x∗ (u1
i,2 ⊗ · · · ⊗ umi,2

)
− x∗

(
v1
i,2 ⊗ · · · ⊗ vmi,2

)∣∣p′
≤ ds,p (ξ1) + ds,p (ξ2) + ε por (2.26) y (2.28)

para todo x∗ ∈ B(X1⊗̂π···⊗̂πXm)∗ . Luego,∥∥∥(u1
i ⊗ · · · ⊗ umi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi
)n1+n2

i=1

∥∥∥w
p′
≤ (ds,p (ξ1) + ds,p (ξ2) + ε)1/p′

.

(2.30)
De manera similar, utilizando (2.27) y (2.29) se tiene que∥∥∥(yi)n1+n2

i=1

∥∥∥s
p
≤ (ds,p (ξ1) + ds,p (ξ2) + ε)1/p

. (2.31)

Por lo tanto, de la definición de ds,p (ξ1 + ξ2), de (2.30) y (2.31) se tiene que

ds,p (ξ1 + ξ2) ≤
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n1+n2

i=1

∥∥∥w
p′
·
∥∥∥(yi)n1+n2

i=1

∥∥∥s
p

≤ ds,p (ξ1) + ds,p (ξ2) + ε

y como ε fue arbitrario concluimos que ds,p(·) satisface la desigualdad del trián-
gulo.
Probemos que

ds,p (ξ) ≤ π (ξ)

para todo ξ ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y .
Sea ξ ∈ X1⊗ · · · ⊗Xm⊗ Y y consideremos una representación de ξ de la forma

n∑
i=1

u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi (2.32)

observemos que cada elemento diagonal u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi puede escribirse de

la forma
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi − 0⊗ · · · ⊗ 0⊗ yi

luego, de la definición de ds,p
(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi

)
tenemos que

ds,p
(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi

)
≤

∥∥u1
i ⊗ · · · ⊗ umi − 0⊗ · · · ⊗ 0⊗ yi

∥∥w
p′
‖yi‖sp

≤
∥∥u1

i

∥∥ · · · ‖umi ‖ ‖yi‖
para cada i = 1, . . . ,m.
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Entonces, por la desigualdad del triángulo y esta última desigualdad, se tiene
que

ds,p (ξ) = ds,p

(
n∑
i=1

u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi

)

≤
n∑
i=1

ds,p
(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi

)
≤

n∑
i=1

∥∥u1
i

∥∥ · · · ‖umi ‖ ‖yi‖ .
Por lo tanto, tomando el ínfimo sobre todas las representaciones de ξ de la
forma (2.32) concluimos que ds,p (ξ) ≤ π (ξ).
Por último, probemos que ds,p satisface la propiedad de la aplicación métrica.
Sean ui ∈ L (Xi,Wi) donde i = 1, . . . ,m y v ∈ L (Y, Z).
Sea ξ ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xm ⊗ Y y consideremos una representación de éste de la
forma

n∑
i=1

(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ yi
)
. (2.33)

Como
n∑
i=1

u1
(
u1
i

)
⊗ · · · ⊗ um (umi )⊗ v (yi)− u1

(
v1
i

)
⊗ · · · ⊗ um (vmi )⊗ v (yi)

es una representación de (u1 ⊗ · · · ⊗ um ⊗ v) (ξ) en W1 ⊗ · · · ⊗Wm ⊗ Z, de la
definición de ds,p ((u1 ⊗ · · · ⊗ um ⊗ v) (ξ)) tenemos que

ds,p ((u1 ⊗ · · · ⊗ um ⊗ v) (ξ))

≤
∥∥∥(u1

(
u1
i

)
⊗ · · · ⊗ um (umi )

)n
i=1

∥∥∥w
p′
‖(v (yi))ni=1‖

s

p

≤ ‖u1‖ · · · ‖um‖ · ‖v‖ ·
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi
)n
i=1

∥∥∥w
p′
‖(yi)ni=1‖

s

p
.

Si en la desigualdad anterior tomamos el ínfimo sobre todas las representaciones
de ξ de la forma (2.33) obtenemos que

ds,p ((u1 ⊗ · · · ⊗ um ⊗ v) (ξ)) ≤ ‖u1‖ · · · ‖um‖ · ‖v‖ · ds,p (ξ) .

Por lo tanto ds,p satisface la propiedad de la aplicación métrica. 2

Dado que en general el espacio normado X1 ⊗ds,p · · · ⊗ds,p Xm ⊗ds,p Y no es
completo, denotaremos por

X1⊗̂ds,p · · · ⊗̂ds,pXm⊗̂ds,pY

a la completación de este.
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2.3.3. Relación entre la clase Lps y la norma tensorial ds,p
Para poder mostrar la manera como se conectan la clase Lps y la norma

tensorial ds,p, necesitamos primero demostrar el lema auxiliar siguiente.

Lema 2.25 Sean 1 ≤ p <∞ , X espacio de Banach y x∗ ∈ X∗. Entonces para
cada ε > 0 existe xε ∈ X tal que

x∗ (xε) = ‖x∗‖p y ‖xε‖ ≤ (1 + ε) ‖x∗‖p−1
.

Demostración:
Si x∗ ≡ 0 entonces claramente xε = 0 es el vector requerido.
Supongamos que x∗ 6= 0. Entonces existe x∗∗ ∈ X∗∗ con ‖x∗∗‖ = 1 tal que

x∗∗ (x∗) = ‖x∗‖ .

Ahora, por el teorema de Helly (véase [DJT, Lema 8.15]) tenemos que si ε > 0,
entonces existe x̃ε ∈ X tal que

x∗ (x̃ε) = x∗∗ (x∗) y ‖x̃ε‖ ≤ (1 + ε) · ‖x∗∗‖ .

Entonces
x∗ (x̃ε) = ‖x∗‖ y ‖x̃ε‖ ≤ 1 + ε.

Por lo tanto, si definimos xε := ‖x∗‖p−1
x̃ε tenemos que

x∗ (xε) = ‖x∗‖p y ‖xε‖ ≤ (1 + ε) ‖x∗‖p−1
.

2

Dado ζ ∈
(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm⊗̂πY

)∗, denotaremos por Tζ ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ∗) a
la imagen de ζ bajo las isometrias canónicas(

X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm⊗̂πY
)∗ 1≡ L (X1, . . . , Xm, Y ) 1≡ L (X1, . . . , Xm;Y ∗) ,

de hecho, este operador multilineal está definido como

Tζ
(
x1, . . . , xm

)
(y) = ζ

(
x1 ⊗ · · · ⊗ xm ⊗ y

)
. (2.34)

Análogamente, dado T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ∗), denotaremos a la imagen de T
bajo las isometrias canónicas anteriores por ζT ∈

(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm⊗̂πY

)∗ , esto
es, ζT es la función definida como

ζT

(
n∑
i=1

x1
i ⊗ · · · ⊗ xmi ⊗ yi

)
=

n∑
i=1

T
(
x1
i , . . . , x

m
i

)
(yi) .

Debido a que
(
X1⊗̂ds,p · · · ⊗̂ds,pXm⊗̂ds,pY

)∗ es un subespacio lineal del espacio(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm⊗̂πY

)∗, esto gracias a que ds,p (·) ≤ π (·), tenemos que a toda

http://books.google.com.mx/books?id=pHqyRSdgVTsC&pg=PR5&dq=Absolutely+Summing+Operators


52 II. Operadores Multilineales p-Sumantes

funcional lineal ζ continua sobre X1⊗̂dp · · · ⊗̂dpXm⊗̂dpY , le podemos asociar el
operador multilineal Tζ mencionado anteriormente.
A continuación probaremos el teorema principal de esta sección. Éste nos dice
que los operadores multilineales p-sumantes son exactamente aquellos, cuyo fun-
cional lineal asociado ζT , resulta ser continuo cuando consideramos sobre el
producto tensorial la norma ds,p′ .

Teorema 2.26 Sean 1 < p ≤ ∞, X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach y ζ una
funcional lineal sobre X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y . Entonces tenemos que

ζ ∈
(
X1⊗̂ds,p · · · ⊗̂ds,pXm⊗̂ds,pY

)∗ si y sólo si Tζ ∈ Lp
′

s (X1, . . . , Xm;Y ∗) .

Además, en este caso ‖ζ‖ = ‖Tζ‖s,p′ .

Demostración:
⇒) Supongamos que ζ ∈

(
X1⊗̂ds,p · · · ⊗̂ds,pXm⊗̂ds,pY

)∗.
Entonces para todo ξ ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm ⊗ Y se tiene que

|ζ (ξ)| ≤ ‖ζ‖ · ds,p (ξ) .

Sean n ∈ N y uk1 , . . . , ukn, vk1 , . . . , vkn ∈ Xk con k = 1, . . . ,m. Dado que para cada
1 ≤ i ≤ n se tiene que

Tζ
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)
∈ Y ∗,

por el Lema 2.25 tenemos que dado ε > 0 existe yε,i ∈ Y tal que

Tζ
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
(yε,i)− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)
(yε,i)

=
∥∥Tζ (u1

i , . . . , u
m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p′ (2.35)

y

‖yε,i‖ ≤ (1 + ε)
∥∥Tζ (u1

i , . . . , u
m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p′−1
.

Ahora, de esta última desigualdad y del hecho que p y p′ son exponentes con-
jugados se tiene que

∥∥(yε,i)ni=1
∥∥s
p
≤ (1 + ε)

(
n∑
i=1

∥∥Tζ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p′)1/p

(2.36)

cuando 1 < p <∞ y se tiene que∥∥(yε,i)ni=1
∥∥s
p
≤ 1 + ε (2.37)

cuando p =∞.
Entonces utilizando (2.35), (2.34), el hecho de que la funcional ζ pertenece al
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espacio
(
X1⊗̂ds,p · · · ⊗̂ds,pXm⊗̂ds,pY

)∗ y la definición de la norma ds,p(·) obte-
nemos que

n∑
i=1

∥∥Tζ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p′
=

n∑
i=1

[
Tζ
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
(yε,i)− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)
(yε,i)

]
= ζ

(
n∑
i=1

(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yε,i − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ yε,i
))

≤ ‖ζ‖ · ds,p

(
n∑
i=1

(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yε,i − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ yε,i
))

≤ ‖ζ‖ ·
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′
·
∥∥(yε,i)ni=1

∥∥s
p .

(2.38)

Utilizando en (2.38) ya sea (2.36) cuando 1 < p <∞ o (2.37) cuando p =∞ y
luego simplificando la desigualdad resultante, obtenemos que(

n∑
i=1

∥∥Tζ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p′)1/p′

≤ ‖ζ‖ (1 + ε)
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′ .

Por lo tanto, si ε→ 0 tenemos que Tζ ∈ Lp
′

s (X1, . . . , Xm;Y ∗) y ‖Tζ‖s,p′ ≤ ‖ζ‖.
⇐) Supongamos que Tζ ∈ Lp

′

s (X1, . . . , Xm;Y ∗).
Es suficiente probar que ζ es continua sobre X1⊗ds,p · · · ⊗ds,p Xm⊗ds,p Y y que
‖ζ‖ ≤ ‖Tζ‖s,p′ .
Sea ξ ∈ X1⊗ · · · ⊗Xm⊗ Y y consideremos una representación de ξ de la forma

n∑
i=1

(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ yi
)
. (2.39)

Entonces, recordando que Tζ
(
x1, . . . , xm

)
(y) = ζ

(
x1 ⊗ · · · ⊗ xm ⊗ y

)
tenemos

que

|ζ (ξ)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ζ
(
u1
i ⊗ · · · ⊗ umi ⊗ yi

)
− ζ

(
v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi ⊗ yi

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Tζ
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
(yi)− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)
(yi)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣(Tζ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

))
(yi)

∣∣
≤

n∑
i=1

∥∥Tζ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥ · ‖yi‖ .
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Luego, utilizando la desigualdad de Hölder y la hipótesis obtenemos que

|ζ (ξ)| ≤
(

n∑
i=1

∥∥Tζ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− Tζ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p′)1/p′

· ‖(‖yi‖)ni=1‖`p

≤ ‖Tζ‖s,p′ ·
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
p′
· ‖(yi)ni=1‖

s

p
.

Por lo tanto, tomando el ínfimo sobre todas las representaciones de ξ de la
forma (2.39) concluimos que

|ζ (ξ)| ≤ ‖Tζ‖s,p′ · ds,p (ξ)

y entonces ζ ∈
(
X1 ⊗ds,p · · · ⊗ds,p Xm ⊗ds,p Y

)∗ y ‖ζ‖ ≤ ‖Tζ‖s,p′ . 2

A primera vista podriamos pensar que la caracterización que acabamos de
probar sólo se puede utilizar en el caso cuando consideremos operadores mul-
tilineales con contradominio un espacio dual. Sin embargo, debido a que la
propiedad de ser p-sumante y a que el valor de la norma ‖·‖s,p permanecen sin
cambios cuando el espacio de recorrido es alargado (véase la Proposición 2.10),
tenemos que el espacio Lps (X1, . . . , Xm;Y ) puede encajarse isométricamente en
Lps (X1, . . . , Xm;Y ∗∗). Entonces como

Lps (X1, . . . , Xm;Y ) 1
↪→ Lps (X1, . . . , Xm;Y ∗∗) 1≡

(
X1⊗̂ds,p′ · · · ⊗̂ds,p′Xm⊗̂ds,p′Y

∗
)∗

obtenemos la siguiente caracterización para la clase Lps sin importar si el con-
tradominio de los operadores multilineales es un espacio dual o no.

Teorema 2.27 Sean 1 ≤ p <∞ y T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ). Entonces

T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) si y sólo si ζjY ◦T ∈
(
X1⊗̂ds,p′ · · · ⊗̂ds,p′Xm⊗̂ds,p′Y

∗
)∗
.

Además, se tiene que ‖T‖s,p = ‖ζjY ◦T ‖.



CAPÍTULO III

Los Teoremas de Dominación y
Factorización

En este capítulo continuamos con el estudio de los operadores multilineales
p-sumantes. Veremos que esta nueva clase satisface análogos multilineales del
Teorema de Dominación y del Teorema de Factorización, dos propiedades funda-
mentales de la teoría lineal p-sumante (véase el Teorema 1.19 y el Teorema 1.20).

También demostramos una versión multilineal para los p-sumantes del im-
portante Teorema de Grothendieck. Finalmente introducimos la propiedad es-
trella y la propiedad corchete, éstas son de gran utilidad para mostrar que la
clase de los operadores multilineales p-sumantes satisface una versión multili-
neal del Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers y del Teorema de Lindenstrauss-
Pelczyńsky.

3.1. Dominación y Factorización
Teorema de Dominación 3.1 Sean 1 ≤ p < ∞ y T : X1 × · · · × Xm → Y

un operador multilineal entre espacios de Banach. Entonces T es un operador
multilineal p-sumante si y sólo si existe una constante c ≥ 0 y una medida de
probabilidad regular µ sobre

(
BL(X1,...,Xm), w

∗), tal que para cada uk, vk ∈ Xk

con 1 ≤ k ≤ m se tiene que∥∥T (u1, . . . , um
)
− T

(
v1, . . . , vm

)∥∥
≤ c ·

(∫
BL(X1,...,Xm)

∣∣ϕ (u1, . . . , um
)
− ϕ

(
v1, . . . , vm

)∣∣p dµ(ϕ)
)1/p

.

En este caso, ‖T‖s,p es el ínfimo de todas las constantes c’s para las cuales una
de estas medidas existe.

55



56 III. Los Teoremas de Dominación y Factorización

Demostración:
Para simplificar la notación, escribiremos Lm en vez de L (X1, . . . , Xm) y en vez
de T

(
x1, . . . , xm

)
escribiremos T (x), donde x =

(
x1, . . . , xm

)
∈ X1×· · ·×Xm.

⇐) Supongamos que existe c ≥ 0 tal que la desigualdad anterior se cumple.
Si n ∈ N y u1, . . . ,un,v1, . . . ,vn ∈ X1 × · · · ×Xm, entonces tenemos que

n∑
i=1
‖T (ui)− T (vi)‖p ≤ cp ·

∫
BLm

n∑
i=1
|ϕ (ui)− ϕ (vi)|p dµ(ϕ)

≤ cp · sup
ϕ∈BLm

n∑
i=1
|ϕ (ui)− ϕ (vi)|p ,

luego, T es p-sumante y ‖T‖s,p es menor o igual que el ínfimo de todas las c’s
que satisfacen la desigualdad.
⇒) Probaremos el caso cuando los espacios de Banach son espacios vectoriales
sobre R. El caso complejo se demuestra análogamente.
Supongamos que T ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ).
Entonces para toda n ∈ N y cualesquiera u1, . . . ,un,v1, . . . ,vn ∈ X1×· · ·×Xm

se tiene que(
n∑
i=1
‖T (ui)− T (vi)‖p

)1/p

≤ ‖T‖s,p · sup
ϕ∈BLm

(
n∑
i=1
|ϕ (ui)− ϕ (vi)|p

)1/p

.
(3.1)

Ahora, dado n ∈ N y ui,vi ∈ X1 × · · · × Xm con 1 ≤ i ≤ n, consideremos el
conjunto finito

M = {(ui,vi) : 1 ≤ i ≤ n}

y definamos
gM : BLm −→ R

de tal manera que

gM (ϕ) =
n∑
i=1

[
‖T (ui)− T (vi)‖p − ‖T‖ps,p · |ϕ (ui)− ϕ (vi)|p

]
.

Si Q es el conjunto formado por todas estas gM ’s, entonces este conjunto es un
subconjunto no vacío de CR (BLm , w∗).
Afirmamos que Q es un conjunto convexo.
Si M = {(ui,vi) : 1 ≤ i ≤ n}, N = {(u′i,v′i) : 1 ≤ i ≤ n′} y κ, λ ≥ 0 son tales
que κ+ λ = 1, entonces es sencillo verificar que

κ · gM + λ · gN ≡ gP ,

donde P =
{(
κ

1
mpui, κ

1
mpvi

)
,
(
λ

1
mpu′i, λ

1
mpv′i

)
: 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ i ≤ n′

}
.

Luego, el conjunto Q es convexo.
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Por otro lado, consideremos el conjunto

C := {f ∈ CR (BLm , w∗) : f (ϕ) > 0 ∀ ϕ ∈ BLm} ;

es sencillo verificar que C es un conjunto no vacío, convexo y abierto.
Veamos que Q ∩ C = ∅.
Como BLm es w∗-compacto y las funciones

jx : BLm −→ R

ϕ 7−→ ϕ (x)

son w∗-continuas para cada x ∈ X1×· · ·×Xm, tenemos que para cada conjunto
finito M = {(ui,vi) : 1 ≤ i ≤ n}, es posible encontrar ϕ0 ∈ BLm de tal manera
que

sup
ϕ∈BLm

n∑
i=1
|ϕ (ui)− ϕ (vi)|p =

n∑
i=1
|ϕ0 (ui)− ϕ0 (vi)|p.

Entonces, utilizando esto en la desigualdad (3.1) obtenemos que gM (ϕ0) ≤ 0 y
por lo tanto, concluimos que Q ∩ C = ∅.
Luego, por la versión geométrica del Teorema de Hanh-Banach aplicada a los
conjuntos Q y C, tenemos que existen una función u : CR (BLm , w∗)→ R lineal
y continua y un número real α, tal que

u (f) ≤ α < u (g) (3.2)

para todo f ∈ Q y g ∈ C.
Como la función cero pertenece a Q, de la desigualdad (3.2) tenemos que α ≥ 0.
Además, como para cada n ∈ N las funciones constantes gn ≡ 1/n pertenecen
a C, otra vez de la desigualdad (3.2) tenemos que

0 ≤ α < u(gn) ≤ ‖u‖ ‖gn‖ = ‖u‖
n

para toda n ∈ N, entonces α = 0 y concluimos que

u(g) > 0 ∀ g ∈ C. (3.3)

Ahora, como la cerradura del conjunto C es el conjunto

{f ∈ CR (BLm , w∗) : f (ϕ) ≥ 0 ∀ ϕ ∈ BLm} ,

de la desigualdad (3.3) y de la continuidad de u, tenemos que u es una funcional
lineal positiva sobre CR (BLm , w∗).
Entonces, por el Teorema de Representación de Riesz, existe una medida regular
de Borel positiva ν sobre BLm , tal que

u(h) =
∫
BLm

h (ϕ) dν(ϕ) ∀ h ∈ CR (BLm , w∗) .
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Si sustituimos esta representación en la desigualdad (3.2), tenemos que∫
BLm

f(ϕ)dν(ϕ) ≤ 0 <
∫
BLm

g(ϕ)dν(ϕ) (3.4)

para todo f ∈ Q y g ∈ C.
Si definimos

µ(·) = ν(·)
ν (BLm) ,

tenemos que µ es una medida de probabilidad regular de Borel positiva sobre
BLm , la cual sigue satisfaciendo (3.4), es decir,∫

BLm

f(ϕ)dµ(ϕ) ≤ 0 <
∫
BLm

g(ϕ)dµ(ϕ) (3.5)

para todo f ∈ Q y g ∈ C.
Finalmente, si en la desigualdad izquierda de (3.5) sustituimos las funciones gM ,
donde M es un conjunto que consta de un sólo elemento, es decir,

M = {(u,v) : u,v ∈ X1 × · · · ×Xm} ,

obtenemos que

‖T (u)− T (v)‖ ≤ ‖T‖s,p ·
(∫

BLm

|ϕ (u)− ϕ (v)|p dµ(ϕ)
)1/p

.

Además, el ínfimo de todas las constantes c’s que satisfacen la desigualdad an-
terior es menor o igual que ‖T‖s,p. 2

A continuación mostraremos cómo todo operador multilineal continuo satisface
un diagrama de factorización general, análogo al que satisfacen los operadores
lineales absolutamente p-sumantes1. Éste nos permitirá mostrar que la clase de
los operadores multilineales p-sumantes satisface un teorema de factorización.

Para poder mostrar explícitamente dicho diagrama requerimos de algunos
preliminares.
Sean m ∈ N, 1 ≤ p <∞ y X,X1, . . . , Xm espacios de Banach.
Si µ es una medida positiva regular de Borel sobre (BX∗ , w∗), entonces recorde-
mos que jp y ip denotan a los operadores lineales canónicos

jp : C (BX∗ , w∗) −→ Lp (µ)

f 7−→ f
y

ip : L∞(µ) −→ Lp(µ)

f 7−→ f .

También, denotaremos por iX al operador m-lineal continuo definido como

iX : X1 × · · · ×Xm −→ C
(
BL(X1,...,Xm), w

∗)(
x1, . . . , xm

)
7−→

(
ϕ 7→ ϕ

(
x1, . . . , xm

))
.

1En la sección 1.3.3 puede verse este diagrama para la clase Πp.
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Si iLX : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm −→ C
(
BL(X1,...,Xm), w

∗) es el operador lineal canónico
asociado al operador multilineal iX ( véase el Teorema 1.7), denotaremos por γ
la restricción de iLX al espacio X1⊗π · · ·⊗πXm. Es decir, γ es el operador lineal
definido como

γ : X1 ⊗π · · · ⊗π Xm −→ C
(
BL(X1,...,Xm), w

∗)
tal que

γ
(
x1 ⊗ · · · ⊗ xm

)
(ϕ) = ϕ

(
x1, . . . , xm

)
.

De hecho, este operador lineal resulta ser inyectivo. En efecto, si consideramos
z ∈ X1 ⊗π · · · ⊗π Xm tal que γ (z) ≡ 0, entonces se tiene que

ϕL (z) = 0 ∀ ϕ ∈ BL(X1,...,Xm). (3.6)

Debido a que el espacio L (X1, . . . , Xm) es isométricamente isomorfo al espacio(
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm

)∗ bajo la isometría ϕ 7→ ϕL (véase el Teorema 1.7), tenemos
que (3.6) es equivalente a que

x∗ (z) = 0 ∀ x∗ ∈ B(X1⊗̂π···⊗̂πXm)∗ ,

Por lo que z = 0 y entonces γ es un operador lineal inyectivo.
En el caso m = 1, denotaremos por iX a la función iX, es decir, iX denota el
operador lineal

iX : X −→ C (BX∗ , w∗)
definido como

iX (x) (x∗) = x∗ (x) ,
el cual, en este caso, resulta ser una isometría2.

Diagrama de Factorización General
Seanm ∈ N, X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach y µ una medida positiva regular
de Borel no trivial definida sobre

(
BL(X1,...,Xm), w

∗). Si T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ),
entonces existe una función lineal bien definida û : 〈Ap〉 −→ Y tal que:

(a) Ap = (jp ◦ iX) (X1 × · · · ×Xm) ⊂ Lp (µ)

(b) û ◦ jp ◦ iX = T .

En otras palabras, si definimos jX
p : iX (X1 × · · · ×Xm) −→ 〈Ap〉 como la fun-

ción inducida por jp, entonces el siguiente diagrama conmuta:

X1 × · · · ×Xm

?

iX (X1 × · · · ×Xm)
∩

C
(
BL(X1,...,Xm)

)
iX

- Y
T

- Lp (µ).
jp

∩

(DF-I)
〈Ap〉

û
6

-
jX
p

2En algunos casos seguiremos denotando por iX a la isométria lineal iX : X −→ `
BX∗
∞ tal

que iX (x) (x∗) = x∗ (x).
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Demostración:
Consideremos la función û definida de la siguiente manera:

û : 〈Ap〉 −→ Y∑n
i=1 λi · (jp ◦ iX)

(
u1
i , . . . , u

m
i

)
7−→

∑n
i=1 λi · T

(
u1
i , . . . , u

m
i

)
.

Es sencillo ver que esta función es lineal y satisface (b). Sólo falta probar que,
en efecto, es una función bien definida. Sea f un elemento de 〈Ap〉 tal que

n∑
i=1

λi · (jp ◦ iX)
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
≡ f ≡

n′∑
i=1

λ
′

i · (jp ◦ iX)
(
v1
i , . . . , v

m
i

)
(3.7)

donde n, n′ ∈ N, λ1, . . . , λn, λ
′

1, . . . , λ
′

n′ ∈ K y uk1 , . . . , ukn, vk1 , . . . , vkn′ ∈ Xk para
k = 1, . . . ,m.
Si recordamos la definición de la función lineal γ, tenemos que (3.7) es lo mismo
que

(jp ◦ γ)
(

n∑
i=1

λi · u1
i ⊗ · · · ⊗ umi

)
≡ f ≡ (jp ◦ γ)

 n′∑
i=1

λ
′

i · v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

 .

Ahora, como jp y γ son funciones inyectivas3, de la igualdad anterior tenemos
que

n∑
i=1

λi · u1
i ⊗ · · · ⊗ umi =

n′∑
i=1

λ
′

i · v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi ,

concluyendo de esto que

n∑
i=1

λi · T
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
= TL

(
n∑
i=1

λi · u1
i ⊗ · · · ⊗ umi

)

= TL

 n′∑
i=1

λ
′

i · v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

 =
n′∑
i=1

λ
′

i · T
(
v1
i , . . . , v

m
i

)
.

Por lo tanto, û es una función bien definida. 2

Observación 3.2 Además del diagrama de factorización anterior, nos será de
utilidad la siguiente variante de éste.
• Debido a que la función lineal û es una función bien definida sobre el sub-
espacio generado por el conjunto Ap, el diagrama (DF-I) sigue siendo válido si
consideramos a la función û con dominio solamente el conjunto Ap. Esto es, si
T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ), entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

3El operador lineal canónico jp es inyectivo porque µ es una medida positiva regular de
Borel no trivial definida sobre el espacio

(
BL(X1,...,Xm), w

∗
)
.
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X1 × · · · ×Xm

?

iX (X1 × · · · ×Xm)
∩

C
(
BL(X1,...,Xm)

)
iX

- Y
T

-Lp (µ).
jp

∩

(DF-II)
Ap

û
6

-
jX
p

A continuación veremos que cuando en el diagrama (DF-II) consideramos a la
función û con la propiedad de ser una función Lipschitz, lo que obtenemos es
una caracterización de los operadores multilineales p-sumantes.

Antes de enunciar y demostrar el teorema de factorización para la clase Lps ,
necesitaremos de la siguiente observación y el lema subsecuente.

Observación 3.3 En [BL, Lema 1.1] se demuestra que si A es un subconjunto
de un espacio de Banach X y Γ es un conjunto cualquiera, entonces toda función
Lipschitz f : A −→ `Γ∞ tiene una extensión F : X −→ `Γ∞ de tal manera que ésta
resulta ser una función Lipschitz tal que

‖F‖Lip = ‖f‖Lip ,

si X es un espacio vectorial sobre R y

‖f‖Lip ≤ ‖F‖Lip ≤
√

2 · ‖f‖Lip ,

si X es un espacio vectorial sobre C.

Lema 3.4 Sean 1 ≤ p <∞ y T : X1×· · ·×Xm −→ Y un operador multilineal.
Supongamos que T se puede factorizar de la forma

X1 × · · · ×Xm
-T

Y

@
@
@RS �

�
��

f

Z

donde Z es un espacio de Banach, S es un operador multilineal p-sumante y f
es una función Lipschitz. Entonces, T es un operador multilineal p-sumante y
‖T‖s,p ≤ ‖f‖Lip · ‖S‖s,p.

http://books.google.com.mx/books?id=lXZ95EKwjYUC&printsec=frontcover&dq=Geometric+Nonlinear+Functional+Analysis&hl=es&ei=VcqkTJK6MI-WsgPi7Pz9Dg&sa=X&oi=book_result&ct=book-thumbnail&resnum=1&ved=0CDEQ6wEwAA#v=onepage&q&f=false
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Demostración:
Sean n ∈ N y uk1 , . . . , ukn,vk1 , . . . , vkn en Xk con k = 1, . . . ,m.
Entonces se tiene que(

n∑
i=1

∥∥T (u1
i , . . . , u

m
i

)
− T

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

=
(

n∑
i=1

∥∥(f ◦ S)
(
u1
i , . . . , u

m
i

)
− (f ◦ S)

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤ ‖f‖Lip ·

(
n∑
i=1

∥∥S (u1
i , . . . , u

m
i

)
− S

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∥∥p)1/p

≤ ‖f‖Lip · ‖S‖s,p · sup
(

n∑
i=1

∣∣ϕ (u1
i , . . . , u

m
i

)
− ϕ

(
v1
i , . . . , v

m
i

)∣∣p)1/p

donde el supremo se toma sobre todas las formas multilineales ϕ ∈ BL(X1,...,Xm).
Por lo tanto T es p-sumante y ‖T‖s,p ≤ ‖f‖Lip · ‖S‖s,p .

2

Teorema de Factorización 3.5 Sean 1 ≤ p < ∞ y X1, . . . , Xm, Y espacios
de Banach. Para todo operador m-lineal T : X1 × · · · ×Xm −→ Y , lo siguiente
es equivalente:
(i) T es p-sumante.
(ii) Existe una medida de probabilidad regular de Borel µ sobre el espacio
(BL(X1,...,Xm), w

∗), un subconjunto Ap de Lp (µ) y una función û : Ap −→ Y en
LIP0 (Ap, Y ) tal que

(a) Ap = (jp ◦ iX) (X1 × · · · ×Xm)

(b) û ◦ jp ◦ iX = T .

En otras palabras, si definimos jX
p : iX (X1 × · · · ×Xm) −→ Ap como la función

inducida por jp, entonces el siguiente diagrama conmuta:

X1 × · · · ×Xm

?

iX (X1 × · · · ×Xm)
∩

C
(
BL(X1,...,Xm)

)
iX

- Y
T

- Lp (µ) .
jp

∩
Ap

û
6

-
jX
p

(iii) Lo mismo que en (ii) pero con û una función uniformemente continua.
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(iv) Existe una medida de probabilidad regular de Borel µ sobre el espacio
(BL(X1,...,Xm), w

∗) y una función ũ ∈ LIP0
(
Lp (µ) , `BY ∗∞

)
, tal que el siguiente

diagrama conmuta:

X1 × · · · ×Xm

?
C
(
BL(X1,...,Xm)

)
iX

- Y
T

- Lp (µ) .
jp

�
��

@
@R
`BY ∗∞

ũ

iY

(v) Existe un espacio de probabilidad (Ω,Σ, µ), un operador m-lineal acotado
S : X1 × · · · ×Xm −→ L∞ (µ) y una función ũ ∈ LIP0

(
Lp (µ) , `BY ∗∞

)
tal que

el siguiente diagrama conmuta:

X1 × · · · ×Xm

?

L∞ (µ)

S

- Y
T

- Lp (µ) .
ip

�
��

@
@R
`BY ∗∞

ũ

iY

Además, podemos escoger µ y û en (ii) de tal manera que ‖û‖Lip=‖T‖s,p. En
(iv) y (v) podemos escoger µ y ũ de tal manera que ‖ũ‖Lip = ‖T‖s,p si X es
un espacio real y tal que ‖T‖s,p ≤ ‖ũ‖Lip ≤

√
2 · ‖T‖s,p si X es un espacio

complejo. También, en el inciso (v) podemos arreglar que ‖S‖ ≤ 1.

Demostración:
Para simplificar la notación denotaremos a BL(X1,...,Xm) por K.
(i)⇒ (ii) Supongamos que T es p-sumante.
Entonces por el Teorema de Dominación 3.1, tenemos que existe una medida de
probabilidad regular de Borel µ sobre (K,w∗) tal que∥∥T (u1, . . . , um

)
− T

(
v1, . . . , vm

)∥∥
≤ ‖T‖s,p ·

(∫
K

∣∣ϕ (u1, . . . , um
)
− ϕ

(
v1, . . . , vm

)∣∣p dµ (ϕ)
)1/p

= ‖T‖s,p ·
∥∥(jp ◦ iX)

(
u1, . . . , um

)
− (jp ◦ iX)

(
v1, . . . , vm

)∥∥
Lp(µ) (3.8)

para todo uk, vk ∈ Xk con k = 1, . . . ,m.
Por el diagrama (DF-II) se tiene que la función

û : Ap −→ Y

(jp ◦ iX)
(
x1, . . . , xm

)
7−→ T

(
x1, . . . , xm

)
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es una función bien definida, la cual satisface (b). Además, claramente û (0) = 0.
Utilizando (b) en el lado izquierdo de (3.8) obtenemos que û pertenece al espacio
LIP0 (Ap, Y ) y que

‖û‖Lip ≤ ‖T‖s,p .

Para obtener que ‖T‖s,p ≤ ‖û‖Lip, es suficiente probar que la desigualdad (3.8)
se cumple si en vez de ‖T‖s,p ponemos ‖û‖Lip, pues ‖T‖s,p es el ínfimo de todas
las constantes que satisfacen (3.8). Ahora bien, podemos intercambiar ‖T‖s,p
por ‖û‖Lip ya que û satisface (b) y es una función Lipschitz sobre Ap.
(ii)⇒ (iii) Es inmediato.
(iii)⇒ (iv) Primero veamos que es suficiente probar que la función û pertenece
a LIP0 (Ap, Y ) y que ‖û‖Lip = ‖T‖s,p.
En este caso, la función iY ◦ û : Ap −→ `BY ∗∞ pertenece a LIP0

(
Ap, `

BY ∗∞
)
y

‖iY ◦ û‖Lip = ‖û‖Lip = ‖T‖s,p ,

luego, por la Observación 3.3, podemos encontrar una extensión ũ de iY ◦ û la
cual pertenece al espacio LIP0

(
Lp (µ) , `BY ∗∞

)
, de tal manera que

‖ũ‖Lip = ‖iY ◦ û‖Lip = ‖T‖s,p

si X es un espacio real y

‖T‖s,p = ‖iY ◦ û‖Lip ≤ ‖ũ‖Lip ≤
√

2 · ‖iY ◦ û‖Lip =
√

2 · ‖T‖s,p

si X es un espacio complejo.
Por lo tanto ũ es la función requerida en (iv).
Entonces, probemos que û pertenece a LIP0 (Ap, Y ) y que ‖û‖Lip = ‖T‖s,p.
Es claro del diagrama en (iii) que û (0) = 0.
Como û : Ap −→ Y es uniformemente continua, tenemos que existe δ > 0 tal
que si

(
u1, . . . , um

)
,
(
v1, . . . , vm

)
∈ X1 × · · · ×Xm son tales que∥∥(jp ◦ iX)

(
u1, . . . , um

)
− (jp ◦ iX)

(
v1, . . . , vm

)∥∥
Lp(µ) < δ,

entonces∥∥û ((jp ◦ iX)
(
u1, . . . , um

))
− û

(
(jp ◦ iX)

(
v1, . . . , vm

))∥∥ ≤ 1. (3.9)

Sean
(
u1, . . . , um

)
,
(
v1, . . . , vm

)
elementos cualesquiera de X1 × · · · × Xm y

definamos

α :=
∥∥(jp ◦ iX)

(
u1, . . . , um

)
− (jp ◦ iX)

(
v1, . . . , vm

)∥∥
Lp(µ) .

Si α > 0 tenemos que∥∥∥∥(jp ◦ iX)
(
δ

2αu
1, . . . , um

)
− (jp ◦ iX)

(
δ

2αv
1, . . . , vm

)∥∥∥∥
Lp(µ)

= δ

2 < δ
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y entonces de (3.9) obtenemos que∥∥∥∥û((jp ◦ iX)
(
δ

2αu
1, . . . , um

))
− û

(
(jp ◦ iX)

(
δ

2αv
1, . . . , vm

))∥∥∥∥ ≤ 1.

Si recordamos que û◦jp◦iX = T , entonces la desigualdad anterior es equivalente
a que ∥∥û ((jp ◦ iX)

(
u1, . . . , um

))
− û

(
(jp ◦ iX)

(
v1, . . . , vm

))∥∥
≤ 2

δ
·
∥∥(jp ◦ iX)

(
u1, . . . , um

)
− (jp ◦ iX)

(
v1, . . . , vm

)∥∥
Lp(µ). (3.10)

En el caso cuando α = 0 es inmediato que (3.10) sigue siendo cierta.
Por lo tanto, la desigualdad (3.10) es válida para cualesquiera dos elementos de
X1 × · · · ×Xm y entonces concluimos que û es un elemento de LIP0 (Ap, Y ).
Para obtener la igualdad de las normas debemos observar tres cosas: Primero,
dado que û es Lipschitz, la desigualdad (3.10) sigue siendo válida para ‖û‖Lip
en vez de 2/δ. Segundo, la desigualdad (3.10) también sigue siendo válida si en
vez de 2/δ ponemos ‖T‖s,p, esto porque si utilizamos la relación û ◦ jp ◦ iX = T

en el lado izquierdo de (3.10), obtenemos que el Teorema de Dominación 3.1
es cierto para T . Tercero, dado que tanto ‖û‖Lip como ‖T‖s,p son el ínfimo de
todas las constantes que satisfacen (3.10), el primero por definición y el segundo
por el Teorema de Dominación 3.1, concluimos que ‖û‖Lip es igual a ‖T‖s,p.
(iv) ⇒ (v) Lo único que hay que observar es que el operador lineal jp puede
factorizarse de la forma

jp : C (K) j∞−→ L∞ (µ) ip−→ Lp (µ) .

Entonces insertando esta factorización en el diagrama conmutativo (iv) tenemos
que S = j∞ ◦ iX es el operador m-lineal requerido.
(v) ⇒ (i) Como el operador lineal ip es absolutamente p-sumante (véase la
sección 1.3.2), por la Proposición 2.11 tenemos que el operador m-lineal ip ◦S es
p-sumante. Luego, como iY ◦T = ũ◦(ip ◦ S), por el Lema 3.4 el operadorm-lineal
iY ◦ T es p-sumante y entonces por la inyectividad de Lps (Proposición 2.10),
concluimos que T es p-sumante. 2

La razón por la que se introduce el espacio `BY ∗∞ en el inciso (iv) del teorema
de factorización, es porque este espacio nos permite extender funciones Lipschitz
desde el subconjunto Ap. Un espacio con tal propiedad se le conoce como espacio
1-inyectivo4, y cuando Y tiene esta propiedad, el diagrama de factorización toma
una forma más agradable y sencilla.

4Un espacio de Banach Y es 1-inyectivo si, dado un subconjunto A de un espacio de
Banach X, toda f ∈ LIP (A, Y ) tiene una extensión f̃ ∈ LIP (X,Y ) con ‖f‖Lip =

∥∥f̃∥∥
Lip

.
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Corolario 3.6 Si Y es un espacio 1-inyectivo, entonces el operador multilineal
T : X1 × · · · × Xm −→ Y es p-sumante si y sólo si existe una medida de pro-
babilidad regular de Borel µ sobre el espacio (BL(X1,...,Xm), w

∗) y una función
ũ ∈ LIP0 (Lp (µ) , Y ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

X1 × · · · ×Xm

?
C
(
BL(X1,...,Xm)

)iX

- Y
T

Lp (µ) .

ũ
6

-jp

Una vez más, podemos escoger µ y ũ de tal manera que ‖ũ‖Lip = ‖T‖s,p.

Por supuesto, existe la L∞ (µ)-versión correspondiente del corolario anterior,
similar al inciso (v) del teorema de factorización.

Corolario 3.7 Si Y es un espacio 1-inyectivo, entonces el operador multilineal
T : X1 × · · · × Xm −→ Y es p-sumante si y sólo si existe un espacio de pro-
babilidad (Ω,Σ, µ), así como una función ũ ∈ LIP0 (Lp (µ) , Y ) y un operador
multilineal S ∈ L (X1, . . . , Xm;L∞ (µ)) tal que el siguiente diagrama conmuta:

X1 × · · · ×Xm

?

L∞ (µ)

S

- Y
T

Lp (µ) .

ũ
6

-ip

Además, podemos escoger que ‖S‖ ≤ 1 y que ‖ũ‖Lip = ‖T‖s,p.

El teorema de factorización, también toma una forma sencilla en el caso cuan-
do p = 2 y el operador multilineal T posee como contradominio un espacio
de Hilbert. Esto gracias al hecho de que toda función Lipschitz, con dominio
un subconjunto de un espacio de Hilbert y contradominio, también un espa-
cio de Hilbert, se puede extender a una función Lipschitz con la misma norma
Lipschitz5.

Corolario 3.8 Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, el operador multilineal
T : X1 × · · · × Xm −→ H es 2-sumante si y sólo si existe una medida de pro-
babilidad regular de Borel µ sobre el espacio (BL(X1,...,Xm), w

∗), y una función
ũ ∈ LIP0 (L2 (µ) , H) tal que el siguiente diagrama conmuta:

X1 × · · · ×Xm

?
C
(
BL(X1,...,Xm)

)iX

- H
T

L2 (µ) .

ũ
6

-j2

Además, podemos escoger µ y ũ de tal manera que ‖ũ‖Lip = ‖T‖s,2.
5Véase la sección 1.2 en [BL] para el enunciado y la prueba formal de este hecho.
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Demostración:
⇒) Esto se sigue del inciso (ii) del teorema de factorización y del hecho de
que la función Lipschitz û : A2 ⊂ L2(µ) −→ H puede extenderse a una función
Lipschitz sobre el espacio L2(µ) con la misma norma Lipschitz (véase [BL, Teo-
rema 1.12].
⇐) Esta parte es consecuencia de la Proposición 2.11 y del Lema 3.4. 2

Al igual que para el Corolario 3.6, para este último también existe una L∞ (µ)-
versión, esto es, un operador multilineal T : X1 × · · · × Xm −→ H 2-sumante,
también es aquel que admite una factorización de la forma

X1 × · · · ×Xm
S−→ L∞ (µ) i2−→ L2 (µ) ũ−→ H

para algún espacio de probabilidad (Ω,Σ, µ), así como para alguna función ũ ∈
LIP0 (L2 (µ) , H) y algún S ∈ L (X1, . . . , Xm;L∞ (µ)) tales que ‖S‖ ≤ 1 y
‖T‖s,2 = ‖ũ‖Lip.

3.2. Algunas Consecuencias
Para poder mostrar la primera consecuencia del teorema de factorización,

necesitamos probar que la clase de los operadores multilineales p-sumantes, satis-
face una versión multilineal del Teorema de Grothendieck. Este teorema nos dice
que todo operador lineal continuo u : `1 −→ `2 es absolutamente 1-sumante.

Nosotros generalizaremos la versión del Teorema de Grothendieck que in-
volucra a los Lp-espacios en vez de los `p-espacios6.

Teorema de Grothendieck 3.9 Si m ∈ N, X1, . . . , Xm son L1-espacios y Y
es un L2-espacio, entonces todo operador multilineal T : X1 × · · · ×Xm −→ Y

continuo es 1-sumante, es decir,

L1
s (X1, . . . , Xm;Y ) = L (X1, . . . , Xm;Y ) .

Demostración:
En [BPR, Proposición 5.4] se demuestra que el ideal Πp ◦ L (véase la Defini-
ción 2.17), satisface la versión multilineal del Teorema de Grothendieck que
involucra a los Lp-espacios, esto es, se prueba que

Π1 ◦ L (X1, . . . , Xm;Y ) = L (X1, . . . , Xm;Y ) .

Ahora, del Teorema 2.19 tenemos que

Π1 ◦ L (X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ L1
s (X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ L (X1, . . . , Xm;Y ) ,

por lo tanto L1
s (X1, . . . , Xm;Y ) = L (X1, . . . , Xm;Y ). 2

6En el Teorema 1.23 se enuncia esta versión del Teorema de Grothendieck y en [DJT,
Teorema 3.1] puede encontrarse la demostración del mismo.

http://books.google.com.mx/books?id=lXZ95EKwjYUC&printsec=frontcover&dq=Geometric+Nonlinear+Functional+Analysis&hl=es&ei=VcqkTJK6MI-WsgPi7Pz9Dg&sa=X&oi=book_result&ct=book-thumbnail&resnum=1&ved=0CDEQ6wEwAA#v=onepage&q&f=false
http://books.google.com.mx/books?id=lXZ95EKwjYUC&printsec=frontcover&dq=Geometric+Nonlinear+Functional+Analysis&hl=es&ei=VcqkTJK6MI-WsgPi7Pz9Dg&sa=X&oi=book_result&ct=book-thumbnail&resnum=1&ved=0CDEQ6wEwAA#v=onepage&q&f=false
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
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Ahora estamos ya en condiciones de mostrar la primera consecuencia del teorema
de factorización.

Teorema 3.10 Si X1, . . . , Xm son L1-espacios y Y es un espacio de Banach,
entonces

L1
s (X1, . . . , Xm;Y ) = L2

s (X1, . . . , Xm;Y ) .

Demostración:
Por el teorema de inclusión (véase la Proposición 2.15) tenemos que

L1
s (X1, . . . , Xm;Y ) ⊆ L2

s (X1, . . . , Xm;Y ) .

Veamos que L2
s (X1, . . . , Xm;Y ) ⊆ L1

s (X1, . . . , Xm;Y ).
Sea T ∈ L2

s (X1, . . . , Xm;Y ).
Entonces por el Teorema de Factorización 3.5, existe una medida de proba-
bilidad regular de Borel µ definida sobre el espacio

(
BL(X1,...,Xm), w

∗) y una
función ũ ∈ LIP0

(
L2 (µ) , `BY ∗∞

)
tal que el siguiente diagrama conmuta:

X1 × · · · ×Xm

?
C
(
BL(X1,...,Xm)

)
iX

- Y
T

-L2 (µ) .
j2

�
��

@
@R
`BY ∗∞

ũ

iY

Ahora, por el Teorema de Grothendieck 3.9, tenemos que el operador multilineal
continuo

j2 ◦ iX : X1 × · · · ×Xm −→ L2 (µ)

resulta ser 1-sumante. Luego, como el diagrama es conmutativo, tenemos que

iY ◦ T = ũ ◦ (j2 ◦ iX)

y entonces, por el Lema 3.4, iY ◦ T ∈ L1
s

(
X1, . . . , Xm; `BY ∗∞

)
.

Por lo tanto de la Proposición 2.10 concluimos que T ∈ L1
s (X1, . . . , Xm;Y ).

2

En el marco de la teoría lineal de los operadores absolutamente p-sumantes, es
bien sabido que la propiedad de ser absolutamente p-sumante no se hereda del
operador lineal al operador lineal adjunto de éste y viceversa7.

Sin embargo, en el caso cuando el operador lineal tiene contradominio un
espacio de Hilbert, la propiedad de ser absolutamente p-sumante sí se hereda
del operador lineal adjunto al operador lineal8.

7En [DJT, Observación 2.20] pueden encontrarse contraejemplos de esta situación.
8Véase [DJT, Teorema 2.1] para la prueba de este hecho.
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A continuación veremos que en el contexto multilineal, la propiedad de ser
p-sumante también se hereda del operador lineal adjunto T ∗ al operador multi-
lineal T , cuando T tiene contradominio un espacio de Hilbert.

Dado T : X1× · · · ×Xm −→ Y un operador multilineal continuo entre espa-
cios de Banach, denotaremos por T ∗ al operador lineal continuo definido de la
siguiente manera

T ∗ : Y ∗ −→ L (X1, . . . , Xm)

y∗ 7−→ y∗ ◦ T .

Este operador lineal tomará el papel, en el contexto multilineal, del operador
adjunto de la teoría lineal.

Teorema 3.11 Sean X1, . . . , Xm espacios de Banach y sea H un espacio de
Hilbert. Si T ∈ L (X1, . . . , Xm;H) es tal que T ∗ es un operador lineal q-sumante,
para algún 1 ≤ q <∞, entonces T es 1-sumante y

‖T‖s,1 ≤ A
−1
1 ·Bq · πq (T ∗) ,

donde A1 y Bq son las constantes de la desigualdad de Khinchin (véase la
sección 1.1.2).

Demostración:
Primero probaremos el caso cuando T es un operador multilineal

T : X1 × · · · ×Xm −→ `r2

donde r ∈ N.
Sean n ∈ N y u1, . . . ,un,v1, . . . ,vn ∈ X1 × · · · ×Xm.
Usando la desigualdad de Khinchin (véase la sección 1.1.2), tenemos que

n∑
i=1
‖T (ui)− T (vi)‖`r2 =

n∑
i=1

 r∑
j=1

∣∣∣〈T (ui)− T (vi) , ej〉`r2
∣∣∣2
1/2

≤ A−1
1 ·

∫ 1

0

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
r∑
j=1
〈T (ui)− T (vi) , ej〉`r2 rj(t)

∣∣∣∣∣∣ dt
= (∗).

Si consideramos a T ∗ como un elemento de Πq (`r2,L (X1, . . . , Xm)), tenemos
que

(∗) = A−1
1 ·

∫ 1

0

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
 r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

 (ui)−

 r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

 (vi)

∣∣∣∣∣∣ dt,
luego, como para cada t ∈ [0, 1] tenemos que

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
 r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

 (ui)−

 r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

 (vi)

∣∣∣∣∣∣
≤

∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
1 ,
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obtenemos que (∗) es menor o igual que

A−1
1 ·

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

∥∥∥∥∥∥ dt

 · ∥∥∥(u1
i ⊗ · · · ⊗ umi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi
)n
i=1

∥∥∥w
1 .

(3.11)
Como T ∗ es un elemento de Πq (`r2,L (X1, . . . , Xm)), por el Teorema de Do-
minación en su versión lineal (véase el Teorema 1.19), existe una medida de
probabilidad regular de Borel µ sobre K = B`r2 tal que

‖T ∗ (x)‖ ≤ πq (T ∗) ·
(∫

K

∣∣∣〈x, y〉`r2 ∣∣∣q dµ(y)
)1/q

(3.12)

para toda x ∈ `r2.
Utilizando ésta última desigualdad junto con el Teorema de Fubini, la desigual-
dad de Khinchin y el hecho de que µ es una medida de probabilidad, tenemos
que∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

∥∥∥∥∥∥
q

dt

1/q

=

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥T ∗
 r∑
j=1

rj(t)ej

∥∥∥∥∥∥
q

dt

1/q

≤ πq (T ∗) ·

∫
K

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
〈

r∑
j=1

rj(t)ej , y
〉
`r2

∣∣∣∣∣∣
q

dt dµ(y)

1/q

≤ Bq · πq (T ∗) ·

∫
K

 r∑
j=1

∣∣∣〈ej , y〉`r2 ∣∣∣2
q/2

dµ(y)


1/q

≤ Bq · πq (T ∗) . (3.13)

Finalmente, recordando que

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

∥∥∥∥∥∥ dt ≤

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

rj(t)T ∗ (ej)

∥∥∥∥∥∥
q

dt

1/q

,

de (3.11) y de (3.13) concluimos que

n∑
i=1
‖T (ui)− T (vi)‖`r2

≤ A−1
1 ·Bq · πq (T ∗) ·

∥∥∥(u1
i ⊗ · · · ⊗ umi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi
)n
i=1

∥∥∥w
1 ,

es decir, ‖T‖s,1 ≤ A
−1
1 ·Bq · πq (T ∗).
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Para finalizar, sea T : X1 × · · · × Xm −→ H un operador multilineal con
operador lineal adjunto T ∗ q-sumante y fijemos u1, . . . ,un,v1, . . . ,vn elementos
de X1 × · · · ×Xm. Identificando el espacio generado por el conjunto

{T (ui) , T (vi) : 1 ≤ i ≤ n} ⊂ H

con `r2 para la r apropiada y tomando p ∈ L (H) la proyección ortogonal sobre
este espacio generado, obtenemos que
n∑
i=1
‖T (ui)− T (vi)‖ =

n∑
i=1
‖(p ◦ T ) (ui)− (p ◦ T ) (vi)‖

≤ ‖p ◦ T‖s,1 ·
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
1

≤ A−1
1 ·Bq · πq

(
(p ◦ T )∗

)
·
∥∥∥(u1

i ⊗ · · · ⊗ umi − v1
i ⊗ · · · ⊗ vmi

)n
i=1

∥∥∥w
1

≤ A−1
1 ·Bq · πq (T ∗) ·

∥∥∥(u1
i ⊗ · · · ⊗ umi − v1

i ⊗ · · · ⊗ vmi
)n
i=1

∥∥∥w
1 .

2

3.3. Las Propiedades Estrella y Corchete
Uno de los resultados importantes que probaremos en esta sección, será

la generalización para la clase de los operadores multilineales p-sumantes del
llamado Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers.

Este teorema caracteriza a los espacios de Banach de dimensión finita a
través de un teorema de coincidencia entre la clase de los operadores lineales
continuos y la clase de los operadores lineales absolutamente p-sumantes. Más
especificamente, si 1 ≤ p <∞ entonces

X tiene dimensión finita si y sólo si L (X,X) = Πp (X,X).

Antes de mostrar la versión multilineal de este teorema aislaremos dos propieda-
des técnicas que nos facilitaran la escritura en los casos donde necesitemos de
ellas, nos referiremos a éstas como la propiedad estrella y la propiedad corchete.

Definición 3.12 Sea M una clase de operadores multilineales entre espacios
de Banach, de modo tal, que M (X1, . . . , Xm;Y ) designa para cada m ∈ N y
para cualesquiera espacios de Banach X1, . . . , Xm, Y , un subconjunto del espa-
cio L (X1, . . . , Xm;Y ). Diremos queM satisface la propiedad estrella, la cual
denotaremos por (?), si para cada m ≥ 2, para cualesquiera X1, . . . , Xm, Y es-
pacios de Banach y para cualquier i ∈ {1, . . . ,m} se tiene que

∀ S ∈M
(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
,∃ 0 6≡ x∗i ∈ X∗i tal que x∗i ?S ∈M (X1, . . . , Xm;Y ) ,
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donde x∗i ? S es el operador m-lineal continuo definido como

(x∗i ? S)
(
x1, . . . , xm

)
= x∗i

(
xi
)
· S
(
x1, [i]. . ., xm

)
,

el cual cumple que ‖x∗i ? S‖ ≤ ‖x∗i ‖ · ‖S‖.

Ejemplos
• Es inmediato que la clase L, de todos los operadores multilineales continuos,
satisface la propiedad (?).
• La clase Lps , de los operadores multilineales p-sumantes, también satisface la
propiedad (?). En efecto, sea m ≥ 2, sea i ∈ {1, . . . ,m}, sean X1, . . . , Xm, Y

espacios de Banach y consideremos S ∈ Lps
(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
y 0 6≡ x∗i ∈ X∗i .

Veamos que x∗i ? S ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) .
Sean uk1 , . . . , ukn, vk1 , . . . , vkn ∈ Xk para k = 1, . . . ,m.
Entonces tenemos que n∑

j=1

∥∥(x∗i ? S)
(
u1
j , . . . , u

m
j

)
− (x∗i ? S)

(
v1
j , . . . , v

m
j

)∥∥p1/p

=

 n∑
j=1

∥∥∥x∗i (uij) · S (u1
j ,

[i]. . ., umj

)
− x∗i

(
vij
)
· S
(
v1
j ,

[i]. . ., vmj

)∥∥∥p
1/p

=

 n∑
j=1

∥∥∥S (x∗i (uij) · u1
j ,

[i]. . ., umj

)
− S

(
x∗i
(
vij
)
· v1
j ,

[i]. . ., vmj

)∥∥∥p
1/p

= (∗).

Ahora, dado que S ∈ Lps
(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
, se tiene que

(∗) ≤ ‖S‖s,p · sup

 n∑
j=1

∣∣(x∗i ? ψ)
(
u1
j , . . . , u

m
j

)
− (x∗i ? ψ)

(
v1
j , . . . , v

m
j

)∣∣p1/p

,

donde el supremo se toma sobre ψ ∈ BL
(
X1,

[i]...,Xm
). Luego,

(∗) ≤ ‖S‖s,p · ‖x
∗
i ‖ · sup

 n∑
j=1

∣∣ϕ (u1
j , . . . , u

m
j

)
− ϕ

(
v1
j , . . . , v

m
j

)∣∣p1/p

,

donde el supremo se toma sobre ϕ ∈ BL(X1,...,Xm).

Por lo tanto, x∗i ? S ∈ Lps (X1, . . . , Xm;Y ) y además tenemos que

‖x∗i ? S‖s,p ≤ ‖x
∗
i ‖ · ‖S‖s,p .

• Análogamente, la clase Lpfs de los operadores multilineales fuertemente p-su-
mantes (véase la Definición 2.17) satisface la propiedad (?).
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• Las clases K y W, de los operadores multilineales compactos y débilmente
compactos9 respectivamente, satisfacen la propiedad (?). Esto se sigue del hecho
que

(x∗i ? S) (BX1 , . . . , BXm) ⊆ ‖x∗i ‖ · S
(
BX1 ,

[i]. . ., BXm

)
,

donde m ≥ 2, i ∈ {1, . . . ,m}, X1, . . . , Xm, Y son espacios de Banach, S ∈
L
(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
y x∗i ∈ X∗i .

A continuación definiremos la propiedad corchete, con la cual tuvimos un primer
acercamiento en la Proposición 2.13.

Definición 3.13 Sea N una clase de operadores multilineales entre espacios de
Banach. Diremos que N satisface la propiedad corchete, la cual denotaremos
por [·], si para cada m ≥ 2, para cualesquiera i ∈ {1, . . . ,m} y para cualesquiera
X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach se tiene que

Si T ∈ N (X1, . . . , Xm;Y ) entonces T
[
xi
]
∈ N

(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
, ∀ xi ∈ Xi,

donde T
[
xi
]
es el operador (m− 1)-lineal definido como

T [xi]
(
u1, [i]. . ., um

)
= T

(
u1, . . . , xi, . . . , um

)
.

Ejemplos
• Es sencillo verificar que la clase L, de todos los operadores multilineales con-
tinuos, satisface la propiedad [·].
• En la Proposición 2.13 se prueba que la clase Lps , de los operadores multi-
lineales p-sumantes, satisface la propiedad [·].
• De manera análoga a como se hizo en la Proposición 2.13 para la clase Lps ,
se tiene que la clase Lpfs de los operadores multilineales fuertemente p-sumante
satisface la propiedad [·].
• Las clases K y W, de los operadores multilineales compactos y débilmente
compactos respectivamente, también satisfacen la propiedad [·]. Ésto se sigue
del hecho que

T
[
xi
] (
BX1 ,

[i]. . ., BXm

)
⊆
∥∥xi∥∥ · T (BX1 , . . . , BXm)

donde m ≥ 2, i ∈ {1, . . . ,m}, X1, . . . , Xm, Y son espacios de Banach, T ∈
L (X1, . . . , Xm;Y ) y xi ∈ Xi.

La propiedad estrella y la propiedad corchete nos permitirán obtener nuevos
resultados para la clase Lps a partir de resultados ya conocidos de la teoría lineal
de los operadores absolutamente p-sumantes.

La proposición que presentaremos a continuación, así como el corolario sub-
secuente, comenzarán a aclarar un poco esta situación.

9Un operador multilineal T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) es compacto (débilmente compacto) si el
conjunto T (BX1 , . . . , BXm ) es relativamente compacto (débil compacto) en Y .
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Proposición 3.14 Sean M y N dos clases de operadores multilineales entre
espacios de Banach. Supongamos que M satisface la propiedad (?) y que N
satisface la propiedad [·]. Si existe m ≥ 2 y X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach
tales que

M (X1, . . . , Xm;Y ) ⊆ N (X1, . . . , Xm;Y ) ,

entonces
M
(
X1,

[i1,...,ir]. . . , Xm;Y
)
⊆ N

(
X1,

[i1,...,ir]. . . , Xm;Y
)

para cada r ∈ {1, . . . ,m− 1} y para cualesquiera 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m.

Demostración:
Primero probaremos el caso r = 1, esto es, veremos que

M
(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
⊆ N

(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)

para todo i ∈ {1, . . . ,m}.
Sean i ∈ {1, . . . ,m} y S ∈M

(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
.

ComoM satisface la propiedad (?), tenemos que existe 0 6≡ x∗i ∈ X∗i tal que

x∗i ? S ∈M (X1, . . . , Xm;Y )

y entonces por hipótesis tenemos que x∗i ?S ∈ N (X1, . . . , Xm;Y ). Ahora, como
N satisface la propiedad [·] tenemos que

(x∗i ? S)
[
xi
]
∈ N

(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)

para todo xi ∈ Xi. Si en particular tomamos ai ∈ Xi tal que x∗i
(
ai
)

= 1,
entonces obtenemos que

(x∗i ? S)
[
ai
]
∈ N

(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
,

pero como (x∗i ? S)
[
ai
]
≡ S, concluimos que

S ∈ N
(
X1,

[i]. . ., Xm;Y
)
.

El caso r > 1 se sigue aplicando repetidamente el caso r = 1. 2

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de esta última proposición.

Corolario 3.15 SeanM y N dos clases de operadores multilineales entre espa-
cios de Banach. Supongamos queM satisface la propiedad (?) y la propiedad [·].
De igual manera, supongamos que N satisface la propiedad (?) y la propiedad [·].
Si existen m ≥ 2 y X1, . . . , Xm, Y espacios de Banach tales que

M (X1, . . . , Xm;Y ) = N (X1, . . . , Xm;Y ) ,

entonces
M (Xi;Y ) = N (Xi;Y )

para toda i ∈ {1, . . . ,m}.
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En la sección 2.2, donde comparamos a los operadores multilineales p-sumantes
con diversas clases de operadores multilineales, comentamos (véase la Obser-
vación 2.20) que en general no es posible comparar a la clase de los operadores
multilineales p-sumantes con la clase de los operadores multilineales compactos.
Como una primera aplicación de la Proposición 3.14 veremos que, en efecto, no
es posible comparar a estas dos clases de operadores multilineales.

Observación 3.16 En general no se puede comparar la clase Lps con la clase
K de los operadores multilineales compactos.

Dado que en [DJT, Pág. 38] se demuestra que

Lps (`1; `2) 6⊂ K (`1; `2)

y que
K (`2; `2) 6⊂ Lps (`2; `2)

para todo 1 ≤ p <∞ , por la Proposición 3.14 tenemos que

Lps (X1, . . . , Xr, `1; `2) 6⊂ K (X1, . . . , Xr, `1; `2)

y que
K (X1, . . . , Xr, `2; `2) 6⊂ Lps (X1, . . . , Xr, `2; `2)

para todo 1 ≤ p <∞ , para todo r ∈ N y para cualesquiera X1, . . . , Xr espacios
de Banach.

Al final de la demostración del teorema de inclusión (véase la Proposición 2.15),
hicimos la observación acerca de que las relaciones expresadas por este teorema
eran propias. En efecto, como las relaciones expresadas por la versión lineal de
este teorema son propias, la Proposición 3.14 nos conduce entonces a que en la
versión multilineal también tendremos inclusiones propias.

Observación 3.17 En [DJT, Pág. 42] se demuestra que

Lps (L∞ [0, 1] ;Lq [0, 1]) ( Lqs (L∞ [0, 1] ;Lq [0, 1])

para cada 1 < q < ∞ y para todo 1 ≤ p < q, entonces, otra vez por la Proposi-
ción 3.14, tenemos que

Lps (X1, . . . , Xr, L∞ [0, 1] ;Lq [0, 1]) ( Lqs (X1, . . . , Xr, L∞ [0, 1] ;Lq [0, 1])

para cada 1 < q <∞, para todo 1 ≤ p < q, para todo r ∈ N y para cualesquiera
X1, . . . , Xr espacios de Banach.

A continuación mostramos, para los operadores multilineales p-sumantes, la
versión multilineal del Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers.
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Proposición 3.18 (Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers)
Lo siguiente es equivalente para 1 ≤ p <∞ y X un espacio de Banach:

(i) Lps (mX;X) = L (mX;X) para todo m ∈ N .

(ii) Lps (mX;X) = L (mX;X) para algún m ∈ N .

(iii) X es de dimensión finita.

Demostración:
(i)⇒ (ii) Inmediato.
(ii)⇒ (iii) Por el Corolario 3.15 tenemos que

Lps (X;X) = L (X,X) .

Ahora, como Lps (X;X) = Πp (X,X) (véase la Observación 2.2), tenemos que
Πp (X,X) = L (X,X) y entonces por el Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers
para los operadores lineales absolutamente p-sumantes (véase el Teorema 1.21)
concluimos que X es de dimensión finita.
(iii)⇒ (i) Como X tiene dimensión finita el operador lineal idX tiene recorrido
finito, pero esta clase de operador lineal es p-sumante (véase la Proposición 1.14),
entonces idX pertenece a Πp (X,X) = Lps (X;X) y entonces como

T = idX ◦ T,

para todo operador multilineal T ∈ L (mX;X), por la Proposición 2.11 con-
cluimos que Lps (mX;X) = L (mX;X) para toda m ∈ N . 2

J. Lindenstrauss y A. Pelckzyński demostraron en [LP, Teorema 4.2] que para
ciertos espacios de Banach el recíproco del Teorema de Grothendieck era cierto.
Especificamente ellos probaron que si X es un espacio de Banach de dimensión
infinita con base incondicional, entonces se tiene que

L (X,Y ) = Π1 (X,Y ) ⇒ X es isomorfo a `Γ1 para algún Γ y Y es isomorfo a un
espacio de Hilbert.

A continuación veremos que la clase Lps satisface una versión multilineal de este
teorema.

Proposición 3.19 Lo siguiente es equivalente para un espacio de Banach X

de dimensión infinita con base incondicional:

(i) L1
s (mX;Y ) = L (mX;Y ) para toda m ∈ N .

(ii) L1
s (mX;Y ) = L (mX;Y ) para algún m ∈ N .

(iii) X es isomorfo a `Γ1 para algún Γ y Y es isomorfo a un espacio de Hilbert.

http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/sm/sm29/sm29124.pdf
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Demostración:
(i)⇒ (ii) Inmediato.
(ii)⇒ (iii) Por el Corolario 3.15 tenemos que L1

s (X;Y ) = L (X;Y ), luego como
L1
s (X;Y ) = Π1(X,Y ) se tiene que Π1(X,Y ) = L (X;Y ) y entonces por el Teo-

rema de Lindenstrauss-Pelckzyński para los operadores lineales absolutamente
p-sumantes (véase [LP, Teorema 4.2]) obtenemos (iii).
(iii) ⇒ (i) Se sigue del hecho de que los operadores multilineales p-sumantes
satisfacen el análogo multilineal del Teorema de Grothendieck (véase el Teore-
ma 3.9). 2

Nota
Durante el último proceso de revisión de este trabajo, se nos hizo saber por

parte del jurado de la existencia de un artículo en fase de pre-impresión que está
relacionado con el trabajo que se realizó en esta tesis y que, debido a que este
artículo nos proporciona un referente externo sobre este trabajo, consideramos
apropiado comentar.

En dicho artículo (véase [PS]) los autores exhiben sus razones de lo que para
ellos es una “generalización deseable” de los operadores lineales absolutamente
p-sumantes, con la intención de mostrar la existencia de una “generalización
deseable” minimal y maximal (véase [PS, Teorema 4.3,Teorema 4.4]). Ellos di-
cen (véase [PS, Definición 4.1]) que una clase de operadores multilineales Mp

(1 ≤ p <∞) es una “generalización deseable” de los operadores lineales absolu-
tamente p-sumantes si satisface las siguientes propiedades:

(i) Los operadores multilineales p-dominados estan contenidos enMp y éste a
su vez está contenido en los operadores multilineales fuertemente múltiples
p-sumantes.

(ii) Mp es cerrado bajo diferenciación.

(iii) Mp es cerrado bajo multiplicación por escalar.

(iv) Mp ⊂Mq si 1 ≤ p < q <∞ (Teorema de Inclusión).

(v) Se cumplen análogos multilineales del Teorema de Grothendieck y del
Teorema de Dvoretzky-Rogers.

En el caso de los operadores multilineales p-sumantes (la clase que estudiamos
en este trabajo) se demostró que éstos satisfacen los incisos del (ii) al (v). Los
incisos (ii) y (iii) son el hecho de que los operadores multilineales p-sumantes
satisfacen la propiedad corchete y la propiedad estrella respectivamente, ya que
estas últimas coinciden con la propiedad de ser cerrado bajo diferenciación y
con la propiedad de ser cerrado bajo multiplicación por escalar respectivamente
(véase [PS, Definición 3.1, Definición 3.2]); el inciso (iv) es la Proposición 2.15
y el inciso (v) se demostró en el Teorema 3.9 (Teorema de Grothendieck) y en
la Proposición 3.18 (Teorema de Dvoretzky-Rogers).

http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/sm/sm29/sm29124.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
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Con respecto al inciso (i) tenemos que la segunda inclusión es cierta, ésto se
sigue inmediatamente de la definición de los operadores multilineales p-sumantes
(véase la Definición 2.1) y de la definición de los operadores multilineales fuerte-
mente múltiples p-sumantes (véase [PS, Definición 2.7]). Para la primera in-
clusión del inciso (i) hasta ahora sólo sabemos que ésta se cumple en ciertos
casos. Por ejemplo, si K1, . . . ,Km son espacios de Hausdorff compactos en-
tonces se tiene que la clase L1

d(C(K1), . . . , C(Km);Y ) está contenida en la clase
L1
s(C(K1), . . . , C(Km);Y ) pues

L1
d(C(K1), . . . , C(Km);Y ) ⊂ Π1 ◦ L(C(K1), . . . , C(Km);Y )

⊂ L1
s(C(K1), . . . , C(Km);Y ),

donde la primera inclusión se sigue de [BPR, Proposición 5.7] y la segunda del
Teorema 2.19.

http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
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