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Introducciéon

El estudio de los operadores lineales absolutamente p-sumantes tiene su ori-
gen en la tesis doctoral de A. Grothendieck [Gro] de 1955. Sin embargo fue
hasta 1967 que A. Pietsch [Pie] logré aislar claramente esta clase de operadores
lineales y establecer muchas de sus propiedades fundamentales.

Desde entonces la clase de los operadores lineales absolutamente p-sumantes
ha mostrado su importancia gracias a su variedad de aplicaciones; desde ser
una 1util herramienta para enfrentar muchas preguntas fundamentales sobre los
espacios de funciones continuas y los espacios de funciones p-integrables (véase
por ejemplo el trabajo de J. Lindenstrauss y A. Pelczyrisky de 1968 “Absolutely
Summing Operators in £,-Spaces and their Application”), hasta hacer serias in-
cursiones en otras areas del Andlisis, como lo muestra el trabajo de A. Pelczynisky
“Banach Spaces of Analytic Functions and Absolutely Summing Operators”.

A principio de los 80’s se comenzo6 con el desarrollo del concepto de opera-
dor multilineal absolutamente p-sumante, motivado, segiin algunos autores, por
el hecho de que los operadores lineales absolutamente p-sumantes fueron pro-
tagonistas del resurgimiento general de la teoria de los espacios de Banach a
finales de los 60’s, asi como por el desarrollo exitoso de la teoria de ideales de
operadores lineales (véase por ejemplo el trabajo de A. Pietsch[Piel] “Operator
Ideals”).

Las primeras generalizaciones multilineales del concepto de operador lineal
absolutamente p-sumante aparecen en el articulo de A. Pietsch [Pie2] de 1983,
el cual es considerado, por varios autores, el punto de partida de la teoria mul-
tilineal absolutamente p-sumante. En este articulo se introducen dos clases de
operadores multilineales p-sumantes: los operadores multilineales absolutamente
p-sumantes y los operadores multilineales p-dominados.


http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/sm/sm28/sm28126.pdf

V1 Introduccion

Ademés de estas dos primeras generalizaciones multilineales, en los tltimos
anos han aparecido otras mas. Entre éstas podemos mencionar a los operadores
multilineales mailtiples p-sumantes introducidos de manera independiente por
F. Bombal et al. en [BPGV] y por M.C. Matos en [Mat2] (en este tltimo articu-
lo con el nombre de operadores multilineales completamente p-sumantes); a los
operadores multilineales fuertemente p-sumantes introducidos por V. Dimant
en [Dim] y al ideal de composicién II, o £ introducido por G. Botelho et al.
en [BPRJ.

La razén principal por la cual han aparecido varias generalizaciones multi-
lineales radica en el hecho de que cada una de éstas tiene un comportamiento que
podria decirse no es completamente satisfactorio, en el sentido de que aunque
satisfacen algunos de los analogos multilineales de los resultados conocidos de
la teoria lineal p-sumante, dejan de satisfacer otros.

Un ejemplo de esto es la clase de los operadores multilineales p-dominados
introducida en [Pie2], cuyo nombre se debe al hecho de que satisface un analogo
multilineal del llamado “Teorema de Dominacién” de la teoria lineal p-sumante
(véase el Teorema 1.19 y [Matl, Teorema 2.2]). Sin embargo, esta misma clase
no satisface el analogo multilineal del llamado “Teorema de Grothendieck”, una
propiedad fundamental de la teorfa lineal p-sumante (véase el Teorema 1.13 y
[MT, Pags. 207,208]).

Teniendo en cuenta que las topologias débiles asociadas a las transforma-
ciones no lineales, no son en general, vectoriales mi asesora la Dra. Maite Fer-
nandez Unzueta concibié una nueva generalizacién del concepto de operador
lineal absolutamente p-sumante. El objetivo general de esta tesis es el de desa-
rrollar el estudio de los operadores multilineales que quedan definidos por esta
generalizacién. En adelante nos referiremos a ellos como operadores multi-
lineales p-sumantes (Definicién 2.1).

Probaremos que esta nueva clase es, en principio, una generalizacién mas
satisfactoria que las previamente mencionadas, ya que ésta, a diferencia de
las otras, satisface en su gran mayoria analogos multilineales de las primeras
propiedades elementales y fundamentales de la teoria lineal p-sumante. En la
seccion 1.3 hacemos una recopilacién de estas propiedades.


http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link2.pdf
http://dmle.cindoc.csic.es/pdf/COLLECTANEAMATHEMATICA_2003_54_02_02.pdf
http://www.udesa.edu.ar/files/img/Dto-Matematica-y-Ciencias/Documentos/DOC24-PDF.PDF
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
http://222.204.244.244/journals/MPRIA/1999/PA99I2/pdf/99210ai.pdf

Introduccion VII

Cabe mencionar que para las otras generalizaciones multilineales p-sumantes
no se tienen andlogos multilineales para todas las propiedades presentadas en la
seccién 1.3, esto ya sea porque se ha demostrado que no las satisfacen o porque
hasta ahora no se tiene conocimiento sobre si éstas se cumplen o no. En [Perl]
puede encontrarse, por ejemplo, una recopilacion de algunas de las propiedades
multilineales que satisfacen y dejan de satisfacer algunas de estas generaliza-
ciones ya conocidas.

Como este trabajo consiste en estudiar esta nueva clase de operador multi-
lineal continuo, en el capitulo I recolectamos los resultados basicos sobre la teoria
multilineal de operadores necesarios para el claro entendimiento del mismo. En
la primera seccién del capitulo establecemos la notaciéon que usaremos a lo largo
de todo el trabajo. En la segunda secciéon enunciamos los resultados bien cono-
cidos acerca del producto tensorial entre espacios de Banach que nos serdn de
utilidad. En la tltima seccién, hacemos una breve recopilacién sobre los resul-
tados béasicos de la teoria de los operadores lineales absolutamente p-sumantes,
con la intencién no s6lo de proveer una referencia rapida sobre esta teoria bien
conocida, sino también con la intencién de mostrar como la teoria multilineal
generada por esta nueva nocién de operador multilineal p-sumante se desarrolla
a la par que su analoga lineal.

Es en el capitulo IT donde se inicia el estudio del concepto de operador
multilineal p-sumante. Comenzamos este capitulo dando varias caracteriza-
ciones para esta nueva clase (Proposicién 2.5) que resultan ser herramientas
utiles al momento de establecer las propiedades elementales de los operadores
multilineales p-sumantes. También, mostramos la posicién de esta nueva clase
con respecto de las clases multilineales p-sumantes mencionadas anteriormente
(Teorema 2.19). Finalmente vemos, utilizando una generalizacion de las normas
tensoriales Chevet-Saphar, la importante relacion que existe entre la clase de los
operadores multilineales p-sumantes y la teoria de normas tensoriales de orden
arbitrario (Teorema 2.27).

Dos importantes teoremas para los operadores multilineales p-sumantes son
el objeto de estudio en el capitulo III: el Teorema de Dominacion 'y el Teorema
de Factorizacion. Ademéas de estos, en este capitulo introducimos la propiedad
Estrella y la propiedad Corchete (Definicién 3.12 y Definicién 3.13 respec-
tivamente), éstas nos proporcionan una tutil conexién entre la teorfa de los
operadores multilineales p-sumantes y la teoria de los operadores lineales ab-
solutamente p-sumantes. Utilizando esta conexiéon mostramos que los opera-
dores multilineales p-sumantes satisfacen versiones multilineales del Teorema
Débil de Dvoretzky-Rogers (Proposicién 3.18) y del Teorema de Lindenstrauss-
Pelczynisky (Proposicién 3.19).


http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link8.pdf




cAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo fijaremos la notaciéon y recordaremos las nociones y los
resultados de la teoria multilineal de operadores, del producto tensorial en-
tre espacios de Banach y de los operadores lineales absolutamente p-sumantes
necesarios para el correcto desarrollo de este trabajo.

1.1. Notacion

Como es bastante usual, denotaremos por N al conjunto de los nimeros
naturales, por R a los niimeros reales y por C a los complejos.

Durante todo este trabajo m siempre denotard un niimero natural.

Si Ay, ..., A, son conjuntos, entonces denotaremos a los elementos del producto
cartesiano Ay x -+ - x Ay, como a (forma abreviada) o como (a',...,a™) (forma
extendida).

Supongamos que m > 2yseanr € {1,....m—1} y1 <i3 < -+ < i < m.
Denotaremos por

[i1, - i]

A1>< XAm

el producto cartesiano de los conjuntos A; para i ¢ {i1,...,%,}. Un elemento
tipico de este conjunto se denotara por (al, 2] gm).

En este trabajo W, Wy,... , W,,, X, Xo,..., X, Y, Yo vy Z seran espacios de
Banach sobre K, donde K es R o C.

Los espacios de Hilbert seran denotados por H,Hy,...,H,,, y si x y y son
elementos del espacio de Hilbert H, entonces escribiremos su producto interno
como (z,y) 5.
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Para cada espacio de Banach X, Bx sera su bola unitaria, esto es,
Bx ={z e X :|z|| <1}.

Si A es un subconjunto de X, entonces (A) denotara el subespacio de X generado
por A. Denotaremos por X* el dual topoldgico de X y escribiremos z* para
referirnos a un elemento tipico de este espacio. Consideraremos sobre X* Ia
norma uniforme, es decir,

|z*|| = sup {|z* (z)|: 2 € Bx}.

Siu: X — Y es un operador lineal continuo entre espacios de Banach, entonces
denotaremos al operador adjunto de u por uv*. Es decir, u* es el operador lineal
continuo definido como

u* Yt — X*

* y*O’LL

Y
que satisface ||u*|| = ||ul|.

Diremos que un operador lineal u: X — Y entre espacios de Banach es una
isometria, si se cumple que ||u(z)| = ||z|| para toda z € X. Si éste resulta ser
un operador sobreyectivo, entonces diremos que es un isomorfismo isométrico.
Ademas, en este ultimo caso diremos que X es isométricamente isomorfo a Y y

- 1
escribiremos X =Y.

Denotaremos por X** := (X*)* el doble dual de X. La correspondencia
z (2% — a* (2))

establece un encaje isométrico X «— X** que llamaremos jx.

1.1.1. Espacios de Sucesiones y Espacios de Funciones

En [Car, DJT, EMT] se pueden encontrar las nociones y las propiedades
elementales de los espacios de sucesiones y espacios de funciones que presentare-
mos en esta subseccion.

Espacios de Sucesiones

5i 1 < p < o0, entonces £, denotaré al clasico espacio de Banach de sucesiones
escalares p-sumables.

Sean X un espacio de Banach y 1 <p < cc.

Diremos que una sucesién (z,),, .y en X es fuertemente p-sumable si la sucesién
de escalares correspondiente (||2,l|), oy Pertenece al espacio £,. Denotaremos



Notacion 3

por ZZ(X ) al espacio de Banach formado por tales sucesiones en X con la norma

1/p
el = (z mup) |

También, diremos que una sucesién (z,), .y en X es débilmente p-sumable si

2 . * . * *
la sucesion de escalares (*(x,)),cy Pertenece al espacio £, para todo x* € X*.
Denotaremos por £} (X) al espacio de Banach formado por tales sucesiones en X
con la norma

1/p
@] = sup (z |x*<xn>|p) o € By

neN

En el caso p = o0, £5_ (X) y £¥ (X) son iguales y ambos denotarén el espacio de
Banach formado por todas las sucesiones acotadas (z,,),cy en X con la norma

[@n)nenlloe = sup {llzall - n € N}.

Si 1 < p < oo, entonces el espacio £}, (X) es un subespacio lineal del espacio
(4 (X) y la inclusién es continua con norma 1, es decir,

l@n)nenlly < l@n)nenll,
para todo (z,), ¢y € €5 (X).
Espacios de Funciones
Si K es un espacio de Hausdorff compacto, entonces Ck(K) denotard el espa-
cio de Banach formado por todas las funciones continuas f: K — K con la

norma usual del supremo. Cuando no exista confusién sobre el recorrido de las
funciones escribiremos solamente C(K).

Sil<p<ooy(QX,u) es un espacio de medida positiva, entonces L, (x) deno-
taré el espacio de Banach de funciones p-integrables. Si i es la medida de contar
sobre algtin conjunto J, escribiremos E; en lugar de L, (p1). Entonces, £Z, consiste
en todas las funciones acotadas f: J — K con ||f|| =sup{|f(j)| : 7 € J}.

Denotaremos por £ (Xi,...,X,,;Y) al espacio de Banach formado por todos
los operadores m-lineales continuos T: X; x --- X X,;, — Y con la norma

17| :sup{HT(zl,...,xm)H :ak GBXk,k:L...,m}.

En algunas ocasiones, cuando no exista confusion sobre el grado m, nos referire-
mos a los elementos de este espacio s6lo como operadores multilineales.
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En el caso en el que los espacios coincidan (X = X para k = 1,...,m)
escribiremos £ (™X;Y) en vez de L (X,...,X;Y). Cuando el espacio Y sea el
espacio de escalares K, denotaremos por £ (X1,...,X,,) y por L ("™X) a los es-

pacios £ (X1,..., Xm;Y) y L(™X;Y) respectivamente. Ademés, en este tltimo
caso nos referiremos a los elementos de estos espacios como formas m-lineales o
solamente formas multilineales (cuando no exista confusién sobre el grado m).
Si m = 1 escribiremos £ (X,Y) y X* en vez de £ ('X;Y) y £ (*X) respectiva-
mente.

Para un estudio detallado de la teoria general de los operadores multilineales
recomendamos el libro de S. Dineen [Din].

Si A es un subconjunto de un espacio de Banach X, entonces LIP (A,Y") serd
el conjunto formado por todas las aplicaciones Lipschitz f: A — Y. Definimos
por

1f(a) = f(a)]|

la =o'

1l = sup{ cad € Aat } |

Cuando no exista confusién sobre los conjuntos en consideracién, solamente es-
cribiremos | f|;,,-

Si A es un subconjunto de un espacio de Banach X y f € LZP (A,Y), entonces
para cualesquiera g € LIP (B,Yy) y h € LIP (C,Z), donde B es un subcon-
junto de Y tal que f(A) C B y C es un subconjunto de Y; tal que g(B) C C,
se tiene que hogo f € LIP (A, Z) y

[hogo fHLip < ||h||Lip ) HgHLip ) ||fHLip'
En el caso de que A = X y la aplicacién f es lineal, se tiene que || f[| = [|fl|L;,-

Ademsés, si A es un subconjunto de X y u: X — Y es un operador lineal
continuo, entonces la funcién u restringida al conjunto A resulta ser un elemento
de LIP (A,Y) tal que

lulall s < lull-
Si A es un subconjunto de X tal que 0 € A, definimos por LIPq(A,Y) al
conjunto formado por todas las aplicaciones Lipschitz f: A — Y tales que
f(0) = 0. Entonces

(EIPO (A,Y), ||'HL¢p(A,y))
resulta ser un espacio de Banach (véase [Cob]).

En el libro de N. Weaver [Wea| se puede encontrar un estudio detallado de la
teoria de las funciones Lipschitz.


http://cs.ubbcluj.ro/~studia-m/2003-1/cobzas2.pdf
http://books.google.com.mx/books?id=45rnwyVjg_QC&printsec=frontcover&dq=Lipschitz+Algebras

Notacion 5

1.1.2. Aplicaciones y Desigualdades
Aplicaciones

Dado un subconjunto A de X y una aplicacién f: A — Y, denotaremos por f a
la aplicacién definida, del espacio de sucesiones en A, en el espacio de sucesiones
en Y, como

f ((an)neN) = (f(an)) e -
Si fo: A — Y es una aplicacién, entonces se tiene que
f+fo=F+fo

Sig:B — Yy y h: C — Z son aplicaciones de tal manera que B es un
subconjunto de Y tal que f(A) C By C es un subconjunto de Yy tal que
g(B) C C, entonces se tiene que

Wogof=hogof.

En caso de que A = X y la aplicacion f resulte ser lineal, se tiene que la
aplicacién f también resulta serlo.

Supongamos que m > 2yseanr € {1,... m—1} y1 <4 < -+ <i. < m.
SiT: Xy x---x X, — Y es un operador m-lineal continuo y a’* € X;, para
k=1,...,r, entonces denotaremos por T’ [ail, e ai"} al operador (m—r)-lineal

definido como
i i [i17"'1i7‘]
T[al,...,ar]: Xix - x X, — Y
1 [21,... 00 m 1 i T m
(x,[l... },a: ) — T(a:,...,al,...,a RN )

Ademas, este operador multilineal resulta ser continuo y

|7 oo | < IT0 - fla®]] - fla™

Si §: X; x i) x X, — Y es un operador (m — r)-lineal continuo y
€ X7 para k = 1,...,r, entonces denotaremos por zj *---*x; xS al

*
ik

operador m-lineal definido como

X

x¥

*
aoxoexa xS Xy X x Xy — Y

de tal manera que

(Jcl, ca™) (ac“) ceexy (m“) S (et el gy,

Ademas, este operador multilineal es continuo y

l‘il

IIS1l-

o xS < o,

*
.fir



6 1. Preliminares

Desigualdades

En este trabajo utilizaremos las siguientes desigualdades clasicas de la teoria de
los espacios de Banach. En [EMT, DJT] pueden verse las demostraciones.

La Desigualdad de Holder
Sean p,p’ € [1, 00] exponentes conjugados, esto es,

1 1
p D
Entonces si f € L,(u) y g € Ly (1), tenemos que f-g € Li(p) y
1 -glle, <Az, -lgllz,, -

La Desigualdad de Minkonwski
Sea p € [1, 00|, entonces para f,g € L,(u) se tiene que

If+glle, <z, +gllz, -

La Desigualdad de Kinchin
Para todo 1 < p < oo, existen constantes positivas A,, B, tales que para
cualquier sucesion escalar (an), oy en £2 se tiene que

1/2 1 p 1/p 1/2
A(Z) s(/ dt) s&-(Daﬁ) :

neN neN

Z anTn(t)

neN

donde las funciones
rn: [0,1] — R
t +—— signo(sen 2"mt)

son las funciones de Rademacher.

1.2. Producto Tensorial entre Espacios de Banach

El concepto de producto tensorial estd estrechamente relacionado con el
concepto de operador multilineal. En esta seccién incluiremos los resultados
bien conocidos que necesitaremos acerca del producto tensorial. Para un estu-
dio detallado del producto tensorial entre espacios de Banach recomendamos
ver [DF, Flo, Ryan].

Definicién 1.1 Para En, ..., E,, espacios vectoriales sobre K, se define el pro-
ducto tensorial entre estos espacios como un pareja (E1 ® -+ - @ Ep,, ®), donde
F1®- - -®F,, es un espacio vectorial sobre K y ®: Fy1x---xE,, — F1®---QF,,
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es una aplicacion m-lineal, la cual satisface la siguiente propiedad:

Si F es un espacio vectorial sobre Ky f: By X -+ X E,, — F es una aplicacion
m-lineal, entonces existe una tnica aplicaciéon lineal f*: By ® --- ® E,, — F
de tal manera que

fLo®:f.

Para los elementos en la imagen de la aplicacién ® utilizaremos la notacion
1 1
®(a ,...,am) =a ®---Qad"

donde (al, .. 7am) € FEy x .-+ X E,,. Nos referiremos a estos como elementos
diagonales.

Si E; = FE para toda i, entonces denotaremos al producto tensorial de orden m
por ®™E y denotaremos por ®™a a los elementos a ® --- ® a donde a € F.
También, denotaremos por D (Eq,..., E,,) el conjunto formado por todas las
sucesiones del espacio F1 ® - -+ ® F,, cuyos términos son elementos diagonales,
es decir,

D(Ey,...,En) ;:{(a;@.-@a;’l N:aﬁeEk,neN,k:L..,m}.

Jne

Como el producto tensorial 1 ® - -+ ® E,, coincide con el espacio generado por
el conjunto imagen de la aplicaciéon ®, tenemos que todo w € B ® --- ® E,,, se
puede representar (no de manera tunica) de la forma

n
— 1 m
w = E a; ®---Qa;,
i=1

para algtin n € N y para algunos af,...,a* € X; donde k =1,...,m.

SiSi: By — F1,...,Sn: E, — F,, son aplicaciones lineales entre espacios
vectoriales sobre K, entonces denotaremos por S1®- - -®.5,, a la tnica aplicacién
lineal

SIS, F1®-QF, —mF®---QF,

que satisface que
(1@ ®8y) (a'®---®a™) =5 (a') ®--- @ S (™)

para todo a* € Ej, donde k =1...,m.

Si consideramos X1, . .., X,, espacios de Banach, resulta natural preguntarse por
la existencia de alguna norma definida sobre el producto tensorial X1 ®- - -® X,,.
En nuestro caso, estaremos interesados en aquellas normas tensoriales que hacen
que la aplicacién ® sea continua.
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Definicién 1.2 Se dice que una norma o en X1 ® --- ® X,,, es razonable si
satisface las siguientes condiciones:

1Loa(@' - @a™) < |- =™ para todo z' € X1,...,2™ € Xp,.

2. Sixzy e X},...,xk, € X}, entonces 7} @ -+ @z}, € (X1 @ @ X, )"

m?’

y su norma (como funcional) estd acotada por ||z3|| - - ||k, ||-

A partir de la condicién 1 se establece la continuidad de la aplicacién multi-
lineal ®.

1.2.1. Producto Tensorial Inyectivo

La norma tensorial inyectiva, €(-), se define de la siguiente manera:
€ (w) :sup{\(xf ® - ®@ay,) (W) g € By k= 1,...,m}

para cada w € X1 ® --- ® X,,.
Esta norma ademés de ser una norma razonable, resulta ser la menor de todas
éstas.

Proposicién 1.3 Sean Xi,...,X,, espacios de Banach. Entonces
1. €(+) es una norma razonable.

2. 81 a es cualquier otra norma razonable en X1 ® --- ® X,,, entonces se

tiene que
e(w) < a(w)
para todo w € X1 ® -+ ® Xy
Definicién 1.4 Si X1,...,X,, son espacios de Banach, la completacion del

espacio normado (X1 ® -+ ® X, €) se define como el producto tensorial inyec-
tivo de estos espacios y se denota por X,@¢ - @ Xp,. Si X; = X para toda 1,
denotamos al producto tensorial inyectivo de orden m por ®TX

1.2.2. Producto Tensorial Proyectivo

La norma proyectiva que definiremos a continuacién, nos permite genera-
lizar la propiedad descrita en la Definicién 1.1 para el producto tensorial entre
espacios vectoriales al contexto de espacios de Banach (véase el Teorema 1.7).
La norma proyectiva se define como

7 (w) :inf{ZHx%H sl w :lel ®~-~®xlm}
i=1 i=1

para cada w € X1 ® --- Q@ X,,,.
Esta norma es la mayor de las normas razonables.
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Proposicién 1.5 Sean X1,...,X,, espacios de Banach. Entonces
1. 7() es una norma razonable.
2. Si B es cualquier otra norma razonable en X1 ® --- ® X,,, entonces
Bw) < m(w)
para todo w € X1 ® -+ ® Xy

8. Para todo w € X1 ® -+ ® X,,, y para cualquier representacion de éste de
la forma

se tiene que

n

S ¢ (ol al)

i=1

m(w) = sup{

tp € Bg(Xl,i..,XW)} :

Definicién 1.6 Si X4,..., X, son espacios de Banach, la completacion del es-
pacio normado (X1 ® -+ ® X,,, ) se define como el producto tensorial proyec-
tivo de estos espacios y se denota por X1®x - @2 X,,. Si X; = X para toda i,
denotamos al producto tensorial proyectivo de orden m por ®7rmX.

Teorema 1.7 Sean Xi,...,X,,,Y espacios de Banach. Para cada operador
multilineal T € L(X1,...,Xm;Y) existe un dnico operador lineal continuo T
en el espacio L (X1®7r e QrXom, Y) tal que

T=TFo®.
Reciprocamente, para cada u € L (X1 O Dr X, Y) la expresion
S',...,a™ =u(z'® - ®a™)

determina un elemento de L (X1,...,Xm;Y) tal que S* = u.
La correspondencia T « TT establece un isomorfismo isométrico entre los
espacios L(X1,..., Xm;Y) y L (X1®7T o ®r X, Y),

Observacion 1.8 FEl teorema anterior afirma en particular que

f 1

(X1®r+ @nXm) =L(X1,..., X))

Este isomorfismo isométrico nos permite hablar de la topologia w* en el espacio
L(Xy,...,Xm). Esta topologia serd la inducida por el isomorfismo isométrico
anterior cuando consideramos sobre (X1®7T .. ®7TXm)* la topologia w*.
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Proposiciéon 1.9 Sean S1: X1 — Y1,...,Sm: X — Yy, operadores lineales
continuos entre espacios de Banach. Se cumple lo siguiente:

(i) El operador lineal
Sl ®®Sm X1®W"'®me — Y1®Tr"'®7ryma
el cual denotaremos por S1 @, -+ @ S, Tesulta ser continuo y

151 @ -+ @ Sl < [|S1[ -+ 1Sl -

(i) SiT e L(Y1,....Y,; W)y Re L(W,Z) entonces se cumple que

(RoTo(S1,...,8:.)" =RoT 08 @y @ S .

1.3. Operadores Lineales p-Sumantes

Como el objetivo principal de este trabajo es el de introducir la clase de los
operadores multilineales p-sumantes mediante la cual se generaliza el concepto
de operador lineal absolutamente p-sumante, més de una vez durante este tra-
bajo haremos mencion sobre los resultados basicos de la teoria lineal p-sumante.
La intencién de esta seccién es, en principio, la de proveer una referencia breve
y rapida sobre los conceptos basicos de la teoria lineal p-sumante.

Maés ain, esta seccién nos permite mostrar el buen comportamiento que
posee esta nueva clase de operador multilineal, ya que ésta satisface andlogos
multilineales para todos los resultados que enunciaremos en esta seccién.

En [DJT] pueden encontrarse todas las demostraciones de los resultados
enunciados en esta seccién, asi como un estudio completo sobre la teoria lineal
p-sumante.

1.3.1. Definicién

Definicién 1.10 Sean 1 < p < oo y u : X — Y un operador lineal entre
espacios de Banach. Decimos que u es absolutamente p-sumante si existe una
constante ¢ > 0 tal que para todon € N y para cualesquiera x1,. .., x, elementos
de X se tiene que

1/p

n 1/p n
(Z [|lu (x;) ||p> < c-sup <Z |x*(wz)p> : 2" € By~ (IL,) .

Se denota por m,(u) a la menor ¢ que satisface (II,), es decir,

mp(w) 1= inf {¢ > 0 : ¢ satisface (IL,)}.
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También, se denota por
II,(X,Y)

al conjunto de todos los operadores lineales absolutamente p-sumantes de X
enY.

e El conjunto II,(X,Y) es un subespacio lineal del espacio £(X,Y) y ademaés
7p(-) define una norma sobre II,(X,Y") tal que

[ful] < mp(u)

para todo u € IL,(X,Y).

Una Caracterizacion en Términos de Sucesiones

Observacion 1.11 Siu: X — Y es un operador lineal continuo entre espa-
cios de Banach, entonces la correspondencia

~

U : (xn)neN = (u (xn))neN

siempre induce un operador lineal bien definido y continuo 4 : £ (X) — £ (Y),
asi como un operador lineal bien definido y continuo 4 : £y (X) — £, (Y). En
ambos casos, la norma de estos operadores es igual a ||ul|.

Algunas veces, este proceso puede producir un operador lineal bien definido @
de ;) (X) en £5 (Y); tal caso se tiene precisamente cuando u es absolutamente
p-sumante.

Proposicién 1.12 Sea 1 < p < co. Entonces tenemos que

u:X —Y es absolutamente p-sumante si y sélo si 6 (£¥(X)) C L5(Y).

En este caso,

|62 £5(X) = L (V)] = mp(w).

El Teorema de Grothendieck

Este teorema es uno de los resultados fundamentales de la teoria lineal de
los operadores absolutamente p-sumantes.

Teorema 1.13 Todo operador lineal continuo
u ll — l2
es absolutamente 1-sumante, es decir,

Iy (41,42) = L (£1,05).



12 1. Preliminares

1.3.2. Ejemplos Basicos y Propiedades Elementales
Ejemplos Basicos

La importancia de los siguientes ejemplos radica en el hecho de que estos
resultan ser el prototipo de operador lineal absolutamente p-sumante, esto es,
salvo composiciones todo operador lineal absolutamente p-sumante es de este
estilo.

e Sea K un espacio de Hausdorff compacto, sea p una medida de Borel regular
positiva sobre K y sea 1 < p < co. El operador lineal canénico

Jpt C(K) — Lyp(p) - f = f
es absolutamente p-sumante y 7, (j,) = p(K)/P.

e Sea (2,%, 1) un espacio de medida finita y sea 1 < p < oo. El operador
inclusion

ip + Loo (1) = Lyp(pt)
es absolutamente p-sumante y 7, (i,) = u(Q)/?.

Propiedades Elementales

Proposicién 1.14 Sea u € L(X,Y) un operador de rango finito. Entonces u
es absolutamente p-sumante para todo 1 < p < co.

Proposicién 1.15 (Propiedad de Ideal de la clase II,)

Seal <p<ooyseavell,(X,Y). Entonces la composicion de v con cualquier
otro operador lineal acotado es absolutamente p-sumante. Mds especificamente,
Si Xo y Yo son espacios de Banach entonces para cualesquiera u € L(Y,Yy) y
w € L(Xg, X) tenemos que

uovow € II,(Xo,Yp)
y mp(uovow) < |lul| - mp(v) - [Jw]].

Proposicién 1.16 (Inyectividad de la clase II,)
Sii:Y — Yy es una isometria, entonces

vell(X,Y) siy solo siiov eI, (X,Y)).
En este caso tenemos que m,(iov) = my(v).

Proposicién 1.17 Para cada 1 < p < oo, se tiene que I, (X,Y") es un espacio
de Banach con la norma my(-).

Teorema 1.18 (Teorema de Inclusién)
Si1<p<q< oo, entonces

I, (X, V) CII,(X, Y).

Mas atin, para v € I1,(X,Y) tenemos que my(u) < mp(u).
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1.3.3. Dominacién y Factorizacion

El hecho de que los operadores lineales candénicos
Jp: C(K) — Lp(u) ¥ ip: Loo(p) — Lyp(p)

sean el prototipo de operador lineal absolutamente p-sumante es una consecuen-
cia de los siguientes dos teoremas fundamentales.

Teorema 1.19 (Teorema de Dominacién para la clase II,)

Supongamos que 1 < p < 0o, que u : X — Y es un operador lineal continuo
entre espacios de Banach y que K es un subconjunto w*-compacto y normante
de Bx«. Entonces u es absolutamente p-sumante si y solo si existe una constante
c > 0 y una medida de probabilidad reqular de Borel u sobre K, tal que para
cada x € X se tiene que

||u<:c>|Sc-</K|x*<z>|pdu<x*>)l/p.

En este caso, mp(u) es el infimo de todas las constantes ¢’s para las cuales tal
medida existe.

Si X es un espacio de Banach y K es un subconjunto normante de Bx+, deno-
taremos por ix al operador lineal

ix: X — (K

definido como
ix () (z%) = 2" (2),

el cual resulta ser una isometria. Si ademas K es w*-compacto, entonces iy
tiene su recorrido en el espacio C(K); seguiremos denotando a esta isometria
por

ix: X — C(K).

Teorema 1.20 (Teorema de Factorizacién para la clase II,)

Sea 1 < p < oo, sean X y Y dos espacios de Banach, sea K un subconjunto
w*-compacto y normante de Bx« y sea B := By«. Para todo operador lineal
continuo u : X —'Y las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) u es absolutamente p-sumante.

(i) Eziste una medida de probabilidad regular de Borel p sobre K, un sub-
espacio (cerrado) X, de L,(u) y un operador lineal acotado G : X, — Y
tal que
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(a) (poix)(X) C X,
(b) (Gojpoix)(xz)=u(z) VzelX.

En otras palabras, si jX : ix(X) — X, es la restriccion de j, aix(X),
entonces el siguiente diagrama conmuta:

X u Y
1x Q
jX
ix (X) £ Xp
n N
ClK) ———=L,(n)
P

(iii) Eziste una medida de probabilidad reqular de Borel p sobre K y un opera-
dor lineal acotado 1 : L,(p) — €5 tal que el siguiente diagrama conmuta:

X u Y

ix ¢B

C &) i

(iv) Eziste un espacio de probabilidad (Q, %, 1) y operadores lineales continuos
@: Ly(p) — 02 yv: X — Loo(p) tal que el siguiente diagrama conmuta:

X u Y

<

Lo (1)

Mads ain, podemos escoger u y i en (i) o p y @ en (i) de tal manera que
lal] = [[all = mp(u); en (iv) podemos escoger que |jo]] =1 y |ll] = mp(u).

Algunas Consecuencias

Entre las consecuencias del Teorema de Dominacion y del Teorema de Fac-
torizacion se encuentran las siguientes:
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Teorema 1.21 (Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers)

Sea 1 < p < oo. Todo espacio de Banach X de dimension infinita contiene
una sucesion débilmente p-sumable que no es fuertemente p-sumable. Es decir,
tdx : X — X es absolutamente p-sumante si y solo si X tiene dimension finita.

Teorema 1.22 Sea X un espacio de Banach y sea H un espacio de Hilbert. St
u € L(X,H) es tal que u* es g-sumante para algin 1 < q < oo, entonces u es
1-sumante y

m1(u) < Al_l - By - mg(u”),

donde Ay y By son las constantes de la desigualdad de Kinchin (véase la sec-
cion 1.1.2).

Operadores Lineales p-Sumantes sobre £ ,-Espacios

El hecho de que la definicién de operador lineal p-sumante involucre sélo un
numero finito de vectores a la vez, nos permite obtener una mejor comprensiéon
de estos operadores lineales cuando tenemos un buen entendimiento de los sub-
espacios de dimensién finita de los espacios de Banach involucrados.

Por ejemplo, los espacios L, (1) tienen la propiedad de que sus subespacios
de dimensién finita estan siempre contenidos en una copia un poco distorsionada
de algtn /. La clase de los £j-espacios generaliza este comportamiento de los
espacios Ly (u).

L,-Espacios

Sea 1 < p < o ysea A > 1. El espacio de Banach X se dice que es un
L, x-espacio si todo subespacio de dimensién finita E de X estd contenido en
un subespacio de dimension finita F' de X para el cual existe un isomorfismo

v: F — (3™F con ||| - [[v=!]| < A. Diremos que X es un £,-espacio si éste es
un L, x-espacio para algin A > 1.

Los L,-espacios nos permiten generalizar el Teorema de Grothendieck (Teore-
ma 1.13).

Teorema 1.23 Si X es un Ly-espacio y Y es un Lo-espacio, entonces todo
operador lineal continuo u: X — Y es 1-sumante, es decir,

I, (X,Y) = L(X,Y).

Teorema 1.24 Si X es un Li-espacio y Y es un espacio de Banach, entonces
todo operador lineal 2-sumante u: X — Y es 1-sumante, es decir,

Hl(Xa Y) - H2(X7Y)

Cuando consideramos operadores lineales entre espacios de Hilbert se tiene que
la clase de los operadores Hilbert-Schmidt es la misma que la clase de los opera-
dores 2-sumantes. De hecho, se puede decir mas acerca de esta relacion.
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Teorema 1.25 Sea 1 < p < co. Un operador lineal w: Hy — Hy es Hilbert-
Schmidt si y sélo si es absolutamente p-sumante. Ademds, si 1 < p < 2 entonces

Wp(“) < Kg- ||U||Hs

y si2 < p< oo entonces
mp(u) < lull g

donde K¢ denota la constante de Grothendieck (véase [DJT, Teorema 1.14]) y
|ull ;5 denota la norma Hilbert-Schmidt de u(véase [DJT, Proposicion 4.9]).
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cAPiTUuLO 11

Operadores Multilineales p-Sumantes

En este capitulo comenzamos propiamente el estudio de una nueva clase
de operadores multilineales: la clase de los operadores multilineales p-sumantes.
Esta generaliza al contexto multilineal el concepto de operador lineal absoluta-
mente p-sumante. En este capitulo mostramos las propiedades elementales que
satisface esta nueva clase, asi como la posiciéon de la misma con respecto a las
generalizaciones multilineales ya conocidas del concepto de operador lineal ab-
solutamente p-sumante. También, mostramos la relacién entre esta nueva clase
de operadores multilineales y la teoria de normas tensoriales de orden arbitrario.

2.1. Definicion y Propiedades Elementales

2.1.1. Definicién y Ejemplos

A continuacién establecemos con precisién la nocién central de estudio: los
operadores multilineales p-sumantes.

Definicién 2.1 Sean 1 < p < 0o y T : X1 X -+ x X;, — Y un operador
multilineal entre espacios de Banach. Decimos que T es p-sumante si existe una
constante ¢ > 0 tal que para toda n € N y para todo u]f, . ,uf“v’f, . ,UfL € X
con 1 <k <m se tiene que

n 1/p
(Z HT (u}, ... ,u;”) -T (U%,...,U{”)Hp>
i=1

n 1/p
< c-sup <Z‘<p(uzl,...7ulm)—Lp(vil,...,vlm)‘p> (2.1)
i=1

donde el supremo' se toma sobre todos los elementos ¢ € Br(x,,...Xm)-

1 Cuando omitamos decir el conjunto sobre el que se toma el supremo, estaremos suponiendo
que se estd tomando sobre todos los elementos’?p € Br(xy,...,Xm)"
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Denotaremos por [T, , a la menor ¢ que satisface (2.1), es decir,
T, == inf {c > 0: c satisface (2.1)}.
También, denotaremos por
LP( X1, o, X3 Y)

al conjunto formado por los operadores multilineales p-sumantes de X1 x- - -x X,
en Y. Usaremos la notacién L£? para referirnos a la clase de los operadores
multilineales p-sumantes en general.

Comenzaremos con un par de observaciones.

Observaciones 2.2

e FEn el caso cuando m = 1, la definicion de p-sumante es equivalente a la
definicion de absolutamente p-sumante.

e Utilizando que los espacios L (X1,..., Xm) y (X1®,T e ®,TXm)* son isométri-
camente isomorfos (véase la Observacion 1.8), es inmediato que el supremo en
el lado derecho de (2.1) es igual a

[e i, — @ oo 22)

P,

donde a (u} @ -+ ® u?")j:l ya(v]®-® v{”)jzl los estamos considerando co-

mo elementos del espacio £} (X1®7r ‘e ®7er)- Entonces cuando sea necesario
usaremos (2.2) en el lado derecho de (2.1) de manera indistinta.

Comenzaremos probando que el conjunto £? (X71,..., X,,;Y) es un subespacio
lineal del espacio £ (X1, ..., X;Y), asf como el hecho de que H~||S’p es, en efecto,
una norma sobre £? (X1,..., X,,;Y).

Proposiciéon 2.3 Sean 1 < p < oo y Xq,..., X, Y espacios de Banach. En-
tonces L2 (X1,...,Xm;Y) es un subespacio lineal de L (X1,...,Xn;Y) y ade-

mds, |||, define una norma sobre L8 (X1,..., Xm;Y) tal que
1T < 1T, (2.3)
para todo T € L2 (X1,..., Xm;Y).
Demostracién:
Primero observemos que si T € LP (Xy,...,X,,;Y), entonces (2.1) es valido

para [T, , en vez de c, es decir, tenemos que
:

n 1/p
(Z T (uf,...,u]") =T (vf,....v") Hp)
i=1

n 1/p
< |7, -sup (Z lo (ufs.. . u") — (v37~.~,v5”)!p> (2.4)
i=1

para todan € Ny para cualesquiera u’f, Cuk v]f, .. .,vfl € Xpconl <k<m.

)y Yo
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Ahora, si en (2.4) tomamos n =1y v} =--- = v® = 0 obtenemos que
1T < 1Tl

y entonces L (X1,...,Xn;Y) es un subconjunto de £ (X1,..., X Y).
Veamos que £? (X1,...,Xm;Y) es un subespacio de £ (X1,...,Xm;Y).

Sean A, A» € K y 1y, Th € E:g (Xl, .. .,Xm;Y).

SineNy u’f,...,uﬁ,v’fw..,vfl € X con 1 < k < m, por la desigualdad de
Minkowski y por el hecho de que T1,T5 € L (X1,..., X,,;Y), tenemos que

n 1/p
(Z [Ty + XoT2) (uf, -y uf™) = Ty + A2 Te) (v »”Zn)Hp)

i=1
n 1/p
< (Z [MTy (ufs .. ul™) = M Ty (v},...,v;")Hp)
i=1
n 1/p
+ (Z H)\ng (ull7 o ,uZ") — AT (vil, o 71);”) Hp>
i=1
n 1/p
= [N\ (Z HTl (ull, e ,uzn) -1 (vil, e ,v{")”p>
i=1
n 1/p
+ A2 (Z HT2 (ull, .. ,u;") — T, (vil, . ,vzm)Hp>
i=1

n

< (Ml + Pl I1Z2l,,) - (k@ - @), = (h o o a7
Entonces MT1 + AoTs € LP (X4, ..., X Y) v ademds
AT+ XDl , < (ATl , + (A2l (1725, - (2.5)

Por lo tanto £ (X1,...,Xm;Y) es un subespacio de £ (X1,..., X Y).
Para finalizar, veamos que [|-||, , define una norma sobre L% (X1,..., X, Y).
(i) SiT € LP (X4,...,Xm;Y), veamos que

IT[l5, =0 y IT|l,, =0 T=0.

5P —

De la definicién de [|-[|, , es claro que [T, , > 0.
Supongamos que |||, , = 0, luego por (2.3) tenemos que ||T'|| = 0 y entonces
T'=0.51T =0 es claro que || T[], , = 0.

(ii) Veamos que si A e Ky T € L? (Xq,...,Xn;Y) entonces
HATHs,p = ‘A| HT||s7p *

Como el caso A = 0 es inmediato, supongamos que A # 0.
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De (2.5) tenemos que
AT, < IMIT,

sp =
y que
1Tl = X727, < NHIATL, -
Luego,
AT, = IMIT S, -

(iii) La desigualdad del tridngulo es un caso particular de (2.5).
Por lo tanto ||-[|, , define una norma sobre L% (X1,..., Xm;Y). O

La proposicién anterior, nos da herramientas para poder mostrar los primeros
ejemplos de operadores multilineales p-sumantes.

Ejemplos 2.4

(a) Sea m € N, sean Xy, ..., X,, espacios de Banach y sea 1 < p < oo . Toda
forma multilineal ¢ € L (X1, ..., Xn) es p-sumante y [lof|, , = [¢]-

(b) Sea K un espacio de Hausdorff compacto, sea p una medida positiva re-
gular de Borel sobre K y sea 1 < p < oo . Cada f € Ly, (u) define un
operador de multiplicacion m-lineal

Ty: C(K)x--xC(K) —  Ly(p)
(9. 9™) — fegteg™

Este operador es p-sumante y ||Ty||, p:||f||Lp(u) .

(c) Sea 1 < p < oo . Cada elemento X = (\,)
diagonal m-lineal

nen de £y define un operador

D, : log X+ oo X lsg — 4
((a%")neN""’(a?)neN) — ()\n.a}%...a;?)neN
el cual es p-sumante y [ Dx|l, ,, = lIAll,, -
Demostracién:

(a) Este inciso se sigue de manera inmediata de la definicién de operador mul-
tilineal p-sumante y de la desigualdad (2.3). ad
(b) Para cada w € K denotaremos por d,, al elemento de By mc (k) definido
como

dw: CK)x---xC(K) — K



Definicion y Propiedades Elementales 21

Seann € Nygh ... gtk hl ... hE € C(K)conl<k<m.
Entonces tenemos que

n 1/p
(Z 1Ty (9. 97") = Ty (hilv--~7h§”)||ip<u>>
=1

n 1/p
(Z [ 1 w)al ) g w) = )b ) ) du)

n 1/p
(/K|f(w)|p.2|5w (9i,...0") = 6w (B}, ..., B[ du>
=1

n 1/p
HfHLT,(N)' sup (Z‘sﬁ(gzlvvg;n)_so(hzlaahzn)’p> .

$E€Br(meo(k)) \j=1

IN

Luego, Ty es un operador multilineal p-sumante y || Ty[|, , < [|f]l, (.- Para
obtener la igualdad de normas s6lo necesitamos observar que

11 = 15 (Lo Dl o < 1T < 1T,

donde la dltima desigualdad se sigue de la desigualdad (2.3). O
(¢) La demostracion es similar a la del inciso (b). O

2.1.2. Una caracterizaciéon de la clase £?

Una caracterizaciéon muy util y ampliamente usada en la teoria lineal de los
operadores absolutamente p-sumantes, es la que describe a estos operadores li-
neales como aquellos que envian sucesiones débilmente p-sumables en sucesiones
fuertemente p-sumables?. En esta seccién veremos que la clase de los operadores
multilineales p-sumantes satisface una caracterizacién similar, la cual, en lo que
resta de esta seccion mostrara ser de gran utilidad.

Recordemos que si T € L(X1,..., Xm;Y) v T X1 ®-- @ X,y — Yoesla
aplicacion lineal asociada a T tal que

Tro® =T,
véase la Definiciéon 1.1, entonces TL denota el operador lineal
L L
TE : (wn)pen = (T (wn)) oy

donde w, € X3 ® --- ® X,,, para cada n € N (véase la secciéon 1.1.2). Para
simplificar la notacién denotaremos por T ala aplicacién T'L.

2Véase la Proposicién 1.12.
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También, recordemos que D (X7, ..., X,,) denota el conjunto formado por todas
las sucesiones con términos en la diagonal del espacio X; ® --- ® X,,, , esto es,

D(X1,-..,Xm)={($£®-~-®x;”)n€N:xfbeXk conlgkgm,neN} .

Entonces, denotaremos por D;’ (X1,...,Xm) al espacio métrico formado por el
conjunto £, (X1®7r e ®7er) ND(Xy,...,X,,) junto con la métrica inducida
sobre éste por el espacio K;” (X1 Q- ®me)-

Proposicién 2.5 Sean 1 < p < oo y T € L(X1,...,Xm;Y). Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) T es p-sumante.

(i) T‘Dw(x : DY (X1, Xim) — £,(Y) es Lipschitz.

Tyeers Xm)
11 T‘ DY (Xq,...,.X 22(Y) es uniformemente continua.
(i) D¥(X1,Xm) 7 Xy Xom) = G(Y) 4
w) La sucesion (T (ul,...,u™) =T (vk,..., o™ pertenece a 2 (Y) para
n n n n neN 14

cualesquiera dos elementos (u}l @ ® u?)neN Y (v}L ® - ® UZL)nEN de
D (Xy,...,Xn) tales que la sucesion (u} @ -+ @ult —vp @ -+ ® va)neN
pertenece al espacio Kg (X1®,r S ®ﬁXm).

En este caso, T, = HT‘

D;;U(XINN)X?YL) L’Lp

Demostracién:
(i) = (i7) Como T es p-sumante, para cualesquiera dos elementos

(wi @ @u) iy v (0 ® ) ey

de Dy (X1,...,X,,) y para cada n € N, se tiene que

n l/p
(Z ||T (ull,,u;") —T(v},...,vf”)”p)
i=1

00 1/p
IT]l,,, - sup (Z |<p (uf,...,u”) —¢ (vil, e ,vzm)|p>
i=1

||T||87p . H (u}L R ® u?)neN — ('U:L QR ® UqT)

IN

(2.6)

neN p

es una funcién

Entonces, de la desigualdad (2.6) obtenemos que 7'
D;,U(X17~--1Xm)

bien definida Lipschitz tal que

7|
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(#4) = (4i7) Es inmediato.

(#91) = (i) Como T es uniformemente continua, podemos encon-

D¥(X1,..,. Xm)
trar § > 0, tal que si (u}l R ® uﬁ)neN y (’U}L R ® vfﬁ)neN pertenecen a
Dy (X1,...,Xmm) y son tales que

| oum), - e o) o <o
p

entonces
S

<1 (2.7)

p

H(T (u:b,...,u:':) _T(U}”...,UTT))“GN

Sean (u}L ® - u?)neN , ('U}L R R v}f)neN elementos cualesquiera de
Dy (X1,...,X.,) y definamos

a=|(@he - oul), g - (he v, -
P
Si a > 0 tenemos que
1) 0 Yo
H((ui)(@@u,’?) —((v}l)@)w@v?) =-<9
2a neN 20 neNllp 2
y entonces de (2.7) obtenemos que
) 1) s
T(—ul,...,u™) T (=2, ... 0™ <1,
2« 2a nenll,
0 equivalentemente,
1 m 1 m s
(T (ho ) =T (00 )
2 1 m 1 m v
S SH(un®.®un)nEN_(vn®...®vn)neNP(2.8)

En el caso cuando o = 0, tenemos que ul ® -+ @ u™ = v} @ -+ ® v™ para toda
n € N, luego

T(uby.,u™) =TF(ul@--@uh) =T (vt @ - o) =T (v),...,0")

para toda n € N y entonces la desigualdad (2.8) sigue siendo cierta en este caso.
Por lo tanto la desigualdad (2.8) es valida para cualesquiera dos elementos de
Dy (Xi,...,X;n) v utilizando ésta con sucesiones finitas, tenemos que T' es
p-sumante. Ademds, de la desigualdad (2.8) tenemos que la funcién

~

DY (Xq,...,. X, 5(Y
DY (X1, Xm) p( 15 , ) — p( )
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estd bien definida y es Lipschitz, por lo que esta desigualdad sigue siendo valida

si escribimos T’ en lugar de %. De esto tltimo, obtenemos que

D‘UJ le Xﬂl) L'Lp

17l

5P —

<[

Dy (X1, Xm) sz

(#4) = (iv) Es inmediato del hecho de que la funcién

ZDw X Xm £S Y
Dy (xry | D8 (X1 Xm) = 6,(Y)

es Lipschitz.
(iv) = (i) Supongamos que T' no es p-sumante.

Entonces podemos construir una sucesién 0 ng < ny < --- de nimeros

naturales y un par de sucesiones (ﬂ}l Q- ®ﬂ?)neN’ (@ ®- - ® U, )neN de
D (Xy,...,X,,) tales que
Nk41
sup > e (@l ) — (3. o) =1 (2.9)
i=nr+1
y
Nk+1
ool w1 @k T[> ke (2.10)
1=ni+1
para k =0,1,2,....

Consideremos las siguientes sucesiones definidas por pedazos,

U ® QU = g G Q- QU
lo - @um = mj@ SR o

dondenpy+1<t<npy1yk=0,1,2,....
Entonces la sucesién (u} @+ - ®@ul" —v} @ -+ ® v;")ieN pertenece al espacio
14 (X1®7T e ®7TXm)7 porque para cada forma multilineal ¢ € Br(x, ... x,.) s€
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tiene que

z‘:;
Z ‘(p(ul, .,uzm)—go(vll, J}Z”)’p-i-
i=ni+1
ni
= Z‘(p(ull, ..,&?)—(p(@ll, ,sz)’p-i-
i=1
I P
LD S Y N0 B [
i=ni1+1
1 =1
j=1

donde la pentiltima desigualdad se sigue de la igualdad (2.9).
Pero por otro lado, utilizando la desigualdad (2.10), tenemos que

ZHT(U},,UT) fT(vil,...,v;”)Hp
i=1

niy
= > | @,....ar) -7 @0+
i=1

no

1 77 77 ~ ~
2 ) =)
i=ni+1
> 1+1/24---
y esto claramente contradice (iv). -

Observacién 2.6

Como T es un operador lineal (véase la seccion 1.1.2) y 0 € Dy (X1, Xom),
tenemos que T (0) = 0 y entonces en el inciso (ii) de la proposicién anterior se
tiene que T‘ : es un elemento de LIPy (DY (X1,...,Xpm), 65 (Y)).

En la Proposicién 2.3 probamos que (US’ (X1,...,Xm;Y), ||-||S’p) es un espacio
normado. Una primera aplicaciéon de la caracterizacién anterior serd probar que
este espacio es, ademas, completo.
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Proposicién 2.7 LP (X1,...,X,;Y) es un espacio de Banach con la norma
(RIS

Demostracion:

Como ya sabemos que (Lg (X1,..., Xm;Y), ||ng) es un espacio normado, s6lo

nos falta probar que el espacio LP (X,...,X,,;Y) es completo con respecto de
la norma ||-[| .

Sea (Tn),,cy una sucesion ||-||, -Cauchy en L% (X1,..., Xm;Y) .

De la Proposicién 2.3 se tiene que

entonces (717,),,cy es una sucesién de Cauchy en £ (X1,..., Xp;Y).
Luego, existe T € L (X1, ..., X;n;Y) tal que

lim T, =Ten L(X3,..., X Y). (2.11)

n—oo

Ahora, por el Teorema 1.7 tenemos que 7" induce un operador lineal continuo
T X8y ©r Xy — Y,
el cual a su vez induce el operador lineal continuo (véase la Observacién 1.11)
T: 08 (X1®n - ©nXim) — L2 (V).
En particular tenemos que la funcién

A

T

DY (X1,..., Xm (Y 2.12
D;”(Xl,..A,Xm) P ( 1, ) ) - ( ) ( )
es una funcién bien definida Lipschitz tal que 7' (0) = 0.

Por otro lado, de la Proposicién 2.5 se tiene que a cada S € L (X1,..., X3 Y)
le podemos asociar la funciéon Lipschitz

A~

S

DY (Xq,..., Xm sy
DY (X100 Xm) Y (X, X)) — €5 (V)

conS‘(O)—Oy‘

5

= 1151l -
Lip
Entonces como la sucesion (15,),,cy s ||| ,-Cauchy en L8 (X1, ..., Xm;Y), la

D;,(Xlwn;x'm) neN

es ||| ;,-Cauchy en LIPq (DY (X1,...,Xm), £5(Y)), el cual es un espacio de
Banach?®, por lo tanto existe f € LIPy (D;;” (X1,...,Xm), 65 (Y)) tal que

TP

DY (X1, ;. Xm)

sucesién

—

lim T, D) = f en LIPy (DY (X1,...,Xm), £5(Y)).  (2.13)

3Véase el final de la seccién 1.1.1
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Ahora, como el espacio £5 (Y) es un subespacio lineal del espacio® £ (Y), pode-
mos ver a f y a cada término de la sucesién

Dy (Xt Xm) ) e

con recorrido en £ (Y), esto es, podemos verlos como elementos del espacio
LIPo (DY (X1,..., Xm) L2 (Y)).

Afirmamos que T‘ =f.
D;](X17'~~7X7n)

w
p
’

y f son iguales como elemen-
D¥ (X1, Xm)
tos del espacio LIPy (DY (X1,...,Xm), ¥ (Y)). Para simplificar la notacién
denotaremos por D}, ) y £ a los espacios D)) (X1,...,Xm), 0y (Y) y £, (Y)
respectivamente. Para cada n € N tenemos que

Utilizando (2.12) veremos que T

T -1
H Dy Lip(D;"l;’)
< |7 -T +Hﬁ L=
Dy Dy Lip(D;’,E;”) Dy Lip(D;j’,K;’)
_ H(T—ﬁ) +Hf g ().
Pyl Lip(Dy ew) by Lip(Dp £2)

—

Ahora, recordando que f + § = f + g (véase la seccién 1.1.2) y que -1 < 1115
tenemos que

O e +| 7, -
Pyl Lip(Dy ew) by Lip(Dyw %)
< |7 S = (x9).
Pyl Lip(Dy ew) by Lip(Dy £3)

Luego, utilizando que [[ul4[;, < [[ull (véase el final de la seccién 1.1.1) y la
Observacién 1.11 obtenemos que

by

() < | T= T 6 (XaG - G0 Xin) — G2(V)| + HTZ

Lip(Dw e3)

p

7T+ Hf (2.14)

- f
Dw

P

Lip(Dy .63)
Sin — oo en (2.14), por las igualdades (2.11) y (2.13) tenemos que

~

=f

Dy (X1, Xm)

4Véase la seccién 1.1.1
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y por lo tanto 7' € LIP, (D;" (X1, Xom) 6 (Y)), concluyendo de esto que
TeLr(Xy,..., XmY).

Por ltimo, como T = f tenemos que
Dy (X1, , Xm)
—
HTn - T”s,p = Tn - T‘ w
Dy (Xi,e Xom) Lip(D;”,é;;)

- @)

D;)(Xlx'“vxm) Lip(D;’v’Z;)

D;”(Xl,...,Xm) Lip(Dg’,Zg)

f

Lip(Dy,3)

p

para toda n € N.

Entonces, por la igualdad (2.13) tenemos que lim, .o ||, — T'[|, , = 0 y con-
cluimos que L2 (X1,..., X,,;Y) es un espacio completo con respecto de la nor-
ma [|-[] - =

2.1.3. Propiedades Elementales

Antes de estudiar de manera profunda la teoria de los operadores multi-
lineales p-sumantes, necesitamos probar algunos resultados elementales.

La primera propiedad que presentaremos nos proporciona, entre otras cosas,
una manera de construir nuevos operadores multilineales p-sumantes, a partir
de operadores multilineales p-sumantes ya conocidos.

Proposicion 2.8
Sean 1 <p<ooyT e LP(Xy,....,.Xn;Y). SiRe L(Y,Z) yS; € LW, X))
con 1 <1 < m, entonces

RoTo(S1,...,8n) € LLW,. ..., Wi Z)

yl[RoT o (S, ... 8m)llsp, < IRI-ITM, - 1Sl [1Smll-

Demostracion:

Los operadores lineales continuos Sy, ..., S, dan lugar al operador lineal con-
tinuo

Sl®7’l".'®7TSm:W1®7T”'®7TW’I’TL—)X1®7T”'®7TXW

tal que S1 @y -+ @x Spn (wl ® --~®wm) =S (w)® @Sy (w™) y tal que
|91 ®@x <+ ®x Sl < [IS1]] -« - |Sml| (véase la Proposicion 1.9).



Definicion y Propiedades Elementales 29

Ahora, por la Observacién 1.11 tenemos que Ry S| ®; « -+ Q5 Sy, inducen los
operadores lineales continuos

R:6(Y)—6(2)

y —
Sl ®7r et ®7r Sm : ez} (W1®7r tc ®7er) - ZZ} (Xl®7r Tt ®7er)
A /\
con || & = IR v (|81 @x -+ @ Sal| = 151 @ -+ @x Snll < ISull- - ISl

También, por la Proposiciéon 2.5 tenemos que T da lugar a la funcién Lipschitz

c DY (X1, X)) — £, (Y)

/\
RoTo(S1,...,5n)

: DY (Wy,..., W, 5 (7
Dy (Wi s Wan) p( b , Win) — p( )

coincide con la funcién

A A /\
RoT oS e S| pw
Dy (e L ET Dy W o)
que es Lipschitz, por la Proposicién 2.5 tenemos que Ro T o (Sy,...,S5y,) es

p-sumante y

sp

/\
|[RoTo(S1,....,%),, = HRoTo(Sl,...,Sm)

DY (Wi W) || 1)

= (x).

Lip

051 Qr QO Sm|D;J“(W1,...,Wm)

Ahora, de la definicién de la norma Lipschitz y del hecho de que [[ul 4., < [[u
(véase el final de la seccién 1.1.1) obtenemos finalmente que

(x) < R [ Dy o Xo) | 1, : Hmbg(wl,m,WW)‘ Lip
< IRI-ITI,, - |5 @n - @ 5]
< IRIITI,, 181 1Sl
O

En general, el hecho de que existan R € L(Y,Z) v S; € L(W;,X;) con
1 < < m tales que la composicién RoT o (S1,...,Sy,) resulte ser un operador
multilineal p-sumante, no es suficiente para que el operador multilineal T lo sea.
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Para mostrar un ejemplo de esto utilizaremos el hecho de que los operadores
multilineales p-sumantes satisfacen una versién multilineal del Teorema Débil
de Dvoretzky-Rogers (véase la Proposicién 3.18). Este nos asegura la existencia
de al menos un operador multilineal continuo T: X x --- x X — X que no es
l-sumante cuando X es un espacio de Banach de dimensién infinita.

Ejemplo 2.9 Consideremos un espacio de Banach X de dimension infinita y
un operador multilineal continuo T: X X --- x X — X que no sea 1-sumante.
St R: X — K es una funcional lineal continua y S;: X — X es el operador
lineal cero para toda 1 < i < m, entonces los operadores multilineales

RoT y To(S1,...,5n)

son 1-sumantes (pues tanto una forma multilineal (véase los Ejemplos 2.4) como
el operador multilineal cero son 1-sumantes) aunque T' no lo es.

A pesar de este ejemplo, en ciertas circunstancias la existencia de un operador
lineal continuo R tal que la composicién R o T es p-sumante si implica que T’
lo es. El que presentaremos a continuacién sera de gran utilidad en el capitulo
siguiente cuando hablemos acerca del teorema de factorizacién.

Proposicién 2.10 (Inyectividad de £2) Sea 1 < p < oc. Sii:Y — Y, es
una isometria lineal, entonces

Tell(Xy,...,Xm;Y) siysdlosi ioT € LP(Xy,...,Xm; Y0).

Ademds, HT||s,p = ||i°THs,p :

Demostracion:
=) Supongamos que T' € L (X1,..., X;;Y).
Entonces por la proposicién anterior tenemos que ioT € L2 (X1,..., Xm;Y0) v

lio T, < T,

<) Supongamos que io T € LP (X1,..., Xm; Y).
Seann € Ny uf,...,uf vF ... vF € X con1 <k <m.
Dado que ¢ es una isometria lineal tenemos que

n 1/P
<Z ||T (ull, ... ,uf”) -T (vlvl, .. ,v,m)|’p>
i=1

S
&
3
~—
=
N——
-
~
3

- (ZH(Z.OT)(U'}’“'?UT)(iOT)(Uv

n 1/p
< ||/L'OTHS7P'Sup (Z’@(ugaauzn) _So(vilv"'vv;nﬂp)

i=1

Por lo tanto 7' € L8 (X1,..., Xm;Y) v [|Tl,, < lio T, - O

5P —
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La Proposicién 2.8 nos dice que una condicién suficiente para que la com-
posicion R o T, entre un operador lineal R y un operador multilineal 7', sea
p-sumante es que T’ sea p-sumante. A continuacién probaremos que también
cuando el operador lineal es p-sumante, que para el caso lineal es lo mismo que
absolutamente p-sumante (véase la Observacién 2.2), se tiene que la composicién
R oT es p-sumante.

Proposicién 2.11 Sean 1 <p <oo,T € L(X1,...,Xm;Y)yRe L(Y,Z). Si
R ell, (Y, Z) entonces

RoT e Ll (Xy,...,Xm; Z)
Y ||ROTHs,p S Tp (R) ’ ||T||

Demostracion:
Como R €11, (Y, Z) tenemos que el operador lineal

Rt (Y)—£5(2)

estd bien definido y satisface que HRH = 7, (R) (véase la Proposicién 1.12),

ademés como T es un operador multilineal continuo tenemos que el operador
lineal

T8 (X1®r+ @n X)) — L2 (Y)

estd bien definido y satisface que HTH = ||T|| (véase la Observacién 1.11). Como
la funcién

—

RoT

DY (X1, X e (Z
D (X1, X ) p( 1 ) )4) p( )

coincide con la funcién I%OT|D;J(X1 ,....X,) que es Lipschitz, por la Proposicién 2.5
tenemos que R o T es p-sumante y

= = ().

Lip

IRoTI|,, = H R/o\T‘

ROTDw X1,.,X ‘
Dy (X1 Xon) || £ D} (1)
Si utilizamos la definicién de la norma Lipschitz y que ||ul 4| ., < [lull (véase
el final de la seccién 1.1.1) obtenemos que

(x) < ||R

IN

N0, < 7o (B[] = o (B

O

En algunas ocasiones es posible obtener un resultado analogo a la Proposi-
cién 2.11 para la composicién T o (Sy,. .., Spy).
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Proposicién 2.12 Sean 1 <p<oo, T € L(X1,...,Xm;Y) y S; € L(W;, X;)
con 1 < i < m. Si el operador m-lineal S € L (W1,..., Wy X1®z -+ ©2 X,p)
definido como

S(wl,...,wm) =S e - ®8,u™

es p-sumante, entonces
TO(Sl,...7Sm)

es p-sumante y [T o (S, Sw)ll,., < IT] - IS

5P —

8,p°

Demostracién:
Por el Teorema 1.7 tenemos que T induce el operador lineal continuo

T X1&p - & X — Y

tal que 77 (2! ® -+ - ®@a™) = T (2',...,2™) y tal que HTLH = ||T||. De esto
ultimo es inmediato que

To(Sl,...,Sm)ETLoS.

Por lo tanto, por la Proposicién 2.8 tenemos que T o (S1,...,S,,) es p-sumante
y
ITo (St s 8mlls, = [T508],,
< T 1S,
= 7115, .
O

Al igual que sucede con otras clases de operadores multilineales, por ejem-
plo con los compactos y los débilmente compactos, los operadores multilineales
p-sumantes cumplen la siguiente propiedad:

Proposiciéon 2.13
Sean 1 < p<ooym > 2. 5T : Xy x---xX,, =Y es un operador

m-lineal p-sumante, entonces para todo r € {1,...,m — 1}, para cualesquiera
1<y < -+ < i, <m y para cualesquiera z'* € X;, con k = 1,...,r, el
operador (m — r)-lineal®

T [ajil,...,xiT]
es p-sumante y HT [xh’ e ,xir] H&p < ||T||37p . ||xz1 H e ||erH

Demostracién:
Primero probaremos el caso r = 1.
Sean iy € {1,...,m} y 2 € X,,.

5En la seccién 1.1.2 se define la aplicacién T [acl, cee ac’"].
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Si 't = 0 entonces T [xil] = 0 y claramente el operador multilineal cero es
p-sumante. Supongamos que z'! # 0.

Seann € Ny uy,...,u,,vy,...,v, € X1X ] XX

Entonces utilizando que T es p-sumante tenemos que

n 1/p
i (ol a7 [ain] (o2 ] o) ||
(;HT[x 1] (ull, L,y ) T[xl} (vll, 2,0, ) )

n
= (ZHT(U},...,:C“,...,UT) fT(vil,...,:vil,...,v;")||p
i=1

n
<7, - sup <Z|<p(uzl,...,x“,...,u;”) —@(v},...,xil,...,vrﬂp
i=1

n l/p
= HTHs’p - sup <Z ‘gﬁ [:c“] (u,l, hﬂ,ul") —p [:17“] (vil, [“],v:") p) = (%).
i=1

Dado que ||¢ [2"]]| < ||2™ || para toda ¢ € Bg(x,.... x,,), tenemos que

1/p
p)

a(xl,[?.l.l,xm) :

() < IITll,,, - o] - sup (Z o (ud 1) = (o Bl o)
=1

donde el supremo se toma sobre todos los elementos ¥ € B

Por lo tanto T [z%] es p-sumante y ||T [2"] Hs’p <|ITl,,, - ||z |-

El caso m = 2 no es mas que el caso anterior ya que en esta situacion r tiene
que ser igual a 1. Entonces supongamos que m > 3 y que r > 1.

La demostracién en esta situacion se sigue del caso » = 1 y del hecho de que

T [a:il,...,xir] = (T [x“,...,x“‘l]) [a:“]
para cualesquierar € {2,...,m—1} y 1 <i; <--- < i, <m. O

Con el ejemplo que veremos a continuaciéon, quedaré probado que el reciproco
de la proposicién anterior no es cierto en general.

Ejemplo 2.14 En [CD, Ejemplo 3.2] se demuestra que el operador bilineal con-

tinuo
T: 61 X (2 — el

(z,y) +— (‘Inyn)nEN

no pertenece a la clase de los operadores bilineales fuertemente 1-sumantes®, a
pesar de que T [x] y T [y] si son absolutamente 1-sumantes para todo x € {4

6Definiremos esta clase en la siguiente seccién (Definicién 2.17).


http://mate.dm.uba.ar/~dcarando/stasummn-3.pdf
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y todo y € 3. Debido a que todo operador multilineal p-sumante resultard ser
fuertemente p-sumante” para todo 1 < p < oo, se tiene que el operador bilineal
T no puede ser 1-sumante, y por lo tanto el reciproco de la proposicion anterior
no es cierto en general.

Para finalizar esta subseccién, donde desarrollamos las herramientas elemen-
tales que necesitamos para el estudio profundo de los operadores multilineales
p-sumantes, enunciamos y probamos el llamado teorema de inclusién, que nos
muestra la relacién que existe entre los operadores multilineales p-sumantes y
los operadores multilineales g-sumantes cuando 1 < p < ¢ < oco.

Proposicién 2.15 (Teorema de Inclusién)
Sean X1,...,Xm,Y espacios de Banach y sean 1 < p < q < oo. Entonces

LP(X,.. ., Xm;Y) C LY Xy,..., X Y).

Mds atin, siT € LE (X1,..., Xm;Y) entonces [T, , < Tl

5, =
Demostracion:
SeaT € L2 (Xy,...,Xm;Y).
Seann € Ny wuh, ... uf ok ... vk e Xy conk=1,... m.

Observemos que si definimos

—-P

)\i = HT(Uzl,,’LLm) _T(vilw"vvzm)nqp
entonces

HT(u%,...,um) —T(Ul ...,vm)Hq: ||T()\1ull,,u;") —T(/\ivil,...,v;”)np

i i i

parat=1,...,n.
Ahora, de la igualdad anterior y del hecho de que T' es p-sumante, tenemos que

n 1/p
(Z ||T (u},ml”) —T(v},...,v?)”q>
i=1

n 1/p
(Z HT ()\iu}, ... ,uZ") -T ()\Z-vil, .. 71);”) Hp>
i=1

IN

n 1/p
HTHs,p + Sup (Z “P ()"Luzla v 7u£n) — ¢ ()‘ivz’lv cee 7’U7Tn) ’p)
=1

n 1/p
HT||S’p - sup (Z [Ail? ’(p (ull, o u:”) — (vil, . ,v{”) |p> (2.15)

i=1

"Este hecho se probara en la siguiente seccién (Teorema 2.19).
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Utilizando la desigualdad de Holder con los exponentes ﬁ y %, los cuales estan

bien definidos pues p < g, se tiene que
. 1/p
<Z il” [ (uds - ul) =0 (vi,.-.,vﬁ”)!’j
i=1
1
n P
< (Z |>\z"pqp>
i=1

para cada ¢ € Br(x,,....X,.)-
Luego, si sustituimos esta ultima desigualdad, en el lado derecho de (2.15),

1
q

n 1/q
. (Z |<p(u},,ul") —go(vil,...,v;””q)
i=1

obtenemos que

n 1/p
(Z HT (ull, .. ,u;”) -T (v2-17...,v;")’|q>
i=1

1_1
n m P g w
< T||S,p~<z|w—p e eur—vte- o |
=1

Finalmente, si sustituimos el valor de \; en esta desigualdad y luego simpli-
ficamos el resultado obtenido de esta sustitucion con el lado izquierdo de la
misma, tenemos que

n 1/q
(Z ||T (%177”;71) -T (Uil, .. ,v{”)”q>
i=1

n l/q
< ||y, - sup <Z|<P(U%,---7uzm) @(v3,~--,v§”)}q>
=1

y entonces concluimos que 1" € LI (X1,..., Xp; Y) y [Tl , < [Tl - O

Observacion 2.16 Es importante mencionar que las contenciones expresadas
en la proposicion anterior son en general propias. Sin embargo, serd hasta el
capitulo siguiente (Observacion 3.17) cuando estemos en condiciones de probar
este hecho.

2.2. Comparando la clase L7

En esta seccién recopilaremos las generalizaciones mas importantes que se
han hecho al caso multilineal del concepto de operador lineal absolutamente
p-sumante y veremos, en la medida de lo posible, las relaciones existentes entre
éstas y la clase de los operadores multilineales p-sumantes, el objeto principal
de nuestra investigacion.
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La intencién de esta seccién no sélo sera la de establecer la posicion de esta
nueva clase con respecto a las clases multilineales p-sumantes ya conocidas, sino
también con respecto a otras clases multilineales.

En la siguiente definicién reunimos las distintas nociones aparecidas en la li-
teratura generalizando el concepto de operador lineal absolutamente p-sumante.
Usaremos, en la medida de lo posible, la nomenclatura utilizada por cada autor.

Definicién 2.17 Consideremos m € N;1 < p < o0, Xq,..., X, Y espacios de
Banach y Hy,...,H,, H espacios de Hilbert. Diremos que:

o [Pie2] T € L(X1,...,Xm;Y) es absolutamente p-sumante si existe una

constante ¢ > 0 tal que para toda n € N y cualesquiera x7,...,x) en X; con

1 <5 <m se tiene que

(Eretn) s QL o

Denotaremos por LP (X1,..., X Y) o simplemente por LF_ al conjunto de
todos los operadores multilineales absolutamente p-sumantes.

Esta clase, segin algunos autores, aparece por primera vez en el trabajo de
A. Pietsch [Pie2] y ha sido estudiada por ejemplo por R. Alencar et al. en [AM],
por Y.S. Choi et al. en [CKMT]y por M.C. Matos en [Mat, Mat3].

o [Pie2] T € L(X1,...,Xm;Y) es p-dominado si existe una constante ¢ > 0
tal que para toda n € N y para cualesquiera x7},...,zJ en Xjconl<j<m se
tiene que

Y T (z},... =™ " " Com z !
ST (@t )
i=1 j=1

Denotaremos por LY (X1,...,X.n;Y) o simplemente por LY al conjunto de to-
dos los operadores multilineales p-dominados.

IN

(2.17)

w
p

Esta clase, igual que la anterior, aparece por primera vez en el trabajo de
A. Pietsch [Pie2] y ha sido estudiada por ejemplo por M.C. Matos en [Mat],
por Y. Melendez et al. en [MT] y por S. Geiss en [Geiss].

o [BPGV]T € L(X1,...,Xm;Y) es miltiple p-sumante si existe una cons-

. mn.;
tante ¢ > 0 tal que para toda sucesion (a:fj) " en Xj; con1 < j<m se tiene

ij=1
que

ni Nm 1/]7 m n w

5 J
(35 S pretemr) <o T1]() o

j ; " . i/ i5=1

i1=1 im=1 j=1 P
Denotaremos por LP, (X1,..., X Y) o simplemente por LP, _ al conjunto de

todos los operadores multilineales miltiples p-sumantes.


http://math.postech.ac.kr/~mathchoi/papers/2001_QJMath_CKMT.pdf
http://222.204.244.244/journals/MPRIA/1999/PA99I2/pdf/99210ai.pdf
http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link2.pdf
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Esta clase fue introducida de manera independiente por F. Bombal et al. en
[BPGV] y por M.C. Matos en [Mat2] (en este 4ltimo articulo con el nombre de
operadores multilineales completamente p-sumantes). Esta clase ha sido estudia-
da por ejemplo por D. Perez Garcia et al. en [Per, PV].

o [Dim]T € L(X1,...,Xm;Y) es fuertemente p-sumante si existe una con-
stante ¢ > 0 tal que para toda n € N y para cualesquiera x7,...,x), € X; con
1 <7 <m se tiene que

1/p

n 1/p n
(ZHT (Ill,,l‘;n)”p> < c-sup (Z}gp (:Ezl,,:czn)|p> (2.19)

donde el supremo se toma sobre todos los ¢ € Br(x, ... x,,)-

Denotaremos por [,’}s (X1,...,Xm;Y) o simplemente por L% al conjunto de
todos los operadores multilineales fuertemente p-sumantes.

Esta clase fue introducida por V. Dimant en [Dim].

e [BPR]T € L(X1,...,Xm;Y) pertenece al conjunto II, o L (X1,...,X;Y)
si el operador lineal candnico, T*, asociado a T pertenece al conjunto de los
operadores lineales absolutamente p-sumantes, esto es, si

TF €1l (X1Gr - ©rXm,Y) .
Esta clase fue introducida y estudiada por G. Botelho et al. en [BPR].

Recolectamos también las definiciones de otras clases de operadores multilineales
aparecidas.

o [Dwy/ T € L(Hy,...,Hy,; H) es Hilbert-Schmidt, si existe una base orto-

k _
normal (“j)j . de Hi con k=1,...,m, tal que

eJ
1/2
2
s = | D T (ug,ssu)| < 0.
JkE€JE
k=1,....m
Denotaremos por Lpgs (Hi,...,Hy; H) o simplemente por Lgs al conjunto

formado por todos los operadores multilineales Hilbert-Schmidt.
Esta clase fue definida por T.A.W. Dwyer III en [Dwy] y estudiada por F. Cobos
et al. en [CKP].

eTeL(Xy,...,.Xm;Y) es compacto si el conjunto
T (Bx,,..-,Bx,,)

es relativamente compacto en'Y .

Denotaremos por I (X1,...,Xm;Y) o simplemente por IC al conjunto formado
por todos los operadores multilineales compactos. Esta clase aparece por ejemplo
en el trabajo de A. Pietsch [Pic?].


http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link2.pdf
http://dmle.cindoc.csic.es/pdf/COLLECTANEAMATHEMATICA_2003_54_02_02.pdf
http://www.udesa.edu.ar/files/img/Dto-Matematica-y-Ciencias/Documentos/DOC24-PDF.PDF
http://www.udesa.edu.ar/files/img/Dto-Matematica-y-Ciencias/Documentos/DOC24-PDF.PDF
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
http://projecteuclid.org/DPubS/Repository/1.0/Disseminate?view=body&id=pdf_1&handle=euclid.bams/1183533029
http://projecteuclid.org/DPubS/Repository/1.0/Disseminate?view=body&id=pdf_1&handle=euclid.bams/1183533029
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Observacién 2.18

En cada una de las obras citadas anteriormente se puede encontrar que para las
clases LP,, LY conm < p, LP y /JI;S el infimo sobre todas las constantes c’s
que satisfacen la desigualdad (2.16), (2.17), (2.18) y (2.19) y que denotaremos
Por | T s s 1T N g p s 1T s ¥ I TNl 45, TeSPECtivamente, es una norma con la
cual el respectivo espacio resulta ser Banach.

En el caso de la clase Lys, en [Mat2] se demuestra que el valor de ||T| 4q
es independiente de las bases ortonormales (u?)jejk
k=1,...,m. Ademds, esta clase resulta ser un espacio de Hilbert con la norma
Il rg > la cual estd definida por el producto interno

(S8, T) := Z <S(u}1,...,u}’fn),T(ujl-l,...,uyjn»H,

ik €Jg
k=1,....m

donde S,T € Lys (Hy,...,Hpy; H).

escogidas en Hy, donde

A continuaciéon presentamos la relacion entre las clases de operadores multi-
lineales definidas previamente y los operadores multilineales p-sumantes. Recor-
demos que esta tltima clase la denotamos por LP (Xi,...,X,,;Y) (véase la
Definicién 2.1).

Teorema 2.19 Sean m € N1 <p < oo y X1,...,Xm,Y espacios de Banach.
Si L™ denota el espacio L(X1,...,Xm;Y), entonces se cumplen las siguientes
inclusiones:

2)
C Lr (X1, XmY)

ACHS (Xl, cee ,Xm;Y)

3)

C Ldp(Xl,...7Xm;Y)
Lr (Xla---7X7n;Y) c Lm
c C L (X1, Xm;Y)

II,oL(X1,....,.Xm;Y) @
C L (Xq,..., Xm;Y).

La inclusion (1) es vdlida cuando los espacios X1,..., X, Y son espacios de
Hilbert reales. Las inclusiones (2), (3) y (4) son ciertas cuando toda forma multi-
lineal o € L(X1,...,Xm) es absolutamente p-sumante, mp-dominada y miltiple
p-sumante respectivamente®. Las demds inclusiones son ciertas para espacios de
Banach arbitrarios.

8 A diferencia de los operadores multilineales p-sumantes (véase los Ejemplos 2.4), no siem-
pre se cumple que toda forma multilineal resulta ser absolutamente p-sumante, p-dominada o
multiple p-sumante.


http://dmle.cindoc.csic.es/pdf/COLLECTANEAMATHEMATICA_2003_54_02_02.pdf
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Demostracion:
La inclusién L? (Xy,..., X Y) C LY, (X1,...,Xm;Y) es inmediata de las
definiciones de las clases involucradas. Mas aun, se tiene que

||T||fs)p S ||T||s7p

para todo T € L? (X1,...,Xm;Y).
A continuacién probaremos que I, 0 £ (X1,...,X,,;Y) C L2 (X4,..., X} Y).
Sea T € II, 0 L(X1,...,Xm;Y). Por definicién tenemos que

TF eIl (X1®r -+ @ X, Y) .

Ahora, recordando que T denota el operador lineal ﬁ7 por la Proposiciéon 1.12
se tiene que el operador lineal

A

T: 09 (X10r QX)) — 6, (Y)

L
(wn)neN — (T (w"))neN
es continuo y HT H = 7, (T'*). Finalmente como el operador lineal continuo 7
restringido al conjunto D}’ (X1,..., X,) es una funcién Lipschitz tal que
[ < |7,
D;U(le-me) Lip

véase el final de la seccién 1.1.1, por la Proposicién 2.5 obtenemos que el ope-
rador multilineal T' € L2 (Xy,..., X;n;Y) y

||T||s,p < Tp (TL) !

A continuacién demostraremos la contencién (4). Esto es, veremos que si toda
forma multilineal ¢ € £ (X1, ..., X,,) es miltiple p-sumante entonces se cumple
que

L8 (X, ..., Xm;Y)C LP  (Xq,..., X0 Y).

La demostracién de las contenciones (2) y (3) es andloga a ésta.
Supongamos que L8, (X1,..., Xm; K) = L(X1,..., Xm).

De la definicién de [|-[],,,, ,, se tiene que

el < lllms p

para toda p € L2 (X1,..., Xm;K) = L(X4,..., Xn).
Luego, el operador lineal

v: LP (Xy,...,. Xm;K) — L(X1,...,Xn)

¥ — ¥
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es un operador biyectivo y continuo entre espacios de Banach y entonces por el
teorema de la aplicacién abierta, tenemos que existe M > 0 tal que

1Pllmsp < M - [lol] (2.20)

para toda ¢ € L (Xq,...,Xm).

SeaT € LP(X1,...,Xm;Y). Veamos que T € L2 (X1,..., X\ Y).
E\Tk

Sea (w7, );, _y

Ahora, consideremos las siguientes [];" , 7 sucesiones que constan de un ele-

mento en X X --- X X,

{(x},7x71”)},,{(z}v,xfn)},,{(x},l,,xﬁn)}

una sucesion en X con 1 < k <m.

conl<i; <ry,...,1 <ty <.

Si definimos para i =1,...,a:=[[}—, &,
(u%,,u{”) = (x%,,xi”),,(u(lx,,ugl) = (x%l,...,xffn)
(vf,...,0") =0,

tenemos que

S )
> )

i1=1 im=1

@ 1/p
(_ZHT(uz,...,umT(;,..., nu)
@ 1/p
||T||87p - sup (Z - ) — (vil, e ,v}”)|p>
1 Tm 1/p
I, - sup<Z S e (- M’)

i1=1 i =1
= (%)

Si utilizamos que toda forma multilineal es multiple p-sumante y la desigual-
dad (2.20), obtenemos que

IN

w
(*) S ||71||S D - Sup ||g0||ms N H H 119:1 ’p
S ||T||sp H H Zk 1= 1H
Por lo tanto, T pertenece a L2, (X1,...,Xm;Y).
Finalmente, veamos que si Hy, . .., H,,, H son espacios de Hilbert reales entonces

[:Hs(Hl,...,Hm;H) CEIS)(Hl,...,Hm;H).
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SeaT € Lys (Hy,...,Hp; H).

Entonces existe una base ortonormal (uf) de Hy, donde kK =1,...,m, tal

JE€Jk
que ||T']| ;¢ < 0. Afirmamos que la aplicacién

T()Z H—>£HS(H1,'~';HM;R)a

definida como Tj (y) (acl, . ,xm) = <T (xl, ... 7ar:m) ,y>H7 es un operador lineal
Hilbert-Schmidt. Es inmediato de la definicién que T es un operador lineal
continuo.

Ahora, Tj es Hilbert-Schmidt ya que

1Tollgs = 1Tl g < o0.

En efecto, para cualquier base ortonormal (v;),.; de H se tiene que

icl

2
1Toll s

ST @i)l3rs

iel

= 3 3 |Tow) (ud,euw)|

i€l jrpedy
k=1,....m

2

= Z Z ’<T(u}1,...,u?:n),vi>H’
i€l jp€Jdy
k=1,....m

2
= Y Y [T W) v

ix€J i€l
k=1,....m

= > T Ggu)

Jk€JL
k=1,....,m

2
= Tlks-

‘ 2

Entonces, como el operador lineal adjunto de un operador lineal Hilbert-Schmidt
es Hilbert-Schimdt, el operador T : Lys (Hi,...,Hn;R) — H es Hilbert-
Schmidt y por el Teorema 1.25 concluimos que T es un operador lineal abso-
lutamente p-sumante.

Por otro lado, si definimos

AZHlX"'XHm—>[,Hs(H1,...,Hm;R)

como A (z',...,z™) = (x',-), -~ (z™,-) , es inmediato que esta aplicacion
es un operador m-lineal continuo (de hecho ||A|| = 1), el cual satisface ademds
que

T="T;oA. (2.21)
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Esta tltima igualdad es porque para u € H y ¥ € Hj, con k = 1,...,m, se
tiene que

<T8‘ (A(wl,...,mm)),u>H = <A(x17...,acm),T0 (u)>HS

- Z <A(x1,...,xm)(u}l,...,u;’fn),Tg(u)(ujll,...,ugn/)>R
= Z <x1,u}1>Hl~~~<xm7u?;>Hm<T(u;1,,._7u§l),u>H
= (T (z%...,2™) u),, .

H

Por lo tanto, de la igualdad (2.21), del hecho que Tjf es lineal absolutamente
p-sumante y de la Proposicién 2.11, concluimos que T' € LP (Hy, ..., Hy; H).

O
Observacion 2.20
En general no es posible comparar la clase L2 (X1, ..., Xmn;Y) y la clase
K(X1,...,Xm;Y). Mas adelante en la Observacion 3.16 demostraremos esto.

Observacion 2.21

En la contencion Lys (Hy,...,Hpn; H) C L2 (Hy,...,Hy; H) se tiene la si-
guiente relacion entre la norma ||| ;g y la norma |||,

Por la igualdad (2.21) y por la Proposicion 2.11 tenemos que

1T, < mp (T5) - Al = 7p (T5) (2.22)

5P —

para toda 1 < p < oo .
Si 1 <p <2, entonces por (2.22) y por la Proposicion 1.25 tenemos que

< m(Ty)
< Ko |T5llgs = Ka - [ Tollgs = K - 1Tl gs -

1T,

En el caso cuando 2 < p < 0o, por (2.22) y por la Proposicién 1.25 tenemos
que

IN

™ (15)

1751 s = 1Toll s = 1T s -

1Tl

IN

Una caracteristica que comparten los operadores multilineales absolutamente
p-sumantes (£?,), los multiples p-sumantes (L£P ) y los p-dominados (L) es
que, a diferencia de los operadores multilineales p-sumantes (L), para éstos
no siempre se tiene que toda forma multilineal es absolutamente p-sumante,
multiple p-sumante o p-dominada. Esto nos dice que en general la clase L2 es
distinta a las clases L2, LP —y Lh.

as?
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o L7 (s, 0;K) # LP_ ({3, 05;K) para todo p > 2.
La forma bilineal continua

¢I £2X€2 — K

(:17, y) — (LU, y>£2

no es absolutamente p-sumante para ningin p > 2 (véase [CD, Seccion 4]), sin
embargo esta forma bilineal continua es p-sumante para todo p > 2 ya que
cualquier forma bilineal continua lo es (véase los Ejemplos 2.4).

o LP(4y,01;K) # LP, . (¢1,¢1;K) para todo p > 2.

En [PV, Teorema 3.6] se demuestra que dado p > 2 existe una forma bilineal
continua p: ¢1 X {1 — K que no es multiple p-sumante, sin embargo toda forma
bilineal continua es p-sumante para todo p > 2.

o LT (ly,ls;C) # LY (s, ls; C) para todo 1 < p < oo.
La forma bilineal continua
¢: lyxly —> C
(z,y) — Yoo ti-Ti-yi,

donde (t;), oy Pertenece al espacio £2 pero no a {1, no es p-dominada para ningtin
1 < p < oo (véase [MT, Pag. 208]), sin embargo ésta es una forma bilineal
p-sumante para todo 1 < p < oo.

La contencién Lrs C L2, presentada en el Teorema 2.19, en general es propia.
o Ls (U, 0a;R) C LP ({3, 05;R) para todo 1 < p < oco.

La forma bilineal
@ : 62 X £2 — R
(Ll?, y) — <£L’, y>£2 ’

la cual es totalmente p-sumante para toda 1 < p < oo , no es Hilbert-Schmidt

pues
Z |¢(ei,€j)|2221200.

i,jEN kEN
A continuacién veremos que cuando toda forma multilineal es Hilbert-Schmidt,
la contencién anterior no puede ser propia para ningiun 1 < p < oc.

Proposiciéon 2.22 Sea m € N y sean Hy,..., H,, espacios de Hilbert reales.
Lo siguiente es equivalente:

(i) Lus(Hy,...,Hp;R)=L(Hy,...,Hpy).

(i) Lys(Hy,...,Hy; H) = L2 (Hy,...,Hy; H) para todo 1 < p < oo y para
todo espacio de Hilbert real H .

(i) Lrs (Hi,...,Hyn;H) = L2 (Hy,...,Hpn; H) para algin 1 < p < oo y para
todo espacio de Hilbert real H.


http://mate.dm.uba.ar/~dcarando/stasummn-3.pdf
http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link1.pdf
http://222.204.244.244/journals/MPRIA/1999/PA99I2/pdf/99210ai.pdf
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Demostracién:
(i) = (i) Sean 1 < pg < oo y Hy espacio de Hilbert real arbitrarios. Por la
contencién (1) del Teorema 2.19 tenemos que

Lo (Hy,..., Hys Ho) © L2 (Hy, .., Hypi Ho)
Ahora, en [Per, Teorema 4.2] se demuestra que
£P (Hy,...,Hp H) = Lys (Hi, ..., Hy; H) (2.23)

para todo 1 < p < oo y para todo espacio de Hilbert H (real y complejo). Luego,
utilizando esta igualdad con H = R y p = pg, asi como la hipétesis tenemos que

L (Hy,...,Hy,;R)=L(Hy,...,Hp)
y entonces por la contencién (4) del Teorema 2.19 obtenemos que
LY (Hy,...,Hy,; Hy) C L2 (Hy,...,Hy; Hp).
Finalmente, de la igualdad (2.23) con p = pg y H = Hy concluimos que
LP (Hy,...,Hpn; Hy) C Lyg (Hy,...,Hpy; Hy) .

(i1) = (4i7) Es inmediato.
(#4i) = (i) Esto se sigue tomando H = R y recordando que toda forma multi-
lineal es p-sumante para cada 1 < p < co (Ejemplos 2.4). O

2.3. La clase £? desde un punto de vista tensorial

2.3.1. Un poco de historia

Para algunos autores, el concepto de producto tensorial aparece por primera
vez en Anadlisis Funcional a finales de los afios 30’s, en el trabajo de Murray
y John Von Neumann sobre espacios de Hilbert. En 1950, R. Schatten [Sch]
comenzd con el primer estudio sistematico de normas definidas sobre el producto
tensorial entre dos espacios de Banach, siendo, la tesis de A. Grothendieck [Gro)
de 1955, la que finalmente sentaria las bases y mostraria la importante conexién
que existe entre las normas tensoriales y la teoria de espacios de Banach.

Para 1970, S. Chevet [Che] y P. Saphar [Sap| introducen nuevos ejemplos de
normas tensoriales (en ese tiempo s6lo se conocian la norma inyectiva y la norma
proyectiva, introducidas por A. Grothendieck en su tesis doctoral), las cuales,
resultarian ser el vehiculo preciso para unir la teoria de las normas tensoriales
con la teorfa lineal de los operadores absolutamente p-sumantes®.

9En [Ryanl, Capitulo 6] puede encontrarse la definicién de las normas introducidas por
S. Chevet y P. Saphar, asi como la relacién existente en estas normas tensoriales y la clase de
los operadores lineales absolutamente p-sumantes.


http://www.escet.urjc.es/~matemati/david/link7.pdf
http://ia331304.us.archive.org/2/items/theoryofcrossspa030401mbp/theoryofcrossspa030401mbp.pdf
http://books.google.com.mx/books?id=7xRlVTVSNpQC&printsec=frontcover&dq=Introduction+to+tensor+products+of+Banach+spaces
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El objetivo de esta seccién serd el de mostrar que es posible generalizar, al
caso de productos tensoriales entre méas de dos espacios de Banach, las normas
tensoriales introducidas por S. Chevet y P. Saphar en 1970, de tal manera que
esta generalizacién, al igual que en el caso lineal, resultara ser el puente que una
la teoria de las normas tensoriales de orden mayor que dos con la teoria de los
operadores multilineales p-sumantes.

2.3.2. Una generalizacion de las normas Chevet-Saphar

Aunque existe bastante literatura acerca de la teoria de normas definidas so-
bre el producto tensorial entre dos espacios de Banach (véase por ejemplo [DF]),
el caso de normas tensoriales definidas sobre el producto tensorial entre méas de
dos espacios, ha sido menos estudiado. En [Flol] (véase también [Flo]), se ha
comenzado a generalizar las definiciones bésicas y los conceptos elementales de
la teoria de normas tensoriales de orden 2 al caso de normas tensoriales de orden
arbitrario, por lo que la definicién que utilizaremos a continuacién se ha tomado
de ahi.

Definicién 2.23 ([Flol, Definicién 1.2])

Diremos que B es una norma tensorial de orden m si asigna a cada m-ada
de espacios de Banach (Xi,...,Xp), una norma B(- ;X1,...,X;m) sobre el
espacio vectorial X1 ® --- ® X, (denotaremos por X1 @g --- ®g Xy, al espacio
X1 ® - ®X,, con la norma ), tal que se cumplen las siguientes condiciones:

1. B es una norma razonable, es decir, € () < B () <7 (-), donde e(-) ymw(+)

son la norma inyectiva y proyectiva respectivamente.'”

2. [ satisface la propiedad de la aplicacion métrica: Si u; € L(X;,Y;) para
it =1...,m, entonces

lur @ @um: X1 ®g - @ X — Y1 ®p -+ ®g V|| < [Jual -+ [[uml]]-

A continuacién definiremos la norma que nos permitird relacionar la teoria de
normas tensoriales de orden arbitrario con la teoria de los operadores multi-
lineales p-sumantes.

Consideremos m € Ny p,p’ € [1, 0] exponentes conjugados.

Si Xq,..., X, Y son espacios de Banach y £ € X; ® --- ® X,;,, ® Y entonces
definimos

dsp (€) = inf H(“zl Q@ QU —v R ®v{”):—;1Hp, ||(yz)?:1||;

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de £ de la forma

&=

K2

(Ul @ @U@y —v @ V" Ry)
1

n

10En la seccién 1.2 pueden verse las definiciones de la norma proyectiva e inyectiva.


http://books.google.com.mx/books?id=ECSUvWFxJykC&printsec=frontcover&dq=Tensor+Norms+and+Operator+Ideals
http://www.mathematik.uni-oldenburg.de/preprints/get/source/ext.pdf
http://www.mathematik.uni-oldenburg.de/preprints/get/source/symm-r.pdf
http://www.mathematik.uni-oldenburg.de/preprints/get/source/ext.pdf
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y la sucesién (u} @ - @ul" — v} ®--- @), se estd considerando como un

elemento del espacio £3 (X1®r -+ @ Xipy).

n
i=1

Proposicién 2.24 Si 1 < p < oo entonces ds, es una norma tensorial de

orden m.
Demostracién:
Sean X1i,..., X, Y espacios de Banach. Primero probaremos que

(&) <dsp (€) (2.24)
paratodo £ € X1 ® - - ® X,, ®Y.

Sea £ un elemento de X1 ® --- ® X, ®Y.
Consideremos una representacién de € de la forma

n
(e eu ey —v e v @y). (2.25)
i=1

Entonces para todo x}, € BX; conk=1,...,myy" € By~ tenemos que

(2T @ @2, @y") (§)]

= D0 [ (ud) e, @)yt () — 2 (o)) g, () Y (yz')]‘
i=1
= D[t (u) e, ) =2t (o)) 2, )] v ()
znzl
< |27 (ug) - () = a7 (07) -2, ()] lwill = (+).
i=1
Si definimos por Grzznt X1 X o x Xy — Koala forma m-lineal tal
que @gpr..ox (z',...,2™) = x} («') -2}, (#™) y utilizamos la desigualdad

de Holder, obtenemos que

n
(6) = D |0ty (Wl ) = Paonas, (0,07 Iyl
=1
< || ot (st = P, (o) 1D,
P
1 m 1 m\" w n s
< (u2®®uz -V, Q- QU )1':1 o ||(yl)z:1||p
luego,

n

w
(@ e ooy @ <@ o ou—vie-ou) | Iw)Ll;.
Por lo tanto, si tomamos el supremo sobre los z; € X y y* € Y* en la de-

sigualdad anterior obtenemos que

n

c@<|@eeur—vie-av),| lwil,
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Finalmente, tomando el infimo sobre todas las representaciones de £ de la for-
ma (2.25) concluimos que € (§) < ds , (§).

Ahora, probemos que ds;, (-) es una norma sobre X; @ --- ® X,,, Y.
(i)SiEeX;® -1 X, ®Y, veamos que

dsp () =0 y dsp (§) =0 E=0.

De la definicién de d;  (-) es inmediato que ds () > 0y que si £ =0 =
dsp(€) =0.Sidsp () =0, por (2.24) tenemos que € () = 0 y entonces & = 0
pues €(+) es una norma.

(#4) Veamos que si A€ Ky € X1 ® - ® X;, ® Y entonces

ds,p ()‘5) = ‘/\| ds,p (5) .

El caso A = 0 es inmediato. Supongamos que A # 0.
Consideremos una representacién de ¢ de la forma (2.25). Entonces,

D luioul®\y) —vf @ @u]" @ (Ay)]

i=1
es una representacion de A¢ de la forma (2.25). Luego, por la definicién de
ds p (X&) se tiene que

09 < e our =o)L | 10w
= N|we - eu —veeou)| el

Si tomamos el infimo sobre todas las representaciones de ¢ de la forma (2.25),
obtenemos que
dsp (AE) < [A[dsp () -

Ahora, si utilizamos esta ultima desigualdad se tiene que

dop (€) = dsy NNE) <INV dsp (AE)

por lo tanto, ds , (AE) = |A] dsp ().
(#i7) Probemos que si £1,& € X1 ® --- ® X,,, ® Y entonces

ds,p (51 + 52) < ds,p (51) + ds,p (52) .

Probaremos solo el caso cuando 1 < p < oo, los casos p =1y p = oo se siguen
de manera analoga haciendo las modificaciones obvias.
Cuando tenemos que & = 0 o & = 0 la prueba es inmediata.
Entonces supongamos que £1,&s # 0 y consideremos € > 0.
Si utilizamos la definicién de ds, (£1), tenemos que es posible encontrar una
representaciéon de & de la forma

ny

Z (Ui, @ QUYL @1 — 0y @ @ @ Fin)

i=1
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tal que

~1 ~m ~1 ~m
H(ui,1®"'®ui,1 _1}1',1@""@1’11>Z 1

@0 < da 62) +

Observemos que H(g“)?:ll H: > 0 ya que & # 0. Ahora, definamos

1@,

o= 7p >0
( syp(fl) + 5)
y
E ._ & ~k k. b1x =k -1 =
Upq i= Q7 gy, vipr=attt Uy Y=o i

donde 471, es la delta de Kronecker, 1 <i<mn; y1<k<m.
Entonces tenemos que

ni

(i@ @ul @y — vl @@V @yin)

i=1

es una representacion de &; que satisface que

n w € 1/17/
|@hiewup ot e wu)™ | < (4 )+ 5) (2.26)
P’
y
1/p
[l < (den €)+5) (2.27)
Anélogamente existe una representacién de & de la forma
na
D (Ui ® O ulh ®yia — v, @ © U O yi2)
i=1

tal que

n2
=1

1 m 1 m w € 1/p'
H(ui,2®"'®ui,2 — 0, @ @) (dw (&) + 5) (2.28)
p’

[vi2)i2 ||, < ( o (&) + )l/p. (2.29)

Luego, si para cada i € {1,...,n; + na} y k € {1,...,m} definimos u¥ v¥ y y*
€omo

k {ui@ sil§i§n1
u; =

v Uimny,2 sing +1 <4 <np+no
v¥ y y¥ se definen de manera aniloga, entonces se tiene que

ni+nz
Yo (e euey - e eu"oy)
=1
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es una representacion de &1 4 &5 para la cual se tiene que

ni+na

S o (e o)~ (e w )
i=1

’

z* (Ui71®"'®um) -z (Uz‘l,1®"'®vf11)‘p

)

’

n2
+ ZW (uia @ @uy) —z* (v}, @ @vfy)|"
=1

< dsp (&) +dsp(&2)+ € por (2.26) y (2.28)

para todo x* € B(X1®7r-~®,rxm)*' Luego,
[ e our—vteou) ™| < @ @) +dup (€) + 917
(2.30)
De manera similar, utilizando (2.27) y (2.29) se tiene que
H( Dty " LS e (60) +dap () + " (2.31)

Por lo tanto, de la definicién de ds p (§1 + &2), de (2.30) y (2.31) se tiene que

ni+na

dsp(é1+ &) < H(u}®~-~®u§”—v3®~-~®u§”)i:1

dsp (§1) +dsp (§2) + €

w S
o
D p

IN

y como e fue arbitrario concluimos que d, ,(-) satisface la desigualdad del tridn-
gulo.
Probemos que

dsp (&) <7 (§)
paratodo £ € X1 ® - - ® X,, ®Y.

Sea £ € X1 ®---®X,, ®Y y consideremos una representacion de £ de la forma
n

duje-ou @y (2.32)

i=1

observemos que cada elemento diagonal u} @ -+ ® u™ ® y; puede escribirse de
la forma

U@ Qul'RYy; —0®---0®y;
luego, de la definicién de d; p (uzl XU yl) tenemos que

dp (uf ® - @u" ®Y;) |ul @ @u" = 0@ ®0®y

w s
° Nl

IN A

Jad ]+l ]l

paracadai=1,...,m.
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Entonces, por la desigualdad del tridngulo y esta ultima desigualdad, se tiene
que

ds,p (5) = ds,p (Z ull - uzn ® yz>
=1

< st,p (uf @ ®@u" @ y;)
i=1

< ST el
i=1

Por lo tanto, tomando el infimo sobre todas las representaciones de £ de la
forma (2.32) concluimos que d; , (§) < 7 (€).

Por tltimo, probemos que d; , satisface la propiedad de la aplicacién métrica.
Sean u; € L(X;,W;)dondei=1,..., myveL(Y,Z).

Sea £ € X1 ® -+ ® X,, ® Y y consideremos una representacion de éste de la

forma
n

Yo wutoy—vle- - ouoy). (2.33)
=1
Como

> (0] @48 o () 0 )~ (o) @+ @ 0, () 90 (1)

es una representacion de (u1 ® - @ Uy, @) (§) en W1 @ --- @ Wy, ® Z, de la
definicién de ds , (41 ® - - @ Uy, ® ) (§)) tenemos que
dsp (11 @+ @ um @ v) (§))

< @) @ @ @) I @

7’:1H !
p

1 m\" w n s
<l - ol (o @+ @) | @R

|
p
Si en la desigualdad anterior tomamos el infimo sobre todas las representaciones
de ¢ de la forma (2.33) obtenemos que

dsp (U1 @ -+ @ um @) (€)) < fluall -~ [Juml] - [Jo]l - dsp (§) -
Por lo tanto ds, satisface la propiedad de la aplicacién métrica. O

Dado que en general el espacio normado X1 ®q, , ++* ®q
completo, denotaremos por

Xm ®q,, Y no es

s,p

a la completacién de este.
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2.3.3. Relacion entre la clase £ y la norma tensorial d,,

Para poder mostrar la manera como se conectan la clase £? y la norma
tensorial ds ,, necesitamos primero demostrar el lema auxiliar siguiente.

Lema 2.25 Sean 1 < p < oo , X espacio de Banach y x* € X*. Entonces para
cada € > 0 existe . € X tal que

o (w) = 2"y lzll < L+ o)l
Demostracion:
Si * = 0 entonces claramente x. = 0 es el vector requerido.
Supongamos que x* # 0. Entonces existe ** € X** con ||2**|| = 1 tal que

™ (@7) = =7

Ahora, por el teorema de Helly (véase [DJT, Lema 8.15]) tenemos que si € > 0,
entonces existe z. € X tal que

et (T) =2 (2%) vy |Z) < (X +e) [
Entonces

" (Z) =27y [Ef<1+e

. . -1 .
Por lo tanto, si definimos z. := ||2*||"”" Z. tenemos que

—1
o (z) = [lz"1" vy llzll < A+l

O

Dado ¢ € (Xﬁ??,r e ®ﬂXm®7TY)*, denotaremos por T¢ € L(X1,..., XY ") a
la imagen de ¢ bajo las isometrias canénicas

L

(X18r - @ X @rY) = L(X1, o X, V) = L (X1, X3 V),

de hecho, este operador multilineal est4 definido como
Tg(x17...,xm)(y):C(m1®---®xm®y). (2.34)

Andlogamente, dado T € L (X,..., X;n;Y™), denotaremos a la imagen de T
bajo las isometrias canénicas anteriores por (r € (X1 Qp - ®ﬂXm®7TY)* , esto
es, (7 es la funcién definida como

¢r (Zw%®~-~®x;”®yi> =ZT(x},...,x;") (ys) -
i=1 i=1

Debido a que (X1 ®ds,p . ®ds,pXm®ds,pY)* es un subespacio lineal del espacio
(X1®7r e ®ﬂXm®,rY)*, esto gracias a que dsp, () < 7 (-), tenemos que a toda


http://books.google.com.mx/books?id=pHqyRSdgVTsC&pg=PR5&dq=Absolutely+Summing+Operators
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funcional lineal ¢ continua sobre X7 ®dp . ®dp Xm®de, le podemos asociar el
operador multilineal T mencionado anteriormente.

A continuacién probaremos el teorema principal de esta seccién. Este nos dice
que los operadores multilineales p-sumantes son exactamente aquellos, cuyo fun-
cional lineal asociado (7, resulta ser continuo cuando consideramos sobre el
producto tensorial la norma ds ;.

Teorema 2.26 Sean 1 < p < 00, X1,..., X, Y espacios de Banach y  una
funcional lineal sobre X1 ® --- ® X, ® Y. Entonces tenemos que

e (X1®dsyp Qg Xm®dspr)* sty solo si T, € Eé’/ (X1,..., Xm; Y.

S,P

Ademds, en este caso ||C|| = ||T¢|l, -
2

Demostracion:
=) Supongamos que ¢ € (X1®d5’p e ®ds’pXm®ds)PY)*.
Entonces para todo £ € X1 ® --- ® X,,, ® Y se tiene que

IS < ¢l ds p (€) -

Seann € Ny uf,...,uf vF ... vF € X} con k=1,...,m. Dado que para cada

1 <4 < n se tiene que

Te (ui

R

Lut) = Te (v, ... 0) €Y7,
por el Lema 2.25 tenemos que dado € > 0 existe y.; € Y tal que

T (U’Ll7 s 7u;n) (yE,i) -1 (Uila e 7”?) (ye,i)
= ||T¢ (ul,...,u") = T (v) ..., 0)") Hp/ (2.35)

lyeill < (1+4€) HTC (uzl,,u:”) - T (vil,...,vlm)Hp -t

Ahora, de esta tltima desigualdad y del hecho que p y p’ son exponentes con-
jugados se tiene que

n 1/p
[Wei)iza |l < (1 +¢) (Z e (uf,. .., u) = Te (v}, ..., oM)|” ) (2.36)
i=1
cuando 1 < p < oo y se tiene que

[(ye)ics ||, <1 +e (2.37)

cuando p = oo.
Entonces utilizando (2.35), (2.34), el hecho de que la funcional ¢ pertenece al
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espacio (X1®d57p . ®ds,pXm®dS,pY)* y la definicién de la norma ds () obte-
nemos que

SONTe (wfs - ug™) = Te (o), o) |
=1
n
= S [Te (ubyo ™) We) = Te (vF, o 0) (9e)]
1=1

= §(Z(u}®~-~®u?®ye,i—vz~1®-~-®vim®ye’i)>

i=1

n

< Kl dsp (Z (u%®~~®u?®ymv3®~~~®v£”®ye,i)>
=1

n

=1

Sl 239

p’

< K@l e eur—vteun)

Utilizando en (2.38) ya sea (2.36) cuando 1 < p < 00 0 (2.37) cuando p =0 y
luego simplificando la desigualdad resultante, obtenemos que

n 1/p’
(Z ||TC (%17 .. 7u;") — T (vil7 .. ,vZ")Hp >
i=1

< KIa+o e ou —vie- o)

n
i=1

‘p’ .
Por lo tanto, si € — 0 tenemos que Tp € L2 (X1,..., X, Y*) y 1Tl < S
<) Supongamos que T, € Ei‘;' (X1, o, X Y.

Es suficiente probar que ¢ es continua sobre X1 ®q, , -+ ®a, , Xm @4, , Y y que

1K < NI Tell, -

Sea{ € X1 ®---® X,, ®Y y consideremos una representacion de £ de la forma
Sule - ou'ey —v e @ oY) . (2.39)
i=1

Entonces, recordando que T¢ (ml, . ,xm) (y) =¢ (:vl R "R y) tenemos
que

@O = Do ouey) (e v )
i=1
= ZTC (uz’ ) Uj ) (yl) —T¢ ('Uzlﬁ » U4 ) (yl)
i=1

IN
lng
—_

—
A3
—~
g
S
£
N
~—
I
A
—~
<
S
<
N
~—
~—
—~
&
=

') = Te (v o) || il

IA
i

5

=
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Luego, utilizando la desigualdad de Holder y la hipdtesis obtenemos que

n 1/17/
€] < (ZHTg(u},...,u;ﬂ)Tc(vi,--.,vZ”)H”) AClyal)izall,,
i=1
< el - oo vl o o) @)l

Por lo tanto, tomando el infimo sobre todas las representaciones de £ de la
forma (2.39) concluimos que

SO < NTellyp - dsp (€)

y entonces ( € (Xl ®Qd, , "+ Bdyp Xm D, , Y)* y <l < ||TC||5,p/ . U

A primera vista podriamos pensar que la caracterizacion que acabamos de

s,P

probar sélo se puede utilizar en el caso cuando consideremos operadores mul-
tilineales con contradominio un espacio dual. Sin embargo, debido a que la
propiedad de ser p-sumante y a que el valor de la norma H'”s,p permanecen sin
cambios cuando el espacio de recorrido es alargado (véase la Proposicién 2.10),
tenemos que el espacio L? (X1, ..., X,;Y) puede encajarse isométricamente en
LP(X1,..., Xm; Y™). Entonces como

L8 (Xnys s Xoni V) 5 L2 (X, X V) = (Xaa, o+ Ba, KB, V)

obtenemos la siguiente caracterizacién para la clase £? sin importar si el con-
tradominio de los operadores multilineales es un espacio dual o no.

Teorema 2.27 Sean 1 <p<ooyT € L(X1,...,Xn;Y). Entonces
Tell(Xy,...,.Xm;Y) siysolosi Cyor € <X1®dw, "'®d5,p/Xm®ds,p/Y*)

Ademas, se tiene que [T, , = Gy orl|-
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Los Teoremas de Dominacién y
Factorizacion

En este capitulo continuamos con el estudio de los operadores multilineales
p-sumantes. Veremos que esta nueva clase satisface analogos multilineales del
Teorema de Dominacién y del Teorema de Factorizacién, dos propiedades funda-
mentales de la teoria lineal p-sumante (véase el Teorema 1.19 y el Teorema 1.20).

También demostramos una versiéon multilineal para los p-sumantes del im-
portante Teorema de Grothendieck. Finalmente introducimos la propiedad es-
trella y la propiedad corchete, éstas son de gran utilidad para mostrar que la
clase de los operadores multilineales p-sumantes satisface una versiéon multili-
neal del Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers y del Teorema de Lindenstrauss-
Pelczynsky.

3.1. Dominaciéon y Factorizacion

Teorema de Dominacién 3.1 Sean 1 <p< ooy T : Xy X ---x X, =Y
un operador multilineal entre espacios de Banach. Entonces T es un operador
multilineal p-sumante si y solo si existe una constante ¢ > 0 y una medida de
probabilidad regular p sobre (Bg(th)xm),w*), tal que para cada u*,v* € X,
con 1 <k <m se tiene que

HT(ul,...,um) —T(vl,...,vm)H

1/p
< C(/ ’go(ul,...,um)—<,0(U17---7Um)|pd,“(§0))
Br(xi.....Xm) .

En este caso, ||T|, p €s el infimo de todas las constantes ¢’s para las cuales una
de estas medidas existe.

95
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Demostracién:

Para simplificar la notacién, escribiremos £ en vez de L (X1,...,X,;,) y en vez
de T (z',...,a™) escribiremos T (x), donde x = (z!,...,2™) € X1 X -+ x X,
<) Supongamos que existe ¢ > 0 tal que la desigualdad anterior se cumple.
SineNyuy,...,u,,vy,...,v, € X1 X -+ x X,,, entonces tenemos que

ST (w) =T ()P < cp~/ D e (i) = o (vi)[” du(e)
=1 Bpm i=1
£ > le(u) = (vl

IN

luego, T es p-sumante y [T, , es menor o igual que el infimo de todas las c’s
que satisfacen la desigualdad.

=) Probaremos el caso cuando los espacios de Banach son espacios vectoriales
sobre R. El caso complejo se demuestra andlogamente.

Supongamos que T' € L (X1,..., X Y).

Entonces para toda n € N y cualesquiera uy,...,u,,vy,...,v, € X1 XX X,
se tiene que

n 1/p
(Z ||T(Ui)—T(Vi)||p> §||T||S,p' Sup (ZW u;) Vz)|p>

1/p

(3.1)
Ahora, dadon € Ny u;,v; € X1 X --- x X, con 1 < i < n, consideremos el
conjunto finito
M ={(u;,v;): 1 <i<n}

y definamos
M - B[m — R
de tal manera que

n

=Y [T @) =TI = ITIE, - e (w) = o (vi)l?] -

=1

Si @ es el conjunto formado por todas estas gps’s, entonces este conjunto es un
subconjunto no vacio de Cg (Bgm, w*).

Afirmamos que @ es un conjunto convexo.

SiM = {(u,v;):1<i<n}, N={(u,v]):1<i<n'}ykA>0son tales
que k + A = 1, entonces es sencillo verificar que

K-gm+X-gyn=gp,

1 1 1 1
donde P = {(fim*vu“fimipvi) , (AWuQ,AWV;) 11<i<n,1<i< n’}.

Luego, el conjunto @) es convexo.
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Por otro lado, consideremos el conjunto
C:={feCr(Bem,w"): f(p) >0V &€ Brm} ;

es sencillo verificar que C' es un conjunto no vacio, convexo y abierto.
Veamos que QN C = 0.
Como Bym es w*-compacto y las funciones

ij Bl:m — R
g — e

son w*-continuas para cada x € X X - -+ x X,,,, tenemos que para cada conjunto
finito M = {(u;,v;) : 1 <i < n}, es posible encontrar ¢y € Bym de tal manera

que
n

n
sup > o () — o (vi)[" = lpo () — o (vi)|”
p€Bm T4 i=1

Entonces, utilizando esto en la desigualdad (3.1) obtenemos que gas(po) < 0y
por lo tanto, concluimos que Q@ N C = (.

Luego, por la version geométrica del Teorema de Hanh-Banach aplicada a los
conjuntos @ y C, tenemos que existen una funcién u : Cg (Bgm,w*) — R lineal
y continua y un nimero real «, tal que

u(f) <a<u(g) (3.2)

paratodo fe QygeC.

Como la funcién cero pertenece a @, de la desigualdad (3.2) tenemos que « > 0.
Ademaés, como para cada n € N las funciones constantes g, = 1/n pertenecen
a C, otra vez de la desigualdad (3.2) tenemos que

u
0< < ulg) < fuf gl = 10
para toda n € N, entonces aw = 0 y concluimos que
u(g) >0 VgeC. (3.3)

Ahora, como la cerradura del conjunto C' es el conjunto
{f € Cr(Bem,w"): f(p) 20V p € Bem},

de la desigualdad (3.3) y de la continuidad de u, tenemos que u es una funcional
lineal positiva sobre Cg (Bgm,w*).

Entonces, por el Teorema de Representacién de Riesz, existe una medida regular
de Borel positiva v sobre Bym, tal que

u(h) = /B h(g)dv(g) Y heCa(Bomw).
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Si sustituimos esta representacion en la desigualdad (3.2), tenemos que

/ F(@)dv(p) <0 < / 9()dv () (3.4)
Brm

Brm

paratodo fe QygeC.
Si definimos 0
V .
B ) = —FF < >
( ) 14 (B[jn)
tenemos que p es una medida de probabilidad regular de Borel positiva sobre
Bgm, la cual sigue satisfaciendo (3.4), es decir,

flp)du(p) <0 </ g(p)du(p) (3.5)

Bym Bem

paratodo fe Qy geC.
Finalmente, si en la desigualdad izquierda de (3.5) sustituimos las funciones gy,
donde M es un conjunto que consta de un sélo elemento, es decir,

M={(a,v):u,veX; x - xX,},

obtenemos que

1T (0) =T (v)|| < |IT

o ([ = et du(w))l'/p

Ademaés, el infimo de todas las constantes ¢’s que satisfacen la desigualdad an-
terior es menor o igual que [T, . O

A continuacién mostraremos como todo operador multilineal continuo satisface

un diagrama de factorizacion general, analogo al que satisfacen los operadores

lineales absolutamente p-sumantes'. Este nos permitird mostrar que la clase de

los operadores multilineales p-sumantes satisface un teorema de factorizacion.
Para poder mostrar explicitamente dicho diagrama requerimos de algunos

preliminares.

SeanmeN, 1 <p<ooyX,Xy,...,X,, espacios de Banach.

Si p es una medida positiva regular de Borel sobre (Bx«,w*), entonces recorde-

mos que j, y i, denotan a los operadores lineales canénicos

Jpt C(Bx-,w*) — Ly(p ipt Loo(p) — Lp(p)
y
También, denotaremos por ix al operador m-lineal continuo definido como

ix: Xix---xX, — C (BL(Xl,...,Xm)aw*)

(xl,...,xm) — (@H@(ml,...,xm)).

'En la seccién 1.3.3 puede verse este diagrama para la clase TI,.
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Siik: X1®, @, X — C (Bﬁ(X17_”7Xm)7w*) es el operador lineal canénico
asociado al operador multilineal ix ( véase el Teorema 1.7), denotaremos por
la restricciéon de Z)L( al espacio X1 ®; -+ - ® X,,,. Es decir, 7y es el operador lineal
definido como

Y: X1 Qp - Qp Xy — C (Bc(xl,“.,Xm)ﬂU*)
tal que
Y(@'® - @a™) (p) =p(z! ... 2™).
De hecho, este operador lineal resulta ser inyectivo. En efecto, si consideramos
z2€ X1 ®p - ®r X, tal que 7y (2) = 0, entonces se tiene que
¢ (z) =0 Vo € Brixy,..,Xm)- (3.6)

Debido a que el espacio £ (X1,...,X;,) es isométricamente isomorfo al espacio
(X1 @ -+ ®7er)* bajo la isometria ¢ — @ (véase el Teorema 1.7), tenemos
que (3.6) es equivalente a que

x* (Z) =0 V x* e B(X1®,,“'®7rxm)*’

Por lo que z = 0 y entonces y es un operador lineal inyectivo.
En el caso m = 1, denotaremos por ix a la funcién ix, es decir, iy denota el
operador lineal
ix: X — C(Bx+,w")
definido como
ix () (%) = 2" (z),

el cual, en este caso, resulta ser una isometria?.
Diagrama de Factorizacién General

Seanm € N, X;,...,X,,,Y espacios de Banach y u una medida positiva regular
de Borel no trivial definida sobre (Bz(x,,.. x,.),w*). SiT € L(X1,..., X Y),
entonces existe una funcién lineal bien definida 4: (A4,) — Y tal que:

(a) Ap = (Jpoix) (X1 XX Xp) C Ly (1)
(b) Gojpoix =T.

En otras palabras, si definimos jl)f: ix (X1 % x Xp) — (Ap) como la fun-
cién inducida por j,, entonces el siguiente diagrama conmuta:

T

Xy x--x X, Y
X a
X
. J (DF-I)
X (X1 X oo X Xm) P <Ap>
n N
C(Be(xy,...xm)) T’Lp (1)

2En algunos casos seguiremos denotando por iy a la isométria lineal iy : X — ZOB;X* tal
que ix (z) (z*) = z* (z).
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Demostracion:
Consideremos la funciéon 4 definida de la siguiente manera:

a: (Ap) — Y
SN Upoix) (uh, .o u) — TN T (uf, . ul).

Es sencillo ver que esta funcién es lineal y satisface (b). Sélo falta probar que,
en efecto, es una funcién bien definida. Sea f un elemento de (A,) tal que

Z)\ poix) (uf,...,u") = f= Z)\ (Gpoix) (vi,...,v") (3.7)

donde n,n’ € N, /\1,...,/\n,)\/1,...,)\;1, eKyuf,...,uk ok ... v € X} para
k=1,....,m

Si recordamos la definicién de la funcién lineal -, tenemos que (3.7) es lo mismo
que

(jp o) (ZA ul ® - ) f=0pon) ZA ® v}

Ahora, como j, y v son funciones inyectivas®, de la igualdad anterior tenemos
que

n
ZM'U}®~'~®UT:Z/\;‘U¢1®W®UZ",
=1 L

concluyendo de esto que

zn:/\i.T(u},...,u;”) =Tk (2“:)\1"%1@9“'@%")
i=1 =1

Por lo tanto, @ es una funcién bien definida. O

Observacion 3.2 Ademds del diagrama de factorizacion anterior, nos serd de
utilidad la siguiente variante de éste.

e Debido a que la funcion lineal @ es una funcion bien definida sobre el sub-
espacio generado por el conjunto Ay, el diagrama (DF-1) sigue siendo vdlido si
consideramos a la funcion @ con dominio solamente el conjunto A,. Esto es, si
TeL(Xy,...,Xm;Y), entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

3El operador lineal canénico jp es inyectivo porque p es una medida positiva regular de
Borel no trivial definida sobre el espacio (BL(X1 """ X, ),w*).



Dominacion y Factorizacion 61

Xy X x X, T Y
X i
ix (DF-II)
ix (X1 % - X Xm) A,
N N
C (Be(xy,.. %)) F L, ().
p

A continuacién veremos que cuando en el diagrama (DF-II) consideramos a la
funcién @ con la propiedad de ser una funcién Lipschitz, lo que obtenemos es
una caracterizacién de los operadores multilineales p-sumantes.

Antes de enunciar y demostrar el teorema de factorizacién para la clase £?,
necesitaremos de la siguiente observacion y el lema subsecuente.

Observacién 3.3 En [BL, Lema 1.1] se demuestra que si A es un subconjunto
de un espacio de Banach X yT' es un conjunto cualquiera, entonces toda funcion
Lipschitz f: A — (% tiene una estension F: X — (L de tal manera que ésta
resulta ser una funcion Lipschitz tal que

”FHLip = ”fHLip’
st X es un espacio vectorial sobre R y
Hf“Lip < ||F||Lip < \/5 ||f||Lipa
si X es un espacio vectorial sobre C.

Lema 3.4 Sean1 <p<ooyT: Xy x---x X,, — Y un operador multilineal.
Supongamos que T se puede factorizar de la forma

X1 x - x X,

~

A

Y

donde Z es un espacio de Banach, S es un operador multilineal p-sumante y f
es una funcion Lipschitz. Entonces, T es un operador multilineal p-sumante y

1Tl p < 1A 2ip - IS -
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Demostracion:
Seann € Nywuf,...,uf vf ... vEen X conk=1,...,m.
Entonces se tiene que

n 1/p
(Z’|T(ug7...,u?‘)—T(vil,...,vl’»”)”p>
i=1
n 1/p
= (ZH(foS)(u},...,uZm)—(foS)(vil,...,v;"’)Hp>
i=1
n 1/p
< ||fLip.(Z\}S(u},...,u?)—s(vg,...,vr)up>
i=1

n 1/p
S ”fHLip'”SHs,p'sup (Z’@(ull,’u:n) _W(Uz'l""vvzﬁlﬂp)

=1

donde el supremo se toma sobre todas las formas multilineales ¢ € B (x, ... x,,)-
Por lo tanto 7" es p-sumante y [|T'l|, , < [|fll1, - IS, -
O

Teorema de Factorizacién 3.5 Sean 1 < p < oo y Xy,..., X, Y espacios
de Banach. Para todo operador m-lineal T: X1 X --- X X,,, — Y, lo siguiente
es equivalente:

(i) T es p-sumante.

(ii) Existe una medida de probabilidad reqular de Borel p sobre el espacio
(Br(xy,Xm)> W), un subconjunto A, de Ly (p) y una funcion a: Ay — Y en
LIPy(Ap,Y) tal que

(a) A, = (Jpoix) (X1 x - X Xp)
(b) oj,oix =T.

En otras palabras, si definimos j;(: ix (X1 % -+ x X)) — Ay, como la funcidén
inducida por j,, entonces el siguiente diagrama conmuta:

Xp X x X, T Y
54 4
j)(
ix (X1 % - % X)) —F A,

N N
C(BL:(Xla“~7X7n)) LP /’L) .

(#4i) Lo mismo que en (ii) pero con G una funcidn uniformemente continua.



Dominacion y Factorizacion 63

(iv) Existe una medida de probabilidad regular de Borel y sobre el espacio
(Bz(xy,. Xm)» W) y una funcion @ € LIPg (Lp (1) ,fiy*), tal que el siguiente
diagrama conmuta:

X1 X x X, T Y
iy
ix gfoy*
A
C(Be(xi,.. xm)) L (1) -
P

(v) Eziste un espacio de probabilidad (0,3, 1), un operador m-lineal acotado
S: Xy X+ X Xpy — Loo (1) y una funcién @ € LIPqy (Ly (1), (5" tal que
el siguiente diagrama conmuta:

T

X1 X x X, Y
iy
s 5y
Ja
P
Ademds, podemos escoger p y 4 en (ii) de tal manera que |4 ., =T, ,- En
(iv) y (v) podemos escoger p y @ de tal manera que ||, = [T, si X es

un espacio real y tal que |||, , < |[all,;, < V2 - ITl,, si X es un espacio
complejo. También, en el inciso (v) podemos arreglar que ||S]| < 1.

Demostracion:

Para simplificar la notacién denotaremos a B (x, ... x,,) por K.

(1) = (i1) Supongamos que T es p-sumante.

Entonces por el Teorema de Dominacién 3.1, tenemos que existe una medida de
probabilidad regular de Borel p sobre (K, w*) tal que

||T(u1,...,um) —T(Ul,...,vm)H

1/p
< 17y ([ o) = o (o) P )
= |\T||s7p . H(jp 0ix) (ul, . ,um) — (jp oix) (vl, e ,vm) HLp(u) (3.8)
para todo u* v* € X;, conk=1,...,m.
Por el diagrama (DF-II) se tiene que la funcién

U Ap — Y

(Jpoix) (ml,...,xm) — T(xl,...,xm)
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es una funcién bien definida, la cual satisface (b). Ademaés, claramente 4 (0) = 0.
Utilizando (b) en el lado izquierdo de (3.8) obtenemos que @ pertenece al espacio
LIPg(Ap,Y) y que

lll s < 1Tl -

Para obtener que ||T'[|, , < ||@]|,,,, es suficiente probar que la desigualdad (3.8)
se cumple si en vez de ||T|, , ponemos ||al|,,,, pues [ T']|, , es el infimo de todas
las constantes que satisfacen (3.8). Ahora bien, podemos intercambiar ||T', ,
por [|d[;,, va que @ satisface (b) y es una funcién Lipschitz sobre A,,.

(#4) = (4i7) Es inmediato.

(#91) = (iv) Primero veamos que es suficiente probar que la funcién @ pertenece
a LIPo (A, Y) ¥ que il = 1T

En este caso, la funcién iy o i: A, — ¢By* pertenece a LIP (Ap, KOBOY*) y

|2y o ﬁ’HLip = ||ﬁ||Lip = ||T||5,pa

luego, por la Observacién 3.3, podemos encontrar una extensién @ de iy o 4 la
cual pertenece al espacio LIP, (Lp (1) ,60%‘/*), de tal manera que

lll i = lliy 0@l Ly = IT
si X es un espacio real y
||T||s,p = [liy Oa”Lip < ||f‘HLip <V2- [iy o ﬁHLip =V2- HTHs,p

si X es un espacio complejo.

Por lo tanto @ es la funcién requerida en (iv).

Entonces, probemos que @ pertenece a LIPq (A,,Y) y que |al|,, = T,
Es claro del diagrama en (ii%) que 4 (0) = 0.

Como 4: A, — Y es uniformemente continua, tenemos que existe § > 0 tal

que si (u',...,u™), (v!,...,0™) € X1 X -+ X X,;, son tales que
[|Gp 0 ix) (uls .o u™) = (Gp 0 ix) (v, .. -’”m)HLP(#) <9,
entonces
@ ((Gp oix) (u's...,u™)) —a ((jpoix) (v',...,0™))|| < 1. (3.9)
Sean (u',...,u™), (v',...,v™) elementos cualesquiera de X; X -+ X X, y
definamos
a:=||(jpoix) (u',...,u™) = (jp 0 ix) (v' ... ’Um)HLp(p,) .

Si o > 0 tenemos que

o ) m o J m
H(]pozx) (mul,...,u ) — (Jpoix) (mvl,...,v )

Lyp(p)
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y entonces de (3.9) obtenemos que

a ((jpoix) (iulum>) — ((jpoix) (;avl,...,vm»H <1.

Si recordamos que @oj,o0ix = T, entonces la desigualdad anterior es equivalente

a que

||ﬁ ((poix) (u's...,u™)) —a((jp oix) (vl,...,vm))H
< 2 o0 () — G (7)) (B0

En el caso cuando a = 0 es inmediato que (3.10) sigue siendo cierta.

Por lo tanto, la desigualdad (3.10) es vélida para cualesquiera dos elementos de
X1 x -+ x X,,, y entonces concluimos que % es un elemento de LIPy (A4,,Y).
Para obtener la igualdad de las normas debemos observar tres cosas: Primero,
dado que @ es Lipschitz, la desigualdad (3.10) sigue siendo valida para [|al|,;,
en vez de 2/§. Segundo, la desigualdad (3.10) también sigue siendo valida si en
vez de 2/ ponemos [T,
en el lado izquierdo de (3.10), obtenemos que el Teorema de Dominacién 3.1
es cierto para T'. Tercero, dado que tanto ||@|,,;, como [T, , son el infimo de

esto porque si utilizamos la relacion @0 j,oix =T

todas las constantes que satisfacen (3.10), el primero por definicién y el segundo
por el Teorema de Dominacién 3.1, concluimos que |[|il|,, es igual a [T, .
(tv) = (v) Lo tnico que hay que observar es que el operador lineal j, puede
factorizarse de la forma

jp: C(K) 2=, oo (1) o p (1) -
Entonces insertando esta factorizacién en el diagrama conmutativo (iv) tenemos
que S = joo 0 ix es el operador m-lineal requerido.
(v) = (4) Como el operador lineal i, es absolutamente p-sumante (véase la
seccién 1.3.2), por la Proposicion 2.11 tenemos que el operador m-lineal 4,05 es
p-sumante. Luego, como iy o1 = @o(i, 0 S), por el Lema 3.4 el operador m-lineal
iy o T es p-sumante y entonces por la inyectividad de £ (Proposicién 2.10),
concluimos que T' es p-sumante. O

La razén por la que se introduce el espacio £2Y* en el inciso (iv) del teorema
de factorizacion, es porque este espacio nos permite extender funciones Lipschitz
desde el subconjunto A4,. Un espacio con tal propiedad se le conoce como espacio
1-inyectivo?, y cuando Y tiene esta propiedad, el diagrama de factorizacién toma
una forma maés agradable y sencilla.

4Un espacio de Banach Y es l-inyectivo si, dado un subconjunto A de un espacio de
Banach X, toda f € LIP (A,Y) tiene una extensién f € LIP (X,Y) con | fll,;, = ||f’

Lip’
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Corolario 3.6 SiY es un espacio 1-inyectivo, entonces el operador multilineal
T: X1 X---x X, — Y es p-sumante si y solo si existe una medida de pro-
babilidad regular de Borel p sobre el espacio (Br(x,.... x,.),w") y una funcion
a € LIPo(Ly(n),Y) tal que el siguiente diagrama conmuta:

T

Xy X x X, Y
5'e i
J
C (Be(xy,.Xm)) Es L, () -

Una vez mds, podemos escoger p y @ de tal manera que |||, = [Tl -

Por supuesto, existe la Lo, (1)-versién correspondiente del corolario anterior,
similar al inciso (v) del teorema de factorizacion.

Corolario 3.7 SiY es un espacio 1-inyectivo, entonces el operador multilineal
T: X1 X -+ x X, — Y es p-sumante si y solo si existe un espacio de pro-
babilidad (2,3, 1), asi como una funcién @ € LIPo (L, (1),Y) y un operador
multilineal S € L (X1, ..., Xm; Loo (1)) tal que el siguiente diagrama conmuta:

X1 x - x Xy, T

Y
S U

Loo(y) —" L(n).

Ademds, podemos escoger que ||S|| <1 y que [|al ., = [T ,-

El teorema de factorizacién, también toma una forma sencilla en el caso cuan-
do p = 2 y el operador multilineal T" posee como contradominio un espacio
de Hilbert. Esto gracias al hecho de que toda funcién Lipschitz, con dominio
un subconjunto de un espacio de Hilbert y contradominio, también un espa-
cio de Hilbert, se puede extender a una funcién Lipschitz con la misma norma
Lipschitz®.

Corolario 3.8 Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, el operador multilineal
T: X1 X -+ x X, — H es 2-sumante si y solo si existe una medida de pro-

babilidad regular de Borel p sobre el espacio (Br(x, ... x,,),w"), y una funcion
@ € LTPo (La (1), H) tal que el siguiente diagrama conmuta:

T

X1 x - x Xy, H
ix U

C(Bexyxn)) —2 L2 (u) -

Ademds, podemos escoger p y @ de tal manera que |||y, = T, ,-

5Véase la seccién 1.2 en [BL] para el enunciado y la prueba formal de este hecho.
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Demostracion:

=) Esto se sigue del inciso (i¢) del teorema de factorizacién y del hecho de
que la funcién Lipschitz @: As C Lo(u) — H puede extenderse a una funcién
Lipschitz sobre el espacio La() con la misma norma Lipschitz (véase [BL, Teo-
rema 1.12].

<) Esta parte es consecuencia de la Proposicién 2.11 y del Lema 3.4. O

Al igual que para el Corolario 3.6, para este iltimo también existe una Lo, (11)-
versién, esto es, un operador multilineal T: X; x --- x X,;, — H 2-sumante,
también es aquel que admite una factorizacion de la forma

Xp X oo X X = Log (1) 25 Lo (1) > H

para algtn espacio de probabilidad (€2, %, 1), asi como para alguna funcién @ €
LIPo (Lo (), H) y algin S € L(Xy,...,Xm; Lo (1)) tales que ||S|| < 1y
1Tls,0 = llall ;-

3.2. Algunas Consecuencias

Para poder mostrar la primera consecuencia del teorema de factorizacion,
necesitamos probar que la clase de los operadores multilineales p-sumantes, satis-
face una versién multilineal del Teorema de Grothendieck. Este teorema nos dice
que todo operador lineal continuo u: £; — f5 es absolutamente 1-sumante.

Nosotros generalizaremos la versién del Teorema de Grothendieck que in-

volucra a los £y-espacios en vez de los Ep—espacios6.

Teorema de Grothendieck 3.9 Sim € N, X;,...,X,, son Ly-espacios y Y
es un Lo-espacio, entonces todo operador multilineal T: X1 X - x X, — Y
continuo es 1-sumante, es decir,

LYXy, . X Y)=L(X1,.. ., X YY)

Demostracion:

En [BPR, Proposicién 5.4] se demuestra que el ideal II, o £ (véase la Defini-
cién 2.17), satisface la versién multilineal del Teorema de Grothendieck que
involucra a los L£,-espacios, esto es, se prueba que

Mol (Xy,...,. X;;Y)=L(X1,....,. X;n;Y).
Ahora, del Teorema 2.19 tenemos que
Mol (Xy,....,.X,;Y)C LY (Xy,..., X Y) C L(Xy,..., X3 Y),

por lo tanto £ (X1,..., X3 Y) =L (X1,..., X3 Y). O

SEn el Teorema 1.23 se enuncia esta versién del Teorema de Grothendieck y en [DJT,
Teorema 3.1] puede encontrarse la demostracién del mismo.
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Ahora estamos ya en condiciones de mostrar la primera consecuencia del teorema
de factorizacién.

Teorema 3.10 Si X;,...,X,, son Li-espacios y Y es un espacio de Banach,
entonces
L X1y, X3 V) = L2(X1, 0o, X3 Y)

Demostracién:
Por el teorema de inclusion (véase la Proposicién 2.15) tenemos que

LY(X1,. . X3 Y) C L2 (X, X3 V)

Veamos que £2(X1,...,X,;Y) C L1 (Xq,..., X3 Y).

SeaT € L2(X1,..., Xm;Y).

Entonces por el Teorema de Factorizacion 3.5, existe una medida de proba-
bilidad regular de Borel p definida sobre el espacio (BL(Xl,...,Xm)aW*) y una
funcién @ € LIPo (La (w), 5" ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

T

X1 X x X, Y
iy
X EOB;Y*
U
C (BL:(Xla“me)) j2 L2 ('u) N

Ahora, por el Teorema de Grothendieck 3.9, tenemos que el operador multilineal
continuo
Jaoix: Xy X e x Xy — Lo (1)

resulta ser 1-sumante. Luego, como el diagrama es conmutativo, tenemos que
iYOT:aO(jQOix)

y entonces, por el Lema 3.4, iy o T € L} (Xl, e ,Xm;ﬁiy*).

Por lo tanto de la Proposicién 2.10 concluimos que T' € £ (X1,..., X,,;Y).
O

En el marco de la teoria lineal de los operadores absolutamente p-sumantes, es
bien sabido que la propiedad de ser absolutamente p-sumante no se hereda del
operador lineal al operador lineal adjunto de éste y viceversa’.

Sin embargo, en el caso cuando el operador lineal tiene contradominio un
espacio de Hilbert, la propiedad de ser absolutamente p-sumante si se hereda

del operador lineal adjunto al operador lineal®.

"En [DJT, Observacién 2.20] pueden encontrarse contraejemplos de esta situacién.
8Véase [DJT, Teorema 2.1] para la prueba de este hecho.
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A continuacién veremos que en el contexto multilineal, la propiedad de ser
p-sumante también se hereda del operador lineal adjunto 7™ al operador multi-
lineal T', cuando T tiene contradominio un espacio de Hilbert.

Dado T: X1 x --- x X,, — Y un operador multilineal continuo entre espa-
cios de Banach, denotaremos por T™* al operador lineal continuo definido de la
siguiente manera

T™: Y* — L(X1,...,Xn)
T y*oT .
Este operador lineal tomaré el papel, en el contexto multilineal, del operador

adjunto de la teoria lineal.

Teorema 3.11 Sean Xi,...,X,, espacios de Banach y sea H un espacio de
Hilbert. SiT € L(X1,...,Xm; H) es tal que T* es un operador lineal g-sumante,
para algin 1 < q < oo, entonces T es 1-sumante y

||T||s,1 < Al_1 "By m (T7),

donde Ay y By son las constantes de la desigualdad de Khinchin (véase la
seccion 1.1.2).

Demostracion:
Primero probaremos el caso cuando T' es un operador multilineal

T: X1 x--x X, — 04

donde r € N.
Seann € Ny uy,...,up,,vy,..., v, € X1 X -+ X X
Usando la desigualdad de Khinchin (véase la seccién 1.1.2), tenemos que

1/2
2

”
2

ST @) Tl = D D[ @) =T i) e),
i=1 i

IA
b
=
L
\,_.
NE
1]~
=
E
|
S
<
o
Ny
=
=
QL
~

= (x).

Si consideramos a T* como un elemento de II, (€5, £ (X1,..., X)), tenemos
que

(*):A;l-/ Z er(t)T*(ej) (w;) — er(t)T*(ej) (vi)| dt,
0 =1 \j=t1 i=1

luego, como para cada ¢t € [0, 1] tenemos que

n

Do 2T () | () = | ST () | (vi)

i=1

T
< er(t)T*(ej) ~H(u}®~~®u§”fvil®~'®v;”)
j=1

i=1l]y
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obtenemos que (*) es menor o igual que
|| r R
ATt / ST ()| dt ||| e eur —vle e ||
0 n .
j=1

(3.11)
Como T™* es un elemento de II, (45, £ (Xq,..., X)), por el Teorema de Do-
minacién en su versién lineal (véase el Teorema 1.19), existe una medida de

probabilidad regular de Borel p sobre K = By tal que

q 1/q
du(y)> (3.12)

I @l < my () ([ g

para toda x € £5.
Utilizando ésta tultima desigualdad junto con el Teorema de Fubini, la desigual-
dad de Khinchin y el hecho de que p es una medida de probabilidad, tenemos

que
q 1/q q 1/q
1] r 1 r
/ er(t)T*(ej) dt = / T* er(t)ej dt
0 j=1 0 e
. . a 1/q
< m (T7) - // <er(t)ej,y> dt du(y)
K Jo = .
€2
q/2 1/q
r 2
< Bym )| [ (S]]
& \io
< By -y (TF). (3.13)
Finalmente, recordando que
q 1/q
1 T 1 r
[ Emor | a<| [ |Xnore)| «

)

de (3.11) y de (3.13) concluimos que
Z [T (u;) —T(Vz‘)He;
i=1
< A;l.Bq.ﬂq(T*).H(ull(g)...(g)u;n_v}@...@vlm)

es decir, |||, < AT By -, (T¥).
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Para finalizar, sea T: X; X -+ X X,, — H un operador multilineal con
operador lineal adjunto T* g-sumante y fijemos uy, ..., u,,vy,..., Vv, elementos
de X7 x -+ x X,,. Identificando el espacio generado por el conjunto

{T(ui),T(vi) : ISZSTL}CH

con ¢4 para la r apropiada y tomando p € £ (H) la proyeccién ortogonal sobre
este espacio generado, obtenemos que

Z 1T (wi) =T (vi)l| = Z [(poT) () = (poT) (Vi

< poTl, | e eur—ve e |

n w
< Afl'Bq'Wq((pOT)*)'H(u}®”'®u?_vi1®"'®”;n)z‘=1H1
< A;l.Bq.ﬂ-q(T*).H(ug®...®u;”_vil®...®vlm)” H

=14

3.3. Las Propiedades Estrella y Corchete

Uno de los resultados importantes que probaremos en esta seccién, sera
la generalizacién para la clase de los operadores multilineales p-sumantes del
llamado Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers.

Este teorema caracteriza a los espacios de Banach de dimensién finita a
través de un teorema de coincidencia entre la clase de los operadores lineales
continuos y la clase de los operadores lineales absolutamente p-sumantes. Méas
especificamente, si 1 < p < co entonces

X tiene dimensién finita si y sélo si £ (X, X) =11, (X, X).

Antes de mostrar la versién multilineal de este teorema aislaremos dos propieda-
des técnicas que nos facilitaran la escritura en los casos donde necesitemos de
ellas, nos referiremos a éstas como la propiedad estrella y la propiedad corchete.

Definicién 3.12 Sea M una clase de operadores multilineales entre espacios
de Banach, de modo tal, que M (X1,...,Xn;Y) designa para cada m € N y
para cualesquiera espacios de Banach X1, ..., Xm, Y, un subconjunto del espa-
cio L(Xy,...,Xm;Y). Diremos que M satisface la propiedad estrella, la cual
denotaremos por (%), si para cada m > 2, para cualesquiera Xq,..., Xy, Y es-
pacios de Banach y para cualquier i € {1,...,m} se tiene que

vSeM (Xl,.[?].,Xm;Y) ,30Z£ 2] € X tal quex; xS e M (Xq,..., Xm;Y),
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donde x} x S es el operador m-lineal continuo definido como
(zf % S) (2',...,2™) =z} (2") - S (x17 lﬂ.,xm) )
el cual cumple que ||zf S| < ||zF] - |IS]-

Ejemplos

e s inmediato que la clase £, de todos los operadores multilineales continuos,
satisface la propiedad ().

e La clase LP, de los operadores multilineales p-sumantes, también satisface la
propiedad (x). En efecto, sea m > 2, sea i € {1,...,m}, sean X1,..., X,,,, Y
espacios de Banach y consideremos S € £? (X17 X0 Y) yO0#azf e X/ .
Veamos que =¥ xS € L2 (X1,...,Xm;Y) .

Sean uf,... uk vk ... vk e X; parak=1,...,m.

Entonces tenemos que

ZH(;U;"*S) (u;,7u;”) —(x; % 5) (v},...,v}")“p
j=1

1/p

1/p
(Z [ 5) - (o) =t 03) - (o o) [

= (x).

Ahora, dado que S € £? (Xl, X Y), se tiene que

1/p
n
(x) < ||S|\S}p - sup Z ‘(wf * 1)) (u]l, . ,u}”) — (xf %) (vjl, . ,vg"’)’p
j=1
donde el supremo se toma sobre i € B£ (X1 [ x ) Luego,
1/p

n
* p
(#) < ISl - Mgl -sup { D | (wfs o uf) =@ (vf,- 0]
=1
donde el supremo se toma sobre ¢ € Bz (x, ... x,.)-

Por lo tanto, zf xS € L? (X1,...,Xn;Y) v ademés tenemos que

7 % Sl < [l 11 - 151l -

e Andlogamente, la clase £§’cs de los operadores multilineales fuertemente p-su-
mantes (véase la Definicion 2.17) satisface la propiedad ().
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e Las clases K y W, de los operadores multilineales compactos y débilmente
compactos’ respectivamente, satisfacen la propiedad (). Esto se sigue del hecho
que

(z* % 8) (Bx,, ..., Bx,,) C |l=] - S (BXI, -[?thm) ,
donde m > 2,4 € {1,...,m}, X1,...,X.n, Y son espacios de Banach, S €
c (Xl, .[?].,Xm;Y> vz} € X7

A continuacién definiremos la propiedad corchete, con la cual tuvimos un primer
acercamiento en la Proposicién 2.13.

Definicién 3.13 Sea N una clase de operadores multilineales entre espacios de
Banach. Diremos que N satisface la propiedad corchete, la cual denotaremos
por [-], si para cada m > 2, para cualesquiera i € {1,...,m} y para cualesquiera
X1,...,Xm, Y espacios de Banach se tiene que

Si TeN(Xi,...,Xm;Y) entonces T [acl] GN(Xl,.[?].,Xm;Y> . VateX;,
donde T [x'] es el operador (m — 1)-lineal definido como
T[z"] (ul, .[?].,um) =T (ul, L ,um) .

Ejemplos

e Es sencillo verificar que la clase £, de todos los operadores multilineales con-
tinuos, satisface la propiedad [].

e En la Proposicién 2.13 se prueba que la clase £P, de los operadores multi-
lineales p-sumantes, satisface la propiedad [-].

e De manera anédloga a como se hizo en la Proposicién 2.13 para la clase L?,
se tiene que la clase C’}S de los operadores multilineales fuertemente p-sumante
satisface la propiedad [-].

e Las clases K y W, de los operadores multilineales compactos y débilmente
compactos respectivamente, también satisfacen la propiedad []. Esto se sigue
del hecho que

T[] (Bxi. . Bx,) € o] - T (Bx,.... Bx.,)

donde m > 2, i € {1,...,m}, X1,..., X, Y son espacios de Banach, T €
,C(Xl,...,XnL;Y) y xt c X;.

La propiedad estrella y la propiedad corchete nos permitiran obtener nuevos
resultados para la clase £? a partir de resultados ya conocidos de la teoria lineal
de los operadores absolutamente p-sumantes.

La proposicién que presentaremos a continuacién, asi como el corolario sub-
secuente, comenzaran a aclarar un poco esta situacion.

9Un operador multilineal T' € £ (X1,..., Xm;Y) es compacto (débilmente compacto) si el
conjunto T (Bx,,...,Bx,,) es relativamente compacto (débil compacto) en Y.
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Proposicién 3.14 Sean M y N dos clases de operadores multilineales entre
espacios de Banach. Supongamos que M satisface la propiedad (%) y que N
satisface la propiedad [-]. Si existe m > 2 y X3,..., X, Y espacios de Banach
tales que

M(Xy, . X Y)CN (X, ., X Y),

entonces

M (Xl, [ilz':':“],Xm;Y) CN (Xl, [“z':':“],Xm;Y)
para cada r € {1,...,m — 1} y para cualesquiera 1 <i; < --- < i, < m.
Demostracion:

Primero probaremos el caso r = 1, esto es, veremos que
M (Xl, .[?l.,Xm;Y) CN (Xl, .[%‘1.,Xm;Y)

para todo i € {1,...,m}.
Seani € {l,...,m}y SeM (X17~[7-;]~7Xm;Y)-

Como M satisface la propiedad (x), tenemos que existe 0 # z} € X/ tal que
ixSeM(Xy,...,Xm;Y)

y entonces por hipétesis tenemos que xS € N (X1, ..., X;n;Y). Ahora, como
N satisface la propiedad [] tenemos que

(@ S) [2'] e N (Xl, 1, X Y)

para todo ' € X;. Si en particular tomamos a’ € X; tal que z} (a’) = 1,
entonces obtenemos que

(x; % 5) [ai] eN <X1, X Y) ,
pero como (z}  S) [a’] = S, concluimos que
SeN (Xl, J%‘l,Xm;Y) .

El caso r > 1 se sigue aplicando repetidamente el caso r = 1. O
El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de esta tltima proposicion.

Corolario 3.15 Sean M y N dos clases de operadores multilineales entre espa-
cios de Banach. Supongamos que M satisface la propiedad (%) y la propiedad [-].
De igual manera, supongamos que N satisface la propiedad (x) y la propiedad [-].
Si existenm > 2 y X1,...,Xm,Y espacios de Banach tales que

M(X1, . X Y) =N (X1, .., XY,

entonces
M(XiY) =N (XY)
para toda i € {1,...,m}.
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En la secciéon 2.2, donde comparamos a los operadores multilineales p-sumantes
con diversas clases de operadores multilineales, comentamos (véase la Obser-
vacion 2.20) que en general no es posible comparar a la clase de los operadores
multilineales p-sumantes con la clase de los operadores multilineales compactos.
Como una primera aplicacion de la Proposicién 3.14 veremos que, en efecto, no
es posible comparar a estas dos clases de operadores multilineales.

Observacién 3.16 En general no se puede comparar la clase LP con la clase
K de los operadores multilineales compactos.
Dado que en [DJT, Pdg. 38] se demuestra que

LE (ly582) & K (415 02)

Yy que
K (b2;€2) & LE (£9;42)

para todo 1 < p < oo, por la Proposicion 3.14 tenemos que

EISD (Xla"'7XTa€1;€2) §Z K:(Xla ;XT,EI;ZQ)

Y que

IC(Xl, e ,XT,KZ;EQ) ¢ ACI; (Xl,. . .,XT,EQ;KQ)
para todo 1 < p < oo, para todo r € N y para cualesquiera Xy, ..., X, espacios
de Banach.

Al final de la demostracién del teorema de inclusién (véase la Proposicién 2.15),
hicimos la observacién acerca de que las relaciones expresadas por este teorema
eran propias. En efecto, como las relaciones expresadas por la versién lineal de
este teorema son propias, la Proposicién 3.14 nos conduce entonces a que en la
versién multilineal también tendremos inclusiones propias.

Observacién 3.17 En [DJT, Pdg. 42] se demuestra que
L% (Lo [0,1]5Lq [0,1]) € £ (Lo [0,1]; Lq [0,1])

para cada 1 < g < 0o y para todo 1 < p < q, entonces, otra vez por la Proposi-
cion 8.14, tenemos que

‘Cé) (Xla v aXTaLOO [07 1] §Lq [07 1]) -,C«- Lz (le v 7XT7LOO [Oa 1] ;Lq [03 1])

para cada 1 < g < 00, para todo 1 < p < q, para todo r € N y para cualesquiera
X1,..., X, espacios de Banach.

A continuacién mostramos, para los operadores multilineales p-sumantes, la
version multilineal del Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers.
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Proposicién 3.18 (Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers)
Lo siguiente es equivalente para 1 < p < co y X un espacio de Banach:

(i) LL(MX;X)=L("X;X) para todo m € N .
(i) L2 (MX;X)=L("X;X) para algin m € N .
(i) X es de dimensidn finita.

Demostracién:
(i) = (i7) Inmediato.
(it) = (i4i) Por el Corolario 3.15 tenemos que

L0 (X;X) =L (X, X).

Ahora, como £ (X;X) = II, (X, X) (véase la Observacién 2.2), tenemos que
II, (X, X) = L(X,X) y entonces por el Teorema Débil de Dvoretzky-Rogers
para los operadores lineales absolutamente p-sumantes (véase el Teorema 1.21)
concluimos que X es de dimension finita.

(#4i) = (i) Como X tiene dimensién finita el operador lineal idx tiene recorrido
finito, pero esta clase de operador lineal es p-sumante (véase la Proposicién 1.14),
entonces idx pertenece a II, (X, X) = L2 (X; X) y entonces como

T =idxoT,

para todo operador multilineal T € £ (™X; X), por la Proposicién 2.11 con-
cluimos que £ (MX; X) = L(™X; X) para todam € N . O

J. Lindenstrauss y A. Pelckzynski demostraron en [L.P, Teorema 4.2] que para
ciertos espacios de Banach el reciproco del Teorema de Grothendieck era cierto.
Especificamente ellos probaron que si X es un espacio de Banach de dimension
infinita con base incondicional, entonces se tiene que

L(X,Y)=1I; (X,Y) = X es isomorfo a £} para algin I' y Y es isomorfo a un
espacio de Hilbert.

A continuacién veremos que la clase £? satisface una versién multilineal de este
teorema.

Proposiciéon 3.19 Lo siguiente es equivalente para un espacio de Banach X
de dimension infinita con base incondicional:

(i) LLY(™X;Y)=L("X;Y) para toda m € N .
(i) LL(MX;Y) = L(™X;Y) para algin m € N .

(iii) X es isomorfo a £¥ para algin T yY es isomorfo a un espacio de Hilbert.


http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/sm/sm29/sm29124.pdf
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Demostracion:

(1) = (i7) Inmediato.

(ii) = (i4i) Por el Corolario 3.15 tenemos que L} (X;Y) = £ (X;Y), luego como
L1(X;Y)=11(X,Y) se tiene que I} (X,Y) = £ (X;Y) y entonces por el Teo-
rema de Lindenstrauss-Pelckzyniski para los operadores lineales absolutamente
p-sumantes (véase [LP, Teorema 4.2]) obtenemos (ii7).

(#it) = (i) Se sigue del hecho de que los operadores multilineales p-sumantes
satisfacen el andlogo multilineal del Teorema de Grothendieck (véase el Teore-
ma 3.9). |

Nota

Durante el ltimo proceso de revisiéon de este trabajo, se nos hizo saber por
parte del jurado de la existencia de un articulo en fase de pre-impresion que esta
relacionado con el trabajo que se realizé en esta tesis y que, debido a que este
articulo nos proporciona un referente externo sobre este trabajo, consideramos
apropiado comentar.

En dicho articulo (véase [PS]) los autores exhiben sus razones de lo que para
ellos es una “generalizacién deseable” de los operadores lineales absolutamente
p-sumantes, con la intencion de mostrar la existencia de una “generalizacién
deseable” minimal y maximal (véase [PS, Teorema 4.3, Teorema 4.4]). Ellos di-
cen (véase [PS, Definicién 4.1]) que una clase de operadores multilineales M,
(1 < p < o0) es una “generalizacion deseable” de los operadores lineales absolu-
tamente p-sumantes si satisface las siguientes propiedades:

(i) Los operadores multilineales p-dominados estan contenidos en M,, y éste a
su vez esta contenido en los operadores multilineales fuertemente multiples
p-sumantes.

(if) M, es cerrado bajo diferenciacién.
(iii) M, es cerrado bajo multiplicacién por escalar.
(iv) Mp C My sil <p< g < oo (Teorema de Inclusién).

(v) Se cumplen andlogos multilineales del Teorema de Grothendieck y del
Teorema de Dvoretzky-Rogers.

En el caso de los operadores multilineales p-sumantes (la clase que estudiamos
en este trabajo) se demostré que éstos satisfacen los incisos del (ii) al (v). Los
incisos (ii) y (iii) son el hecho de que los operadores multilineales p-sumantes
satisfacen la propiedad corchete y la propiedad estrella respectivamente, ya que
estas ultimas coinciden con la propiedad de ser cerrado bajo diferenciacion y
con la propiedad de ser cerrado bajo multiplicacién por escalar respectivamente
(véase [PS, Definicién 3.1, Definicién 3.2]); el inciso (iv) es la Proposicién 2.15
y el inciso (v) se demostré en el Teorema 3.9 (Teorema de Grothendieck) y en
la Proposicién 3.18 (Teorema de Dvoretzky-Rogers).


http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/sm/sm29/sm29124.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
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Con respecto al inciso (i) tenemos que la segunda inclusién es cierta, ésto se
sigue inmediatamente de la definicién de los operadores multilineales p-sumantes
(véase la Definicién 2.1) y de la definicién de los operadores multilineales fuerte-
mente miultiples p-sumantes (véase [PS, Definicién 2.7]). Para la primera in-
clusién del inciso (i) hasta ahora sélo sabemos que ésta se cumple en ciertos
casos. Por ejemplo, si Ki,..., K, son espacios de Hausdorff compactos en-
tonces se tiene que la clase LL(C(K1),...,C(Ky);Y) estd contenida en la clase
LYCO(K,),...,C(K,;);Y) pues

LYOKY),...,0(Ky);Y) C ToL(C(Ky),...,C(Ky);Y)
C LyC(K),-..,C(Kn)Y),

donde la primera inclusién se sigue de [BPR, Proposicién 5.7] y la segunda del
Teorema 2.19.


http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/1009/1009.4807v1.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~prims/pdf/43-4/43-4-47.pdf
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