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Introduccion

Una de las principales motivaciones para el estudio del A—coalescente se encuentra
en sus aplicaciones a importantes modelos en genética de poblaciones. Es por esto que,
a modo de predmbulo, a continuacion se dard una breve contextualizacién historica
y genetista, obtenida en su mayoria de los libros [7 ] y [8].

La genética esta definida como la rama de la biologia que estudia la herencia y
la variacion de los rasgos y caracteristicas de los seres vivos. El término “genética”
fue usado por primera vez por William Bateson en 1905. Bateson redescubrié el
trabajo de Gregor Mendel (1822-1884) convirtiéndose desde entonces en uno de sus
mas grandes defensores.

Alrededor de 20 anos después del trabajo de Mendel los avances en los micros-
copios permitieron el descubrimiento e investigacién de los cromosomas (en griego
chroma significa color). Mediante colorantes, los cientificos observaron los nicleos de
las células ecuariotas, que son células con ntucleo delimitado por una doble capa
lipidica. Cuando estas células se encuentran en estado de reposo (es decir, cuando no
estan en proceso de dividirse), su ntcleo tenia una débil apariencia reticular a la que
llamaron cromatina. Mientras que al dividirse, mediante la mitosis o la meiosis, la
cromatina experimentaba un cambio brusco transformandose en pequenos “hilos” que
se repartian en las células resultantes. Dichos hilos fueron llamados cromosomas.

A principios del siglo XX, Walter Sutton y Theodore Boveri observaron, de
manera independiente muchas similitudes entre el comportamiento de los genes y los
cromosomas. En base a esto propusieron que los genes se encuentran en los cromo-
somas. Esta propuesta forma la base de la Teoria Cromosomica de la Herencia.

Esta teoria fue muy controvertida hasta 1915, cuando Thomas Hunt Morgan con-



siguié que fuera universalmente aceptada después de sus estudios realizados en la

mosca de la fruta (Drosophila melanogaster).

Por el mismo tiempo en que la teoria cromosémica de la herencia fue propuesta,
se descubrié una mosca de la fruta de ojos blancos en una botella que solo contenia
moscas con 0jos rojos. Esta variacion fue producida por una mutacién en uno de
los genes que controla el color de ojos. En el frasco de moscas de la fruta ahora se
encontraban al menos dos formas del mismo gen. Una de las formas causaba que los
ojos fueran rojos y otra que los ojos fueran blancos. Este es un ejemplo de un alelo.
Un alelo esta definido como una de las posibles formas de un mismo gen. Alelos
distintos pueden o no producir caracteristicas distintas observables en los organismos.
El genotipo de un organismo corresponde a toda su informacién genética, incluyendo
los alelos. Mientras que el fenotipo se refiere a los rasgos observables del organismo,
los cuales dependen ademas del ambiente en que el organismo se desarrolla. Por lo que
los alelos siempre representan cambios en el genotipo, pero pueden o no representar
cambios en el fenotipo. Una mutacion se define como cualquier cambio en el genotipo

de un organismo.

Estudios sobre la mosca de la fruta de ojos blancos mostraron que este rasgo
mutante podia atribuirse a un solo cromosoma. De esta manera se confirmé que los
genes se encuentran en los cromosomas. Ahora la pregunta era ;Qué componente
de los cromosomas es el que contiene la informacién genética? Se sabia los cromoso-
mas estaban compuestos principalmente de dos tipos de polimeros: las proteinas y el
ADN (4cido desoxirribonucleico). La gran variedad y abundancia de proteinas en
la célula hacian creer a los cientificos que la informacién genética estaba en las pro-
teinas. En 1944, Oswald Avery, Colin MacLeod y Maclyn McCarty publican
sus experimentos probando que la informacion genética de las bacterias estaba conte-
nida en el ADN. Tomarfia algunos anos de controversia cientifica aceptar al ADN como

la substancia quimica que contiene la informacion genética de todos los seres vivos.

Gracias a James Watson, Francis Crick y a su trabajo publicado en 1953, hoy

conocemos los detalles de la estructura del ADN. Desde el punto de vista quimico,



el ADN es un polimero lineal de nucleétidos (cierto tipo de moléculas organicas).
Un polimero lineal es un compuesto formado por muchas unidades simples conectadas
entre si, como si fuera un largo tren formado por vagones. En el ADN, cada vagén es un
nucledtido, y cada nucleétido, a su vez, esta formado por un azticar (la desoxirribosa),
una base nitrogenada (que puede ser Adenina, Timina, Citosina o Guanina) y un
grupo fosfato que actiia como enganche de cada vagén con el siguiente. Por lo tanto,
lo que distingue a un nucleétido de otro es la base nitrogenada. En este sentido se
puede distinguir una secuencia de ADN simplemente nombrando la primer letra
de cada base nitrogenada de la cadena. Por ejemplo una secuencia de ADN podria
ser AGCATTAGCATTAAGCC..... Actualmente existen diversos métodos y técnicas

bioquimicas para determinar fragmentos de la secuencia de ADN de un individuo.

La posibilidad de conocer y comparar fragmentos de secuencia de ADN en diferen-
tes individuos nos permite inferir la genealogia de estos individuos y las mutaciones
a lo largo de esta, creando asi un ambiente fructifero para el desarrollo de modelos
probabilistas. A principios de la década de 1930 Sewall Wright y Rodald Fisher
describen independientemente a un modelo probabilista discreto para la genealogia
de una poblacién de N individuos. En 1982, John Kingman [16] estudia la conver-
gencia de las genealogias del modelo propuesto por Wright y Fisher para N grande,

a un modelo continuo llamado coalescente de Kingman.

Detras del coalescente de Kingman se encuentran algunas hipdtesis muy fuertes
sobre la reproduccién de la poblacion a estudiar. Considerar otras hipdtesis nos lleva

a modelos mas generales, como son los A-coalescentes y los =-coalecentes.

En esta tesis se presentan modelos para genética de poblaciones basados tanto en
el coalescente de Kingman, como en el A—coalescente o el =—coalescente. Sin em-
bargo, se pone énfasis en el estudio del A—coalescente. Esto, ya que para algunas
poblaciones los modelos basados en este coalescente tienen un mejor ajuste que los
modelos basados en el coalescente de Kingman. Ademas, es mas sencillo hacer in-
ferencia sobre los parametros de modelos que utilizan el A—coalsecente, que hacer

inferencia sobre los parametros de los modelos que utilizan el =—coalescente.

La inferencia sobre los parametros de dichos modelos se hace en base a un impor-



tante estadistico llamado “Espectro de Frecuencia de Sitio”, el cual también explica
en esta tesis.

Esta tesis esta pensada para ser de utilidad practica a cualquier lector con cono-
cimientos muy basicos de probabilidad y que tenga interés en alguno de los temas
aqui presentados. Dichos temas se muestran de la manera més independiente posi-
ble. Por lo anterior, se sugiere al lector no poner énfasis en ningtin concepto cuya
comprension se muestre dificil en una primera lectura.

La tesis estd estructurada mediante tres capitulos y un apéndice.

El primer capitulo de la tesis habla sobre un teorema probabilista, el Teorema de
De Finetti. Este teorema es de importancia fundamental en muchas dreas importantes
de probabilidad y estadistica, como lo son la estadistica bayesiana y la teoria la
coalescencia. Aunque el teorema es muy general, en esta tesis se demuestra solo un
caso particular, ya que este caso es suficiente para la construccién del A—coalescente.

En el segundo capitulo de la tesis se definen y construyen el coalescente de King-
man, el A-coalescente y el Z—coalescente. La construccion se hace explicando de ma-
nera muy intuitiva el espacio sobre el cual estd definido y su topologia. Este capitulo
finaliza con algunos ejemplos de estos coalescentes asi como una breve mencion de los
modelos en los cuales surgen.

En el tercer capitulo se presenta y estudia al Espectro de Frecuencia de Sitio
(EFS). El EFS es un estadistico que condensa la informacién obtenida de las secuen-
cias de ADN de una muestra de una poblacién. Ademas, en este capitulo se explica
céHmo utilizar este estadistico para hacer inferencia a los parametros asociados algunos
modelos de genética de poblaciones basados en el A—coalescente.

Por tltimo, en el apéndice se da una breve mencién a los conceptos y teoremas
bésicos y de mayor importancia para la comprension topoldgica del espacio de estados
sobre el cual esta definido un proceso coalescente.

Se recomienda ampliamente al lector hacer una revisién a las Referencias Bi-

bliogréficas asociadas a los temas de su interés particular.

10



Capitulo 1

El Teorema de De Finetti

Una nocién importante tanto en estadistica bayesiana como en la teoria de coales-
cencia es el concepto de intercambiabilidad. El teorema més importante referente a

la intercambiabilidad es el Teorema de De Finetti.

1.1. El enunciado del Teorema

En estadistica es muy comun encontrarse con problemas en los que el orden de
los datos no es tan importante como los datos en si. Algunas veces incluso el orden
de los datos es solo una etiqueta que se les asigna para poder manejarlos. Cuando el
orden de nuestros datos no es importante decimos que contamos con la propiedad de

intercambiabilidad.

Definicién 1. Un vector aleatorio finito es intercambiable si tiene la misma dis-

tribucion que cualquier permutacion de €él. Es decir, cuando

d
(Xl, e 7Xn) — (Xa(1)> e 7Xa(n))>

para cada permutacion o de (n) = {1,...,n}.

Definicién 2. Una sucesion infinita de variables aleatorias {X;}°, es intercam-

biable cuando (Xi,...,X,) es un vector finito intercambiable, para cada n € N.
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Claramente cualquier sucesion finita o infinita de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas (i.i.d) es intercambiable. jSera que solo las variables
aleatorias i.i.d. son intercambiables?. Si existen otras variables aleatorias intercambia-
bles, ;Podremos construirlas? ;Podremos caracterizar a todas? La respuesta a estas

preguntas la tenemos en el Teorema de De Finetti.

Notacién 1. Si E es un espacio topoldgico, entonces B(E) denotard a la o-dlgebra

de Borel de dicho espacio.

Teorema 1 (Teorema de De Finetti). Consideremos a una sucesion de variables
aleatorias reales { X;}22,, definidas en el espacio de probabilidad (2, F,P). Sea ademds
M(Q) el espacio de todas las medidas de probabilidad en (Q, F). Entonces la sucesion
es intercambiable si y solo si existe una medida de probabilidad «, definida sobre

M(Q), tal que para cualesquiera By, Bs ..., B, € B(R) se tiene que

P(X, € By,..., X, € B, = / [ Pixi € Bla(ap).
M(®)

=1

A la medida o se le llama medida de De Finetti para la sucesion intercambiable

{Xaib2

Intuitivamente el Teorema de De Finetti nos dice que condicionado a una medida
aleatoria, las variables aleatorias intercambiables son i.i.d. La demostracién del Teore-
ma de De Finetti se puede encontrar en [1] y una versiéon mas general (para variables
aleatorias que no necesariamente toman valores reales) se puede encontrar en [14].
Aunque la prueba sea bastante elemental, nosotros solo la construiremos para el caso
de sucesiones de variables aleatorias binarias (variables aleatorias Bernoulli). Para
esto nos basaremos en [12], ya que la prueba proporcionada en este libro serd més
ilustrativa para la construccion del A-coalescente. El resto de lemas, teoremas y

corolarios del capitulo estaran enfocados en realizar la prueba de dicho teorema.
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1.2. Las sucesiones de incrementos

El objetivo de este capitulo es construir la medida de De Finetti para el caso
binario. La construccion de dicha medida se dard mediante sucesiones completamente
mondétonas. En esta seccion se definiran las sucesiones completamente mondnotonas
mediante sucesiones de incrementos y se daran algunos resultados que se requieren

para dicha construccion.

Definicién 3. Dada una sucesion de nimeros reales {a;}2, y r > 0, definimos

inductivamente a su r-éstma suceston de incrementos mediante:

0., . S
A a; ‘= a;, A Q; ‘= Aj+1 — Q4

Arﬂai = Arai+1 - Arai.
De manera natural, las derivadas multiples de una funcién se relacionan con las
)

sucesiones de incrementos.

Proposicién 1. Sea f una funcion de clase C**1. Para cada v € R, definimos la

sucesion {xé,n)} mediante x,(gn) = f(x + k/n). Entonces
k=0

f®(z) = lim nk’Akxén),

n—oo

donde f*)(z) denota la k—ésima derivada de f en x.

La prueba de la proposicién anterior se puede obtener utilizando los primeros
términos de la aproximacién de Taylor a la k-ésima derivada f*) alrededor del punto
(x +1/n).

La siguiente proposicion nos dice como obtener r-ésima sucesién de incrementos

sin necesidad de induccién.
Proposicién 2. Para toda sucesion {a;}3°, y r > 0 se tiene que
r r ‘
Arai = ( ) (—1)T_]ai+j. (11)

13



Demostracion. Probaremos esto para toda ¢ y por induccion sobre r. Los casos r = 0
y r = 1 se cumplen por definicién. Supongamos ahora que para r > 1 se cumple (1.1)

para toda 7. Entonces tenemos

A", =A"a;1 — A"a;

:=:£; (;)(—iUr_jauﬁ+1“j§: (;)(—*Ur_jawv

§=0
r+1 T r
— ) e — () (_1)T*jai .
3 (5D =35 () v
(r+1)! ) ;
=1 + (— THCLH—Z J (_1)r+179ai+j

(r+1—ljlr+1

B Z : (r+1)! r+1 _‘7(—1)r_jai+j

r+1— )l r+1

v r+1 s i+r41—3
=iyri1 + ( a; + Z ( ) o Tait [Q]
r+1
r+1 i
_ Z ( ) s,

por lo que la proposiciéon se cumple para toda r y para toda i. O

El siguiente Teorema da una importante relacion entre las sucesiones de incremen-

tos de dos series cualesquiera.

Teorema 2 (Férmula General de Reciprocidad). Para cualesquiera sucesiones {a;}2,

y {ci}2, se tiene que



Demostracion. Tenemos:

v v ) v v r r . o
Z Cr <7“)A a; = ZCT (7‘) Z < > (—1)"7a;1, por Proposicién 2,

r=0 r=0 7=0 J

EE 1) ()

j=0 r=0

=SS en() (V) e,

j=0 r=0

Y v . .
= Z @iy j ( ) (—1)""7A"¢;, de nuevo por Proposicion 2,
- J
7=0

por lo que la proposicién es cierta. O

La Proposicién 2 nos dice como obtener todas las r-ésimas sucesiones de incre-
mentos de {a;} directamente. El siguiente es un corolario del Teorema 2, que nos dice
como obtener {a;} directamente de los primeros términos de sus r-ésimas sucesiones

de incrementos.

Corolario 1 (Férmula de Inversién). Para cualquier sucesion {b;}2, y para cualquier

v € N se tiene que

=3 () s

=0

Demostracion. Aplicar la Férmula General de Reciprocidad (Teorema 2) a las suce-

siones a; = 1y ¢; = b;yp. O

La siguiente observacion es un caso particular de la Formula de Inversion. Mas
adelante se utilizara dicha observaciéon para la construccion de una serie de medidas
de probabilidad que convergen débilmente a la medida de De Finetti buscada en este

capitulo.

Observacion 1. En particular se tiene que

=0 \J
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1.3. Los Momentos y las Sucesiones Completamen-
te Mondtonas

El Teorema 3, que veremos en esta seccion, da la relacién entre las sucesiones
completamente mondtonas, que también se definirdan en esta seccién, y los momentos
de una distribucién. Estudiaremos este resultado con el enfoque probabilista de Feller
[12], pero utilizando conceptos mds actuales. Para probar dicho teorema haremos uso

de algunos lemas.

Lema 1. Si{cy}32, es la sucesion de momentos de una variable aleatoria X, entonces
(-1)"A"¢, =E [X*(1 - X)"].

Demostracion. Tenemos:

=\
- ;0 (;) (—1)E [X"*]
g (e

por lo que dicho lema se cumple. O

Definicién 4. Una sucesion {ax}32, se llama completamente mondtona si, para
toda i y r, cumple que

(—1)"A%q; > 0.

Observacion 2. Por el Lema 1, st X es una variable aleatoria tal que 0 < X <1

casi sequramente, entonces su sucesion de momentos es completamente mondotona.

Como nos interesa relacionar variables aleatorias con sucesiones completamente

mondétonas y viceversa, durante el resto del capitulo consideraremos solo variables

16



aleatorias acotadas con probabilidad 1 en [0, 1].

Lema 2. Sea {¢;}2, una sucesidn completamente mondtona tal que ¢y = 1. Para

cada n € N definimos los valores

p§~n) = (n) ()" 7A" e; 0<j<n.
J

n

Entonces {pg-n)} son los pesos de una medida de probabilidad discreta.
j=0

Demostracion. Ya que {c;}32, es completamente mondtona entonces pg.n) > 0. So-
lo falta ver que dichos valores suman uno. Por la Observacién 1, de la férmula de

inversién, tenemos que:

Zn:pg'n) = En: (n> (=1)"7A™ e = qp.
=0

=0 J

Durante el resto de la secciéon denotaremos mediante pu, a las medidas cuyos
pesos p;n) estan asociados a los puntos j/n. Ademés denotaremos mediante F,, a las
funciones de distribucién asociadas a dichas medidas y mediante X,, a las variables
aleatorias con funciéon de distribucion respectiva F),. Notamos ademas que pu,, F,

y X, estan definidas en funcién de una sucesién completamente monétona {c;}32.

Ademds, podemos definir al r-ésimo momento de X,, mediante E[X] := [ 2", (dz).

Lema 3. El r-ésimo momento de X,, converge a ¢, cuando n tiende a infinito.

lim E[X]] = c,.

n—oo

17



Demostracion. Tenemos

lim E[X]] = lim Z (l> pg-n)]l{jgn}

n—oo n—oo
j=0

z - '] " n n— n—
:nlggo E (—) (]>< ) IA jcj]l{j<n}
= lim E C; Jaoll{ <n}, por Teorema 2 con a; i para 0> 7 >n
xsrpelt 9 i<n}; j = n 9 - — 1Y

)
= lm y { H — ,5} (7 A ao] Lj<ny
=7

n—)oo n
00 -C'_
5[5t [ s
=" %] 1tm [niAa]
n—oo
=1 L

= Z =l £9(0), esto de acuerdo a la Proposicién 1 con f(z) = 2",

por lo que tenemos la convergencia. O

Teniendo los lemas anteriores, podemos concluir la seccién con el siguiente teore-
ma, el cual nos dice que a cada sucesion completamente mondtona le corresponde una
medida finita. Para dicho teorema denotaremos mediante X,, a la variable aleatoria

con ley p.

Teorema 3. Si pu es una medida de probabilidad concentrada en [0, 1], entonces los
momentos {c, }22, de X,, forman una sucesion completamente mondtona con ¢y = 1.
Reciprocamente, para cada sucesion completamente mondtona {c,}>2,, con ¢y = 1,
existe una unica medida p de probabilidad en [0, 1] tal que {c,}5°, es la sucesion de

momentos de X,,.

Demostracion. Si {c,}72, es la sucesiéon de momentos de X, entonces por el Lema 1

18



la sucesién es completamente mondtona.

Supongamos ahora que {¢,}°°, es completamente monétona. Entonces por el Le-
ma 2, tenemos definidas a las variables aleatorias X,, y a sus respectivas funciones de
distribuciéon F),. En esta demostracién veremos que las variables aleatorias X,, con-
vergen en distribucién. Esta prueba estd basada en el ejemplo d) del Teorema 2 del

capitulo XIII del libro [12] (pdgina 251).

Ya que las medidas p,, estdn concentradas en [0, 1], entonces para ver la convergen-
cia débil de dichas medidas solo necesitamos probar que [ gdpu, converge a un limite
finito para cada ¢ continua en [0, 1]. Ya que toda funcién continua en [0, 1] puede ser
aproximada uniformemente en [0, 1] mediante una sucesién de polinomios, entonces
solo nos falta ver que [ xFdu,, converge a un limite finito para toda k. Por el Lema
3, tenemos que F}, converge débilmente a una distribucion digamos F. Ya que cada
F,, tiene soporte en [0, 1] y F}, converge a F, entonces F' también estd concentrada en

0, 1].

Definimos entonces a la medida ;2 mediante la medida asociada a la funcién de
distribucién F. Nos falta ver que efectivamente la sucesién de momentos de X, es
{c,}22,. Sin embargo, esta propiedad también se deduce de la convergencia en dis-

tribucion, del Lema 3 y del hecho de que todas las medidas estan concentradas en

0,1].

Para concluir la demostraciéon de este teorema notamos que la unicidad se debe de

nuevo a que los momentos caracterizan a una distribucién con soporte acotado. [

La relaciéon entre las sucesiones completamente mondtonas y la sucesion de mo-
mentos asociada a una distribuciéon de probabilidad es poco intuitiva. La intuicién
pudiera encontrarse en teorema mucho més importante que asocia a las funciones com-
pletamente mondétonas (versién continua de las sucesiones completamente mondtonas)
y las transformadas de Laplace. Para leer mas sobre esta relacién y sus aplicaciones

a procesos estocdsticos se puede consultan consultar las notas de Zenghu [17].
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1.4. Teorema de De Finetti para Sucesiones Bina-
rias

Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema de De Finetti para el caso

binario.

Teorema 4. Si {X;}, es una sucesion de variables aleatorias Bernoulli inter-
cambiables, existe una unica medida de probabilidad 1 en [0,1] tal que, para cada

0<k<n<o
1
P[Xlzl,...,szl,XkH:O,...,Xn:O]:/ (1 —p)"*du(p). (1.2)
0

Demostracion. Denotemos al lado izquierdo de la ecuacién (1.2) mediante py,. Se

tiene la relacién

Pn—1n—1 = Pn—-1,n + Pnn, (13)

para n > 2. Sea {c;} la sucesién dada mediante ¢o = 0y, para n > 1 ¢, = Pun.

Entonces la ecuacién (1.3) se puede escribir mediante
Pr-1n = —(Prn = Pn-1n-1) = —Acp-1. (1.4)
Probaremos ahora, mediante induccién sobre m = n — k, que en general se tiene
P = (=1)"FATFey.

Cuando m = n — k = 1 la hipdtesis de inducciéon se cumple gracias a la ecuacion
(1.4). Supongamos ahora que la hipétesis se cumple para m = n — k. Entonces, por

intercambiabilidad tenemos

Pkn+1 = Pkn — Pk+1,n+1 (15)
_ (_1)n—kAn—kck o (_1)n—kAn—kck+1

— (—1)n+1_kAn+1_ka.
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n=kAn=Fc, para todas 0 < k < n. Ademés

Por lo tanto tenemos que py, = (—1)
tenemos que todas las constantes py, son probabilidades de eventos, por lo que son
no negativas. Entonces {c;} es una sucesiéon completamente monétona. Luego, por el
Teorema 3, {c;} es la sucesiéon de momentos de X,. Entonces por el Lema 1 se cumple

el teorema. OJ

Intuitivamente este teorema nos dice que si tenemos una sucesion de variables alea-
torias Bernoulli intercambiables, entonces condicionando sobre una p € [0, 1] aleatoria,
estas variables aleatorias son independientes e idénticamente distribuidas Bernoulli
de pardmetro p. Este es un caso particular del Teorema de De Finetti (Teorema 1)
que intuitivamente nos dice que las variables aleatorias intercambiables son iid con-

dicionando con la medida de De Finetti.
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Capitulo 2

A-Coalescentes

En este capitulo se construyen los A-coalescentes, como lo introdujo Pitman en

120].

2.1. Las particiones y los coalescentes

Los coalescentes son procesos estocasticos con espacio de estados en particiones.

Es por esto que es importante entender a las particiones y a su topologia.

2.1.1. Particiones de N

En este capitulo estudiaremos procesos estocasticos de particulas que se van fu-
sionando con el tiempo. La forma de caracterizar dichas particulas serd mediante

particiones de los ntimeros naturales.

Notacion 2. Denotaremos al conjunto de los primeros n naturales mediante (n) :=

{1,2,...,n}.

Definicién 5. Una particion © de A C N es una relacion de equivalencia entre
los elementos de A. A las clases de equivalencia de dicha relacion los llamaremos
blogues de 7. Dichos blogues, w*, 7% ..., se considerardn enlistados en el orden cre-

ciente que se obtiene en base al minimo elemento de cada bloque. Es decir, el minimo
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elemento de A se encuentra en 7', el minimo elemento de A\ 7' se encuentra en m*

y asi sucesivamente.

Ejemplo 1. Consideremos a la particion © de (n), con n = 6, dada mediante:

T = {7r1 = {1,4}, 7% .= {2,3,5}, 7 := {6}}.

En este ejemplo los minimos elementos de cada bloque son 1,2 y 6 respectivamente.

Por lo cual la particion es presentada en dicho orden.

Notacién 3. Al conjunto de todas las posibles particiones de (n) lo denotaremos
mediante P™ y al conjunto de todas las posibles particiones de N [o denotaremos
mediante P*°. Hablaremos de P", con n < oo, para referiros a particiones que pueden

ser den € N o de todo N.

Ejemplo 2. PS = {71'1,71'2,77'3, T4, 71'5}7 donde m™ = {{1}, {2}, {3}}, T = {{1}, {2, 3}},
T3 = {{1,2},{3}}, Ty = {{1,3},{2}} Y T = {{1,2,3}}.

Notacion 4. Como cada particion T € P", n < 00, nos representa a una relacion de
equivalencia, denotaremos a dicha relacion mediante

i~

o simplemente i ~ j, en caso de no haber ambigiedad. Es decir, i ~ j significa que

tanto © como j pertenecen al mismo bloque B € .

Definicién 6. Dada una particién m, € P* con k € NU{oo} conformada por los blo-
ques m = { Ay, Ay, ..., Ay}, con m < oo, decimos que m € P* es un refinamiento

de una particion T € P* si todo bloque B € 9 puede ser expresado de la forma

B:UAj,

jeJ
para algun subconjunto J C {1,...m}.
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Ejemplo 3. El conjunto de los singuletes {{1},{2},...,{k}} es refinamiento de cual-
quier particion de P*, mientras que cualquier particion de P* es un refinamiento del

conjunto total (k) ={1,2,...k}.

2.1.2. La topologia de las particiones

Para poder trabajar con procesos estocasticos definidos en P°°, necesitaremos
asignarle una topologia a las particiones. En esta subseccién construiremos y enten-
deremos la topologia dada por Pitman ([20]), a la que llamaremos topologia usual.
Para poder dar la construccién se hara uso de los resultados y definiciones dados en el
Apéndice A. Ademas serd necesario fijar la definicién y la notacién de las proyecciones

entre particiones.

Definicién 7. Dados 1 < m < n < oo, se le llama proyeccion de P" a P™ a la

funcion @7 : P™ — P™ tal que, para cualesquiera i,j € (m) y m € P", se tiene que

. b ()
1~

j =it

Ejemplo 4. ¢35 ({{1,4},{2,3},{5}}) = {{1},{2,3}}.

Comencemos por dotar a cada espacio P* con la topologia discreta (ver Apéndice
A) y por lo tanto a [],~, P* con la topologia producto que resulta de considerar
dichas topologfas discretas. Consideramos ahora a la funcién ¢ : P> — [[.2, PF

dada por
o(m) = (¢ (), 937 (m) ... ) -

La imagen de esta funcién ¢(P>) es subconjunto de [];~, P*, por lo que estd dota-
da de manera natural con la topologia de subconjunto de [[;~, P*. Siguiendo esta
construcciéon natural la topologia usual de P> es simplemente la topologia heredada
por la funcién ¢. Esto quiere decir que un abierto en P> es la imagen inversa de un
abierto en ¢(P>). Observamos que ¢ es inyectiva, por lo que cada abierto de ¢(P>)

corresponde a un tnico abierto de P*°.
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Observacion 3. En P> las proyecciones ¢3° coinciden con las proyecciones ¢; de la

Definicion 34 el Apéndice A y ademds (b; =¢jo o;t.
Observacién 4. El espacio [, P* es compacto.

Demostracién. Cada espacio P* es finito y tiene la topologia discreta, por lo tanto
cada espacio P¥ es compacto. Por el Teorema de Tychonoff (del Apéndice A), tenemos

que [[o=, P* es un espacio compacto. ]

Ya que [[,2, P* es un espacio compacto, entonces solo tenemos que probar que

¢(P>) es cerrado para tener que P> es compacto con la topologia usual.
Teorema 5. FEl espacio P> es compacto con la topologia usual.

Demostracion. Veamos que el complemento ¢(P>)¢ es abierto.

o= U U {weHP’f tal que qu(w)=m¢j<¢;1<¢i<w>>>m}

J=1m;ePii=j+1 k=1

~U U U [5' mN e e )]

J=1m,ePi i=j+1

~U U U [g'@Ne s @)

j=1m;ePs i=j+1

Ya que la topologia producto esta generada por las imagenes inversas de las pro-
yecciones (ver la Definicién 35 del Apéndice A), tenemos que ¢(P>)¢ es abierto. Por

lo que P> es compacto con la topologia usual. O

Analicemos con méas detalle a la subbbase S que genera a la topologia usual de
P>. Ya que [[r—, P* estd dotado de la topologia producto, entonces es generado
por uniones de intersecciones de conjuntos de la forma gb,;l(A), donde A es cualquier

subconjunto de P*. Ya que P* es finito, entonces existen 7}, ... ,ﬂi € P* tales que
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A = UL, {mt). Por lo que ¢ (4) = 6 (UL (7)) = UL, ¢ ({71}). Esto quiere

decir que el conjunto

S={¢; (m) : k>1ym e Pk}

es una subbase del producto [];~, P*. Por lo tanto el conjunto
S={¢; (m) N(P®): k>1ym e P}

es una subbase del subconjunto ¢(P>) C [].=, P*.

Hasta ahora S parece solo definida mediante notacién engorrosa. Para entender

un poco mas a §, nos fijaremos en el conjunto ¢>,:1(7rk) N ¢(P>). Tenemos
o ) = {(,ul,,ug,...) € HPZ D = ’ﬂ'k}.
1=1

Por lo que

¢1§1(7Tk) NA(P) = {(p1, 2, - .- ) € G(P™) & g = 1}

Ademas

¢~ (o (m) N G(P™)) = {m € P=: ¢ (7) = mi},

por lo que la subbase de P> con la topologia usual es

s=J U tireP o =m}}.

k=1, cPk

(2.1)

En la Figura 2-1 tenemos dibujado a un arbol infinito que en cada nivel tiene a

los espacios de todas las posibles particiones de (k), es decir P* o también ¢ (P>).

En este arbol cada nuevo nivel n 4+ 1 se obtiene agregando el entero n 4+ 1 a todas las

posibles particiones de n elementos. El espacio P> puede ser pensado como las hojas

de este arbol. Entonces un elemento de la subbase & puede ser pensado como todos

los descendientes en P> de una particién 7, en P*. Més adelante veremos que S es

de hecho una base.

Siguiendo la intencion de comprender a la topologia usual, definiremos una métrica
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B (P) {1
B3 (P) N

/{LQ}\ /{1}»{2}\———\

P37 (P™) {1,2,3} [1.2343} {13342} {1}.{2.3} {1}{2}.{3}
: N NN N NN
(f)?-;O(POC) {1,2,‘...,77,} ’ ) ) ) {1}{2}.{17}

Figura 2-1: Grafica del arbol de P>.
en P>, Esta métrica es tipica de las estructuras de arbol.
Definicién 8. Llamaremos distancia (o métrica) de drbol a la funcién dada por:

1
~ max {k : op(7m) = gr(m)}’

d(m, )

cuando w, 7" € P> son distintos y cero cuando son iguales.

Para visualizar a las bolas de la métrica de arbol volveremos a pensar en el arbol
de la Figura 2-1. Pensando en este arbol, notamos que el tener una distancia entre
dos particiones 7 y 7’ igual a 1/k, significa que el ancestro comiin mas reciente entre
7wy 7 se encuentra en el nivel k. Utilizando este razonamiento, se observa que la bola
con radio € > 0 y centro en la particién m, B.(7), consta de todos los descendientes

de ¢y (m), donde k es el menor entero tal que 1/k < e.

Observaciéon 5. La topologia generada por la métrica de drbol coincide con la topo-

logia usual de P°.

Demostracion. Los elementos de la subbase de la topologia usual coinciden con las

bolas de la métrica de arbol. m
Observaciéon 6. La subbase de la topologia usual S es en realidad una base.

Demostracion. Ya que la subbase coincide con las bolas y las bolas son base de la
topologia generada por una métrica, entonces S es en realidad una base para la

topologia usual. O

Corolario 2. El espacio P> es métrico compacto (con la métrica de drbol).
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2.1.3. Los Coalescentes

Ya que nuestros espacios P" y P son espacios métricos compactos (con las topo-
logias discreta y de arbol respectivamente), el Teorema de Extensién de Kolmogérov
nos permite definir procesos estocdasticos en dichos espacios. Nosotros estamos intere-
sados en los procesos coalescentes.

La coalescencia es la propiedad de dos o mas materiales de unirse en un solo cuer-
po. En probabilidad un coalescente es un proceso estocastico donde cada particula
esta representada mediante un conjunto y la fusion de varias particulas estd repre-

sentada como la unién de conjuntos.

Definicién 9. Se le llama coalescente a un proceso estocdstico {11, }>0, con espacio
de estados en P>, con trayectorias cadlag y tal que para cada t1 < to Il es un
refinamiento de Ily,. En el caso en que el espacio de estados de 11 sea P" (en lugar

de P> ), se dird que Il es un n—coalescente.

La forma més usual de graficar un coalescente es mediante un dendograma. Cada

linea del dendograma representa a una particula presente en el tiempo ¢ (ver Figura

2-2).

Figura 2-2: Gréfica de un 5-coalescente.

Nos interesa estudiar coalescentes que sean cadenas de Markov (para construc-

ciones més precisas de dichos coalescentes ver [11]). Ademés queremos que todas
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las particulas tengan el mismo comportamiento y por lo tanto la ley del proceso es-
tocéastico dependa solo de la cantidad de particulas presentes en cada tiempo. En
otras palabras, necesitamos que la ley del proceso no dependa ni de la cardinalidad
ni del contenido de cada particula (bloque). Es en este sentido que se requiere una
nocion de intercambiabilidad en las particiones. Para definir esta intercambiabilidad,

definiremos primero a la permutacion de una particion.

Definicién 10. Dadosn € N, m € P" y una permutacion o de (n), la permutacion

o(m) se define mediante:
(7)

. o(m
1~

j = o)) o).

Ejemplo 5. Para la particion © € P°, dada mediante

m=1{{1,2},{3,4,5}},
y la permutacion o de (5), dada por
ob)=1yo(i)=1i+1, parai=1,2,3,4,

la permutacion o(w) estd dada por

o(m) ={{1,5},{2,3,4}} .

Ahora que tenemos definida una permutacién en una particién, podemos dar una

definicién de intercambiabilidad en particiones (que resulta andloga a la Definicién 1

del Capitulo 1).

Definicién 11. Sea n € N. Decimos que una particion aleatoria I1 de (n) es in-
tercambiable si conserva su ley bajo cualquier permutacion. Es decir, si para cada

permutacion o cumple la ecuacion

Decimos que una particion aleatoria I de N es intercambiable si cualquier
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proyeccion finita ¢3°(I1) es intercambiable.

Por dltimo, decimos que un coalescente {Il;};>o es intercambiable si I1; es

intercambiable para toda t.

Un E—coalescente es un coalescente markoviano homogéneo intercambiable (ver
[22]). En un Z-coalescente puede suceder que dos (o més) grupos de particulas se
junten al mismo tiempo, formando dos (o més) particulas (una particula por cada
grupo). Un A—coalescente es un =-coalescente en el que solo se permite que un
grupo de particulas se junte al mismo tiempo. En un A-coalescente puede suceder
que un grupo de mas de dos particulas se junte formando una sola particula. Un
coalescente de Kingman es un A-coalescente en el que solo se permite que se
junten dos particulas para formar una (y por lo tanto no pueden juntarse grupos mas
grandes ni varios grupos al mismo tiempo). La Figura 2-3 nos muestra un ejemplo de

cada uno de estos coalescentes.

LT TR |

Coalescente

“de A-Coalescente =-Coalescente
Kingman

Figura 2-3: Ejemplos de coalescentes Kingman, A y =.

En esta tesis solo nos interesaremos en los A-coalescentes, que en la literatura tam-
bién suelen ser encontrados con el nombre de coalescente con colisiones miiltiples

o coalescente simple.
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2.2. A-coalescentes

2.2.1. Caracterizacién

Para caracterizar una cadena de Markov homogénea en tiempo continuo con es-
pacio de estados finito o numerable nos basta su generador infinitesimal. Gracias a
la intercambibilidad de los A-coalescentes de (n) (para cada n € N), el generador
infinitesimal queda determinado por un arreglo de tasas { Ay }2<i<p. Dichas tasas re-
presentan la intensidad con la que la cadena cambia de tener b particulas a tener
b— k+ 1 particulas. Es decir, la intensidad con la que k particulas se fusionan en una
sola. A menos que se especifique lo contrario, se acostumbra que todo A-coalescente
comience con singuletes (bloques de un solo elemento). Ademas se acostumbra asig-

narle a Ao el valor 1, lo que equivaldria a “estandarizarlo”).

Ejemplo 6. Sea {Il;};>0 un A-coalescente de (n) con arreglo de tasas { Xk }2<k<b<n
entonces el tiempo T que dicho coalescente tarda en cambiar de estado por primera

vez es una variable aleatoria con distribucion exponencial de parametro Ay, donde

n n

Por el Teorema de extensién de Kolmogdrov, para construir un A-coalescente de
N, necesitamos una propiedad de consistencia. Teniendo dicha consistencia podemos
construir dicho coalescente como limite proyectivo de A-coalescentes de (n), n € N.
Para cada n € N, la proyeccién ¢}, del A-coalescente de (n) asociado al arreglo
{ bk fo<k<b<n debe de tener la misma ley que el A-coalescente de (m) asociado al
arreglo { Aok fo<k<b<m-

La consistencia es equivalente a que al agregar particulas pueda generarse un pro-
ceso con el mismo arreglo de tasas. Por induccion bastara con que dicha consistencia se
cumpla agregando una sola particula. Esto se traduce en pedir que para cualesquiera

b, k se cumple que Ao = Apy1x + App1 k1 (ver Figura 2-4).

Definicién 12. Un arreglo de tasas {\x}o<i<p, con Aao = 1, se llama consis-
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Apk = Moy kT Ao ket

—_— —— ————
k k

~ _ - >

b b

Figura 2-4: En este ejemplo “la rama” de color amarillo representa a la particula que se
agrega al grupo de particulas. La suma de las tasas representa a las dos posibilidades
que tiene la particula nueva (de unirse o no unirse al grupo).

tente si para cualesquiera 2 < k < b se cumple la ecuacion
bk = Ab+1k T Apt1k+1- (2.2)

Teorema 6. Para cada arreglo de tasas { Ny }o<k<bcoo COnNSistente existe una unica

medida de probabilidad A con soporte contenido en [0,1], tal que:
1
Ao = / 2" 2(1 — 2)"*A(dw), 2<k<hb. (2.3)
0

Andlogamente, para cada medida de probabilidad concentrada en [0, 1], el arreglo

de tasas definido mediante (2.3) cumple la propiedad de consistencia.

Demostracion. Es claro que para toda medida de probabilidad A concentrada en [0, 1]
el arreglo de tasas definido mediante (2.3) cumple la propiedad de consistencia.
Supongamos ahora que tenemos un arreglo de tasas { A }2<k<p consistente. Para
probar la existencia de la medida A utilizaremos la prueba del Teorema de De Finetti
para sucesiones binarias (1.4).
Sean

Din = Ant2,i42, para 0 <7 < n.
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De la propiedad de consistencia del arreglo de tasas tenemos que

Din = Dipn+1 + Dit1,n+1-

De aqui reconocemos la relacién con la ecuacién (1.5). Ademds ppg = o2 = 1.
Entonces, siguiendo la prueba del Teorema de De Finetti existe una tinica medida A
en [0, 1] tal que
1
Pin = / 2 (1 — z) "I A(dx).
0
Por lo tanto

1
Aok = Dk—2p—2 = / 22 (1 — )" FA(dx).
0
[

Hasta ahora todo el capitulo ha tenido como objetivo construir a los A-coalescentes.

Condensaremos este trabajo mediante el siguiente teorema.

Teorema 7. La ley de todo A-coalescente estd determinada de manera inica mediante

una medida de probabilidad A concentrada en [0, 1].

2.2.2. Algunos ejemplos de A-coalescentes

En esta subseccién presentaremos algunos ejemplos de A-coalescentes, de acuerdo
a la medida A utilizada en cada caso. Los ejemplos presentados en esta subseccién

son importantes por sus aplicaciones a genética de poblaciones.

Ejemplo 7. En la subseccion 2.1.3, se define al coalescente de Kingman como
el A-coalescente que solo permite coalescencia de dos individuos. Ya que la medida
A se encuentra estandarizada, esto significa que las tasas de coalescencia son de la
forma My = Lyp—9y. Observamos entonces que estas tasas se obtienen cuando A es
la medida de Dirac en cero &y (medida que asigna el valor 1 a todo conjunto que
contiene al 0 y asigna el valor 0 a todo conjunto que no lo contiene) . Observamos
ademds que el tiempo que dura un coalescente de Kingman finito teniendo b particulas

.. . . . , b
antes de colisionar es una variable aleatoria exponencial de pardmetro (2)
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En la subseccion 2.3.1 se retomard este coalescente para mencionar una aplicacion

a genética de poblaciones.

Ejemplo 8. El coalescente asociado a la medida uniforme en [0, 1] se llama coales-
cente de Bolthausen-Sznitman. Sus tasas de coalescencia se pueden calcular

explicitamente usando la funcion Beta:

1
ok :/ "2 (1 — x)Fda
0

=Bk —1,b—k+1)
C(k=2)!(b— k)
-1

donde B representa a la funcion Beta. Originalmente este coalescente surge con rela-
cion a un concepto de fisica llamado spin-glass (ver [6]). Sin embargo, actualmente se

puede utilizar para modelar poblaciones con fuerte seleccion natural (ver [9] y [23]).

Ejemplo 9. Otro ejemplo de A coalescente importante es con cuando tomamos A con
distribucion Beta(2 — a, «), para 0 < a < 2. Es decir

A(dx) = —F(Qﬂ[_o’gé()?(a)xla(l —x)* du.

Este coalescente se llama Beta coalescente. Se hablard un poco mas de este coales-

cente en la subseccion 2.3.2.

Ejemplo 10. Solo como dato curioso, en el A-coalescente asociado a la delta de Dirac
en uno 01, se tiene simplemente un tiempo exponencial de media 1 en el que todas las

particulas coalescen de manera simultdnea.

Es facil ver que el coalescente de Bolthausen-Sznitman es el caso particular del
Beta coalescente con o = 1. Ademds, Schweinsberg prueba que, cuando « se acerca
a 2, el Beta coalescente converge débilmente a un coalescente de Kingman [21].

En la figura 2-5 se aparecen las simulaciones de varios Beta coalescentes, realizadas
por G. Kersting. El coalescente de Kingman corresponde al “Beta coalescente” con

a = 2, que se puede ver a la izquierda. Y el coalescente de Bolthausen-Sznitman
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corresponde al Beta coalescente con @ = 1. Observamos que a medida que o — 0
las coaliciones suelen abarcar mayor nimero de particulas. En el tercer capitulo de
la tesis se utilizaran estos coalescentes para representar los arboles genealdgicos de
ciertas poblaciones. Intuitivamente podemos pensar que a mayor varianza en la tasa
de reproduccion de la poblacion, serda mas apropiado ajustar un Beta coalescente con

parametro v mas cercano a cero.

a = 2 N 1’5 o = N = 0,5

\ i

Figura 2-5: Realizaciéon de Beta coalescentes. En esta figura se muestran las si-
mulaciones realizadas por G. Kersing de Beta Coalescentes que comienzan con 50
particulas. De izquierda a derecha los pardmetros o de estos coalescentes son respec-
tivamente 2, 1.5, 1 y 0.5.

2.3. Los Coalescentes como Limite de Modelos de

Poblaciones

La genética de poblaciones es la rama de la genética cuyo objetivo es describir
la distribucién de las variaciones genéticas para explicar los fenémenos evolutivos.
Para realizar este estudio, se define una poblacion como un grupo de individuos de
la misma especie y se reproducen entre ellos. Durante el resto de la secciéon se men-
cionaran algunas importantes aplicaciones de los A-coalescentes a modelos genéticos

de poblaciones.
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2.3.1. El modelo Wright-Fisher y el coalescente de Kingman

Uno de los modelos probabilistas mas conocidos en genética de poblaciones es
el modelo Wright-Fisher. Este modelo representa una poblacién evolucionando en
tiempo discreto. En el modelo Wright-Fisher se supone que la reproduccién es asexual
(no hay recombinacién genética). Ademads se tiene la hipétesis de que no hay saltos de
generaciones, lo que significa que un individuo de la generacién t € Z tiene hijos en
la generacion t + 1. Para describir a este modelo imaginemos que en cada generacién
t hay un numero constante de N individuos. Luego cada individuo de la generacion
t + 1 escoge al azar y de manera independiente a su padre de entre los individuos de
la generacién t. Este proceso se repite en cada generacién de manera independiente.
Ahora fijamos una generacion, la cual representara el presente. Luego tomamos una
muestra de individuos de tamano n < N, de dicha generaciéon y rescatamos solo a
dicha muestra y a todos sus ancestros, hasta llegar al ancestro comtun (ver Figura

2-6). Ahora diremos que dos individuos i y j, de entre los n individuos de la muestra,

A,CA

Figura 2-6: Realizacion del modelo de Wright-Fisher. En la figura de izquierda
se encuentran las generaciones de la muestra avanzando en el tiempo (de izquierda a
derecha). Las lineas conectan a cada individuo con sus descendientes y ancestros. En
la figura de la derecha estd la misma realizacién del modelo, pero se han eliminado a
todos los individuos del pasado que no tienen descendencia en la muestra.

estan relacionados r generaciones antes, si tienen un antepasado comun r generaciones

./ . . . . T .
antes. Denotaremos a esta relacion de equivalencia mediante ¢ ~ j.
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Ahora podemos calcular la probabilidad de que individuos de la muestra sean o
no sean hermanos. Por ejemplo, la probabilidad de que dos individuos sean hermanos

es P(1 A 2) = le En general, la probabilidad de que m de los N individuos fijos de

m—1
la muestra sean hermanos es (%) .

Por otro lado la probabilidad de que los individuos 1 y 2 sean hermanos entre si y

que los individuos 3 y 4 también sean hermanos entre si, pero que 1 y 3 no lo sean es

P(1~2%3~4) =21

El orden de la probabilidad de tener solo dos hermanos es mayor que el de tener
tres o mas. Por lo que, para N muy grande, si reescalamos el tiempo de tal manera
que se vean las colisiones de dos linajes, no se veran colisiones de tres o mas y tampoco
se veran colisiones simultaneas. Esto quiere decir que en el limite el arbol genealégico
se veria como un coalescente binario.

Ya que implicitamente hemos estado trabajando con intercambiabilidad en los
individuos, veamos el tiempo de colisiéon de los linajes de los individuos 1 y 2, al

cual llamaremos T . Claramente, la variable Ty es distribuida geométricamente con

1

pardmetro 1/N. Por lo que tenemos P(Tyy > r) = (1 — &

)". Ahora volvemos a
reescalar el tiempo de tal manera que r = |Nt|, para t > 0. Por lo tanto en el
limite tenemos a la distribucién de la variable aleatoria exponencial de parametro
1: P(Ty > |Nt]) ~ e '. Por lo que las genealogias de una muestra de tamario n
en un modelo Wright-Fisher se comportan como un n—coalescente de Kingman para
poblaciones grandes (ver referencia [16]).

Para mas informacién y detalles sobre el modelo Wright-Fisher y el coalescente

de Kingman se pueden consultar las notas de Durrett [10].

2.3.2. El modelo de Cannings y el =-Coalescente

Entre 1974 y 1975 Cannings introduce otro modelo para ciertos tipos de pobla-
ciones. Mohle y Sagitov probaron que de la misma manera que las genealogias del
modelo de Wright-Fisher se comportan asintéticamente como un coalescente de King-
man, las genealogias del modelo de Cannings se comportan asintéticamente como un

=-coalescente [18].
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Para describir el modelo pensemos en una poblacién que se mantiene constante en
N individuos. Consideramos entonces al vector aleatorio de descendencia
(v1(t), ..., vn(t)) que nos da el nimero de hijos que tiene cada uno de los N individuos
en la generacién t. Para cada t > 0, los vectores (vy(t),...,vn(t)) son independientes
e idénticamente distribuidos. Supondremos ademés que el vector de descendencia es
intercambiable (no se hace distincién entre los individuos). Ya que la poblacién se

mantiene constante, entonces i v;(t) = N, para cada t.

Observaciéon 7. El modelo Wright-Fisher es un caso particular del modelo de Can-
nanings en el que el vector de descendencia se distribuye como una multinomial de

N ensayos y pesos iguales 1/N.

Por intercambiabilid, para este modelo que la probabilidad de que dos individuos

. . 7 2 ]:E: _1 ’
tomados al azar de la misma generacion sean hermanos es cg\,) = % Ademas

la probabilidad de que tres individuos sean hermanos es cg\?}) = %. De

manera general tenemos

cg\’;) =Efvi(v; —1)... (v, —n+ 1)](‘]\[”—_'1)'

)

Observamos que el orden de cg\? esta relacionado con el orden del n-ésimo momento

de v;.

En el modelo Wright-Fisher el orden de 05\2,) es mayor que el de cualquier otro

), por lo que solo se permiten colisiones de 2 particulas. Sin embargo, en

el modelo general de Cannanings podria suceder que cﬁ) y 053) sean del mismo orden

valor de c%

generando asi las colecciones miltiples, como veremos en la siguiente seccion.

2.3.3. El proceso Galton-Watson Supercritico y los Coales-

centes

Un ejemplo particular del modelo de Cannings se obtiene mediante procesos de

Galton-Watson supercriticos.
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Un proceso de Galton-Watson es una cadena de Markov que modela la re-
produccién de individuos. Para describir a este proceso supongamos que a cada
generacién ¢ hay una cantidad N(¢) de individuos, cada uno de los cuales tiene
v1(t), ..., un@)(t) hijos respectivamente, donde las v;(t) son independientes e idéntica-
mente distribuidas. En dicha cadena ademas se pide que el comportamiento de cada
generaciéon sea independiente. Ademas se dice que un proceso de Galton-Watson es
supercritico si E[vy (t)] > 1.

Consideremos a un proceso de Galton-Watson supercritico que comienza con N
individuos y tal que P(v;(t) = 0) = 0. Luego en cada generacién se seleccionardn
al azar solo N individuos y solo a estos N individuos se les permite reproducirse,
manteniendo asi una poblacién constante. Este modelo es equivalente al modelo de
Cannanings, con la ventaja que podemos trabajar directamente sobre la distribucion
de v (t). Este modelo podria aparecer por ejemplo en el maiz, donde cada planta tiene
muchas semillas, pero cada ano se escoge al azar una pequena cantidad de semillas
para sembrarlas el ano siguiente.

El modelo presentado por Schweinsberg, en [21], es un caso particular al modelo
de Cannanings, pero con la hipdtesis adicional de la existencia de ciertas a > 0y
C > 0 tales que P(vy(t) > k) ~ Ck™°, para cada k. De acuerdo al valor de a, las
genealogias del modelo de Schweinsberg pueden converger a distintos coalescentes,

cuando el tamano de N tiende a infinito:

= Cuando a > 2 el modelo converge a un coalescente de de Kingman.

= Cuando 1 < a < 2 el modelo converge a un Beta coalescente de parametro a,

introducido en el Ejemplo 9 de la subseccién 2.2.2.

= Cuando 0 < a < 1 el proceso converge a cierto Z-coalescente.
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Capitulo 3

El Espectro de Frecuencia de Sitio

Un concepto importante en genética de poblaciones es el espectro de Frecuencia de
Sitio. En este capitulo se define dicho concepto y se muestra como puede utilizarse para

hacer inferencia sobre la genealogia de una muestra de una poblacion de individuos.

3.1. Alineamiento de Secuencias y las Mutaciones

Supongamos que tenemos fragmentos de la secuencia de ADN de varios indivi-
duos y nos interesa compararlas. Lo primero que debemos hacer es buscar secciones
similares para encontrar que bases nitrogenadas que resultan andlogas y en base a
esto encontrar las mutaciones. Al proceso de buscar secciones similares se le llama

alineamiento de secuencias.

Ejemplo 11. Supongamos que tenemos los siguientes fragmentos de la secuencia de

ADN de tres individuos
» TATCAATCGATT
» CGATCGAGTAGCAT

» TTCGATCGATTAG.
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Entonces al alinear las secuencias obtendriamos el siguiente arreglo:

T AT C A AT CGATT
c ¢ AT CGACTAGCCAT.
rT G AT CGATTACG

En el arreglo anterior el color azul corresponde a los fragmentos de secuencia

iguales y el color gris a las diferencias generadas por mutaciones.

3.2. El Espectro de Frecuencia de Sitio

Uno de los objetivos de comparar las secuencias de ADN de los individuos es inferir
sobre la frecuencia con que se estan produciendo mutaciones. Existen muchos tipos de
mutaciones y, de acuerdo al tipo de mutacién, estas pueden surgir con mayor o menor
frecuencia. Sin embargo, para facilitar el estudio, supondremos que las mutaciones son
simplemente cambios en los que una base nitrogenada se cambia por otra. Ademés
supondremos que cualquier posible cambio (entre cualquier posible base por cualquier
otra distinta) sucede con la misma frecuencia. Estas hip6tesis son poco realistas. Sin
embargo, son muy utiles para estructurar un modelo general. Teniendo un modelo
general como base, es posible estudiar con mas detalle los tipos de mutacion de interés.

A lo largo de su cadena de ADN un organismo simple, como una bacteria, puede
tener 500 pares de bases nitrogenadas y un organismo mas complejo, como los huma-
nos, puede tener cantidades de pares del orden de 10%, o incluso més. Por lo tanto, de
acuerdo a la hipotesis de que las mutaciones suceden con la misma frecuencia en cada
base, la probabilidad de que dos mutaciones ocurran sobre la misma base nitrogenada

se desprecia. A este modelo se le llama se le llama modelo de infinitos sitios.

Definicién 13. Supongamos que se tiene una muestra de secuencias de ADN de n
individuos. Entonces se dice que una mutacion es de tamano i, para 1 <1 < n, si

dicha mutacion afecta o fue heredada por i de los n individuos muestreados.

42



Ejemplo 12. Consideremos de nuevo a las secuencias de ADN de los tres individuos
del Ejemplo 11, que son CAATCGATT, CGATCGACT y CGATCGATT.

Podemos observar dos mutaciones:

a) Ya sea que el primer individuo muté una G por una A o que los otros dos

individuos tienen un ancestro en comiun que mutd la A por la G.

b) Ya sea que el sequndo individuo mutd una T por una C o que los otros dos

individuos tienen un ancestro en comun que muto la C por la T.

Entonces tanto en el inciso a) como en el inciso b) no sabemos si el tamarno de

estas mutaciones es 1 o es 2.

En el ejemplo anterior se ilustra la dificultad para distinguir a una mutacion
que afecta a ¢ individuos de una que afecta a n — i. Para resolver este problema
se requiere tener acceso a la secuencia de ADN original. Generalmente no se puede
tener acceso a la secuencia de ADN original pero se tiene acceso a la secuencia de
ADN de un individuo de la misma especie pero ajeno a la muestra. A la secuencia de
dicho individuo se le llama salvaje. El individuo con secuencia salvaje generalmente
es un individuo extraido de una poblacién lejana. La lejania de la poblacién nos
hace suponer que no tiene ancestros comunes con la muestra que se desea estudiar.
Ademaés se supone que la tasa de que este individuo haya mutado en las bases que son
de nuestro interés es despreciable. En este sentido podemos pensar que el individuo

salvaje tiene la secuencia original.

Ejemplo 13. Supongamos ahora que en el Ejemplo 12 ademds tenemos acceso a la
secuencia salvaje CGATCGACT. En esta secuencia las bases coloreadas representan
mutaciones en la muestra del Ejemplo 12 (recordemos que se estd suponiendo que la
secuencia salvaje no tiene mutaciones). Entonces la mutacion asociada al color azul

es de tamano 1, la mutacion asociada al color rojo es de tamano 2.

El conteo del ejemplo anterior nos representa a un vector que se denomina “Es-

pectro de Frecuencia de Sitio”.
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Definicién 14. Dadas las secuencias de ADN de n individuos y el acceso a una
secuencia salvaje extra, se le llama Espectro de Frecuencia de Sitio (EFS) al

vector

€= (g, ey

tal que ff") es el numero de mutaciones observadas de tamano 1.

3.2.1. Comportamiento asintoético

Idealmente deberia bastar con conocer la tasa de mutacion 6 y la medida A asocia-
da a un A—coalescente para poder deducir la ley conjunta del EFS de una poblacion
regida bajo este modelo. Sin embargo, no hay un camino claro por el cual se pueda
obtener dicha ley. La propuesta de Limic y los hermanos Berestycki para este pro-
blema fue la deduccién del comportamiento asintético del EFS para una familia de
A—coalescentes entre los cuales esta el Beta coalescente [5 |. Dichos coalescentes son
los asociados a medidas A con la propiedad llamada fuerte a—regular variaciéon en

cero.

Definicién 15. Se dice que una medida A tiene una fuerte a—regular variacion

en cero, si existe un o € (1,2) y un A > 0 tal que
A(dz) = f(z)dx, donde f(x) ~ Az'™® cuando x — 0.

Observacion 8. La medida Beta(2 — «, «), asociada a un Beta coalescente tiene una

fuerte a—regular variacion en cero, cuando « € (1,2).

En términos del EFS, el teorema de Limic y los hermanos Berestycki nos dice lo

siguiente.

Teorema 8. Sea A una medida asociada a un A—coalescente que cumple la fuerte
a—regular variacion en cero, para algunos o € (1,2) y A > 0. Entonces el EFS

asociado a una muestra de tamano n y con tasa de mutacion 0/2 tiene el siguiente
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comportamiento asintotico.

& g 2-al(ita—2)
lim =—Chqn - ,
il —1)

n—oo n2—o 2

cast sequramente, para
ala—1)
Cho = .
AT AT — o) (2 — a)

El teorema anterior deberia ser de utilidad para muestras grandes, sin embargo se

desconoce como obtener la tasa de convergencia.

3.3. Los momentos del EFS para el A-coalescente

La ventaja de utilizar la estructura de coalescente, en vez de la estructura de arbol,

en un arbol genealégico es que el coalescente tiene ademés la longitud de las ramas.

Definicién 16. Dado un proceso coalescente {I1;}+>0, se le llama rama a un elemento
A € 11, para algin t. Ademds al tiempo que dura A desde que se forma hasta que

colisiona con algun otro elemento de I1; se le llama longitud de la rama.

Podemos pensar a las ramas como individuos del arbol genealdgico. De esta for-
ma, tiene sentido pensar que entre mas larga sea una rama mayor probabilidad de
mutaciones habra. Ademas, a todos los conjuntos que en algin momento colisionaron
podemos pensarlos como descendientes de una rama. De esta forma, las mutaciones

que sucedan en una rama seran heredadas a todos los descendientes.
Definicién 17. Se le llama tamano de una rama a la cardinalidad de esta.

Observacion 9. El tamano de una mutacion coincide el tamano de la rama en la

cual sucede.

Ejemplo 14. En la figura 3-1 tenemos un coalescente genealégico. A la cabeza se
encuentra la cadena salvaje. Las mutaciones coloreadas en azul, verde y morado afec-
tan a un solo individuo, por lo que gf” = 3. Las mutaciones coloreadas en amarillo

y café son las afectan a tres individuos, por lo que g§"> = 2. Por ultimo tenemos una
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mutacion roja que afecta a 7 individuos, por lo que fén) = 1. Entonces el EFS es

¢ =(3,0,2,0,0,0,1,0).

TGGTAGCT

AGGTAGCT

TGGTAGAT

TTGTAGAT

AGGTCGCT

AGGTAGCT AGGTAGCT AGGTCGCT AGGTAGCT AGGCAGCA AGGCAGCA GGCAGCA TTGTAGAT TGGTAGCT

Figura 3-1: El EFS y el coalescente genealdgico.

3.3.1. Los momentos del EFS

Se tiene una muestra de cadenas de ADN y se desea inferir el coalescente genealdgi-
co. Como el problema en si es muy complejo, resulta conveniente hacer hipotesis ex-
tra sobre dicho coalescente. La primera hipdtesis razonable es la intercambiabilidad,
ya que generalmente se observan mutaciones neutras, es decir sin ventaja selectiva.
Otra hipotesis razonable es la propiedad de Markov. La propiedad de Markov es una
hipétesis razonable, ya que no tenemos informacion sobre el pasado de los individuos
de dicha muestra. Por lo anterior, dependiendo de la forma de reproduccién de la
especie puede ser util suponer un coalescente de Kingman, un A-coalescente o un
=-coalescente. En la practica, por dificultades de inferencia, los Z-coalescentes no son
tan utilizados. Por lo que en adelante supondremos un A-coalescente.

Supongamos por un momento que tenemos acceso al coalescente genealdgico, pero
queremos hacer inferencia sobre las mutaciones que suceden en las ramas. Lo mas

natural es suponer que las mutaciones se distribuyen uniformemente sobre toda la
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longitud de las ramas. Es decir, condicionando sobre el coalescente genealdgico, se
supondra que las mutaciones se distribuyen de acuerdo a un Proceso de Poisson
Puntual sobre dichas ramas. Generalmente se supone una tasa de /2, donde 6 es un
parametro sobre el cual también se desea hacer inferencia. En resumen, para inferir la
genealogia de una poblacién de tamano n, se supone un A-coalescente, sobre el cual
suceden mutaciones de acuerdo a un Proceso de Poisson Puntual de pardmetro 6/2.

Utopicamente, conocer la medida A y el pardmetro 6 deberia ser suficiente para
deducir una distribuciéon del EFS, que en este caso seria un vector aleatorio. Sin
embargo, deducir la distribucion conjunta de EFS es muy complicado. Por lo que solo
se deduce su vector de esperanzas y su matriz de covarianzas como se estudiara en el

resto de este capitulo.

3.3.2. La intuicion de Fu

En 1994 Fu [13] publicé férmulas del vector de medias y matriz de covarianzas
para el EFS del caso del coalescente de Kingman. Dichas féormulas dependen solo
de la tasa de mutacién 6/2. Para explicar de manera muy general la idea de Fu y
més adelante la de Birkner, Blath y Eldon [4], haremos uso de la siguiente cadena de

Markov asociada a un A-coalescente de (n).

Definicién 18. Sea {Il;};>0, entonces el proceso de conteo de bloques {Y;}i>o
es la cadena de Markov que nos dice la cantidad de bloques o particulas que tiene I1

al tiempo t, es decir

Yy = #1L.

Ademas diremos que 11 estd en el estado k cuando Y se encuentre en dicho estado.

Ejemplo 15. Supongamos que tenemos un 5-coalescente de Kingman. Entonces cual-
quiera de los vectores (1,1,3), (1,3,1), (3,1,1),(1,2,2), (2,1,2), (2,2,1) podria repre-
sentar al vector de tamanos de las ramas en el estado 3. Supongamos que el vector
que ocurrid es el vector (1,2,2) como en la Figura 3-2. Entonces cualquier mutacion
que ocurra en la primera rama serd de tamano 1 y cualquier mutacion que ocurra en

las otras ramas serd de tamano 2.
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Estado 2 Z Estado 32 Estado 4 Estado 5

Figura 3-2: El vector de hojas para las ramas del estado 3 es (1, ,2).

En el n-coalescente de Kingman, cada posible par de bloques tiene una tasa de 1
de colisionar. Por lo que Y solo puede cambiar si se encuentra en un estado mayor o
igual que 2. Y se mantiene en un estado durante un tiempo exponencial de parametro
(1;)7 para luego cambiar a Y; — 1.

La idea de Fu es utilizar el hecho de que en un n-coalescente de Kingman (y en
cualquier n-coalescente intercambiable), cada una de las hojas tiene igual probabilidad
de ser descendiente de cada una de las ramas del estado k, citando [15]. De esta
manera reparte las hojas en las ramas utilizando una distribucion multinomial. La
reparticién de las hojas corresponde a la ley de los tamanos de cada rama. En base a

esto es posible obtener el vector esperanza para el EFS en términos de 6. La féormula

obtenida por Fu fue

E(e™) = 1,

! )

En el mismo articulo [13], Fu encuentra también a la matriz de covarianzas del EF'S.

3.3.3. La esperanza del EFS

Birkner, Blath y Eldon retoman la idea de Fu para encontrar los parametros del
EFS (vector de esperanza y matriz de covarianzas) para el caso del A-coalescente de
(n) [4].La expresién obtenida para dichos pardmetros queda solo en términos de unas
complicadas recursiones. Sin embargo, dichas recursiones pueden ser muy utiles para

obtener dichos parametros con herramientas de cémputo.
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En el caso del coalescente de Kingman, Fu aprovecha que la cadena asociada Y,
cambia de un estado k a un estado £ — 1 directamente, lo cual no se cumple para
otros A-coalescentes. Para generalizar la idea de Fu al caso de los A-coalescentes,
habra que condicionar sobre el evento de que la cadena pase por cada estado k. Este
condicionamiento aparecera en el Lema 4, pero antes recordaremos e introduciremos

un poco mas de notacion.

Para contar el tamano de cada rama del estado k, recordemos que IT}, T2, ...,

denotan los bloques ordenados de un coalescente II al tiempo ¢, como en la Definicién

5. En particular 1 € II}, para cada t. Ademds utilizaremos la siguiente notacion.

Denotaremos como P, a la medida de probabilidad asociada a un A-coalescente
de (n). En este contexto E, representard la esperanza o integral de Lebesgue con
respecto a P,. También denotaremos como 7T} al tiempo de la primera coalescencia.

Ademés g(n, m) denotard el tiempo esperado que el coalescente dura en el estado m.

Es decir
gln,m)=E, {/ ]l(ys_m)d8:| )
0

Ya que T} es un tiempo de paro, entonces por propiedad de Markov Fuerte
{I1;+1, }+>0 se comporta como un coalescente con las mismas tasas, solo que no co-
mienza con singuletes. Esto nos permite obtener muchas recursiones que hacen posible
encontrar numéricamente muchos valores de interés para el estudio e inferencia del
EFS. Por ejemplo, el valor numérico de g(n, m) puede obtenerse mediante una sencilla
recursiéon. Para mencionar esta y otras recursiones, denotaremos mediante p,; a la

probabilidad de que Y pase de cierto estado a a cierto estado b.

Observamos que una recursién que hace posible el calculo de g(n,m) estd dada

mediante

n—1
g(”v k) = Z pn,n’g(n/a k)a
n'=k

con la condicién inicial g(k, k) = qlk, donde ¢;, = Zf:z (]:) ki es la tasa en la que Y

sale del estado k.

Para dar algunas otras recursiones importantes utilizaremos la siguiente notacion
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de eventos:
Ag = Existe t > 0 tal que #II, =k

Bn’ = #HTl =n

Otra recursién 1til es para calcular P(Ay) estd dada mediante

n—1
Ip)n(Ak> = Z pn,n’]P)n’ (Ak)a
1=k

con la condicién inicial Py (Ax) = 1. En particular

]P)n(Ak) -

Lema 4. El condicionamiento sobre el primer paso sujeto a que la cadena Y pase

por el estado k de un A-coalescente de (n) es de la forma:

P A g(n', k)
n Bn’ — Pnn’/ .
( | k) bn. g(n, k)

Demostracion. Tenemos:

P, (B, N Ag)
Pn(Ak)
o ]Pn(Bn’)Pn(Ak‘Bn’>
B Pn(Ak)
. pn,n’]Pn’ (Ak)
B Pn(Ak)
g(n', k)
— k)

P, (B |Ag) =

Con intencién de generalizar la idea de Fu para un n-coalescente de Kingman, se
define el valor p(™ [k, b]. Este valor se define como la probabilidad de que, condicional-
mente a que la cadena pase por el estado k, una de estas ramas, escogida al azar (por
ejemplo la rama que contiene al 1, gracias a la intercambiabilidad), sea de tamano b

(ver Figura 3-3).
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{1}

Figura 3-3: En esta figura se muestra la ocurrencia de un evento cuya probabilidad
es p9[3,4]. La rama azul contiene al uno y es de tamafio b = 4. Las ramas de azul y
gris corresponden a las ramas del estado k£ = 3.

Para obtener la esperanza del EFS, Birkner, Blath y Eldon obtienen la siguiente

recursién para p™ [k, b], cuando 1 < k < n.

n—1 / /
M 7] g(n', k) b= =n)
P [kv b] - Z Pnn’ g(n, k) ]1b>nfn’ p [k’ b (n n >]

n'=
!/

n' —b ’
)] 3.1)

/

Para que los valores de p™ [k,b] se puedan computar, ademds de la recursién es

necesario considerar las siguientes condiciones de frontera
P, b =01, v p™[k,b =0 cuando b>n — (k — 1).

Para obtener dicha recursion primero se condiciona sobre el valor que toma Y
después del primer salto, luego sobre si dicha primer coalescencia involucra o no
a elementos contenidos en la rama fija (la que contiene a 1 en el estado k). Para
demostrar con méas detalle la recursion necesitaremos un poco mas de notacién.

Denotamos mediante a C' al conjunto formado en la primera coalescencia. Es decir
C' es el conjunto tal que C € Il y #C > 1. Denotaremos ademas al evento Ay,
como el evento de que en algin momento el coalescente se encuentra en el estado k

y la rama fija, la que contiene a 1 en dicho estado. Ademas denotamos al evento Cj,
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como el evento en el que se cumple Ay, y ademéds los elementos de C' son también
elementos del bloque conteniendo al 1, cuando el coalescente estd en el estado k (ver

Figura 3-4). Formalmente tenemos los eventos se definen como a continuacién:

App = Existe t > 0 tal que #II; = k y #II} =,
Chp:= Existe t > 0 tal que #II; = k, #I1] = by C C #I1}.

)

Estado k& |

Estado n’

Estadon Jl

{1}

Figura 3-4: En ambas figuras estamos viendo una ocurrencia de un evento As4. El
color azul marino corresponde a la primera rama del estado k y el color verde corres-
ponde a la primera coalescencia. En la figura de la izquierda la rama fija contiene a la
primera coalescencia, es decir se cumple Cs 4. Sin embargo en la figura de la derecha
no, es decir se cumple 054.

Entonces, para probar la recursién (3.1) basta con condicionar sobre el valor de

Yr,, luego sobre la posible ocurrencia de Cjj, y finalizar aplicando la propiedad de
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Markov fuerte sobre el tiempo de paro 77. Formalmente tenemos :

Pk, b] =P, (Ars|Ar)
n—1

= Pu(Ars|Ax 0 B )Py (B | Ar)

n'=k

n—1
= Z ]P)n(Bn/|Ak) |:Pn(Ak,b‘Ak N Bn/ N Ck,b)P(Ck7b|Ak N Bn’)
'=k

+ Po(Aks|Ax N By N CE)P(CEL| Ak N Byr)

< b—(n—n') .
=Y P.(Bu|As) {nm_n, pr [k,b— (n—n')]
=k
n/ — b ’
+ ]lb<n’ / p(n )[ka b]:|
n
n—1 ’ ’
g(n', k) b—(n—n)(/) /
= ot~ | Lpspoy ————=p" |k, b — -
Z p , g(n, k) |: b> 77// p [ (n n )]
n'=k
n/ —-b (n')
+ 1y p\" [k, b]|, esto por Lema 4.

Ahora que tenemos demostrada la recursién (3.1) podemos encontrar una férmula

para el vector esperanza del EFS, como se hara en el siguiente teorema.

Teorema 9. El vector esperanza del EFS para un A-coalescente de (n) estd dado
mediante 4
0 n—i+1

E[e"] =3 3 pk.ilkg(n, b)

T2
k=2

Demostracion. Denotaremos mediante 1, (b) a la longitud total de todas las ramas de
tamano b. Ademds denotaremos mediante v, (b)[l, k] a la longitud de la [-ésima rama
del estado k cuando dicha rama es de tamano b. Si la cadena Y no toca el estado
k o si la [-ésima rama no es de tamano b, entonces 1, (b)[l, k] simplemente toma el
valor 0. Debido a que las mutaciones ocurren sobre el coalescente segin un Proceso

Puntual de Poisson de pardmetro 6/2, entonces tenemos:
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E [6"] = TE [0 (0)
0 n—i+1l k

SE-D 3D 1 PG )

k=2 =1
0 n—i+1

= 03 KE L4y (L K]

1a,, /000 ]l{yszk}ds}
o[t [t ]
Ak] E, [/000 Lyy,—ryds
gl
gl

9 n—i+1 r
== ) kE,
2 k=2
9 n—i+1 -
=- Y kE,
2 k=2
9 n—i+1 r
=- Y kE, |E, []1 s
2 k=2 L
0 n—i+1 r )
=3 > kR, [p™ [k, i]E, { / Ly,—pyds
k=2 - 0
0 n—i+1 00
k=2 0
0 n—i+1 )
=3 > ™[k, iJkE, {/ ]l{YS—k}dS:|
k=2 0

9 n—i+1

=2 > Mk, dlkg(n, k).

k=2

gl

Utilizando el Teorema 9 y la recursién (3.1) es posible computar el vector de

esperanzas.
El caso particular en el caso del coalescente de Kingman g(n, k) = (k_k&
pM[k,i] = (?:f) kil_l (%)n_%. Por lo que se puede calcular de manera explicita

al vector de esperanzas, obteniendo

=[] =%
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3.3.4. Las covarianzas del EFS

Para calcular el vector de covarianzas del EF'S, Birkner, Blath y Eldon mencionan
otras tres recursiones con sus respectivas condiciones de frontera.

Para la siguiente recursion definimos para 2 < k <n a pg;) [k, 7] como la proba-
bilidad de que, condicionado a que en algiin momento Y esté en el estado k, el primer

bloque del estado k es de tamafio ¢ y el segundo es de tamano j (Ver Figura 3-5).

{7}

{4}

{5}

{1}

{2}

{6}

{3}
Figura 3-5: En esta figura se puede observar que, cuando Y esta en el estado 3, se
tienen los bloques {1,2,5,6},{3},{4,7}. Por lo que esta figura se representa a un

evento con probabilidad pg;) [3;4,1]. Recordemos que los bloques estan ordenados en
orden creciente del minimo de cada bloque.

La recursion de Birkner, Blath y Eldon para péZ) [k; 1, 7] es la siguiente

m)

peq

_ g(m, k) {Z — (n — m) ( [kz;i —_ (n — m),j]]l(bn,m)

ek;.7-: n,m
palkitd] =2 P iy [ m

| —(n—m o
+ d ( )pggl) [kv ) — (n - m)]]]'(]>n—m)
m
m—1—7 (m o
+ m pgq)[k77'7.]]1(z+]>m):|7 (32)

con la condicién inicial p& [n: i, j] = Tiimjmr).-

La prueba de estd recursion es anédloga a la prueba de la recursion (3.1). Se condi-

ciona sobre el valor que tome Y, después del primer salto. Luego se condiciona sobre
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si dicha coalescencia es descendiente de la primera rama del estado k, si la primera
coalescencia es descendiente de la segunda rama o si no no es descendiente de ninguna
de estas dos.

Para la siguiente recursién tomamos ahora 2 < k < [ < n. Entonces pﬁjﬁ) [k, 1, 4]
denota a la probabilidad, condicionada a que un A-coalescente de (n) pase por el
estado k en algin momento y por el estado [ en algin otro momento, ademas la
primera de las k£ ramas es de orden ¢ y una rama fija, elegida al azar de las [ ramas
sea de tamano j y que ademas esta rama elegida al azar no sea descendiente de la

primera rama de k (Ver Figura 3-6).

{1}

|

Figura 3-6: En esta figura se puede observar un evento de probabilidad pq(ﬁl) 3,2;5,3].
El color azul representa a las ramas escogidas.

Entonces tenemos la siguiente recursion para 2 < k <[ <n

i gm, ) [i — (n—m)
(TL) . S 9 - -
Pun (K5 051, 7] = E Pnm {

[ ] 9(”7”

m=l
Jj—(n—-m) . o
L2 ()L s
m—1i—]

con las condiciones de frontera pq(fq? [k,i;m, j] = ]l(jzl)p(") [k,z]% La prueba de esta

recursion es también andloga a la de la recursion (3.1).

56



Para la tltima recursion tomamos de nuevo 2 < k < [ < n. Entonces pgé) [k, i1, 4]
denota a la probabilidad, condicionada a que un A-coalscente de (n) pase por el estado
k en algin momento y por el estado [ en algiin otro momento, ademas la primera de
las k ramas es de orden 7 y una rama fija, elegida al azar de las [ ramas sea de tamano

J (Ver Figura 3-6) y que ademds esta rama elegida al azar resulte ser descendiente de

la primera rama de k (Ver Figura 3-7).

i

{1}

Figura 3-7: En esta figura se puede observar un evento de probabilidad pT(ZZ) [3,4;5,3].

De nuevo condicionando sobre el primer valor de Y y luego sobre el lugar en que

ocurrié la primera coalescencia tenemos la siguiente recursiéon para 2 < k <[l <n:

(ne L= j B —m .
Pre ) k Z’ l’] an,m , |: TT(L )pne [k 1 — (n - )7 Z’J]]l(i—j>"—m)
J—( —m) o
+ m pne [k (s (n - m)a lu] - (n - m)]]l(j>n—m)
m —
+ pne [k7l7laj] (m>1)»

con las condiciones de frontera pﬁl’é)(k, ism,j) = ]l(jzl)p(") [k, @]%, cuando 2 < k <ny

1 <3 <n.

Observacion 10. Los subindices eq, un, y ne provienen respectivamente del inglés “

equal,” “unnested” y “nested”.
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El siguiente teorema, obtenido por Birkner, Blath y Eldon, nos da una forma de

computar la matriz de covarianzas del EFS.

Teorema 10. Dado {Il;};>0, un A-coalescente de (n), cuando i,j sean tales que
1 <6, <ny2 <1147 <n, podremos computar a la covarianza entre la i-ésima vy

la j-ésima entrada del EFS mediante

[5(" ”] Zk (k — D)ple)[k; 4, 5] En:)

bl

~—

n

(n) g\n, )
Zjka [k, 1] k,k’)(
(n)

1 922>
a  4q

n k—1
+ ZZkk/pun k72al7]] + € [k,l,l,j] +pun [k ]alal] +pne [k ]7lal]
3 1—2 k4
9(n, 1) g(1, k)
g9(l,1) g(k, k)’

donde q, = Zf:2 (lf) Aii es la tasa con la cual la cadena Y sale del estado k.

Demostracion. Para la prueba de este teorema se introducird un poco mas de no-
tacion. Para 2 < k < n,l € [k], se define M,S;) como el nimero de mutaciones que
ocurren en el [-ésismo eje, cuando Y esta en el estado k. Ademas denotaremos a los
tamanos de las ramas L,@, mediante:

#I1L, sit es tal que #11; = k,

(n) _
Lle o . .
0, sino existe ¢ tal que #II; = k.

Entonces tenemos
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k
B[] =3 S S S R {nf) =i Lk = B [ M)
=Y ke —p{ry) =i Ll = j e [mf) mfy)]
2
()

23S kP { L =i, L =} E (A ]

_|_
=
i
)
(7=
5
=
—
k‘h/_\
w3
Il
~
——
=
—

Para demostrar el teorema solo tenemos que calcular las distribuciones conjuntas

de los tamanos de las ramas y las esperanzas de los productos de las mutaciones.

Por intercambiabilidad, la ley del tamano L;’}} no depende de [. Por lo tanto

tenemos

De nuevo por intercambiabilidad, para los tamanos conjuntos tenemos

p{ry) =i Ll =i} =P{ri =i L =}

I . SN w gn,KNg(k', k
= (P (k5 K, 5] + pl [k, 3, K, 5]) WLIICAL)

g(K' k) g (k. k)

Para las esperanzas de las mutaciones se condiciona sobre el tiempo en que la
cadena dura en un estado k. Por lo que sera necesario denotar mediante ¢, a la tasa

con la que la cadena Y se mantiene en cada posible estado k.

Para calcular E [M,gq)M,gnz)] , recordamos que condicionado a la longitud de las

ramas, las mutaciones se rigen bajo un Proceso de Poisson Puntual de pardmetro g.
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Por lo tanto, tenemos:
o0 [e.e]
B ] = [7E v { [ s = o} | e
0 0

0o 00 2

:/ (E |:Mk(37n1) {/ ]lyszkds = t}:|) qke*q’“tdt
0 0
< /0 2

:/ (§t> qre” dt

= RS
8y 0

La tercera igualdad se debe a que, condicionado al evento { fooo LIy, _xds = t} , la va-

riable aleatoria M ,5"1) tiene ley Poisson(4t).

)
Finalmente, para E {(M,g”l)) tenemos:

o0

I
S— S—

)\ YT :
]E[(Mm)} E (Mkl> H/O ]1yskds=tH qre~ % dt

( ) + t qre” wtdt
_(9 1 n 02 2
2q, A g
Juntando todos los términos calculados se obtiene el teorema. O

En el caso particular del coalescente de Kingman tenemos que

Var [fi(n)} = ?-l— i:0*

y para i < j
Cov [5 5( :| = O'Z'JHQ,
donde
Bn(i + 1), sii<n/2,
Oip = § 29229 — 72 §ii=n/2,

Bn(i) —i72,  sii>n/2,
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Bn(i+1)—PBn(4)

2 ; sit+ 7 <n,
O-’Lj = CLZ:?Z + &:L:?j _ ﬂn(i‘i’l%‘h@n(]’) _ ilj’ Si Z +j — n7
Baipalitl) _ L siitj>n,
1+ L + + L
2 n—1
y
. 2n 2
nl\l) = s ~\ap, — Q;) — -
Bai) (n—z—i—l)(n—z)( 1 ) n—i

3.4. Inferencia sobre los parametros del modelo

Hasta ahora hemos hablado de que para la genealogia de ciertas poblaciones resulta
apropiado ajustar modelos basados en A—coalescentes. En esta seccién se hablard de
como ajustar parametros a dichos modelos.

Una posible idea seria basar nuestros modelos en un Beta coalescente y comparar
el comportamiento observado con el comportamiento asintético esperado para una
rejilla de parametros, de acuerdo al Teorema 8. El problema es que no se conoce
la tasa de convergencia y por lo tanto es dificil saber que tan apropiado es utilizar
este teorema para modelar datos reales. Birkner, Blath y Eldon [4] realizaron algunas
pruebas para comparar los resultados asintoticos con simulaciones. Ellos observaron
que incluso para valores tan grandes como n = 10* no se obtiene un buen ajuste
para a < 1,5 La correspondencia mejora mucho cuando o aumenta llegando a buenas
correspondencias para o = 1,5 y n = 10®. En la Figura 3-8 de Birkner Balth y Eldon
comparan los resultadas obtenidos con los del Teorema 8 para distintos valores de «
y muestras de tamano n = 100 y n = 250. Podemos observar que en ambas muestras
el ajuste para a = 1,05 es muy malo, pero para los demas valores de « el ajuste es
bueno.

Al observar la Figura 3-8 uno se puede preguntar como ajustar modelos a cuando

se tienen muestras de tamano menor a 100 y valores a cercanos a uno. La propuesta
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n = 100 n = 250

o o = 1.05 = a = 1.05
i b
c}1234-55?85‘1OII|c,123455?(‘3E-S‘1C||l.
a=1.25 a=1.25
& w
o —
o (=]
12 3 4 5 6 7 8 91011, 1 2 3 45 6 7 8B 910 11,
1.5 =1.5
E e'?a
a IEH-&..H.J..;..J_.._EL a &.&l&-é—h&.d—a—a—ﬂh
° 23458?891DI||G 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11,4
a=1.75 a=175
n ©
(=] [ae]
giﬂl&llj_'lé-é-i-é.é.é..l_ﬂi gjﬂlh&l&-é-é.é.é_a..l_ﬂi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011, 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11,
spectrum index i spectrum index ¢

Figura 3-8: Comparacion de los resultados simulados para Beta coalescentes de distin-
tos parametros y distintos tamanos de muestra, con comportamiento asintético espe-
rado de acuerdo al Teorema 8. Las barras rosas representan los resultados obtenidos
mediante dicho teorema, mientras que las barras verdes representan los resultados
obtenidos mediante las simulaciones. Los bigotitos de las barras verdes representan
la desviacion estandar. En todos los casos se considerd la tasa de mutacion es 6 = 1.
La columna de la izquierda representa las muestras de tamano 100 y la de la de-
recha las muestras de tamano 250. De arriba hacia abajo los renglones representan
respectivamente los valores de o = 1,05, « = 1,25, a = 1,0 y aa = 1,75.
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de Birkner, Blath y Eldon [4] es utilizar las varianzas y convarianzas esperadas y

compararlas con los datos obtenidos en un método que llaman la “distancia ¢%”.

3.4.1. La distancia (2

En esta subseccién se presentan las ideas de Birkner, Blath y Eldon [4] para
estimar los parametros de un modelo para el linaje de una poblacién basado en
A—coalescentes. Sus ideas utilizan los momentos presentados en la seccién 3.3. En
dicha seccion se muestra como obtener numéricamente algunos momentos del EFS. Sin
embargo, la gran cantidad de recursiones necesarias hace que sea computacionalmente
muy complicado obtener dichos valores para muestras de tamanos n > 100.

La manera mas sencilla de encontrar un parametro « para ajustar un Beta coales-
cente a la genealogia de una muestra de cierta poblacién podria ser comparar los
valores esperados del EFS con los valores observados y utilizar el parametro que
minimice la suma de cuadrados (Ecuacién (3.3)).

Para no estimar por ahora a la tasa de mutaciéon # podemos reescalar al EFS

mediante

(n)
v n—1 ~(n)’
k=1 Sk

Lo mismo hacemos para los valores esperados y obtenemos

- n—1 n) ]’
=R

La comparacién de estos valores reescalados nos da la suma de cuadrados o distancia

[2, mostrada en la siguiente ecuacién:

Una vez estimado el parametro « es posible estimar la tasa de mutaciéon. Por

ejemplo, el Teorema 9 nos podria ayudar a obtener un estimador @ para cada entrada

63



i del EFS. Otra idea podria volver a utilizar la distancia [2, pero esta vez sin reescalar.
De esta manera, esta vez se obtendria un estimador 5, puesto que « ya habria sido
estimado con la distancia 2 reescalada. Intuitivamente este tltimo estimador 8 parece
mas apropiado que los estimadores @ Sin embargo, dada la dificultad del tema, en
esta tesis no se encuentran propiedades de los estimadores, por lo que no se presenta
ningin resultado formal que pueda compararlos. Ademas, por el mismo motivo, en

esta tesis no se presenta ningun intervalo de confianza para ningin parametro.

Observacién 11. El método de la distancia [? puede resultar itil para ajustar pardme-
tros a modelos basados en familias de A— coalescentes, indexadas por otros pardmetros,

que no necesariamente sean Beta coalescentes.

Uno podria pensar que seria mas apropiado estimar los pardametros mediante
algin método de verosimilitud para obtener propiedades importantes del estimador
y ademas un intervalo de confianza. Sin embargo, para tener una funcién de verosi-
militud contienendo , deberiamos tener una manera de expresar la probabilidad de
obtener el EFS observado en términos de los parametros del coalescente. Debido a
que es muy complicado hacer explicita la dependencia que tiene dicha probabilidad
sobre los parametros, Birkner, Blath y Eldon sugieren interpretar al EFS como una
observacion con ley multinomial y en base a esto proponen una pseudoverosimili-
tud. Sin embargo, como ellos mismos dicen, este método esta basado en los valores
numéricos obtenidos en la seccion 3.3. Por lo que la informacién de Fisher no puede

ser obtenida facilmente y no es clara la validez de dichos intervalos de confianza.

3.4.2. Analisis de datos del ADNm para el bacalao del Atlanti-
CO
El bacalao del Atantico se conoce por su alta varianza en la tasa de fecundidad,
por lo que se observan genealogias poco profundas. Esto nos sugiere que utilizar

modelos basados en el coalescente de Kingman podria no ser apropiado. Es por esto

que Birkner, Blath y Eldon [4] analizan los datos de Arnason, Kristinsson, Pélsson,
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Petersen y Sigurgislason ([2 | y [3 ]) sobre el bacalao del Atlédntico Norte, utilizando
un Beta coalescente.

En la Figura 3-8 Birkner, Blath y Eldon presentan una comparacion entre el
EFS observado y el EFS esperado utilizando un modelo basado en un coalescente de
Kingman y un modelo basado en un Beta coalescente. Se puede observar que el Beta

coalescente tiene mucho mejor ajuste.

20

—a— Kingman
o data
—&— Beta(2—a,a)

15

10 +

Tl

1 2

Folded freq. spectrum index ¢

Figura 3-9: Las barras café representa el EF'S observado, las barras verdes representan
al comportamiento del EFS esperado, ajustando un coalescente de Kingman y las
barras azules representan al comportamiento del EFS esperado, ajustando un Beta
coalescente.

Observacion 12. En los datos no se contaba con acceso a un individuo salvaje (ver
seccion 3.2). Por lo que, para una muestra de tamano n, las mutaciones de tamarno
n—1 no se pueden diferenciar de tamano i y son contadas junto con las de tamano 1.
Es por eso que en vez de hablar del Espectro de Frecuencia de Sitio, ellos hablan del

“Espectro de Frecuencia de Sitio Doblado”.
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Conclusiones

Laley de un A—coalescente queda determinada por una medida A de probabilidad
en [0,1]. Dicha medida corresponde con la medida de De Finetti que resulta de la
propiedad de intercambiabilidad de dichos coalescentes.

Los Beta coalescentes son una familia importante de A—coalescentes cuya medida
A se parametriza por un a € (0,2).

Podemos representar al comportamiento genealégico de una poblacién con “ selec-

)

cién neutra ” mediante un Beta coalescente, sobre el cual pueden suceder mutaciones
que se heredan a todo el linaje. Una manera de estudiar la genealogia de una mues-
tra de dicha poblacion es observar un importante estadistico, llamado Espectro de
Frecuencia de Sitio (EFS).

Obtener relaciones explicitas entre los parametros de un A—coalescente y el la ley
conjunta del EFS sigue siendo una importante area de investigacion. Sin embargo,
se conoce el comportamiento asintético del EFS para poblaciones grandes asociadas
a Beta coalescentes de parametro a € (1,2). Para poblaciones pequenas es posi-
ble obtener numéricamente la matriz de covarianzas del EFS asociado a cualquier
A—coalescente, en términos de sus parametros.

Comprar caracteristicas entre el EFS observado en una poblacién y el compor-
tamiento esperado del ESF asociado a una familia de A—coalescentes indexadas por

parametros es la clave para inferir dichos parametros. Es en este sentido es de utilidad

conocer el comportamiento asintético de dicha familia o sus momentos.
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Apéndice A
Elementos de topologia

En este apéndice se presentan algunos resultados y definiciones basicos de topo-
logia sin demostracién. Estos resultados y definiciones han sido tomados del libro de
Munkres [19]. El objetivo de este apéndice es presentar un repaso de las herramientas
de topologia utilizadas en la Seccion 2.1.1. El teorema de Tychonoff es el resultado

mas importante de este apéndice.

Definicién 19. Un espacio topoldgico es un conjunto X que posse una coleccion

F de subconjuntos de X, que cumple las siguientes propiedades:
a) O € F,
b) La union de cualquier subcoleccion de F es elemento de F,

c) La interseccion de cualquier subcoleccion finita de F es elemento de F.

En este caso, a F se llama topologia de X y a cada elemento de F se le llama

conjunto abierto.

Definicién 20. Se le llama topologia discreta a la topologia de un espacio en la

que todos sus subconjuntos son abiertos.

Definicién 21. Sea X espacio con una topologia F. Sea A C X, con A # (). Entonces,

a la coleccion de subconjuntos G definida mediante

G={ANF:FeF}
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se le llama topologia de subconjunto o topologia heredada de X.
Proposicion 3. La topologia de subconjunto es efectivamente una topologia.

Definicién 22. Dado un espacio topologico X se le llama congunto cerrado a

cualquier subconjunto F C X tal que su complemento F€ es un conjunto abierto.

Definicién 23. Dado un espacio X con una topologia F, se le llama cubierta abier-

ta cualquier subconjunto de F tal que su union forma a todo el espacio X.

Definicién 24. Dado un espacio topologico X con una cubierta abierta G, se le llama
subcubierta abierta de G (o simplemente subcubierta) a un subconjunto de G que es

a su vez cubierta abierta de X.

Definicién 25. Dado un espacio topologico X, se dice que un subconjunto C' C X es

compacto si toda cubierta abierta de C' tiene una subcubierta finita.

Proposicion 4. Un subconjunto cerrado de un espacio topolégico compacto es com-

pacto.

Definicién 26. Para cualquier conjunto X, se llama base de una topologia en X

a cualquier coleccion B de subconjuntos de X que cumple las siguientes propiedades:
a) Para cada x € X existe al menos un elemento B € B, tal que x € B,

b) Six € AN B para A, B € B, entonces al menos eziste un C € B tal que x € C
yC C ANB,

Definicién 27. Dado un espacio X y una base B de X. Se le llama la topologia

generada por B al conjunto F de todas las uniones de elementos de B.
Proposicién 5. La topologia generada por una base es efectivamente una topologia.

Definicién 28. Un espacio métrico es un conjunto X con una operacion d : X X
X — R, llamada distancia que cumple las siguientes condiciones para cualesquiera

elementos x,y,xr € X
a) d(z,z) >0,
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b) d(z,y) =0 si y solo si x =y,
¢) d(z,y) = d(y, z),
d) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).
A los elementos de X se les suele llamar puntos.

Definicién 29. Se le llama espacio métrico discreto al espacio métrico con dis-

tancia

1, six#y,
d(z,y) = .
0, six=uy.
Proposicién 6. La topologia generada por la métrica discreta coincide con la topo-

logia discreta.

Definicién 30. Dados un espacio métrico X, un punto x € X y un valor € > 0, se

le llama bola abierta con centro en x y radio € al subconjunto de B.(x) C X dado por

B(z) :={y € X : d(x,y) < €}.

Proposicién 7. El conjunto de bolas abiertas de un espacio métrico es base de una

topologia.

Definicién 31. A la topologia generada por las bolas abiertas de un espacio métrico
se le suele conocer como topologia de un espacio métrico o topologia generada por la

métrica.

Definicién 32. Para cualquier conjunto X, se llama subbase de una topologia

en X a cualquier coleccion S de subconjuntos de X tal que su union es X.

Definicién 33. Dado un espacio X y una subbase S de X. Se le llama la topo-
logia generada por S a la coleccion de todas las uniones de intersecciones finitas

de elementos de S.

Observacion 13. La topologia generada por una subbase es efectivamente una topo-

logia.
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Notacién 5. Dada una familia indexada de conjuntos {As}tacs, [1,c; Aa denota al

acJ

espacio producto de todas las J-tuplas (x4)acy-

Definicién 34. Dado un espacio producto [ .. ; Aa, para cada 8 € J definimos a la

aed

funcion proyeccion ¢g : [ ., — As mediante

$5((Ta)acs) = 5.

Definicién 35. Dado un espacio producto [ [, ; Aa, consideramos a la coleccion S =

acJ
{gb[}l(Ug) : Ug es abierto de Ag}, donde ¢p representa a la proyeccion dada en la

Definicion 34. Entonces La union

S=1Jss

BeJ

es claramente una subbase y a la topologia generada por dicha subbase se le llama to-
pologia producto o topologia usual del espacio producto. En caso de no mencionarse
una topologia especifica en un producto de espacios topoldgicos, se estard considerando

a dicho espacio dotado de la topologia producto.

Teorema 11 (Teorema de Tychonoff). El producto de espacios topoldgicos compactos

es compacto.

72



Referencias

1]

Aldous, D. & Ibragimov I. & Jacod J. (1985) Exchangeability and Related Topics.
Ecole d’Ete de Probabilites de Saint-Flour XIII, 1983. Serie: Lecture Notes in
Mathematics. New York, New York, U.S.A.:Springer.

Arnason, E. (2004) Mitochondrial Cytochrome b DNA Variation in the High-
Fecundity Atlantic Cod: Trans-Atlantic Clines and Shallow Gene Genealogy.
Genetics Society of America, 166, 1871-1885.

Arnason, E. & Kristinsson, K.& Pélsson,S. & Petersen, P.& Sigurgislason,
H.(2000) Mitochondrial cytochrome sequence variation of Atlantic cod from Ice-

land Adn Greenland. Journal of Fish Biology, 56, 409-430.

Birkner, M. & Blath, J. & Eldon, B. (2013) Statistical Properties of Site-
Frequency Spectrum Associated with A Coalescents. Genetics Soc America, 195,

1037-1053.

Berestycki, J. & Berestycki, N. & Limic, V. (2014) Asymptotic sampling for-
mulae for A—coalescents. Annales de I'Institut Henri Poincaré-Probabilités et

Statisques, 50, 715-731.

Bolthausen, E. & Sznitman, A.(1998) On Ruelle’s Probability Cascades and an
Abstract Cavity Method. Communications in Mathematical Physics, 197, 247-
276.

Carroll, S. & Doebley, J. & Griffiths, A. & Wessler, S. (2011) Introduction to
Genetic Analysis. New York, New York, U.S.A.: W. H. Freeman. Tenth Edition.

73



8]

[10]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Cummings, M. & Klung, W. & Spencer, C. & Palladino, M. (2008) Concepts of
Genetics. San Francisco, California, U.S.A.: Pearson Custom Publishing. Ninth

Edition.

Desai, M. & Fisher, D. & Walczak, A. (2013) Genetic Diversity and the Structure
of Genealogies in Rapidly Adapting Poplations. Genetics Society of America,
193, 565-585.

Durrett, R. (2008) Probability Models for DNA Sequence Evolution. Serie: Pro-
bability and Its Applications. New York, New York, U.S.A.:Springer. Second
Edition.

Evans, S. & Pitman, J. (1998) Construction of Markovian Coalescents. Annales

Inst H Poincaré, 34, 339-383.

Feller, W. (1966) An Introduction to Probability Theory and Its Applications.
Volume II. New York, New York, U.S.A.: John Wiley & Sons Inc.

Fu, Y. (1995) Statistical Properties of Segregating Sites. Theoretical Population
Biology, 48, 172-197.

Hjort, N. & Holmes, C. & Miiller, P. & Walker, S. (2010) Bayesian Nonparame-
trics. Serie: Cambridge Series in Statistical and Probabilistic Mathematics. New

York, New York, U.S.A.:Cambridge University Press.

Johnson, N. & Kotz, S. (1977) Urn Models and Their Application. New York,
New York, U.S.A.: John Wiley & Sons Inc.

Kingman, J. (1982) On the Genealogy of Large Populations. Journal of Applied
Probability, 19, 27-43.

Li, Z. (2012) Continuos-State Branching Processes, Beijing Normal University.

Mohle, M. & Sagitov, S. (2001) A Classification of Coalescent Processes for
Haploid Exchangeable Population Models. The Annals of Probability, 29, 1547-
1562.

74



[19] Munkres, J. (2000) Topology. Upper Saddle River, New Jersey, U.S.A.: Prentice
Hall, Inc. Second Edition.

[20] Pitman, J. (1999) Coalescents with Multiple Collisions. The Annals of Probabi-
lity, 27, 1870-1902.

[21] Schweinsberg, J. (2003) Coalescent Processes Obtained from Supercritical
Galton-Watson Processes. Stochastic Processes and Their Applications, 106,

107-139.

[22] Schweinsberg, J. (2000) Coalescentes with Simultaneous Multiple Collisions.
Electronic Journal of Probability, 5, 1-50.

[23] Schweinsberg J.(2015) Rigorous Results for a Population Model with Selection
IT: Genealogy of the Population, University of California at San Diego.

5



