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Capitulo 0
Prel-iminares

En este capitulo se proporcionan algunos conceptos bésicos relacionados con parte
de la teoria matemadtica que se empleard en los capitulos subsecuentes. Iniciamos
con una introduccién sobre los antecedentes y la descripcién del problema en estu-
dio. Particularmente, damos una serie de conceptos y proposiciones relacionadas
con la teorfa de operadores en espacios de Hilbert con lo cual pretendemos definir
al final del capitulo una introduccién breve a los espacios de Krein. Algunos de
los resultados vistos aquf seran empleados al final de este trabajo, principalmente
aquellos relacionados con los Espacios de Pontriaguin II,, importantes en anélisis
de la estabilidad de nuestro sistema mecénico.

0.1 Introduccién

0.1.1 Antecedentes historicos

En 1943, S. L. Sobolev concluyé su trabajo [23] "Sobre el movimiento de un
trompo simétrico cuya cavidad estd llena de un fluido”. El movimiento de rotacién
uniforme del trompo con un punto fijo en su base estd descrito por una ecuacién
de la forma

dR

— =iBR+R,  R(t=0)=R, (1)
donde B es un operador lineal y R es un vector en el espacio fase (complejo e
infinito dimensional). La solucién de esta ecuacién estd dada por

)
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€
R=¢P'RO 4 / e B Ry(s) ds,

0

donde R(t = 0) = R©®. En este caso, el operador B resulta ser acotado de tal modo
que para valores absolutos de A € C suficientemente grandes, existe la resolvente
Iy = (M — B)~L. Entonces, :

eiBt — _2_%/675)\751‘\/\ d)\,
Y

donde 7y es un circulo de radio suficientemente grande centrado en 0. Una forma
hermitica (QR;, Ry) puede ser construida en el espacio fase {R}. Su comporta-
miento estd determinado por la cantidad

K
L201+02—A1_A2_c—u—; (K=g(l1M1+l2M2)),

donde:

a) K es el momento rotacional de la fuerza gravitacional y depende del éngulo el

cual expresa la desviacién del eje z relativo a la direccién vertical;

b) wp es la frecuencia angular de la rotacién del trompo alrededor de su eje de
simetria (el eje z coincide con el eje de simetria del trompo y el origen del
sistema de coordenadas es considerado en el punto fijo);

¢) A; es el momento inercial del caparazén relativo a los ejes z y y asociados al
trompo y A, es el momento inercial del liquido relativo a los mismos ejes;

d) Cy y Cy son los momentos de inercia del caparazén y del liquido relativos al
eje z;

e) [1 y I son las distancias entre el punto fijo y los centros de masa del caparazén
y del liquido respectivamente;

f). g es la aceleracién gravitacional;

—
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g) My y M, son las masas del caparazén y del liquido respectivamente.

Si L > 0, entonces la forma de @ es definida positiva, y si L < 0, entonces @Q
es una forma indefinida con un solo cuadrado negativo.

El operador B es autoadjunto relativo a la forma @. Por lo tanto, para L > 0
su espectro es real v et es un operador acotado. Si L < 0, entonces el operador B
puede tener espectro no real. En este dltimo caso existe un par de valores propios
complejos conjugados. La presencia -0 ausencia- de estos valores propios no reales
tiene una influencia determinante en la estabilidad de la solucién para la ecuacién

(i). A

Extendiendo las investigaciones de Sobolev, L.S. Pontriaguin publicé en 1944
su trabajo dedicado al estudio de operadores autoadjuntos relativos a una forma
hermitica con x < oo cuadrados negativos. Si A es un operador con esta propie-
dad, entonces usando algunos métodos algebraicos sutiles, puede ser establecida la
existencia de un par (L., £_) de subespacios invariantes para A, donde L es un
subespacio maximal no negativo vy £_ es un subespacio maximal no positivo con
las siguientes propiedades que conciernen al espectro de A|L, v AlL_: los valores
propios en o(A, L.) y o(A, L_) son, dos a dos, complejos conjugados y las partes
imaginarias de estos eigenvalores son no negativas para L, y no positivas para
L. Como un reconocimiento a las contribuciones de Pontriaguin, los espacios de
Hilbert con una métrica indefinida que tienen un ndmero finito £ de cuadrados
positivos (o negativos) son llamados Espacios de Pontriaguin. Usualmente estos
espacios se denotan por Il..

Posteriores avances relacionados con este problema se deben a M. Yurkin [29],
[30], A.G. Kostyuchenko [15], R. Felipe y A. Fraguela [5], [6] y la tesis R. Felipe
v A. Bohigas [7].

0.1.2 Descripcién del problema

Aceptamos como principio basico que las ecuaciones que describen la dindmica de
un cierto fluido [18] son respectivamente la Ecuacidn de Euler (no lineal) y la
Ecuacion de Continuidad: ‘

%‘T/—}—%V' ' =F - gk,
divu’ = 0.

(i)
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donde u’ y p’ denotan respectivamente la velocidad del fluido y su presién hidro-
dindmica, p y g son constantes y F’ es cierto vector®.

El objetivo de este trabajo es, primero, buscar soluciones particulares de la

Ecuacién de Euler (ii) que describan algin tipo de rotacién alrededor de un eje

* para luego analizar su estabilidad lineal ante pequefias perturbaciones.
Cuando se estudia una rotacién con frecuencia angular wy bajo la accién tnicamente

de la gravedad este movimiento corresponde a

I4 ' ! /
(2, ¥, Z, t) = wk ><2r , (i)
! o) _ 2 (2")2+(y) !
p(O)(xzyazat)_‘pwo P) — pgz.
. Aqui z'y'2" denota un sistema de referencia inercial con origen O’
Observe que a partir de (iii) se espera que si la frecuencia angular es variable,
digamos w; (t), entonces la ’rotacién con frecuencia angular variable’ serd de la
forma

u'(o) =w (E)k er',
Vo) = () EHEL — ooz,
Como veremos en el Capitulo 1, la dificultad consiste en que no se puede obtener

una dindmica de este tipo cuando wi(t) es no constante, a menos que sobre el
liquido actie una fueza externa aparte de la gravedad. Esa fuerza debe ser

F =tk x v/

Mas adelante buscaremos expresar el sistema de referencia z'y’z’ en otro que
se mueva junto con el cuerpo rigido, al cual denotaremos por zyz con origen
O(= O'). Este tltimo sistema rota con frecuencia angular no constante ws(t) (no
necesariamente igual a wi(t)). La via que emplearemos para ello serd mediante el
cambio de variable

z +-iy’ = ib2(t) (x + iy) , o =z

donde (92(1}) = Wy (t)

1En el Capitulo 1 daremos formalmente la descripcién precisa de estos conceptos.

0.1. INTRODUCCION 9

Al pasar de las variables 2/, ¢/, 2’ a las variables z, y, z se llega al siguiente
sistema para (u, p) que son las transformadas de (v, p'):

B~ Bws(t)u x k + wa(t) (x‘z—‘; - yg—‘;) z+;Vp=TF—gk, (iv)

diva = 0.

donde

F = (in(t) —wa(t)) k x 1,

— 24,2
p =5 2p(1) 24

Al hacer el cambio de coordenadas, las cantidades (ug, py) se convierten en
(ug, po). La solucién de referencia en el nuevo sistema es la siguiente:

ug) = (wi(t) —wa(t)) k x 1,
2 9 2242 (V)
po) = p(wi(t) —w3(?)) 5% — pg2-

Linealizando (iv) alrededor de (ug, pg) de (v), sustituyendo u = up +v, p =

po + h donde v y h denotan las magnitudes que miden las desviaciones de uy p

con respecto de 1) ¥ p(o) respectivamente, y despreciando el término cuadrético

Vv -v se llega a la siguiente ecuacién lineal de las desviaciones en el nuevo sistema
de coordenadas:

?9_: — (w1 (t) + 2wo(t)) v X k 4+ w1 (%) (:c% - y%) + %Vh =0,
divv = 0.

donde

x2+y2
h=p—p(wi(t) —w3(t) —5— + p9=

Comentario 0.1. El problema aqui planteado es distinto al estudiado por Sobolev
[23]. Este es un problema més general, en el sentido que suponemos que el trompo
y el liquido rotan con velocidades angulares no necesariamente iguales. Algunas
aplicaciones aparecen frecuentemente en [17], [21]y [3].

A continuacién definimos algunos conceptos bésicos relacionados con la teorfa
matematica que emplearemos més adelante. o
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0.2 Funcionales lineales y operadores lineales aco-
tados
Sea H un espacio de Hilbert. Sea D un subconjunto de H. Una funcién ® la cual

relaciona a cada punto f € D un ndmero complejo denotado por ®(f), es llamado
un funcional en el espacio H con dominio D. Una funcién 7', la cual relaciona a

-cada elemento f € D un elemento particular T'f = g € H, es llamada un operador

en el espacio H con dominio D. El conjunto A que consiste de todos los g = T'f,
donde f recorre D, es llamado el rango de T.

Si el operador T envia cada par de elementos diferentes de D en un par de
elementos diferentes de A, entonces T tiene un operador inverso 7! el cual mapea
los elementos de A en elementos de D (T~1g = f si, y s6lo si, f = Tg).

Diremos que dos funcionales (u operadores) son equivalentes si sus dominios
coinciden y si para cada elemento de su dominio comin los valores de estos fun-
cionales (u operadores) coinciden.

Si el dominio Dt del operador T contiene al dominio Dg del operador S i.e., si
DsC Dp,ysi

Tf=Sf

para cada f € Dg, entonces T es llamado una ezxtensidn de S y escribimos

ScT.

Decimos que T es continuo en un punto fo € Dr si

im Tf =Tfo, (f€ Dr).
F—f

Si el elemento fy no pertenece a Dr pero imT'f = gq existe cuando f — fo
(independientemente de la direccién) con f € Dr, entonces el operador T puede
ser definido para fy haciendo T'fo = go. Procediendo exactamente en la misma
forma con todos aquellos fy con esta propiedad, llegamos a la llamada ea:tenszon
por continuidad del operador® T.

2Esto es equivalente a suponer que 1" es acotado al exténderlo a su clausura de esta manera

0.2. FUNCIONALES LINEALES Y OPERADORES LINEALES ACOTADOS11

Sean S y T dos operadores tales que Ar N Dg # &. En este caso deﬁmmos el
producto ST de Sy T como el operador tal que
STf=S(Tf)

para cada elemento f en su dominid, el cual estd definido como el conjunto de
todos los f € Dy para los cuales Tf € Dg.

0.2.1 FunciAonales lineales

Definicién 0.1. Un funcional ® se dice lineal si su dominio D es una variedad

- lineal y

o(af + Bg) = a®(f) + 62(9)

para f, g € D y o, B nlimeros complejos arbitrarios.
Si ademds, la desigualdad

sup  |®(f)] < o0
FED(T), 17111

se satisface, entonces ® se dice acotado.
El miembro izquierdo de esta desigualdad es llamado la norma del funcional @
y es denotada por el simbolo ||®|| ¢y 0 st D(T') = H simplemente por ||®||.

0.2.2 Operadores lineales acotados

Un operador T es lineal si su dominio de definicién D(T) es una variedad lineal y
si
T(af +689) = oT(f) + BT (9)

para f, g € D(T) y o, 8 ndmeros complejos cualesqulera
Un operador lineal T es acotado si .
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sup ITF < oc.
FeD(T), | FlIL1

El miembro izquierdo de esta desigualdad es llamado la norma del operador T
y es denotada por el simbolo ||T|| o algunas veces por | T|| D)
Se tienen algunas propiedades validas para operadores lineales acotados:

1..La norma de un operador lineal acotado T puede ser definida equivalentemente
por

= swp L
ren@), s#0 I

2. Un operador lineal acotado es continuo en su dominio de definicién.

3. Si un operador lineal es continuo en un punto, entonces es continuo en todos
los puntos donde estd definido®.

4. La extensién por continuidad de un operador lineal acotado T conduce & un
unico operador lineal con la misma norma que el operador original.

5. 51 8y T son operadores lineales, entonces a.S + 8T, donde «, 5 son niimeros
complejos arbitrarios, es un operador lineal con la interseccién Dg N Dy de
los dominios Dg, Dy como el dominio de definicién.

En adelante supondremos, sin pérdida de generalidad, que los operadores aco-
tados estédn definidos en todo el espacio.
0.2.3 Funcionales bilineales"

Decimos que 2 es un funcional bilineal definido en H, si a cada péur de elementos
f: g € H corresponde un nimero complejo definido Q(f, g) v

() Qarfi + azfa, 9) = 1 f1, 9) + 2Q(fe, ),
(b) Q(f, Brgr + Bag2) = BiUS, 91) + GBS, g2),

(¢) sup 1Q(f, g)] < oo.
7S, lgli<t

3Es fécil ver que la continuidad de un operador lineal es equivalente a su acotacién.

0.2. FUNCIONALES LINEALES Y OPERADORES LINEALES ACOTADOS13

0.2.4 La forma general de un funcional bilineal

Teorema 0.1. Todo funcional bilineal Q(f, ¢) acotado tiene una representacién
de la forma :

Qf, 9) = (Af, 9)-

En esta ecuacién A es un operador lineal acotado con dominio H la cual estd
determinado de manera tnica por 2. Més ain,

1] = [l

0.2.5 Operador adjunto (de un operador acotado)

Sea A un operador lineal acotado arbitrario definido en H. La expresién

(£, Ag)

define un funcional bilineal en H con norma ||A||. De acuerdo al teorema de la
seccién precedente existe un tnico operador lineal acotado A* definido en H con
norma ||A*|| = || A tal que

(f, Ag) = (A"f, 9)

para f, g € H. Este opreador A* es llamado el adjunto de A. Se puede ver que
(A*)* = A* es equivalente al operador original A.

Si A es acotado y A* = A, entonces A se dice autoadjunto.

Sean A y B dos operadores lineales acotados definidos en H. Entonces

(ABf, g) = (Bf, A%g) = (f, B*A%g),

lo cual implica que

(AB)* = B*A".

Por lo tanto, el producto de dos operadores autoadjuntos es autoadjunto si, y sélo
si, los operadores commutan.

x)
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0.3 Operadores de proyeccién ortogonal

Sea G un subespacio del espacio H y sea

F=HodG
tal que

H=GeF.

Entonces todo vector h € H estd representado de manera tnica en la forma

h=g+f

donde g € Gy f € F. El vector g es llamado la proyeccién de h en G. El
operador el cual asigna cada h € H en su proyeccién g en G es llamado el operador
de proyeccion en G o simplemente un operador de proyeccién ortogonal. Este es
- denotado por Pg o algunas veces por P. De esta forma, si g y h estan relacionados
como arriba,

g = Ph=Psh.

Un operador de proyeccién es evidentemente lineal.

0.3.1 Propiedades de los operadores de proyeccién ortogo-
nal

De la definicién de un operador de proyeccién ortogonal se sigue que
1) PP=P,
2) P*=P.

Teorema 0.2. Si P es un operador cualquiera definido en H tal que para cuales-
quiera hy, ho € H,

1) (P%hy, hy) = (Phy, ha),
2) <Ph1, h2> - <h,1, Ph2>,

entonces existe un subespacio G C H tal que P es el operador de proyeccién en G.

e— -

0.4. CONCEPTOS GENERALES Y PROPOSICIONES EN LA TEORIA DE OPERADOR

0.4 Conceptos generales y proposiciones en la
teoria de operadores lineales

0.4.1 Operadores cerrados

Un operador T' (no necesariamente lineal) es cerrado si las relaciones

fon€Dr, Mm fo=f, lim Tf=g
n—s00 n—o

implican que

fEDTa Tf=g

Definicién 0.2. Un operador T (no necesariamente lineal) con dominio D(T’)
admite un operador clausura T si satisface la siguiente propiedad: si {yn}o2; ¥
{2,}%2; son dos sucesiones pertenecientes a D(T) que convergen & un mismo punto
y ademés {Tyn}, v {T'2,}32, convergen, entonces estas dltimas convergen al
mismo limite.

Si esta propiedad se cumple, entonces D(T) = {z € H|H{y .}, C D(T),2n —

n—aoo

z A {Tz,}2, converge}, en este caso Tz = lim T'z,. Es fécil ver que T C T.

n—:ed

0.4.2 La definicién general de operador adjunto

Definicién 0.3. Para un operador T con dominio D(7") denso en un espacio de
Hilbert H se define su adjunto 7™ como

1) su dominio

D(T*) = {g € H|Existe g* € H para el cual (T'f, g) = (f, g*) para todo f € D(T)},

2) T*g = g* para todo g € D(T™).
De esta forma, si Dr es denso en H, entonces el operador T tiene un operador
adjunto T™.

Ahora damos una lista de propiedades concernientes a los operadores adjuntos:

1. El operador T™ es lineal. .
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2. 81§ CT, entonces T C S*.
3. El operador T* es cerrado, independientemente que 7" lo sea o no.
4. Si el operador T tiene una clausura T, entonces (T') = T*.

5. Si el operador T** existe, entonces

TcT™.

0.5 Vectores propios, subespacios invariantes y
reducibilidad de operadores lineales

Un nimero complejo A es llamado un walor propio del operador lineal T, si existe
un vector f £ 0 tal que
Tf=M\f

El vector f es llamado un vector propio del operador T.

Un subespacio Hy C H es llamado un subespacio invariante del operador 7' si
todo elemento de D(T) que pertenece a H; es aplicado por el operador T en un
elemento que tambien pertenece a H; i.e., si la relacién de inclusién

feDT)NH,

implica la relacién de inclusién

Tf e H.

El operador T determina un operador 77 definido en el subespacio H; tal que

D(Tl) = D(T) NHy, ThcCT.

Este operador T} es llamado la restriccidn del operador T en Hj.

"N

0.5. VECTORES PROPIOS, SUBESPACIOS INVARIANTES Y REDUCIBILIDAD DE OF

Si H; es un subespacio invariante del operador T' entonces su complemento
ortogonal H © H) puede ser o no un subespacio invariante de este operador. Su-
pongamos que Hy y Hy = H © H, son subespacios invariantes del operador T y
que T1 y T3 son las restricciones del operador T a Hy y Hj respectivamente. Como
para-todo elemento & € H se tiene una tnica representacién

h=nhy+hs

donde h; € Hy y he € H, se sigue que

Th = Tihy + Toh,.
Si el operador T no est4 definido en todo H, entonces la propiedad resulta
valida solamente bajo la condicién adicional de que la proyeccién Py, en Hi no

mapea elemetos de Dr fuera de Dr.

Teorema 0.3. Si H; y su complemento ortogonal Hy son subeépacios invariantes
de un operador lineal T' y si Py, D(T) C D(T'), entonces para cada f € Dr

Tf=Tfi+Tafo,
donde T; y T son las restricciones de T a Hy y Ho v f1 v fo son las proyecciones
de f en H; y H; respectivamente. _
Si el subespacio H; satisface las condiciones del Teorema 0.3, entonces decimos

que este reduce al operador 7.

Teorema 0.4. Sea P el operador de proyeccién en un subespacio dado G. Enton-
ces G reduce a T si, y sélo si,

1) PfeDry
2) PTf =TPf para todo f € Dr.

es decir, si los operadores Ty P commutan. N
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0.5.1 Operadores simétricos

Un operador lineal A se dice simétrico si:

1) su dominio D(A) es denso en H y
2) para todo f, g € D(A) '

(Af, g) = (f, Ag)-

De esta definicién se sigue que el producto escalar (Af, f) es real para f €
D(A). Si para un operador A se tiene que ‘

(Af, f) 20

para todo f € D(A), entonces se dice que el operador es positivo. Un operador
negativo se define andlogamente.
Si A es un operador simétrico, entonces

AC A

Dado que el operador adjunto siempre es cerrado esta relacién muestra que un
operador simétrico siempre tiene una clausura.

Si B es una extesién simétrica del operador A entonces B C A* ie., toda
extensién simétrica del operador A es una restriccién del operador adjunto A*. Un
operador A que coincide con su adjunto (A = A*) se llama autoadjunto; este no
tendra por tanto una extesién simétrica propia.

Los siguientes teoremas serdn fundamentales en la prueba de la existencia de
los subespacios invariantes de dimensién finita que intervienen en la evolucién del
sistema mecénico. '

Teorema 0.5. Un operador simétrico A tal que su rango A4 es todo H es au-
toadjunto.

Teorema 0.6. Los valores propios de un operador simétrico son reales.

Teorema 0.7. Los vectores propios f; v fo correspondientes a dos valores propios
A1 ¥ A distintos de un operador simétrico son ortogonales.

Teorema 0.8. Si G es un subespacio invariante del operador simétrico A y si el
operador de proyeccién ortogonal P sobre GG satisface la propiedad PDy C Dag,
entonces el subespacio & reduce al operador A.
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0.5.2 El concepto de espectro (particularmente de un ope-
rador autoadjunto)

Supongamos que tenemos dado un operador T' definido en una variedad Dr la cual
es-densa en H. Sea A € C arbitrario y consideremos la ecuacién

Tf—A=g.

El estudio de esta ecuacién se reduce a una investigacién de la variedad lineal

Ar()) (el rango de T' — AI) la cual consiste de los vectores (T — AI)f donde f-

recorre todo Dr.

Si (T — A\I) ™" existe y es un operadot acotado definido en todo H (Ap()) = H),
entonces X es llamado un punto regular del operador T. Todos los otros puntos
del plano complejo comprenden el espectro del operador T'.

Teorema 0.9. La correspondencia entre Dy y Ar determinada por el operador
T — M\ es uno a uno si, y sélo si, A no es valor propio del operador T

Corolario 0.1. El espectro de un operador autoadjunto es un subconjunto del eje
real. '

Si A es un operador autoadjunto entonces el punto A es un punto regular de A
si Ag(\) = H y Xes un punto del espectro si Aa(N) # H. .
Decimos que el punto A pertenece al espectro puntual (discreto) del operador

autoadjunto A si A4()\) # H y A pertenece al espectro continuo si Ag(X) # Aa(A).

Teorema 0.10. El espectro de un operador autoadjunto es un conjunto cerrado.

0.6 Introduccién a los espacios de Krein

Un espacio de Krein es un espacio lineal complejo X dotado con una forma
hermitica [, -]4, la cual introduce una descomposicién del espacio en la forma

K=KteX",

donde K+ y K~ son variedades lineales en X tales que (K=, £[-, -]5) son espacios
de Hilbert y [X*, KX~], = {0}. Este tipo de descomposicién es llamada descom-
posicion fundamental del espacio de Krein X. N
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Las dimensiones de los subespacios X* son las mismas para cada descompo-
sicién fundamental del espacio de Krein X, y los numeros cardinales k*(X) =
dim X son llamados la signatura positiva (respectivamente, negativa) del espacio
de Krein X. El nimero cardinal k(X) = min {k*(X), £~ (X)} es llamado el rango
- de indeterminacion del espacio X.

Y

Capitulo 1
Modelacién del Sistema Fisico

El propésito de este capitulo es hacer congruente el problema planteado con las le-
yes fisicas involucradas. Se inicia con una descripcién general del sistema mecénico
a estudiar y posteriormente se analizan aspectos sobre éste que dan condiciones
suficientes para establecer un modelo matematico con el cual hacer un estudio
posterior sobre su estabilidad.

1.1 Introduccién

En esta tesis de maestria pretendemos estudiar el caso en que el sistema mecénico
que consiste de un cuerpo rigido (trompo) con un punto fijo en su base y una
cavidad interior llena completamente de un fluido, es asistido por un movimiento
de rotacién variable, bajo las siguientes condiciones: el cuerpo rigido (y por lo
tanto la cavidad interna) es simétrico con respecto al eje vertical y la cavidad
interna tiene un orden de simetria m > 3 bajo rotaciones con respecto a este eje
vertical'. Tal sistema serd denominado de Tipo Sobolev, o simplemente Sistema de
Sobolev.

Supongamos que una masa de un fluido ideal de densidad constante p ocupa
una regién € fija del espacio y que ademds, ésta es simétrica con respecto a un eje
vertical. Inicialmente, el fluido se encuentra bajo la accién de una fuerza externa
(de torque) y su peso, rotando con una frecuencia angular variable wy(t) al rededor
de este eje vertical. Nuestra principal prioridad por el momento seréd escribir las

1Si consideramos la cavidad interna € como un conjunto de puntos en el espacio, despues de
una rotacién de dngulo 27/m, recuperamos . -

21
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ecuaciones que gobiernan las pequefias oscilaciones de este fluido bajo perturba-
ciones externas. Para ello, es necesario introducir algun sistema de coordenadas
ortogonal de R3, con respecto al cual se escribirdn dichas ecuaciones. Aqui 'mo-
delar las pequefias oscilaciones’ significa escribir un sistema de ecuaciones para la
diferencia entre el valor de las magnitudes fisicas que describen la hidrodindmica
del fluido, antes y después de la perturbacién. Estas diferencias, que en adelante
llamaremos desviaciones, serdn escritas en dos sistemas de coordenadas ortogonales
bajo el siguiente programa: '

(a) escribir las ecuaciones del fluido con respecto a un sistema ortogonal de coor-
denadas inercial zy2’ con origen en O’ que ademds, coincide con el punto
fijo del Sistema de Sobolev; en este sistema de coordenadas, el fluido rota

~con frecuencia angular variable wi(t) y el eje 2’ coincide con el eje de giro
vertical, ‘

(b) escribir las ecuaciones de (a) en un sistema de coordenadas ortogonal zyz que
gire junto a la masa del fluido con frecuencia angular no constante ws(t) cuyo
eje z y origen O coincidan, respectivamente, con el eje 2’ y el origen O’ del
sistema de coordenadas de (a).

1.2 Ecuaciones de la hidrodinamica

Sean u), us, ug las respectivas componentes paralelas a los ejes #, 1/, 2’ del campo
de velocidad del fluido u’ en el punto 2/, 3/, 2’ de Q v en el instante de tiempo
t. Si denotamos por p’ a la presién hidrodindmica sobre la frontera de la regién
(), entonces las ecuaciones que gobiernan [18] el movimiento de las particulas
del fluido son las denominadas Ecuacién de Euler (no lineal) y la Ecuacidén de

Continuidad, a las que en conjunto llamaremos Sistema de Euler, y las cuales son
respectivamente,

1.3. FORMULACION DEL PROBLEMA 23

material® de W', la cual estd definida como

du’  ou

—=—+4+Vu-u. (2)

T T |
Comentario 1.1. La fuerza F’ que aparece en (1) es introducida de manera arti-

ficial para producir el régimen de rotacién no estacionario en el liquido.

1.3 Formulacién del problema

“En esta seccién, nuestra meta serd encontrar alguna solucién variable del Sistema
"de Euler (1) para un fluido ideal incompresible que pueda interpretarse como una
‘generalizacién de la rotacién uniforme con frecuencia angular no constante. A
continuacién analizamos algunos aspectos sobre la viabilidad de la existencia de
tal solucién.

1.3.1 Imposibilidad de construir una solucién correspon-
diente a una frecuencia angular no constante iinicamente
bajo la accién de la gravedad |

Una primera cuestién con relacién al sistema de ecuaciones (1) es la siguiente:

1 Es posible que exista algin tipo de movimiento del fluido que corresponda a una

rotacién con frecuencia angular no constante?, en otras palabras, ;Puede tener el
Sistema de Euler (1) soluciones de la forma

u’(o) = w gtz)k >/<2I',, (3) ‘
Py = pud(t) EFE — pge

2Para un campo de velocidad [18] de un fluido u = (u,v,w)T su matriz jacobiana se define i
| il como 1‘\
L |
‘ ‘H LIy = F — gk, ou  Bu  Ou ' ‘\
b A (1) % & o i
Al divu’' =0 : Vu=| & 2 & i
! ‘ ' u= 9z Oy Oz |
o ow ouw u I
o L T o or By Oz ‘
}i 1 donde g es la constante gravitacional, k = (0,0,1)7, F” es el vector de las fuerzas - ‘ : ‘
) externas totales (por unidad de masa) actuando sobre el fluido y dd—‘f es la derivada } en donde u = u(2,y,2,1), v =v(z,¥,2,t), w=w(z,y,21). ~
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con wi (t) una funcién escalar no constante?.
Antes de responder a estas interrogantes analicemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1. Supongamos que la tnica fuerza externa que aparece en este caso
corresponde al peso del fluido, es decir, F/ = 0. Entonces de la definicién de

‘derivada material (2), la Ecuacién de Euler de (1) se escribe como

du’ 1 ou’
(0) + . (0)

0 1
+ ,p,(O) — + V/ul(o) . 11/(0) + "V'pl(o) _ ~gk,
dt 0
y de (3) se sigue que

ot

dul 1 T x
dt(O) -+ —V’p’(o) =uw(kxr —w2(t) | ¥ |+ [ ¢ | —gk| =—gk,

P 0 0
lo cual implica w1 () = 0, es decir, w;(t) es necesariamente constante en todo
instante®. |

Observacién 1.1. Nétese que si se introduce una fuerza externa de la forma F/ =
©(t)(k x r') para alguna funcién escalar ¢, entonces, a partir del sistema (1), es
posible la existencia de una tal w;(t) no constante.

- Conclusién 1.1. Solamente en presencia de la accién de la gravedad no es posible

encontrar un movimiento que represente una rotacién uniforme con frecuencia
angular no constante.

Queda una cuestién por analizar, ;Es posible que si al introducir el cuerpo
rigido con una cierta frecuencia angular no constante se pueda obtener la solucién
deseada y analizar la estabilidad en este caso?. La respuesta es afirmativa como
veremos a continuacién.

1.3.2 Propuesta de una solucién correspondiente a una ro-
taciéon con velocidad angular no constante para la
masa de liquido

Consideremos el Sistema de Euler (1) dado en el sistema de coordenadas z'y'2’

para un fluido incompresible bajo la accién de su peso y una fuerza externa F'.
Tenemos la siguiente proposicién.

%El punto sobre la letra indica derivacién con respecto al tiempo. -
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Proposicién 1.1. Sea ¥ = F'(z/, ¢/, 2/, t) una fuerza externa de rotacién no
constante de la forma

F =k x 1. (4)

Entonces, la solucién del Sistema de Euler (1) correspondiente a la rotacién uni-
forme es

W) =wi(tk x 1,

2z 2 7\2 (5)
Py = pd(6) SR — gz,

PrueBA: Es inmediato que el campo de velocidad u'(g) dado por (5) satisface la

Ecuacién de Continuidad de (1). Para la Ecuacién de Euler de (1) encontramos
que

du/(o) 1o au,(O) 1.0 / 1,
HO | gy = V') - Wy + =V g =
7 +pr(0) 5 T YU U AL

z xz
=ik xr —wit) | ¥ |+ || v | —gk| =
0o/ - 0

=in(t)(kxr) — gk =F — gk
| O

A continuacién escribiremos las ecuaciones (1) en el sistema zyz que rota junto
con el cuerpo rigido.

1.4 Ecuaciones para el fluido

Denotemos por u = (us, ug, uz)? al campo de velocidad en el sistema mévil zyz
que rota junto con el cuerpo rigido. Denotemos tambien por p y F a la presién
hidrodindmica y la fuerza externa en este nuevo sistema de coordenadas.

En adelante buscaremos expresar cada uno de los términos de la Ecuacién de
Euler de (1) en-las nuevas coordenadas zyz. Para pasar del sistema z'y'2’ al sistema
Tyz ocuparemos el siguiente cambio de variable*:

4Obviamente 02(t) es dado adimensionalizado. "
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T +iy =W (z +iy), 7=z (6)

donde Hz(t) = Wy (t)
Derivando (6) con respecto al tiempo t obtenemos de forma implicita las com-
ponentes de u’ en las nuevas variables:

uh 4 duh = e®2®) (ug + iug) + iws ()2 ® (2 +iy)

, (7)

A partir de (7) encontramos una representacién explicita para u’ en este nuevo
sistema de coordenadas:

u=u+w(tk xr.

Tambien de (6), tomando la parte real y la parte imaginaria, tenemos las com-
ponentes z’, ¢, 2’ en el sistema zyz:

z' = xcos b2(t) — ysen O,(t), Y = zsenOs(t) + ycos O,(t), ()
7=z

Luego, de (8) se tienen los siguientes operadores:

a

70 = C0s0a(t) 2 — senby(t) L, 2 = cos 92(t)3% + senfs(t) 2,

_8__.
&.

82

- Para obtener las componentes del campo de velocidad o’ en zyz derivamos (8)
con respecto de ¢ y empleamos los operadores de (9), de esta manera

uy = (uy — wa(t)y) cos Oa(t) — (ug + wa(t)x) sen By(t)
Uy = (ug + wy(t)z) cos 6’/2(75) + (ug — we(t)y) sen by(2),
Uz = U3.

Las componentes del Sistema de Euler (1) estdn dadas en el siguiente sistema.’
de ecuaciones:
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dup | 1 0 1 duy rOu 180 _
—a‘L+ 18_5:]/‘+U2"3—}'+u33621,+p3g11_ wl( )ya
Bu 1 Ou U 19p _ - ’
2 + ]_%,Z ‘|‘U2 3y +'U3 az’a_’% p Oy T wl(t)x7 (9)
ul, duy u. 109" _
—i—ul@ﬁ-—i—uéa, +u3ﬁ+;7——g,

o <9u O
=5 o T =
No es dificil ver que, usando las relaciones anteriores, la Ecuacién de Continui-

dad de (1) se escribe en el sistema zyz como

ou) Ouy Ouy  Oug 3uQ Ous
Jup ([ GUs _Jw1 | U2 OUs
5 "oy Tor oz oy oz

de donde

divu' =divu=0. (10)

Observemos que, usando la notacién introducida al principio, las ecuaciones
(9) se pueden expresar complejificadamente como

8(u1+zu2) . 51 4 282 (a$/ + Zay ) p’ = 'Lwl(t) (113/ + iy'):
"L“z + 85 + },2{;’ = —g, s )
8 3u duf
&ty T e =0

Por otra parte, los términos V'p’ v F' correspondientes a la presién hidro-
dindmica y la fuerza externa se tratan respectivamente de la siguiente manera:

(28 ) - (b)),

o
82’
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0 bien, en forma vectorial®:

Vp=vp, F=u(@®kxr (12)

A partir de las ecuaciones (9) podemos definir las siguientes funciones (que son

- las componentes del término V'u’-u’ que aparece implicito en la Ecuacién de Euler

de (1)):
7 4 Ou} 7 Bu} 7 Ou} ! 7 Oul, 7 Ou} 4 Oul,
51 = ul 61‘]; + U234y, '11,33—2}, 52 —_— U/l 3$:/2 + uz""‘y‘%‘ 'I_ U3_z?, (13>
VA 4 Bu, i A, ! au’
83 = Ui + Ut T UsTy

Nuestra primera meta seré expresar si, sb, s5 en el sistema de coordenadas zyz,
a los cuales denotaremos respectivamente por s;, Sa, Ss.

En las nuevas variables x, y, z y con respecto a las nuevas magnitudes ui, uz, us
resulta primeramente que

o = Qu1 0052 B(t) + 6“2 sen? 05(t) — <3uz + aﬁ) sen By(t)cos Os(t),

rra
a Ii
'37?‘ = %jc 5% 0(t) — %567’&2 a(t) + (ag‘z %f) sen Ba(t)cos b2(t) — wa(t),
%%}— = %005 0y (t) — %“2 sen Gy(t),
g?f aau2 cos? B(t) — 85” sen” f5(t) (%— ) sen Oa(t)cos O2(t) + wa(t),
%5/— = %COSZ Oa(t) + Z2sen? 65(t) + <%1f a’““) sen Bq(t)cos 62(t),

?9":2 = 8205 0,(t) + G sen 6,(t),

7 ! .
%%/Q = %%005 62(t) — 3—“&sen 05(1), %} = —‘%a‘—yicos a(t) + %%}sen 62(t),
duy _ dug
8z 8z °

Empleando las ecuaciones anteriores, un calculo engorroso revela que las fun-
ciones en (13) se escriben como

V=2Z+Z+£.

-

e ——
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s} = 81008 05(t) — sasen b(t), Sh = 85008 05(t) + sysen b5(t), (14)
S5 = S3-
donde

s1= ula—ul +ug a—”l —l—uga—“l + wo(t a:a—”“‘l yoa 24 ) — wy(t)ug — wi(t),
s =u 32 +u23“2 +usg +wy(t 3

83:U1%+U2%+U38—u1+w2()<$% y@x)’

o bien, bajo la via de la complejificacién, (14) se escribe simplemente como

5/1 + Z‘S‘IQ = 6192(73) (51 + iSQ) y
Sé = 83.

De (15) se tienen las siguientes expresiones en forma vectorial:

a—”L—I—U2§—”—’~—l—u ' xa_“l yZa
@Z-Fua—“z—f—ua“? =Vu-u, x%—f y%f —a:g‘y‘ y32,
a—u3-+U2-a—%+ua“3 .'I:-a-cf%;"z y%‘f— (16)

U2

U1 =k xu

0

Vectorialmente, de (16), las ecuaciones (15) se expresan més convenientemente
como

8—@/—’9% —wy®) |y |- (A7)

du au> ) *
0

Vu' v =Vu-u—w(t)u x k + ws(t) (x

El término 2% que aparece implicito en la Ecuacién de Euler de (1), se calcula,

a partir de (7) de le. siguiente forma: .

)
) xaa‘;f y52 ) +wa(u —wi(t)y,  (15)
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( 8wy i) >= ( 2 [20) (uy + fus) + iws(£)e®O (z + iy)] ) -

ot 5
_ italt) < ____3(u1;;m2) + 2iws(t) (ur + fug) + ws(t) (z + 1Y) — Wi(t) (z + iy) )
=¢ dus ’
: Bt

de donde resulta su expresién en forma vectorial en terminos de las nuevas coor-
denadas:

ou’  Ou

== 18
ot ot (18)

— 2wy (t)u X k+ W (t)k x T — wi(t)

ow 8

Luego entonces, a partir de (11) y usando los resultados anteriores, resulta el
siguiente sistema de ecuaciones -complejificado- en el nuevo sistema de coordena-

das:

Bl i) 4 iwn(t) (uy + fug) + 51 + s + (% + za%) p—wit) (z+iy)=
=1 (W (t) — wa(t) (z +iy),

Bug 198
at +S3+p8z_ 9

Qui | Gua  dus
8x+ay+8z_0'

Luego, de (12), (17) y (18) el Sistema de Euler (1) se expresa en el sistema de
coordenadas zyz de la manera siguiente:

il-l- - 3(4}2(25)11 x k + (,Uz(t) <

du 8u> 1
dt

T
g _ o) | Lvp - 2ud(t =

o bien, definiendo

o
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F = (w1(t) —wa(t)) k xr,

. —~ 2 2
p=7—2pwi(t) L

(20)

v teniendo en cuenta la Ecuacién de Continuidad (10), obtenemos de esta forma
el siguiente Sistema de Euler:

L Buws(t)u x k + ws(t) (a:g—; — yg—:) z -+ %Vp =F — gk, (1)

divu=0
Observacion 1.2. Nétese que cuando el movimiento de rotacién en el sistema de

w . .
coordenadas zyz es nulo es decir wy(t) = 0, entonces las ecuaciones (21) se reducen
a las ecuaciones (1) pero escritas en el sistema inercial z'y’z’.
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Capi’tulo 2
Linealizacién de las Ecuaciones

En este capitulo se efectia un proceso de linealizacién del Sistema de Euler (21)
alrededor de una solucién de referencia (u(, p(o)) escrita en el nuevo sistema de

" coordenadas. Primeramente, el propésito es obtener una ecuacién en las desviacio-

nes (v, h) que describa el movimiento del fluido y del cuerpo rigido en el sistema
de coordenadas rotante. Posteriormente, efectuaremos un estudio particular sobre
las ecuaciones que describen el movimiento del cuerpo rigido en este sistema de
coordenadas. Con tal estudio se proporcionaran las ecuaciones que rigen el movi-
miento del cuerpo y el fluido, asf como las condiciones de frontera involucradas,
con lo cual se describird completamente la dindmica del Sistema de Sobolev en
estudio. '

2.1 Ecuaciones para las desviaciones

Lema 2.1. El campo de velocidad u’() de (3) se escribe en el sistema de coorde-
nadas zyz de la manera siguiente:

) = (wi(t) —wa(t)) k xr.

PrueBa: Denotemos por u(g), Uz(0), u3(o) las componentes de u). De (7) tenemos

Ul gy + Gthey = €78 (ur(0) + dus)) + iwn ()W (z +1y)

23
UQ(O) = U3(0)- 23

%
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Por otra parte, de (3) se tiene que

U gy + Wy = wwn(t) (2 +iy) = wi (1) (z +iy),  upg =use),  (24)

combinando (23) y (24) se obtiene

u1(0) + tug) = ¢ (wi(t) —wa(t)) (@ +1y),  usE) = us()

de donde obtenemos la expresién buscada para u(g)- O

Los siguientes resultados son vélidos:

T
T = (@n(t) = da() k xx, Vug v = — (i) —wa()’ | v |,
0
3 E z z
T — Y = — (wi(t) — wa(t)) g , g X k= (wi(t) — wy(?)) g ,

Lema 2.2. La presién p, de (3) se escribe en el sistema de coordenadas zyz como

2%+ y2
po) = p (Wi(t) — wi(t) —5— — pgz.

PrueBA: Dado que no contamos con una expresién explicita para p’ en el nuevo
sistema de coodenadas, no podemos proceder a encontrar p(o) tal como se hizo para
u(o) en la prueba del Lema 2.1. Sin embargo, sustituyendo u(g en la Ecuacién de
Euler de (19) encontramos

ik dug du ou z
‘[ dé) - sz(t)u(o) X k+w2(t) (x—aé—o) y 3530)> + vp(o) _2w2( ) ( g ) =

= (w1(t) —wa(t)) k x r — gk.

N

S
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(26)

Sustituyendo los resultados de (25) en (26) se tiene que

xX
—VP(O) — (Wi +u3®) { v | =gk,
0 /.
de donde
N x2 + 2
Ploy = p (W3 (t) + w3 (1)) < 5 Y ) — pgz (27)

Luego, sustituyendo (27) en la expresién para p de (20) encontramos que

- z? + 9
Py = Po) — 20w5(8) —5—
de donde se obtiene el resultado esperado para p(g)- O

Proposicién 2.1. Sea F la fuerza externa de rotacién dada por (20). Entonces
(1), P(oy) es la solucién del Sistema de Euler (21) que corresponde a la rotacién
uniforme con velocidad angular no constante en el sistema de coordenadas zyz.

PrueBaA: Es claro que la Ecuacién de Continuidad de (21) se satiface para u).
Haciendo uso de los resultados (25), de la Ecuacién de Euler de (21) encontramos
que

dug _ Oug
— 3w (t)u) X k+wa(t) <93—5y—- V5 ) T Vp(O)—

_ Oug du du
= 37(f) + VU.(O) Up) — 3w2( )u(o) x k+ w2(t) < 83(/0) Y 3C(EO)> + pr(o) =

= (wi(t) —wn(t) kxr—gk=F — gk

dU(o)
dt

g
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Las magnitudes v = u — u() y h = p — p(g) denotardn, respectivamente, las
desviaciones con respecto a la solucién de referencia (u(g), p)) que miden las
pequeflas oscilaciones debidas a'la perturbacién. '

Sustituyendo las desviaciones de u y p en el Sistema de Euler de (21) resulta

duo) ' Ou(gy | Oug) 1_
i - 3LU2 (t)u(o) x k + (UQ(t) (.’,E 8:1./ - y—aT -+ pr(o) +
ov v ov
+ 5 + V) - v+ Vv-ug) + Vv v — 3wy (t)v X k + wy(t) (xa—y - yb-;>

1 .
+ ;Vh = (d)]_(t) — LZ)Q(t)) kxr-— gk =F-— gk,
de donde, despreciando el término cuadrético Vv -v y por el Lema 2.1, resulta Que

8 8 1 |
+ VLI(O) v+ Vv Uq) — 3w2(t)v x k + wz(t) <I—X - y-(%—) + ;Vh =0.

9y
(28)

ov

ot

Por otro lado, se tienen los siguientés resultados:

Vug v =—(wit) —w:(t)) vxk, Vv-ug = (wi(t) —walt)) (xg_z _ y%;’-) .

Sustituyendo estos en la ecuacién (28) y teniendo en cuenta que la Ecuacién
de Continuidad se satisface tambien para v, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones -linealizado- en el sistema rotante zyz:

v v ov s
& _ (1 (£) + 2wn(8)) v X K + wi (8) (xg—y - y—a—x) +1Vh=0, (29)
divv = 0. '
donde
2 2y B+
h=p—p(i(t) —w(t) —5— + pg=. (30)

N
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Observacién 2.1. El caso estudiado por Sobg]ey, [23] (en presencia nicamente
de la gravedad) corresponde a wi(t) =0y wa(t) = wy con wp constante es decir, el
trompo y el liquido se mueven a una sola velocidaq En este caso vemos claramente
como nuestro sistema de ecuaciones.(29) se Tedyce g] sist ema de ecuaciones (1).

Ejemplo 2.1. En el caso particular que wl(t) = wy(t) = wp con wp constante,

entonces nuestro Sistema de Euler (29) se escribg ¢ este caso como

‘ %—3w0VXk+wO (xg_;“y%)+th=o,
divv = 0. ?

donde

Z

h=5-205 | ¥ | 1 g2
0

Claramente las magnitudes (), P(0)) 50N solyciones de (29) en este caso (ob-

serve que p§°) = pa_ h). Nétese tambien de (29) 14 presencia de un nuevo operador,
a saber: Ta — Ysg ' 0

A continuacid ibirem i ' .. .
co t uacién qescrlblre o0s las ecuacioneg para el cuerpo rigido en un sistema
que rota junto con éste.

2.2 Ecuaciones para el cuerpg rigido

Un cuerpo rigido es aquel en el que la distangj, entre dos cualesquiera de sus
puntos se mantiene constante en el tiempo. gy posicién es conocida cuando la
posicién de tres de sus puntos es conocida, y; que todo punto se determina a
través de sus distancias a estos tres puntos. Cag, uno de estos tres puntos tiene
tres coordenadas, sin embargo existen tres Telaciones entre las mismas aquellas
que determinan sus distancias mutuas. Por |y tanto. existirdn seis co érdenadas
independientes. ’

Un resultado de la mecénica [11], [24] asegyr, que cualquier desplazamiento
de un cuerpo rigido puede ser reducido a una sucegigy 4  traslaciones v rotaciones.
Evidentemente, si el cuerpo tiene un punto fijo, ¢, podrdhn ocurrir rotaciones.
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2.2.1 Ecuaciones para las pequenas oscilaciones del trompo

Supongamos que un cuerpo rigido rota alrededor de un eje sobre el que se encuen-
tran el punto fijo y el centro de masa y que dicho cuerpo rota con una frecuencia
angular no constante wy(t). La ecuacién de las oscilaciones de este cuerpo se escribe
en la formal

dL’ ,

it (31)
donde L’ es el momento angular del cuerpo rigido respecto al punto fijo y N es
el torque externo con respecto al mismo punto. Sean X', Y’, Z’ las coordenadas
del centro de masa. En ausencia de fuerzas externas actuando sobre el cuerpo
rigido supondremos que las coordenadas del centro de masa son: X' =Y’ =0y
Z' =1 (condicién inicial para la ecuacién (31)). Puesto que existe un punto fijo
que consideraremos ubicado en el origen de coordenadas, el movimiento del cuerpo
serd descrito completamente a través de r'cy, €l radio vector del centro de masa.
En este caso,

/ o /
L' = wp(f)) =2 — [, T (32)

donde 'y = (X', Y, /12 — (X')2 — (Y")?), siendo Ij y I, momentos de inercia.
Evidentemente N' = N/, + N’y + N, aqui N’y es el momento del peso del cuerpo
rigido, N’y es el momento de la presién hidrdulica o momento hidrdulico y N', es
el momento de las fuerzas externas.

Tenemos que

N'p = —gMr' oy x k= gM(-Y", X', 0) (33)

donde M denota la masa del cuerpo rigido. Por otra parte se puede ver que

Ny = /p’r' xn'dS (34)
s

! Antes de la perturbacién tiene lugar [20] el principio de conservacidén del momento angular,
pues la resultante de los momentos de las fuerzas externas es nula.

T T e s
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en donde S denota la frontera de la regién ocupada por el fluido, n’ es la normal
exterior a esta superficie S y p’ es la misma que en (1). Mas adelante utilizaremos
) para denotar la regién del espacio limitada por el liquido, es decir la cavidad
interior del cuerpo rigido (trompo) que esté totalmente ocupada por el liquido.

Si proyectamos la ecuacién (31) sobre los ejes 2/, ¥ y teniendo en cuenta (32),
(33) v (34) resultan las siguientes ecuaciones:

X X'
Ijos(t) ==+ Ijwa(t) -

éz <Y'Z' Z’Y'>= —gMY’ +
+ / P (y'cosnz’ — Z'cosny’) dS + N'e - i,
5

’ 7 ..
I”’wz(t)yl— + I”wQ(t)}; % (Z'X’ X'Z’> =gMX'+
+ /p’ (¢'cosnz’ — z'cosnz’) dS + N - j.
s :

(36)

- Si linealizamos las ecuaciones (36) en un entorno de X, = Y(o) =0y Zj =1
obtenemos las ecuaciones

S ,

X Y Y
IJ_—+I||(U2(f) +I||W2(t)———~gMX,

l p' (Zcosnz’ — z'cosnz’) dS =N - j,

tl)"\

P
IJ_T—I||'w2(t)T—I||w2( )——gMY’ /p (y'cosnz’ — Z'cosny’) dS = =N’ - i.
s

(38)

Sea ¢’ = (X’ +1Y")/l, entonces a partir de las ecuaciones (38) y suponiendo.
que N’¢ = 0 llegamos a la siguiente ecuacién: -




1|
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I_Lé' — iI|[w2(t)¢é' b iI|lw2(t)¢, bt nggbl — /p,u' dS = 0. (39)
S
donde
W= (i, (& + )T -0 (40)

En el sistema zyz se tienen los siguientes resultados:

¢ =ef20p  § = eif2®) (é + ity (t)¢> ,
¢ = &0 (§+ iin(t) + 2inn(t)g — A(2)9)

Por otra parte,

/ P ds = e%® / P ds.
S S

donde p tiene la misma expresién que p’ pero en zyz y p se obtiene de p’ al cambiar
de coordenadas. :

Sustituyendo estas expresiones en (39) obtenemos la Ecuacién del Trompo (en
forma complejificada) la cual describe las pequefias oscilaciones del trompo en un
sistema que gira con frecuencia angular wy(t) no constante:

I — iws(£)(I) — 21.)¢ — [gM1 + (I — Ij) (wi(2) — in(t)] ¢ +iN(F) = 0(-41)

En (41), ¢ = X +4Y donde X (¢) y Y (¢) denotan las coordenadas del centro de
masa del cuerpo rigido en el sistema que rota con frecuencia angular ws(2) y

m@ﬂ/mw. (42)
S
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En seguida expresamos las ecuaciones del trompo (41) y (42) sustituyendo p
por h pero de (20) y (30) resulta que

P=h+p(wit)+w3(t) - pgz,
de donde

z2 + 9
2

wdS — pg / zZpdSs. (43)
s

8 @) = F(w) + (20 +430) [
: S

Por el Teorema de la DiVerge’ncia 8],

/z,u ds = / (2*(cos nz + icos ny) — z(x + iy)cosnz) dS = — /(x +iy) dQ
S S Q .

donde S = 90Q.

Supongamos que en [, (z + iy) dQ la cavidad Q tiene una simetria de orden
m > 1, entonces haciendo un intercambio de variable en la integral correspondiente
a una rotacién de angulo 27 /m se tiene que

/(:c—l—iy)dﬂzegﬁ?/(;:—l-iy)d(l

Q Q

de donde [(z +iy)dQ = 0.
2
Calculemos a continuacién [¢(z? + y?)u dS.

/(302 + 7 )pdS = / 2(z* 4+ y*)(cos nz + icos ny) dS —
S K . .

- /(x +1y)(a® + y*)cosnz dS = 2/2(I+iy) dfd.
4 2
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Por un razonamiento andlogo al anterior, la integral (44) es igual a cero. De
esta forma, (43) se reduce a

N (p) = N(h)- (45)

2.2.2 Condiciones de contorno

A continuacién haremos el calculo de las condiciones de contorno. La componente
normal de la velocidad del fluido v’ en S debe evidentemente coincidir con la com-
ponente normal de la velocidad de los puntos de la superficie interior del trompo.
Luego, en el sistema z'y'z’ tenemos que en S debe cumplirse la condicién

X be X4y
Upy = wa(t) |'Z'—cos nz' + 2’ —cosny’ — E—-—_Z'_L

l [
re . 5 N
+ zT [X 'cosnz’ +Y'cos ny’} - M

cosnz' | +

cosnz'.

Recordemos que en el sistema z'y'2’ 1 tiene la forma

W = 2/ (cosnz’ +icosny’) — (' + iy )cosnz, (47)

entonces (46) se escribe como

X7 N 5 Ve . .
Uy = wa(t) [z' —-cos nz' + 2 cos ny — &—%—y_YCOS n? | + % <N'¢' + /~6/¢/> .

Si definimos w' = v/ + u’(o), entonces

o X7 v ‘ 1! AV
Uy = wa(t) [z’ —cosnz’ + Z'—cosny’ — gX Y Y

/ —
] ] ] cosnz :|

—wi(t)k X r’-n’—i—% (ﬁqB—}—u&?) .
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(48)

Nétese que el término entre corchetes de (48) equivale a 7"’;’?“/ +kxr-n
donde u’ esté definida por (47).
Finalmente, de (48) se obtiene

vty =T (o (0) @) xx’ o+ 5 (@6 +18) . (49)

Pasemos ahora al sistema zyz que rota junto con el trompo con frecuencia

~ angular wy(t). Entonces, de (40) y notando que p’ = 2@, (con p dada en las
! variables zyz), por (49) se tiene la condicién de contorno

(P8 +18) — (@r(t) —wa(®) k xx - m (50)

N .

Up =

donde

p = z(cosnx + icosny) — (z + iy)cos nz. (51)

2.2.3 Sistema de ecuaciones linealizado

Finalmente, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones linealizado alrededor de
la rotacién con frecuencia no constante que describe las pequefias oscilaciones del
trompo lleno con el fluido:

%—‘t’ — (w1 (t) + 2w2(t)) v x k.—i— wi(t) (x%;i - y%) + %Vh =0, (Q)
\ divv =0, Q)
=} (B0 + 1) — (@1(t) = wa(®) kxx-n,  (89)
1o — iwn(®)(I) — 21.)é — [gM1+ (I — I)(w3(t) — ()] ¢ + iN (h) = o< |
52

Un

donde el término N(h) estd dado por (45). *
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Comentario 2.1. Recordemos que nuestro objetivo era estudiar la estabilidad
lineal de la solucién (u’(q), Plgy) del sistema inicial por ello, mediante un cambio de
variable, hemos pasado a un sistema en nuevas variables u y p v despues hemos
pasado a un sistema linealizado en las magnitudes v y A que se tienen en (29). Por )
la definicién de estabilidad de soluciones, ||p|| estd acotado solamente si |A]l estd \ ‘
acotado, ya que p y h se diferencian solamente en una funcién no constante (30). C ap it ulo 3
Nétese que este problema es diferente al estudiado por Sobolev pues €l estudié la =

estabilidad de una solucién estacionaria del sistema, inicial.

e

Anadlisis del Sistema Linealizado

El propésito de este capitulo es expresar al sistema de ecuaciones linealizad?_ (‘52)
en un sistema de ecuaciones escrito en los modos de vibracién del sistema mecamc?,
con el objeto de reducir el estudio de este. Para ello se emplears una metodologia
[ inventada por Sobolev [23]. A partir de este momento suponemos w;(t) y wa(t)
constantes aunque no necesariamente iguales, esto con el objeto de estudiar una
ecuacién de la forma R = AR (con coeficientes constantes).

3.1 Forma de Sobolev de las ecuaciones

En lo sucesivo haremos uso del sistema de ecuaciomes (52) con wy(t) = w1 ¥
wy(t) = wq constantes pero no necesariamente iguales. Seguiremos un procedi-
miento similar al ralizado por Sobolev en su articulo [23].

Ahora realizamos el siguiente programa:

r v Sea ¢ una funcién de las variables reales z, y, z definidas en la regién ocupada
por el fluido. Introduzcamos coordenadas complejas,

. ! x + iy =&, z—1y=¢.

A partir de ¢ se pueden introducir m nuevas funciones. Sea s =0,...,m — 1,
B definimos k)

45
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m—1

- 1 ) ) - )
So(s)(fy g} Z) _ ;2_ Z es2ml/msp(562ml/m’ ée—2ml/m, Z). (53)
=0

De (53) es posible demostrar que

m—1
= Z P(s) (57 E) Z),
s=0

de donde

o 1< , . - .
o (E67TI™, B2, 2) = — N MmN/, Fomamitin/m, )
— 6_32ﬂ/mg0(5)(§, z, Z).
(54)

Nétese que ©(s) (§ £, z) tiene sentido atin para un entero arbitrario s. Las si-
guientes expresiones son una consecuencia directa de la definicién de la transfor-
macién (s) dada por (53),

<3_90> _ 99 (390> _ 9%
08 ) oy 07 08/ -y O

A continuacién pasaremos a las variables £ y £ en las ecuaciones del sistema

- (52). Observemos primero que

6_0,38 ﬂ_z(ﬁ__a_)
8z .06 8¢’ 8y \o¢ 08E)°

Hagamos

Vg = V1 + 103, Vg=U1— V9. (55)
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Observemos que las primeras cuatro ecuaciones de la Ecuacién de Euler de (52)
son

‘ 8111 (wl + 2&)2)’02 +w CC%’L; vy + Lok — 0,

yaac p Oz
a 9 10h _
2+ (w1 + 2wa)ur +wi (252 — y9a ) + 18 =,

% +w (x’% yax>+3}g};:07

vy 81)2 _@_1_)3_ _
D+ +52=0

que son equivalentes al siguiente sistema de ecuaciones

b2 2}
a—vf i(wy + 2we)ug +iwr (§57 —

Y
§
Qza +wy (5% ga_v.a)

]

B 4 i(wn + 2w + iy (655 —T2%) + 2% =0,
E2E) 428 g ’
1 p 0¢ (56)
55z =0

Aplicando convenientemente los operadores (s) a cada una de las ecuaciones
del sistema (56) y haciendo uso de (53) tenemos que

Bug, (s : 3 %
v, < —22 4 f(wy + 2wa) Vg, (s—1) T w1 (fa_vé“ WE{) (s-1) % 8(5) -
3'0— - 2 _g2 5
a( = — (w1 + 2wq)uz Vg, (s+1) T W (53—65 __E) (s+1) % a(g) -0 (57)
%

8v3 - XE (5% f%)() % a;s) o,
3

Ovg, (s—1) VE, (s+1) 8@3 (s)
B¢ —{— 35 + = 0.

Dada la linealidad de los operadores (s) tenemos que

— 53% (s=1) _Eavs, (s=1)

Qve  Fue — (g2 — (7%
(f ¢ § E3 ) s—1) n (f ¢ ) (s—-1) (6 3 ) (s—-1) 6¢ o '
dve _-3_3;> - ( 3&-) _ —3_1*_-;> _ ey 7%
(f 3 5 d¢ (1) é. ¢ (s+1) f o€ (s+1) g 0¢ § 8¢ ? (58)
v = Ov _ ) _ = a’Ug (5) 8’03 (5)
(e -2), - (%), - (%) =em -

© v
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de los resultados (58) podemos escribir las ecuaciones (57) como

PG - in + 2un)vg, ooy + iy (6204 — FRegn) 4 2200 g
e S — W g gy + i (754 FTEEm ) 4 20 g
avzgs) ( gaug ) fav;’&(s)> 1 ag(;> o,

v 3”58(; D 3”ea<§s+1) I 3”3 0 .

3.1.1 Condicién de contorno

Veamos ahora la condicién de contorno del sistema (52). Haciendo A = cosnz +
tcosny y recordando que ve = vy + ivp y Uz = v1 — W2 tenemos que ésta se puede
expresar como ’

Un = 3UeA + JUsA + vgcosnz,  p= 2\ — Ecosnz

de donde vy, (s) se expresa como

el =5 (@oé + 3B =) Boxromdy. (59

Tenemos los siguientes resultados:

0, sZ—-1 (modm — 0, sZ1 (modm
(§>(s)={€ a ( ) (f)(s)z{g ( )

, $=-—1 (modm)

0, s#—-1 (modm ~ 0, 1 (modm
(/\)(S)={)\, si:——l Emodmg (A)(S)={/_\ Sié : !

(B)y =2 (X)) = (€) ) cCOS N2 = { 0, s#-1 (modm) :

2A—¢&cosnz, s=-1 (modm)
(Y _(F _ 0, s#1 (modm)
Bl =23 (s) © (5 052 = { zA~Ecosnz, s=1 (modm).
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Calculemos (k X r - n)(s):

7, = =

(k XT- n)(s) = 5 <€>‘ - g/\) (s) = % ((fX)(s) - (—EA) (5)) = % (g(x)(s+1) - E(A)(s—l))

donde
|0, s;éIO (mod m) () _ [0 s#0 (modm)
o +) " | X, s=0 (modm) (s=1) A, s=0 (modm).
Sustituyendo los resultados anteriores en (59) se tiene que
LEX—EX),s=0 (modm)
0, s#=£1,0 (modm)

zuqb s=-1 (modm)
im¢, s=1 (modm)

Ungsy =

A partir de (53) se pueden demostrar las siguientes relaciones:

(56271'1/

}\(fe%i/m)ge-%ri/m,z) — e2m’/m>\( ,
z), u(f Zri/m

X(§e27r7l/m’ ze—2m'/m7 z) —Zm/m ( E

) —27rz'/m ) 27r7.'/m (é- E_ )
£,

Ee
E 27rz/m )_—6 2mi/ms (5

z),
de donde

A=Ay, A=Ay, K=4e, B=Ty).

Ahora nuevamente pasaremos a coordenadas cartesianas pero antes observemos
que

Vg, (s=1) = Vg, (=s+1)> Ug (s+1) = V&, =(s+1)s Uz, (s) = Vz,(=s);
Psy = P(-s)-

Definimos

VL[ = Vg (sa1) F Ve, (s=1)s V2,0 = 5(Vg (1) = Ve (s-1))s  U3,[s] = 203,(s)s

h[s] = 2h(s). .
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Luego, de las relaciones (55) las siguientes identidades son ciertas:

s=0
1 m—1 1 0
=12 0k Ty > el
s=0 s=—(m—1)

Expresiones similares son tambien validas para vy; v, ¥ p pero son omitidas por
motivos de brevedad.
De esta manera, de las definiciones (60) podemos escribir el sistema (52) como

vy s 8 vy, (s Bhyy)
;%J—]—(w1+2w2)v2,”+w1 x;gy —yavl L +3; 8:2: =0,

s O3 VZ (s ah,

vg’t[] + (w1 + 2wa)vy, 5 + w1 éy d —gy—5bl) 4 ;1, ay =0, (61)
on;
3'”3 —ld +w (t) <$ 8v§y[s yav;z ) + 1](.’ gz = 07
8v1 [S] + 6'02 81)3 [s -0

De (61) se sigue que vig = (v1,[s), V2,[s], Vs,[s])7 ¥ hijs) satisfacen el siguiente

sistema en forma vectorial,

vy, bv 2 s V
2L — (w1 4 2wo) (Vs X k) +wy ( a[ - y#) +5Vhi =0, (@)
div vy =0 Q)

zcosny —ycosnz, s$=0 (modm) (62)
e = B¢, s=1 (modm), (69)
bl pod, s=-1 (modm)

0, s#=1 (modm).

El término N (h) queda determinado a partir de (53) y (54) de la siguiente
manera '

[
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<Z h(s>> Z (hs))
s=0

donde

2N(h(s)) = e(l_s)zm/mZN(h(s)),

entonces ]V(h(s)) 0 si, y éolo si, s = 1 y ademds N(h) = N(h(l)).
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3.1.2 Modelos fundamentales para el analisis de la estabi-

lidad del Sistema de Sobolev

De acuerdo a (62) se tienen los siguientes sistemas de ecuaciones:

Si s # +1, 0 (mod m), entonces

Vs (s Bvig

a—ag-l - (w1 -+ ZWQ)V[ x k 4wy < 51[!] y%) + %Vh[s] =0,
' divvy) =0, Q)
Ulsln = 07 (8Q)

1.6 — iwn(ly = 201)¢ — [gMI +wi(I — Ij)] ¢ =

Si s =0 (mod m), entonces

3;[&0] — (wl + 2w2)V[0] x k+ w1 (xag—éol - ya—;g[f—]) —+ %Vh[g] =
divwvyg =0, ()
Vjgjn = TCOS NY — YCOS NI, (09)

 Lig—iw(fj - 2I)¢— [gMI+wi(IL — )] ¢ = 0.
Si s =1 (mod m), entonces
Bl (wy + 2w vy X k+wy (xagi,” yae;il]) +2Vhy =
divvy =0, Q)
Viiln = F‘¢7 (89)

ILé — iws (1) — 211) ¢ — [gM1 + w3(IL — I))] ¢+ iN(hpy) =

N(hy) = th wds.

*

(64)
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Si s = —1 (mod m), entonces
T o+ 2w)viy x ko (220 — y2EL) + 1V =0, (@)
divvi_y = g, Q)
Un=pd,  (09) (66)

L¢+iws (I ~ 211) ¢ — [gMI+wB(I — I))] B — iV (hg)) = 0,

N(hi-y) = =3 [ by dS.
S

Observacién 3.1. En los dos casos anteriores (63) y (64) la ecuacién del trompo
estd desacoplada y en este caso es facil ver que atn en el caso periédico hay esta-
bilidad ya que el operador que se afiade al giroscépico estd tambien desacoplado.

Observacién 3.2. Los sistemas de ecuaciones (65) y (66) son complejos conju-
gados, por lo tanto para el estudio de la estabilidad de estos sistemas de Sobolev

- serd suficiente estudiar el caso s = 1 (mod m) del sistema (65).

3.2 Enfoque operacional de las ecuaciones

Sea ) una regién acotada del espacio R3. Denotamos por L2(Q) al espacio usual
de funciones complejas en Q las cuales son L2. Este espacio estd dotado con el
producto escalar usual

(f,g>=/f§d9, fael?
/7

Sea I2(Q) = {L*(2)}3. Més generalmente, para cualquier espacio funcional X
denotamos por X el espacio X? dotado con la estructura producto y usaremos la

notacién (-, -) para el producto escalar en el espacio producto.
Sea

Ms={u65§°(9)|divu-—-0 enQyun=0en3Q}.

_ Denotamos por S; a la clausura de Mg en Z2(Q) y por Gy la clausura en
L2(Q) del conjunto formado por la totalidad de Ve, donde ¢ € C(Q) v Vyp €

T
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Ez(Q); evidentemente, S, es el espacio de campos vectoriales solenoidales cuyas
componentes estén en L2(Q). Entonces L*(Q) = Sz & Ga. Seg 1.30 el proyector
ortogonal de L2 (Q) en Sy y B el operador lineal definido de lg siguiente forma, su
dominio y su accién son respectivamente D(B) = Sy y Bu = iFy(u x k) para todo

u € S,. El operador B es continuo y autoadjunto. Un segundo operador C tal que

D(C) = Ms y cuya accién sobre un u € Mg es

d 9
Cu=1iPF, <xa—y - ya—x—> u : (67)

satisface propiedades convenientes como lo son linealidad y simetria.

 Proposicién 3.1. El operador C dado por (67) es simétrico.

PrueBA: Evidentemente C estd definido densamente. Veamos que (Cu, v) Ta) =
<11, CV)ZQ(Q)'

k=1

2 5 Dzvr  Oyux
‘ : . Ouy, Bux \ _ . _ Ozyg Yo\ _
(C’u, V>f12(Q) = Z/ E <$79Z/— - y%) Vi dQ = l/ E Uk ( 3y + a1 )

Q
3
1%} Ov
- [ - 52) |- o
o k=1
Por lo tanto C es simétrico. O

Observacién 3.3. Puesto que C C C* y C* siempre es cerrado, existe la clausura
C de C.

3.3 Calculo del operador A

Sea ¥ la solucién del siguiente problema de Neumann (cambio de variable de
Sobolev):

{Aw—o, )
X=p (69 .
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la que existe y es tnica salvo por una constante aditiva. Esto se debe a] siguiente
resultado,

8gudse/\7¢-nd$=Q/cuv(w)dvz/Awdvzo.

Tomando el producto escalar entre la Ecuacién de Euler de (65) y el gradiente
v = V1 en ambos lados de esta ecuacién, tenemos

vy 0 0
< 5t ’)’> — (w1 + 2w;) <V[1] x k, ’)’> +w1< (93‘3—3; - y%)vma ’Y> +

1
- 5 (Vhy, v) =0.
(68)

Nétese ahora que el término de N (hy) de la presién en (65) se puede expresar
como

QN(h[l]) = i/h[l]/.b ds = i/th -ndS = i/Vh[l]T dav =1 <Vh[1], ’)/> . (69)
sa 1) Q
Sustituyendo (69) en (68) resulta

L~ vy
2N (hy) = p< vt 7> plwr + 2w2) (viy x k, ) +

0 0
+ pwy xb_y - ygg-:- v, Y

(70)

pero

8V£1
2 vypav - /w n)ds = ¢/¢ud5—

S

o

=0 [ Y(VY -n)dS = ¢/V¢V¢dV SIVy|* = ¢d

o0

g e
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donde d = ||v|*. Sustituyendo éste tltimo resultado en (70) obtenemos

0 0
2ZN< ) pdgb p(wl + 2(4)2 <V X k, ")’> -+ ,00)1 <<$—85 — y%> V1], ’)/> .

Regresando & la Ecuacién del Trompo (65), por (70) resulta que

91,3~ 2iwn (I — 21.)¢ — 2 [gMI +w2(I. — I))] 6 +
. 5 8
o+ i — pleon - 2w2) (viy X &, 1) + pen <<$5'y_ - y%) Vi, 7,> =0
(72)

Ahora efectuamos el cambio de variable! vy = u + 74 en la ecuacién (65) y
en la ecuacién del trompo (72) para obtener respectivamente

: g_u+¢7 (w1 +2wr)u x k — (w1+2w2)95’)’><k+

G, d\ ) 8 B
| | (73)
y
91,6 — 2iws(I) — 211)¢ — 2 [gM1 + w3 (I — I ¢ +
+0dd — pwr 4 2ws) (u x k, 7) + pw1o (v x k, 7) +
G, . : ) B, 3
+ pwi < <x5§ - yg;) u, 7> + pw1¢ < <xa—y - yax> Y 7> =0.
| (74)

Definamos

1Este cambio se hace para que en lugar de vjj)-n = ¢ quedeu-n =0 en 8 como condicién
de contorno es decir, para homogenizar las condiciones de contorno,
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¢ =ia( (75)
donde o es una funcién escalar de w; y wy a seleccionar. Aplicando el operador

de proyeccién ortogonal Py a la ecuacién (73) obtenemos la siguiente ecuacién de
evolucién

du - . 1
'% —+ ¢P0"}’ — (wl -+ 2&)2)P011 x k- (wl —+ 2&]2)¢P0’Y xk+ ;Pth{l] —+
0 3} . 0 0
4+ wi Py (155[:[/‘ — y%> u -+ wlngo <$a—y' — y—8—5> v=0.
Asumiendo que u pertenece a la interseccién de los dominios de los operadores

By C resulta?

d .
a—ltl + (w1 + 2ws) Bu — iw;Cu — (w + 2ws)al By + wia{Cyu = 0, (76)

v de la ecuacién (74) resulta

. ) 0 0
— plwy + 2wa) (v X K, v) — 2iwa (I — 2IJ_)} o — 2[gM1+

+ W%(—Tll - IJ.)}¢ — p(wr + 2ws) (u x k, ’Y> +

L 9_,9
P\ %5, ~ Y55 ) W)

Dividiendo la ecuacién (77) pbr (21, + pd) o # 0 resulta que

2Nétese que Pyy y PyVhyy se anulan pues Sz es ortogonal a Gs.

———-
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1 22 _ 3) >_
¢= o a7\ %oy " Vas ¥ Y

—P(w1—|—2w2) <’7Xk, 7)—2iw2(I||—2_T_L)} }C— ( ng+

1
21, + pd)a {

+ Wi (I — I.L):| ¢— m [P(wl + 2ws) (u x k, 7) —

{2

(78)

A partir de la ecuacién (78) definamos las siguientes funciones:
p _ +2uw5) _ 2iwa(Iy=21,)
f2 = —2IJ_L$pd7 f3 = -—_—_—_—p%‘}i_l_:;;lz ] f4 - 2IJ_'I_de:27 ) .
2i — _ ip(wit2ws
fs = —Griaa [oMI+w3(Iy - 11)], fo=— Glitsdn (79)

fr= (ZI_T_p:;d)a'
Entonces, a partir de las ecuaciones (75), (76) y (78) resulta la siguiente ecua-
cién candnica:

iR - |
— =jA 81
o = (AR (81)
donde R = (u, ¢, ()T v A = (a;;), (4, j =1, 2, 3) es la matriz operacional siguien-

te:

A= fn() 0 o (82)

as1 —ifs as3

( wC — (w1 +2w)B 0  ai )

donde

a3 = o [wliPo (xa% - y%) — (w1 + 2wy)iPy(-) x k] ¥,
Caz = —ifs(uxk, ) —if7<(ac% —y%) u, fy> ,

azs = —if2 <<~’Ca% - ya%) s ’){> —ifs(y Xf, v) - if4
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donde fy denota el funcional nulo, la entrada a;5 = 0 denota el cero de So v las
funciones f;, (i =2,...,7) estdn dadas por (79).

3.3.1 Estudio de un caso nuevo en la estabilidad de Siste-
mas de Sobolev

Motivado por la aparicién del operador C' — 3B, tomemos Wi = Wy = wp €ON Wy
constante® en la matriz (82), entonces esta se escribe como

wo(C’ - SB) 0 ai13
ON 0 o
A=
pwo( -,iPo {(xa%—ya% —3((~)><k)] 7>
. wol wo K

I +pd)a 211 +pd 21, +pd
donde '

o = ooy | (2 - 4 ) ~3(0) x 9]
K=ip<<xa% —y& % v ) +3ip (v x k, ) +2(I) ~ 21),
L=—Z (9Ml+w(Iy — 1.))

A partir de este momento y en adelante usaremos o = wo. Supongamos ademés
que 21, +pd > 0y que L < 0. Entonces el sistema canénico a estudiar es el
siguiente:

(83)

dR

E = ZAR
donde
wo(C — 3B) 0 wiiPy|(zE —yZ) —3(() xk)
0 00 |\ Tay — Y3 v
A= () 0 wo
PP (2 -y ) =3B Lo woK
213 +pd 21 +pd ' 21 +pd

(84)

$Nétese que este no es el caso estudiado por Sobolev. Nétese tambien que ¢ es funcion de la -
frecuencia angular wy y por lo tanto & se anula.

e
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donde K y L estdn dadas por (83) (con o = wp).

Comentario 3.1. A partir de este capitulo hemos considerado a w; y ws ambas
constantes pero no necesariamente iguales. La presencia del nuevo operador C nos
indude a hacer un estudio de la estabilidad lineal (en el sentido de Liapunov) de la
solucién nula cuando ambas son iguales y constantes, para de esta manera analizar
zonas de inestabilidad, tal como en el caso estudiado por Sobolev [23]. Un estudio
de bandas de inestabilidad se presenta cuando w; y wsp son diferentes.
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Capitulo 4

Acotacion del Grado de

| Inestabilidad

En el presente capitulo se emplean algunos resultados relacionados con la teorfa de

los Espacios de Pontriaguin IT, con métrica indefinida que nos permitirdn dar una -

estimacién del grado de inestabilidad de la ecuacién canénica R = iAR, obtenida
en el capitulo anterior. Tambien se prueban algunos teoremas relacionados con el
nuevo operador obtenido en este trabajo con el objeto de analizar la estabilidad
lineal pero ahora de la ecuacién R =iAR, donde A es la clausura de A.

4.1 Preambulo

Iniciamos con un breve resumen de la teoria de operadores en espacios con métrica
indefinida. Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (-, -). Supongamos
que se ha dado otro producto interno o métrica [, -] pero en este caso indefinida.
Es posible probar [1], [2] que existe un operador autoadjunto J tal que su dominio
D(J) es todo H y [z, y] = (Jz, y) para todo z, y € H. Podemos decir que J es el
operador asociado al producto interno indefinido [, -].

Observacién 4.1. Recordemos que el producto usual en Sz X C? es

uj Usg _ _
Ry, Ro) = < ¢ |, | > = (u1, U2)3, () + P12 + C1C2
G G2

'Y
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donde Ry = (uy, ¢1, ()7, Ra = (g, ¢z, C2)_T € S x C

Introducimos en Sy x C? el siguiente operador:

Definicién 4.1. Sea

TId 0 0
Q= ( fN( ) —L 0 )
fn() 0 —(2IL+ pd)
donde su dominio D(Q) es Sp x C2.

i . ’ . . _1
Resulta que Q es un operador autoadjunto y ademds existe su inverso Q
como veremos a continuacién.

Lema 4.1. El operador Q es autoadjunto e inversible.

PrUEBA: Veamos primero que Q es autoadjunto. Sean Ry = (uy, ¢1, (1)7, Ro
(uz, ¢2, ()T en D(Q) = S, x C2. Entonces,

TId 0 0 u; Uy
(52, ()
—(2I, + pd) G G2
MiERIaT
(2L + pd)Ga G
= [ ( - L) v+ 6 TT6) + 6 O 7 9G] =
J ,
(%) (e )
—(2IL + pd)e
= (R, QRy)

Veamos ahora que Q admite inverso. Sea R = (u, ¢, ¢)% v denotemos por ©
al vector operacional (0, 0, 0)¥ de Sy x C?, entonces si

-
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—zla O 0 u —zu 0

QR=| fv() -L 0 | ¢ |= ~L¢ =10,
.- fn() 0 =L+ pd) ¢ — (211 + pd)¢ 0

entonces necesariamente R = @ es decir, Q es inversible. O

Observacién 4.2. Con la ayuda del Lema 4.1 se verifica facilmente que la funcién

compleja-valuada |-, -] = (Q, -} define un producto interno indefinido® en S, x C2.

Observacién 4.3. El espacio Ss x C? se descompone en la siguiente suma directa.
ortogonal

Sy x C? = [1[+] L

donde ‘ ‘ ¢

(B ()]

donde [+] denota la suma directa Q-ortogonal. Nétese que Ly es Q-positivo y Lo
es Q-negativo.

Teorema 4.1. La matriz A es Q-simétrica.

Para Ry, Ry y R3 en Sy x C? y o3, oy € C se cumple que
1) [R1; Ro] =[R2, Ry},
2) [aR1 + 02R2, R3] = on[Rs, Rs] + 02[R2, Rs].

Ademis, para R = (u, ¢, ()T € S; x C2

R, R] = —wiguuuz — L - (21 + pd)|¢|* € R

el cual puede ser > 0, < 0 6 = 0, dependiendo de la eleccién de Q. a
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PruUeBa: Nétese que A estd definido densamente en Sy xC?. Sean Ry = (uy, ¢1, )7

y R = (uz, ¢o, ()T en S5 x C2.

Calculemos primero QAR;:

| wo(C = 3B)us +w3GiiF [ (22 -y ) - 3() x k] v
ARl = ' R
ST [p<u1, iFy [(I% - y;%) =3() x k] 7> eolér+ WOKQ]

de donde

: —£(C—-3B)m - pliiPy [(x-a% - y—a%) —-3() x k] v
QAR; = —woL(y
—,0<u1, i [ (2% - v&) - 3() x| 7> — woly — woK

Entonces, por el Lema 4.1,

g —
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(QARy, R,) =
= <-w%(o — 3B)uy, u2> +G <—,0iP0 [(x(% - ya%> —3() x k} ", u2> _
0 LF - G <u1, iB, Kxa% - y(%) —3() x k] 7> _
—wolnGo — woKGiGo =
- <—wﬁo(c —3B)uy, u2> — G <u1, iP, Kxa% - y%) ~3() x k} fy> -
— LG - Py | (o7 = gz ) ~30) X K| . we) -
— woLG1¢y — woKGiGe =
- - <u1, wﬁo(c = 3B)u2> - <u1, PGaiPy Kx% = y%) ~3() xk} 7> =
- 6iTenl) - G, piPs | (5~ v ) =30 x K] 1) -
— G(woLlds) — GwoK () =
=— <u1, fg(o — 2B)us + pGriPy Kxa% - y-é%> —3() x k} 7> — ¢1(@olla) —
—G (\<u2, 0Py Kxa% - ya—i-> —3() x k} 7> + woLg + w0K<2> -
— (R;, QARy,).

De esta forma,

[AR1, Ry] = (QAR;, Ry) = (Ry, QAR;) = [Ry, ARy).

Por consiguiente, A es Q-simétrico. - |
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4.2 Estudio del operador A

Resulta que el espacio S x C? es un espacio de Pontriaguin® de orden 1.

El siguiente resultado es conocido pero la demostracién sera dada por comple-
titud de la exposicién.

Lema 4.2. Sea T un operador continuo y definido en todo H donde H es un
espacio de Hilbert. Entonces T es cerrado.

PrueBA: Sea {z,}22, C D(T) tal que z, — z cuandon — ooy Tz — ¥
cuando n — oo. Es claro que z € D(T') pues por hipétesis D(T') = H. Veamos
quey =Tz.

1Tz —y|| = | Tz —y £ Tzull < T2 = yll + |ITlllzn — 2| — 0 cuando n — oo.

pues 7T es acotado y || Tz, — yll — 0y ||zn — z|| — 0 cuando n — oo. Por lo
tanto y =T'z. U

Observacién 4.4. El operador A se f)uede descomponer como A; + A, donde

}3woB 0 wih Kxa% - y%) —3() x k] v
Ay = I (o) 0 ’ Wo
p<‘,iPo[(zf%—ya%c}—?;(-)xk]'y) wolL wp K
2I) +pd 21 +pd 2T +pd
Y
wOC’ 00
Ag=1| fx() 00
fn() 00

y donde A; es Q-autoadjunto y cerrado por ser un operador continuo y definido

en todo Sy x C? (Lema 4.2).
La matriz operacional A, de la Observacién 4.4 admite clausura A, como

veremos a continuacién en el siguiente lema.

2,05 espacios de Krein con un rango finito de indeterminacién son llamados espacios de
Pontriaguin. Un espacio de Krein con signatura positiva s (k =0, 1, 2,... ) denotado por I, es
un espacio de Pontriaguin.
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Lema 4.3. Existe Ay y

wOU

fn(s)
fn()

9 =

(e B ew B on]
O OO

PRUEBA: La prueba se sigue teniendo en cuenta que A, es simétrico en Sy x C2 con
respecto al producto escalar usual y que As C Aj donde A3 es siempre cerrado.[]

Lema 4.4. Sea T'= T7 + T un operador definido sobre un espacio de Hilbert H
tal que T1 es acotado y definido en todo H y supongamos ademds que existe la
clausura de T,. Entonces existe T y més atn, T = T} + To.

PrUEBA: Veamos primero que I' admite clausura. Sean {z,}32; v {yn}32; su-
cesiones del dominio de T (D(T) = D(T1) N D(T3)) tales que z, — 2z ¥y

Yn —> 2 ademds las sucesiones {T2,}2; v {Tyn}52, convergen. H;; que
probar que {T2,}32, vy {Tyn}32, convergen a un mismo limite. Nétese que
{zn}32; v {yn}2, son de Cauchy, entonces dado que T} estd acotado y defini-
do sobre todo H, las sucesiones {T1zn}52; ¥ {Tiyntar; tambien son de Cauchy
(IT2n—T12m|| < [ T1llizn—Tm]l ¥ | T1yn—Taiymll < [T1]l[|Yn—m|| param, n € N)
y ademés Tign —» Tz y T — Tiz (Tyte — Tizl < [Tl — 2|

"y Twe — T2 < |IT||lyn — 2|l para todo n € N). Teniendo en cuenta que

Tyx, = Tz, — Tz, Yy Tﬂn = Tz, — Tlxm resulta que {Tan}g.il y {szn}?f:l
convergen. Como existe T3 los limites de {Toz,}52,; v {Toyn 32, coinciden. Por
lo tanto, los limites {Tz,}32; v {Tyn}52, coinciden pues Tz, = Tz +Tozn y
Ty, = 1Yy — T2y, para todo n € N.
Veamos ahora la segunda parte de la prueba. Hay que demostar ' que D(T) =
FTl)ﬂD(Tg) =D(i+T) y Ty iT2[D(T) =TyT= |pamy =11+ T2 y. Veamos
primero que D(T) = D(T1) N D(T13)). Sea = € D(T) entonces por definicién existe
{xn};?=1 C D(T) = D(Th) N D(Tz) tal que z, _—2_ ¥ la sucesién {Tzn}2, es
convergente. Ahora, por hipétesis D(T1) = H. Por otra parte {z,}52; C D(T3)
de donde se sigue que z € D(Tz) = D(Ty)ND(T3). Ahora, siz € D(T1)ND(T3) =
D(T3), entonces existe {y,}22; C D(T2) tal que y, — z y {Tayn}32, converge.
n—oo
Ahora Tiz, tambien converge pues T3 es acotado y definido en todo H, es decir
{(T1 + T2)yn = Tyn}2o s convergente pero esto significa que z € D(T).
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Veamos que T} + 73| oy =1I- Siz € D(T), entonces existe {z,}22; C D(T) =

D(T1) N D(T3) tal que z, Ty {Tz,}32, es convergente pero como ya hemos

visto, en este caso las sucesiones {T1z,}2, v {T2x,}, convergen de donde

Tx = n@wan = lim (T, +T%)z, = lim Tyz, + lim Thz, = Tiz + Thr =
n—->c0 n—0co n—r0o0

La prueba de que T = ’ DTaT) = Ty + T3 se sigue de manera andloga notando

que Tiz = nll’_r)nooTlccn y Tox = nhi)nooszn. : O

Lema 4.5. El operador A admite clausura A y

B wo(C — 3B) 0 wiiPy [(x-% - y%) —3() x k] ~y
A= el afN(a')) ] 0 Wy
o( iR [(2—v2)-30xK]y) 1 N
5I¢+pd oI _1_0+pd ﬁ{gp—d

‘PrUEBA: Por la Observacién 4.4 la matriz A se descompone como A = A; + A,
donde A; es un operador acotado y definido en todo S;x C? en particular, A; = A7,
Por otra parte, del Lema 4.3 existe Ay, y con esto se prueba el lema. O

Teorema 4.2. D(A) = D(C) x C2.

PrUEBA: Por el Lema 4.5 existe Ay por la Observacién 4.4 la matriz A se des-
compone como A = A; + A,. Entonces D(A) = D(A;) N D(Ay) = S, x C2N

D(C) x C? = D(C) x C2. a

HemoE_ visto que C es un operador simétrico (Proposicién 3.1) y que C' admite
clausura C'. El siguiente teorema muestra que esta clausura es tambien simétrica.

Teorema 4.3. Sea T la clausura de un operador simétrico 7. Entonces T es
tambien un operador simétrico.

PruEBA: Sean z, y € D(T) y {£,}22, v {yn}2, pertenecientes a D(T) tales que

Tn —2 TYYn —YY ademés {T2,}2, v {Tyn}, convergen, entonces

m, n—o0 my, N—00

(Tx, y)y= lm (Tz,, ym) = h’m( (T, TYm) = (z, Ty).
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Corolario 4.1. El operador C es simétrico.
PruesaA: Se sigue del Teorema 4.3. | O

Teorema 4.4. El operador A es Q-simétrico en un espacio de Pontriaguin de
orden uno con respecto a la Q-métrica.

PrueBA: La prueba es similar a la del Teorema 4.1. O

4.3 Soluciones fundamentales

Observacién 4.5. Teniendo en cuenta que A C A es suficiente estudiar la ecua-
cién

dR

dt
Observacién 4.6. El espectro no real de un operador J-autoadjunto en un espacio
II, esté situado simétricamente con respecto al eje real y consiste de a'lo més 2«
valores propios (tomando en cuenta la multiplicidad) [16]; i.e., la suma de la
multiplicidad algebraica de todos los valores propios no reales no es mas grande
que 2x. v

iAR

Observacién 4.7. La ecuacién canédnica de la Observacién 4.6 tiene soluciones de
la forma

Ul (t) = ei’\tRl,, UQ (t) = i@i)‘t (tRl - Rz) , U3('If) = iei’\t (%R]_ — tRQ -+ Rs) y

Un(t) = i€ (%Rl ~ s Ryt (—1)m—1tRm) (m=1,2,..)
si, y sdlo si,

1) X € C es un valor propio de A y

2) los vectores R, —iRpt1, =iRpi2, iRny3 paran = 26+ 1,k = 0,2, 4, ...
forman una cadena de Jordan de longitud m donde Ry # 0.
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Pe aqui que para estudiar la estabiliadad de nuestro Sistema de Sobolev. bas-
21 - >, ’
tard comenzar con el anilisis de la acotacién de estas soluciones:

En nuestro caso k = 1, entonces

1) puede existir un par de valores propios complejos conjugados de los cuales uno
de ellos produciré inestabilidad.

2) pueder% existir valores propios reales de multiplicidad > 1 en cuyo caso las
soluciones son no acotadas.

Capl'tulo 5

Analisis de la Estabilidad en el
Caso de una Cavidad Elipsoidal

Siguiendo los resultados conocidos de Sobolev sobre la estabilidad en cavidades
elipsoidales [23], en este capitulo haremos un anélisis similar con este tipo de ca-
vidades. Estas son particularmente especiales porque es sabido [29] que con ellas
se obtiene un nimero finito de zonas de inestabilidad (dos en el caso estudiado por
Sobolev). La aparicién del operador C nos ha llevado a revisar el trabajo de Sobo-
lev para analizar la estabilidad en este nuevo caso. En este capitulo presentamos
los resultados obtenidos con nuestro modelo.

5.1 Cédlculo de A para el caso elipsoidal

Supongamos que la regién Q) ocupada por el liquido es la parte interior del elipsoide
de revolucién ‘

$2+2 _l2
2y +(z 2)
Q (5

Q={(x,y,z)T€R‘°’ <1, a;«éc}.

Sea ¥(s1, S2, h) el siguiente campo vectorial en {C*(2)}* definido como
| s1(z — h)
b(s1, 82, h) = | s1i(z —h)
so(z + 1Y)

71
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con la particularidad de que divi(sy, sz, h) = 0, entonces

Po(9(s1, 83, b)) = ¥(s1, 83, h) — VP, (85)

donde Py es la solucién del siguiente problema de Neumann:

APy, =0 Q
{ (] y €1 (86)

aa% = (s1, S2, h) -1, en O

Observacién 5.1. Para que el vector P, sea solucién del problema (86), se exige

que ¥ — VP¢ € Sy

0 = div () — VB,) = div (¢) — div (VP,) = AP;, en Q
(¥ —VP,)-n=0, endf.

Lema 5.1. El proyector P, aplicado a ¥(s1, 2, h) es el siguiente vector:

51— 59 a?(z—1)
Po(¥(s1, 89, ) = 5—= | Pi(z—1) |.

PrueBA: La prueba se reduce a resolver el Problema de Neumann (86).
El elipsoide de revolucién (2 tiene la siguiente parametrizacién:

x=acosfcosp, y=asenfcosp, z=csend-+1

donde a >0,0<0<7,0<¢<2n.
De esta forma, para los cosenos directores se tienen las siguientes expresiones:

ccos e csen ¢
, cosnz= :
v/ a2sen? ¢ + c2cos? ¢ Va2sen? ¢+ c2cos? ¢ -
(87)

Co8 NI + icosny =

Usando las relaciones (87) obtenemos
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( s1(z—h) ) ( coS L )
W(sy, 8o, h)-m| = isi(z—h) || cosny
o lea so(z + 1Y) cosnz a0
= 51(z — h)(cos nz + icos ny) ,an + so(z +1y)cos nzlaQ =
si(csen é + 1 — h)ccos ¢ e ssa’ePcospsend
- \/a?sen? ¢ + c2cos® ¢ \/a2sen? ¢ + c2cos? ¢ o
_ 5162 + 8902 {(a2 + 2)e¥sen ¢ cos gb] s1(1 — h)ccos ¢ e

a®?+c2 | \/a?sen?¢ + ccos2 ¢ ] +/a2sen? @+ c2cos? ¢ N
2 2
=2 St (o -0)] | +Tle+ ) -H] 0
a? +c? 1) o0

Hemos demostrado que

$(s1, 52, h)-n| ={V[(z+iy)(m(z—1) +s1(l—h)) -(z—)]}-n
B 80
donde m = ——slzij_‘iiaz

Sea Py, = m(z+1y)(z— 1) +s1(l—h)(z+1y) ie aa%’an = VPw-n‘aQ = ¢-n|aﬂ.
Como P, es un polinomio de orden 1 con respecto a x, y, 2 entonces APy =0.

Regresemos al célculo de Py(¢(s1, s2, b)) = ¥(s1, 52, h) — VFy

s1(z —h) m(z—1) +s:(l—h)
Po(p) = | isi(z—h) | — | imlz—D+isi(l—=h) | =
s2(z + iy) m(z + iy)

( (81— m)(z+1) ) (z+ l)(s;;ii)zaz

(s =m)(z+1) | =| —i(z+0)E2de

(55— m){@ + i) (52 — m)(@ £ 39)

Del Lema 5.1 se sigue que si definimos
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ug - n\ag = a?(z —1)(cos nz + icos ny)‘(99 — A (z + 1y)cos, nzlaQ =
ccos ¢ ¥ a’e®cos ¢ sen
=a2csenq§< ¢ > —- gseng =
\/a2sen? ¢ + c2cos® ¢ a2sen? ¢ + c2cos? ¢

Veamos la segunda parte de la afirmacién. De los lemas 5.2y 5.1y del hecho
que ug € Mg encontramos que

(—C—— 3B) Uy =6u0 —3Buo = TUg — 30'110 = (T - 30’)110 = NUuq

3a2—¢?

. es el valor propio asociado al operador C —3B. O

donden=71—-30 =

Recordemos que v = V4 donde 9 es la solucién del problema de Neumann

A =0, enf)
%‘f:,u, en Of).

donde p estd dado por la férmula (51)

p=1v(1, -1, 0) - n|,, = V(= +iy)(m(z— 1) + )] -0, '

2__ 42
donde m = 7%, esto es,

2 2

b= (@t i) (%(z—wﬂ),

de donde v = fz—g_ac—z(z —1,i(z—=1), z +1y)T € Mg. Esto prueba el siguiente lema:

Lema 5.4. En el caso en que Q es el interior del elipsoide de revolucién

c2—a2 Z—Z
ot e z+1y
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Calculemos ahora Py(y x k) y Py (903% - y%) v

a? + c?

- 2 _ g2 z—1
Po(vxk)=5——Po<( i(z—1)

2 2

a2+ ¢

entonces Po(y X k) = aT"j_%uo-
Por otra parte,

5y Yoz)7 T

de donde

9 @ 4
((egy~vas)) = o (

0

2—u z—1
2d ( o )

0
0

0
0
T+ 1y

5 2
CFC N —2(z+iy)

) =miPy(¥(0, 1, 0)) =

De estos resultados se sigue que

. 9 8 B
ZPO<<$a—y —y—a—£>'y—3(fy Xk)) = o

4m

Up.

)
)-m(8)-=(2)

mi

De estos calculos se tiene que en el caso del elipsoide de revolucién

_ w0(5—3B)
A= \ Il

0
0

dwim

aZ+c? 10
Wo
wo K

e (.. Uy) wol
@I tpdy(@@+c®) v 0/ 2T, +pd 2P +pd

2 — o2 i(z —1)
X k> = mpo —(ZO— l) =

i a?(z—1)
= a?i(z —1)

(88)

a? +¢c?

77
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5.2 Existencia de un subespacio invariante de di-
mension finita

Tenemos la siguiente descomposicién en suma directa ortogonal:

Sy x C2 = gen{ug} x C? @ (gen{ug})* x {0}

donde 6 = (0, 0) es el cero de C2.
En efecto,

(ggn{uo} x CH*t = (gen{ug})* x {6}2.

Proposicién 5.1. Los subespacios G = gen{uo} x C? y G* = (gen{uo})~ x {6}?
son subespacios invariantes de A.

Pruesa: Teniendo en cuenta que up € My para demostrar que H es un subespacio
invariante de A basta ver que AG C G.
Sea (aug, W, Z)T € G. Hay que probar que

Alauy, W, 2T € G
pero de (88) y notando que (C — 3B)uy = (7 — 30)up encontramos

auy (awo (T — 30) + dwimZ)ug
Al W | = woZ € G.

dmap|iug |i? wo LW wKZ
Z 2IJ_+Pd —I— 2IJ_+pd + 2[_;_+pd

Veamos ahora que G+ es un subespacio invariante de A. .
Sea dado (v, 0, 0)T donde v € (gen{ug})* N D(C). Nétese que wo(C —3B)v €
(gen{up})*. En efecto,

(wo(C — 3B)v, ug) = wo {(C — 3B)v, ug) = wp (¥, (C —3B)uy) = .
= wy (v, (7 — 30)ug) = wo(7T — 30)(v, ug) =0,

de donde que
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(v wo(C —3B)v |
Al 0 | = 0 € G
()-8

O
Proposicién 5.2. Sea P el operador de proyeccion ortogonal de S x C2 en G =
gen{ug} x C?, entonces PD(A) C D(A).
PruEBA: Antes de probar la proposicién recordemos que
D(A) = D(C) x C2.
Sea (u, W, Z)T € D(A). Entonces es claro que
u aug v
W =t W |+ 0].
Z VA 0
de donde que (ugy, v) =0 i.e.,
u oug |\
Pl W |= W
Z Z
y como uy € Mg, oy tambien estd en Mg C D(C). Por tanto,
u — —_—
P W | e D(C)xC?*=D(A).
A
O

__ Por tanto, por el Teorema 0.3 dado en el Capitulo 0 de este trabajo, el operador
A se puede descomponer como

AR = (A);R; + (A):R, (89)
donde (K)l =K|G y (K)Q =K’GJ_ y R =R; +R;con B\,]_ c G, R, € G+,
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Observacién 5.2. De (89) se sigue que a los efectos de la estabilidad lineal basta

estudiar el espectro de (A); v (A)s. En efecto,
1) si R € G, entonces R = R;, Ry = (0, 0, 0)7, luego AR = (A); Ry,
2) si R € G*, entonces R = R,, R; = (0, 0, 0)T y AR = (A),Rs.

Observacién 5.3. Notemos que

_ wo(U— 3B) 0 0
(A)2 = < In() 00 ) :
In() 00

En efecto, si R € G+ entonces R = (v, 0, 0)¥ donde (v, uo) = 0 entonces

. ( wo(C = 3B)v )
AR = 0 :
0

De donde que (A)2 es simétrico y por lo tanto los valores propios de este
operador son reales y simples. :

* Observacién 5.4. El operador (A); es Q-simétrico es decir, este operador puede

tener a lo sumo dos valores propios no reales que seran, si existen, complejos
conjugados, de los cuales uno produciré inestabilidad.

- Observacion 5.5. Si

(A)]_R]_ = SR]_, R,eG

(_A—)zRg =tRy, R, € G+

donde R = R; + Ry, entonces por‘ el bTeorema 0.3, .

XR = SRl + th
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Entonces, R no es vector propio, a menos que s = ¢ pero de la simetrfa del

operador (A); eso implicaria que s sea real. Reciprocamente, si

AR =¢R,

entonees, nuevamente por el Teorema 0.3,

KR = (K)lRl -+ (K)ZRQ = qu -+ ng (90)

dondeR = R; + Ry, Ry € G, Ry € G*. De (90) se sigue que

(K)lRl = gRy, (A)2R2 = gR»

lo cual implica que ¢ € R y es simple.
__Dela Observacién 5.5 hemos visto que basta estudiar los valores propios de
(A

5.3 .Estudio de la estabilidad del Sistema de So-
bolev | |

En definitiva, el estudio de la estabilidad lineal en el caso en que la cavidad interior
es un elipsoide de revolucién se reduce a estudiar la ecuacién

dR — , :
cuand R € G paratodo t > 0. Nétese que sustituyendo R = (X (t)ug, W(t), Z(¢))T

en (91) resulta

. ' w2m
X.(t)uo (WO'OX(t) + ‘:2+C2Z(t)) Uo
W(t) =1 woZ(t) . ’
7 4mpllug | wo wp
2(®) (2I¢+;¢L|)(g|2!+c2)X(t) + 2I¢-fde(t) + 2IL‘|I'{PdZ(t)

de donde se tiene el sistema de ecuaciones

]
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X)) =1 (wonX(t) + i“’ﬁ%Z @)

W(t) = iwoZ (£) (92)
2(t) = ez (“28E X (2) + wo LW () + wo K Z (1))

Nétese que (X (t), W(t), Z(t))T € C? para todo ¢ > 0.

De (92) se tiene la siguiente ecuacion:

d X wo 0 ﬁﬁ’li X
-l w | =i 0 0 wo W ]. (93)
dt 7 4mp|juol? wol wo K 7

(I +pd)(a®+c?) 2I +pd 21 +pd

Observacién 5.6. La matriz del sistema de ecuaciones (93) es Qz-simétrica to-

mando
—:u%o 0 0
Qs = 0 -L 0 .
0 0 —(2IL+pd)

En este caso, C? se descompone en la siguiente suma Qg-ortogonal:

com{(D)e={() ()

Denotando por A(\, wp) al polinomio caracteristico de la matriz del sistema
(93) encontramos

wn—A 0 2%
A(/\, LL)O) = O —>\ Wy =
4mp||ug||? wol wo  _ y

I, +pd)(a®+c2) 2I.+pd 2I.+pd

2 3
e Ve a_af b
A +b<21]_—|—pd> A +c<2]¢—i—pd> (2I¢+pd

L
|
|
|

5.3. ESTUDIO DE LA ESTABILIDAD DEL SISTEMA DE SOBOLEV ~ 83

donde

b=K+n@l +pd), ¢=L—nkK+Xmelwl 7,5 (95)

-y en donde a su vez,

2
K=2 (IH - 2I_L) - /)7'('2 (M> (a2 + 602) y M= %7 n= 3;22.:36227 (96)

a?+c?
2.2

L=—%[gMi+ (h—L)w], [uol” =25

Analicemos ahora las raices del siguiente polinomio:

' 2 3
Mop( 0 Vye_g( Y0 Voag( Yo ) _o
<2Jl n ,od> ‘\alit0d) " T\l +pd (97)
De (95) observamos que |

—~ — o~ 2 2
d=nc+n*b—ns (2Il+pd)—nlfz:—2_i%|—.

Entonces podemos expresar la ecuacién (97) en términos de las constantes b y

2

3 o ’\'2 Wy
— bA2 — 2
T vpd ) 2Ltpd T
3 2 2
Wo o~ o7 3 16m~p HUOH
+ 0 (et n®—nP 20, + pd) — n—F12 ) — 0.
2T, od <nc n _77( L+pd)—n (@ + )

Definiendo & = 1/(21, + pd) (el cual es positivo) la ecuacién anterior se puede
escribir més brevemente como -

X8 — woebX? — wiedh + wied | nE+n?b — 1® (21 + pd) — ”M = 0.
(a? +¢c?)

(98)

Denotemos por D = D(A, wp) al discriminante de la ecuacién (98). Se tienen
las siguientes condiciones! para D:

'Para un polinomio ctibico [27] real p(z) con coeficientes copstantes b, ¢, d de la forma
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a) si D > 0, entonces la ecuacién (98) tiene tres raices reales distintas
b) si D =0, la ecuacién (98) tiene al menos dos raices reales iguales
¢) si D < 0, la ecuacién (98) tiene una séla rafz real y dos complejas conjugadas.

Un pequeiio célculo revela que D = wEe? D, donde

D= (18655 + 4’53) e+ (4’535 +’5252) &2 — 2752 (99)

en donde

16m%p [[uo*
(a2 +c2)°

Observemos que el signo de D es el mismo que el de D, por lo tanto bastard
estudiar el signo de este polinomio.
Ahora, retomando las definiciones (95) y definiendo

§ =ne+n% —n®(2IL+pd) —n

_ 16wim?pliuo >~ {29 M1+ [2(IH—IJ_)+77K]}(02+62)2
v= (a2+c2)2 ’

podemos expresar al polinomio de (99) en la siguiente forma:

~ 1 4 1
D= ——2 [K +n (21 + pd)] ve + —1°e + 45 + —ZVZ/Z;ZEQ — 276°
“o “o “o

de dondeLdeﬁniendo D= wgﬁ, obtenemos el siguiente polinomio (de nuevo, el
signo de D es el signo de D):

D= (433552 - 2752) W + 18 [K + 1 (21 + pd)] vewd + 7022w} + 4. (100)

plz) =23 +bz® +cz+d

su discriminante D estd dado por

D = 18bcd — 4b%d + b2c? — 4c® — 274>

R
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5.3.1 Consideracidén sobre el momento rotacional X -

Detengdmonos [23] en el caso particular K = 0 esto es, el caso en que el éje de
simetria del trompo se mueve alrededor del eje donde se encuentra su centro de
gravedad. Entonces se tienen los siguientes resultados:

/b\=’)7(2f_;_+pd), 5=—2’17(%4orl+(1”—IJ_)),
_ 16w§m2pl|uol|2—2[ng+wg(I”—IJ_)](a2+c2)2
- (a2+c?)?

De esta manera el polinomio D de (100) se puede escribir como

D= (4’6\3552 - 2752> w§ + 18muw§ + vAnwi + 4. (101)

Deﬁnienflo Wy = w? v un mediante un célculo extensivo se puede ver que el
polinomio D de (101) se puede expresar como

D=aWd+W2+aW,+d (102)
donde |
T 32(gMi)®
d=— 2Ii+p3i ’

~ m2pllugl|® |
C=—108n? (gM1) + 4n? (gM1)* + 524 [38;22 Al — 96 (9M1)* (I — IL)] ,

b= —172ng [87]2 (2IL + pd) + 216 (IH - IJ_)] — 36ngMI + 772ng {8 (IH '—‘IJ_) -

_ 6144m*p? uo||* | 1536m%p o)
(a2 + c2)4= (a® + c2)2

64m?p ||up|” gMl
- Iy — 1) -

(a? + c?)° 211 + pd

—48 (1 —h)z}
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E=—?72 [8772(2I_|_+pd)+108 (IH_IJ_):I (IH—IJ_)+ |
2882 o> mpuoll® [ 256m20 Juol®
(a2 4 ¢?)? (a® + c2)? (a2 + c2)?
mpluol® | 16884m*p” fuo|* _
(21, + pd) (a2 + ) (a2 +c2)*
32 () — 1)’
21, + ,Od

+7 36 (Ij — IL)| +

— 647° () — I.) >+4 (5= 1)+

_ 6144m2p ||uo|”

(a2 —+ 62)2 (IH - I_L) + 384 (I” — Il)zjl —

_Por otra parte, usando la hipétesis de que K = 0 y tomando en cuenta las defi-
niciones (95), se puede ver que la ecuacién (97) se puede factorizar de la siguiente
manera:

16wgm?p fluo|”
(211 + pd) (a2 + )°

(A = won) [A2+ (gMl+wg (I — fl))} -

21 +pd

o bien, teniendo en cuenta los resultados de (96), esta ecuacién se puede escribir
tambien como

3a? — ¢ 2
o (552 o+ £ 1)

16w (¢ - a?)® pr2a2ct
221, + pd) (a? + 2)*

(103)

5.3.2° Estudio de algunos casos especiales

Analicemos a continuacién algunos casos especiales con respecto a las raices de la
ecuacién (103).

Ejemplo 5.1. Si elegimos los ejes del elipsoide mediante la relacién ¢ = +/3a,
entonces el polinomio (103) se escribe como

~.
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\ {)\2 . 16 (gM1+w (Ij— 1)) — 3w§,07r2j| o,

8 (21 + pd)

"de donde, los valores propios son

=0, o= 3wgpr2—16(gMi+wd (Ij—1.))
0= Y 1,2 — 8(2I L +pd) ’
Observemos que si el discriminante de A; 5 es positivo, entonces segin el criterio
dado anteriormente tendremos A; y Ag reales y distintos de cero es decir, en este
3 .2
caso [y — I > 5pm°y

. gMl ¥
>4 . 104
o \/ 3pm2 — 16 (1) — 1.) (104

En otro caso ellos serdan complejos conjugados (ifnaginarios puros). Recordemos
que las soluciones de la ecuacién (91) son de la forma vista en la Observacién 4.7.
O ‘

Ejemplo 5.2. En el caso en que el elipsoide se deforma a una esfera, i.e. ¢ = q,
la ecuacién (103) se expresa como '

(= w) {v + (oMl+2 (I, - 1.))] =0

2L, +pd

de donde se tienen los valores propios

do=wn, Mz =t/ (Wf () — 1) — gM1).

Para este caso, el discriminante de A, 5 serd positivo si I, > Iy, es decir, cuando

Wy > 4/ — (105)

y entonces tendremos tres raices reales distintas. O
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Observacién 5.7. De los ejemplos 5.1 y 5.2 vemos que si tomamos ¢ < @ 0
¢ > /30 los valores propios son negativos y para ¢ < ¢ < v/3a tenemos valores
propios positivos, en ambos casos de multiplicidad algebraica igual a uno, lo que
garantiza que las soluciones sean acotadas en el sentido de Liapunov, y el sistema
mecanico sea estable.

Conclusién 5.1. En el caso estudiado en esta seccién (wy = ws = wy = constante
y € = elipsoide de revolucién) aparecen a lo sumo dos zonas de inestabilidad. De
los resultados conocidos para el nimero de zonas de inestabilidad en cavidades
elipsoidales [29], se sigue que aiin en este caso estas cavidades siguen siendo las
més estables.

Capitulo 6
Conclusiones

Se presenta a continuacién una descripcién general de los puntos més relevantes
de cada capitulo, as{ como la conclusién final de este trabajo de tesis.

6.1 Resumen de los capitulos

Capitulo 1. Se estudié un sistema mecénico de Tipo Sobolev bajo la accién de
una fuerza adicional a la gravedad (Proposicién 1.1). Se expresé al Sistema
de Euler en un nuevo sistema de coordenadas ortogonal.

Capitulo 2. Se construyé la solucién correspondiente al Sistema de Euler obte-
nido en el Capitulo 1 (Proposicién 2.1) y se siguié un proceso de linealizacién
de la ecuacién (21), con lo cual se obtuvo un sistema de ecuaciones (29) para
las desviaciones. Junto con las ecuaciones del trompo se dieron las condi-
ciones de contorno. Finalmente, se dié un sistema de ecuaciones (52) en
terminos de las frecuencias angulares del trompo y del liquido que describe
completamente la accién de ambos bajo las pequenas perturbaciones.

Capitulo 3. Después de seguir una metodologfa conocida [23], se obtuvieron un
par de sistemas de ecuaciones (65)-(66) que resultan ser complejos conjugadas
vy que por lo tanto, a los efectos de la estabilidad, es suficiente estudiar
solamente una de ellas. Finalmente, se obtuvo una ecuacién canénica (81)
en términos de las frecuencias angulares constantes pero no necesariamente
iguales. Tambien se estudiaron algunas propiedades como son linealidad,

simetria y clausura del nuevo operador. .
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Capitulo 4. Ha sido posible la introduccién de los espacios de Pontriaguin
I, (¢ = 1 en este caso) con métrica indefinida para acotar el grado de
inestabilidad de nuestro Sistema de Sobolev. Tambien, dadas las propiedades
del nuevo operador, nos hemos restringido a estudiar la ecuacién R = iAR,
en donde se ha visto que el operador A admite propiedades convenientes
para nuestros propésitos como lo son Q-simetria y la clausura [existencia de
a lo més dos valores propios (salvo multilplicidad) [16]].

Capitulo 5. En el caso particular en que la cavidad del sistema mecanico es
~ un elipsoide de revolucién, se obtuvo que el vector propio descubierto por
Sobolev [23] para el operador de Ralston [19] es tambien un vector propio
del nuevo operador C (Teorema 5.1). Esto nos ha permitido obtener dos
subespacios invariantes de A uno de los cuales es de dimensién 3 (Observacién
5.5). De aqui que el estudio de la estabilidad lineal se redujo al estudio de
un polinomio de grado 3. El estudio de los valores propios nos ha conducido

a 1a la existencia de a lo més dos zonas de inestabilidad (Seccién 5.3).

6.2 Conclusién final

Conclusién 6.1. En el trabajo conocido de S.L. Sobolev [23] se estudia la esta-
bilidad lineal de un sistema mecénico bajo la accién unicamente de la gravedad.
Nuestro trabajo considera el caso en que sobre un sistema mecéanico (de Tipo So-
bolev) acttia ademés de la gravedad, otra fuerza externa exactamente del tipo
F' = i (t)k x v’ donde wy (t) es una frecuencia angular no constante. Esto conduce
a que en las ecuaciones finales escritas en un sistema que rota con otra frecuencia
angular wo(t) tambien no constante y no necesariamente igual a la anterior, aparez-
ca un operador nuevo que no aparece cuando wy (t) = 0 es decir, cuando el trompo
y el fluido rotan con una sola velocidad angular (caso de Sobolev). Finalmente,
se estudia un caso diferente al estudiado por Sobolev y ademas se logra acotar el
grado de inestabilidad de la cavidad ), v en el caso cuando ésta es un elipsoide de
revolucién, se demuestra la existencia de a lo més un par de zonas de inestabilidad.

Un aporte de este trabajo es que a partir de la modelacién fisica y operacional

realizada, estamos en condiciones de atacar otros casos nuevos por ejemplo, wq(t)

y wy(t) periédicas no constantes, donde las técnicas mateméaticas son diferentes.
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