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Capitulo 1

Introduccién, conceptos bioldgicos,
descripcion y analisis dimensional de
las ecuaciones diferenciales

1.1. Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es describir el comportamiento del crecimiento de un
tumor maligno, mediante un modelo matemético. El crecimiento del tumor estara afectado por
una combinacion de tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia. El modelo consta de seis
ecuaciones diferenciales ordinarias, se analizaran las condiciones para la existencia de uno o
mas puntos de equilibrio y algiin tipo de bifurcacién.

En esta presentacion, se estudiara la dindamica del sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias propuesto por (L.G. de Pillis, W. Gu and A.E. Radunskaya); determinando los puntos
de equilibrio y las propiedades de su estabilidad, y realizando un andlisis de bifurcacién e
interpretacién de los resultados.

A continuacion se presenta el contenido de este trabajo; el primer capitulo comprende al-
gunas definiciones de biologia, anatomia y fisiologia humana. También se comentara, cémo los
sistemas de ecuaciones diferenciales se han implementado para estudiar los fenémenos fisicos,
quimicos y biolégicos. En particular, en la rama de la biologia han tenido mucha aplicacion en
el estudio de la dinamica de poblaciones; especificamente sobre el estudio del crecimiento de
tumores.

Se presentan los conceptos y definiciones necesarios y suficientes para la comprension, anali-
sis y la solucion cualitativa de los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales. Asi como una
breve descripcion del fenémeno biolégico que expresa cada término en cada una de las ecuacio-
nes diferenciales y la forma en que esté afecta a la poblacién de las células correspondientes. En
el segundo capitulo, se analiza el sistema de ecuaciones diferenciales que modelan el fenémeno
en ausencia de cualquier tratamiento, determinando las condiciones para la existencia de los
puntos de equilibrio y su clasificacion, determinar los parametros que modifican de forma con-
siderada tanto el comportamiento de las curvas como el niimero de las soluciones no triviales,
el analisis del comportamiento de las soluciones cuando los parametros relevantes toman dife-
rentes valores dentro de su intervalo de definicién. Por 1ltimo, se presenta un resumen de los
resultados obtenidos.



A continuacion, se presenta una serie de definiciones de términos biolégicos relacionados con
el cancer y con el sistema inmune.

1.2. Conceptos biolégicos

El cancer, es un término utilizado por la ciencia médica para designar al tipo de enfermedad
que se caracteriza porque las células que lo provocan presentan algunas diferencias respecto de
las células normales. Las dos caracteristicas mas relevantes que presentan las células del cancer
son las siguientes.

1) han perdido el control de su divisién y

2) han incrementado su vida media

El cancer ocupa el primer lugar de muertes en la especie humana a nivel mundial. El cancer,
es una enfermedad originada por el desencadenamiento de una serie de factores tales como: el
estrés, la alimentacion, el medio ambiente, la forma de vida, etc.

En estudios recientes se ha observado que la mayor causa que ocasiona el origen del cancer se
debe a que un grupo muy pequeno de los aproximadamente 30 000 genes de que consta el ADN,
no reaccionan ante cierto tipo de canceres o simplemente dejan de realizar sus funciones. Cuando
estos factores se presentan en este grupo de genes, ocurre una alteracion en la informacién
genética de la célula dando como resultado la aparicién de la enfermedad, que se manifiesta
por el incremento de volumen en el érgano o tejido y por la sensacion de dolor en el paciente.

El cuerpo humano consta de miles de millones de células sanas de diferentes tipos y tamanos.
Cada conjunto constituye los diferentes 6rganos y tejidos de que consta el cuerpo humano.
Cada organo y tejido realiza funciones muy especificas haciendo que el cuerpo funcione de
manera perfecta. Las células normales (sanas) de los tejidos y érganos son seres vivos, tiene las
propiedades de nacer, crecer y reproducir, pero al final también mueren por causas naturales o
por factores externos (accidentes, farmacos, bacterias o virus patégenos).

El proceso de reproduccién de cualquier célula sana se realiza siempre y cuando tanto
las condiciones de medio ambiente como la existencia de nutrientes sean Optimas. Si tales
condiciones no son adecuadas, el proceso de divisién celular o mitosis se detiene o simplemente
no se realiza. Por el contrario, las células del tumor continidan con el proceso de la divisién
celular aun y cuando las condiciones del medio ambiente y la cantidad de nutrientes no sean
6ptimas. Por lo tanto, la cantidad de células crece rapido. A esto ultimo se le conoce como
tumor.

El proceso de la mitosis en una célula normal es reemplazar las células que mueren ya sea
por causas naturales o por agentes externos.



1.3. Clasificacion de los tumores

1.3.1. Por su comportamiento

Los tumores segiin su comportamiento se clasifican en: benignos y malignos

Benignos. Este tipo de tumores son de crecimiento lento, no crean metastasis, en contadas
ocasiones provocan la muerte del paciente y rara vez vuelven a renacer después de ser
extirpados

Malignos. Por el contrario, este tipo de tumores generalmente son de rapido crecimiento,
crean metastasis, renacen tras ser extirpados. Si el paciente no es tratado a tiempo y
adecuadamente, en la mayoria de los casos le ocasionan la muerte en periodos de tiempo
variable, dependiendo de la localizacién y agresividad del tumor.

1.3.2. Por el tipo de células

Los tumores se clasifican por el tipo de células que lo constituyen, en:

Homogéneos. Este tipo de tumor esta constituido por un solo tipo de células. Por la forma
como esta constituido, en muchas ocasiones son facilmente controlados y en muy raras
ocasiones hasta ser erradicados por completo, claro esta, si el tratamiento es oportuno y
ademas adecuado.

Heterogéneos. Por el contrario, a diferencia de los anteriores, este tipo de tumor esta for-
mado por diferentes tipos de células. Rara vez su crecimiento es controlado aunque el
tratamiento sea lo méas oportuno y el méas efectivo. Por lo tanto, este tipo de tumor
conduce al paciente a una muerte rapida.

Desafortunadamente, en la mayoria de los casos que se presenta cancer en los pacientes, los
tumores detectados son del tipo maligno, pero afortunadamente son del tipo homogéneo, esta
informacion fue recabada personalmente en centros del sector salud y con personal especializado
en oncologia.

nota: de aqui en adelante utilizaremos el término tumor para referirnos a un tumor del tipo
homogéneo y maligno.

En la actualidad existen varios tipos de tratamientos para controlar o erradicar los tumores
ocasionados por el cancer y por supuesto a diferente costo. A continuacion se describen los trata-
mientos mas comunmente utilizados por la ciencia médica: cirugia, radioterapia, quimioterapia
e immunoterapia.

La decision de aplicar uno u otro tipo de tratamiento depende, de un gran nimero de
diferentes factores, que incluyen, mas no se limitan, a el tipo de cancer, el estado de salud del
paciente, la etapa del cancer y la localizacién del tumor.



1.4. Cirugia

Es un tratamiento relativamente rapido. Consiste en retirar fisicamente el tumor, es decir
la masa de tejido afectado. Por lo general, cuando el tipo de cancer es muy agresivo, este tipo
de tratamiento es contraproducente. Porque si el tumor no es retirado completamente, la mas
minima cantidad de células del tumor que pudiese haber quedado después de llevar a cabo la
cirugia, es suficiente para ocasionar una diseminacion hacia otros érganos y tejidos localizados
cerca del tumor. La diseminacién se da a través del torrente sanguineo o del sistema linfatico.

Al proceso de diseminacién de las células se conoce como metdastasis o invasion de cancer.
El resultado de la metastasis es la apariciéon de mas tumores. Generalmente el tratamiento por
cirugia siempre va seguido de un tratamiento por radioterapia o por uno de quimioterapia.

1.5. Radioterapia

Este tipo de tratamiento consiste en la aplicacion de radiacion electromagnética de alta
frecuencia sobre el tumor, por ejemplo rayos-X. La finalidad de este tipo de tratamiento es matar
las células mediante calor o al menos evitar que sigan duplicindose. Este tipo de tratamiento
al igual que la cirugia presenta una desventaja. Si la cantidad de radiaciéon es demasiada o
el numero de aplicaciones es grande, afecta células de tejido sano localizadas cerca del area
radiada, en la mayoria de las veces cuando esto sucede el dano es irreversible. El tratamiento
por radioterapia puede aplicarse solo o en combinaciéon con un tratamiento por cirugia o por
quimioterapia

1.6. Quimioterapia

El tratamiento a base de quimioterapia consiste en la aplicacion de farmacos. La aplicacién
es de forma global y por via intravenosa. Pero ya existen avances sobre estudios acerca de la
forma de aplicar este tipo de tratamiento y que muy pronto su aplicacion sea local, es decir, el
medicamento ya no tendra que recorrer todo el cuerpo a través del sistema circulatorio, sino que
sera depositado directamente en la zona donde se localiza el tumor, con esto se evitara danar
organos vitales y al sistema circulatorio en particular al sistema inmune.

El principal objetivo de la quimioterapia es matar a las células del tumor o interrumpir su
crecimiento. Este tipo de tratamiento al igual que los dos anteriores presenta desventajas. Por
su forma de aplicacién, que a su paso por los vasos sanguineos destruye todo tipo de células.

Dana al tejido sanguineo y por lo tanto al sistema inmune. Si el nimero de aplicaciones
es grande con periodos de aplicacion cortos, y si el sistema inmune del paciente esta decaido,
puede lo mismo que la radioterapia ocasionar danos irreversibles en el paciente. Este tipo
de tratamiento puede aplicarse solo, o en combinacién con un tratamiento por cirugia o por
radioterapia.



1.7. Inmunoterapia

El tratamiento a base de inmunoterapia consiste en estimular el sistema inmune y conseguir
que éste alcance los niveles normales de glébulos blancos. La estimulacién se lleva a cabo por
tratamiento externo y consiste en la inyeccion de células inmunes o anticuerpos que pueden
reconocer y destruir a las células del cancer. Las células inmunes y los anticuerpos se pueden
obtener in vitro.

Existen tres formas de aplicar la inmunoterapia: modificadores de respuesta inmune, anti-
cuerpos monoclonales y vacunas.

Los modificadores de respuesta inmune son sustancias cuya funcién principal es estimular la
respuesta del sistema inmune, tales como la interluqueina IL-2, el interferén, factores de necrosis
tumoral (TNF por sus siglas en inglés), factores estimuladores de colonias o de crecimiento
medular (CSF por sus siglas en inglés) y factores de crecimiento tales como las células-B. [I]

Los anticuerpos monoclonales son proteinas que ayudan al cuerpo a combatir las infecciones
y son producidas en laboratorio. Una funcién de las proteinas es dirigirse hacia y atacar a las
células del tumor y otra es transferir toxinas directamente a las células del tumor.

Por tltimo, la mayoria de las vacunas aun son altamente experimentales y por lo general
son usadas terapéuticamente. Las vacunas, son obtenidas a partir de células del tumor del
paciente. Posteriormente son inyectadas en el paciente por uno o una combinacion de los tres
tipos de tratamientos utilizados en la aplicacion de la inmunoterapia. Lo ideal es que las vacunas
destruyan toda célula residual del tumor.

El sistema inmune de cualquier ser humano es innato; esta presente en el organismo desde
su gestacion hasta su muerte, inicia sus funciones durante los primeros meses de vida a medida
que recibe las dosis de las diferentes vacunas y estd constituido por los leucocitos (glébulos
blancos).

Los leucocitos, los eritrocitos (glébulos rojos) y las plaquetas forman el tejido sanguineo del
sistema circulatorio.

La funcién principal de cada componente del tejido sanguineo es:

Los eritrocitos. Transportan oxigeno y nutrientes

Las plaquetas. Evitan la pérdida del tejido sanguineo autodestruyéndose formando un tapén
Los leucocitos. Protegen al organismos de agentes patégenos. En el modelo es el cancer.

La mayoria de los leucocitos circulan por todo el organismo a través de los vasos sanguineos.

Otros son producidos por el sistema inmune si la infeccién es agresiva e incluso algunos
pueden salir fuera de los vasos sanguineos para llegar a los tejidos internos infectados a través
del mecanismo llamado diapédesis.



Todo el interés estara centrado en los leucocitos; éstos constituyen el sistema inmune. El
sistema inmune es el responsable de proteger al organismo, de agentes extranos y de que éste
funcione perfectamente.

1.7.1. Clasificacion de los Leucocitos

Los leucocitos se clasifican en dos grupos: granulocitos y agranulocitos.

Granulocitos

Son células poliformonucleares y cuyo citoplasma presenta granulos. Este tipo de células a
su vez se clasifica en tres tipos: neutréfilos, basofilos y eosinéfilos:

Los neutradfilos. Son los leucocitos de mayor abundancia, tienen un periodo de vida corto
(pocos dias, inclusive pueden ser horas), su funcién principal es la de fagocitar hongos y
bacterias.

Los basdfilos. Existen en menor cantidad que los neutroéfilos. Tienen un periodo de vida
corto, de entre 3-4 dias. Son responsables del inicio y participacion de la respuesta inmune
a través de la liberacion de histamina y serotonina en bajas concentraciones.

Los eosindfilos. Este tipo de leucocitos son responsables de la muerte de los microorga-
nismos patogenos. Tiene un periodo de vida corto, de entre 3-4 dias.

Agranulocitos

Son células mononucleares, cuyo citoplasma no presenta granulos, existen dos tipos de agra-
nulocitos: monécitos y linfocitos:

Los mondcitos. Son los leucocitos de mayor tamano, después de atravesar las paredes de
los capilares y penetrar en el tejido conjuntivo, se convierten en macrofagos.

Los linfécitos. Son los leucocitos de menor tamano, responsables de la respuesta inmune
especifica o adquirida; existen tres tipos de linfocitos B, T y NK.

1.8. Teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales no
lineales

Ahora se dara una breve explicacion sobre la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales [7] . De hecho, no existe teorfa alguna que proporcione la solucién explicita para este
tipo de ecuaciones diferenciales, como la que existe para las ecuaciones diferenciales lineales.
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Para el andlisis y comprensién de la solucién de las ecuaciones diferenciales no lineales, se ha
desarrollado la teoria cualitativa. Esta teoria, se apoya en aspectos geométricos y en la teoria de
las ecuaciones diferenciales lineales. El principio de esta teoria consiste en determinar algunas
propiedades cualitativas de la ecuacion diferencial sin tener que resolverla. Las propiedades en
las que se basa la teoria son: el comportamiento de su primera y segunda derivada, las soluciones
de equilibrio, etc.

La forma general de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales es:

x=1(t,x), teR, xeR"” (1.1)
con la condicion inicial
x(tg) = x°
Donde:
x1(t)
X =
ralt)
y
filt, e, ..y xy)
f(t,x) = (1.2)
fults 2y e )

La expresion dada por la ecuacion (|1.2]) es una funcién no lineal en las variables x; (), ..., z,,(%).

De cada una de estas funciones z;(t), i = 1,...,n que dependen del tiempo, es necesario
conocer sus propiedades cualitativas, para poder contestar las preguntas siguientes:

0

1.— ;Existen valores constantes o de equilibrio para los que x(t) = x° es solucién de la

ecuacion (1.1))7

2.— Supongase que ¢(t) y ¢(t) son dos soluciones de y ademads que ¢(0) se encuen-
tra muy préxima de ¢(0), ;Permaneceran ambas soluciones ¢(t) y ¢(t) muy préximas
o se alejaran cuando t crece sin limite?, en el estudio de la teoria cualitativa ha este
comportamiento se conoce como estabilidad de las soluciones.

3.— {Qué pasa con las soluciones x(t) de la ecuacién (1.1)) cuando ¢ crece sin limite?, por
ultimo ;Dichas soluciones se aproximan a las soluciones de equilibrio o al menos a una
solucion periddica?
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1.8.1. Puntos de equilibrio

Si, x(t) = x° satisface la ecuacién para todo tiempo t, con x"=constante, entonces,
todas las derivadas son cero, luego, el sistema no se puede mover de x°. Estas soluciones cons-
tantes son llamadas soluciones de equilibrio. Todos los puntos que cumplen con esta condicién
son llamados puntos criticos o singulares del sistema de ecuaciones diferenciales.

Por ejemplo para n = 2, el sistema resulta ser f(z;(t),z2(t)) y los puntos de equilibrio a
este sistema corresponden a las intersecciones de las curvas dadas por fi(x(t),zo(t)) = 0y

fa(@1 (1), 22(1)) = 0.

Después de haber proporcionado una breve teoria sobre los sistema de ecuaciones diferencia-
les ordinarias no lineales y de la forma de su comportamiento en las soluciones, a continuacién
se proporciona la teoria en la que se sustenta el modelo.

1.9. Definicion de las variables de estado o funciones en
el modelo

A continuacién se define cada una de las variables o funciones de estado que intervienen en
el planteamiento del sistema de ecuaciones diferenciales. Las funciones estaran representadas
mediante letras maytsculas. Todos los pardametros son considerados positivos y seran denotados
por letras minusculas:

T'(t) - Poblacién de células del tumor.

N(t) - Poblacién de células asesinas N K (por sus siglas en Inglés).

L(t) - Poblacién de Linfocitos T o células citotéxicas CD8TT.

C(t) - Poblacién de Leucocitos o Glébulos Blancos en el torrente sanguineo.
M (t) - Concentracién de Quimioterapia en la sangre.

I(t) - Concentracién de Inmunoterapia en la sangre.

t - Variable que denota el tiempo.
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1.10. Descripcion de cada una de las ecuaciones

El nimero de hipotesis que se tomara en consideracion para el desarrollo del modelo seran las
necesarias, de manera que el modelo sea lo mas simple posible, pero que continue describiendo
de manera razonable el crecimiento de la cantidad de las células del tumor, de las células
asesinas N K, de los linfocito T o células CD8'T y de los leucocitos o glébulos blancos.

El modelo incluye dos ecuaciones diferenciales que describen las concentraciones en la sangre
de la quimioterapia e inmunoterapia. Los términos del lado derecho de cada una de las ecua-
ciones diferenciales describen algin tipo de fenémeno que afecta el incremento en la cantidad
de células o afecta las concentraciones de la quimioterapia e inmunoterapia.

La descripcion de cada uno de los fenémenos dentro de una ecuaciéon diferencial se dara de

forma individual, es decir, sin considerar el efecto que pudiese causar el resto de ellos sobre el
crecimiento en la cantidad de las células.

1.10.1. Comportamiento de la cantidad de las células del tumor T’

Se comenzara por describir el crecimiento de la cantidad de las células del tumor T'(t).
El crecimiento de la cantidad de este tipo de células es afectado por la intervencion de cuatro

términos, que corresponden a igual nimero de fenémenos. El crecimiento sera modelado por
una ecuaciéon diferencial de la forma siguiente

dr

— =aT(1=T) = eNT — DT — Kr(1— ¢ )T (1.3)
dL/T)
—————, si (T,L)# (0,0
D, Ly=1{ $t&L/T) 700 (i)

0, si (T,L)=(0,0)

La cantidad de células del tumor presenta un crecimiento logistico. El crecimiento de la
cantidad de las células del tumor es modelado por un término de la forma aT'(1 — bT). Este
término incluye la reproduccién y la muerte de las células del tumor. Ademaés, se considera que
tanto la reproduccién como la muerte de las células del tumor es proporcional a la cantidad
presente de cada una de ellas.
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Este tipo de crecimiento logistico presenta las caracteristicas siguientes:

i) a pequenas cantidades de células del tumor, éste crece casi de forma exponencial con
una tasa a, es decir, su grafica es convexa y su tasa de crecimiento es creciente. La tasa de
crecimiento deja de incrementarse cuando la cantidad de las células del tumor alcanza el valor
de T' = 1/2b. Inmediatamente después de sobrepasar el valor de T = 1/2b la grafica de la
funcion que describe el crecimiento del tumor es céncava. Por lo tanto, la tasa de crecimiento
del tumor comienza a decrece. La tasa de crecimiento de las células del tumor tiende a cero
conforme transcurre el tiempo.

ii) a medida que transcurre el tiempo, la cantidad de células del tumor se aproxima a su
valor de saturaciéon o méxima capacidad, dado por 7" = 1/b. Es decir, la cantidad de células
del tumor no puede crecer ilimitadamente. La cantidad de células del tumor tiende hacia el
valor de saturacién, cuando los recursos disponibles (espacio, nutrientes y oxigeno) ya no son
suficientes para sostener una cantidad grande.

La forma que presenta el crecimiento logistico de las células del tumor, es mostrado en la
figura 1.1

Figura 1.1: crecimiento logistico del tumor

La cantidad de células del tumor decrece por la presencia de las células NK. La funcién
especifica de las células NK es matar a las células del tumor.

El decrecimiento en la cantidad de las células del tumor es modelado por el término c¢NT'.

La forma como las células N K matan a las células del tumor esta dado, por el nimero de
encuentros individuales que se presentan entre ambas poblaciones. La probabilidad de que un
encuentro sea efectivo y que la célula NK mate a la célula del tumor, depende del valor del
parametro c.

Las células CD8'T producidas por del sistema inmune matan a las células del tumor,
ocasionando que la cantidad de células del tumor disminuya. La disminucién en la cantidad de
las células del tumor es grande y se debe a que las células CD8TT son més efectivas que las
células N K para matar a las células del tumor. La forma como las células C D8TT matan a las
células del tumor es muy diferente a la forma como lo hacen las células N K. Recordemos que
las células C'D8'T solo existen cuando hay presencia de tumor.

El decrecimiento en la cantidad de las células del tumor debido a la presencia de las células
C'D8TT es modelado por el término DT, con D, expresada por la ecuacién (i), es decir:
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d(L/T)
D(T,L) = ——————
La muerte de las células del tumor depende de la densidad relativa que existe entre la

cantidad de las células CD8'T y la cantidad de células del tumor. La relacién L/T en la
ecuacién (1) expresa la densidad relativa.

A continuacién presentamos el comportamiento de la funcién dada por la ecuacién (7). D
expresa la tasa efectiva de las células CD8'T para matar a las células del tumor. El valor de
la tasa efectiva depende del valor que tome la densidad relativa L/T respecto al pardmetro s,
y del valor del parametro [ .

Si 0 < <1, todas las graficas de la ecuacién (7) siempre son céncavas, para L/T > 0.

Por lo tanto, la grafica de la funcion D presenta un crecimiento desacelerado. A medida
que transcurre el tiempo, la densidad relativa L/T crece sin limite y la tasa de crecimiento de
la funcién D tiende a cero, entonces la funcién D tiende al valor de d. Dependiendo del valor
que tome la densidad relativa L/T respecto al pardmetro s, la funcién D se comporta de tres
formas diferentes.

i) si el valor de L/T es méas grande que s, entonces la funcién D se aproxima rédpidamente
al valor de d.

ii) si el valor de L/T = s, entonces D = d/2.

ii) si el valor de L/T es més pequeno que s, entonces la funcién D se aproxima lentamente
al valor de d.

Desde el punto de vista biolégico, podemos decir que las células CD8TT matan mayor
cantidad de células del tumor al inicio del proceso que a medida que transcurre el tiempo.

Ademsds, cuando el valor de la densidad relativa L/T es mas grande que el valor del pardme-
tro s, la cantidad de las células CD8'T se aproxima de manera ripida al valor de saturacién
dado por el parametro d, que cuando el valor de la densidad relativa es mas pequeno que el
valor del parametro s. El valor del pardmetro d corresponde al valor de maximo decrecimiento
de las células del tumor, ver figura 1.2.

D(L/T) d

L/T LT

1
UL/T) . cond =1 y 0<1< 1,

Figura 1.2: crecimiento desacelerado de la tasa efectiva de las células CDS8*tT, dado por D = St (LT}

izg. L/T>s y der. L/T<s

Sil > 1, todas las graficas de la ecuacién (i) son del tipo sigmoide, para L/T > 0.
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Por lo tanto, existe un punto en la grafica de la ecuacién (i) donde la tasa de crecimiento es
maxima. Este punto corresponde al punto de inflexion de la grafica. A la izquierda del punto
de inflexién, la curva dada por la funcién D(L/T') es convexa y su tasa de crecimiento siempre
es creciente. A la derecha del punto de inflexion, la curva dada por la misma funcién es concava
y su tasa de crecimiento siempre es decreciente. La tasa méaxima de crecimiento de la funcion
s(l—1)
T
inicio de este parrafo, todas las graficas de la funcién D son muy semejantes entre si, por lo que
nosotros tomaremos [ = 2 por simplicidad a la hora de efectuar los calculos. De los resultados
obtenidos para 0 < [ < 1, se infiere que si el valor de la densidad relativa L/T es mayor que el
valor del pardametro s, la funcion D se aproxima rapido a su valor de saturacién.

1
7
D se alcanza cuando la densidad relativa L/T es igual a < ) . Como se mencioné al

Biolégicamente se puede decir que existe un valor de la densidad relativa L/T para el cual
las células C'D8'TT matan la mayor cantidad de células del tumor. Antes y después de dicho
valor, las células C D8'T matan menor cantidad de células del tumor. De hecho a medida que
el valor de la densidad relativa L/T crece, las células C' D8TT matan cada vez menor cantidad
de células del tumor, hasta que finalmente casi no matan ninguna.

Por otra parte, si la densidad relativa L/T crece sin limite y la tasa de crecimiento de la
funcién D tiende a cero, entonces la tasa efectiva de las células CD8'T tiende al valor del
parametro d, ver figura 1.3

D(L/m)
D(L/T) S i
d ,,,,,,,,,,,,,,,

LT LT

1
AL/T) . con d=1 y I >1; izq.

Figura 1.3: crecimiento logistico de la tasa efectiva de las células C D8 T, dado por D = ST LT

L/T>s y der. L/T<s

A continuacion se analizara el efecto que causa la quimioterapia (medicamento) sobre las
células del tumor:

La quimioterapia mata rapidamente a las células del tumor. Idealmente, la quimioterapia
deberia ser mas efectiva para matar mayor cantidad de células del tumor que células del sistema
inmune. De ser asi, entonces el valor de la tasa efectiva de la quimioterapia para matar a
las células del tumor debe ser méas grande que el valor de la tasa efectiva para matar a las
células NK, CD8"T y los leucocitos. La muerte de las células del tumor por el efecto de la
quimioterapia es modelado por una expresién de la forma Kp(1 — e )T

La quimioterapia es eliminada por el cuerpo de forma exponencial. De hecho, su decaimiento
podria ser modelado por una de las dos expresiones siguientes (1 —e ) o M/(1+ M).
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A continuacién se describen las ventajas y desventajas que presenta cada una de las funciones
(1—e ™)y M/(1+ M), que se proponen para modelar el decaimiento del medicamento en la
sangre. Mas tarde, se eligira la que mejor se adapte al modelo.

i) Ambas funciones presentan un crecimiento desacelerado, son crecientes en 0 < M < oo,
valen cero en M = 0, tienden al valor de saturacién uno cuando M crece sin limite, pero
la funcién (1 — e™™) tiende con mayor rapidez al valor de saturacion de uno que la funcién

M/(1+ M).

ii) Existe un valor de M, para el cual las tasas de crecimiento de ambas funciones son
iguales. Esta igualdad se alcanza aproximadamente en el valor de M = 2.5128. A la izquierda
de este valor de M, la tasa de crecimiento de la funcién (1 — e™) es mayor que la tasa de
crecimiento de M /(1 + M). A la derecha del mismo valor de M, la tasa de crecimiento de la
funcién (1 —e™) es menor que la tasa de crecimiento de la funcién M/(1 + M).

iii) La funcién (1—e~) se aproxima mds rapido al valor de saturacién de uno, que la funcién
M /(14 M). Por lo tanto, el medicamento sera eliminado por el cuerpo de forma rapida. Ademsés,
el medicamento matara menor cantidad de células del tumor, pero el dano ocasionado al sistema
inmune sera poco.

iv) Por el contrario, la funciéon M /(1 + M) se aproxima lentamente al valor de suturacion
de uno. Por lo tanto, el medicamento sera eliminado por el cuerpo de forma gradual. Entonces,
el medicamento matara mayor cantidad de células del tumor, pero ocasionara mucho dano al
sistema inmune.

Por los resultados obtenidos del andlisis previo para cada una de las dos funciones propues-
tas. Se elige la funcién (1 —e~*) para modelar la aplicacién de la quimioterapia. Esta funcién
satura rapidamente y no contiene parametros adicionales, excepto la variable M, que expresa
la cantidad de quimioterapia que debe ser aplicada, ver figura 1.4

Q1 (M), Q2(M)
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —

o

M=2.5128

Figura 1.4: gréficas de las funciones Q1 = M/(1+ M) y Q2 =1—e~M; para modelar el tratamiento por quimioterapia

El significado bioldgico de la expresién (1 — e=M) estd relacionado basicamente con el por-
centaje de células del tumor que mueren o que sobreviven al efecto de la quimioterapia, y es el
que presentamos a continuacién.
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M

i) El término e~ expresa el porcentaje de las células del tumor que mueren por el efecto

del medicamento y
)

ii) La expresién (1 — e~™) refleja el porcentaje de las células del tumor que sobreviven al

efecto del medicamento.

La cantidad de células del tumor que sobrevive al efecto del medicamento puede ser oca-
sionada, porque el medicamento aplicado no fue el adecuado o la dosis aplicada fue poca, o
ambas.

De hecho a concentraciones bajas de medicamento, la forma en que éste mata a las células del
tumor se considera lineal e inclusive puede ocurrir que las células del tumor se hagan resistentes
al medicamento. Pero a concentraciones altas de medicamento, la tasa efectiva del medicamento
para matar a las células del tumor es de forma casi constante. Kﬂ 1=T,N,L,C.

1.10.2. Comportamiento de la cantidad de las células asesinas N K

Ahora, se dara una interpretacion de cada uno de los fenémenos que afectan el crecimiento
de la cantidad de las células asesinas N(t). Este tipo de células siempre estd presente en el
organismo porque forma parte del sistema inmune innato y su crecimiento sera modelado por
una ecuaciéon diferencial de la forma siguiente:

2

h+T2

dN

—:e(J—fN+g(

gy ) N —pNT — Ky(1 — e ™)N (1.4)

El primer término del lado derecho de ecuacion ([1.4) expresa que la cantidad de las células
N K en el sistema inmune, es proporcional al niimero de glébulos blancos existentes en la sangre.
El valor de la constante de proporcionalidad corresponde al valor del parametro e. Recordar
que las células N K siempre estan presentes en el sistema inmune, aunque no exista presencia
de tumor.

El segundo término expresa que la cantidad de las células N K decrece de forma proporcional
al nimero presente de ellas; su decrecimiento es por causa de muerte natural o apoptosis. La
tasa con la que disminuye la cantidad de las células N K depende del valor del parametro f.

La cantidad de las células N K se incrementa por la presencia de las células del tumor. Este

incremento estd representado por el tercer término del lado derecho de la ecuacién (1.4)), es
decir por la expresion:

dN T? ..
P (mw) N (i)

Lel valor de estos pardmetros fue tomado de The Chemotherapy Source Book, Michael C. Perry
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La ecuacién (27) muestra que la cantidad de las células NK crece de forma logistica. Por
lo tanto, la grafica de la funcién dada por la ecuacién (i) presenta un punto de inflexién y un
valor de saturacion. El punto de inflexion corresponde al valor méximo de la tasa de crecimiento
de las células NK, y el valor de saturacién corresponde a la maxima capacidad de células NK
que puede sostener el sistema inmune, expresado por la cantidad gN.

El valor maximo de la tasa de crecimiento de las células N K se alcanza cuando el niimero
de células del tumor llega al valor correspondiente de 7" = /h/3. Antes de que la funcién
alcance el valor méaximo de su tasa de crecimiento, la gréafica es convexa y por lo tanto, su tasa
de crecimiento es creciente. Después de que la funcién a sobre pasado el valor maximo de su
tasa de crecimiento, la grafica es concava y por lo tanto, su tasa de crecimiento es decreciente.
Cuando la cantidad de las células del tumor alcanza el valor de T = v/h, la cantidad de las
células NK es igual al valor dado por la expresion gN/2. A medida que transcurre el tiempo y
la cantidad de células del tumor crece sin limite, entonces la cantidad de las células N K tiende
al valor de gN.

El parametro h, afecta la tasa de crecimiento de la células NK de dos formas diferentes,
dependiendo del valor que tome con respecto al nimero de células del tumor 7.

i) si T? > h, la cantidad de las células NK se aproxima rapidamente al valor de saturacién
gN.

ii) si 7% < h, la cantidad de las células NK se aproxima de forma gradual al valor de
saturacion gN.

Independientemente de que exista mayor o menor cantidad de células del tumor respecto del
parametro h, el sistema inmune sélo es capaz de producir una cierta cantidad de células N K. La
maxima cantidad de células N K que puede mantener es g¢gN. Por otra parte, se pretende que
esta cantidad se alcance lo mas rapidamente posible de manera que se mate la mayor cantidad
posible de células del tumor y en el menor tiempo posible. La rapidez para alcanzar el valor de
saturacion depende cuan grande sea el niimero de células del tumor con respecto al parametro
h. Cuanto mas grande sea la cantidad de células del tumor, mas rapido se alcanzara el valor de
saturacion.

La cantidad de las células NK decrece continuamente por su inactivacion con las células
del tumor. El término inactivacion, refiere a las células que han perdido su efectividad. En el
modelo, se interpreta diciendo que pierden la capacidad para matar a las células del tumor.

El decrecimiento en el niimero de células NK es modelado por el término pNT

El fenémeno de inactivacién resulta por el gran ntimero de encuentros que puede tener
una célula N K con varias células del tumor. La cantidad de las células NK decrece de forma
proporcional al producto de la cantidad presente de las células del tumor y de células NK . El
nimero de células N K inactivas depende del valor del parametro p. Por lo tanto, el valor de p
debe ser muy pequeno, de manera que la cantidad de células N K decrezca gradualmente.

Las células N K al igual que las células del tumor mueren rapidamente por la aplicacion de
la quimioterapia; su decrecimiento es modelado por el término Ky(1 — e )N.

19



La cantidad de células NK decrece de forma proporcional al porcentaje del nimero de
células N K que sobreviven al efecto de la quimioterapia. La tasa de su decrecimiento esta dada
por el valor de K. La tasa de muerte de las células del tumor Kr debe ser mayor que el valor
de la tasa de muerte de las células N K, es decir se debe cumplir que Ky < K.

El significado biolégico de la expresion (1—e~M) estd relacionado basicamente con el porcen-
taje de células NK que mueren o que sobreviven al efecto de la quimioterapia, a continuacion
presentamos su significado.

M expresa el porcentaje de las células NK que mueren por el efecto del

i) El término e~
medicamento y
ii) La expresion (1 — e ™) refleja el porcentaje de las células NK que sobreviven al efecto

del medicamento.

Recordar que las células del sistema inmune, son més resistentes a los farmacos que las
células del tumor. Por lo tanto, mueren mas células del tumor que células NK

1.10.3. Comportamiento de la cantidad de las células CD8"T o lin-
focitos T

Ahora se analizara la cantidad de los linfocitos T o células C D8*T, en el modelo los linfocitos
T estan denotados por L(t). Este tipo de células mata una gran cantidad de células del tumor.
El sistema inmune, es capaz de producir este tipo de células solo cuando hay presencia de
tumor. Su crecimiento, se ve afectado por la intervencién de nueve fenémenos, y sera modelado
por la ecuacién diferencial que a continuacion se presenta:

)L—qLT+(r1N+7‘QC’)T—uNL2—KL(l—efM)L-HDI < )L+UL(t) (1.5)

gr +1

Las células CD8'T poseen un antigeno mucho mds efectivo que las células NK. Por lo
tanto, son capaces de matar mayor cantidad de células del tumor. Su produccion se presenta en
escalas relativamente bajas, comparada con las grandes cantidades de células N K que existen
en el torrente sanguineo.

La cantidad de células CD8'T al igual que las células NK decrece por efecto de muerte
natural. La cantidad de células C'D8"T que muere es proporcional a su cantidad presente; el
valor de la tasa a la que mueren depende del valor del parametro m.

La produccién de células CD8'T por parte del sistema inmune da inicio cuando la proteina

IL-2 detecta a las células del tumor. La cantidad de células CD8TT que puede producir el
sistema inmune es modelada por la expresion siguiente:

dL . D?77?
ar = (m) L (i)
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El factor D, en la ecuacién (iii) describe la produccién de las células C' D8'T, contempla de
forma implicita la densidad relativa L/T. Esta densidad relativa fue explicada en la ecuacién
(1.3) que describe el crecimiento de la cantidad de las células del tumor.

Si el lado derecho de la ecuacién (74i) se considera como una funcién de la variable indepen-
diente DT, entonces, la funcién derivada de la ecuacién (iii) presenta un crecimiento logistico,
es decir, su grafica es de tipo sigmoide.

Por lo tanto, el comportamiento de la grafica de la funcién (iiz) que describe la produccién
de las células CD8TT por parte del sistema inmune, presenta un punto de inflexién y un valor

que acota la cantidad de las células, conocido como valor de saturaciéon o capacidad maxima
de células CD8™T.

El punto de inflexién, corresponde al valor de la tasa maxima de produccién de células
CDS8*T por parte del sistema inmune, este valor se alcanza cuando DT = \/ﬂ y el valor de
saturacién corresponde a la cantidad total de células CD8'T que puede existir en el torrente
sanguineo, dado por el término jL, este valor de saturacion se alcanza cuando DT crece sin
limite.

A la izquierda del valor DT = 4/k/3, la curva de la funcién dada por la ecuacién (iii) es

convexa y su tasa de crecimiento es creciente. A la derecha del valor DT = \/k/3, la curva de
la misma funcion es céncava y su tasa de crecimiento es decreciente, su grafica es semejante a
la mostrada en la figura 1.1.

El efecto del pardmetro k en la ecuacién (i) refleja cudn rapido la cantidad de las células
CD8"T se aproxima a su valor de saturacién jL.

Si el valor de la expresiéon DT es mucho mas grande que k, entonces la cantidad de las
células C'D8TT se aproxima rdpidamente a su valor de saturacién. Por el contrario si el valor
de la expresion DT es mds pequeno que k, la cantidad de las células CD8'T tiende de forma
pausada a su valor de saturacién. Por ultimo si DT = k, la cantidad de las células CD8TT
serd igual al valor jL/2.

La cantidad de células CD8'T, al igual que las células NK, decrece continuamente por
su inactivacién con las células del tumor. El decrecimiento en el nimero de células CD8'T es
modelado por el término qLT'.

El fenémeno de inactivaciéon resulta por el gran nimero de encuentros que puede tener una
célula C'D8"T con varias células del tumor. La cantidad de las células C'D8T decrece de forma
proporcional al nimero de células C'D8%T inactivas, la tasa con la que decrecen depende del
valor del pardmetro ¢q. Por lo tanto, el valor de ¢ debe ser muy pequeno de manera que la
cantidad de células O D8'T decrezca gradualmente.

La cantidad de células CD8'T se ve incrementada por dos factores: la presencia de restos
de células del tumor, destruidas por las células NK, y por la localizacion de mas células del
tumor, en otras partes del cuerpo. La localizacién tanto de los restos de células muertas como de
otras células, es una funcién que realizan los leucocitos que circulan por el torrente sanguineo.
El incremento por ambos factores serd modelado por la expresion (ri N + roC)T.
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El incremento de la cantidad de células CD8'T, causado por la localizacién de restos de
células muertas del tumor es de la forma r{ NT'. Este incremento es proporcional a la cantidad
de células del tumor destruidas por las células N K. Su tasa de crecimiento depende del valor
del parametro r;.

Los leucocitos C' presentan una gran actividad. Este tipo de actividad, se debe a que siem-
pre estan circulando por la sangre a través de los vasos sanguineos. Durante su recorrido por
los vasos sanguineos, son capaces de llegar a detectar células del tumor fuera del area donde
se localiza este (tumor). Este fendmeno estimula al sistema inmune para que incremente la
produccién de células CD8'T. Este incremento, es modelado por el término r,CT y es pro-
porcional al nimero de encuentros que se presentan entre las células del tumor localizadas en
otras areas y los leucocitos (', su tasa de crecimiento depende del valor del pardmetro 7.

La cantidad de las células C' D8TT decrece por una relacién intraespecifica que se da entre
este tipo de células y las células NK. Una relacién intraespecfica es una interrelacion entre
organismos de la misma especie. Se caracteriza porque los organismos compiten entre si por un
recurso compartido y limitado.

La disminucién en la cantidad de las células C D8TT est4 dada por un término de la forma
uNL?. La cantidad de células CDS*T decae con una tasa igual al valor del pardmetro u.
El ntimero de células CD8TT y NK que mueren como resultado de la interrelacién estd en
proporcién dos a uno entre las células CD8TT y las células NK.

Los linfocitos T o células C D8 T al igual que las células NK y las células del tumor mueren
rapidamente por la aplicacion de la quimioterapia. Su decrecimiento es modelado por el término
K (1 — €_M)L

La cantidad de las células CD8'T decrece proporcional al porcentaje del niimero de células
CDS8'T que sobreviven al efecto de la quimioterapia. La tasa de su decrecimiento estd dada
por el valor del parametro K. La tasa de muerte de las células del tumor K7 debe ser mayor
que el valor de la tasa de muerte de las células CD8'T, es decir se debe cumplir que Kj, < Kr.

El significado bioldgico de la expresion (1 — e ™) estd relacionado bdsicamente con los
porcentajes de las células CD8TT que mueren o que sobreviven al efecto de la quimioterapia,
el significado es el siguiente:

M

i) El término e~ expresa el porcentaje de las células C'D8TT que mueren por el efecto del

medicamento y

ii) La expresién (1 — e M) refleja el porcentaje de las células CD8TT que sobreviven al
efecto del medicamento.

No olvidar que las células del sistema inmune, son mas resistentes a los farmacos que las
células del tumor. Por lo tanto, mueren mds células del tumor que células CD8"T.
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El sistema inmune es estimulado por la proteina IL-2 para incrementar la produccién de
las células CD8"TT. Esta proteina forma parte del sistema inmune innato. Cuando el sistema
inmune no es capaz de producir esta proteina o produce cantidades relativamente bajas, la
cantidad de esta proteina es incrementada por tratamientos externos. El incremento de la
cantidad de células CD8'T estd dado por un término de la forma:

dL I
S L .
i (51) g

La ecuacién (i) modela el incremento de la cantidad de las células CD8TT por efecto
de la inmunoterapia. La grafica de la funcién dada por la expresién entre paréntesis del lado
derecho de la ecuacién (iv) siempre es concava. Por lo tanto, su tasa de crecimiento siempre es
decreciente. De hecho, cuando la cantidad de inmunoterapia I crece sin control, la cantidad de
células C'D8TT tiende a su valor de saturacién dado por el término p;L.

i) si I > gy, la cantidad de las células C' D8 T producidas por el sistema inmune, se aproxima
rapidamente al valor p;L

ii) si I < gy, la cantidad de las células C' D8 T producidas por el sistema inmune, se aproxima
lentamente al valor p;L

desde el punto bioldgico, se puede decir que aunque exista mucha proteina IL-2 en la sangre,
la cantidad mdxima de células C D81 que puede producir el sistema inmune serd igual al valor
dado por prL. La tasa de produccién de las células CD8T por parte del sistema inmune al
inicio es grande y decrece hacia cero a medida que transcurre el tiempo.

Cuando el sistema inmune de un paciente es débil o simplemente no responde ante ciertas
enfermedades, puede ser estimulado terapéuticamente para incrementar la produccién de células
CDS8'T. La estimulacién es similar al caso de la proteina IL-2, es decir, por tratamientos
externos.

El tratamiento a base de inmunoterapia, consiste en que el paciente recibe una cierta canti-
dad de células inmunes citotéxicas con antigeno-especifico. Estas células citotoxicas se cultivan
o reproducen en wvivo o in vitro y su funciéon principal es impulsar a los niveles éptimos las
células del sistema inmune.

Cuando la cantidad de las células C D81 T es incrementada mediante tratamientos externos.
El proceso para incrementar la cantidad de las células C'D8TT, consiste en la aplicacion de
vacunas por via intravenosa. Este incremento es modelado por un término que depende del
tiempo, de la forma vy (t). La aplicacién de vacunas después de un tratamiento por quimiote-
rapia, es una gran alternativa que puede ayudar al paciente a recuperar el nivel del sistema
inmune y en general su estado de salud.
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1.10.4. Comportamiento de la cantidad de los Leucocitos en la san-
gre

La cantidad de linfocitos circulando en la sangre depende del estado de salud de cada pacien-
te. Esté tipo de células se caracteriza porque presenta receptores para antigenos especificos, son
responsables de la produccién de anticuerpos y ademas matan células anormales. La cantidad
de linfocitos después de cierta edad permanece constante. El crecimiento de la cantidad de los
linfocitos es afectado por dos fenémenos diferentes y serda modelado por la ecuacién diferencial
siguiente:

R i e (16)

El primer término del lado derecho de la igualdad en la ecuacion modela el crecimiento
de la cantidad de leucocitos, los leucocitos son producidos por el sistema inmune a razén
constante «. La produccion de estas células se da de manera natural en el organismo y se lleva
acabo en la médula osea.

La cantidad de los linfocitos al igual que las cantidades de las células NK y CD8T de-
crece por muerte natural. Luego, la cantidad de los linfocitos que muere por causa natural es
proporcional a la cantidad presente y su tasa de muerte depende del valor del parametro 3. Los
linfocitos forman parte del torrente sanguineo, por eso siempre estan presentes aun y cuando
no exista tumor.

Los linfocitos C' mueren rapidamente por la aplicacion de la quimioterapia. Su decrecimiento
es modelado por el término Ko (1 — e M)C.

La cantidad de los linfocitos C' decrece de forma proporcional al niimero de linfocitos C' que
sobreviven al efecto de la quimioterapia. La tasa de su decrecimiento esta dada por el valor de
K¢. La tasa de muerte de los células del tumor K debe ser mayor que el valor de la tasa de
muerte de los linfocitos C, es decir Ko < K.

El significado bioldgico de la expresién (1 — e M) estd relacionado basicamente con el por-
centaje de linfocitos C' que mueren o que sobreviven al efecto de la quimioterapia; su significado
es el siguiente:

M expresa el porcentaje de linfocitos que mueren por el efecto del medica-

i) El término e~
mento y
ii) La expresién (1 — e™M) refleja el porcentaje de linfocitos que sobreviven al efecto del

medicamento

Nuevamente recordar que las células del sistema inmune son maés resistentes a los farmacos
que las células del tumor. Por lo tanto, mueren mas células del tumor que linfocitos C'. Por
ultimo, debemos considerar que Ky = K, = Ko < K.
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1.10.5. Comportamiento de la concentracién del medicamento en la
sangre

La concentracién del medicamento en la sangre es muy importante. De hecho, el nimero
de células del tumor que la quimioterapia puede matar depende de la concentracion que existe
de medicamento en la sangre y no de la cantidad aplicada. La cantidad de medicamento en la
sangre es afectada por dos fenémenos diferentes y serd modelada por la ecuacién diferencial
siguiente:

dM

La concentracion del medicamento en la sangre es importante por dos razones. Primero,
necesitamos que mate la mayor cantidad de células del tumor en el menor tiempo posible y
segundo, que no dane mucho ni al sistema inmune ni a los érganos vitales.

La cantidad de la quimioterapia en la sangre decae de forma exponencial. El decaimiento
de la quimioterapia es modelado por el término yM. El valor de ~ corresponde a la razén a la
que el medicamento es eliminado por el cuerpo.

El incremento de la cantidad de medicamento en la sangre es modelado por el término
vpr(t). El medicamento se aplica de forma global por via intravenosa. El término que modela
su aplicacion es una funcién que depende del tiempo.

Entiéndase por aplicacion global intravenosa lo siguiente, el medicamento es aplicado en un
vaso sanguineo (vena) y transportado por éste a través del torrente sanguineo hasta el corazén.
Estando ahi, el corazon lo bombea a todo el resto del cuerpo. Después de ser bombeado por
el corazén, el medicamento recorre todo el organismo provocando la muerte de muchas células
sanas. Por lo tanto, dana el tejido sanguineo y en general al paciente.

Comentario acerca de los farmacos o medicamentos

i) Ezisten estudios que muestran avances favorables sobre su aplicacion local, en lugar de
una aplicacion global. Otros estudios muestran que es posible su aplicacion por via arterial, en
lugar de una aplicacion intravenosa.

ii) La vida media de los farmacos utilizados en tratamientos contra el cdancer es aproxima-
damente 18 horas, éste valor promedio fue determinado en estudios experimentales basados en
la adriamicina mejor conocida como doxorrubicina. Este farmaco por su gran efectividad es de
uso frecuente en tratamientos contra el cdncer.
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1.10.6. Comportamiento de la concentracién de inmunoterapia en
la sangre

Para terminar, se describiran los fendmenos que afectan la concentracion de la inmunoterapia
en la sangre. Los tratamientos a base de inmunoterapia son aplicados cuando el sistema inmune
del paciente no responde ante cierto tipo de cdnceres o no es capaz de restablecer los niveles
adecuados de globulos blancos, después de haber recibido un tratamiento por quimioterapia.

En el modelo se va a considerar un tratamiento por inmunoterapia basado en la inyeccién
de linfocitos citotoxicos. La cantidad de inmunoterapia en la sangre serd modelada por una
ecuacion diferencial de la forma siguiente:

dl
% = —M[I + U[<t) (18)

La inmunoterapia decrece de forma exponencial y serd modelada por un término de la
forma p;l. La razon de decrecimiento de la inmunoterapia en la sangre depende del valor del
parametro .

Por otra parte, el incremento de la cantidad de inmunoterapia en la sangre serd modelado
por el término v;(t). El término que modela el incremento es una funciéon que depende del
tiempo. La aplicacién de la inmunoterapia es por via intravenosa.

El objetivo de inyectar los linfocitos en el paciente es incrementar la cantidad de célu-
las CD8TT. Los linfocitos citotéxicos que se administran al paciente contienen un antigeno
especifico y se obtienen o producen de forma en vivo o in vitro.

El tratamiento a base de inmunoterapia resulta ser mas efectivo, que los otros tres tipos de
tratamientos descritos con anterioridad, pero es muy costoso.

1.11. Analisis dimensional

El anélisis dimensional es el proceso en el que se analizan las dimensiones de las ecuaciones
y de los fenémenos fisicos, para tener una nueva visién de sus soluciones. Su mayor importancia
radica en la reduccién de los parametros que existen en una ecuacién. Este tipo de analisis
permite la solucién de problemas complicados y establece reglas para disenar pruebas en los
modelos.

La base de este andlisis esta sustentada en las unidades fundamentales del sistema interna-
cional de medidas SI; Longitud [L], Masa [M], Tiempo [T|, Temperatura [0], Intensidad de la
corriente eléctrica [}, Intensidad Luminosa [J], asi como de las unidades derivadas a partir de
las fundamentales, por ejemplo la velocidad v, densidad p, presién P, etc.
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Las ventajas que se presentan cuando se realiza un anélisis dimensional en un problema son:

i) la féormula es independiente del conjunto de unidades ha utilizar

ii) existen menos cantidades sin dimensiones que dimensiones fundamentales
iii) existe una simplificacién en la formulacion

iv) es importante la relacién que hay entre las cantidades

Definicién
Una ley fisica, tal como f(qi,¢q2, ., ¢n) = 0 no presenta unidades de ningun tipo, si para
cualquier eleccién de ntimeros reales positivos Aq, Aa, ..., Ay,.

Se cumple que

f(q17q27"'7Qm> =0 <~ f(q17q2a'--7Qm) =0

con

~ __ b1 ba bn
G = A" kAP kR A

Este andlisis es posible gracias al teorema 7 (de Vaschy-Buckingham)

sea

f(q1, g2, -, qm) = 0. (1.9)

Una ley fisica que relaciona m cantidades dimensionales q1, qo, ..., Gm; ¥

sean Lq, Lo, ..., L,, dimensiones fundamentales con (n < m).

;] = L1, La*, ..., L, i=1,...m (1.10)

Por otra parte, sea

r=rango de A

donde los coeficientes de las columnas de la matriz A corresponden a los exponentes a; de
las dimensiones fundamentales L;".
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Es decir,

11 Q1n

Q21 -+ Q2p
A=

Am1  * " Amn

entonces, existen k& = m — r cantidades adimensionales independientes, que expresamos
como

Ty T2y ooy T—r,

que pueden ser obtenidas a partir de las m cantidades

q1,42; -+, 9m-

entonces, la ley fisica (1.9) es equivalente a

F(ﬂ'l,ﬂ'g,...,ﬂ'k) =0. (111)

La ecuacién (1.11)) estd expresada sélo en términos de cantidades sin dimensiones.

Después de haber proporcionado la teoria que muestra las caracteristicas y
ventajas del teorema m, ahora, se aplicara este principio al sistema de ecuaciones

diferenciales formado por las ecuaciones (L.3), (1.4), (LF), (1.6), (1.7) y (1.8) que se

muestran mas abajo.

La aplicacion del teorema w al sistema de ecuaciones diferenciales es con el propédsito de
reducir el nimero de pardmetros existentes. De manera que al realizar el andlisis cualitativo
de las ecuaciones diferenciales, éste sea més rapido y sencillo. El sistema original de ecuaciones
diferenciales consta de 6 variables de estado y 29 pardmetros.
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dT
— =aT(1=bT) —cNT — DT — Kr (1 —e™™) T

dt
ﬂ—C’—f]\/'—i— - N —pNT — Kn(1 —e M)N
at ¢ I\ny 1 P AR
dL [ DT ) y
E:—m[ﬁr] T DT L —qLT+ (N +rC)T —uNL* — Kp(1 —e ™)L
I
+ L+ t
pl(gﬂrf) ol
d
9O 8O~ Kol — M)
dt
dM
%:—’YM+UM(75)
dl
7 —prd + v (t)

El analisis cualitativo del sistema de ecuaciones diferenciales que modela el crecimiento del
tumor se realizard sin tratamiento alguno. Es decir, el desarrollo del analisis cualitativo se
hara en ausencia de los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia. Esta consideracion se
debe a que ambos tratamientos utilizados contra el cancer, son muy costosos.

Antes de aplicar el teorema m al analisis dimensional del sistema de ecuaciones diferenciales
antes mostrado, serda necesario realizar algunos cambios de variable, estos cambios se realizan
en las variables de estado T, N, L y C; en la variable temporal ¢ y en la ecuacion (7).

Los cambios de variable sugeridos estan dados por las relaciones que se muestran a conti-
nuacion:

a2

T =T, N =L N, L* = bL, c-=2c, D =1p. #*

=at
ae a a
Las relaciones correspondiente a los parametros son:
cae d f g j
* * * * * 2 *
c 3 d__7 f__7 g =-, h—hb, J ==
a a a a a
2
k*ikb m**m p*ip = q 7,*77’10‘6 T*irga
a’ a’ ab’ ab’ ! a’ ’ 2 2
uae 15}
s* = s, Y=, g* = —.
a3b a
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El resto de los parametros que no se considera en las relaciones anteriores, permanecen
sin cambio. Después de sustituir los cambios de variable propuestos en el sistema original de
ecuaciones , tanto en los pardametros como en las variables de estado en el conjunto de las
seis ecuaciones diferenciales y de realizar el algebra necesaria, el sistema original de ecuaciones
diferenciales se reduce a:

1) cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias mas la ecuacién (i), y
2) 16 pardmetros.

Suprimiendo la estrella tanto en los nuevos parametros como en las variables de estado de
éstas nuevas ecuaciones, se observa que el sistema de ecuaciones diferenciales resultante es mas
sencillo que el sistema original. Es el que a continuaciéon se muestra:

dTr

—-=T(1—T)~cNT - DT, (1.12)
dN 2
dL ([ DT )
E = —mL—f-] <m) L — qLT‘I— (TlN—I— T‘QC)T — UNL s (114)
dC
—=1- 1.1
Ly (1.15)
2
LA s £ 0.0)
p(r,L) =4 ST ED (i)
0, si (T, L) = (0,0)

Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias ahora esta definido para T € [0,1), y
serd analizado bajo esta condicion en el capitulo siguiente.
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Capitulo 2

Analisis cualitativo, diagramas de
bifurcacion y conclusiones

2.1. Introduccion

En el presente capitulo se analizara el comportamiento cualitativo del sistema de ecuaciones
diferenciales formado por las ecuaciones (1.12))-(1.15) conjuntamente con la ecuacién (). Asi,
como las condiciones necesarias en los parametros para la existencia de al menos dos soluciones
no triviales positivas con significado biolégico. La estabilidad o inestabilidad de estas soluciones,
las que por la cantidad de parametros (16 en total) serd determinada analiticamente hasta donde
sea posible, de lo contrario se hard numéricamente. La grafica de las curvas solucién al sistema
de ecuaciones diferenciales para ciertas condiciones iniciales dadas. La gréafica de los diagramas
de bifurcacion y por iltimo las conclusiones generales de acuerdo a los resultados obtenidos en
el desarrollo del modelo.

2.2. Descripcién, fuente y valor de los parametros

Antes de comenzar con el andlisis del comportamiento del sistema de ecuaciones diferen-
ciales, se dard una breve descripcion de los parametros. Esta descripcion incluye el valor y las
unidades en las que estan dados, asi, como la fuente o el articulo de donde fueron tomados.

Para mayor informacién de los parametros, ver las tablas 1 y 2.

Tabla 1

A continuacién se proporciona una descripcién de los parametros y las unidades correspon-
dientes en las que vienen dados.

Nombre Unidades Descripcion

a dias™? razon de crecimiento del tumor

células™? 1/b capacidad del sistema, 6rgano o tejido

S
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1

T2

células—dias™

dias™
dias™

dias™
dias™

células?

dias™

células?

ninguna

dias™

1

1
1
1

1

1

células—'dias™

célulasdias™

células~dia~

células—tdia~

ninguna

1

1

células—2dias™

dias™

dias™

células dias™

dias™
dias™
dias™

kDa()

dias™

1

1

1
1
1

1

1

1

1

1

1

fraccion de células del tumor sin ligando-transductor, destruidas

por las células NK

fraccion maxima de células del tumor con ligando-transductor, destruidas
por las células CD8TT

fracciéon de linfocitos circulantes en la sangre del tipo NK

fraccion de células NK muertas por causa natural

fraccion maxima de células N K en la sangre capaz de detectar y de
matar a las células del tumor que presentan ligando-transductor
cantidad de células del tumor asociada con el valor maximo de la tasa
de crecimiento de las células N K

fracciéon maxima de células CD8TT en la sangre capaz de detectar y de
matar a las células del tumor que presentan ligando-transductor
cantidad de células del tumor asociada con el valor maximo de la tasa
de crecimiento de las células CD8TT

exponente asociado con la fraccién de células del tumor destruidas por
las células C'D8'T, ambos tipos de células contienen ligando-transductor
fraccién de células C D8TT que mueren por causa natural

fraccién de la cantidad de células N K que son inactivadas por las
células del tumor, es decir, células ineficaces o sin efecto citotéxico
fraccién de la cantidad de células CD8'T que son inactivadas por las
células del tumor, es decir, células ineficaces o sin efecto citotoxico
fraccién adicional en la cantidad de células CD8'T producidas por el
sistema inmune, como respuesta a la localizacién de restos de células
del tumor destruidas por las células N K

fraccién adicional en la cantidad de células CD8'T producidas por el
sistema inmune, como respuesta a la localizacién de mas células del
tumor en otras partes del cuerpo

coeficiente asociado con la tasa efectiva de las células CD8TT para
matar a las células del tumor

pardametro que regula la cantidad de células CD8'T. El control de la
cantidad se debe a una relacién intra-especifica entre este tipo de
células y las células NK

fraccion de células inmunes que mueren por la aplicacion de la
quimioterapia

fracciéon de células del tumor que mueren por la aplicacién de la
quimioterapia

fracciéon constante de linfocitos en el torrente sanguineo

fraccion de linfocitos que mueren por causa natural

fraccion del medicamento eliminado por el organismo

fraccion maxima de células C D8TT producidas por del sistema inmune.
como respuesta a la presencia de la interluqueina IL-2

cantidad de proteina IL-2 asociada con la rapidez del decaimiento de la
produccién de células CD8TT

fracciéon de la cantidad de proteina IL-2 eliminada por el organismo
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Tabla 2

Esta tabla muestra los valores estimados de los parametros correspondientes a dos pacien-
tes, mismos que fueron utilizados en el sistema de ecuaciones diferenciales para el desarrollo del
modelo, asi, como fuente de su procedencia proporcionada en el articulo. El estudio compren-
di6 un total de trece pacientes. Los resultados que se obtuvieron mediante el modelo matemaético
fueron comparados con los resultados clinicos, en seis de los trece pacientes ambos resultados
fueron semejantes, lo que muestra que el modelo matematico presenta una confiabilidad de casi

un 50 %.

nota: Para el desarrollo de este trabajo se utilizaran los valores correspondientes al paciente
1, los autores desarrollaron el modelo con valores de los parametros correspondientes a ratones.

Paciente 1
a=431x10""
b=1.02x10""
c=641x10"""
d =234
e=2.08x10""
f=412x1072
g=125x10"?
h = 2.02x 107

j =249x1072
k = 3.66x 107

[ =2.09

m = 2.04x10""!
p =342x1076
g=142x10"6

r = 1.10x 107"
ry = 6.50x 1071
s =8.39x 1072

w=3.00x10"10
kr =9.00x 107!
ky = 6.00x 107!
kr = 6.00x 107!
ke = 6.00x 107!

a = 7.50x108
B =120x10"2
v =9.00x10"1
pr = 1.25x 1071
gr = 2.00 x 107
pr = 1.00x 10!

Paciente 2
a=431x10""
b=1.02x10""
c=641x10"""
d =234

e =2.08x10""
f=412x1072
g=125x10"?
h = 2.02x 107
j =249x1072
k = 5.66x 107
[ =181

m = 9.12

p =3.59x1076
g=159x10"6

ry = 1.10x 107"
ry = 6.50x 1071
s =512x10"!

u=3.00x10"10
kr =9.00x 107!
ky = 6.00x 107!
kr = 6.00x 107!
ke = 6.00x 107!

a = 5.00x 108
f=2800x10"3
v =9.00x10""
pr = 1.25x 1071
gr = 2.00 x 107
pr = 1.00x 10!

Fuente o articulo

Diefenbach et al. (2001)

Diefenbach et al. (2001)

Diefenbach et al. (2001); Dudley et al. (2002)
Dudley et al. (2002)

Kuznetsov et al. (1994)

Kuznetsov et al. (1994)

Diefenbach et al. (2001); Dudley et al. (2002)
Kuznetsov et al. (1994)

Diefenbach et al. (2001); Dudley et al. (2002)
Diefenbach et al. (2001); Dudley et al. (2002)
Dudley et al. (2002)

Yates and Callard (2002)

Diefenbach et al. (2001)

Kuznetsov et al. (1994)

Yates and Callard (2002); Lanzavecchia and Sallusto (2000)

No se proporciona la fuente o articulo
Dudley et al. (2002)

No se proporciona la fuente o articulo
Perry (2001)

Perry (2001)

Perry (2001)

Perry (2001)

Bannock (2002); Hauser (2001)
Bannock (2002); Hauser (2001)
Calabresi and Schein (1993)
Kirschner and Panetta (1998)
Kirschner and Panetta (1998)
Kirschner and Panetta (1998)
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2.3. Puntos de equilibrio

Primero se determinaran los puntos de equilibrio o soluciones constantes del sistema formado
por las ecuaciones ([1.12))-(1.15)). Los puntos de equilibrio para cada variable de estado seran

identificados por un subindice con la letra F.

Del capitulo precedente, la forma para determinar las soluciones constantes o puntos de
equilibrio de un sistema de ecuaciones diferenciales se obtiene igualando a cero cada una de
las derivadas. A continuacion se resuelve simultaneamente el sistema de ecuaciones algebraicas
resultante.

Se puede observar que la ecuacién diferencial ((1.15)) estd desacoplada del resto de la ecuacio-

nes. Por lo tanto, el valor de equilibrio para esta funcién se obtiene igualando a cero la derivada
de la ecuacion (|1.15)

Es decir,

1—BC =0. (2.1)

Resolviendo la ecuacién (2.1)) para C, se obtiene el valor de equilibrio para la funcién C(t).

Cp(t) = %. (2.2)
De manera similar, igualando a cero la derivada de la ecuacion ([1.12))
o
Es decir,
T(1—-T—¢cN —D)=0. (2.3)
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Resolviendo la ecuacion ([2.3)) se obtienen dos soluciones de equilibrio, una para la funcién
T(t) y otra para D.

Tg(t) = 0. (2.4)

D=1-T —cNg. (2.5)

A continuacién, se determinara la solucién de equilibrio de la ecuacién (|1.13)), igualando la
derivada a cero

dN
— = 0.
dt
Es decir,
o (r-2" L\ N—o (2.6)
hyr? P - '

Antes de continuar con la determinacion de los puntos de equilibrio del resto de las ecua-
ciones diferenciales, se determinard la condicién sobre los parametros de manera que se cumpla
la ecuacién ([2.6). De la ecuacion obtenida con anterioridad el valor de equilibrio de la
funciéon Cg(t) siempre es positiva. se buscan soluciones positivas para las variables de estado,
luego, N(t) > 0. Por lo tanto, la condicién suficiente que hace que se cumpla la igualdad de la

ecuacion (2.6)), es.

T2
f—g(—h+T2> +pT > 0. (2.7)

La desigualdad (2.7)) es valida para todo valor de T € [0, 1).

Resolviendo la ecuacion (22.6) para N, se obtiene el valor de equilibrio de la funcién N(t).
Esta solucion de equilibrio esta dada por la expresién siguiente:

No(t) = — : .
5(t) f gT? T fh+hpT + (f —g)T? + pT? (28)
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La ecuacion ((2.8), proporciona de manera explicita la solucién de equilibrio de la funcién
Ng(t), para T € [0,1) .

Continuando con el resto de los puntos de equilibrio, se iguala a cero la derivada de la dltima
ecuacion diferencial ((1.14)), para obtener el valor de equilibrio de la funcién L(T")

dL
— =0.
dt
Es decir,
22
—mL + j (m) L+ (rnNg +71:Cp)T —qLT — uNgL?* =0, (v)

Sustituyendo la ecuacién (2.5)) en la ecuacién (v), obtenemos

) 1—T —cNg)? T?

2.4. Ecuacion de curva Lpy(T) en el plano T — L, de la
superficie F(T,L) =0

La ecuacién (2.9), es de la forma siguiente:
F(T,L)=0. (2.10)
La ecuacién (2.10)) es la ecuacién de una superficie.
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La ecuacién (2.9) es una ecuacién cuadratica en la variable L. Por lo tanto, tiene dos solu-
ciones, de las cuales solamente interesa aquella que bajo ciertas condiciones en los parametros,
su valor sea positivo.

Despejando la variable L de la ecuacion (2.9) se determina la ecuacién de la curva de la
superficie F(T,L) = 0 en el plano T-L, la que se denota como Lgo(T) y cuya expresién es la
siguiente:

[ (1—T—cNg)? T2 ) ) ( ( (1—T — cNg)? T2 ) )2
—(m-— T - T 4uNg(r1N Cp)T
(m ]<k+(17chNE)2T2 b )\ [\ m =i Ao r vz 72 ) T9E) FAuNE(MNE £ r205)

Lgo(T) =
52(T) 2ulNg

(2.11)

Como se buscan puntos de equilibrio cuyas coordenadas sean estrictamente positivas, sola-
mente se considera la rama positiva de la curva dada por la ecuacién ([2.11)).

2.5. Ecuacién de curva Lg(T) en el plano T — L, de la
superficie M (T, L) =0

Del sistema de ecuaciones diferenciales ([1.12))-([1.15]) se determinard una nueva ecuacién que
exprese una relaciéon entre 7'y L. Esta se obtiene al sustituir las ecuaciones (i) y (2.8)) en la
ecuacién ((2.5])), es decir:

d(L)T? c% Cp(h+ T?)

s+ (L/T)? "~ fh+hpT + (f — g)T% + pT®

v (T, L) #(0,0)

Después de llevar acabo el algebra necesaria en la ecuacion anterior, se obtiene una ecuacion
de la forma siguiente:

G1(T) L* — Go(T) = 0. (2.12)

Donde, G1(T) y G»(T') son funciones de la variable T"y cuyas expresiones son las siguientes:
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Gi(T)

(1—T—d) a(T) —cC (h+T?)
GQ(T) S

T? [cC(h+T* —(1—T)a(T)]

con

a(T) = fh+hpT + (f — g)T° + pT°.

La ecuacién (2.12) es la ecuacién de una superficie de la forma:

M(T,L) = 0. (vi)

La ecuacién (2.12)) es una ecuacién cuadrética en la variable L. Por lo tanto, tiene dos raices.
De esta ecuacion, solamente interesa la solucién que bajo ciertas condiciones en los parametros
la rama de la curva sea no negativa, luego, el signo del radical se tomara positivo.

Despejando la variable L de la ecuacién (2.12)) se determina la curva de la superficie
M(T,L) =0 en el plano T — L, la que se denota como Lg; (7).

(2.13)

2.6. Condiciones analiticas en los parametros

Hasta donde sea posible, se determinaran condiciones analiticas en los parametros que ga-
ranticen que las curvas Lgi(T) y Lga(T') dadas por las ecuaciones ((2.11)) y (2.13)) se intersecten

fuera del origen en al menos dos puntos cuyas coordenadas sean estrictamente positivas.

2.6.1. Andlisis de la funcién «(7)

Se comenzard por determinar bajo qué condiciones en los parametros el término de la
izquierda de la desigualad ([2.7)) siempre es estrictamente positivo

T2
— —_ T .
/ g(h+T2)+p >0
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Reescribiendo la desigualdad anterior, se tiene:
hf +phT + (f — g)T* + pT? > 0. (vid)

Cuando se definieron las expresiones para las funciones G;(7"), también se definié el término
de la izquierda de la desigualdad (vii) como «(T).

Es decir,
a(T) = hf +phT + (f — g)T* + pT*. (2.14)

La ecuacién ([2.14)) es un polinomio cibico. Por la forma de su expresion su grafica se puede
comportar de una de las dos forma que se muestran a continuacion:

oT) oM

min a(T) ' min o(T)

Figura 2.1: posicién relativa de los valores méx. y min. de la funciona a(T')

Ambas graficas son similares, las dos cruzan el eje vertical en su parte positiva en el valor
a(0) = hf, la unica diferencia es la ubicacién de los puntos donde la funcién alcanza su valor
maximo y minimo.

La gréafica izquierda de la fig.2.1, muestra que ambos puntos se localizan a la izquierda del
eje vertical, a medida que la variable independiente T crece, la funcién también crece hacia
infinito. Por lo tanto, las intersecciones de la curva con el eje horizontal si es que existen, se
presentaran en la parte negativa y la grafica de la funcién «(7") nunca maés intersectard al eje
horizontal, es decir, para todo valor de 7' > 0 el valor de la funcién siempre serd positivo.
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Observe que la grafica derecha de la fig.2.1 alcanza sus valores maximo y minimo del lado
derecho del eje vertical. En este caso, pueden ocurrir dos situaciones:

i) Cuando la funcién «(7') alcance su valor minimo, su grafica intersectard al eje T de forma
tangente dando como resultado una interseccion doble.

ii) Pero, puede ocurrir que la funcién «(T) alcance su valor minimo por debajo del eje T,
lo que nos dara dos intersecciones diferentes, luego, la funcion tomara valores negativos en este
intervalo de intersecciones.

Se requiere que la funcién «(T) sea siempre positiva para valores de T € [0,1). Para que
tal situacion se presente se necesita que, cuando la funcién «(7") alcance su valor minimo, éste

nunca intersecte al eje T" en su parte positiva.

Es decir,
a(Tmin) > 0. (2.15)

En la siguiente seccién se determinara la relacién que debe existir entre los parametros
f,g,h y p en la desigualdad (vii) de forma que se garantice que la gréfica de la funcién dada
por la ecuacién (2.8]) siempre sea positiva.

2.6.2. Casos a considerar para garantizar que (7)) > 0

Se quiere que «(7) dada por la ecuacién (2.14)) sea siempre positiva, si:

i)f—g>0
0
i) f—g<0

Primeramente se considera que (f —g) >0

Derivando dos veces la ecuacién (2.14)) se obtienen las expresiones de su derivada primera
y segunda, las que se denotan como o/(T) y «”(T), respectivamente:

o (T)=hp+2(f —g)T + 3pT>. (viig)

o"(T) =2(f — g) + 6pT. (iz)
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Los puntos criticos donde la funcién «(7") puede alcanzar su valor minimo y méximo local,
son aquellos donde la derivada primera de la funcién a(7") dada por la ecuacién (viii) se anula,
es decir, los valores de T' que hacen que se cumpla la igualdad.

A (T)=0

Igualando la ecuacién (viii) a cero y resolviendo, se obtienen los dos valores de T" donde la
pendiente de la funcién «(T') es cero. Tales valores estan dados por la expresion:

_ =9V -9 =3

T
1,2 3p

)

Condicién en los parametros para la existencia de 77 y 75

Si el discriminante en la ecuacién (x) es positivo, entonces, T} y T, son reales, es decir, si:

(f —9)* = 3p°h > 0.

Entonces, la condicién que garantiza la existencia de ambos valores de 7' es,

g > f+ /3p*h. (i)

En la ecuacién (z), siempre se cumple que

(f —9) >/ (f — 9)> — 3p?h.

Recordar que

f—g>0.
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Entonces, ambos valores de T" donde la funcién «(7T") alcanza su valor méximo y minimo son
negativos, lo cual asegura que la funcién alcanza sus valores maximo y minimo en el segundo o
cuarto cuadrante del plano T-a.

Por otra parte, el punto de inflexién de la funciéon «(T'), corresponde al punto donde la
grafica de la funcién cambia de céncava a convexa o viceversa, y se presenta donde la derivada
segunda de la funcién «(7T') se anula, es decir, los valores de T' que hacen que se cumpla la
igualdad

a"(T) = 0.

Igualando la ecuacién (iz) a cero y resolviendo, se obtiene el valor de T' donde la razén de
crecimiento de la funcién «(T') es cero. El valor de T para el cual la ecuacién (iz) se anula
esta dado por la expresion:

r-_Y=9 (wid)

3p

Recordar nuevamente que

f_g>07

luego, el valor de T' donde la funcién «(T') cambia de concava a convexa siempre es negativo,
es decir, el punto de inflexién de la curva dada por la ecuacién ([2.14]) esta siempre a la izquierda
del eje vertical, ver fig. 2.2

a(T)

min a(T)

Figura 2.2: La funcién a(T), dada por la ecuacién (2.14)) siempre es positiva para toda T' > 0, sujeta a la condicién (f —g) > 0
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Ahora se considera que (f —g) <0

Al igual que en el caso anterior, la funcién dada por la ecuacién (2.14) alcanza su valor
maximo y minimo en los valores de T" dados por la expresién siguiente:

(f—9) =V (F —9? = 3°h

Ty = —
1,2 3]9

)

También del mismo caso, siempre se cumple que

(f —9) >/ (f — 9)> — 3p?h.

Pero en este caso la condicién a cumplir es:

f—g<0.

Por lo tanto, ambos valores de T' donde la funcién dada por la ecuacién (2.14) alcanza su
valor maximo y minimo, son positivos.

Suponer que T} > Ty, y sea T = Tj el valor donde la funcién «(7') alcanza su valor minimo.
Se quiere que la funcién siempre sea positiva para todo 7" € [0, 1), sujeta a la condicién f—g < 0

El siguiente paso es encontrar condiciones en los pardametros f,g,h y p de manera que
cuando la funcién «(7") alcance su valor minimo, éste sea estrictamente positivo. Esto nos
garantiza que la funcién «(7') siempre serd positiva (ver fig. 2.3).

(T)

min «(T)

Figura 2.3: La funcién a(T) dada por la ecuacién (2.14) siempre es positiva para toda T > 0, sujeta a la condicién (f —g) <0
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El valor minimo de la funcién «(T') el cual se denota como «,;, se obtiene evaluando la
expresion dada por la ecuacion (2.14) en T' = T7.

Es decir,

Cmin = fh+hpTy + (f — g)T? + pT? (2.16)

con

7 - U =9+ VU~ 92— 3ph
3p '

(wiii)

Derivando la expresion dada por la ecuacion (2.16)) con respecto al parametro g, se obtiene:

damm<T1(g)) _ damm(Tﬂ dTl(g)
dg dT, dg

(xiv)

Las derivadas de las expresiones del lado derecho de la ecuacién (ziv) son, respectivamente,

Cm’j;—;fm = hp +2(f — g)Ty + 3pT7 (zv)
y

dT _ _(f - 9) + \/(f - 9)2 — 3p*h _ Ty . (mm)
dg 3/ (f —g)? — 3p%h V(f —9)? —3p*h

Sustituyendo las expresiones dadas por las ecuaciones (zv) y (zvi) en la ecuacién (ziv), se
tiene:

MWS—W—(hp+2(f—9)T1+3pr)< 5 )

V(f—9)? = 3ph

44



d Qmin (Tl)

7 > 0, paratoda T €[0,1) y que
g

Se buscan los valores de g que aseguren que

cumplan la condicion f — g < 0.

Es decir,

2 T, g
(hp+2(f — g)T1 + 3pT7) <\/(f i 3p2h> > 0. (zvid)

La expresién del lado izquierdo de la desigualdad (zvii) siempre es positiva, si, tanto nume-
rador como denominador poseen el mismo signo.

Luego, existen dos posibles casos a considerar

) hp+2(f -9 +3pT7 >0 vy (f—9)°—=3p*h>0

i) hp+2(f-g)Ti+3pTF <0 'y (f-9)*=3p°h <0

Caso (ii)

Para este caso, claramente se ve que si la segunda desigualdad es negativa, entonces, existiran
raices complejas en la expresién del lado izquierdo de la desigualdad (zvii). Luego, la grafica
de la curva dada por tal expresién nunca interceptara al eje horizontal y por consecuencia la
derivada de la ecuacién (xiv) es positiva.

Caso (i)

En este caso y después de realizar el dlgebra necesaria en ambas desigualdades, se obtiene:

0=0 y 9> f+/3p%h.

A continuacién se determinara cudl es el valor de la funcién a(T = T}), es decir, cudl es su
valor minimo. Este valor esta dado por la ecuacién ([2.16))
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27hfp? + (V/(F = 9)* = 3hp* = (f — 9)) {9hp2 +3(f =9V (f = 9)* = 3hp? = (f =9l + [V (f = 9)* = 3hp® — (f — 9)]2}

27p2

Amin =

(zvidi)

La condicién para garantizar que a,,;, > 0 esta dada por el signo del numerador de la
ecuacion (zviii), es decir, si el numerador es estrictamente positivo, entonces, i, es siempre
positiva.

2Thip® + ( (F—9)? —3hp? — (/- g))  Ohp? 4 (F— 9)7) — [(f — 9)° — 3hp?]  (F — g) + OWp(f — g) > 0.

Finalmente, de esta tltima desigualdad se obtiene
(f —9)* > V12hp*.

2.6.3. Conclusion

Si, (f —g)* es mayor que +/12hp?, entonces, el valor de equilibrio de Ny dado por la
ecuacion (2.8)) es positivo para todo valor de T en el intervalo [0,1).

2.7. Dominio e intervalo de definicién de la funcién Lpgo (7))

Determinacién de las condiciones en los parametros que aseguren que tanto el dominio como
el intervalo de definicién de la funcién dada por la ecuacién ([2.11)) siempre estén en los nimeros
reales positivos.

En la seccion anterior se determind que, para cierta condiciéon que relaciona a los parametros
f,9.h y p,la funcion Ng(T) siempre es positiva, es decir, en la ecuacién (2.11)) siempre se
cumple que:

( (1—T—cNg)>T1? [ (1—T—cNg)? T2 2
m— +qT m— +4¢T) +4uNg(riNg +7r2Cg)T. (217
( j(k+(1—7 —eNg)212) 1 < I\era-T_eNg2r2) "1 uNp(riNg +r2Cp) (2.17)

La expresién bajo el signo del radical es positiva. Por lo tanto, los valores de Lpgo(T") dados
por la ecuacién (2.11)) siempre serdn positivos.
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2.7.1. Intervalo de definicién de la funcién Lpg(T)

El intervalo de definicién de la funcién Lgs(T) estd determinado por los valores de 7' donde
el denominador en la ecuacion (2.11f) se anula, es decir, donde se cumple la condicién

2uNg(T) = 0. (ziz)

Para cierta condicién en los pardmetros se encontré que la funcién Ng(T') siempre es positiva
para T € [0,1), luego, Lgs(T) es continua en [0,1).

2.7.2. Ceros de la funcién Ly (T)

Los ceros de Lps(T), corresponden a los valores de T" donde el numerador de la expresion
dada por la ecuacién (2.11)) se anula, es decir, donde se cumple la condicién

[ (1—T—cNg)? T2 ) ) ( ( (1—T —cNg)? T2 ) )2
Lps(T)=0=—(m— T - T 4uNg(r1 N Cp)T.
B2(T) (m J(k+(1focNE)2 7z ) Al )+ (m - F+ (=T —cNg)? T2 +4¢T ) +4uNg(riNg +12Cg)
(2.18)

La ecuacién anterior se anula siempre que

4’LLNE (TlNE—l-?“QCE) T=0. (Z'LE)

La ecuacién (zz) solamente se anula en 7" = 0. Luego, el tnico cero de la funcién dada por
la ecuacién (2.11]) es en 7' = 0,

es decir,

Lg»(0) = 0. (i)
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2.8. Dominio e intervalo de definicién de la funcién Lg; (7))

Se determinaran las condiciones en los parametros que aseguren que tanto el dominio como
el intervalo de definicién de la funcién dada por la ecuacién ([2.13)), siempre existan en los
nimeros reales positivos.

La existencia en los reales tanto del dominio como del intervalo de definicién de la funcién

(2.13), depende de las expresiones que definen a G1(T') y Go(T).

2.8.1. Analisis de las funciones G;(T), para i=1,2

La funcién Lg,(T) dada por la ecuacién ([2.13) tomard valores reales positivos, siempre que,
tanto G1(7T) como G5(T) tengan el mismo signo.

Es decir, si

1) Gl(T) >0 y GQ(T) >0

i) GUT) <0 y GofT) <0.

Caso (i)

Se considerard primeramente que, ambas funciones G1(T) y Gy(T') son positivas, es decir:

Gi(T)=(1-T—d)a(T)—cC (h+T?) >0 vy GoT)=sT?[cC(h+T%) —(1-T)(T)] >0

Después de realizar el dlgebra en cada una de las desigualdades anteriores, se obtiene que
ambas desigualdades, estdn relacionadas por la tnica expresion:

(1-T) o(T) < cC(h+T?) < (1 =T —d) o(T). (xwit)
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Como d >0 y «T) >0 para todo valor de T € [0, 1), la relacién entre el primero y el
tercer término en la desigualdad (zzii) no se cumple. Por lo tanto, las dos funciones G1(T") 'y
G5(T) no pueden ser simultaneamente positivas.

Caso (ii)

De manera similar al caso (7). Ahora se consideran ambas funciones G1(T') y G2(T)
negativas, es decir:

Gi(T)=1-T—-d) a(T)—cC (h+T?) <0 y Go(T)=sT?[cC(h+T*—(1-T)a(T)] <0

Después de realizar el algebra necesaria, se obtiene que ambas desigualdades estan relacio-
nadas por la Unica expresion

(1-T—d) a(T) < cC(h+T?) < (1-T) aT). (ziii)

Como d >0 y «(T) > 0, larelacién entre el primero y el tercer término en la desigualdad
(2ziii) siempre se cumple. Por lo tanto, las dos funciones G1(T") y G2(T') han de ser negativas.

Conclusién

Si, ambas funciones G1(7T") y Go(T) son negativas, entonces, el valor de la funcién Lg (T)
dado por la ecuacién ([2.13)) siempre es no negativo para todo valor de 7' € [0, 1).
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2.8.2. Intervalo de definicién de la funcién Lg;(7T)

El intervalo de definicién de la funcién Lg;(T) estd determinado por los valores de 7' donde
la ecuacién dada por G1(7T') se anula, es decir, donde se cumple la condicién

GA(T) = 0.

Es decir,

Gi(T)=(1—-T—d)a(T)—cC (h+T?) =0. (zziv)

La expresién que define a G (T') en la ecuacién (zziv) nunca se anula para T' € [0, 1). Luego,
L1 (T) siempre es continua en este intervalo.

2.8.3. Ceros de la funcién Lg(T)

Los ceros de Lg;(T) corresponden a los valores de T' donde la expresién Go(7T') se anula, es
decir, donde se cumple la condicién.

Es decir,

Go(T) = sT? [cC(h +T?%) — (1 —=T) o(T)] = 0. (zzv)

La expresion entre corchetes de la ecuacién (zzv) nunca se anula para toda T' € [0, 1). Luego,
el inico valor de T" donde G5(T') es cero, ocurre en T' = 0.

Por lo tanto,
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2.9. Comportamiento de la grafica de Lg(T) y Lg:(T) en
el plano T-L

En la seccién anterior, se determiné que las curvas dadas por las ecuaciones (2.11)) y (2.13)),
parten del origen.

Ahora, se determinaran condiciones en los parametros que muestren cudl de las dos funciones
crece mas rapidamente en una vecindad cerca del origen. Esta condicion es proporcionada por

el valor de su derivada con respecto a T', la derivada de cada una de las funciones sera denotada
como, L'y (T) 'y L’y (T), respectivamente.

2.9.1. Derivada de la funcién Lgy(T) en el origen

La derivada de la funcién Lgs(T) en T' = 0, tiene la forma

C(ri +raf)

b (xzwi)

L/EQ(O) =

Observar que L5, (0) dada por la ecuacion (zzvi), siempre es estrictamente positiva. Por lo
tanto, la funcion Lgo(T) es creciente, cerca del origen.

2.9.2. Derivada de la funcién Lg(T) en el origen

La derivada de la funcién Lg;(T) en T = 0, tiene la forma

C—
L (0) = \/f ¢ iCC (xxvit)

El valor de L’%;(0), dada por la ecuacién (zzvii), siempre es estrictamente positivo si el
numerador y el denominador del radicando tienen signos iguales, es decir, si se cumple uno de
los dos casos siguientes:

i) cC—f>0y fl—d)—cC>0
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i) cC—f<0 y f(l1-—d)—cC<DO.

Caso (i)

El primer caso es una contradiccién, dada por la desigualdad equivalente siguiente

1—d>§>1.

f

Por lo tanto, ambas expresiones no pueden ser simultaneamente positivas.

Caso (ii)

El segundo caso nos conduce a la desigualdad equivalente
C
1—-d< & <1
/

la cual siempre se cumple. Por lo tanto, ambas expresiones deberan ser negativas para
garantizar que la grafica de la funcién Lg(7T) sea creciente, al menos en una vecindad cerca
del origen.

En la siguiente seccion se determinaran las condiciones analiticas en los pardametro s y d, que
nos proporcionen el intervalo de valores en el que cada uno de ellos esta definido, ya sea inferior
o superiormente. Asi, como también la forma de las graficas correspondientes a las funciones
Lg(T) y Lpa(T) en una vecindad cerca del origen.
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2.10. Comparacién de la derivada de las funciones Ly(7T)
y Lea(T)

Se comenzara primero por determinar y evaluar la derivada de cada una de la funciones
Lpi(T) y Lpa(T) en el origen.

Se considera primero el caso en que L', (0) > L’ (0)

es decir,

(zxviit)

C(T1+7“2f)> s(cC — f)
mf f(1—d)—cC

De la desigualdad (zzviii), se obtiene una condicién para cada uno de los pardmetros d y s.

+

([ smAf?(eC = ) g)
=1 (fCZ(T1+7"2f)2 f

s < C? (7’1+r2f)2( f(l—d)—cC).

m?f? (cC = f)

Ahora, se considera el caso en que L'z, (0) < L'z (0)

es decir,

Cri+7af) _ \/ (cC - f)
f(l—=d)—cC
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De la desigualdad (zziz), se obtiene una condicién para cada uno de los pardmetros d y s.

_|__

sm?f% (cC — f) cC
det- <f02 CETY i )

s > C? (7’1+r2f)2( f(l—d)—cC).

m? f? (cC = f)

2.10.1. Resumen

1.- Recordar que, el parametro d denota la tasa maxima a la que podrian morir las células
del tumor, si el sistema inmune fuera capaz de producir tantas células CD8TT como fuera
posible.

2.- También, recordar que el parametro s, denota la rapidez con la que se alcanza la tasa
maxima d a la que podrian morir las células del tumor.

3.- De acuerdo a los dos puntos anteriores. El valor del parametro s ha de ser pequeno, de
forma que la tasa maxima d se alcance lo antes posible y el valor del parametro d ha de ser
méas grande respecto del valor del parametro s, de manera que la cantidad de células del tumor
que mueren por efecto de cualesquiera de los tratamientos antes descritos sea lo més grande
posible.

4.- De acuerdo a los puntos anteriores, el valor del parametro d ha de estar acotado por
abajo, mientras que el parametro s estard acotado superiormente. Por lo tanto, el valor de
ambos parametros estard dado por la desigualdad (zzviii).

Conclusién
Si,
T
fC? (r1 +1r2f)? f 7
4

s < C? (7’1—|—r2f)2( f(l—d)—cC)’

m?f? (cC = f)
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entonces,

Lg(0) > Li (0).

Esta tltima condicién, afirma que la rapidez de crecimiento de la funcién Lgs(T) en una
vecindad cerca del origen, es mayor que la correspondiente a la funcién Lgi(T"). Por lo tanto,
la grafica de la funcién Lgo(T') sale por arriba de la correspondiente a la funcién Lg (7).

En la siguiente seccion se analizara la concavidad o convexidad de la grafica de las funciones
Lpi(T) y Lga(T) en una vecindad cerca del origen.

2.10.2. Concavidad de las graficas de las funciones Ly (T) y Lg2(T)

La concavidad o convexidad que presenta la gréifica de cada una de las funciones Lg(T)
y Lpgs(T) cerca del origen, es proporcionada por el valor de su derivada segunda en 7' = 0, la
cual se denota como L' (T) y L7, (T), respectivamente.

Derivada segunda de la funcién Lg;(7T)

Se comenzard por determinar la forma que tiene la derivada segunda de la funcién Lg (7))
en T'= 0, la que a continuacion se muestra

(rxx)

) dvys pcC — f?
L0 ==, (wcc— £ (Fa—d) - CC>3> |

Las expresiones dentro del radical en la ecuacién (zzz) fueron analizadas en la seccion
anterior y se determiné que ambas han de ser negativas. Por lo tanto, el signo de L7,(0)
estara determinado por el signo que tome la expresiéon del numerador localizada dentro del
paréntesis.

Dependiendo del signo que tome L%,(0), la grafica de la funcién Lg;(7T) en una vecindad
cerca del origen puede ser convexa o cédncava.

i) Si, pcC — f2 >0, esdecir, 0 < f <+/pcC.
0
ii) Si, pcC — f2 <0, esdecir, f > +/pcC.
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El pardmetro f en la ecuacion denota la tasa a la que mueren las células NK por
muerte natural o por apdptosis, asi, la cantidad de células NK que mueren por una de esas
causas depende del valor de f. Por lo tanto, el valor de tal parametro serd lo mas pequeno
posible y acotado superiormente, luego, su valor estard dado por la condicién del caso (7).

Dado que se cumple la condicién (7), la gréfica de la funcién Lg; (7)) serd convexa cerca del
origen.

Derivada segunda de la funcién Ly (T)

Para el caso de la funcion Lgo(T'), su derivada segunda en 7' = 0 tiene la forma siguiente:

u (0(r1+r2f))2 L mpri+afri+ s (wwi)

mf m2 f2

El valor de la expresion del lado derecho de la ecuacién (zzzi) siempre es estrictamente
negativo. Por lo tanto, la grafica de la funcién Lgs(T') cerca del origen es concava.

Conclusién

De acuerdo a las condiciones que se han determinado en algunos de los pardametros, las que
impusieron a las funciones Lg1(T) y Lgo(T), asi, como a sus derivadas primera y segunda,
y a las simulaciones numéricas realizadas para cada una de ellas variando todos y cada uno
de los parametros; se encontré que existen dos parametros que afectan de manera considerable
el comportamiento de las graficas de las funciones Lg1(T) y Lpge(T) en el plano T-L. Estos
parametros son s y d, en particular, ambos forman parte de la expresion que define la funcién
L1 (T). Conforme el parametro s crece la gréfica de la funcién Lg;(T') también crece, mientras
que el pardametro d hace lo contrario, es decir, a medida que éste crece, la grafica de la funcién
L1 (T) decrece.

2.11. Cantidad y tipo de intersecciones que se presentan
las graficas de la funciones Lpi(T) y Lgo(T)

En las figuras 2.4 a 2.6 se muestran tres comportamientos diferentes de las graficas de las
funciones Lgi(T) y Lgo(T), para tres diferentes valores del pardmetro s. En ellas, se muestra
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la existencia del nimero y tipo de intersecciones dentro del primer cuadrante, con significado
biolégico.

A continuacién se hace una breve descripcién de cada una de las graficas.

i) La figura 2.4 muestra el comportamiento de las graficas de ambas funciones, en ella se
observa la existencia de una sola interseccién, corresponde a la solucién trivial.

ii) La figura 2.5 muestra cémo a medida que el pardmetro s crece, la grafica de la funcién
L1 (T) también crece hasta llegar a ser tangente con la gréfica de la funcién Lgs(T), en ese
momento se tienen tres intersecciones, la correspondiente a la solucién trivial y una doble
diferente de cero que ocurre en el punto de tangencia.

iii) La figura 2.6 muestra la posicién final de ambas graficas, en ésta, ambos pardmetros s y
d toman el valor dado en la tabla 2 correspondiente al paciente 1. En esta figura se puede ver
que las graficas de ambas funciones se intersectan en tres puntos diferentes, la solucién trivial
y dos diferentes de cero.

Conclusién

El comportamiento de las graficas de las funciones Lgi(T") y Lgo(T) mostrado en las figuras
2.4a2.6 y el nimero de intersecciones que puede presentarse entre ellas en el primer cuadrante,
depende del valor que tome el parametro s. Ambas curvas pueden intersectarse en uno, dos o
tres puntos.

LL(T),L2(T)
35x108

[ L2
3.0x 108 |

25x10° r

2.0x10°

1.5x 108
1.0x 105}

500000
L1

0 2x 108 4x108 6x108  8x10° 1x10°

Figura 2.4: Comportamiento de las gréficas de las funciones Lg1(T) y Lga(T), con d = 5,42923 y s = 0, para este valor del
parametro s solamente existe la interseccién correspondiente a la trivial.
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LA(T),L2(T)
35x10°

3.0x 108 F

25x10° r

20x10° }

15x10° f
1.0x10° f

500000

S S RS S S B SRR [ B T
0 2x 108 4x108 6x10° 8x10° 1x10°

Figura 2.5: Comportamiento de las graficas de las funciones Lg1(T) y Lg2(T), con d = 5,42923 y s = 2,994185 % 10~%, para

este valor del pardmetro s existen tres intersecciones, una correspondiente a la trivial y otra doble en el punto de tangencia.

LL(T),L2(T)

5% 107 [
4x107 [ L1
3% 107 f
2% 107 f
1x 107 |
t L2
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L T
0 2x 108  4x108 6x108 8x 108 1x10°

Figura 2.6: Comportamiento de las graficas de las funciones Lg1(T) y Lg2(T), con d = 5,42923 y s = 8,39 * 102, ambos
pardmetros toman el valor proporcionado en la tabla 2 correspondiente al paciente 1. El niimero de intersecciones para este caso
son tres, la trivial y dos diferentes de cero.

2.12. Derivadas parciales de la funcién Lg(s,d)

A continuacién, se determinardn las derivadas parciales de la funcién Lgs(s,d), respecto a
a cada uno de los parametros s y d, con el proposito de ver el comportamiento de la grafica de
la funcién.

2.12.1. Primera y segunda derivada parcial de la funcién Lg(s,d)
con respecto al parametro s

La primera y segunda derivada parcial de la funcién Lg; (s, d) con respecto al parametro s
8LE1(s,d) 82LE1(8,CZ)

) as 0s?
las expresiones de ambas derivadas:

son denotadas como , respectivamente. A continuacién se muestran

OLgi(s,d) T C(h+T)—(1-T)a(T) T [GyT) )
9s 2 \s[(1—d—T)a(l)—cC(h+T1?)] 25 \| Gi(T) (zazii)
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La expresion del lado derecho de la ecuacion (zzzii), siempre es positiva estricta. Por lo
tanto, la grafica de Lg;(s) crece conforme el pardmetro s recorre todo el intervalo (0, 0.0839],
para T € [0,1).

0s2 4

Lpi(s,d) T C(h+T—(1-T)a(T) T [GyT)
S(1—d=T) a(T) —cC (h+T?)] 452 \| Gi(T)

La expresién del lado derecho de la ecuacién (zzziii) siempre es negativa estricta. Por lo
tanto, la grafica de la funciéon Lgi(s) es céncava en una vecindad cerca del origen y para
T €10,1).

2.12.2. Primera y segunda derivada parcial de la funcién Lgi(s,d)
con respecto al parametro d

La primera y segunda derivada parcial de la funciéon Lgi(s,d) con respecto al parametro d
8LE1(5,d) 82LE1(S,d)
YT o

son denotadas como , respectivamente. A continuaciéon se muestran

las expresiones de ambas derivadas:

8LE1(8,d):Ta(T)\/ S[cC(h+T%—(1-T) o(T)] _ Ta(l) [Gy(T)
od 2 [(1—d—T) a(T) —cC (h+ T2}  2G(T) \| Gi(T)’

La expresién del lado derecho de la ecuacién (zzziv) siempre es negativa estricta. Por lo
tanto, la grafica de L (d) decrece conforme el pardmetro d recorre todo el intervalo [0, 5.42923],
para T € (0,1).

(xzzv)

la expresion del lado derecho de la ecuacién (zzzv) siempre es positiva estricta. Por lo tanto,
la grafica de la funcién Lg(d) es convexa para T € [0, 1).
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En la siguiente subseccién se daran las condiciones en los parametros o en las funciones, o
en ambos para que existan las intersecciones de las graficas presentadas en las figuras 2.4 a 2.6

2.12.3. Existencia y nimero de intersecciones entre las graficas de
las funciones Lp1(T) y Lgo(T)

El niimero de intersecciones, corresponde a igual nimero de puntos de equilibrio o soluciones
constantes del sistema dado por las ecuaciones diferenciales ([1.12))-(|1.15]) y la existencia de estos,
depende de los valores de los parametros s y d.

De acuerdo al comportamiento de las graficas de las funciones Lgi(T) y Lp2(T) dado en
las figuras 2.4 a 2.6, el nimero de intersecciones entre ambas graficas puede variar desde una
hasta tres; tales intersecciones se pueden presentar de cuatro formas diferentes, a continuacién
se describe cada una de las formas.

Existencia de una tunica intersecciéon entre las gréaficas de las funciones Lg(T) y
Lo (T)

La existencia de un tnico punto de interseccién entre las graficas de las funciones Ly (T) y
Lo(T) se presenta para valores del pardmetro s € [0, s*), siendo s el valor correspondiente al
punto donde las dos curvas son tangentes, es decir, el valor donde existe una interseccién doble,
ver figura 2.4

El punto de equilibrio para un estado libre de enfermedad, es decir, cuando no existe tumor,
corresponde al valor de T = 0, y se obtiene sustituyendo este valor en las ecuaciones (2.8)) y
(2.9), respectivamente, obteniendo el valor correspondiente a las otras dos variables de estado,

Ng — vy Lg = 0. Este punto es conocido como punto trivial y sus coordenadas son

~Bf
1

(0, 57 0).

Existencia de dos puntos de equilibrio entre las graficas de las funciones Lg(T) y
Lo (T)

La existencia de dos puntos de equilibrio entre las graficas de las funciones L1 (T") y Lg2(T),
uno para Tg = 0 y otro para Tg # 0 (ver figura 2.5), el primero de ellos ya se describié en el
parrafo anterior, la condicién para que exista un punto diferente del trivial, se alcanza cuando
el pardmetro s se incrementa hasta tomar el valor de s*. Para este valor de s ambas funciones
y su respectiva primera derivada deben cumplir las condiciones siguientes:

a) Lp1(T)=Lgs(T), para T € [0,1)
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y

b) LIE1<T):L,E‘2(T)7 para T € [071)

Por la cantidad de parametros (16) y dada la complejidad de las dos ecuaciones que resultan
al hacer cumplir las dos condiciones anteriores, el valor de s* se determiné numéricamente. El
valor de s donde las dos curvas son tangentes es aproximadamente s*=2.99418566123611 % 10~*
y el correspondiente a T', es T = 6.38997055 * 108.

Existencia de tres intersecciones entre las graficas de las funciones Lg(T)y Lg2(T)

La existencia de tres puntos de equilibrio entre las graficas de las funciones Lg(T) y Lg2(T),
uno en Ty = 0 y dos més para Tg # 0 (ver figura 2.6), este caso se presentan para valores del
pardmetro s > s, es decir, s € (2.99418566123611 % 10~*, 8.39 * 1072]. Hay que mencionar,
que aunque el parametro s toma el valor maximo de su intervalo, ain se sigue cumpliendo la
condicién dada por la ecuacién (zzviii), es decir:

72(0) > L5 (0).

Caso particular de la existencia de tres intersecciones entre las graficas de las
funciones Ly (T) y Lg2(T)

Este caso al igual que el anterior considera la existencia de tres puntos de equilibrio entre las
graficas de las funciones Ly (T") y Lga(T'), a diferencia de aquel, en este existe una interseccion
doble en T = 0 y otro para Tg # 0, esto se presenta cuando ambas funciones y sus respectivas
derivadas cumplen simultdneamente las condiciones siguientes:

a) LEl(O) = LEQ(O)
y

b) L/EI(O) = Lbz(o)-

La condicién dada por el inciso (a) es que ambas funciones valen cero para todo valor de
los pardmetros s y d. La condicién dada por el inciso (), se cumple igualando las expresiones
dadas por las ecuaciones (zzvi) y (zzvii).

(xxzvi)

Vs cC—f  Clri+rf)
bo \/f(l—d)—cC_ bomf
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En la siguiente subseccion se determinard la condiciéon que cumplen los parametros s y d,
de forma que se cumpla la condicién dada por el inciso (b).

2.12.4. Condicion en los parametros s y d para que se presente una
interseccion doble en el origen

Resolviendo la ecuacién (zzzvi), ya sea para s o para d, se obtienen expresiones que nos
9 J
proporcionan el valor de cada parametro donde el punto trivial es un punto de equilibrio doble.

¢ ook * %k .
El valor para cada uno de los pardmetros se denota como s y d , respectivamente.

o 02(T71rL;1-f72“2f)2 (f(lc_cdz; CO) (xxzvii)
Yy

Los valores numéricos correspondientes a cada parametro dados por las ecuaciones (zzzvii)
y (zzzviii) son:

s**=1786.77 y d"*=5.42923.

Igualando las ecuaciones y (2-13), y resolviendo para T con s = s =1786.77, o bien
utilizando d = d™ =5.42923, se obtiene el valor numérico correspondiente a T™*, donde T™*
es el valor correspondiente a T donde las gréficas de las funciones se interceptan en el punto
diferente al trivial.

T* = 1.58368 * 107.

En la siguiente seccién, se construird la matriz Jacobiana para el sistema de ecuaciones

diferenciales dado por las ecuaciones (|1.12)) a , el objetivo esencial de la construccién de
la matriz es, analizar el tipo de estabilidad de los puntos de equilibrio.
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2.13. Analisis cualitativo de los puntos de equilibrio

Como ya se menciond, el propésito de la construccion de la matriz Jacobiana es, analizar la
estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales y determinar de
acuerdo al signo de sus valores propios si, los puntos de equilibrio son estables (tipo a tractor
o sumidero) o inestables (tipo repulsor o fuente).

No olvidar que el objetivo es analizar el comportamiento de los puntos de equilibrio no
triviales, claro sin dejar de ver que sucede con la estabilidad del punto trivial. Dada la cantidad
de parametros existentes en el sistema de ecuaciones diferenciales, el andlisis se llevara a cabo
de forma numérica pero en lo posible trataremos de encontrar condiciones en los parametros
de forma analitica.

2.13.1. Definicién de la matriz Jacobiana

La matriz Jacobiana, del sistema de ecuaciones diferenciales, es definida como J(T'(¢), N (), L(t)),
y estd dada por la expresion siguiente:

afl(T>N7L) 8f1(T7NaL) afl(TaN7L)

ar ON oL
JIN. 1) = | 2RTNLD) ORI N.L)  If(T,N, L) (2.19)
oT ON oL
Ofs(T,N,L) Ofs(T,N,L) 0Ofs(T,N,L)
ar ON oL
Donde:
dTL?
o gNT? B
BTN, L) = C = fN 4 == = pNT. (2.21)
Jd*T? L
f3(T,N,L) = —mL — qTL + (ryN + r,C)T —uNL* + (2.22)

k(sT? + L2)? + T2 LY

Después de calcular las derivadas parciales de cada una de las funciones f;(T, N, L) para
i=1,2,3; con respecto a cada una de las variables de estado y sustituyendo en la ecuacién (2.19)),
la matriz Jacobiana J(T'(t), N(t), L(t)) toma la forma siguiente:
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dL?(sT? — L?) 2dsT3L

1—¢cN =2T —cT -
¢ + (L2 + sT2)2 ¢ (L2 + sT2)2
J= 2ghNT gT? . (2.23)
Gyree PN ST 0
A rT — L*u B

Donde:

2jkd?LST(L* — $*T*)
(d2L4T2 + k(LZ + ST2)2 )2

A= nrN+r,C—qL+

GAPLAT? (d2LAT? + k(L? + sT?)(5sT2 + L?) )
(RLAT? + k(L? + sT?)2 )2 '

B= —m—qT —2uLN +

2.13.2. Valor de la matriz Jacobiana en el punto trivial

Teniendo en cuenta la definicién de la ecuacién (i), la matriz Jacobiana en el punto trivial

0 0) es.

L
76f7

1— 37 0 0
J(o,ﬁif,()) = —ﬁﬁf -/ 0
% + %2 0 -m
Y sus valores propios son:
AN=1—— M=—f vy ds=-m
Bf
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2.13.3. Estabilidad del punto de equilibrio trivial o punto libre de
enfermedad

La estabilidad o inestabilidad de un punto de equilibro esta determinada por el signo de los
valores propios de la matriz Jacobiana.

Un punto de equilibrio es estable si y solo si todos los valores propios de la matriz Jacobiana
tienen parte real negativa.

Para este modelo, el punto libre de enfermedad, es decir, cuando no existe tumor, en la
matriz Jacobiana dos de los tres valores propios son estrictamente negativos. Por lo tanto, éste
punto de equilibrio sera un punto atractor o estable,

si y solo si, A <0,

es decir, siempre que

c>pf

De lo contrario, serd un punto repulsor o inestable.

En la proxima seccidn, se construird y analizara el diagrama de bifurcacién para cada uno
de los parametros s y d, y para varios puntos de equilibrio de la variable de estado T'.

De igual forma, se construiran las curvas solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
para diferentes condiciones iniciales dadas.

2.14. Diagramas de bifurcacion del sistema de ecuacio-
nes diferenciales

Como ya se determiné con anterioridad, los parametros s y d permiten que las graficas de
las funciones L1 (T') y Lp2(T) se intersecten en uno y hasta en tres puntos diferentes, dando
lugar a igual nimero de puntos de equilibrio, esto se presenta, cuando uno de ellos se fija y el
otro se hace variar. Al conjunto de todos estos puntos graficados en el plano s — T o en el plano
d — T, se conoce como diagrama de bifurcacién.

Por lo tanto, existen dos diagramas de bifurcacién, uno por cada parametro. Este diagrama
muestra como van cambiando los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales a
medida que uno de los parametro cambia de valor.
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2.14.1. Diagrama de bifurcaciéon del parametro s contra T

Se comenzara por mostrar el comportamiento del diagrama de bifurcacién del parametro s
contra T, cuando s € [2.99418566123611 * 1074, 8.39 % 1072] y T € [0, 9.80392 % 108).

Descripcién de los intervalos tanto del parametro s como el de la funciéon T'

i) El valor numérico del limite inferior del intervalo del parametro s, corresponde al valor
donde la grafica de la funcién Lg; (7)) es tangente a la gréfica de la funcién Ly (T) por la parte
inferior y el valor del limite superior, corresponde al valor del paciente 1, tomado de la tabla 2.

ii) El valor numérico del limite inferior del intervalo de la variable de estado T' corresponde
al valor libre de enfermedad, es decir, cuando no existe tumor y el valor del limite superior,
corresponde al valor de la maxima capacidad del tumor dado por 7" = 1/b.

En las figuras 2.7 a 2.9 se muestra el diagrama de bifurcacién del pardmetro s para diferentes
valores de equilibro de la variable de estado T

La figura 2.7 muestra cémo después de que ocurre la interseccién entre ambas curvas en el
punto de tangencia (interseccién doble), inmediatamente después, los valores de los puntos de
equilibrio no triviales se van separando uno del otro cada vez mas a medida que el valor del
parametro s crece, uno de ellos se aproxima al punto la maxima capacidad del tumor dado por
T =1/by el otro hacia el valor de T" = 0.

En la figura 2.9 se observa con claridad el intervalo de valores del parametro s para el cual
solo existe la solucion trivial entre ambas curvas. Esta caracteristica no se aprecia en las gréaficas
de las figuras 2.7 y 2.8

-
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Figura 2.7 En este diagrama, se aprecia como los dos puntos de equilibrio no triviales se van separando conforme el pardmetro
s recorre el intervalo [2,8641856612 * 10~4, 8,39 * 1072] y T € [0, 9,80392 % 108). Este diagrama fue generado con 2000 puntos.
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Figura 2.8: En este diagrama, los puntos de la gréfica 2.7 son interpolados mediante un spline de grado 2 y en escala semi-Log,
esto hace que la grifica se vea como si fuera una curva continua.
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Figura 2.9: Este tltimo diagrama es igual que el mostrado en la figura 2.8 la tnica diferencia con aquel es que en este se hace
un cambio de escala con la finalidad de mostrar que la curva no intersecta al eje vertical, como lo muestran las figuras 2.7 y 2.8.
Asf mismo, se muestra la rama estable (linea continua) e inestable (linea a trazos) de la curva.

Lo que se puede apreciar con claridad en la figura 2.9 es que ambas ramas de la curva del
diagrama de bifurcacién comienzan a dividirse en el punto donde ocurre la interseccion doble. Es
decir, el punto donde las gréficas de las funciones Lgy(T) y Lg2(T) son tangentes. El valor del
parametro s donde ocurre el punto de tangencias es aproximadamente s = 2.9941856612 % 10™4,
y a medida que el valor del parametro s crece las dos ramas de la curva se separan cada vez
mas.

La rama inferior (linea discontinua) de la curva esté constituida por un conjunto de puntos
inestables, y la rama superior (linea continua) al igual que el eje horizontal estén formados por
un conjunto de puntos estables. De lo antes definido diremos de manera general que las ramas
superior e inferior de la grafica del diagrama de bifurcaciéon se comportan de forma estable e
inestable, respectivamente.

El comportamiento de cada una de las ramas de la curva del diagrama de bifurcacién es el
que se describe a continuacion.

La rama inferior de la gréfica decrece hasta que en algiin valor del pardmetro s intersecta al

eje horizontal, es decir, el valor de la funcién T tiende hacia el valor cero, de hecho la interseccién
de la grafica con el eje horizontal ocurre en aproximadamente s = 1786.77.
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La rama superior de la grafica tiende hacia el valor de saturacion, es decir, el valor de la
funcién T se aproxima al valor de la maxima capacidad del tumor, el valor de maxima capacidad
del tumor es aproximadamente T = 9.80392156 * 10® células.

2.14.2. Diagrama de bifurcacion del parametro d contra T’

A continuacion, se construird y describira el diagrama de bifurcacion correspondiente al
pardmetro d, para diferentes valores de éste en el intervalo [0, 5.42923] y de la funcién T €
[0, 9.80392 % 108).

Descripcién de los intervalos tanto del parametro d como de la funciéon T

i) El valor numérico correspondiente al limite inferior del intervalo del pardametro d es
donde las graficas de las funciones Lg(T') y Lga2(T) se intersectan en el punto trivial y en dos
mas diferentes de cero. El valor del limite superior corresponde al valor adimensionalizado del
pardmetro y es el valor minimo para el cual la gréfica de la funcién L (T") vale cero.

ii) El valor numérico del limite inferior del intervalo de la variable de estado 1" corresponde
al valor libre de enfermedad, es decir, cuando no existe tumor y el valor del limite superior,
corresponde al valor de la maxima capacidad del tumor dado por T'=1/b.

En las figuras 2.10 y 2.11 se muestra el diagrama de bifurcacion del parametro d para
diferentes valores de equilibro de la variable T

La figura 2.10 izquierda muestra el conjunto de puntos de equilibrio determinados para
diferentes valores del parametro d. En figura 2.10 derecha, los puntos de la figura 2.10 izquierda
fueron interpolados con un spline de grado dos; esto hace ver a la grafica de la curva del diagrama
de bifurcacién de forma continua.

La figura 2.11 muestra como a medida que el valor del pardmetro d crece las dos ramas de
la curva del diagrama de bifurcacién se aproximan cada vez mas, hasta que coinciden. La rama
inferior (linea discontinua) de la curva esté constituida por un conjunto de puntos inestables, y
la rama superior (linea continua) al igual que el eje horizontal estén formados por un conjunto
de puntos estables. De lo antes definido diremos de manera general que las ramas superior e
inferior de la grafica del diagrama de bifurcacién se comportan de forma estable e inestable
respectivamente.

A continuacién, se describe el comportamiento de cada una de las ramas de la curva del
diagrama de bifurcacion.

La rama inferior de la grafica tiende a separarse del eje horizontal conforme crece el valor
del pardametro d, y al mismo tiempo el valor de la funcién T' comienza a crecer desde su valor
cero hasta alcanzar el valor correspondiente al punto donde las graficas de las funciones Ly (T)
y Lga(T') son tangentes.
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Por el contrario, la rama superior de la gréfica comienza en el valor de 7' = 1/b, es decir,
en el valor de saturacién del tumor y va decreciendo hasta el punto donde las graficas de las
funciones Lg(T) y Lgo(T) son tangentes.

T gT
1x10° e oo 1x10
0000000, , e
8x 108 T . 8x 108
..‘
6x 108 [ . ° 6x 108
..
4x108 o ® 4% 108
..
2% 108 - 00’ 2% 108
L]
K
? I I I d d
1 2 4 5

Figura 2.10: izq. En este diagrama se puede ver como los dos puntos diferentes de cero se van aproximando conforme el
pardmetro d recorre el intervalo [0, 5.42923] y T € [0, 9.80392 % 108); der. En esta grafica los puntos de la figura izquierda se han
interpolado con un spline-2, lo que nos permite ver la grafica de forma continua.
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Figura 2.11: Enesta grafica se muestra como las dos ramas de la curva del diagrama de bifurcacién se van aproximando hasta
el punto donde se juntan (punto correspondiente al punto de tangencia de las graficas de las funciones Lg1(T) y Lg2(T)), a medida
que el pardmetro d crece. As{ mismo, se muestran las ramas estable (linea continua) e inestable (linea a trazos) de la curva.

Se puede concluir de sendos diagramas de bifurcacién lo siguiente:

1) en ambos diagramas se observa que existe un intervalo de valores, tanto del pardmetro s
como del pardmetro d, para el cual las graficas de las funciones Lgi(T') y Lgo(T) se intersectan

solamente en el origen.

2) los puntos que forman la rama superior de ambos diagramas son estables, mientras que
los correspondientes a la rama inferior son inestables.

3) las dos ramas de la curva del diagrama de bifurcacién convergen en un mismo valor de
T, para un cierto valor del parametro s o del parametro d, segtin sea el caso.
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4) la rama inferior de la curva de ambos diagramas de bifurcacién se comportan de for-
ma diferente, la correspondiente al diagrama de bifurcacion del parametro s intersecta el eje
horizontal a medida que el valor de éste parametro crece, mientras que, para el diagrama de
bifurcacion del parametro d ésta se aleja del eje horizontal conforme éste pardametro recorre el
intervalo [0, 5.42923].

5) la rama superior de la curva de ambos diagramas de bifurcacién se comportan también
de forma diferente, la rama correspondiente al diagrama de bifurcacion del pardametro s tien-
de al valor de saturacién conforme éste parametro crece, mientras que, para el diagrama de
bifurcacion del parametro d tiende al valor correspondiente al punto donde las graficas de las
funciones Lz (T) v Lg2(T') son tangentes.

2.14.3. Curva solucion del sistema de EDO’s y curvas de T,N y L
contra t, para el diagrama de bifurcacion de s-T

Las graficas de las figuras 2.12 a 2.21 muestran la curva solucién en 3D del sistema de
ecuaciones diferenciales para cuatro condiciones iniciales diferentes, asi como también las curvas
correspondientes a las poblaciones de las células del tumor T, de las células asesinas NK y de
los linfocitos CD8TT'. Las gréficas de las curvas de las poblaciones de T, NK y CD8"T son

contra el tiempo t.

La figura 2.12, muestra los puntos donde se localizan la condicién inicial (CI), el punto de
equilibrio trivial (PT) y los puntos de equilibrio estable (PE) e inestable (PI). Las dos curvas
solucion, corresponden a igual niimero de condiciones iniciales dadas en el sistema de ecuaciones
diferenciales.

Observe que la curva solucién que inicia en una (CI) dada por debajo de la rama inestable
tiende al punto de equilibrio trivial (PT), mientras que para una (CI) dada por encima de
la misma rama, la curva solucién tiende al punto de equilibrio (PE) localizado sobre la rama
superior del diagrama de bifurcacion s-T.
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Figura 2.12: Curvas solucién en 3D del sistema de EDO’s para dos condiciones iniciales dadas, una con valor numérico por debajo
del PI y la otra para un valor por encima de este, CI=(3.2163517532037534 * 106, 118.2398804540471, 2.8434944186984645 x 10°) y

CI=(3.2163517532037534 % 108, 118,2398804540471, 2,8434944186984645 x 10%), respectivamente, para el P1=(3.2163534935774874 *
107,118.21140705401777, 2.84349592557502 * 106) localizado sobre la rama inferior de la curva del diagrama de bifurcacién.

Figura 2.13: la grafica de la izquierda muestra el comportamiento de la curva de la poblacion
de las células del tumor contra el tiempo, a medida que transcurre el tiempo éste tipo de células
tiende a cero; la grafica de la derecha muestra el comportamiento de la curva de la poblacion de
las células NK y conforme transcurre el tiempo la cantidad de éste tipo de células N K tiene

a un cierto valor.

Figura 2.14: la grafica de la izquierda muestra el comportamiento de la curva de la poblacién
de las células CD8'T, a medida que transcurre el tiempo la cantidad de las células CD8TT
tiende hacia cero; la grafica del lado derecho muestra al mismo tiempo las curvas de las tres
poblaciones, en esta misma grafica se ve cémo la cantidad de células NK tiende a un valor

constante, mientras las cantidades correspondientes a las células Ty C'D8"T tiende a cero.

Ambas figuras 2.13 y 2.14 son generadas por una (CI) dada por debajo de la rama inestable
del diagrama de bifurcacion.

En la figura 2.14 derecha se observa que, aproximadamente a partir del dia cinco la cantidad
de células del tumor ha desaparecido, a partir del dia diez la cantidad de células C'D8TT
desaparece, mientras que, aproximadamente para el dia diez la cantidad de las células N K
también se estabiliza en un cierto valor. De todos estos resultados observados se puede concluir
que el sistema inmune del paciente es capaz de erradicar al tumor.
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Figura 2.13: izq. Poblacién de las células del tumor, T(0) = 3.2163517532037534 % 106, der. Poblacién de las células
NK,N(0) = 118.2398804540471; ¢ € [0, 200]
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Figura 2.14: izq. Poblacién de las células CDS8TT, L(0) = 2.8434944186984645 % 10%; ¢ € [0,200]; der. las tres poblaciones
en un mismo plano contra el tiempo ¢.

Figura 2.15: la grafica izquierda muestra el comportamiento de la curva de la poblacién de
las células del tumor, a medida que transcurre el tiempo la cantidad de éste tipo de células
crece y tiende a un (PE) localizado sobre la rama superior estable del diagrama de bifurcacién;
por otra parte la grafica derecha muestra de igual forma el comportamiento de la curva de la
poblacién de las células N K, este tipo de células conforme transcurre el tiempo, también tiende
a un valor fijo.

Figura 2.16: la grafica de la izquierda muestra el comportamiento de la curva de la poblacién
de las células CD8TT. Asi mismo, se puede observar que a medida que transcurre el tiempo
la cantidad de células CD8TT crece y posteriormente tiende a cero. La grafica de la derecha
muestra al mismo tiempo las curvas de las tres poblaciones. En esta misma grafica se aprecia
cémo la cantidad de células NK tiene a un cierto valor y las células CD8'T tiende a cero,
mientras la cantidad de células del tumor alcanza un valor grande sobre la rama estable del
diagrama de bifurcacién.

Ambas figuras 2.15 y 2.16 corresponden a una (CI) dada por encima de la rama inestable
del diagrama de bifurcacion.
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En la figura 2.16 derecha se observa que, aproximadamente a partir del dia diez la cantidad
de células del tumor se estabiliza en un valor grande, mientras que para el mismo periodo las
cantidades de las células CD8TT y NK también se estabilizan, pero lo hacen para un valor
muy por debajo del correspondiente al de las células del tumor. Por lo tanto, se puede concluir,
que el sistema inmune del paciente no es capaz de controlar el tamano del tumor ni mucho
menos de erradicarlo y por consecuencia el paciente muere.
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Figura 2.15: izq.. Poblacién de las células del tumor, T(0) = 3.2163517532037534  108; der. Poblacién de las células NK,
N(0) = 118.2398804540471; t € [0, 200].
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Figura 2.16: izq. Poblacién de las células CD8TT, L(0) = 2.8434944186984645 x 10%; ¢ € [0,200]; der. las tres poblaciones
en un mismo plano contra el tiempo t.

La figura 2.17 muestra dos curvas solucion del sistema de ecuaciones diferenciales. Una de
ellas corresponde a una condicién inicial (CI) dada por debajo de la rama estable del diagrama
de bifurcacion s-T y la otra a una condicién inicial dada por arriba de la misma. También,
muestra la localizacién del punto trivial (PT), la condicién (CI), asi como los puntos estable
(PE) e inestable (PI).
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Figura 2.17: Curvas solucién en 3D del sistema de EDO’s para dos condiciones iniciales dadas, una con valor numérico por
debajo del PE y la otra para un valor por encima de este, CI=(9.791325034942731 * 107, 3.882242719690402, 2.860540452949336 *

10%) y CT=(9.791325034942731 % 10°, 3.882242719690402, 2.860540452949336 + 106), respectivamente, con PE=(9.791325034942731 %
108, 3.882242719690402, 2.860540452949336 * 106) localizado sobre la rama superior de la curva del diagrama de bifurcacién.

Figura 2.18: la gréfica de la izquierda muestra como a medida que transcurre el tiempo la
poblacién de las células del tumor crece y después tiende al punto de equilibrio estable localizado
sobre la rama superior del diagrama de bifurcacion s-T. La gréafica de la derecha muestra como
al inicio la poblacion de las células asesinas VK crece hasta un cierto valor, después decrece y
posteriormente se estabiliza en un valor constante conforme transcurre el tiempo.

Figura 2.19: la gréafica de la izquierda muestra el comportamiento de la poblacién de los
linfocitos C'D8"T, la cual crece conforme transcurre el tiempo, posteriormente se estabiliza y
finalmente tiende a cero. La grafica de la derecha muestra las curvas de las tres poblaciones

contra el tiempo.

Ambas figuras 2.18 y 2.19 corresponden a una (CI) dada por debajo de la rama estable del

diagrama de bifurcacién s-T.
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Figura 2.18: izq. Poblacién de las células del tumor, T'(0) = 9.791325034942731%107; der. Poblacién de las células NK,N(0) =
3.882242719690402; t € [0, 200].
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Figura 2.19: izq. Poblacién de las células CD8*T, L(0) = 2.860540452949336 * 10%; ¢ € [0,200]; der. las tres poblaciones

en un mismo plano contra el tiempo t.

En la figura 2.16 de la derecha se observa que las cantidades de las células NK y de las
células C'D8™T se estabilizan en un valor constante a medida que transcurre el tiempo, mientras
que la poblacion de las células del tumor alcanza un valor sobre la rama estable del diagrama de

bifurcacion. De acuerdo al comportamiento de éstas graficas, se concluye que el sistema inmune
del paciente no es capaz de erradicar el tumor y a la postre el paciente ha de morir.

Figura 2.20: la gréafica de la izquierda muestra que a medida que transcurre el tiempo la
poblacién de las células del tumor crece y después tiende al punto de equilibrio estable localizado
sobre la rama superior del diagrama de bifurcacion s-T. La gréafica de la derecha muestra que
al inicio la poblacion de las células asesinas N K decrece hasta un cierto valor, después crece y
posteriormente se estabiliza en un valor constante conforme transcurre el tiempo.

Figura 2.21: la grafica de la izquierda muestra como a medida que transcurre el tiempo la
poblacion de las células CD8T crece hasta un cierto valor, posteriormente decrece hasta cero.

La grafica de la derecha muestra las curvas de las tres poblaciones contra el tiempo.

Ambas figuras 2.20 y 2.21 corresponden a una condicién inicial (CI) dada por arriba de la

curva estable del diagrama de bifurcacion s-T.
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Figura 2.20: izq. Poblacién de las células del tumor, T'(0) = 9.791325034942731%10%; der. Poblacién de las células NK,N(0) =
3.882242719690402; t € [0, 200].
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Figura 2.21: izq. Poblacién de las células CD8*T, L(0) = 2.860540452949336 * 10%; ¢ € [0,200]; der. las tres poblaciones
en un mismo plano contra el tiempo t.

En la figura 2.20 derecha se aprecia que aproximadamente a partir del dia ocho la poblacion
de las células N K se estabiliza, mientras en la figura 2.21 izquierda se observa que la poblacién
de las células C'D8'T es cero aproximadamente para el dia ocho, mientras que en la figura 2.20
izquierda la poblacién de las células del tumor al principio decrece, pero a partir del dia ocho
se mantiene en un valor constante mayor a los valores correspondientes que alcanzan las otras
dos poblaciones.

Se concluye que, de acuerdo a los comportamientos de éstas graficas, el sistema inmune del
paciente no es capaz de erradicar el tumor y a la postre el paciente ha de morir.

2.14.4. Curva solucion del sistema de EDQO’s y curvas de TN y L
contra t, para el diagrama de bifurcacién d — T

Las graficas de las figuras 2.22 a 2.31 muestran la curva solucién en 3D del sistema de
ecuaciones diferenciales para cuatro condiciones iniciales diferentes, asi como también las curvas
correspondientes a las poblaciones de las células del tumor 7', de las células asesinas NK y de
los linfocitos C'D8'T, estas tres ltimas curvas se grafican contra el tiempo ¢.

La figura 2.22, muestra los puntos donde se localiza la condicién inicial (CI), el punto de
equilibrio trivial (PT) y los puntos de equilibrio estable (PE) e inestable (PI) dentro de la
curva solucién. Las dos curvas solucion corresponden a igual niimero de condiciones iniciales
del sistema de ecuaciones diferenciales.

Observe que la curva solucién que inicia en una (CI) dada por debajo de la rama inestable,
tiende al punto de equilibrio trivial (PT), mientras que para una (CI) dada por encima de la
misma rama, la curva solucién tiende al punto de equilibrio estable (PE) localizado sobre la
rama superior del diagrama de bifurcacién d-T.
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Figura 2.22: Curvas solucién en 3D del sistema de EDO’s para dos condiciones iniciales dadas, una con valor numérico por debajo
del PI y la otra para un valor por encima de este, CI1=(2.4892320678583134 * 106, 152.80007777992085, 2.836125593979629 * 10°)
y CI=(2.4892320678583134 % 108, 152.80007777992085, 2.836125593979629 * 10°), respectivamente, con PT1=(2.4892320678583134 *
107, 152.80007777992085, 2.836125593979629 106), localizado sobre la rama inferior del diagrama de bifurcacién.

Figura 2.23: la gréafica izquierda muestra como a medida que transcurre el tiempo la pobla-
cién de las células del tumor decrece paulatinamente a cero; mientras la grafica derecha muestra

que al inicio, la poblacién de las células asesinas NK crece y posteriormente se estabiliza en
un valor constante a medida que transcurre el tiempo.

Figura 2.24: la grafica de la izquierda muestra el comportamiento de la poblacién de los
linfocitos CD8'T, la cual decrece paulatinamente conforme transcurre el tiempo hacia cero.

La grafica derecha de la figura 2.24: muestra las curvas de las tres poblaciones de las células
T, NK y de las CD8'T contra el tiempo.

Ambas figuras 2.23 y 2.24 corresponden a una (CI) dada por debajo de la rama estable del
diagrama de bifurcacién d-T.
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Figura 2.23: izq. Poblacién de las células del tumor, T(0) = 2.4892320678583134 % 10;

der. Poblacién de las células
NK,N(0) = 152.80007777992085; t € [0, 200]
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Figura 2.24: izq. Poblacién de las células CD8FT, L(0) = 2.836125593979629 * 106); ¢ € [0,200]; der. las tres poblaciones

en un mismo plano contra el tiempo ¢.

En la figura 2.24 derecha se observa que aproximadamente después del dia dos, la poblacién
de las células del tumor desaparecen, mientras que a partir del dia seis la poblacion de los

linfocitos C'D8TT también desaparece; por ultimo, la poblacién de las células asesinas NK se
mantiene constante después del dia nueve.

Figura 2.25: la grafica de la izquierda muestra que, a medida que transcurre el tiempo,
la poblacion de las células del tumor crece muy rapido y después se estabiliza; mientras la

grafica de la derecha muestra cémo la poblacion de las células asesinas decrece rapidamente y
posteriormente se mantiene constante.

Figura 2.26: la grafica de la izquierda muestra que a medida que transcurre el tiempo, la
poblacién de los linfocitos CD8'TT crece muy rapido y después se mantiene constante para

finalmente desaparecer; mientras la grafica de la derecha muestra las curvas de los tres tipos de
células T, NK y CDS8'T contra el tiempo t.

Ambas figuras 2.25 y 2.26 corresponden a una (CI) dada por arriba de la rama inestable
del diagrama de bifurcaciéon d-T.
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Figura 2.25: izq. Poblacién de las células del tumor, T(0) = 2.4892320678583134 % 10%;

der. Poblacién de las células
NK,N(0) = 152.80007777992085; t € [0,200].
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Figura 2.26: izq. Poblacién de las células CDS8TT, L(0) = 2.836125593979629 x 10%; der. las tres poblaciones en un mismo

plano contra el tiempo t.

En la figura 2.26 derecha, se observa que la cantidad de las células del tumor crece rapido
y posteriormente se mantiene constante; siempre, la poblacién de estas células es mayor que la
poblacién correspondiente a las células asesinas NK y a los linfocitos CD8T'. Por lo tanto,
para cualquier condicién inicial que se presente por encima de la rama inestable del diagrama de
bifurcacion d-T, el sistema inmune del paciente no sera capaz de controlar, ni mucho menos de
erradicar el tumor; la enfermedad persiste y progresa hasta que finalmente ocasiona la muerte

al paciente.

La figura 2.27 muestra dos curvas solucion al sistema de ecuaciones diferenciales, una corres-
ponde a una condicion inicial dada por debajo de la curva estable del diagrama de bifurcacién

de d-T, y la otra, a una condicién inicial dada por arriba de la misma.

Se Observa que cualquier curva solucién que inicie en una (CI) por debajo o por encima de
la rama estable del diagrama de bifurcaciéon d-T, siempre tiende al punto de equilibrio (PE)

localizado sobre la rama superior del diagrama.

400000

1x10%°

Figura 2.2'7: Curvas solucién en 3D del sistema de EDO’s para dos condiciones iniciales dadas, una con valor numérico por
debajo PE y la otra para un valor por arriba de este, CI=(9.796675812642369 + 10%", 3.8801222710505616, 2.8605406486426103 10%)

y CI=(9.796675812642369 * 109, 3.8801222710505616, 2.8605406486426103 * 10°), respectivamente,con PE=(9.796675812642369 *
10%8, 3.8801222710505616, 2.8605406486426103 * 108) localizado sobre la rama superior del diagrama de bifurcacién.
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Figura 2.28: la grafica de la izquierda muestra como la poblacién de las células del tumor
crece muy rapido, posteriormente se estabiliza en un cierto valor localizado sobre la rama
superior del diagrama de bifurcacion, esto ocurre aproximadamente a partir del dia veinte;
mientras que la grafica de la derecha muestra como la poblaciéon de las células asesinas N K
crece muy rapido, después decrece y posteriormente se mantiene en un valor constante.

Figura 2.29: en la grafica de la izquierda puede verse que la poblacion de los linfocitos
CD8'T es constante y a medida que transcurre el tiempo tiende a desaparecer (esto ocurre
aproximadamente por el dia ochenta). Por otra parte, la grafica de la derecha muestra las curvas
de los tres tipos de células contra el tiempo t.

Ambas figuras 2.28 y 2.29 corresponden a una (CI) dada por debajo de la rama estable del
diagrama de bifurcacién d-T.
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Figura 2.28: izq. Poblacién de las células del tumor, T(0) = 9.796675812642369 % 10+7; der. Poblacién de las células NK,
N(0) = 3.8801222710505616; ¢ € [0,200)
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Figura 2.29: izq. Poblacién de las células CD8T, L(0) = 2.8605406486426103 % 10; ¢ € [0,200]; der. las tres poblaciones
en un mismo plano contra el tiempo t.

En la figura 2.29 derecha se observa que la cantidad de las células del tumor crece rapida-
mente y posteriormente se mantiene constante. Siempre, la poblacién de las células del tumor es
mayor que las poblaciones correspondientes a las células asesinas N K y a los linfocitos CD8%T'.

Por lo tanto, para cualquier condicién inicial que se presente por debajo de la rama estable
del diagrama de bifurcaciéon d-T, el sistema inmune del paciente no es capaz de controlar,
ni mucho menos de erradicar al tumor. Luego la enfermedad persiste y progresa hasta que
finalmente ocasiona la muerte al paciente.
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Figura 2.30, la gréfica de la izquierda muestra cémo la poblacion de las células del tumor
decrece muy rapido, posteriormente se estabiliza en un valor de algin punto localizado sobre
la rama superior estable del diagrama de bifurcacion. En la grafica de la derecha se observa

que la poblacion de las células asesinas N K decrece rapidamente, después se incrementa y por
ultimo se estabiliza en un cierto valor.

Figura 2.31, la grafica de la izquierda muestra como la poblacién de los linfocitos CD8*T
crece, conforme transcurre el tiempo decrece rapidamente y finalmente tiende a desaparecer;

por otra parte, la grafica de la derecha muestra las curvas de los tres tipos de células T, NK y
CDS8*T contra el tiempo t.

Ambas figuras 2.30 y 2.31 corresponden a una condicién inicial (CI) dada por arriba de la
curva estable del diagrama de bifurcacién d-T.
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Figura 2.30: Poblacién de las células del tumor, T'(0) = 9.796675812642369 * 10%; der. Poblacién de las células NK,N(0) =
3.8801222710505616; ¢ € [0, 200].
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Figura 2.31: izq. Poblacién de las células CDS8TT, L(0) = 2.8605406486426103 % 10%; ¢ € [0,200], der. las tres poblaciones
en un mismo plano contra el tiempo ¢.

En la figura 2.31 de la derecha, se observa que atin y cuando la cantidad de las células
del tumor decrece rdapidamente y posteriormente se estabiliza en un cierto valor, dicho valor
siempre es mas grande que el correspondiente al de las células asesinas N K y al de los linfocitos

CD8'T.
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Por lo tanto, para cualquier condicién inicial que se presente por arriba de la rama estable
del diagrama de bifurcacion d-T, el sistema inmune del paciente no es capaz de controlar, ni
mucho menos de erradicar al tumor. Por lo tanto, la enfermedad persiste y progresa sin control
hasta que finalmente ocasiona la muerte al paciente.

2.15. Conclusiones generales del Modelo

Después de haber mostrado los diagramas de bifurcaciéon correspondiente a los parametros
s y d, las graficas en 3D de las curvas solucién del sistema de ecuaciones diferenciales para
ciertas condiciones iniciales dadas, asi como las gréficas que muestran el comportamiento de
los tres tipos de células (del tumor, las asesinas y los linfocitos) con respecto al tiempo. Ahora
se daran las conclusiones de este trabajo.

Este conjunto de conclusiones, seran las que de alguna forma u otra afectan para bien o
para mal el estado de salud del paciente. Recordar que el estado animico y la respuesta del
sistema inmune de un paciente dependen de su estado de salud y mas atin en enfermedades de
este tipo.

Las conclusiones que se enuncian a continuacion estan basadas en los intervalos de los valores
de los parametros s y d. Asi mismo, se especificard para cada uno de los parametros cudl es
el intervalo de valores que garantice al paciente el mejor estado de salud y por consecuencia el
mayor tiempo de vida posible.

2.15.1. Conclusiones respecto del parametro s

Si el valor del parametro s esta relacionado con algtn tipo de tratamiento cuyo objetivo sea
el de estimular o el de incrementar la poblacién de las células del sistema inmune, entonces,
serd posible controlar el tamano del tumor e incluso hasta de erradicarlo.

En la figura 2.9 podemos ver que existen tres intervalos de valores del parametro s, dentro
de los cuales el conjunto de curvas mostradas con anterioridad presentan comportamientos
diferentes. A continuacién se describen las alternativas:

i) Si el pardmetro s toma valores comprendidos entre cero y el extremo de la curva del dia-
grama de bifurcacién, entonces, para cualquier cantidad de células del tumor la curva solucién
tiende hacia el punto de equilibrio trivial (estable), es decir, el tumor decrece conforme trans-
curre el tiempo hasta el valor cero. Luego, el sistema inmune del paciente es capaz de controlar
y de erradicar al tumor.

ii) Cuando s toma valores comprendidos entre el valor correspondiente al extremo de la

curva y el punto donde la rama inferior de la misma toca al eje horizontal, puede presentarse
uno de los casos siguientes:
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a) para una condicién inicial cuyo valor esté por debajo de la rama inferior de la curva, la
curva solucion del sistema de ecuaciones diferenciales tiende hacia el punto de equilibrio trivial
(estable), es decir, el tumor decrece hacia el valor cero a medida que transcurre el tiempo.
Luego, el sistema inmune es capaz de controlar y hasta de erradicar al tumor.

b) si la cantidad de células del tumor es tal que su valor nos lleva a una condicién inicial por
encima de dicha rama, la curva solucién del sistema de ecuaciones diferenciales tiende hacia el
punto de equilibrio estable localizado sobre la rama superior de la curva. Por lo tanto, el tumor
crecera hasta su tamafio méaximo y el sistema inmune no serd capaz de controlar al tumor y
finalmente el paciente muere.

iii) si s toma valores mayores al punto correspondiente donde la rama inferior de la curva del
diagrama de bifurcacion intersecta al eje horizontal, entonces, para cualquier condicion inicial
no trivial la curva solucion tiende hacia el punto de equilibrio estable localizado sobre la rama
superior, luego, ningin tipo de tratamiento podra controlar el crecimiento del tumor y éste a
medida que transcurre el tiempo, alcanzara su tamano maximo. El periodo de vida del paciente
ahora depende de las condiciones del sistema inmune y en general de su estado fisico, aunque
a la postre el paciente muere.

La mejor recomendacion respecto del parametro s serd que tome valores menores o iquales
al valor del extremo de la curva del diagrama de bifurcacion. Luego, se puede afirmar que para
éste intervalo de valores del parametro s y con la cantidad de células asesinas N K que exista en
el torrente sanguineo y con la produccion de linfocitos CD8TT que el sistema inmune sea capaz
de producir y sin importar que cantidad de células del tumor este presente, el sistema inmune
del paciente siempre es capaz de controlar e inclusive de erradicar por completo al tumor y por
consecuencia el paciente disfrutard de un mayor tiempo de vida.

2.15.2. Conclusiones respecto del parametro d

Al igual que como se mencioné respecto al pardametro s, si este parametro d esta relacionado
con algun tipo de tratamiento que ayude a estimular o a incrementar la cantidad de células
del sistema inmune del paciente, de manera que el sistema inmune sea capaz de controlar el
tamano del tumor y de ser posible erradicarlo, las conclusiones que se daran a continuacion
respecto de éste pardametro son con el inico propédsito de lograr que el paciente disfrute de un
mayor y mejor tiempo de vida.

En la figura 2.11 correspondiente al diagrama de bifurcacion de este parametro, se observa
que existen dos intervalos de valores en los cuales el conjunto de curvas mostradas con ante-
rioridad presentan comportamientos diferentes, a continuacién se describe cada uno de estos
intervalos:

i) Si el parametro d toma valores comprendidos entre cero y el punto extremo de la curva del
diagrama de bifurcacion y dependiendo de la cantidad de células del tumor que exista, puede
presentarse una de las dos situaciones siguientes:
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a) si el estado de salud del paciente es bueno, entonces, el nivel de células asesinas N K
estard al 100 %; y si la produccién de células CD8'T por parte del sistema inmune es normal
ante la presencia del tumor, entonces, para cualquier cantidad de células del tumor cuyo valor
se encuentre por debajo de la rama inferior de la curva del diagrama de bifurcacion, la curva
solucion del sistema de ecuaciones diferenciales tiende hacia el punto de equilibrio trivial estable,
es decir, la cantidad de células del tumor decrece a cero a medida que transcurre el tiempo y
por lo tanto, el sistema inmune del paciente no solo es capaz de controlar el tamano del tumor
sino hasta de erradicarlo por completo.

b) al igual que en el caso anterior, considerando que el estado de salud del paciente sea
bueno, luego, el nivel de células asesinas NK estard al 100 %; y si la produccion de células
CDS8™T por parte del sistema inmune es normal ante la presencia del tumor, entonces, para
cualquier cantidad de células del tumor cuyo valor se encuentre por encima de la rama inferior de
la curva del diagrama de bifurcacion, la curva solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
tiende hacia el punto de equilibrio estable localizado sobre la rama superior de la curva del
diagrama de bifurcacion, es decir, el tumor crecera hasta alcanzar casi su tamano méaximo. Si
esta situacion se llega a presentar, entonces el sistema inmune del paciente no es capaz, bajo
ningun tipo de tratamiento, de controlar el tamano del tumor y a la postre ocasionara la muerte
al paciente.

ii) Al igual que en el apartado (i), si las condiciones son tales que el estado de salud del
paciente sea bueno y si el parametro d toma valores mayores que el correspondiente al extremo
de la curva del diagrama de bifurcacién, entonces, para cualquier cantidad de células del tumor
la curva solucion del sistema de ecuaciones diferenciales tiende hacia el punto de equilibrio
trivial estable, es decir, el tumor decrece conforme transcurre el tiempo hasta el valor cero.

Por lo tanto, el sistema inmune del paciente es capaz de controlar y hasta de erradicar por
completo al tumor.

La mejor recomendacion respecto del parametro d serd que tome valores mayores o iquales
al valor correspondiente al extremo de la curva del diagrama de bifurcacion. Luego, para éste
intervalo de wvalores del pardmetro d, con la cantidad de células asesinas NK que exista en
la sangre, con la produccién de células CD8YT que el sistema inmune sea capaz de producir
y sin importar la cantidad de células del tumor que exista, el sistema inmune del paciente
sitempre serd capaz de controlar e inclusive hasta de erradicar al tumor. Por lo tanto, el paciente
disfrutard de un mayor tiempo de vida.

Trabajo a futuro para este modelo

Finalmente, como trabajo a futuro para este modelo quedara pendiente.

Analizar el modelo considerando conjuntamente los dos tipos de tratamientos y ver primero,
que tan rapido se restablecen los niveles de las células del sistema inmune y segundo, cual sera la
cantidad maxima de células del tumor que bajo esta situacién el sistema inmune es capaz de

controlar y de erradicar al tumor.

Tratar de construir y de agregar al sistema original de ecuaciones diferenciales del modelo,
una nueva ecuacién que describa un tratamiento por radioterapia.
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