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Agradezco a mis compañeros, colegas y amigos que me acompañaron durante mis
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Capı́tulo 1

Introducción

La industria de servicios financieros tı́picamente se basa en tres enfoques principales
para tomar decisiones de inversión:

El enfoque fundamental que hace uso de principios económicos para formar
portafolios.

El análisis técnico que usa historias de precios y/o volúmenes.

El matemático que está basado en modelos estocásticos.

Mientras que el análisis técnico se concentra en el estudio del comportamiento del
mercado, el enfoque fundamental se orienta al análisis de las fuerzas económicas de
la oferta y la demanda que generan los movimientos del precio a la alza, a la baja o
a la consolidación. El fundamentalista estudia las causas que mueven un mercado, el
analista estudia los efectos. El analista, por supuesto, cree que el efecto es todo lo que
se necesita saber y que las razones o causas no son necesarias para su análisis. El fun-
damentalista siempre tiene que saber el por qué.
El análisis técnico consiste en el estudio del mercado, principalmente mediante el uso
de gráficas, con el objetivo de proyectar tendencias futuras del precio de un activo. El
inversionista que hace uso del análisis técnico para estudiar el mercado debe incluir
dos fuentes de información necesarias: precio y volumen (número de contratos que se
operan en un perı́odo).
El análisis técnico ha sido utilizado por inversionistas profesionales por más de un
siglo, la comunidad académica aún ve sus fundamentos y desempeño con escepticis-
mo, principalmente por la falta de justificaciones teóricas. Recientemente ha habido
una renovación de interés académico en los métodos basados en el análisis técnico.
En forma paralela, en las últimas decadas ha habido un gran interés en la aplicación de
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

modelos estocásticos para el análisis financiero, entre los trabajos más sobresalientes
en este rubro se encuentran Merton (1971), Black y Scholes (1973) y Cox y Rox (1976),
aunque anteriormente, en 1900, Louis Bachelier aplicó un movimiento Browniano para
describir los precios de las acciones. En años recientes los modelos estocásticos y el
cálculo estocástico han sido aplicados a una gran variedad de problemas financieros,
por ejemplo, poner precio a los productos de compañias aseguradoras, valuación de
derivados, entre muchos otros. Las técnicas usadas inicialmente fueron estadı́sticas
(análisis técnico), sin embargo, los cambios recientes, como la introducción creciente
de productos derivados, han hecho necesaria la introducción de un análisis estocásti-
co.
El propósito de este trabajo es comparar el desempeño de técnicas analı́ticas y estrate-
gias de inversión basadas en modelos matemáticos, posiblemente mal calibrados. En
ambos casos, el inversionista intenta predecir un cambio en la deriva del rendimiento
de la acción que ocurre en un tiempo desconocido. Explı́citamente se calcula la utilidad
logarı́tmica esperada del capital del inversionista para la estrategia de inversión basa-
da en un modelo estocástico. Luego nos basamos en experimentos numéricos Monte
Carlo para comparar su desempeño.
Dado que la economı́a no es estacionaria, es imposible especificar y calibrar mode-
los matemáticos que puedan capturar todas las fuentes de variación en un intervalo
de tiempo largo. Además, el desempeño de cualquier estrategia de inversión depen-
derá del modelo utilizado, por lo cual siempre estaremos expuestos a errores en la
estimación de los parámetros involucrados en un modelo matemático propuesto.
Dado que uno de los objetivos de este trabajo será comparar el desempeño de estrate-
gias matemáticas con una técnica analı́tica cuando los parámetros del modelo son mal
estimados, entonces eligiremos un modelo particular en el cual el problema de esti-
mación de parámetros se hace bastante complicado. Por supuesto, de los mercados
financieros reales pueden obtenerse modelos de este tipo, para los cuales la correcta
especificación de los parámetros es complicada, y entonces queremos conocer si en
este caso es recomendable utilizar una técnica analı́tica libre de modelo o seguirá sien-
do recomendable usar una estrategia más robusta basada en un modelo matemático
del cual dificilmente tendremos los parámetros exactos. Aunque independientemente
se han desarrollado y estudiado el análisis técnico y el análisis estocástico de mercados
financieros, en la literatura sólo podemos encontrar comparaciones entre el enfoque
fundamental y el análisis técnico y entre el enfoque y las técnicas estocásticas. Actual-
mente sólo Blanchiet-Scalliet, Diop, Gibson, Talay y Tanré en [2] y [3] hacen este tipo
de comparaciones para el caso de un activo con riesgo. Este trabajo extiende el estudio
en el caso de que un inversionista desee invertir su capital en varios activos con riesgo,
proponiendo la forma de armar el portafolio para las diferentes técnicas de inversión
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

que serán tratadas:

Una estrategia matemática que optimiza la utilidad del modelo propuesto, bajo
el supuesto de que todos los parámetos involucrados son correctos.

Dos técnicas de detección de cambios en el rendimiento medio.

Una técnica analı́tica: Media Móvil.

Los tres modelos anteriores bajo el supuesto de que los parámetros del modelo
son incorrectos.

Se debe mencionar que este trabajo no es exhaustivo, pues solamente se considera una
técnica analı́tica para el estudio (media móvil), pero dará evidencia de que, en general,
no todas las técnicas analı́ticas tienen un mal desempeño, en comparación con estrate-
gias que poseen fundamento teóricos, al utilizarse para armar portafolios.
Tampoco se pretende hacer comparaciones con el enfoque fundamental pues para éste
se necesitarı́an hipótesis económicas reales y difı́cilmente se podrı́an simular.
En el Capı́tulo 2 veremos algunos conceptos financieros y la modelación estocásti-
ca de ellos. Estos conceptos son fundamentales para entender mejor el mercado que
será definido en el Capı́tulo 3, ası́ como la construcción de la estrategia matemática, de
la Sección 3.1, que maximiza la utilidad esperada bajo el supuesto de que el modelo es
correcto. En la Sección 3.2 se construirán dos estrategias de inversión utilizando méto-
dos para detectar el tiempo en que el rendimiento medio de algún activo ha cambiado.
En la Sección 3.3 se explica el uso de la técnica analı́tica que será usada y también se
propone una estrategia de inversión para ella. Ası́, en el Capı́tulo 3 se habrá obtenido
todo el respaldo teórico de las técnicas de inversión que se tratarán. Finalmente, en
el Capı́tulo 4 se darán los resultados numéricos y gráficos del desempeño, utilizando
simulaciones, de todas las estrategias y las conclusiones obtenidas.
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Capı́tulo 2

Preliminares

En este capı́tulo expondremos las primeras definiciones y conceptos básicos de matemáticas
financieras que serán utilizados en los capı́tulos siguientes. Un mercado financiero es
un mecanismo que permite a los agentes económicos el intercambio de dinero por va-
lores; anteriormente el término hacı́a referencia a los certificados que las compañı́as
emitı́an a los inversionistas como prueba de su posesión. Actualmente casi todas las
transacciones se registran electrónicamente en vez de hacerse en papel, pero el térmi-
no valor se sigue utilizando. Los valores más conocidos por los inversionistas son las
acciones, las corporaciones tienen su capital dividido en acciones que se ofertan en el
mercado con el objetivo de obtener capital, lo cual significa que al comprar una acción
de una corporación se es propietario de una parte de dicha corporación. Las acciones
no tienen un valor fijo, su precio obedece a la lay de oferta y demanda; entre los factores
que afectan el precio de una acción están los siguientes:

El crecimiento de las ventas o ingresos de la compañı́a, algunas veces denomina-
do crecimiento bruto.

El crecimiento de las ganancias de la compañı́a, algunas veces denominado cre-
cimiento neto.

La situación de la economı́a y de los mercados financieros.

La razón por la cual las acciones son inversiones populares a pesar del hecho de que
son volátiles, es decir cambian de valor rápidamente en el corto plazo, es debido a que
históricamente las acciones en general han proporcionado un mayor rendimiento que
otros valores.
Contrario a las acciones existen los bonos, los cuales son inversiones en deuda. Al
comprar un bono se presta dinero un periodo especı́fico de tiempo, llamado el plazo
del bono, durante el cual se ganan intereses sobre el préstamo. La tasa de interés que
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

se paga generalmente se fija al comprar el bono y se mantiene igual durante el plazo.
La diferencia entre el bono y la acción, es que el rendimiento del bono es constante
(se paga un interés fijo), mientras que el rendimiento de la acción dependerá de la
fluctuación de su precio.

2.1. Modelo Matemático del Mercado Financiero

Uno de los principales objetivos de matematizar los mercados financieros es construir
estrategias de inversión para mejorar nuestro rendimiento, es decir, teniendo un ca-
pital, de qué manera debemos invertir en las diferentes acciones y en los bonos para
obtener los mejores rendimientos. Al conjunto de diferentes acciones y bonos en los
que invertiremos le llamaremos portafolio de inversión.
En los últimos años, el análisis financiero ha experimentado una serie de cambios y
transformaciones que han modificado la forma de diseñar portafolios. Estos cambios
han fomentado el uso de procesos estocásticos como herramienta básica para modelar
el comportamiento de las variables financieras y sus derivados.
Es común encontrar en la literatura que los precios aleatorios de las acciones se mo-
delan con procesos de difusión, y este es precisamente el enfoque que se utilizará, es
decir, si St es el precio de alguna acción al tiempo t, entonces supondremos que St es
un proceso estocástico que satisface una ecuación diferencial estocástica de la forma

dSt = µtdt+ σtdBt,

donde µt, σt son también procesos estocásticos cuyas propiedades se tratarán más ade-
lante y Bt es un movimiento Browniano que modela precisamente el comportamiento
caótico de los precios.
En el caso de los bonos, como no existe en ellos un comportamiento estocástico pues
estamos considerando únicamente bonos con tasa de interés fija, es fácil ver que si St
es el precio de un bono a tiempo t con tasa de interés constante r, entonces St satisface
la ecuación

dSt = rStdt.

2.2. Componentes del Mercado Financiero

Seguiremos un modelo de mercado finaciero, y lo denotaremos porM, en el que pode-
mos invertir en d+1 activos continuamente. El primero de esos activos consideraremos
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

que se trata de un bono, cuyo precio S0
t al tiempo t satisface la dinámica{
dS0

t = rS0
t dt,

S0
0 = 1.

(2.2.1)

Los d activos restantes están sujetos a un riesgo sistemático, un conjunto de factores
externos que afectan la variación de los precios y que no pueden ser controlados. El
precio Sit al tiempo t del activo i satisface la dinámica{

dSit = Sit

[
µitdt+

∑d
j=1 σ

i,j
t dB

i
t

]
,

Si0 = si
i = 1, ..., d. (2.2.2)

donde Bt =
(
B1
t , ..., B

d
t

)′
, 0 ≤ t ≤ T es un movimiento Browniano d−dimensional

que representa las fuentes de riesgo sistemático. Los procesos µt =
(
µ1
t , ..., µ

d
t

)
y σt =(

σi,jt
)
i,j=1,..,d

, 0 ≤ t ≤ T son llamados tasas de apreciación y matriz de volatilidades
respectivamente. Supondremos que todos estos procesos estocásticos se encuentran
definidos en un espacio de probabilidad (Ω,F, P )

Asumiremos que los coeficientes satisfacen la condición∫ T

0

(
||µt||+ ||σt||2

)
dt <∞ c.s. (2.2.3)

que nos garantiza la existencia de soluciones para las ecuaciones diferenciales estocásti-
cas.
En lo que sigue, denotaremos como FA a la filtración natural generada por el proceso
estocástico (At)0≤t≤T , ası́, por ejemplo, FB será la filtración generada por el movimiento
Browniano (Bt)0≤t≤T .

Introduzcamos al mercadoM un pequeño inversionista (aquel cuya participación en
el mercado no afecta de manera importante el comportamiento de los precios, es decir,
compra en pequeños volúmenes) y que en cada instante t ∈ [0, T ] decide cuánto dinero
πit invertir en cada activo i. A πt =

(
π1
t , ..., π

d
t

)
le llamaremos estrategia de inversión y

a veces la denotaremos solamente como π.
Si W x,π

t es la ganancia hasta el tiempo t de un inversionista que inicia con capital x (al
tiempo cero) con la estrategia de inversión π, entonces está dada por la solución de

dW x,π
t =

d∑
i=1

πit
dSit
Sit

+

(
W x,π
t −

d∑
i=1

πit

)
dS0

t

S0
t

, (2.2.4)
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

lo cual es intuitivamente claro, pues la ganancia será la suma de los rendimientos por
la cantidad de dinero invertida en cada activo (incluı́do el bono). La solución de (2.2.4)
está dada por

W x,π
t

S0
t

= x+

∫ t

0

1

S0
s

π′s [σsdBs + (µs − r1)] ds. (2.2.5)

Ahora, por (2.2.5) podemos interpretar al proceso de capital como la suma del capital
inicial y las ganancias (descontadas) hasta el tiempo t, que resultan de haber invertido
en los activos con riesgo.
A continuación damos las definiciones formales de los procesos mencionados anterior-
mente, ası́ como las condiciones que deben cumplir para que el modelo del mercado
esté bien definido.

Definición 1. Un proceso FS−progresivamente medible πt =
(
π1
t , ..., π

d
t

)
, 0 ≤ t ≤ T,

Rn−valuado, tal que ∫ T

0

||π′tσt||
2
dt+

∫ T

0

|π′t (µt − rt1)| dt <∞, c.s. (2.2.6)

es llamado estrategia de portafolio o estrategia de inversión.
Una estrategia de inversión π se dice que está dominada si el proceso

Mπ
t :=

∫ t

0

1

S0
s

π′s [σsdBs + (µs − r1)] ds (2.2.7)

está acotado casi seguramente por abajo por alguna constante real.

Definición 2. Para un x ∈ R dado y π una estrategia de inversión, el proceso (W x,π
t )0≤t≤T

definido en (2.2.4) es llamado proceso de capital correspondiente al portafolio π con capital
inicial x.

A las estrategias de inversión se les pide que sean FS−progresivamente medibles de-
bido a que las decisiones de invertir en las acciones deben hacerse en base a nuestro
conocimiento actual del mercado y suponiendo el futuro aleatorio. Notemos que la
condición (2.2.6) es necesaria para que (2.2.4) tenga solución.
Finalmente, la restricción (2.2.7) sobre las estrategias de inversión excluye algunos
tipos de estrategias doubling, con las cuales podemos crear portafolios que alcancen
valores arbitrariamente grandes de capital con probabilidad uno al tiempo t = T ini-
ciando con capital cero. Por supuesto, para la realización de este tipo de estrategias se
requiere un capital infinito.
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

2.3. Arbitraje

Uno de los conceptos más importantes en finanzas es el de Arbitraje, que en térmi-
nos sencillos, es hacer dinero de la nada con probabilidad positiva. Un ejemplo serı́a
comprar y vender simultáneamente un valor en mercados distindos obteniendo como
ganacia la diferencia de los precios, por supuesto, mientras más entes participen en el
proceso de arbitraje, éste tiende a desaparecer.
La Teorı́a de Arbitraje fue presentada por el economista Stephen Ross en la decada de
los setentas y a partir de esta teorı́a se desarrolla el arbitraje estadı́stico, el cual se refiere
a la técnica empleada para detectar las diferencias de precios entre el valor de mercado
y el valor estimado de un activo.
En términos de nuestro mercadoM, un arbitraje consiste en una estrategia de inver-
sión que nos haga ganar algún capital positivo con probabilidad positiva iniciando
con capital cero. Para formalizar este concepto definiremos lo que matemáticamente
significa arbitraje.

Definición 3. Una estrategia dominada π que satisface

P [Mπ
T ≥ 0] = 1, P [Mπ

T > 0] > 0,

es llamada oportunidad de arbitraje. Diremos que el mercadoM es libre de arbitraje si no existen
tales estrategias.

De (2.2.7) es clara la interpretación de Mπ
t como las ganancias descontadas, luego, una

oportunidad de arbitraje es aquella en que con probabilidad uno no tendremos pérdi-
das y con probabilidad positiva alguna ganancia.
Por supuesto, lo deseable es que en nuestro mercado no existan oportunidades de ar-
bitraje, para ello afortunadamente existen condiciones suficientes y necesarias:

Proposición 1. (i) Si M es libre de arbitraje, entonces existe un proceso progresivamente
medible ς : [0, T ]× Ω→ Rd llamado proceso de riesgo relativo tal que

µt − r1 = σtςt, 0 ≤ t ≤ T c.s. (2.3.1)

(ii) Recı́procamente, si tal proceso ς (·) existe y además de (2.3.1) satisface

E

[
exp

(
1

2

∫ T

0

||ςt||2 dt
)]

<∞, (2.3.2)

entonces el mercadoM es libre de arbitraje.

Esta proposición es muy útil para verificar si el mercado es libre de arbitraje; más ade-
lante veremos que el mercado en el que trabajaremos cumple la condición (2.3.2), por
lo que estaremos en la situación de un mercado libre de arbitraje.
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

2.4. Completez

El concepto de completez está relacionado con la idea de que el inversionista puede
asegurar una posición de capital al tiempo T, es decir, es capaz de construir una es-
trategia de inversión para obtener algún capital deseado, el cual puede, posiblemente,
ser aleatorio.

Definición 4. Llamaremos activo contingente a cualquier variable aleatoria FST−medible, ξ :
Ω→ [0,∞) tal que

E

[
1

S0
T

ξ

]
<∞. (2.4.1)

Se dice que un activo contingente ξ es replicable si existe un real 0 < u0 <∞ y una estrategia
dominada π tal que

W u0,π
T = ξ, c.s.

A u0 se le conoce como el costo de replicación.
Un mercado M es llamado completo si todo activo contingente es replicable, en otro caso, es
llamado incompleto.

La condición (2.4.1) nos indica que el valor presente de lo que llamamos activo contin-
gente debe ser finito, de otra manera, no tendrı́amos la esperanza de poder replicarlo
con algún capital finito y entonces la idea de replicación serı́a vaga. Por la definición,
es claro que un mercado incompleto es más interesante, pues al no haber siempre una
estrategia para replicar el activo contingente, tenemos que ingeniar ideas para “acer-
carnos” al activo contingente mediante los portafolios permitidos. Más adelante vere-
mos que en el mercado financiero en el que estaremos trabajando tendremos restric-
ciones en nuestro portafolio de la forma π ∈ R ⊂ Rd, donde R es un subconjunto
propio, de modo que nuestro mercado será incompleto.

2.5. Función de Utilidad

En la teorı́a de preferencias de posiciones financieras son deseables dos propiedades
en la estructura de preferencias, la monotonı́a y la aversión al riesgo [4]. La monotonı́a
nos indica que siempre preferiremos aquella posición financiera que nos ofrezca mayor
rendimiento esperado y la aversión al riesgo indica que será preferible algo seguro
a algo aleatorio. Se obtiene como resultado que cuando la estructura de preferencias
posee una representación numérica de la forma

U(µ) =

∫
udµ, (2.5.1)

10



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

donde u es una función real valuada y µ es nuestra posición financiera, que en nues-
tro contexto representa la distribución del rendimiento final de nuestro portafolio, en-
tonces la estructura de preferencias es monótona y aversa al riesgo si, y sólo si, la fun-
ción u es estrictamente creciente y estrictamente cóncava respectivamente.
Utilizamos estas ideas para definir lo que será una función de utilidad.

Definición 5. Una función de utilidad es una función U : R → R continuamente diferencia-
ble, estrictamente creciente y estrictamente cóncava.

Notemos que en nuestro contexto, la representación numérica (2.5.1) está dada por

E [U (W x,π
T )] ,

para alguna función de utilidad U. Por lo tanto, el objetivo del inversionista será maxi-
mizar esta utilidad esperada.
En este trabajo sólamente se considerarán funciones de utilidad que satisfagan las
condiciones de Inada:

ĺımx↓0 U
′(x) =∞ y ĺımx↑∞ U

′(x) = 0,

con el objetivo de que tenga solución el problema primal de maximización, ası́ como el
problema dual, que se abordará más adelante [1].

Definición 6. Sea U una función de utilidad. El dual convexo de U es la función

Ũ(y) = sup
x∈R

[U(x)− xy] , 0 < y <∞.

Bajo las condiciones de Inada, si denotamos como I (·) la función inversa de U ′ (·) se
obtiene que el dual convexo de U,

Ũ(y) = máx
0<x<∞

[U(x)− xy] = U (I (y))− yI (y) , 0 < y <∞.

Es conocido que en algunos problemas de optimización, en algunos casos es más sen-
cillo resolver el problema dual que el problema primal. En nuestro problema de opti-
mización se observará que con la introducción del dual convexo y bajo las condiciones
de Inada, no es complicado hallar la estrategia que maximiza la utilidad esperada.
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Capı́tulo 3

Modelo de Mercado Financiero

El objetivo de este trabajo será comparar el desempeño de una técnica analı́tica con el
desempeño de una estrategia matemática mal calibrada, obtenida como un problema
de optimización, ası́ como también dos métodos de detección. Para ello introducire-
mos un mercado financiero sencillo pero interesante, pues el principal problema para
estudiarlo y aplicar las técnicas es precisamente la calibración, es decir, la estimación
de los parámetros del modelo.
Trabajaremos con un modelo de mercado financiero M, en el cual podemos invertir
continuamente en d+ 1 activos. El primero de éstos es un activo sin riesgo, cuyo precio
S0
t al tiempo t satisface la dinámica (2.2.1).

Los d activos restantes están sujetos a un riesgo sistemático y el precio Sit al tiempo t
del activo i satisface la dinámica{

dSit = Sit
(
µ2i + (µ1i − µ2i) 1(t≤τi)

)
dt+ σiS

i
tdB

i
t,

Si0 = si,
i = 1, ..., d. (3.0.1)

En este modelo las fuentes de riesgo están modeladas por las componentes indepen-
dientes del movimiento Browniano d−dimensional Bt =

(
B1
t , ..., B

d
t

)′
, 0 ≤ t ≤ T y

los tiempos aleatorios τi, de cambio en la deriva del activo i, independientes entre sı́ e
independientes de (Bt)0≤t≤T , con distribución exponencial de parámetro λi :

P (τi > t) = e−λit, t ≥ 0, i = 1, ..., d. (3.0.2)

El movimiento Browniano B está definido en un espacio de probabilidad completo
(Ω,F , P ) , denotaremos su filtración natural como FB =

{
FBt , 0 ≤ t ≤ T

}
. En general,

para algún proceso estocástico A, denotaremos a su filtración natural como FA.
El horizonte de tiempo T será considerado finito. Supondremos por último que los
parámetros µ1i, µ2i, σi > 0 y r ≥ 0 satisfacen

µ1i −
σ2
i

2
< r < µ2i −

σ2
i

2
, i = 1, ..., d. (3.0.3)
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La interpretación de esta última desigualdad es que antes del tiempo τi será preferible
invertir en el bono que en el activo i, mientras que después de τi el activo tiene mejor
rendimiento esperado.
Desde este momento empezamos a observar las dificultades de este modelo en el ca-
so de calibración, ¿Cómo estimamos el parámetro λi de la variable aleatoria τi? Si no
somos capaces de estimarlo, entonces también nuestras estimaciones de µ1i y µ2i serán
incorrectas, pues posiblemente en la estimación del primero esté utilizando datos de
rendimientos que correspondan al segundo (desconozco el tiempo de cambio) y vice-
versa.
Suponiendo que seremos capaces de hacer buenas estimaciones de los parámetros,
se hallará una estrategia que optimice nuestra utilidad esperada y en definitiva el de-
sempeño de dicha estrategia deberı́a ser mejor que cualquier otro método, sin embargo,
debido a que es prácticamente imposible estimar λi (sólo es posible observarlo una vez
en [0, T ]), entonces debemos recurrir a otras técnicas, como los métodos de detección o
la media móvil.
La condición (3.0.3) aunque es algo restrictiva, es útil para hacer las comparaciones
entre los diferentes métodos pues facilita la selección del portafolio en los métodos de
detección y en la técnica de la media móvil como se verá en las Secciones 3.2 y 3.3.
Con el fin de hacer comparaciones entre los diferentes modelos, nuestra estrategia de
inversión π será vista como proporciones de capital invertido y no como capital in-
vertido, es decir, πit es la proporción de capital invertida en el activo i al tiempo t.

La porporción restante 1 −
∑d

i=1 π
i
t será invertida en el bono. Para un capital inicial

x > 0 no aleatorio, el proceso de capital correspondiente al portafolio πt =
(
π1
t , ..., π

d
t

)′,
0 ≤ t ≤ T, tiene la dinámica

dW x,π
t

W x,π
t

=

(
1−

d∑
i=1

πit

)
dS0

t

S0
t

+
d∑
i=1

πit
dSit
Sit

=

(
1−

d∑
i=1

πit

)
rdt+

d∑
i=1

πit
((
µ2i + (µ1i − µ2i) 1(t≤τi)

)
dt+ σidB

i
t

)
= rdt+

d∑
i=1

πit
[(
µ2i − r + (µ1i − µ2i) 1(t≤τi)

)
dt+ σidB

i
t

]
= rdt+ π′t (µt − r1 + σdBt) , (3.0.4)

donde µt =
(
µ21 + (µ11 − µ22) 1(t≤τ1), ..., µ2d + (µ1d − µ2d) 1(t≤τd)

)′
, 1= (1, ..., 1)′ ∈ Rd y

σ = diag (σ1, ..., σd).
En la Sección 3.1 obtendremos una estrategia π como solución del problema de maxi-
mizar la utilidad esperada, mientras que en la Sección 3.2 obtendremos una estrategia
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π que se basará en los tiempos en los que se han detectado cambios en el rendimiento
medio de algún activo, finalmente, en la Sección 3.3 se obtendrá una estrategia basada
en el indicador media móvil.

3.1. Método Matemático

Sea U(·) una función de utilidad que satisface las condiciones de Inada y A(x) el con-
junto de estrategias admisibles, esto es,

A(x) =
{
πt : πt ∈ [0, 1]d , π′t1 ≤ 1,W x,π

t ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T

y πt es progresivamente medible respecto a FS
}
.

donde FS es la filtración generada por los precios observados St =
(
S1
t , ..., S

d
t

)′
.

El objetivo es maximizar la utilidad esperada al tiempo T, es decir, dado el capital
inicial x > 0 hallar

V (x) = sup
π∈A(x)

E [U (W x,π
T )] . (3.1.1)

Nota 1. Debido a las restricciones en nuestro portafolio, estamos considerando un mercado
incompleto sin ventas en corto.
Este problema es diferente al problema de Merton por tres razones.

Los coeficientes de deriva de los activos con riesgo no son constantes.

La filtración generada por los precios observados FS es diferente a la filtración FB gener-
ada por el movimiento Browniano B.

El portafolio está restringido en el rectángulo [0, 1]d .

Para resolver el problema de la filtración, reescribiremos el proceso de precios St en
términos de un movimiento BrownianoBt respecto a la filtración FS, para ello haremos
uso de las probabilidades condicionales a posteriori F i

t := P
(
τi ≤ t|FSit

)
.

Proposición 2. La probabilidad a posteriori F i
t de que el punto de cambio haya aparecido antes

del tiempo t es

F i
t =

λie
λitLit

∫ t
0
e−λis (Lis)

−1
ds

1 + λieλitLit
∫ t

0
e−λis (Lis)

−1 ds
, (3.1.2)
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donde

Lit :=

(
Sit
Si0

)µ2i−µ1i
σ2
i

exp

{
− 1

2σ2
i

(
(µ2i − µ1i)

2 + 2 (µ2i − µ1i)

(
µ1i −

σ2
i

2

))
t

}
. (3.1.3)

Demostración. Consideremos un espacio de probabilidad (Ω,F , Q) soporte de un movimien-

to Browniano d−dimensional B̃t =
(
B̃1
t , ..., B̃

d
t

)′
, 0 ≤ t ≤ T y d variables aleatorias

independientes τi : Ω → [0,∞) con distribución Q (τi > t) = e−λit, t ≥ 0, i = 1, ..., d.
El proceso

Bi
t = B̃i

t −
∫ t

0

(µ2i − µ1i)

σi
1(τi≤s)ds (3.1.4)

es un P−movimiento Browniano (Teorema de Girsanov) bajo el cambio de medida

dP

dQ

∣∣∣∣i
t

= exp

(∫ t

0

(µ2i − µ1i)

σi
1(τi≤s)dB̃

i
s −

1

2

∫ t

0

(µ2i − µ1i)
2

σ2
i

1(τi≤s)ds

)
, (3.1.5)

dado que

E

(∫ T

0

(µ2i − µ1i)
2

σ2
i

1(τi≤s)ds

)
≤ (µ2i − µ1i)

2 T

σ2
i

<∞.

De (3.1.5) tenemos que

Zi
t : =

dQ

dP

∣∣∣∣i
t

= exp

(
(µ2i − µ1i)

σi

(
B̃i
t − B̃i

τi

)
1(τi≤t) −

(µ2i − µ1i)
2

2σ2
i

(t− τi)+

)

= 1(τi≤t) exp

(
(µ2i − µ1i)

σi

(
B̃i
t − B̃i

τi

)
− (µ2i − µ1i)

2

2σ2
i

(t− τi)

)
+ 1(τ>t). (3.1.6)

Notemos que

Sit = Si0 exp

(∫ t

0

(
µ2i + (µ1i − µ2i) 1(s≤τi)

)
ds+

∫ t

0

σidB
i
s −

1

2

∫ t

0

σ2
i ds

)
= Si0 exp

(∫ t

0

(
µ1i + (µ2i − µ1i) 1(τi≤s)

)
ds+

∫ t

0

σidB
i
s −

1

2

∫ t

0

σ2
i ds

)
entonces

1

σi

[
log

(
Sit
Si0

)
−
(
µ2i −

1

2
σ2
i

)
t

]
=
µ2i − µ1i

σi

∫ t

0

1(τi≤s)ds+Bi
t = B̃i

t. (3.1.7)
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De (3.1.7) obtenemos entonces que

B̃i
t − B̃i

τi
=

1

σi

[
log

(
Sit
Si0

)
−
(
µ2i −

1

2
σ2
i

)
t

]
− 1

σi

[
log

(
Siτi
Si0

)
−
(
µ2i −

1

2
σ2
i

)
τi

]
=

1

σi

[
log

(
Sit
Siτi

)
−
(
µ1i −

1

2
σ2
i

)
(t− τi)

]
.

Luego,
B̃i
t − B̃i

τi

σi
− 1

σ2
i

log

(
Sit
Siτi

)
= − 1

σi

(
µ1i −

1

2
σ2
i

)
(t− τi) . (3.1.8)

Si Lit está definido como en (3.1.3), entonces

Lit
Liτi

=

(
Sit
Siτi

)µ2i−µ1i
σ2
i

exp

{
− 1

2σ2
i

(
(µ2i − µ1i)

2 + 2 (µ2i − µ1i)

(
µ1i −

σ2
i

2

))
(t− τi)

}

=

(
Sit
Siτi

)µ2i−µ1i
σ2
i

exp

{
− 1

2σ2
i

(µ2i − µ1i)
2 (t− τi)

− 1

σ2
i

(
µ1i −

σ2
i

2

)
(t− τi) (µ2i − µ1i) .

}
(3.1.9)

Sustituyendo (3.1.8) en (3.1.9) obtenemos que

Lit
Liτi

=

(
Sit
Siτi

)µ2i−µ1i
σ2
i

exp

{
− 1

2σ2
i

(µ2i − µ1i)
2 (t− τi)

+

[
B̃i
t − B̃i

τi

σi
− 1

σ2
i

log

(
Sit
Siτi

)]
(µ2i − µ1i)

}

= exp

{
µ2i − µ1i

σi

(
B̃i
t − B̃i

τi

)
− 1

2σ2
i

(µ2i − µ1i)
2 (t− τ)

}
. (3.1.10)

Luego, sustituyendo (3.1.10) en (3.1.6) se tiene finalmente que

Zi
t =

Lit
Liτi

1(τi≤t) + 1(τi>t).

Tenemos que
P (τi > t) = EQ

[
Zi

01(τi>t)

]
= Q (τ > t) = e−λit.
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Además, por la fórmula de Bayes

F i
t = P

(
τi ≤ t|FSit

)
=
EQ

[
Zi
t1(τi≤t)|FS

i

t

]
EQ
[
Zi
t |FS

i

t

] .

Por una parte, utilizando la independencia de B̃ y τi bajo Q, y por la Ecuación (3.1.7)
que FSi = FB̃i , obtenemos que

EQ

[
Zi
t |FS

i

t

]
= EQ

[
Lit
Liτi

1(τi≤t) + 1(τi>t)|FS
i

t

]
=

∫ t

0

Lit
Lis
λie
−λisds+ e−λit.

Por los mismos argumentos,

EQ

[
Zi
t1(τi≤t)|FS

i

t

]
=

∫ t

0

Lit
Lis
λie
−λisds.

Finalmente, se obtiene el resultado:

F i
t =

∫ t
0

Lit
Lis
λie
−λisds∫ t

0

Lit
Lis
λie−λisds+ e−λit

=
λie

λitLit
∫ t

0
e−λis (Lis)

−1
ds

1 + λieλitLit
∫ t

0
e−λis (Lis)

−1 ds
.

De aquı́, en adelante, veremos la gran utilidad que tiene la probabilidad a posteriori F i
t .

Se debe notar que F i
t es un estadı́stico suficiente basado en la muestra de los precios Sit

y puede ser utilizado como un indicador de cambio en el rendimiento medio del activo
i.
Ahora veremos que el proceso (F i

t )t≥0 satisface la ecuación diferencial estocástica

dF i
t = λi

(
1− F i

t

)
dt+

µ2i − µ1i

σi
F i
t

(
1− F i

t

)
dB

i

t, i = 1, ..., d. (3.1.11)

donde

B
i

t =
1

σi

[
log

(
Sit
Si0

)
−
(
µ1i −

σ2
i

2

)
t− (µ2i − µ1i)

∫ t

0

F i
sds

]
, t ≥ 0, i = 1, ..., d. (3.1.12)

Al proceso
(
B
i

t

)
t≥0

lo llamaremos el proceso de inovación del activo i.
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Sea

V i
t =

F i
t

1− F i
t

=

∫ t

0

λi
Lit
Lis
eλi(t−s)ds, i = 1, ..., d. (3.1.13)

De (3.1.3) se obtiene que

dLit = Lit

[
1

σ2
i

(µ2i − µ1i) d
(
logSit

)
− 1

σ2
i

(µ2i − µ1i)

(
µ1i −

σ2
i

2

)
dt

]
, i = 1, ..., d.

Luego, aplicamos la fórmula de Itô en (3.1.13):

dV i
t = d

(
λie

λitLit

∫ t

0

e−λis

Lis
ds

)
=

[
λie

λitdLit + Litλ
2
i e
λitdt

] ∫ t

0

e−λis

Lis
ds+

e−λit

Lit

(
λie

λitLit
)
dt

=

{
λi + V i

t

(
λi −

(
µ2i − µ1i

σ2
i

)(
µ1i −

σ2
i

2

))}
dt

+
µ2i − µ1i

σ2
i

V i
t d
(
logSit

)
, (3.1.14)

Aplicando nuevamente la fórmula de Itô en F i
t =

V it
1+V it

y haciendo uso de (3.1.14) se
obtiene (3.1.11).

Proposición 3. La filtración generada por las observaciones de los precios del activo i,FSi , es
igual a la filtración generada por el proceso de inovación, FB

i

.

Demostración. Por (3.1.12) se obtiene que B
i

t es FSi adaptado. Si escribimos (3.1.12) co-
mo

d
(
logSit

)
=

((
µ1i −

σ2
i

2

)
+ (µ2i − µ1i)F

i
t

)
dt+ σidB

i

t,

dado que F i
t es FB

i

−medible por (3.1.11), entonces Sit será FB
i

−medible.

Hemos hallado un movimiento Browniano que posee la misma filtración que nuestro
proceso de precios St, esto nos será útil pues hemos eliminado uno de los primeros
inconvenientes del modelo original, en el que la filtración FB no coincide con F S.
El siguiente corolario será útil en la construcción de una estrategia de inversión uti-
lizando el método de martingalas.
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CAPÍTULO 3. MODELO DE MERCADO FINANCIERO

Corolario 1. La filtración FS es la misma que FB, donde Bt =
(
B

1

t , ..., B
d

t

)′
. En particular,

cada martingala Mt con respecto a FS admite una representación

Mt = M0 +

∫ t

0

φsdBs,

donde φ es un proceso FS−adaptado.

Demostración. Notemos que por (3.1.12) y (3.1.4),

B
i

t = B̃i
t −

µ2i − µ1i

σi

∫ t

0

F i
sds (3.1.15)

= Bi
t −

µ2i − µ1i

σi

∫ t

0

[
1(τi≤s)ds− E

(
1(τi≤s)|FSs

)]
ds (3.1.16)

Entonces B
i

t es una FSi−martingala con
〈
B
i
〉
t

= 〈Bi〉t = t, y por la caracterización de

Levy, un Q− movimiento Browniano. Entonces, B es un Q−movimiento Browniano
d−dimensional y por el Teorema de Representación de Martingalas, para toda martin-
gala FS−adaptada, existe un proceso FS-adaptado φ tal que

Mt = M0 +

∫ t

0

φ′sdBs.

Antes de iniciar la construcción de una estrategia óptima, veamos que es posible es-
cribir el proceso de precios St en términos el proceso de inovación Bt. La ventaja de
escribirlo de esta manera es que las filtraciones FS y FB coinciden (Corolario 3), por
lo cual si conozco un proceso, el otro también será conocido; contrario a la situación
de las filtraciones FS y FB, en las que el conocer la trayectoria del movimiento Brow-
niano Bt no es suficiente para conocer la evolución de los precios, sino que además se
necesitarı́a el vector de tiempos aleatorios τ = (τ1, ..., τd)

′ .
De las igualdades (3.1.4) y (3.1.15) se obtiene que

dSit = Sit
(
µ1i + (µ2i − µ1i)F

i
t

)
dt+ SitσidB

i

t, i = 1, ..., d.

Definiendo bit = µ1i + (µ2i − µ1i)F
i
t , podemos escribir el proceso de precios en forma

vectorial como
dSt = diag(St)

[
btdt+ σdBt

]
.
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Para construir la estrategia óptima se seguirán las ideas de Karatzas [8]. Lo primero
que debemos notar es que nuestro portafolio tiene la restricción π ∈ A(x), por lo tanto,
lo primero que se hará será extender nuestro mercado M a uno sin restricciones. En
el mercado sin restricciones resolveremos el problema de optimización y finalmente
proyectaremos la solución al espacio A(x) de estrategias admisibles.
Introduzcamos el mercado sin restriccionesMv definido como sigue: SeaD el conjunto
de procesos FS−progresivamente medibles v : [0, T ]× Ω→ Rd tales que

E

∫ T

0

||v(t)||2 dt <∞.

El bono posee la dinámica:

dS
0,(v)
t = S

0,(v)
t

[
r1 + v−t

]
dt (3.1.17)

y los activos con riesgo en el mercadoMv tendrán dinámica:

dS
(v)
t = diag

(
S

(v)
t

) [(
bt + v+

t

)
dt+ σdBt

]
, (3.1.18)

es decir, las volatilidades serán las mismas que en M, pero el vector deriva b
(v)
t :=

bt + v+
t y la tasa de interés r(v)

t := r1 + v−t han cambiado enMv. La función del proceso
v ∈ D se verá clara más adelante.

Nota 2. Consideremos los siguientes procesos,

θ
(v)
t = σ−1

t [bt + vt − r1] , (3.1.19)

B
(v)
t = Bt +

∫ t

0

θ(v)
s ds, (3.1.20)

Z
(v)
t = exp

{
−
∫ t

0

θ(v)
s dBs −

1

2

∫ t

0

∣∣∣∣θ(v)
s

∣∣∣∣2 ds} , (3.1.21)

H
(v)
t =

Z
(v)
t

S0
t

. (3.1.22)

Tenemos que θ(v)
t está bien definido, pues nuestra matriz de volatilidades es invertible; además
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cumple que ∫ T

0

∣∣∣∣θ(v)
s

∣∣∣∣2 =

∫ T

0

d∑
i=1

(
bit + vit − r

)2

≤
∫ T

0

d∑
i=1

(
máx(µ1i, µ2i) + vit − r

)2

= T
d∑
i=1

(
máx(µ1i, µ2i) + vit − r

)2
<∞.

Luego obtendremos que

E

[
exp

(
1

2

∫ T

0

∣∣∣∣θ(v)
s

∣∣∣∣2)] <∞.
Por la Proposición 1, el mercadoMv es libre de arbitraje. Por el Teorema de Girsanov se obtiene
que el proceso B(v)

t es un movimiento Browniano bajo la medida Q dada por la densidad

dQ
dP

∣∣∣∣
t

= Z
(v)
t ,

y el proceso de precios descontados S
(v)
t

S0
t

es una Q-martingala. Luego, el proceso H(v)
t S

(v)
t es una

P -martingala con respecto a la filtración FS pues

1

Z
(v)
s

E
[
H

(v)
t S

(v)
t |FSs

]
= E

[
S

(v)
t

S0
t

Z
(v)
t

Z
(v)
s

|FSs

]
= EQ

[
S

(v)
t

S0
t

|FSs

]
=
S

(v)
s

S0
s

.

Por lo tanto, en el mercado Mv, el proceso H(v)
t será el factor que hará a los precios una P -

martingala.

En la proposición siguiente, veremos que en el mercadoMv si se tiene suficiente capi-
tal como para generar el activo contigente ξ, entonces existe una estrategia que replica
al activo, es decir, siempre que contemos con el capital suficiente, tendremos una es-
trategia replicadora.
En el contexto del mercadoMv, definiremos al conjunto A(x, v) como el conjunto de
estrategias π progresivamente medibles respecto a FS tales queW x,π,(v)

t ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T.

Proposición 4. SeaMv el mercado definido en (3.1.17) y (3.1.18 ). Consideremos un activo
contingente ξ que satisface

E
[
H

(v)
T ξ
]

= x > 0. (3.1.23)
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Entonces existe un portafolio π ∈ A(x, v) tal que W x,π,(v)
T = ξ c.s. En particular,

W
x,π,(v)
t =

1

H
(v)
t

E
[
H

(v)
T ξ|FSt

]
.

Demostración. Sabemos que los precios descontados son una martingala, es decir,

Mt = E
[
H

(v)
T ξ|FSt

]
,

es una martingala. Luego, por el Corolario 1:

Mt = x+

∫ t

0

φ′sdBs.

para algún proceso φt progresivamente medible tal que∫ T

0

||φs||2 ds <∞.

Definamos un proceso Xt no negativo por

Xt

S0
t

=
Mt

Z
(v)
t

,

de modo que X0 = M0 = x. Aplicando la fórmula de Itô:

d

(
Xt

S0
t

)
= d

(
Mt

Z
(v)
t

)
=

1

S0
t

π′tσdB
(v)

t ,

donde

πt =
1

H
(v)
t

(σ′)
−1
[
φt +Mtθ

(v)
t

]
(3.1.24)

= (σ′)
−1

[
φt

H
(v)
t

+Xtθ
(v)
t

]
. (3.1.25)

Entonces
Xt

S0
t

= x+

∫ t

0

1

S0
t

π′tσdB
(v)

t , 0 ≤ t ≤ T.

Como Xt ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T, π es admisible haciendo W x,π,(v)
t = Xt, además

W
x,π,(v)
T =

S0
T

Z
(v)
T

MT =
S0
T

Z
(v)
T

Z
(v)
T

S0
T

ξ = ξ.
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Lo que queremos hacer es hallar la estrategia que maximice la utilidad esperada, es
decir, dado x > 0, queremos hallar

V (x, v) = sup
π∈A(x,v)

E
[
U(W

x,π,(v)
T )

]
. (3.1.26)

Pero por la Proposición que se acaba de demostrar, esto es equivalente a maximizar
E [U (ξ)] sobre todos los activos contingente ξ que satisfagan E

[
H

(v)
T ξ
]

= x.

Utilizando la técnica del multiplicador de Lagrange, para un y > 0, nuestro objetivo es
hallar

sup
ξ∈FST

E [U (ξ)] + y
(
x− E

[
H

(v)
T ξ
])
. (3.1.27)

Pero notemos que

E [U (ξ)]+y
(
x− E

[
H

(v)
T ξ
])

= E
[
U (ξ)− yH(v)

T ξ
]
+xy ≤ E

[
Ũ
(
yH

(v)
T

)]
+xy, (3.1.28)

donde Ũ (·) es el dual convexo de U (·) . La igualdad se alcanza si, y sólo si, ξ =

I
(
yH

(v)
T

)
.

Resumiendo, debemos hallar ξ que maximiceE [U (ξ)]+y
(
x− E

[
H

(v)
T ξ
])
, pero (3.1.28)

muestra que el candidato es ξ = I
(
yH

(v)
T

)
, por supuesto, faltarı́a determinar el multi-

plicador de Langrange y > 0, sin embargo, éste queda determinado de manera única
por la función

X (y) := E
[
H

(v)
T I

(
yH

(v)
T

)]
,

la cual mapea (0,∞) en si mismo, es continua y estrictamente decreciente, por lo cual
existe un único y > 0 tal que X (y) = x. Finalmente, utilizando la proposición anterior
obtenemos la estrategia con la que se obtiene la máxima utilidad.

Nota 3. Si denotamos por Y(·) la función inversa de X (·) entonces el multiplicador de La-
grange estará unicamente determinado como y = Y (x) .

Teorema 1. Supongamos que X (y) < ∞ y que V (x, v) < ∞, 0 < x < ∞. Definiendo
ξ = I

(
Y(x)H

(v)
T

)
, existe un portafolio π ∈ A(x, v) que alcanza el supremo en (3.1.26). El

capital al tiempo t está dado por

W
x,π,(v)
t =

1

H
(v)
t

E
[
H

(v)
T I

(
Y(x)H

(v)
T

)
|FSt

]
, (3.1.29)
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y la utilidad máxima por

V (x, v) = E
[
U
(
I
(
Y(x)H

(v)
T

))]
.

Demostración. ξ = I
(
Y(x)H

(v)
T

)
satisface (3.1.23) por construcción. Entonces existe un

portafolio π ∈ A(x, v) tal que W x,π,(v)
T = ξ. Sea x > 0 y y∗ > 0, π∗ ∈ A(x, v) arbitrarios.

Entonces

E
[
U
(
W

x,π∗,(v)
T

)]
≤ E

[
U
(
W

x,π∗,(v)
T

)]
+ y∗

{
x− E

[
H

(v)
T W

x,π∗,(v)
T

]}
= E

[
U
(
W

x,π∗,(v)
T

)
− y∗H(v)

T W
x,π∗,(v)
T

]
+ xy∗ (3.1.30)

≤ E
[
Ũ
(
y∗H

(v)
T

)]
+ xy∗,

es decir, hemos encontrado una cota superior para E
[
U
(
W

x,π∗,(v)
T

)]
, que de hecho,

vale para cualquier y∗ > 0. Ahora sólo debemos fijarnos en que si tomamos y∗ = Y(x)
y π∗ como en (3.1.24), las desigualdades en (3.1.30) serán igualdades, alcanzando dicha
cota superior y

E
[
U
(
W

x,π∗,(v)
T

)]
= E

[
Ũ
(
Y(x)H

(v)
T

)]
+ xY(x) = E

[
U
(
I
(
Y(x)H

(v)
T

))]
.

Ejemplo 1. Supongamos que nuestra función de utilidad es U(x) = log x, entonces I(x) =
x−1 y el multiplicador de Langrange queda únicamente determinado como el y > 0 tal que

x = E
[
H

(v)
T I

(
yH

(v)
T

)]
= E

[
H

(v)
T y−1

(
H

(v)
T

)−1
]

= y−1.

Luego, el proceso de capital en (3.1.29) está dado por

W
x,π,(v)
t =

x

H
(v)
t

.

Finalmente, para hallar la estrategia óptima, debemos hallar el proceso φ tal que

E
[
H

(v)
T ξ|FSt

]
= x+

∫ t

0

φ′sdBs,
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pero ξ = I
(
Y(x)H

(v)
T

)
= x

(
H

(v)
T

)−1

, de modo queE
[
H

(v)
T ξ|FSt

]
= x y necesariamente

φt = 0, 0 ≤ t ≤ T.
Ası́, por (3.1.24), la estrategia óptima que genera el proceso de capital W x,π,(v)

t = x

H
(v)
t

,

está dada por

πt =
1

H
(v)
t

(σ′)
−1
[
xθ

(v)
t

]
= (σ′)

−1
[
W

x,π,(v)
t θ

(v)
t

]
.

Hemos hallado la solución al problema de optimización (3.1.26), la pregunta es: ¿Qué relación
hay entre V (x, v) y V (x), para algún v ∈ D? Lo primero que se debe observar es que
por la definición de A (x) y A(x, v),

V (x) ≤ V (x, v), ∀v ∈ D.

Luego, la solución del problema (3.1.1) toma la forma de un problema de cobertura de
la familia de problemas sin restricción: debemos encontrar un proceso v∗ en D para el
cual

V (x) = V (x, v∗) ≤ V (x, v) , para todo v ∈ D. (3.1.31)

La siguiente proposición nos mostrará las condiciones que debe cumplir tal v∗ en D.

Proposición 5. Sea x > 0 dado y supongamos que para algún v∗ ∈ D

π
(v∗)
t ∈ [0, 1]d ,

(
π

(v∗)
t

)′
1 ≤ 1 y (v∗t )

′ π(v) = 0, 0 ≤ t ≤ T.

Entonces π(v) es óptimo para (3.1.1) y V (x) = V (x, v∗) . Más aún, v∗ minimiza V (x, v) sobre
todo v ∈ D.

Demostración. Como π(v∗)
t ∈ A(x) entonces

V (x) ≥ E
[
U
(
W x,π(v∗)

T

)]
= E

[
U
(
W x,π(v∗),v∗

T

)]
= V (x, v∗).

Por (3.1.31) tenemos la desigualdad contraria por lo que V (x) = V (x, v∗) . Que v∗ mi-
nimiza V (x, v) sobre todo v ∈ D se obtiene inmediatamente pues π(v∗)

t ∈ A(x).

De esta forma ya tenemos una manera de pasar de la familia de mercados extendidos a
nuestro mercado original, debemos revolver en problema de maximización en general
para cualquier v ∈ D, despué s hallaremos para que v∗ se minimiza V (x, v). Por último
proyectaremos la solución π(v∗)

t a
{
π : π ∈ [0, 1]d y π′1 ≤ 1

}
.
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Ejemplo 2. En el ejemplo anterior, obtuvimos que cuando U(x) = log x,

πt =
1

H
(v)
t

(σ′)
−1
[
xθ

(v)
t

]
.

En nuestro mercado tenemos que

θ
(v)
t = σ−1

t

[(
bt + v+

t

)
−
(
r1 + v−t

)]
= σ−1

t [bt + vt − r1] ,

H
(v)
t = exp

(
−
∫ t

0

(
θ(v)
s

)′
dBs −

1

2

∫ t

0

∣∣∣∣θ(v)
s

∣∣∣∣2 ds− rt− ∫ t

0

v−s ds

)
.

Entonces,

W
x,π,(v)
t = x exp

(∫ t

0

(
θ(v)
s

)′
dBs +

1

2

∫ t

0

∣∣∣∣θ(v)
s

∣∣∣∣2 ds+ rt+

∫ t

0

v−s ds

)
.

Luego, debemos hallar v∗ que haga mı́mino

E
[
U
(
W

x,π,(v)
T

)]
= E

[
log x+

∫ T

0

(
θ(v)
s

)′
dBs +

1

2

∫ T

0

∣∣∣∣θ(v)
s

∣∣∣∣2 ds+ rT +

∫ T

0

v−s ds

]
= log x+ rT + E

[
1

2

∫ T

0

∣∣∣∣θ(v)
s

∣∣∣∣2 ds+

∫ T

0

v−s ds

]
Como log x+ rT es constante, debemos minimizar

v−s +
1

2

∣∣∣∣θ(v)
s

∣∣∣∣2 .
Esto es equivalente a minimizar

(
v−s
)i

+
1

2

(
bis + vis − r

σi

)2

, 0 ≤ s ≤ T, i = 1, ..., d.

Este mı́nimo se obtiene cuando

vis =


r − bis

0
σ2
i + r − bis

si b
i
s−r
σ2
i
< 0,

si b
i
s−r
σ2
i
∈ [0, 1],

En otro caso.

(3.1.32)

Finalmente, sólo debemos proyectar esta solución a nuestro espacio de estrategias admisibles
para el problema (3.1.1).

Tenemos una solución explı́cita para el caso de la función de utilidad logaritmo y es
ésta la que usaremos para las comparaciones con los otros métodos por su simplicidad.
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3.2. Métodos de Detección

La estrategia de optimización de portafolio de la sección anterior supone que el inver-
sionista puede cambiar continuamente la diversificación de su capital. En la realidad
existen costos por las transacciones realizadas, como por ejemplo, la venta y compra
de acciones, por lo que no es tan factible rebalancear “continuamente” el portafolio.
En esta sección se desarrollarán dos procedimientos de detección para decidir cuándo
rebalancear el portafolio basado en el cambio de la deriva de cada activo con riesgo,
además se proporciona una estrategia que optimiza la utilidad esperada si hacemos
uso de estos métodos de detección.
Los dos métodos de detección que se considerarán son: el propuesto por Karatzas
(2003) y el propuesto por Shiryaev (2002). El objetivo en ambos métodos es encontrar
un tiempo de paro θi que detecte el instante τi en el cual la deriva del activo i cambia.
Con el método de Karatzas se minimiza la pérdida esperada E |θi − τi| y con el de
Shiryaev se minimiza

{
P (θi < τi) + cE (θi − τi)+} . La diferencia entre estos métodos

es que en el segundo no se le da el mismo peso al error generado por falsa alarma
(θi < τi) y el error generado por una alarma tardı́a (θi > τi).
Lo primero que se debe notar es que el tiempo de cambio τi, que indica el cambio
de la deriva del activo i, no es conocido ni observable directamente, sin embargo, es
necesario conocerlo pues nuestra estrategia de inversión pudiera ser diferente antes y
después de este tiempo, mejorando de este modo la utilidad.
Buscaremos un tiempo de paro θi que detecte el instante τi en el que la deriva cambia.
Este tiempo de paro debemos obtenerlo de la información que tenemos disponible, esto
es, debemos obtenerlo a través de nuestras observaciones de los precios del activo, es
decir, buscamos un tiempo de paro θi respecto a la filtración FSi .

3.2.1. Método Karatzas

Si el tiempo θi detecta antes el cambio, entonces al invertir en ese activo estarı́amos
perdiendo en promedio

(
r − µ1i +

σ2
i

2

)
(τi − θi) por cada unidad monetaria, por el con-

trario, si hay retraso en la detección del cambio, entonces la perdida será
(
µ2i +

σ2
i

2
− r
)

(θi − τi)
en promedio. Luego, la pérdida está medida por |θi − τi| , por lo que trataremos de
minimizar la pérdida esperada

R(θi) = E |θi − τi| ,

sobre todos los tiempo de paro θi de la filtración FSi . Es suficiente considerar los tiempo
de paro θi con Eθi <∞, de lo contrario tendrı́amos E |θi − τi| =∞. Sea S iF el conjunto
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de tiempos de paro θi respecto a FSi con Eθi <∞.
Observemos que

|θi − τi| − τi = (θi − τi)+ − (θi ∧ τi)

= 2

∫ θi

0

(
1(τi≤t) −

1

2

)
dt,

por lo que

E |θi − τi| −
1

λi
= 2E

(∫ θi

0

(
F i
t −

1

2

)
dt

)
,

donde F i
t está definido como en (3.1.2). Finalmente obtenemos que

ı́nf
θi∈SiF

E |θi − τi| =
1

λi
+ 2 ı́nf

θi∈SiF
E

(∫ θi

0

(
F i
t −

1

2

)
dt

)
.

Anteriormente se obtuvo que la probabilidad a posteriori F i
t satisface

dF i
t = λi

(
1− F i

t

)
dt+

µ2i − µ1i

σi
F i
t

(
1− F i

t

)
dB

i

t, F
i
0 = 0, (3.2.1)

donde
(
B
i

t

)
t≥0

es el proceso de inovación definido anteriormente y satisface que es un

movimiento Browniano con FB
i

= FSi .
Definamos ϑi = µ2i−µ1i

σi
. Se sigue que (3.2.1) es un proceso de difusión en I = (0, 1) con

deriva b(x) = λi (1− x) y coeficiente de difusión η2(x) = ϑ2
ix

2(1 − x)2. Su función de
escala y su función escape están dadas por:

S(x) =

∫ x

S ′(u)du, con S ′(x) =

(
1− x
x

) 2λi
ϑ2
i

exp

(
2λi
ϑ2x

)
,

m(dx) =
2dx

S ′(x)η2(x)
,

respectivamente.
Supongamos que tenemos una funciónQi : [0, 1]→ (−∞, 0] de claseC1(0, 1]∩C2 ((0, 1]\p∗i )
con algún p∗i ∈

(
1
2
, 1
)

que satisface:

λi (1− x)Q′i(x) +
1

2
ϑ2
ix

2 (1− x)2Q′′i (x) =
1

2
− x, 0 < x < p∗i , (3.2.2)

λi (1− x)Q′i(x) +
1

2
ϑ2
ix

2 (1− x)2Q′′i (x) >
1

2
− x, p∗i < x < 1, (3.2.3)

Qi(x) < 0, 0 ≤ x < p∗i , (3.2.4)
Qi(x) = 0, p∗i ≤ x ≤ 1. (3.2.5)
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Para un θi ∈ S iF , obtenemos aplicando la regla de Itô que

Qi(F i
θi

) = Qi
(
F i

0

)
+

∫ θi

0

Q′i(F i
s)dF

i
s +

1

2

∫ θi

0

Q′′i (F i
s)d
〈
F i
〉
s

= Qi (0) +

∫ θi

0

[
λi
(
1− F i

s

)
Q′i(F i

s) +
ϑ2
i

2

(
F i
s

)2 (
1− F i

s

)2Q′′i (F i
s)

]
ds

+ϑi

∫ θi

0

F i
s

(
1− F i

s

)
Q′i(F i

s)dB
i

s.

De (3.2.2) y (3.2.3) obtenemos que

Qi(F i
θi

) ≥ Qi (0) +

∫ θi

0

[
1

2
− F i

s

]
ds+ ϑi

∫ θi

0

F i
s

(
1− F i

s

)
Q′i(F i

s)dB
i

s. (3.2.6)

Además como

E

∫ θi

0

[
F i
s

(
1− F i

s

)]2 [Q′i(F i
s)
]2
ds ≤ 1

4

(
máx
0≤x≤1

|Q′(x)|
)2

Eθi <∞,

se obtiene que ∫ θi

0

F i
s

(
1− F i

s

)
Q′i(F i

s)dB
i

s

es una martingala. Luego por (3.2.6)

E

∫ θi

0

[
F i
s −

1

2

]
ds ≥ Qi (0)− EQi(F i

θi
) ≥ Qi (0) . (3.2.7)

Tomando entonces
θ∗i = ı́nf

{
t ≥ 0 : F i

t ≥ p
}
, (3.2.8)

obtendrı́amos que las desigualdades de (3.2.6) y (3.2.7) son de hecho igualdades y en-
tonces

E

∫ θ∗i

0

[
F i
s −

1

2

]
ds = Qi(0).

Regresando a nuestro problema original, con este análisis obtenemos que

ı́nf
θi∈SiF

R(θi) =
1

λi
+ 2Qi(0).

Por supuesto, faltarı́a demostrar que en efecto θ∗i ∈ S iF y la construcción de una función
Qi con las propiedades (3.2.2)-(3.2.5) para cada i = 1, ..., d.
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Por la teorı́a estándar de procesos de difusión se obtiene que Eθ∗i <∞, con θ∗i definido
como en (3.2.8) (ver [7] pag. 343).
Si Qi(·) satisface (3.2.2), definamos la función h(·) como

h(x) =
d

dx

(
Q′(x)

S ′(x)

)
=

2
(

1
2
− x
)

S ′(x)η2(x)
=

(
1
2
− x
)
m(dx)

dx
, 0 < x < p∗i . (3.2.9)

Luego,
Q′(z)

S ′(z)
= −

∫ p∗i

z

h(u)du, 0 ≤ z ≤ p∗i ,

Integrando nuevamente,

Q(x) =

∫ p∗i

x

(∫ p∗i

z

h(u)du

)
S ′(z)dz

=

∫ p∗i

x

h(u)

∫ u

x

S ′(z)dzdu =

∫ p∗i

x

h(u) [S(u)− S(x)] du, 0 ≤ x ≤ p∗i .

Ahora definimos

Q(x) =

{ ∫ p∗i
x
h(u) [S(u)− S(x)] du,

0,

0 ≤ x ≤ p∗i ,
p∗i < x ≤ 1.

(3.2.10)

Por construcción, Q (·) satisface (3.2.2) y (3.2.5) y es de clase C1(0, 1] ∩ C2 ((0, 1]\p∗i ) . Si
p∗i >

1
2

entonces se satisface (3.2.3) pues para 1
2
< p∗i < x ≤ 1, Q′(x) = Q′′(x) = 0 y

entonces
λi (1− x)Q′i(x) +

1

2
ϑ2
ix

2 (1− x)2Q′′i (x) = 0 >
1

2
− x.

Finalmente, sólo falta mostrar queQ (·) satisface (3.2.4) y es de esta forma que p∗i queda
determinado. Sea G(x) = Q′(x)/S ′(x), veamos que es suficiente que G(0+) = 0 para
que (3.2.4) se satisfaga. Notemos queG(0+) = 0 es equivalente a seleccionar p∗i ∈

(
1
2
, 1
)

tal que
∫ p∗i

0
h(u)du = 0 o equivalentemente∫ 1/2

0

h(u)du =

∫ p∗i

1/2

(−h(u))du. (3.2.11)

Esta última condición determina p∗i de manera única, pues D(x) =
∫ x

1/2
(−h(u))du es

una función estrictamente creciente con D
(

1
2
+
)

= 0 y D(1−) =∞.
Fijado de esta manera p∗i , tenemos por construcción que G(0+) = 0 y G(p∗i−) = 0 y por
(3.2.9) G (·) es estrictamente creciente en

(
0, 1

2

)
y estrictamente decreciente en

(
1
2
, p∗i
)
,
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concluimos con esto que G (·) es una función estrictamente positiva en (0, p∗i ) , pero
comoG(x) = Q′(x)/S ′(x) y S ′(x) > 0 para x ∈ (0, p∗i ) , entonces también obtenemos que
Q′(x) > 0 para x ∈ (0, p∗i ) , pero Q (p∗i ) = 0, entonces podemos concluir que Q(x) < 0
para x ∈ (0, p∗i ).
De esta manera hemos determinado el tiempo de paro θi que minimiza la pérdida
esperada como

θi = ı́nf {t ≥ 0 : Ft ≥ p∗i } ,
donde p∗i es la única solución en

(
1
2
, 1
)

de la ecuación∫ 1/2

0

(1− 2u) exp(−βi/u)

(1− u)2+βi
u2−βdu =

∫ p∗i

1/2

(2u− 1) exp(−βi/u)

(1− u)2+βi
u2−βidu, (3.2.12)

donde βi = 2λi
ϑ2
i
.

Dada la Hipótesis (3.0.3) se tomará (arbitrariamente) π = (0, 0, ..., 0) antes de algún
cambio en las derivas y posteriormente se harán los movimientos en el portafolio.

3.2.2. Método Shiryaev

Como se mencionó anteriormente, este método de detección fue propuesto por Shiryaev
[14] y de manera similar al método de Karatzas este método busca minimizar la canti-
dad

B(ci) := ı́nf
θi

{
P (θi < τi) + ciE (θi − τi)+} , (3.2.13)

sobre todos los tiempos de paro finitos θi respecto a la filtración FSiy ci es la cantidad
con la que penalizaremos una alarma tardı́a.
Es fácil ver que (3.2.13) es equivalente a

B(ci) = ı́nf
θi
E

{(
1− F i

t

)
+ ci

∫ θi

0

F i
sds

}
. (3.2.14)

Se sigue del proceso de difusión (3.2.1) que∫ t

0

F i
sds =

F i
0 − F i

t

λi
+
µ2i − µ1i

λiσi

∫ t

0

F i
s

(
1− F i

s

)
dB

i

s + t. (3.2.15)

Utilizando (3.2.14) junto con (3.2.15) y dado que Eθi <∞, llegamos a que B(ci) puede
ser representado como

B (ci) = ı́nf
θi
E

{
1−

(
1 +

ci
λi

)
Fθi + ciθi

}
. (3.2.16)
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El esquema general para resolver un problema como (3.2.16) consiste en resolver el
problema de Stefan [11]:

λi (1− x) ρ′i(x) +
1

2
ϑ2
ix

2 (1− x)2 ρ′′i (x) = −cix, x ∈ [0, A)

ρi(x) = 1− x, x ∈ [A, 1]

ρ′i(A) = −1,

ρ′i(0) = 0.

Cuya solución está dada por

ρi(x) =

{
1− A∗i −

∫ A∗i
0

yi∗(x)dx,
1− x,

x ∈ [0, A∗i ),
x ∈ [A∗i , 1],

donde

yi∗(x) = −Ci
∫ x

0

e−Λi[G(x)−G(y)] dy

y (1− y)2 ,

G(y) = log
y

1− y
− 1

y
,

Ci =
2ciσ

2
i

(µ2i − µ1i)
2 , Λi =

2λiσ
2
i

(µ2i − µ1i)
2 .

El parámetro A∗i está definido como la única raiz en [0, 1] de la ecuación

yi∗(A
∗) = −1.

Para más detalles ver [10]-[12]. La técnica es análoga a la empleada en el método de
Karatzas, se muestra que

ρi(0) = B (ci) ,

y el tiempo de paro óptimo θ∗i satisface

θ∗i = ı́nf
{
t ≥ 0 : F i

t ≥ A∗
}
.

Entonces,
B (ci) = P (θ∗i < τi) + ciE (θ∗i − τi)

+ .

El detector de Shiryaev entonces lo definiremos como

θ∗i := ı́nf
{
t ≥ 0 : F i

t ≥ A∗
}
,
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donde A∗ está definido como la raiz de la ecuación

∫ A∗

0

exp

(
− 2λiσ

2
i

y (µ2i − µ1i)
2

)
1

y (1− y)2

(
y

1− y

) 2λiσ
2
i

(µ2i−µ1i)
2

dy

=
(µ2i − µ1i)

2

2ciσ2
i

exp

(
− 2λiσ

2
i

A∗ (µ2i − µ1i)
2

)(
A∗

1− A∗

) 2λiσ
2
i

(µ2i−µ1i)
2

.

3.2.3. Estrategia con el Método de Detección

A diferencia que en el método matemático, en el método de detección, sólo haremos
rebalanceos en nuestro portafolio cada vez que detectemos un tiempo aleatorio τi, pues
es precisamene en esos momentos en los que el rendimiento medio cambia.
Es claro que, dada la Hipótesis (3.0.3), al tiempo t = 0 deberı́amos tener todo nuestro
capital invertido en el activo sin riesgo. Posteriormente, debido a la misma hipótesis,
al detectar el cambio en el rendimiento medio de algún activo debemos reinvertir todo
el capital en dicho activo. Al detectar algún otro cambio en algún activo, la estrategia
consiste en invertir en esos dos activos y ası́ sucesivamente. Continuamos de esta man-
era hasta llegar al tiempo t = T, en la que pudieron o no haber cambios en todos los
rendimientos medios.
Para formalizar estar ideas, sean θ(1), ..., θ(m) los tiempos en los que se van detectado
cambios en los rendimientos medios (en ese orden). Como es posible que no todos los
activos tengan cambios antes de t = T, entonces tendremos m ≤ d. Sea S(i) el precio
del i−ésimo activo en el que se detectó un cambio, i = 1, ..,m. Entonces entre el tiempo
t = 0 y t = θ(1) invertiremos todo nuestro capital en el bono y entre el tiempo t = θ(i) y
t = θ(i+1) invertiremos todo el capital en los activos S(1), ..., S(i), i = 1, ...,m.
Como en cada rebalanceo del portafolio nuestro objetivo es maximizar la utilidad es-
perada, haremos uso de la estrategia obtenida en el método matemático para dividir
el capital entre los activos en los que se hayan detectado cambios. Entonces utilizan-
do la notación anterior, en el tiempo t = θ(i) la estrategia πDθ(i) utilizando el método de
detección será

πDθ(i) =

{ πθ(i)∑d
j=1 π

j
θ(i)

0d×1

si
∑d

j=1 π
j
θ(i)

> 0,

en otro caso.

Dividimos entre la suma para garantizar que todo nuestro capital será invertido en
los activos con riesgo; en el caso contrario de que la estrategia π nos indique que no
debemos invertir en los activo con riesgo, entonces respetaremos esta posición aunque
hayamos detectado algún cambio. La definición de una estrategia πDθ(i) en los tiempos
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θ(1), ..., θ(m) es suficiente, pues sólo en estos tiempos rebalancearemos nuestro portafolio
como se ha mencionado.

3.3. Análisis Técnico

Los inversionistas que utilizan técnicas analı́ticas para hacer inversiones y predicciones
acerca de la evolución del mercado generalmente definen reglas de inversión usando
las historias de precios y volúmenes. Los analı́stas técnicos calculan indicadores basa-
dos en datos observados de los precios. En los indicadores que son usados se asume
que

El precio de un activo obedece a la ley de oferta y demanda.

El precio tiene tendencias en ciertos perı́odos de tiempo.

Las tendencias se repiten de alguna manera regular.

Por lo tanto, aquel que siga estas premisas no debe dejarse influir por factores externos
a los estadı́sticos. Los movimientos en el portafolio se tienen que establecer (según los
analistas) en base a cotizaciones, no por el conocimiento externo. Por ejemplo, una bue-
na noticia para una empresa supone un alza en el precio de sus acciones, sin embargo,
el analista debe ser capaz de detectar esta alza en los gráficos y datos a su disposición.
Una de las ventajas del análisis técnico frente al análisis fundamental es que con los
mismos criterios se pueden analizar cualquier tipo de valor o mercado internacional.
Desde luego, también podemos llegar a una interpretación errónea de las premisas de
las que partimos, fallos en el comportamiento de los precios, falsas señales en los gráfi-
cos, que pueden producir un efecto contrario al esperado. Por tanto, el analista debe
ser capaz de reconocer los errores, los cambios inesperados y no mantenerse en la mis-
ma postura esperando el cambio que le dé la razón [15].
Existen un gran número de indicadores técnicos en la práctica, de hecho, podrı́amos
tomar cualquier predictor observando los precios como una serie de tiempo y tomar
una decisión en base a tal predictor comparado con algún indicador, nosotros nos li-
mitaremos al indicador media móvil simple por su fácil cálculo y además de que por
su naturaleza nos ayudará en la detección de cambios en los rendimientos.
A diferencia de los dos métodos anteriores para formar estrategias, en el caso de análi-
sis técnico no rebalancearemos continuamente nuestro portafolio, pero tampoco pode-
mos hacer uso de tiempos óptimos para cambiarlo pues es una técnica libre de modelo.
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Consideremos que el inversionista tomará decisiones de rebalancear el portafolio en
tiempos discretos durante el intervalo de tiempo [0, T ] con incrementos ∆t = T/N
tales que

0 = t0 < t1 < ... < tN = T, tt = k∆t.

Sea πit la proporción de capital que será invertido en el activo con riesgo i−ésimo al
tiempo t. Consideremos el indicador media móvil simple del i−ésimo activo definido
como

M i,δi
t =

1

δi

∫ t

t−δi
Siudu.

Los parámetros δi indican el tamaño de la ventana para calcular la media móvil, es
decir, cuántos datos anteriores al actual consideraremos para calcular el indicador.

3.3.1. Estrategia Utilizando Análisis Técnico

La regla de inversión que definiremos estará basada en la historia de precios y el in-
dicador asociado, que en nuestro caso se trata de la media móvil. Como el objetivo
no es cambiar el portafolio constantemente, sino sólo en ciertos tiempos tn, entonces
será suficiente con definir la manera de invertir en los activos sólo en estos tiempos. Al
tiempo t = 0, al igual que en el método de detección, se invertirá todo el capital en el
bono y en cada tiempo t = tn, n = 1, ..., N − 1, se debe seguir una simple regla para
la inversión: invertir capital en el i−ésimo activo con riesgo si el precio Stn es mayor o
igual que el indicador media móvil M i,δi

t asociado a ese activo. Si para ningún activo
se cumple esta condición, entonces de nuevo todo el capital debe ser invertido en el
bono.
Cuando debemos invertir en varios activos simultáneamente, la manera de dividir el
capital se hará en forma análoga que en el caso del método de detección, es decir,
en cada tiempo tn haremos uso de la estrategia matemática π. Sólo debemos definir
nuestra estrategia de análisis técnico πM en los tiempos tn en los que haremos cambios
en el portafolio; inicialmente tomaremos πMt0 = 0d×1 y después

πMtn =

{
πtn∑d
j=1 π

j
tn

0d×1

si
∑d

j=1 π
j
tn > 0,

en otro caso.
n = 1, .., N − 1.

Al igual que en el método de detección, dividiremos entre la suma para garantizar
que todo nuestro capital será invertido en activos con riesgo, sólo en caso de que la
estrategia matemática indique que no se debe invertir en activos riesgosos, entonces
invertiremos todo el capital en el bono aunque algunos precios hayan superado a su
indicador.
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Definimos la estrategia πM con el afán de maximizar la utilidad utilizando está técnica,
pues en un análisis técnico, la manera de invertir en los activos también se hace me-
diante una regla práctica, por ejemplo, podrı́amos tomar como regla dividir el capital
en partes iguales para todos los activos cuyo precio haya superado a su indicador. Co-
mo ventaja tenemos que estaremos maximizando la utilidad utilizando análisis técni-
co, la desventaja es que estamos volviendo el análisis dependiente del modelo.
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Capı́tulo 4

Simulación y Comparación Numérica

En el capı́tulo anterior se desarrollaron diferentes estrategias de inversión para el mer-
cado definido en (3.0.1), en este capı́tulo compararemos su desempeño utilizando si-
mulaciones y el método Monte Carlo. En la Sección 4.1 se describe un problema al que
se enfrentan los inversionistas cuando tratan de adaptar un modelo matemático para
obtener una estrategia de inversión: errores en la calibración del modelo. Entendere-
mos como calibración la estimación de todos los parámetros que están involucrados en
algún modelo de mercado financiero. En nuestro mercado, la calibración consiste en la
estimación de los parámetros µ1, µ2, σ y λ. Siempre nos enfrentaremos a problemas
para calibrar correctamente un modelo, desde falta de datos hasta malos estadı́sticos.
En la Sección 4.2 se describe como se han llevado a cabo las simulaciones y se mues-
tran gráficamente los resultados obtenidos. Se considerarán ambos casos, cuando las
estrategias están basadas en los parámetros correctos y cuando se trabaja en un modelo
con errores en la calibración. Es posible observar como algunas estrategias son menos
sensibles a errores en la calibración que otras. Se observa como el análisis técnico ob-
tiene utilidades esperadas bastante cercanas a los otros métodos con la ventaja de ser
libre de modelo.
Finalmente, en la Sección 4.3 se dan las conclusiones de las simulaciones, ası́ como
posibles extensiones del análisis y el modelo.

4.1. Errores de Calibración

En la realidad es extremadamente difı́cil conocer los parámetros exactos que caracteri-
zan a un modelo matemático. En particular en nuestro modelo es posible estimar con
bastante precisión el vector de rendimientos medios µ1 y la matriz de volatilidades σ
basados en precios históricos de nuestros activos, sin embargo, encontraremos proble-
mas al estimar los otros parámetros.
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Para estimar µ2 necesitarı́amos conocer los tiempos de los cambios en las derivas, pero
requerimos tener buenas estimaciones de los parámetros λi, i = 1, ..., d, y el vector
aleatorio τ sólo es obervado, a lo más, una vez en el intervalo de tiempo [0, T ].
Los errores en la estimación impactarán a nuestras estrategias definidas en el capı́tulo
anterior, obteniendo como resultado posible un menor rendimiento al esperado.
Los cambios en el rendimiento debido a errores en la estimación de los parámetros del
modelo, deben afectar de manera diferente a los distintos tipos de estrategias, en par-
ticular, se espera que impacte en menor manera al análisis técnico que es más indepen-
diente del modelo que los otros métodos de inversión. Se llevarán a cabo simulaciones
con los parámetros exactos y con parámetros incorrectos y en ambos casos se calcu-
lará mediante el método Monte Carlo la utilidad esperada para diferentes horizontes
de tiempo T . En la sección siguiente se verá gráficamente como son afectadas las difer-
entes estrategias de inversión por los errores de calibración en el modelo ası́ como la
comparación del análisis técnico con los otros métodos.
Supongamos que µ1, µ2, σ y λ son los parámetros correctos del modelo (3.0.1) y µ1,
µ2, σ y λ son los parámetros estimados. Las simulaciones de los precios se harán su
poniendo que

dSit = Sit
(
µ2i + (µ1i − µ2i) 1(t≤τi)

)
dt+ σiS

i
tdB

i
t,

donde τi ∼exp(λ1). Posteriormente, todos los cálculos se harán utilizando los parámet-
ros µ1, µ2, σ y λ, por ejemplo, una aproximación de la probabilidad a posteriori la
calcularemos como

F
i

t =
λie

λitL
i

t

∫ t
0
e−λisL

−1

s ds

1 + λieλitL
i

t

∫ t
0
e−λisL

−1

s ds
,

donde

L
i

t :=

(
Sit
Si0

)µ2i−µ1i

σ
2
i

exp

{
− 1

2σ2
i

(
(µ2i − µ1i)

2 + 2 (µ2i − µ1i)

(
µ1i −

σ2
i

2

))
t

}
.

Es claro que esto nos llevará a estrategias no óptimas, ası́ como a detectores de Karatzas
y Shiryaev erróneos, sin embargo en situaciones reales los errores en la calibración de
un modelo son inevitables y uno de los objetivos de este trabajo es analizar el impacto
de estos errores.
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4.2. Resultados

Después de los resultados que se verán en esta sección se podrá responder a las pregun-
tas: ¿Es mejor invertir de acuerdo a una técnica analı́tica que a un modelo matemático?
Si hay errores en la calibración, ¿De acuerdo a qué técnica es mejor invertir?.
Por supuesto, debido a la complejidad de las expresiones que hemos obtenido, no es
factible responder a estas preguntas de manera analı́tica, pero basándonos en métodos
de simulación Monte Carlo podemos responder a esas preguntas, al menos, de manera
numérica. Las simulaciones están basadas en el modelo (3.0.1) con los parámetros:

µ1 = (−0.01, 0.03, 0.001, −0.04, 0.01) ,

µ2 = (0.07, 0.08, 0.1, 0.08, 0.1) ,

σ = diag (0.05, 0.1, 0.2, 0.15, 0.2) ,

λ = (2, 3, 2, 3, 2) ,

los cuales cumplen la condicion (3.0.3).
Los parámetros mal “estimados”que se utilizaron para calcular la utilidad en un mo-
delo mal calibrado son los siguientes:

µ1 = (−0.009, 0.011, 0.002, −0.039, 0.011) ,

µ2 = (0.071, 0.081, 0.101, 0.081, 0.101) ,

σ = diag (0.051, 0.011, 0.21, 0.17, 0.22) ,

λ = (1.5, 2.5, 1.6, 2.5, 1.8) .

Se utilizó como función de utilidad U(x) = log(x), pues cumple las condiciones de Ina-
da y tenemos por los Ejemplos 1 y 2 una forma explı́cita para la estrategia matemática
π.
Se tomó la utilidad del capital final como función del horizonte de tiempo T , para ca-
da tiempo T = 0,01, 0,02, ..., 5 se realizaron 100 simulaciones y se tomó como utilidad
esperada el promedio de esas simulaciones. Este procedimiento se realizó para cada
método, con parámetros exactos y con parámetros erróneos.
Las gráficas de las siguientes páginas muestran la utilidad esperada como función del
horizonte del tiempo T .
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Figura 4.1: Comparación de las utilidades esperadas cuando se utiliza la estrategia basada en el méto-
do de detección de Karatzas cuando el modelo es correctamente calibrado y cuando existen errores en
la estimación de los parámetros y una estrategia basada en análisis técnico
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Figura 4.2: Comparación de las utilidades esperadas cuando se utiliza la estrategia basada en el méto-
do de detección de Shiryaev cuando el modelo es correctamente calibrado y cuando existen errores en
la estimación de los parámetros y una estrategia basada en análisis técnico
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Figura 4.3: Comparación de las utilidades esperadas cuando se utiliza la estrategia basada en el méto-
do matemático cuando el modelo es correctamente calibrado y cuando existen errores en la estimación
de los parámetros y una estrategia basada en análisis técnico
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Figura 4.4: Comparación de las utilidades esperadas utilizando análisis técnico con parámetros exac-
tos y con errores en la calibración. Se puede observar la poca sensibilidad de la técnica analı́tica cuando
los parámetros son cambiados
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4.3. Conclusiones

De acuerdo con los resultados de la Sección 4.2 podemos ahora dar conclusiones basadas
en las simulaciones.
Las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran que tanto la estrategia matemática, ası́ como los
métodos de detección de Karatzas y Shiryaev son sensibles a errores en la calibración
del modelo, siendo la estrategia matemática la más afectada debido a estos errores. Por
el contrario, la Figura 4.4 muestra que el análisis técnico es poco sensible a errores en
la calibración.
Cuando hablamos de utilidad esperada, se obtiene que en general la estrategia matemática
obtiene mejores utilidades en comparación con los métodos de detección y el análisis
técnico, tanto cuando se tiene el modelo exacto o cuando se tienen parámetros incor-
rectos. El análisis técnico no obtuvo buenos resultados comparado con los métodos de
detección y la estrategia matemática, aún cuando estos tenı́an errores de calibración,
sin embargo, se debe destacar una ventaja: no es muy sensible a dichos errores.
Como implicación práctica obtenemos que cuando tenemos suficiente certeza en las
estimaciones de los parámetros, será preferible trabajar con modelos matemáticos que
con análisis técnicos, sin embargo, no debemos desaprovechar las ventajas del análisis
técnico, como fácil manejo y poca sensibilidad a los errores de estimación, sobre todo
si tenemos bastante incertidumbre acerca de nuestras estimaciones.
De acuerdo a Blanchet-Scalliet [2] no se debe aún desestimar el desempeño del análisis
técnico, pues la utilidad usando los métodos de detección suele deteriorarse rápida-
mente cuando λ es mal estimado o cuando µ2 no es grande en comparación con µ1.
No hay regla universal para elegir el modelo para invertir, pero por el análisis hecho,
se debe optar por los modelos matemáticos que en general ofrecen mejores utilidades,
sin embargo, un inversionista podrı́a elegir el análisis técnico para invertir debido a su
fácil manejo e implementación.
Estas conclusiones están basadas en los resultados de la Sección 4.2 utilizando el mo-
delo de precios descrito en (2.2.1) y (3.0.1), un modelo bastante sencillo el cual nos
ha permitido la realización de un análisis de comparación, de un análisis técnico con
estrategias matemáticas basadas en análisis estocástico, en el caso de errores en la cali-
bración del modelo debido a su peculiar cambio en el rendimiento medio en un tiempo
aleatorio, que dificulta la estimación de los parámetros como se mencionó en la Sección
4.1, sin embargo, este modelo puede fácilmente ser extendido a uno más real con las
mismas ideas: podemos considerar que la utilidad media hace no sólamente un cambio
en un tiempo aleatorio, sino que cambia varias veces en el intervalo de tiempo [0, T ] y
que los cambios pueden ser tanto un incremento en el rendimiento medio (que ha sido
el tratado en este trabajo), ası́ como una disminución. Los cambios en el rendimiento

46
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medio, en principio, podrı́a considerarse que ocurren en tiempos exponenciales y de
esta manera aprovechar las caracterı́sticas conocidas de un proceso de Poisson, poste-
riormente, se pordrı́an considerar procesos de renovación más generales que modelen
los tiempos en los que el rendimiento cambia. Otra de las posibles extensiones del mo-
delo (3.0.1) consiste en considerar matrices de volatilidades más generales, es decir,
aquellas en las que consideremos las posibles relaciones entre los activos en los que
estuviésemos interesados en invertir.
Para los objetivos del trabajo ha sido suficiente considerar sólo una técnica analı́tica,
la media móvil, que muestra las caracterı́sticas de un análisis técnico; una extensión
del análisis hecho aquı́ podrı́a consistir en comparar el desempeño de las estrategias
matemáticas con otras técnicas analı́ticas que podrı́an obtener mejores rendimientos,
pero como se mencionó anteriormente, existen muchı́simas técnicas analı́ticas y no ex-
iste un método para conocer cuál se adaptará mejor a nuestro modelo; la medio móvil
fue elegida por su sencillez y naturaleza de detectar cambios en la media y ha mostra-
do un buen desempeño en las simulaciones.
Como conclusión final obtenemos que la elección de la estrategia de inversión siempre
debe estar basada en la cantidad de información que tengamos del modelo y que no se
deben subestimar las técnicas que se basan en la práctica y no en fundamentos teóricos.
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