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Elóısa D́ıaz-Francés Murgúıa
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Introducción

Dentro de la Teoŕıa clásica de Valores Extremos, el teorema de Fisher-Tippet (1928) nos dice
que la distribución del máximo reescalado de una sucesión de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, bajo ciertos supuestos, en caso de converger, lo hace a una y
sólo una de las siguientes familias: Weibull, Fréchet o Gumbel. La Distribución de Valores
Extremos Generalizada (1954) engloba a las tres familias anteriores, correspondiendo a cada
una de ellas según el valor del parámetro de forma, llamémosle c, de la misma. Posterior a esta
reformulación, en el proceso de modelación del máximo de alguna variable de interés se consi-
deraba alguno o los tres submodelos mencionados anteriormente para describir la distribución
del máximo, llevando a cabo la selección de un modelo de manera emṕırica (ver Castillo [4]).
En la literatura reciente de Teoŕıa de Valores Extremos (ver Coles [6] y Finkenstädt y Rootzén
[9]) se enfatiza modelar el comportamiento del máximo a través de la DVEG basados en que
toda la incertidumbre respecto a la distribución ĺımite está contemplada en ella, evitando con
esto la selección subjetiva de un modelo.

Por otro lado, la estimación de intervalos de confianza en el ámbito de extremos se realiza
comunmente a través de las propiedades asintóticas del estimador de máxima verosimilitud. Es
de reciente aplicación y muy poco explorado el uso de la verosimilitud perfil como una alterna-
tiva para la inferencia en valores extremos. Esta herramienta resulta sencilla de implementar
y útil en la inferencia en presencia de parámetros de estorbo, como resulta ser el caso de la
modelación de la distribución del máximo, donde el interés se centra en inferencias de cuantiles
grandes.

De lo anterior, la presente tesis tiene por objeto argumentar la importancia de la selección de
un submodelo de la DVEG para las inferencias de interés, proponer un proceso de modelación
estad́ıstica que conduzca a una representación adecuada del fenómeno en cuestión, y comparar el
uso de la verosimilitud perfil en la estimación respecto al método de inferencia tradicionalmente
usado.

En concreto, en el proceso de modelación se sugieren de inicio uno o dos submodelos a
través de la verosimilitud perfil relativa del parámetro de forma de la DVEG. La inferencia
basada en verosimilitud se realiza restringiéndose a los submodelos de la DVEG. Finalmente,
en el proceso de modelación se consideran modelos que hagan sentido al contexto del problema,
y la selección del mejor modelo deberá hacerse al final del proceso de estimación, validación y
cŕıtica de sus consecuencias.

Veremos que basados en este proceso de modelación estad́ıstica generalmente se logra una
buena representación de la distribución del máximo a través de algún submodelo de la DVEG.

Los antecedentes teóricos más relevantes respecto a la modelación del máximo por bloques
se exponen en el Caṕıtulo 1. En el mismo caṕıtulo se aborda la cercańıa entre las distribu-
ciones Weibull, Fréchet y Gumbel. Aśı mismo, se presentan las herramientas estad́ısticas que se
utilizarán en el proceso de modelación estad́ıstica. Se añaden comentarios existentes en la lite-
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vi INTRODUCCIÓN

ratura respecto a parámetros umbrales, modelación y estimación, aśı como algunas propuestas
relevantes a considerar. Finalmente, se establece la metodoloǵıa a seguir basada en los objetivos
del presente proyecto.

Diversos conjuntos de datos de fuentes variadas referentes a extremos se describen en el
Caṕıtulo 2. Para cada conjunto de observaciones se aplica la metodoloǵıa de modelación es-
tad́ıstica del máximo por bloques propuesta en esta tesis. En el Caṕıtulo 3 se presenta un estudio
de simulación cuyo propósito es dar sustento a la metodoloǵıa estad́ıstica aqúı propuesta. Las
conclusiones del trabajo se expresan en el Caṕıtulo 4.

El software utilizado para el desarrollo del presente trabajo se programó en MATLAB 7.0.



Caṕıtulo 1

Preliminares

La presente sección introduce, en primera instancia, la teoŕıa de extremos referente a la
modelación de una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
Luego, se dedica una sección a la cercańıa de los modelos Gumbel, Fréchet y Weibull. Después,
se describe la teoŕıa estad́ıstica de estimación y validación de modelos a utilizar en la presente
tesis. Finalmente, se presenta la propuesta de modelación estad́ıstica respecto a la teoŕıa de
extremos descrita.

1.1. Teoŕıa clásica de Valores Extremos

La teoŕıa clásica de extremos se centra en el estudio de la función de distribución del
máximo de una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(iid). Comenzaremos por considerar una sucesión de variables aleatorias X1, X2, . . . , Xn inde-
pendientes con función de distribución común FX(.). De conocer FX , podŕıamos calcular la
función de distribución exacta de Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}. Esto es

FMn(x) = P (Mn ≤ x) = P (X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x) =
n∏

i=1

P (Xi ≤ x) = [F (x)]n. (1.1)

Puesto que desconocemos F , una alternativa es estimar F basado en X1, X2, . . . , Xn y usar la
estimación de F para representar a [F (x)]n. Este camino requiere de estimaciones muy precisas
de F , en particular de la cola superior, o de lo contrario se pueden obtener discrepancias serias
para FMn debido a la potencia n.

Otra alternativa es buscar una aproximación de FMn basado en observaciones extremas
y aludiendo a la teoŕıa asintótica. Para ello, no basta considerar sólo el comportamiento de
FMn , pues la potencia n hace que la distribución del máximo se degenere. Para ver lo anterior,
consideremos x1 < x+ y x2 ≥ x+, donde x+ = sup{x : F (x) < 1}. Entonces se tiene que

FMn(x1) = P (Mn ≤ x1) = [F (x1)]
n −→ 0 (1.2)

pues F (x1) < 1, mientras que

FMn(x2) = P (Mn ≤ x2) = [F (x2)]
n = 1n −→ 1. (1.3)

Es decir, la función de distribución del máximo se degenera en x+ a medida que n crece. Puesto
que Mn es una sucesión creciente, la convergencia en probabilidad implica convergencia con
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2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

probabilidad 1. Lo anterior no hace atractivo el uso de la distribución exacta FMn , y se busca
una aproximación para FMn a través de una normalización. El siguiente resultado se encuentra
en Embrechts, et al. [8], Teorema A1.5, p. 554.

Teorema 1.1 (Convergencia a familias) Sean G(x) y H(x) dos funciones de distribución
propias, ninguna de las cuales está concentrada en un punto. Supongamos que para n ≥ 0, Xn,
U y V son variables aleatorias con funciones de distribución Fn, G y H, respectivamente. Sean
an > 0, αn > 0, bn ∈ R, βn ∈ R.

a) Si
Fn(anx + bn) −→ G(x), Fn(αnx + βn) −→ H(x), (1.4)

entonces existen A > 0 y B ∈ R tales que, cuando n −→∞,

αn

an

−→ A > 0,
βn − bn

an

−→ B (1.5)

y
H(x) = G(Ax + B) (1.6)

b) Si (1.5) vale, entonces cualquiera de las relaciones en (1.4) implica la otra y (1.6) vale.

El teorema anterior nos muestra que la distribución a la cual converge una sucesión de
variables aleatorias reescaladas no cambia al tomar diferentes sucesiones de constantes de nor-
malización, excepto en los parámetros de localización y escala. Este teorema es relevante para la
obtención del siguiente resultado, debido originalmente a R. A. Fisher y L. H. C. Tippet, el cual
resuelve la anterior cuestión de aproximar la distribución de FMn a través de una distribución
asintótica. Este resultado se encuentra en Embrechts, et al. [8], Teorema 3.2.3, p. 121.

Teorema 1.2 (Fisher y Tippet) Si existen sucesiones de constantes {an > 0} y {bn} tales
que

Pr{(Mn − bn)/an ≤ z} −→ G(z) (1.7)

cuando n −→∞, donde G es una función de distribución no degenerada, entonces G pertenece
a una de las siguientes familias:

Gumbel : ∆(z) = exp{− exp[−(
z − µ

σ
)]}, −∞ < z < ∞ (1.8)

Fréchet : Phi(z) =

{
0, z ≤ µ
exp{−( z−µ

σ
)−β}, z > µ;

(1.9)

Weibull : Ψ(z) =

{
exp{−[−( z−µ

σ
)β]}, z < µ

1, z ≥ µ,
(1.10)

para parámetros σ > 0, µ y β > 0.

Cabe resaltar que en el Teorema 1.2 no se toma en cuenta la forma de F , no se asegura la
existencia de las constantes de normalización, ni se dice cual de las tres familias es la familia a la
cual convergerá la sucesión de máximos reescalados. El Teorema 1.2 identifica como ĺımite de la
distribución del máximo reescalado de la sucesión de variables consideradas inicialmente a una
de las 3 familias mencionadas. La familia (1.8) es la familia Gumbel, la cual tiene su soporte
definido en todo R; la familia (1.9) es la familia Fréchet, la cual tiene restringido su soporte a ser
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no menor al valor del parámetro µ; finalmente la familia (1.10) es la familia Weibull de máximos,
cuyo soporte está restringido a ser no mayor a µ. Cada familia, por sus caracteŕısticas, representa
un comportamiento diferente del máximo: para la distribución Weibull, el valor máximo que
puede tomar la variable en cuestión es finito; para las familias Gumbel y Fréchet, la variable
en cuestión no tiene cota superior, pero la función de distribución Fréchet tiene cola derecha
más pesada en comparación al modelo Gumbel. Las tres familias cuentan con parámetros de
localización y escala (µ y σ, respectivamente); las dos últimas cuentan con un parámetro de
forma α. Las tres familias, en conjunto, se conocen como las Distribuciones de Valores Extremos
(DVE).

Las expresiones de los cuantiles correspondientes a las DVE (1.8), (1.9) y (1.10), están dadas
por las siguientes expresiones:

Gumbel : Qp = µ− σ ∗ (log[− log(p)]), (1.11)

Fréchet : Qp = µ + σ ∗ [(− log(p))
−1
β ], (1.12)

Weibull : Qp = µ− σ ∗ [(− log(p))
1
β ], (1.13)

donde p representa la probabilidad de no exceder Qp, p = P [Z ≤ Qp].
R. Von Mises en 1954 y A. F. Jenkinson en 1955 propusieron una reparametrización de las

familias (1.8), (1.9) y (1.10) en una sola:

G(z) =

{
exp{−[1 + c( z−a

b
)]−

1
c }, c 6= 0, 1 + c( z−b

a
) > 0

exp{− exp[−( z−a
b

)]} c = 0, b > 0, a ∈ R.
(1.14)

La función de distribución (1.14) se conoce como la Distribución de Valores Extremos Ge-
neralizada (DVEG). La DVEG tiene como parámetros a, b y c, de localización, escala y forma,
respectivamente. Los cuantiles para la DVEG están dados por la siguiente expresión:

Qp =

{
a− b

c
∗ (1− [(− log(p))−c]), c 6= 0,

a− b ∗ (log[− log(p)]), c = 0.
(1.15)

Cuando c > 0, se tiene la familia Fréchet; si c < 0 se tiene la familia Weibull; finalmente la
familia Gumbel representa el caso ĺımite cuando c tiende a cero. La relación paramétrica entre
las DVE y la DVEG está dada de la siguiente manera:

c > 0 : α = 1/c σ = b/c µ = a− b/c
c < 0 : α = −1/c σ = −b/c µ = a− b/c
c = 0 : σ = b µ = a.

(1.16)

Estos resultados permiten aproximar la distribución del máximo de una sucesión de variables
aleatorias de la siguiente manera: consideraremos una muestra x1, x2, . . . , xw la cual dividiremos
en n bloques (renglones) de tamaño m

x11 x12 . . . x1m

x21 x22 . . . x2m
...

xn1 xn2 . . . xnm.

(1.17)

De cada bloque obtenemos
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x∗i = max(xi1, xi2, . . . , xim), i = 1, 2, . . . , n (1.18)

y supondremos que se cumplen las condiciones tales que Fx∗i ∼ DVEG. A este proceso se le
conoce como modelación del máximo por bloques.

La aproximación de la distribución del máximo de una muestra dada a través de la DVEG
supone que las variables de las cuales se obtiene el máximo son independientes. Existen resul-
tados en la literatura referentes a la relajación del supuesto de independencia en el Teorema
1.2. Estos resultados establecen que la distribución del máximo reescalado sigue siendo una de
las DVE cuando la sucesión de variables aleatorias no son independientes, pero cumplen condi-
ciones tipo mixing. Para mayor detalle de estas condiciones se refiere al lector a Leadbetter, et
al. [12].

La modelación del máximo de una sucesión de variables aleatorias usando como aproxi-
mación la DVEG tiene como ventaja, desde el punto de vista estad́ıstico, que a través de la
estimación de c se pueden realizar inferencias acerca de la distribución ĺımite a la cual converge
el máximo de la sucesión de variables iid consideradas.

Para los casos en que la variable aleatoria de interés no es el máximo sino el mı́nimo de una
sucesión de variables aleatorias iid. (como por ejemplo, sistemas de falla), existen resultados
análogos a los expuestos para el caso de máximos que describen el comportamiento de mn =
mı́n{X1, X2, . . . , Xn}. Estos resultados se basan en la relación existente entre el máximo y el
mı́nimo: si Mn = máx{X1, X2, . . . , Xn} y mn = mı́n{Y1, Y2, . . . , Yn}, donde Yi = −Xi entonces
Mn = −mn. Con esto, hay dos formas de proceder para modelar la función de distribución
de mn. La primera, es hacer uso de los resultados asintóticos para aproximar a Fmn como los
descritos para FMn , y hacer el ajuste directamente. La DVEG para mı́nimos se expresa de la
siguiente manera:

G(z) =

{
1− exp{−[1− c( z−b̃

a
)]−

1
c }, c 6= 0,

1− exp{− exp[ z−a
b̃

]} c = 0,
(1.19)

(ver Coles [6] p. 53) donde b̃ = −b en la DVEG. Al igual que en el caso de máximos, la DVEG
para mı́nimos engloba a las familias Gumbel, Fréchet y Weibull para mı́nimos, y es el valor de
c quien determina la familia ĺımite.

Una segunda opción es, dada una muestra {x1, x2, . . . , xn} correspondiente a mı́nimos de
variables aleatorias iid, ajustar la DVEG para máximos a {y1, y2, . . . , yn} donde yi = −xi.
Hay que tener precaución en la interpretación de las estimaciones e inferencias al regresar del
máximo al mı́nimo. Las estimaciones v́ıa máxima verosimilitud resultantes para los parámetros
de la DVEG de máximos coinciden con los de la DVEG de mı́nimos, salvo la corrección de
signo para b̃ = −b.

Como se mencionó anteriormente, el teorema de Fisher y Tippet identifica las distribuciones
ĺımite del máximo reescalado de una sucesión de variables aleatorias iid. En la literatura existen
resultados concernientes a F , que caracterizan a la función de distribución ĺımite de FMn bajo
ciertas condiciones referentes al comportamiento de F̄ = 1 − F cercano a x+. Más aún, los
resultados muestran cómo calcular las constantes de normalización que permiten estabilizar la
función de distribución del máximo, logrando con esto la convergencia en distribución a una de
las DVE. Este tópico de teoŕıa de extremos se conoce como Caracterización de los Dominios de
Atracción. Una exposición muy completa de éste se encuentra en Embrechts, et al. [8].

El resumen que hemos presentado pretende dar un panorama general de la teoŕıa clásica de
valores extremos, también conocida como modelación por bloques. Un tratado muy completo
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del tópico se encuentra en Embrechts, et. al. [8]. Una exposición de la teoŕıa de valores extremos,
desde un punto de vista de modelación estad́ıstica, se encuentra en Coles, [6]. Para consultar
detalles de las demostraciones del resultado principal de Fisher y Tippet, se refiere al lector
a Resnick, [18]. Un estudio de valores extremos con aplicaciones en ingenieŕıa se encuentra en
Castillo, et al. [3].

1.2. Cercańıa entre distribuciones

Recordando, la DVEG representa una reformulación la cual engloba a las tres distribuciones
posibles para el ĺımite del máximo de una sucesión de variables aleatorias que se suponen iid.
Los casos Weibull y Fréchet corresponden a valores negativos y positivos, respectivamente, del
parámetro de forma c de la DVEG. La distribución Gumbel se obtiene tomando el ĺımite de la
DVEG cuando c tiende a cero. Esto es:

ĺım
c−→0

exp{−[1 + c(
z − a

b
)]−

1
c } = exp{− exp[−(

z − a

b
)]}. (1.20)

Es decir, existen familias Fréchet y Weibull muy cercanas a una familia Gumbel.
En sentido inverso, una cuestión de interés es si dada una familia Weibull o Fréchet, podemos

encontrar una familia Gumbel que esté lo suficientemente cerca de la primera, en términos de
su función de distribución. El objeto de esto es para determinar un rango de valores para
c alrededor de cero para el cual se tiene una representación adecuada de la distribución (y
consecuentemente de los cuantiles) Weibull o Fréchet a través de un modelo Gumbel antes de
alcanzar el ĺımite.

Para tal efecto, se realizó un algoritmo computacional el cual encuentra la distribución
Gumbel que minimiza una distancia entre la distribución de referencia (Weibull o Fréchet) y la
distribución Gumbel. La distancia que se propone para establecer la cercańıa de las distribu-
ciones es una distancia de tipo Cramer-Von Mises (ver D’Agostino y Stephens [7]), dada por la
siguiente expresión:

D(Φ, ∆) =
∫ [∆(z)− Φ(z)]2

(1− Φ(z))
dΦ(z). (1.21)

Esta distancia es un promedio de la diferencia al cuadrado de la función de distribución Gumbel
respecto a la distribución de referencia, ponderada por los valores de la cola derecha de la
distribución de referencia.

Se seleccionaron como distribuciones base las DVE correspondiente a los parámetros de la
DVEG a = 1, b = 1 y c = 0.1, 0.09, 0.08, 0.07, 0.06, 0.05, 0.04, 0.03, 0.02, 0.01, -0.01, -0.02,
-0.03, -0.04, -0.05, -0.06, -0.07, -0.08, -0.09 y -0.1. En la gráfica superior de la Figura 1.1 se
presentan las distancias del modelo Gumbel más cercano al modelo de referencia con base en la
distancia propuesta. La distancia disminuye a medida que c se acerca a cero, y es ligeramente
asimétrica respecto a c = 0. Las discrepancias de los modelos Fréchet considerados respecto a
la distribución Gumbel más cercana son ligeramente menores en comparación con los modelos
Weibull. Es decir, se encontraron distribuciones Gumbel más cercanas a los modelos Fréchet
que a los modelos Weibull.

Por otra parte, en la gráfica inferior de la Figura 1.1 se presentan los parámetros de la
Gumbel más cercana con base en la distancia propuesta. Notamos que el parámetro µ de la
familia Gumbel más cercana es prácticamente igual al valor de a = 1, mientras que el valor de
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Figura 1.2: Razón de los cuantiles de la Gumbel que minimiza la distancia considerada

σ del modelo Gumbel más cercano vará de acuerdo al valor de c, siendo menor que b = 1 para
los casos Weibull y mayor que b = 1 para los casos Fréchet, teniendo mayores discrepancias de
b = 1 cuando c está más alejado de c = 0.

La Figura 1.2 presenta los cocientes de Q90, Q95, Q99 y Q999 del modelo Gumbel más cercano
respecto a la familia de referencia acorde a los diferentes valores de c. Notamos que para Q90

los cocientes están cercanos a 1 para todos los modelos de referencia considerados. Para Q95

los cocientes siguen estando cerca de 1, difiriendo en los valores de c = 0.1 y c = −0.1 en 5 %.
Para valores de |c| ≤ 0.04 el cuantil 99 de la distribución Gumbel más cercana vaŕıa hasta en
un 5 % respecto a la distribución de referencia; en contraste, para Q999 se tienen discrepancias
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hasta en un 10 %. Para Q999 la distribución Gumbel más cercana correspondiente a los valores
de |c| ≤ 0.02 difiere hasta en un 5 % respecto a la distribución de referencia. Finalmente vemos
que los cuantiles de la distribución Gumbel están más cerca cuando se tiene como referencia a
un modelo Weibull que a un Fréchet.

Basados en la distancia propuesta, para valores de |c| ≤ 0.02 se tienen buenas representa-
ciones de cuantiles grandes (incluso hasta Q999) de las familias Fréchet y Weibull a través de la
familia Gumbel.

1.3. Herramienta estad́ıstica

1.3.1. Funciones de logverosimilitud para la DVEG y las DVE

Bajo los supuestos de iid y que la distribución del máximo es la DVEG, usando la densidad
como aproximación a la verosimilitud, la función de logverosimilitud para los parámetros de la
DVEG está dada por la siguiente expresión:

log(a, b, c; z1, . . . , zn) = −n log(b)− (1 +
1

c
)

n∑

i=1

log[1 + c(
zi − a

b
)]−

n∑

i=1

[1 + c(
zi − a

b
)]
−1
c , (1.22)

donde c 6= 0, 1 + c( zi−b
a

) > 0, i = 1, . . ., n.
De las expresiones para la logverosimilitud no podemos encontrar los estimadores de máxima

verosimilitud anaĺıticamente, por lo que se requieren algoritmos de maximización para hallar
los EMV numéricamente. Además, la DVEG no cumple los requerimientos de regularidad que
permiten aproximar la función de distribución de los estimadores de máxima verosimilitud por
la distribución normal multivariada.

Existen resultados en la literatura que exploran la aproximación normal a los estimadores
de máxima verosimilitud a pesar que éstos no cumplan con las condiciones de regularidad. Para
la DVEG, dichos resultados (debidos a Smith [16]) muestran que esta aproximación es válida
para valores de c mayores a -0.5, valores para las cuales se dejan de considerar distribuciones
de colas muy ligeras, y que en general no se encuentran casos de este tipo en la práctica según
Coles [6]. Lo anterior da sustento al método delta para la obtención de intervalos de confianza
para los parámetros a, b y c de la DVEG, y a través de una transformación de éstos, para los
cuantiles de interés.

También, presentamos las funciones de logverosimilitud para los parámetros de las DVE:

Gumbel : log L(µ, σ; z1, . . . , zn) = −
n∑

i=1

exp[−(
zi − µ

σ
)]−

n∑

i=1

(
zi − µ

σ
)− n ∗ log(σ), (1.23)

Fréchet : log L(µ, σ, β; z1, . . . , zn) = −
n∑

i=1

(
zi − µ

σ
)−β + n ∗ log(σ/β)− (β + 1)

n∑

i=1

log(
zi − µ

σ
),

(1.24)

Weibull : log L(µ, σ, β; z1, . . . , zn) = −
n∑

i=1

(
µ− zi

σ
)β + n ∗ log(σ/β) + (β − 1)

n∑

i=1

log(
µ− zi

σ
),

(1.25)
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donde µ ∈ R; σ, β > 0.
De igual forma, se requiere de métodos numéricos para hallar los estimadores de máxima

verosimilitud.

1.3.2. Función de verosimilitud perfil

Uno de los problemas comúnmente encontrados en la inferencia estad́ıstica se refiere a las
inferencias en presencia de parámetros de estorbo. El panorama del problema es el siguiente:
se tiene una familia de modelos estad́ısticos paramétricos, f(x; θ), donde θ ∈ Θ es un vector
de parámetros, en el cual nuestro principal interés se centra en realizar inferencias para un
vector θ0 de componentes de θ, generalmente unidimensional. Los componentes de θ que no
están en θ0, digamos θ1, los cuales consideraremos que no son de interés, son los llamados
parámetros de estorbo. Las expresiones para la función de verosimilitud, en presencia de modelos
multiparamétricos, son en general complicadas de manipular, trayendo como consecuencia que
no se pueden aislar expresiones que contengan exclusivamente a θ0, haciendo que las inferencias
para θ0 se vean afectadas por θ1.

Una forma sencilla y muy útil de tratar con este problema es a través de la verosimilitud
perfil. La verosimilitud perfil es una función exclusiva de θ0 que se obtiene a partir de la
verosimilitud completa, para la cual para cada valor fijo de θ0 se usa como valor de θ1 el
estimador de máxima verosimilitud θ̂1 restringido a este valor fijo θ0 (en lo sucesivo escribiremos
EMV para denotar el estimador de máxima verosimilitud).

Formalmente, tenemos la siguiente definición (tomadas de Sprott [17] y Pawitan [14]):

Definición 1.1 Sea L(θ; x1, x2, . . . xn) la función de verosimilitud para θ = {θ0, θ1}. Definimos
a la verosimilitud perfil de θ0, Lp(θ0; x1, x2, . . . xn) como

Lp(θ0) = L(θ0, θ̂1(θ0); x1, x2, . . . xn). (1.26)

De igual manera, definimos la verosimilitud perfil relativa de θ0 como:

Rp(θ0) =
L(θ0, θ̂1(θ0); x1, x2, . . . xn)

L(θ̂; x1, x2, . . . xn)
, (1.27)

donde θ̂1(θ0) denota el EMV restringido de θ1 para un valor fijo de θ0, y θ̂ = (θ̂0, θ̂1) es el
Estimador de Máxima Verosimilitud de θ = (θ0, θ1).

La información contenida en la muestra respecto a θ0 se presenta mediante la gráfica de los
puntos (θ0, Rp(θ0)) (ver gráfica 1.3). La gráfica de verosimilitud perfil relativa de θ0 indica la
plausibilidad de un valor fijo de θ0, digamos θ0

0, respecto al valor de θ0 máximo verośımil. La
interpretación de un nivel de plausibilidad es el porcentaje de credibilidad que representa el
valor θ0

0 respecto a θ̂0 para la muestra obtenida.
Algunas de las caracteŕısticas más importantes de la verosimilitud perfil son:

La estimación de máxima verosimilitud obtenida a partir de la verosimilitud perfil coincide
con la estimación de máxima verosimilitud de la verosimilitud completa.

El estad́ıstico de razón de verosimilitud basado en la verosimilitud perfil 2 ∗ {log Lp(θ̂0)−
log Lp(θ0)} equivale al estad́ıstico de razón de verosimilitud para la hipótesis θ = θ0.
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Figura 1.3: Verosimilitud perfil relativa de θ0

Una región de verosimilitud basada en la verosimilitud perfil Rk = {θ0 : Lp(θ0) > k} es,
en general, una región aproximada de confianza para θ0. (Ver siguiente sección)

La verosimilitud perfil tiene la ventaja de que es una manera sencilla de tratar a los pará-
metros de estorbo, además de que es simple calcularla numéricamente. La verosimilitud perfil
relativa para θ0 se obtiene fijando valores de θ0 en una rejilla y maximizando la verosimilitud
sobre los parámetros restantes, además de estandarizar de acuerdo al valor de θ que maximiza
la verosimilitud.

Más detalles sobre la verosimilitud perfil, sus propiedades y sus implicaciones se pueden
consultar en Sprott [17] y Pawitan [14].

1.3.3. Regiones de verosimilitud-confianza

Bajo el enfoque de verosimilitud, la información contenida en la muestra respecto a los
parámetros de interés se presentan por medio de la gráfica de la función de verosimilitud relativa.
En el caso de parámetros de estorbo, teniendo bajo consideración la función de verosimilitud
perfil, es ésta la función relevante que contiene la información paramétrica de interés.

Una manera de resumir la información contenida en la verosimilitud perfil relativa es a
través de regiones de verosimilitud. La siguiente definición es tomada de Sprott [17].

Definición 1.2 Definimos una región de nivel k de verosimilitud, Rk como:

Rk = {θ : L(θ) ≥ k}. (1.28)

En particular, para la verosimilitud perfil se tiene que

Rk = {θ0 : Lp(θ0) ≥ k}. (1.29)
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Figura 1.4: Verosimilitud perfil relativa de θ0

Una región de verosimilitud es un conjunto de puntos de θ0 para los cuales se tiene un
nivel de verosimilitud mayor o igual a k. En otras palabras, las regiones de verosimilitud son
una forma de discriminar los valores de θ0 que resultan plausibles a cierto nivel k de los que
no lo son. Los puntos contenidos en una región espećıfica de verosimilitud son preferibles a
todos aquellos que no estén contenidos en esta región, ya que tienen plausibilidad más alta.
De la figura 1.4 , para un nivel k = 0.15 de verosimilitud obtenemos que valores para θ0 ∈
[-0.22, 0.17] son preferibles a aquellos que estén fuera de ese intervalo. Para el caso en que θ0

es unidimensional, las regiones de verosimilitud son, por lo general, intervalos de verosimilitud.
Una cuestión importante respecto a las regiones de verosimilitud es que la elección del nivel

k es arbitraria. El significado del nivel k, en este contexto, se relaciona exclusivamente con un
nivel de plausibilidad. Sin embargo, es posible establecer una relación entre el nivel k y un nivel
de confianza (y con ello, dar un significado de región de confianza a una región de verosimilitud)
a través del siguiente resultado, tomado de Coles [6].

Teorema 1.3 Sea X1, X2, . . . , Xn variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas con función de distribución F(x; θ). Sea θ̂ el EMV de θ = {θ0, θ1}. Entonces, bajo
condiciones de regularidad, para n suficientemente grande, se tiene que:

Dp(θ0) = 2{l(θ̂)− lp(θ0)} ∼ χ2
s (1.30)

donde l(θ̂) y lp(θ0) representan la log-verosimilitud y la log-verosimilitud perfil respectivamente,
y s es la dimensión de θ0

El teorema anterior permite construir regiones de confianza para el parámetro θ0: si Qzp es el
cuantil p ∗ 100 % de la distribución χ2

s, la región Sβ = {θ0 : Dp(θ0) ≤ zp} resulta ser una región

de confianza del nivel p∗100 %. Puesto que 2{l(θ̂)−lp(θ0)} ≤ zp si y sólo si Lp(θ0) ≥ exp(−zp/2),
una región de confianza también resulta ser una región de verosimilitud de nivel exp(−zp/2).
En particular, para el caso en que θ0 es unidimensional, un nivel de confianza del 95 % implica
un nivel de verosimilitud de 0.15.
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Para más detalles del significado de las regiones de verosimilitud-confianza, se refiere al
lector a Sprott [17].

1.3.4. Métodos gráficos de diagnóstico

En términos de modelación, buscamos representar adecuadamente un fenómeno a través de
un modelo estad́ıstico, por medio del cual se realizan las inferencias de interés. Estas inferencias
pueden variar de acuerdo al modelo elegido, por lo cual es necesario que el modelo ajuste lo
mejor posible, al menos para las observaciones a la mano. A continuación presentamos las
formas generales de validar el ajuste de un modelo adoptadas en la presente tesis.

Consideremos una muestra aleatoria (realizaciones independientes e idénticamente distri-
buidas) ordenada x(1), x(2), . . . , x(n), de una población con función de distribución F . La gráfica
de probabilidad consiste en la gráfica del conjunto de puntos

{(F̂ (x(i)),
i− 0.5

n
) : i = 1, . . . , n}, (1.31)

donde F̂ (x(i)) y i−0.5
n

representan la probabilidad acumulada de x(i) bajo la función de distribu-
ción estimada y la función de distribución emṕırica, respectivamente. De igual forma, la gráfica
de Cuantil-Cuantil (gráfica QQ) consiste en la gráfica del conjunto de puntos

{(F̂−1(
i− 0.5

n
), x(i)) : i = 1, . . . , n}, (1.32)

donde F̂−1( i−0.5
n

) y x(i) representan el cuantil ( i−0.5
n

) bajo el modelo estimado y el cuantil
emṕırico, respectivamente.
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Figura 1.5: Gráfica de papel de probabilidad (izquierda) y gráfica QQ (derecha)

El propósito de ambas gráficas es comparar las probabilidades o los cuantiles del modelo
estimado contra las estimaciones emṕıricas. Si el modelo propuesto representa razonablemente
a las observaciones, los puntos graficados deberán estar cerca de la ĺınea identidad (ver Figura
1.5). Para la gráfica QQ es común agregar intervalos de confianza para los cuantiles para
considerar la variabilidad de las observaciones en el ajuste.

Por otro lado, para la DVEG se tiene una gráfica particular para la validación de ajuste de
un modelo. Retomando la ecuación (1.15), haciendo yp = log(p) se tiene que:

Qp =

{
a− b

c
∗ (1− y−c

p ), c 6= 0,
a− b ∗ (log(yp)), c = 0.

(1.33)
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La gráfica del conjunto de puntos

{log(yp), Qp} (1.34)

tiene por nombre gráfica de niveles de retorno (Figura 1.6). Cada nivel de retorno Qp (eje
vertical) tiene asociado un periodo de retorno 1/(1-p) (eje horizontal). Un periodo de retorno
1/(1− p) se interpreta como el número de años que en promedio se requieren para que el nivel
de retorno asociado a éste, Qp, se supere una vez. La gráfica del modelo estimado es lineal
para el caso Gumbel, convexa para el caso Weibull y concava para el caso Fréchet. La gráfica
aqúı descrita se utiliza como presentación del modelo estimado y para validación del mismo,
agregando en la gráfica las estimaciones emṕıricas de los cuantiles e intervalos de confianza para
los mismos.
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Figura 1.6: Ejemplo de una gráfica de niveles de retorno

1.4. Modelación estad́ıstica

1.4.1. Proceso de modelación

Box [1] describe a la modelación estad́ıstica como un proceso evolutivo de aprendizaje
cient́ıfico el cual involucra estimación y cŕıtica. En pocas palabras, dicho proceso consiste, en
primera instancia, considerar distintos modelos, ya sea emṕıricos o teóricos, para los cuales
se realiza la estimación. Una vez hecho esto es necesario juzgar los modelo con base en el
ajuste de los mismos y las consecuencias de sus inferencias, para verificar su congruencia o
sugerir modificaciones en caso necesario. Finalmente, se elige el modelo que haga más sentido
al contexto del problema.

Este proceso resulta adecuado en el ámbito de extremos debido a que se tienen 3 posibles
modelos (Weibull, Fréchet o Gumbel) para representar el comportamiento de una muestra de
máximos que se suponen iid. Debido al desconocimiento de la verdadera distribución ĺımite
del máximo de las variables aleatorias consideradas, mediante este proceso se pretende sugerir
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modelos sensatos para el fenómeno de interés, hacer inferencia bajo estos modelos, validarlos
con los datos observados, comparar estos modelos en términos del ajuste a los datos y buena
descripción que hagan del fenómeno de interés, para finalmente seleccionar al modelo que mejor
explique a los datos y al fenómeno.

1.4.2. Parámetros umbral

Un parámetro umbral es un parámetro caracterizado por delimitar el rango de valores
posibles que puede tomar una variable aleatoria. Como ejemplo, en el caso de la función de
distribución Fréchet (ecuación 1.9), la variable aleatoria se restringe a ser mayor a µ, mientras
que en el caso Weibull (ecuación 1.10), la variable se restringe a ser menor a µ. Este parámetro
cobra especial importancia, ya que el hecho de restringir el soporte de la distribución trae como
consecuencia problemas tanto desde el punto de vista de modelación como de estimación.

Desde el punto de vista de estimación, un modelo con un parámetro umbral tiene el problema
de que no se cumplen las condiciones de regularidad que permiten aproximar la función de
distribución de los estimadores de máxima verosimilitud por la distribución normal multivaria-
da. Además, se presentan casos donde la función de verosimilitud basada en la aproximación
por medio de la densidad, tienen discontinuidades infinitas cuando el parámetro umbral se a-
cerca a la observación mı́nima o máxima, trayendo como consecuencia que métodos numéricos
de búsqueda adoptados para encontrar los estimadores de máxima verosimilitud fallen en su
propósito.

Desde el punto de vista de modelación, un parámetro umbral se introduce en un modelo
como artificio matemático para permitir un mejor ajuste del modelo acorde a observaciones
(Meeker & Escobar, [13]). Por ejemplo, consideremos el caso Fréchet de dos parámetros

Φ(z) =

{
0, z ≤ 0,
exp{−( z

σ
)−α} z > 0,

(1.35)

donde el soporte de la distribución son los reales positivos. Para una variable aleatoria positiva,
es idóneo ajustar un modelo con las caracteŕısticas del soporte como el caso Fréchet de dos
parámetros; sin embargo, el ajuste de este modelo no siempre es adecuado. Por lo anterior, el
considerar la familia Fréchet de tres parámetros (1.9) permite hacer flexible la modelación, y
con ello lograr un mejor ajuste.

Puesto que un parámetro umbral restringe el soporte de la distribución, el parámetro umbral
adquiere intŕınsecamente un significado acorde con el contexto del problema. Dependiendo del
contexto, el problema consiste en que el ajuste de un modelo con parámetros umbral en general
puede no hacer sentido respecto al significado del mismo. Por ejemplo, refiriéndonos a Coles [6],
él modela el comportamiento del mı́nimo de observaciones referentes a resistencia de fibras a
través de la DVEG, encontrando estimaciones negativas para el menor valor que puede tomar el
mı́nimo de resistencia de fibras. Coles expresa la cautela que hay que tener en estas estimaciones,
ya que en el contexto, este valor mı́nimo no puede tomar valores negativos. En acuerdo con
Meeker y Escobar [13], en estos casos es importante ajustar un modelo restringiendo el espacio
parametral del parámetro umbral de acuerdo al significado de éste en el contexto.

Box y Cox [2] enfatizan diferenciar el carácter lógico de los parámetros y recomiendan
realizar inferencias en dos fases: primero estimar los parámetros que tengan sentido de acuerdo
al contexto, y con base en estas estimaciones, fijar valores de dichos parámetros para realizar
posteriormente las inferencias de interés. Por otro lado, para el caso Weibull (1.10), Lawless
[11] recomienda explorar la robusticidad en los cuantiles ante cambios en µ cercanos a µ̂ para
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verificar si el modelo reducido fijando µ = µ̂ ajusta bien a las observaciones. En los casos
donde se tenga robusticidad, se podŕıa hacer uso de un modelo más simple y regular. Para el
mismo caso Weibull, Meeker y Escobar [13] consideran dos alternativas: ajustar de inicio un
modelo con menos parámetros que haga sentido al contexto del problema, o ajustar un modelo
restringiendo el espacio parametral a un subconjunto de ellos que haga sentido con el contexto.

En conjunto, las recomendaciones anteriores , aplicadas a las DVE Weibull y Fréchet (1.10)
y (1.9), se refieren en primera instancia a ajustar un modelo que considere el significado de los
parámetros de acuerdo al contexto del problema. Ajustar la familia Fréchet restringiendo µ a
ser no negativo al considerar variables aleatorias positivas tiene como propósito inicial conside-
rar modelos que hagan sentido respecto al significado de µ. Luego, se recomienda explorar la
sensibilidad de la inferencia de los cuantiles ante cambios en valores plausibles de µ.

Los puntos aqúı comentados, más los problemas de estimación respecto a los parámetros
umbral, se retomarán posteriormente.

1.4.3. Propuesta de modelación del máximo por bloques

Como vimos en la Sección 1.1, la distribución a la cual converge el máximo reescalado es
una de las DVE, donde cada una de ellas representa un comportamiento distinto del máximo.
La DVEG es simplemente una reformulación que engloba a las 3 DVE. En aplicaciones de la
teoŕıa de extremos es común que se adopte la DVEG como modelo para realizar las inferencias
de interés debido a que engloba la incertidumbre de una elección de la distribución ĺımite. Las
inferencias basadas en verosimilitud a través de la DVEG pueden comprender simultaneamente
a las 3 DVE y, con ello, abarcar 3 comportamientos distintos del fenómeno.

Además, para los modelos Weibull y Fréchet, el parámetro de localización µ adquiere au-
tomáticamente un significado de acuerdo al contexto del fenómeno como consecuencia de que
delimita el soporte de la distribución. Según lo expuesto en la Sección 1.4.2, y en particular
cuando de variables aleatorias positivas se trata (para la presente tesis, se consideran varia-
bles positivas como niveles de acumulación de lluvia y niveles de acumulación de nieve), es
recomendable ajustar en primera instancia un modelo que haga sentido al fenómeno. Para el
caso Fréchet, la noción del parámetro µ es clara, por lo cual es recomendable ajustar de primera
instancia un modelo restringiendo µ a ser no negativo. Para el caso Weibull, no resulta evidente
restringir el espacio parametral de µ de tal forma que haga sentido el fenómeno en cuestión.
Además, el modelo Weibull (al igual que el modelo Gumbel) asigna probabilidades positivas a
valores negativos de la variable en cuestión por no estar acotado inferiormente su soporte, lo
cual tampoco resulta sensato en términos de las variables positivas. Sin embargo, para estos
casos se justifica el uso de estos modelos para variables positivas cuando la probabilidad que se
le asigne a valores negativos de la variable sea muy pequeña, de tal modo que no afecte al resto
de las probabilidades. Al ajustar una familia Weibull y Fréchet, se considerará hacer inferencias
para los cuantiles fijando diferentes valores de µ, para verificar la sensibilidad de las inferencias
ante cambios en µ.

Tomando en cuenta a Box, dentro del contexto de modelación del máximo por bloques,
consideraremos incialmente el ajuste de la DVEG. Puesto que sólo una de las DVE corres-
ponde a la distribución ĺımite del máximo reescalado bajo el supuesto de iid, usaremos la
reparametrización DVEG para realizar estimación respecto al parámetro de forma c, y con ello
restringirnos a las subclases sugeridas de la estimación de c que hagan sentido al problema en
mano. De ah́ı prosigue el proceso de estimación y cŕıtica, para finalmente seleccionar el modelo
que tenga mejor representatividad.
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Resumiendo los párrafos anteriores, se tiene la siguiente propuesta de modelación estad́ıstica:

Aprovechar la DVEG para sugerir una o más de las DVE para aproximar la distribución
del máximo. Considerar un modelo de acuerdo a los sugeridos que haga sentido al contexto
del problema.

Hacer las inferencias de los parámetros de interés bajo las DVE consideradas.

Validar los modelos estimados con los datos y analizar sus consecuencias.

Seleccionar al mejor modelo DVE para la distribución del máximo.

De esta forma, procederemos de la siguiente manera. Consideraremos una muestra de máxi-
mos de tamaño n para los cuales asumiremos que se cumplen los supuestos iid para las variables
aleatorias en cuestión. Para esta muestra:

1. Ajustaremos la DVEG a los máximos y haremos inferencias para los parámetros a, b y
c. En especial nos enfocaremos en la verosimilitud perfil relativa del parámetro c, ya que
a través de ella se sugerirán los modelos ĺımite para el máximo reescalado. Valores de c
muy cercanos a 0 corresponden a modelos Fréchet y Weibull que prácticamente resultan
indistinguibles a un modelo Gumbel. En el caso que el modelo Gumbel resulte plausible, la
gráfica de verosimilitud perfil hará plausible a las tres familias. Sin embargo, se sugerirán
sólo la familia correspondiente al EMV ĉ y a la familia Gumbel, ya que la familia restante
tiene como mejor modelo uno que es indistinguible del modelo Gumbel, además de que
las estimaciones de sus parámetros resultan ser de magnitud muy grande, carentes de
interpretabilidad.

2. Una vez tomados en cuenta los modelos sugeridos, se procederá en acuerdo con Box,
a realizar la estimación y comparar el ajuste y las consecuencias de las inferencias del
modelo o los modelos sugeridos. En el caso que ĉ sea positivo, se considerará inicialmente
el ajuste de la familia Fréchet restringiendo el espacio parametral de µ a ser no negativo
cuando se trate de datos no negativos, enfatizando la posibilidad del ajuste del modelo
Fréchet de dos parámetros. En cuanto a estimación, se grafican la verosimilitud perfil
relativa de los parámetros µ, σ, β de la familia Weibull o Fréchet, según sea el caso, y se
considerarán valores altamente plausibles para µ para explorar sus consecuencias en las
inferencias respecto a los cuantiles. Posteriormente se graficarán las verosimilitudes perfil
relativas de Q95 y Q99. En cuando a la validación de los modelos, se presentarán gráficas
de probabilidad, gráficas QQ y gráficas de niveles de retorno.

3. Finalmente, basados en lo anterior se determinará si el o los modelos considerados son
adecuados respecto a lo observado. Para el caso Fréchet, en caso que la familia de dos
parámetros no produzca una buena descripción del fenómeno, consideraremos el ajuste de
la familia Fréchet de tres parámetros para tener una mejor representatividad del fenómeno,
realizando nuevamente la estimación y la validación del modelo.

La presente tesis adopta la función de verosimilitud perfil para las inferencias de interés,
criterio poco explorado en el ámbito de extremos. Respecto al problema de las discontinuidades
en las densidades, en la presente tesis se restringe µ a estar a lo más a .001 unidades de la
observación máxima (o mı́nima, según sea el caso), logrando con esto que la maximización a
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través de métodos numéricos encuentre un máximo local para el cual adoptaremos a los valores
correspondientes de los parámetros como los EMV.

Puesto que en aplicaciones de la teoŕıa clásica de extremos es común el uso de la DVEG
para realizar inferencias respecto a los cuantiles, se adoptará a la DVEG para establecer las
comparaciones pertinentes respecto a la propuesta aqúı realizada. Dado que en aplicaciones de
teoŕıa de extremos es común el uso de los intervalos obtenidos a través del método delta, se
harán las inferencias basados en este método a manera de comparación.



Caṕıtulo 2

Ejemplos de modelación

En el presente caṕıtulo se aplicará la metodoloǵıa de inferencia estad́ıstica presentada en
el caṕıtulo anterior a diversos conjuntos de datos obtenidos de variadas fuentes bibliográficas,
aśı como de datos de lluvia obtenidos en el estado de Michoacán a través del Instituto Mexicano
de Tecnoloǵıa del Agua (IMTA). Se presentarán primero dos ejemplos que fueron descritos
adecuadamente por un modelo Weibull, posteriormente dos ejemplos modelados a través de
la familia Gumbel, y finalmente tres ejemplos para los cuales el modelo Fréchet fue el que
mejor explicó a los fenómenos de interés. Para todos los ejemplos se comentará la influencia del
parámetro umbral de las familias Weibull o Fréchet en la inferencia sobre cuantiles de interés.

Denotaremos al EMV como el estimador de máxima verosimilitud del parámetro del cual
se esté hablando. La DVEG es la distribución de valores extremos generalizada; â, b̂, ĉ los
estimadores de máxima verosimilitud de sus parámetros de localización, escala y forma respec-
tivamente. Los estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros de localización, escala
y forma de la distribución Fréchet o Weibull, según sea el caso, son µ̂, σ̂, β̂, respectivamente;
Q̂95, Q̂99 son los estimadores de máxima verosimilitud de los cuantiles 95 y 99, respectivamente.

Se presentarán estad́ısticas descriptivas de cada conjunto de datos bajo estudio. Para ellas,
n representa el total muestral, x(1) y x(n) representan la observación mı́nima y máxima respec-

tivamente; Q̃p representa el cuantil emṕırico de probabilidad p; X̄ y s representan la media
muestral y la desviación estándar muestral, respectivamente.

2.1. Niveles de lluvia en El Temazcal Charo, Michoacán.

La estación meteorológica de El Temascal Charo se encuentra ubicada en la zona noreste de
la cuenca de Morelia. Dicha estación cuenta con un periodo de registro de niveles de acumulación
diaria de lluvia de 39 años, comprendidos entre 1965 y 2003. Se consideró el máximo anual de
éstos (Figura 2.1) para realizar el análisis de valores extremos.

n x(1) Q̃25 Q̃50 X̄ Q̃75 x(n) s
39 6 47.67 64.5 59.15 68.37 93 17.91

Cuadro 2.1: Estad́ısticas descriptivas

En la Figura 2.1 notamos un decremento ligero de la magnitud de las observaciones a través
del tiempo, encontrando un nivel muy bajo en x(1) = 6 mm. (la observación más reciente) en

17
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Figura 2.1: Máximos anuales de niveles de lluvia en El Temazcal Charo.

comparación al resto de los datos. Esta observación hace que X̄ se recorra a la izquierda de
Q̃50. Notamos una ligera asimetŕıa en el histograma de las observaciones.

Modelo â b̂ ĉ Q̂95 Q̂99

DVEG 54.07 18.9 -0.42 86.3 92.8

Cuadro 2.2: Estimaciones de máxima verosimilitud
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Figura 2.2: Verosimilitud perfil del parámetro de forma de la DVEG
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Figura 2.3: (a) Verosimilitudes perfil de a y b del modelo DVEG (b) Gráfica de probabilidad y
gráfica Cuantil-Cuantil

Al ajustar la DVEG obtuvimos que el EMV de c fue ĉ = −0.42; de la Figura 2.2, la gráfica
de la verosimilitud perfil relativa de c es ancha y sólo valores negativos de c resultan plausibles
(la plausibilidad relativa del modelo Gumbel es 0), sugiriendo únicamente al modelo Weibull.
El modelo Weibull correspondiente a (â, b̂, ĉ) según la gráfica QQ (Figura 2.3 (b)) ajusta de
manera adecuada a los datos, obteniendo estimaciones que no distan mucho de lo observado.

Modelo µ̂ σ̂ β̂ Q̂95 Q̂99

Weibull 99.49 45.42 2.4 86.3 92.8

Cuadro 2.3: EMV de los parámetros del modelo Weibull
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Figura 2.4: Verosimilitud perfil de µ del modelo Weibull
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Figura 2.5: (a) Verosimilitudes perfil de σ y β del modelo Weibull (b) Contornos de verosimilitud
perfil de (µ,Q95)

La verosimilitud perfil relativa del parámetro µ (Figura 2.4) resulta ser asimétrica respecto
a µ̂. En términos de lluvias, la curva de verosimilitud perfil relativa de µ muestra el nivel de
plausibilidad del rango de valores tal que ningun registro de lluvia acumulada pueda superar
este nivel. El EMV µ̂ = 99.49 está cercano a x(n) = 93, y considerando niveles de 15 % de
verosimilitud encontramos que valores de µ = 135 resultan plausibles. Dado que µ representa el
ĺımite superior del soporte de la variable Weibull y nuestro interés se centra en estimar cuantiles
grandes, adoptaremos una postura conservadora y consideraremos sólo valores de µ mayores o
iguales a µ̂ de plausibilidad no menor a 0.8 para explorar la robusticidad de los cuantiles ante
cambios en µ. Por otro lado, las gráficas de verosimilitud perfil relativa para σ y β (Figura 2.5
(a)) son asimétricas a la derecha de σ̂ y β̂. Además, en la Figura 2.5 (b) notamos que vaŕıa la
magnitud de los valores de los extremos del contorno de verosimilitud de nivel 0.1 a medida
que µ crece.
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Figura 2.6: Verosimilitudes perfil: (a) Cuantil 95 (b) Cuantil 99

La gráfica de la verosimilitud perfil relativa para Q95 (Figura 2.6) sin restricciones sobre
µ es asimétrica respecto a Q̂95. La asimetŕıa es mayor en la gráfica correspondiente para Q99,
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abarcando un rango mucho mayor de valores plausibles a la derecha de Q̂99 en comparación al
rango de valores plausibles a la izquierda de Q̂99. La verosimilitud perfil de los cuantiles basados
en los valores fijos de µ a la derecha de µ̂, asociados a un nivel mayor de 0.8 de plausibilidad
resultan ser, en general, simétricas y más angostas que las verosimilitudes perfiles relativas sin
restricción para µ. La variabilidad en las colas en estas curvas es mı́nima para ambos cuantiles
considerados. Para Q95 estas curvas están muy cerca de la curva de verosimilitud perfil relativa
sin restricciones, la cual contempla la variabilidad en µ, con lo cual podemos decir que para
Q95 hay robusticidad. En contraste, para Q99 la verosimilitud perfil sin restricciones es mucho
más ancha que las verosimilitudes perfil bajo los valores propuestos, siendo no robusto. El valor
registrado de X(n) = 93 mm. tiene un nivel de verosimilitud mayor a 0.2 para Q95, cuantil que
ocurre en promedio una vez en 20 años.

Cabe mencionar que la probabilidad máxima acumulada hasta 0 de los modelos Weibull
involucrados en el cálculo de la perfil de los cuantiles es de 0.0014, mientras que la misma pro-
babilidad para los modelos Weibull restringidos a µ = µ̂ es de 0.0065. Es decir, la probabilidad
de obtener valores negativos es prácticamente 0.
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Figura 2.7: Gráfica de niveles de retorno en años

La gráfica de niveles de retorno (Figura 2.7) nos muestra la incertidumbre en la extrapolación
de los datos al aumentar la longitud de los intervalos cuando el peŕıodo de retorno crece. Los
intervalos resultantes de la verosimilitud perfil de los cuantiles bajo el modelo Weibull, como ya
se hab́ıa comentado, resultan asimétricos a la derecha del EMV. Estos intervalos captan a los
datos. Por otro lado, los intervalos de la verosimilitud de los cuantiles para la DVEG coinciden
con los intervalos Weibull comentados para los cuantiles grandes; sin embargo, notamos que
hay dos observaciones cercanas al peŕıodo de retorno de 10 años que no están incluidas en las
bandas de verosimilitud para la DVEG. Los intervalos basados en el método delta para los
cuantiles de la DVEG también captan a las observaciones. La diferencia con los primeros radica
en la asimetŕıa existente en la verosimilitud: las bandas obtenidas con la verosimilitud perfil
relativa pueden captar valores más extremos en contraste a las bandas basadas en el método
delta para la DVEG.

Basados en que el modelo Weibull sugerido por la verosimilitud perfil relativa de c para
representar la distribución de los máximos anuales de acumulación de lluvia en El Temazcal,
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Charo tiene un buen ajuste según las gráficas de diagnóstico consideradas, y que las curvas
de verosimilitud perfil relativa para los cuantiles proporcionan inferencias adecuadas para los
cuantiles, se sugiere el submodelo Weibull como base para las inferencias de interés. Este es un
caso para el cual se tiene robusticidad en la inferencia para Q95 en contraste a Q99 basados en
valores de µ de plausibilidad alta.

2.2. Niveles de lluvia en la estación de Bombeo, Mi-

choacán.

El siguiente análisis considera observaciones del nivel de precipitación de lluvia registrado
en la estación meteorológica de Bombeo, Michoacán. Dicha estación se sitúa al noreste de la
cuenca de la ciudad de Morelia, y cuenta con un registro de 38 años comprendidos entre los
años de 1966 y 2003, los cuales presentamos en la Figura 2.8.
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Figura 2.8: Máximos anuales de niveles de lluvia en la estación de Bombeo.

n x(1) Q̃25 Q̃50 X̄ Q̃75 x(n) s
38 17.2 34.5 42.9 42.07 48.7 74 10.59

Cuadro 2.4: Estad́ısticas descriptivas

Los datos están concentrados alrededor de X̄ y Q̃50, estas últimas prácticamente coinciden.
Se nota el valor de x(n) = 74 que discrepa de los anteriores pero no en magnitud considerable.
Esa observación está balanceada por la observación mı́nima la cual también sobresale del resto
por su magnitud respecto a las demás. Lo anterior nos hace esperar una distribución de máximos
de colas no pesadas y aproximadamente simétrica.
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Modelo â b̂ ĉ Q̂95 Q̂99

DVEG 37.99 10.28 -0.2 61.12 69.11

Cuadro 2.5: Estimaciones de máxima verosimilitud
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Figura 2.9: Verosimilitud perfil de c del modelo DVEG
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Figura 2.10: (a) Verosimilitudes perfil de a y b del modelo DVEG (b) Gráfica de probabilidad
y gráfica Cuantil-Cuantil

La verosimilitud perfil de c (Figura 2.9) se sitúa en el rango negativo de valores de c, y
asigna plausibilidades muy bajas a valores de c no negativos. Las inferencias obtenidas para
c son ĉ = −0.2 (no tan lejano a c = 0 como en el caso anterior) y el valor c = 0 tiene
plausibilidad de 0.12, dando poco sustento para el modelo Gumbel y sugiriendo únicamente a
la familia Weibull. El ajuste del modelo Weibull correspondiente a (â, b̂, ĉ) según la gráfica QQ
(Figura 2.10 (b)) es bueno respecto a los valores centrales, mientras que para las observaciones
mı́nima (y máxima) el modelo sobreestima (subestima) lo observado ya que la estimación del
modelo queda por debajo (encima) de la ĺınea identidad. Considerando el ajuste del modelo
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Modelo µ̂ σ̂ β̂ Q̂95 Q̂99

Weibull 90.24 52.25 5.08 61.12 69.11

Cuadro 2.6: EMV de los parámetros del modelo Weibull

con las bandas de verosimilitud (ver Figura 2.14), notamos que las bandas captan a x(1) y x(n).
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Figura 2.11: Verosimilitud perfil de µ del modelo Weibull
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Figura 2.12: (a) Verosimilitudes perfil de σ y β del modelo Weibull (b) Contornos de verosimi-
litud perfil de (µ,Q95)

La verosimilitud perfil para µ (Figura 2.11) resulta ser muy asimétrica en su cola derecha
respecto a µ̂. El EMV es µ̂ = 90.24, y la curva es muy angosta para valores cercanos a µ̂
mientras que valores de magnitud mucho mayor al máximo observado (niveles de lluvia de 600
mm.) tienen asignada una plausibilidad de 0.15. Por otro lado, en los contornos de verosimilitud
para (µ, Q95) vemos que las variaciones en los extremos del contorno de 10 % de verosimilitud
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son mı́nimas al considerar diferentes valores fijos de µ de entre los graficados, los cuales están
asociados a una plausibilidad mayor a 0.5.
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Figura 2.13: Verosimilitudes perfil: (a) Cuantil 95 (b) Cuantil 99

La curva de verosimilitud perfil relativa para Q95 (Figura 2.13) basada en el modelo Weibull
sin restricciones para µ resulta ser ligeramente asimétrica a la derecha de Q̂95. Para Q99 la
asimetŕıa de la verosimilitud perfil relativa correspondiente se hace más evidente. El nivel
observado de x(n) = 74 tiene plausibilidad menor de 0.1 para Q95; en contraste, dicho registro
tiene plausibilidad mayor a 0.7 para Q99, asociado a que ocurran una vez en 100 años.

Las curvas de verosimilitud perfil relativa para los cuantiles basados en los valores de µ
mostrados en la Figura (2.13) (de plausibilidad mayor a 0.8), son de forma similar, difiriendo
en 3 mm. de lluvia en la cola derecha de las curvas para Q95, por lo que para este ejemplo
se tiene robusticidad. Sin embargo, para Q99 no se tiene robusticidad de los cuantiles frente a
cambios en µ, y la verosimilitud perfil sin restricciones toma en cuenta este hecho. Finalmente,
la verosimilitud perfil relativa basada en el modelo DVEG coincide completamente con la curva
basada en el modelo Weibull para ambos cuantiles.

Cabe mencionar que la probabilidad máxima acumulada hasta 0 de los modelos Weibull
involucrados en el cálculo de la perfil de los cuantiles es del ordel de las millonésimas, mientras
que la misma probabilidad para los modelos Weibull restringidos a µ = µ̂ es del orden de las
cienmilésimas. Valores negativos de niveles de lluvia son prácticamente improbables.

De la Figura 2.14, notamos que la asimetŕıa de los intervalos de verosimilitud para los
cuantiles hace que se cubra a la observación máxima; los intervalos basados en el método
delta también cubren las observaciones mayores. Ambos intervalos sobreestiman ligeramente
una observación correspondiente a un peŕıodo de retorno cercano a 10 años. Notamos que en
extrapolaciones grandes la apertura de los intervalos aumenta considerablemente.

En conclusión, el modelo Weibull representa adecuadamente el comportamiento del máximo
anual de niveles de acumulación de lluvias en la estación de Bombeo. En este ejemplo se tiene
robusticidad en la inferencia para Q95 frente a cambios en el parámetro µ, correspondiendo a
niveles de verosimilitud de 0.8. Al igual que el ejemplo anterior, se recomienda el uso de la
distribución Weibull de tres parámetros.
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Figura 2.14: Gráfica de niveles de retorno en años

2.3. Máximos anuales de niveles de mar en Port Pirie,

Australia

El siguiente conjunto de datos, presentado y analizado por Stuart Coles [6] , corresponde a
mediciones de máximos anuales de niveles del mar en Port Pirie, Australia. Dichas mediciones
abarcan el periodo de 1923 a 1987. El objetivo del estudio es, basado en estos datos, modelar
adecuadamente los máximos niveles de mar que podŕıan ocurrir en Port Pirie.
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Figura 2.15: Máximos anuales de niveles de mar en Port Pirie, Australia.
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n x(1) Q̃25 Q̃50 X̄ Q̃75 x(n) s
65 3.57 3.82 3.96 3.98 4.11 4.69 0.24

Cuadro 2.7: Estad́ısticas descriptivas

De la Figura 2.15, Stuart Coles comenta que no se percibe un patrón que rija el compor-
tamiento de los datos en el periodo observado, por lo cual es razonable modelar las mediciones
como observaciones independientes de la DVEG. Al respecto, el autor recalca la importancia de
este supuesto en la extrapolación, ya que cualquier inferencia obtenida del análisis estará sujeta
a la validez de dichas condiciones.

Modelo â b̂ ĉ Q̂95 Q̂99

DVEG 3.87 19.8 -0.05 4.42 4.69

Modelo µ̂ σ̂ Q̂95 Q̂99

Gumbel 3.87 19.49 4.45 4.77

Cuadro 2.8: Estimaciones de máxima verosimilitud
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Figura 2.16: Verosimilitudes perfil relativa del modelo DVEG: (a) a y b (b) c

La verosimilitud perfil relativa de c (Figura 2.16) es aproximadamente simétrica, teniendo
como EMV a ĉ=-0.05 y asignando plausibilidad de 0.88 al valor c = 0, sugiriendo que se
consideren los submodelos Weibull y Gumbel. De las gráficas de diagnóstico (Figura 2.17)
vemos que el ajuste para ambos modelos es bueno ya que los puntos graficados están cerca de
la ĺınea identidad; en la gráfica QQ, la estimación a través del modelo Gumbel es más cercana
a los puntos de mayor magnitud en comparación al modelo Weibull.

Modelo µ̂ σ̂ β̂ Q̂95 Q̂99

Weibull 7.83 3.95 19.95 4.42 4.69

Cuadro 2.9: EMV de los parámetros del modelo Weibull
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Figura 2.17: Gráfica de probabilidad y gráfica Cuantil-Cuantil
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Figura 2.18: Verosimilitud perfil de µ del modelo Weibull

El valor de µ̂ indica que el mı́nimo valor del nivel de mar que no se superará jamás es de
7.83 mts. Sin embargo, la forma aplanada de la verosimilitud perfil relativa de µ (Figura 2.18)
muestra que el rango de valores plausibles para µ se extiende considerablemente a la derecha de
µ̂; más aún, la plausibilidad de los mismos se mantiene muy elevada, con lo que prácticamente
cualquier valor a la derecha de µ̂ es fuertemente sustentado por los datos. En términos del nivel
de mar, la forma aplanada de la verosimilitud perfil relativa para µ indica que cualquier valor
mayor a µ̂ puede fungir como el mı́nimo valor tal que el nivel del mar no lo superará jamás. En
términos de modelación, plausibilidades altas para valores grandes de µ apuntan a que el modelo
Gumbel resulte plausible. Por otro lado, las gráficas de verosimilitud perfil relativa para σ y
β resultan aplanadas, aludiendo también a la modelación Gumbel. En la gráfica de contornos
correspondiente a (µ , Q95) (Figura 2.19 (b)) notamos muy poca variabilidad tanto en anchura
como en los valores de los extremos de los intervalos para Q95 al considerar diferentes valores
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Figura 2.19: (a) Verosimilitudes perfil de σ y β del modelo Weibull (b) Contornos de verosimi-
litud perfil de (µ,Q95)
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Figura 2.20: Verosimilitudes perfil: (a) Cuantil 95 (b) Cuantil 99

Las verosimilitudes perfil de Q95 y Q99 (Figura 2.20) muestran un gran traslape de las curvas
para los modelos Gumbel y Weibull, haciendo que las inferencias sean muy similares basados en
cualquiera de éstos. Considerando los valores de µ descritos en la Figura 2.20 se tienen curvas
de verosimilitud para Q95 las cuales son semejantes en forma y se traslapan mucho incluso con
la verosimilitud perfil Weibull, por lo que se tiene una situación de robusticidad. Variaciones
de una décima de unidad y menos traslape se nota en las mismas curvas para Q99. Para Q95, la
función de verosimilitud perfil asigna plausibilidad muy baja a valores como el registro de 4.69
mts, mientras que el mismo valor resulta altamente plausible para Q99, asociado a un peŕıodo
de retorno de 100 años. Las gráficas de verosimilitud perfil relativa para los cuantiles basados en
la DVEG son asimétricas y de mayor amplitud en la cola derecha en comparación a las curvas
restantes.

Para los modelos Gumbel asociados en el cálculo de la verosimilitud perfil relativa de los
cuantiles, encontramos que la probabilidad de obtener valores negativos es 0.
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Figura 2.21: Gráfica de niveles de retorno en años

De los niveles de retorno (Figura 2.21) notamos una mayor amplitud de los intervalos de
verosimilitud para la DVEG, en relación a los otros modelos. El extremo superior de los inter-
valos de la DVEG basado en el método delta, y de los modelos Weibull y Gumbel basados en
la perfil, resultan muy cercanos. Todos los modelos bajo los diferentes intervalos considerados
captan a las observaciones. El modelo Gumbel proporciona los intervalos más angostos.

Retomando, los modelos Gumbel y Weibull sugeridos a través de la verosimilitud perfil
de c ajustan adecuadamente según las gráficas de diagnóstico. El modelo Weibull proporciona
inferencias prácticamente iguales al modelo Gumbel, y este último resulta un modelo con menos
parámetros y más conservador en cuanto a la estimación de cuantiles grandes. Inclusive, las
inferencias de los parámetros del modelo Weibull hacen alusión al modelo Gumbel. Con base
en el análisis estad́ıstico expuesto, se sugiere el modelo Gumbel para representar la distribución
del máximo de nivel de mar para Port Pirie.

En contraste, basado en la gráfica de niveles de retorno y las bandas obtenidas a través del
método delta para la DVEG, a pesar que el modelo Gumbel sea justificado por los datos y que
las inferencias obtenidas bajo el mismo sean mejores en términos de precisión, Coles se inclina
por modelar con la DVEG debido a la incertidumbre en la elección del modelo y a la mayor
amplitud de los intervalos obtenidos por el método delta para captar valores más extremos. El
anterior argumento no contempla la importancia de la elección de un submodelo de la DVEG,
ya que es sólo uno el que está asociado con la distribución del máximo.

2.4. Niveles de lluvia en Morelia, Michoacán.

En esta sección aplicaremos la propuesta inferencial hecha en esta tesis para modelar un
conjunto de datos de precipitaciones de lluvia en la estación de Morelia, Michoacán. La estación
meteorológica de Morelia se encuentra ubicada al noreste de la cuenca de la ciudad de Morelia,
y al igual que la estación Presa Cointzio, resulta una de las más representativas del fenómeno
de lluvias en toda la cuenca, según un estudio hidrológico realizado en Michoacán por el IMTA
(ver [10]). El peŕıodo de registro acumulado en esta estación es de 40 años entre 1947 y 1986.
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Figura 2.22: Máximos anuales de niveles de lluvia en Morelia.

n x(1) Q̃25 Q̃50 X̄ Q̃75 x(n) s
40 21.2 36.1 40.5 43.7 48.65 85.3 12.63

Cuadro 2.10: Estad́ısticas descriptivas

La Figura 2.22 muestra los registros de máximos anuales de acumulación de lluvia en More-
lia. De ella vemos que la mayoŕıa de los datos se concentra alrededor de sus medidas centrales,
con una ligera asimetŕıa. Sobresale el valor x(n) = 85.3 del resto de los datos.

Modelo â b̂ ĉ Q̂95 Q̂99

DVEG 38.21 9.62 -0.0004 66.6 82.04

Modelo µ̂ σ̂ Q̂95 Q̂99

Gumbel 38.19 9.61 66.73 82.4

Cuadro 2.11: Estimaciones de máxima verosimilitud

El estimador puntual de c en la DVEG es prácticamente 0, lo cual sugiere fuertemente al
modelo Gumbel. Consideraremos el ajuste de la familia Weibull asociada al valor de ĉ para fines
de comparación de modelos. De la Figura 2.24 notamos que el ajuste de los modelos Gumbel
y Weibull resultante de (â, b̂, ĉ) es prácticamente indistinguible. En la gráfica QQ los puntos
quedan cerca de la ĺınea identidad salvo los registros más grandes, los cuales no distan mucho
de la ĺınea identidad.

El EMV del parámetro µ es µ̂ = 2361.58, el cual resulta extremadamente grande en términos
de las unidades del fenómeno. La verosimilitud perfil relativa de µ (Figura 2.25) es completa-
mente plana, haciendo plausibles a valores muy grandes para el parámetro. Nuevamente, en
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Figura 2.23: Verosimilitudes perfil relativa del modelo DVEG: (a) c (b) a y b
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Figura 2.24: Gráfica de probabilidad y gráfica Cuantil-Cuantil

términos de lluvias la inferencia respecto a µ no es informativa; en contraste, en términos de
modelación, esto nos sugiere considerar el modelo Gumbel. Por otro lado, el comportamiento
de la verosimilitud perfil relativa para σ y β (Figura 2.26 (a)) es similar al de µ. Además,
en los contornos de verosimilitud perfil para (µ, Q95) (Figura 2.26 (b)) podemos apreciar que
variaciones respecto a µ conducen a los mismos intervalos para Q95, siendo muy robusto este
caso.

Las curvas de verosimilitud perfil relativa de Q95 y Q99 (Figura 2.27) resultan muy robustas
ante los distintos valores de µ mostrados en la gráfica, siendo indistinguibles en el lado derecho
al EMV para todas las familias consideradas a excepción del modelo DVEG. Este último tiene
mayor amplitud en la cola derecha, asignando plausibilidad mayor a cero a un rango más amplio
de valores en comparación a los modelos Weibull y Gumbel. Basados en el modelo Gumbel, un
registro como el de x(n) = 85.3 no resulta plausible respecto a la verosimilitud perfil de Q95, sin
embargo resulta altamente plausible para Q99 asociado a un periodo de retorno de 100 años.

Cabe resaltar que la probabilidad máxima de obtener valores negativos de entre todos los
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Modelo µ̂ σ̂ β̂ Q̂95 Q̂99

Weibull 2361.58 2323.37 241.58 66.6 82.04

Cuadro 2.12: EMV de los parámetros del modelo Weibull
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Figura 2.25: Verosimilitud perfil de µ del modelo Weibull
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Figura 2.26: (a) Verosimilitudes perfil de σ y β del modelo Weibull (b) Contornos de verosimil-
itud verfil de (µ,Q95)

modelos Gumbel considerados en el calculo de la verosimilitud perfil relativa de los cuantiles es
de 0.006.

Prácticamente es indistinguible el ajuste del modelo Gumbel y el Weibull según la Figura
2.28. Incluso para valores muy grandes de extrapolación en los cuantiles, como lo es Q999

asociado a un periodo de retorno de 1000 años, las inferencias son las mismas, con lo que
el modelo Weibull y el Gumbel son prácticamente iguales. Ambos modelos captan todas las
observaciones.

En especial cabe resaltar la ganancia respecto a la anchura de los intervalos que se obtiene
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Figura 2.27: Verosimilitudes perfil: (a) Cuantil 95 (b) Cuantil 99
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Figura 2.28: Gráfica de niveles de retorno en años

al elegir una subclase de modelos en vez de considerar la DVEG en este caso.
Al igual que Port Pirie, este es un caso donde la magnitud gigantesca de los parámetros del

modelo estimado Weibull y sus perfiles son indicio que el modelo Gumbel está muy cercano
a éste. Además, el estimador puntual de c es prácticamente 0 y se tiene un ajuste bueno del
modelo Gumbel respecto a lo observado. De todo lo anterior, desde el punto de vista estad́ıstico
se sugiere el uso del modelo Gumbel para representar al máximo de acumulación de lluvias en
la estación meteorológica de Morelia.

2.5. Niveles de lluvia en Maiquet́ıa, Venezuela

El presente análisis considera los máximos anuales de registros de niveles diarios de lluvia
obtenidos en el Aeropuerto Internacional de Maiquet́ıa, Venezuela. Los datos representan el
máximo anual del nivel de lluvia diaria acumulada obtenidos desde 1951 a 1999 (Figura 2.29).
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El registro del año de 1999 es de especial interés, ya que debido a su magnitud extrema (410
miĺımetros, más del doble de cualquier registro anterior), trajo consigo consecuencias devasta-
doras en la zona.
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Figura 2.29: Máximos anuales de niveles de lluvia en Maiquet́ıa.

n x(1) Q̃25 Q̃50 X̄ Q̃75 x(n) s
48 23.2 41 55.55 64.21 78.85 154 30.34

Cuadro 2.13: Estad́ısticas descriptivas

Coles [9] realizó un análisis del fenómeno en cuestión, enfatizando la importancia de un
estudio cauteloso basado en Teoŕıa de Extremos para obtener inferencias confiables respecto
a valores como el registrado. Por lo anterior, el objetivo del autor es considerar diferentes
modelos de teoŕıa de extremos para proveer inferencias adecuadas con relación al valor de 410
mm. basados en los registros anteriores. Aqúı se explorará las conclusiones a las que se puede
llegar al modelar, de acuerdo a la propuesta de la tesis, el conjunto de datos en cuestión sin
la observación de 1999, con la finalidad de valorar si el modelo elegido hubiera proporcionado
información relevante de este valor.

Modelo â b̂ ĉ Q̂95 Q̂99

DVEG 49.16 19.89 0.16 125.39 186.1

Modelo µ̂ σ̂ Q̂95 Q̂99

Gumbel 50.99 21.49 114.82 149.84

Cuadro 2.14: Estimaciones de máxima verosimilitud
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Figura 2.30: Verosimilitudes perfil relativa del modelo DVEG: (a) a y b (b) c
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Figura 2.31: Gráfica de probabilidad y gráfica Cuantil-Cuantil

De la tabla (2.13) notamos que la mayoŕıa de los datos se concentra a la izquierda de X̄,
esta última afectada por x(n) y valores cercanos que reflejan una cola pesada. El ajuste de la
DVEG (Figura 2.30) nos da un EMV de c positivo, sugiriendo a la familia Fréchet como posible
modelo para representar a los datos. Por la naturaleza positiva de los datos, ajustaremos la
familia Fréchet restringiendo el espacio de µ a valores no negativos, obteniendo con esto que
el modelo no asigne probabilidades positivas a valores que son imposibles de observar, además
de considerar a una familia Fréchet de dos parámetros como posible modelo más simple para
representar a las observaciones. Por otro lado, de la verosimilitud perfil relativa de c, obtenemos
que Rp(c = 0) = 0.43, sugiriendo también considerar al modelo Gumbel para la muestra en
cuestión.

La gráfica QQ para el modelo Gumbel (Figura 2.31) muestra un ajuste inadecuado para las
cuatro observaciones más grandes. El modelo Fréchet con µ ≥ 0 en la gráfica QQ resulta muy
cercano a los datos en la parte central, y para X = 410 mm. el valor puntual estimado resulta
mucho más cercano que el estimado a través del modelo Gumbel. La gráfica de verosimilitud
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Modelo µ̂ σ̂ β̂ Q̂95 Q̂99

Fréchet 0 46.81 2.47 155.55 300.66

Cuadro 2.15: EMV del modelo Fréchet con µ ≥ 0
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Figura 2.32: Verosimilitud perfil de µ del modelo Fréchet con µ ≥ 0
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Figura 2.33: (a) Verosimilitudes perfil de σ y β del modelo Fréchet con µ ≥ 0 (b) Contornos de
verosimilitud perfil de (µ,Q95) para el modelo Fréchet con µ ≥ 0

perfil relativa para µ alcanza su máximo en el extremo izquierdo del espacio restringido, µ = 0,
valor correspondiente al modelo Fréchet de dos parámetros. De la Figura (2.33 (b)) notamos
que las variaciones en los extremos de los contornos se hacen muy notorias al aumentar µ.
Para valores de µ menores a 3, los extremos no vaŕıan mucho considerando el contorno de
plausibilidad 0.2 .

De la Figura 2.34, notamos que las curvas de verosimilitud perfil relativa para los cuantiles
basadas en valores fijos de µ = 1, 2 y 3 de nivel mayor a 0.7 de plausibilidad, aśı como µ = 0,
resultan muy similares. Todas son asimétricas a la derecha del EMV de Q95 y de Q99, y de
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Figura 2.34: Verosimilitudes perfil relativa: (a) Cuantil 95 (b) Cuantil 99

anchura tal que asignan plausibilidad cercana a 0.5 para valores extremos como el registro de
X = 410 mm. La diferencia entre ellas es que se desplazan ligeramente a la derecha cuando
µ crece, dando prácticamente las mismas inferencias para los cuantiles. La verosimilitud perfil
relativa para los cuantiles basada en el modelo Gumbel resulta ser simétrica y muy angosta,
situándose a la izquierda del resto de las curvas y asignando plausibilidad cero a valores del
fenómeno como el registro de 410 mm. observado en 1999, e incluso valores de acumulación de
lluvia mucho menores a éste. Por otro lado, la verosimilitud perfil relativa para los cuantiles
basada en la DVEG es asimétrica y de mayor anchura que la verosimilitud perfil relativa
Gumbel. Esta perfil capta fenómenos de magnitud extrema como X = 410 mm. a un nivel
de plausibilidad mucho menor respecto al modelo Fréchet de dos parámetros. Finalmente, la
verosimilitud perfil relativa del modelo Fréchet restringido a µ ≥ 0 coincide en su totalidad
con la misma curva fijando µ = 0. Bajo este último modelo, se hacen plausibles niveles de
acumulación de lluvias más extremas que el valor X = 410 mm. y asigna plausibilidad mayor que
los modelos Gumbel y DVEG, proporcionando información adecuada respecto a lo observado.

En la gráfica de niveles de retorno (Figura 2.35) notamos que la banda superior de vero-
similitud perfil para el modelo Gumbel aumenta ligeramente conforme el periodo de retorno
crece. Coles menciona que se necesita un periodo de retorno de millones de años para que
el modelo Gumbel registre fenómenos extremos como el registro de 1999. En contraste, las
bandas del modelo Fréchet restringido a µ ≥ 0 obtenidas de la verosimilitud perfil relativa
hacen plausibles a tal registro desde un periodo de retorno de 100 años. Esto es, que el registro
de 1999 es plausible que suceda en promedio una vez en cien años. Las bandas de verosimilitud
y del método delta para la DVEG necesitan peŕıodos de retorno de más de 100 años para captar
al registro de X = 410 mm.

En resumen, vemos que las inferencias obtenidas a través de la verosimilitud perfil bajo el
modelo Fréchet de dos parámetros proporcionan información adecuada respecto al valor de 410
mm., además de que el ajuste del modelo es bueno según las diferentes gráficas de diagnóstico.
Por otro lado, el modelo Gumbel resulta pobre para realizar inferencias. Este es un caso en el que
el modelo Fréchet restringido a valores fijos de µ a nivel de plausibilidad de 0.7, proporcionan
inferencias que resultan robustas incluso para Q99. En cuanto a la selección del modelo, a pesar
que el criterio de plausibilidad de 0.15 hace plausibles a los modelos Fréchet y Gumbel según
la perfil relativa de c, el ajuste de ellos difiere considerablemente, proporcionando inferencias
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Figura 2.35: Gráfica de niveles de retorno en años

muy distintas.
En relación al modelo Gumbel, Coles comenta que aunque una prueba formal no descarte

la restricción al modelo Gumbel, es mejor explotar la falta de conocimiento de la subfamilia
involucrada en la DVEG a través de c. Las conclusiones del autor son que muy diversos re-
sultados se obtienen bajo los modelos considerados a medida que se extrapola a un nivel del
cuantil mayor; en particular, se requiere de un nivel de retorno de 499 años para dar inferencias
adecuadas respecto al registro del año 1999. En contraste con los resultados de Coles obtenidos
bajo el uso del método delta, considerar el modelo Fréchet de dos parámetros para las infe-
rencias respecto a cuantiles grandes resulta ser adecuado según lo visto anteriormente a través
de la presente propuesta. En conclusión, inferencias respecto a los niveles de acumulación de
lluvias en Maiquet́ıa sugerimos se basen en el modelo Fréchet de dos parámetros.

2.6. Niveles de lluvia en Presa Cointzio, Michoacán.

En la presente sección analizaremos un conjunto de datos de máximos anuales de pre-
cipitaciones de lluvia acumulada diaria en la estación de Cointzio, Michoacán. La estación
meteorológica Presa Cointzio se localiza en el centro de la cuenca de la ciudad de Morelia, y se
caracteriza por ser una de las más representativas respecto al fenómeno de lluvias en toda la
cuenca, según un estudio hidrológico llevado a cabo por el IMTA (ver [10]). La estación Presa
Cointzio cuenta con un periodo de registro de 58 años comprendido entre 1940 y 2002.

n x(1) Q̃25 Q̃50 X̄ Q̃75 x(n) s
58 25.3 33.95 41.2 44.07 46.03 135.8 17.04

Cuadro 2.16: Estad́ısticas descriptivas

En un análisis previo, Pérez Miranda [15] comenta la existencia de dos valores de magnitudes
muy diferentes al resto de las observaciones: un valor muy chico, de 3.7 mm., y un valor de
135.8 mm. Pérez Miranda opta por hacer el análisis de las observaciones sin considerar el valor
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Figura 2.36: Máximos anuales de niveles de lluvia en Cointzio.

mı́nimo observado, y considerando el valor más grande, esto debido a que se sospecha de un
posible error en la medición de la observación mı́nima. Siguiendo la recomendación de Pérez
Miranda, realizaremos el análisis del conjunto de datos sin la observación mı́nima observada
(en la Figura 2.36 se excluye al valor mencionado).

Modelo â b̂ ĉ Q̂95 Q̂99

DVEG 37.02 8.1 .21 70.64 100.44

Cuadro 2.17: Estimaciones de máxima verosimilitud

En las estad́ısticas descriptivas y el histograma notamos la asimetŕıa de los datos con una
cola pesada a la derecha debido a x(n) = 135.8. El ajuste de la DVEG da como resultado
ĉ = 0.21. La estimación de c es positiva, mientras que la verosimilitud perfil relativa de c (Figura
2.37) está concentrada en valores positivos de c, sugiriendo únicamente una distribución Fréchet.
Del mismo modo que en el ejemplo anterior, ajustaremos una distribución Fréchet restringida
a µ ≥ 0 para garantizar que no se tenga probabilidad positiva para valores imposibles de
registrarse, logrando con esto que el modelo cumpla con los requerimientos f́ısicos del fenómeno
y explorando la posibilidad del ajuste de un modelo de dos parámetros. El ajuste de la mejor
familia Fréchet restringida es adecuado según la gráfica QQ para todos los datos excepto x(n)

(Figura 2.38). Las bandas de verosimilitud cubren dicha observación. El modelo Gumbel resulta
implausible a un nivel de 0.15.

La gráfica de verosimilitud perfil relativa de µ (Figura 2.39) alcanza su máximo en el bor-
de del espacio restringido, µ = 0, valor correspondiente al modelo Fréchet de dos parámetros.
Valores de µ comprendidos hasta µ = 17 mm. resultan plausibles a un nivel de 15 % de verosimil-
itud. Notamos en la gráfica de contornos de verosimilitud perfil relativa (Figura 2.40 (b)) que
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Figura 2.37: Verosimilitud perfil relativa de c del modelo DVEG
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Figura 2.38: (a) Verosimilitudes perfil relativa de a y b del modelo DVEG (b) Gráfica de
probabilidad y gráfica Cuantil-Cuantil

Modelo µ̂ σ̂ β̂ Q̂95 Q̂99

Fréchet 0 36.99 4.57 70.87 101.26

Cuadro 2.18: EMV de los parámetros del modelo Fréchet con µ ≥ 0

cortes paralelos al eje de Q95 producen intervalos cuyos extremos vaŕıan poco al considerar
diferentes valores de µ menores a 8.

En la verosimilitud perfil relativa para Q95 y Q99 (Figura 2.41) notamos que las gráficas
basadas en valores de µ = 0; 2; 5; 8 asociados a niveles de plausibilidad mayores a 0.9 son
simétricas y se traslapan en gran parte de ellas. Las variaciones de estas curvas al considerar
los diferentes valores de µ son mı́nimas, por lo cual tenemos nuevamente un caso donde las
inferencias de los cuantiles son robustas ante cambios en valores altamente plausibles de µ. Por
otro lado, el modelo Fréchet restringido a µ ≥ 0 coincide en su totalidad con el modelo basado
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Figura 2.39: Verosimilitud perfil relativa de µ del modelo Fréchet con µ ≥ 0
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Figura 2.40: (a) Verosimilitudes perfil relativa de σ y β del modelo Fréchet con µ ≥ 0 (b)
Contornos de verosimilitud perfil relativa de (µ,Q95) para el modelo Fréchet con µ ≥ 0

en µ = 0 (modelo Fréchet de dos parámetros), mientras que la DVEG resulta de mayor anchura
que todas las anteriores. Para el valor x(n) = 135.8, se tiene que la verosimilitud perfil relativa
de Q99 basada en la DVEG asigna plausibilidad mucho mayor que la misma curva basada en
el modelo Fréchet de dos parámetros.

De la gráfica de niveles de retorno (Figura 2.42) notamos que los intervalos para los cuantiles
basados en la verosimilitud perfil relativa para el modelo Fréchet de dos parámetros captan el
valor de x(n) = 135.8 mm. para un peŕıodo de retorno de 100 años. Por otro lado, la asimetŕıa
hacia valores altos de los cuantiles para las bandas de verosimilitud en la DVEG hace que se
capte el registro de X(n) = 135.8 mm. para peŕıodos de retorno menores a 100 años; las bandas
basadas en el método delta también captan a las observaciones.

Este es un caso donde al ajustar un modelo Fréchet restringiendo µ a ser no negativo se
observa que el modelo Fréchet de dos parámetros resulta adecuado para representar el fenómeno
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Figura 2.41: Verosimilitudes perfil: (a) Cuantil 95 (b) Cuantil 99
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Figura 2.42: Gráfica de niveles de retorno en años

de lluvias. Para este modelo, se tiene robusticidad para la inferencia en los cuantiles ante cam-
bios en µ. Puesto que el modelo Fréchet de dos parámetros proporciona inferencias adecuadas
respecto a lo observado, ajusta bien a la mayoŕıa de las observaciones y es más sencillo, la
selección del modelo Fréchet de dos parámetros se recomienda para representar la distribución
del máximo de nivel de acumulación de lluvias en Cointzio.

2.7. Niveles de acumulación de nieve en Carolina del

Norte, E.U.A.

Smith [9] presenta un conjunto de observaciones referente a la acumulación de caida de nieve
durante el mes de enero en el aeropuerto Raleigh-Durham ubicado en el estado de Carolina del
Norte, E.U.A. El problema suscitado que hace relevante la aplicación de la Teoŕıa de Valores
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Extremos es el registro de un valor excepcional (20.3 pulgadas) que condujo a consecuencias
graves en la zona. Lo que se pretende explorar es si es posible obtener información relevante
para un valor como éste, a través de la herramienta estad́ıstica y basados en registros anteriores
del fenómeno. La Figura 2.43 muestra los máximos de cada més de enero registrados durante
los años de 1948 a 1998. Cabe resaltar el tamaño de muestra pequeño de 29 máximos.
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Figura 2.43: Máximos de niveles de acumulación de nieve durante el mes de enero.

n x(1) Q̃25 Q̃50 X̄ Q̃75 x(n) s
29 0.1 0.65 2 2.63 3.88 9 2.39

Cuadro 2.19: Estad́ısticas descriptivas

Modelo â b̂ ĉ Q̂95 Q̂99

DVEG 1.24 1.19 0.5 9.39 22.66

Cuadro 2.20: Estimaciones de máxima verosimilitud

La verosimilitud perfil relativa para c (Figura 2.44) resulta ancha y se concentra en valores
positivos de c. El EMV ĉ es 0.5, y la plausibilidad de c = 0 es 0.098, dando poco sustento
al modelo Gumbel y, por consecuencia, sugiriendo únicamente al modelo Fréchet. El modelo
Fréchet restringido a µ ≥ 0 no ajusta adecuadamente según la gráfica QQ (Figura 2.45),
sobreestimando considerablemente a lo observado.

La verosimilitud perfil de µ (Figura 2.46) alcanza su máximo en µ=0, y sólo valores muy
cercanos a µ=0 resultan plausibles, haciendo alusión al modelo Fréchet de dos parámetros. Por
otro lado, las gráficas de verosimilitud perfil relativa para σ y β (Figura 2.47 (a)) son simétricas
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Figura 2.44: Verosimilitud perfil relativa de c del modelo DVEG
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Figura 2.45: (a) Verosimilitudes perfil de a y b del modelo DVEG (b) Gráfica de probabilidad
y gráfica Cuantil-Cuantil

Modelo µ̂ σ̂ β̂ Q̂95 Q̂99

Fréchet 0 36.99 4.57 70.87 101.26

Cuadro 2.21: EMV del modelo Fréchet con µ ≥ 0

y muy angostas, resultando informativas. También, la gráfica de contornos de verosimilitud
relativa para (µ, Q95) (Figura 2.47 (b)) muestran que cambios de µ producen intervalos para
Q95 cuyos extremos vaŕıan mucho, por lo que no hay indicios de robusticidad para este cuantil.

Las gráficas de verosimilitud perfil relativa para Q95 y Q99 (Figura 2.48) muestran que el
modelo Fréchet restringido a µ ≥ 0 (que coincide con el modelo Fréchet de dos parámetros)
y los modelos bajo los distintos valores de µ considerados, captan adecuadamente el valor
de x = 20.3 pulgadas, cuya plausibilidad es mayor a 0.4. Sin embargo, las curvas resultan
ser extremadamente asimétricas a la derecha del EMV de los cuantiles, dando plausibilidad a
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Figura 2.46: Verosimilitud perfil de µ del modelo Fréchet con µ ≥ 0

0 0.5 1 1.5 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

R
p(

σ)

σ

Verosimilitud perfil de σ

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

R
p(

be
ta

)

β

Verosimilitud perfil de β

(a)

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

0.3

0.146

0.2

0.4
0.50.60.7

0.8

0.9

Q
95

µ

Contornos de la Verosimilitud Perfil

(b)

Figura 2.47: (a) Verosimilitudes perfil de σ y β del modelo Fréchet con µ ≥ 0 (b) Contornos de
Verosimilitud Perfil de (µ,Q95) para el modelo Fréchet con µ ≥ 0

niveles de acumulación de nieve que resultan absurdos.

En la gráfica de niveles de retorno (Figura 2.49) notamos lo extremo que resulta la asimetŕıa
de los intervalos de verosimilitud para el modelo Fréchet de dos parámetros en contraste con la
DVEG, abarcando niveles de acumulación de nieve de más de 16000 pulgadas para un periodo
de retorno de 1000 años. Estas inferencias inadecuadas para el nivel de acumulación de nieve
no hacen atractivo el uso del modelo Fréchet de dos parámetros, y procederemos a ajustar el
modelo Fréchet de tres parámetros para realizar el análisis de los datos de nieve.

La verosimilitud perfil relativa de µ (Figura 2.50 (a)) alcanza su máximo en µ = −1.13, y
es muy asimétrica a la izquierda de µ̂. Esta curva es muy angosta para valores de µ entre -5 y
0; en contraste, la cola izquierda de la verosimilitud perfil relativa se extiende en un nivel de
15 % de verosimilitud y abarca valores mucho menores a -5. Valores de µ no negativos tienen
plausibilidad prácticamente 0. Las verosimilitudes para σ y β resultan muy asimétricas a la
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Figura 2.48: Verosimilitudes perfil: (a) Cuantil 95 (b) Cuantil 99
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Figura 2.49: Gráfica de niveles de retorno anual respecto los meses de enero.

derecha del EMV correspondiente. Por otro lado, la gráfica de contornos de verosimilitud perfil
relativa para (µ, Q95) (Figura 2.51) muestran que cambios de µ proporcionan intervalos para
Q95 que vaŕıan considerablemente tanto en longitud como en los valores de los extremos.

La gráfica de verosimilitud perfil relativa para Q95 (Figura 2.52) basada en el modelo Fréchet
de tres parámetros da plausibilidad mayor a 0.4 al valor extremo de x = 20.3 pulgadas. La
gráfica resulta asimétrica a la derecha de Q̂95, y asigna plausibilidad cercana a 0 a valores de
Q95 de magnitudes no tan extensas respecto a lo observado. La gráfica correspondiente a Q99

tiene una forma similar a la de Q95. La extrapolación a Q99 nos lleva a una curva de verosimilitud
perfil relativa de Q99 que asigna plausibilidad baja a valores muy grandes de acumulación de
nieve respecto a los datos históricos. Las curvas de verosimilitud perfil relativa para Q95 y Q99

basadas en los diferentes valores de µ propuestos son asimétricas y vaŕıan considerablemente,
por lo que es claramente no robusto.

Para la familia Fréchet general, la probabilidad máxima que se tiene para valores negativos
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Modelo µ̂ σ̂ β̂ Q̂95 Q̂99

Frechét -1.13 2.38 2 9.39 22.66

Cuadro 2.22: EMV del modelo Fréchet
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Figura 2.50: (a) Verosimilitud perfil de µ del modelo Fréchet (b) Gráfica de probabilidad y
gráfica QQ para el modelo Fréchet
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Figura 2.51: (a) Verosimilitudes perfil de σ y β del modelo Fréchet (b) Contornos de Verosimil-
itud Perfil de (µ,Q95)

de la variable considerando todos los modelos Fréchet en el cálculo de la verosimilitud perfil
relativa de los cuantiles es de 0.029, mucho mayor que las probabilidades para valores negativos
en los ejemplos anteriores.

La gráfica de niveles de retorno (Figura 2.53) muestra la incertidumbre en la extrapolación a
niveles de retorno altos. Las bandas de verosimilitud para el modelo Fréchet de tres parámetros
(que coinciden con las bandas de verosimilitud del modelo DVEG) captan a las observaciones.
Para niveles de retorno de hasta 20 años se tienen intervalos de verosimilitud que resultan
apropiados, ya que abarcan valores de los cuantiles que no distan mucho de lo observado. Para
niveles de retorno mayores o iguales a 100 años las bandas se extienden a valores de magnitud
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Figura 2.52: Verosimilitudes perfil: (a) Cuantil 95 (b) Cuantil 99
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Figura 2.53: Gráfica de niveles de retorno anual respecto al més de enero

mucho mayor que resultan, aunque no tan extremos como en el caso Fréchet de dos parámetros,
no adecuados en términos de la acumulación de nieve.

Para el caso de niveles de acumulación de nieve, el modelo Fréchet de dos parámetros
sobreestima considerablemente las observaciones más grandes, y la extrapolación a niveles de
retorno superiores a 100 años no hace sentido con las observaciones. El modelo Fréchet de tres
parámetros proporciona estimaciones más adecuadas respecto a los datos y para el valor de
x = 20.3 pulgadas. Las inferencias para Q95 hacen razonable al suceso extremo del año de 1999.
El tamaño de muestra de 29 datos hace que la extrapolación a Q99 resulte poco confiable.

2.8. Comentarios finales

De la aplicación de la metodoloǵıa propuesta a los 6 primeros casos aqúı expuestos, en-
contramos que la verosimilitud perfil relativa proporciona estimaciones congruentes para los
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parámetros de interés considerados. Esta misma herramienta proporciona información útil para
sugerir submodelos.

Por otro lado, notamos en general la asimetŕıa en la cola derecha de las gráficas de verosimili-
tud perfil relativa para los cuantiles, abarcando con ello valores que no contemplan los intervalos
basados en el método delta. En ocasiones, esta diferencia hace que los intervalos de verosimilitud
incluyan a los datos registrados, lo cual da sustento al uso de este método de estimación.

En el caso Fréchet, la restricción del espacio parametral para la estimación puede conducir
a modelos más sencillos que describen el comportamiento del máximo satisfactoriamente. Estas
restricciones mediante el uso del modelo general DVEG no resultan simples de implementar
debido a la combinación de sus parámetros en la delimitación de su soporte.

El último ejemplo analizado resalta la precaución que se debe tener en la extrapolación a
cuantiles muy grandes cuando se tiene una muestra pequeña. Aún cuando se tengan muestras
de tamaño razonable, puede darse el caso de que el ajuste de cualquiera de las DVE no sea
adecuado. Esto seŕıa indicio de que algunas de las suposiciones en la modelación del máximo
por bloques puede no hacer sentido.

Finalmente, las variaciones de las inferencias de los cuantiles ante cambios en el parámetro
umbral µ se contempla en forma automática en la verosimilitud perfil relativa de los cuantiles
Weibull o Fréchet generales.



Caṕıtulo 3

Simulaciones

3.1. Introducción

El nivel de confianza asociado a los intervalos de verosimilitud y del método delta se ob-
tiene mediante la distribución aproximada de la razón de verosimilitud (1.30) y la distribución
asintótica normal de los estimadores de máxima verosimilitud. Estas distribuciones asintóticas
se basan en condiciones de regularidad, una de las cuales indica que el soporte de la distribu-
ción no debe ser función de sus parámetros. Para la DVEG, aśı como los submodelos Weibull
y Fréchet, dicha condición no se cumple, por lo que es necesario verificar emṕıricamente las
coberturas de los intervalos obtenidos a través de métodos asintóticos.

Además, en el caṕıtulo anterior notamos que las gráficas de verosimilitud perfil relativa de
los cuantiles Q95 y Q99 tanto para la DVEG como para la subclase Weibull o Fréchet de tres
parámetros (sin restriccion de estos) correspondiente a ĉ coincid́ıan cuando la verosimilitud
perfil relativa del parámetro de forma c de la DVEG haćıa plausible exclusivamente a a la
subclase considerada. Cuando la verosimilitud perfil relativa de c haćıa plausible a las tres
subclases, las gráficas de verosimilitud perfil relativa para Q95 y Q99 resultaban más amplias
para la DVEG en comparación con la subclase correspondiente a ĉ.

En esta sección se presenta un estudio basado en simulaciónes el cual tiene por objeto
verificar si la cobertura emṕırica de los intervalos de verosimilitud propuestos y del método
delta tradicionalmente usados corresponden a la cobertura aproximada según la teoŕıa. Como
segundo objetivo, se compararán las longitudes de los intervalos de verosimilitud de la DVEG
contra los obtenidos para la subclase Weibull o Fréchet.

3.2. Planteamiento de los escenarios de simulación

Los escenarios de simulación están conformados de la siguiente manera: se simularon 10000
muestras con tamaños de muestra de máximos de 50, 100 y 500. La elección del tamaño se
debió al hecho de querer representar tamaños de muestra encontrados en diversas aplicaciones
de valores extremos, y también explorar el efecto del aumento de muestra en la inferencia. Las
muestras fueron simuladas de la DVEG con parámetros a = 1, b = 1, y c = 1, 0.5, 0.4, 0.3, 0.2,
0.1, 0.05, 0.01, 0, -0.01, -0.05, -0.1, -0.3 y -0.5. El motivo de la elección de los valores de c es
para considerar casos donde claramente se tiene un submodelo Fréchet o Weibull, además de
explorar el efecto para los casos donde c se aproxima a cero, que en teoŕıa, es donde se está más
cerca del modelo Gumbel. La elección de los parámetros a y b se debe a simplicidad del trato
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con ellos.

Para cada muestra, se calculan los intervalos de 15 % de verosimilitud para Q95 y Q99 a través
del modelo correspondiente a la estimación puntual ĉ por ser el modelo que más fuertemente
se sugiere y considerar una selección automática del submodelo, y se calculan los intervalos de
15 % de verosimilitud y los intervalos a través del método delta de 95 % de confianza para Q95

y Q99 basados en la DVEG.

3.3. Resultados de coberturas

A continuación presentamos los resultados obtenidos de las simulaciones descritas referente
a coberturas.

En las gráficas que se muestran en la Figura 3.1 el eje horizontal se encuentran graficados
los valores de c a partir de los cuales se generaron las simulaciones; el eje vertical representa
el número de muestras cuyos intervalos cubrieron el verdadero valor del cuantil. Los asteriscos
representan el número de intervalos de verosimilitud perfil basados en el submodelo Weibull o
Fréchet que cubrieron el verdadero valor del cuantil; los diamantes y los triángulos representan
el número de intervalos de verosimilitud perfil y método delta, respectivamente, basados en
la DVEG que cubrieron el verdadero valor del cuantil. La Figura 3.1 muestra las gráficas
estructuradas en 2 columnas y tres renglones. La columna de la izquierda hace referencia a las
coberturas para Q95, mientras que la columna de la derecha corresponde a Q99; los renglones
representan las coberturas de los intervalos clasificados según su tamaño de muestra: el de
arriba corresponde a 50 máximos, el central a 100 y el de abajo a 500 máximos.

El número adecuado de intervalos que cubren el verdadero valor del cuantil en cuestión es
de 9500. En general, notamos que los intervalos de verosimilitud tienen mejor cobertura que los
intervalos basados en el método delta. A medida que aumenta el tamaño de muestra, los últimos
mejoran sus coberturas resultando muy similares a los primeros. Las mayores discrepancias en
las coberturas para los diferentes intervalos se observan para las muestras pequeñas de 50
máximos.

Cuando c = −0.3, las coberturas de los intervalos basados en el método delta para n=50
se ubican por debajo del 90 %. Recordemos que en estos casos, Smith [16] encontró que los
estimadores máximo verosimil existen, aunque la aproximación normal asintótica para estos
parámetros no es adecuada.

La Tabla 3.2 presenta el número de intervalos que cubrieron al verdadero valor del cuantil,
aśı como el número de intervalos que lo subestimaron (columnas marcadas con signo +) y lo
sobreestimaron (columnas marcadas con signo -). De esta tabla observamos que los intervalos
basados en el método delta para la DVEG casi en su totalidad subestiman los verdaderos valores
de Q95 y Q99. En contraste, para la DVEG como para el submodelo elegido Weibull o Fréchet
se tienen intervalos de verosimilitud que sobreestiman en mayor proporción a los primeros.
Resaltan las simulaciones generadas a partir de valores de c = −0.01, 0, 0.001, 0.01, 0.05 y 0.1
(valores de c cercanos a c = 0 asociados con modelos cercanos a un Gumbel) con tamaño de
muestra de 50 máximos, ya que las coberturas de los intervalos de verosimilitud del submodelo
elegido, a pesar de ser razonables, son menores a las coberturas de verosimilitud perfil de la
DVEG. En los casos |c| ≤ 0.1 con tamaño de muestra n = 50, presentamos diagramas de caja
(Figuras 3.3 y 3.4) que representan la variabilidad de las estimaciones de c correspondientes a
los intervalos que subestimaron el verdadero valor de los cuantiles propuestos.

Notamos que para los intervalos que subestimaron al verdadero valor de Q95 y Q99 en los
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Figura 3.1: Coberturas emṕıricas
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Figura 3.2: Coberturas emṕıricas para Q95
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Figura 3.3: Estimaciones de c para los intervalos que subestimaron el verdadero valor de Q95

para n = 50 máximos
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Figura 3.4: Estimaciones de c para los intervalos que subestimaron el verdadero valor de Q99

para n = 50 máximos.

casos de c mencionados con n = 50, corresponden a estimaciones de c menores al verdadero
valor de c. La mayoŕıa de las estimaciones están a 1 unidad por debajo del verdadero valor
de c, considerando con ello modelos de colas más ligeras que el verdadero modelo. Es decir, se
eligieron modelos Weibull cuando el verdadero modelo es un Fréchet, de cola más pesada.

3.4. Cociente de intervalos

Los diagramas de caja mostrados en las Figuras 3.5 , 3.6 y 3.7 representan la variabilidad del
cociente de la longitud del intervalo de verosimilitud del submodelo elegido según el EMV ĉ entre
la longitud del intervalo de verosimilitud basado en la DVEG, para Q95 y Q99, considerando
los diferentes tamaños de muestra.

De estas gráficas notamos que en general, para valores de |c| > 0.1 los cocientes de los inter-
valos son idénticos, mientras que en el caso |c| ≤ 0.1, notamos que el intervalo de verosimilitud
del submodelo resulta ser de menor longitud. Para estos últimos valores de c, la mayor reduc-
ción del intervalo se obtiene para Q99, mientras que para la muestra de tamaño 50 tambien se
tiene reducción del intervalo. Además, se tiene mayor reducción en la longitud de los intervalos
para los casos Weibull en relación a los casos Fréchet.

Para n = 50, notamos que se tiene una reducción en la longitud de los intervalos basados en la
elección automática del submodelo correspondiente a ĉ cuando −0.1 ≤ c ≤ 0.1. Esta reducción
se hace más notoria para los casos Weibull y para Q99. Hay que considerar en especial el caso
c = 0.1 para Q99, pues es el caso para el cual se registró la cobertura más baja para Q99. En
el diagrama de caja notamos que para este caso se tiene la menor ganancia en la longitud del
intervalo al elegir automáticamente el submodelo asociado a ĉ, ya que el diagrama de caja es
más angosto y más cercano a 1. La ĺınea inferior de ese diagrama de caja muestra la extensión
del resto de los cocientes menores a Q̃25, los cuales alcanzan valores del cociente de 0.7.

La Figura 3.8 presenta la relación entre los cocientes de intervalos que fueron menores a
0.9 respecto a la estimación ĉ, basados en las muestras que subestimaron el verdadero valor de
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Q99. En ella vemos que estos cocientes corresponden a modelos Weibull, y el cociente alcanza
valores hasta de 0.3.

Para n = 100 y n = 500, basándonos en los casos donde |c| ≤ 0.1, en general se tiene ganacia
en la gran mayoŕıa de los cocientes, en especial para Q99.
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Figura 3.5: Cocientes de intervalos n=50
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Figura 3.6: Cocientes de intervalos n=100
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Figura 3.7: Cocientes de intervalos n=500
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Figura 3.8: Cocientes de intervalos menores a 0.9 y su estimación puntual de c donde el valor
verdadero de c es 0.1.

3.5. Comentarios finales

De las simulaciones realizadas obtuvimos que los intervalos de verosimilitud-confianza para
los modelos no regulares considerados resultan ser más eficientes que los intervalos obtenidos a
través del método delta en el sentido de que tienen una cobertura más cercana a la pretendida
según los resultados asintóticos y que toman en cuenta la asimetŕıa existente de la verosimilitud.

Además, la selección automática del submodelo sugerido resultante de ĉ, para los casos
donde |c| ≤ 0.1, conduce a intervalos de verosimilitud más angostos con coberturas razonables,
obteniendo con esto estimaciones más precisas. En particular, el caso c = 0.1 con n = 50 nos
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muestra que hay que tener cautela cuando tengamos como EMV de c un valor negativo cercano
a cero, ya que podemos estar subestimando cuantiles grandes debido a la reducción del intervalo
basados en el submodelo Weibull.

Por otro lado, para muestras de tamaño 50 las simulaciones muestran que se tienen cober-
turas razonables para Q95 basados en la función de verosimilitud perfil. Para Q99 se tienen
coberturas buenas y los intervalos son más angostos que los obtenidos bajo el modelo DVEG.
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Conclusiones

Mediante el uso de la función de verosimilitud perfil aplicada a la inferencia del parámetro
c de la DVEG, se obtiene información relevante para sugerir submodelos apropiados.

En los submodelos Weibull y Fréchet es más fácil implementar restricciones con respecto
al parámetro umbral, en contraste a la DVEG, cuyo soporte lo delimita la combinación de sus
parámetros.

A través de restricciones adecuadas para el parámetro umbral se abre la posibilidad de
considerar modelos más sencillos que no resultan evidentes al modelar directamente con la
DVEG, como por ejemplo el modelo Fréchet de dos parámetros.

Cuando la función de verosimilitud hace plausibles a las tres familias, la estimación de los
cuantiles de los submodelos de la DVEG (sin restricciones del parámetro umbral en el caso
Fréchet y Weibull) nos lleva a intervalos de verosimilitud más angostos en comparación a la
DVEG, con una cobertura razonable.

En estos casos, los intervalos de verosimilitud de los cuantiles de la DVEG contemplan
incorrectamente a los tres submodelos en cuestión.

En general, los intervalos de verosimilitud son mejores que los intervalos calculados a través
del método delta, debido a la asimetŕıa en la superficie de verosimilitud y a la mejor cobertura.

La cáıda en la cobertura de los intervalos de verosimilitud de los modelos Fréchet cercanos
a cero para Q99 con un tamaño de muestra de 50 máximos, en especial el caso c=0.1, indican la
precaución que hay que tener al estimar cuantiles grandes cerca de c = 0 debido a la confusión
de la familia ĺımite.

Conjuntando los comentarios aqúı presentes, se recomienda llevar a cabo la selección de
un submodelo de la DVEG a través del proceso de modelación propuesto debido a una mejor
representatividad del fenómeno en cuestión y/o a la ganancia en la longitud del intervalo de
verosimilitud, manteniendo una cobertura razonable. Se recomienda el uso de la función de
verosimilitud perfil relativa para fines de estimación, pues proporciona información relevante
respecto a las cantidades de interés.

La metodoloǵıa propuesta condujo a modelos adecuados aún con muestras de 40 máximos.
Si el ajuste de una de las DVE o la DVEG misma no resulta adecuado, puede deberse tanto al
tamaño de muestra chico como a la violación de los supuestos referentes a la distribución ĺımite
del máximo.
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