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Introducción

En el presente trabajo se estudia el problema de la no existencia de soluciones globales para una clase de
ecuaciones de reacción-difusión del tipo de Itô, de la forma

∂u(x, t)

∂t
= ∆u(x, t) + f(u(x, t)) + σ(u(x, t))∂tW (x, t), t > 0,

u(x, 0) = g(x), x ∈ D,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂D,

donde ∆ es el operador de Laplace en un dominio acotado D ⊂ Rd con frontera suave ∂D, f : R → R+ es
una función no lineal, σ es una función dada y W (x, t) es un campo aleatorio de Wiener en dimensión 1.
La condición inicial g se supondrá medible y no negativa. Es decir, se busca determinar condiciones sobre
el estado inicial g, el término no lineal f y el ruido multiplicativo W (x, t), bajo las cuales las soluciones
positivas de la ecuación anterior exploten en norma Lp en un tiempo �nito, donde p ≥ 1.
La presente tesis se basa en los artículos fundamentales de P.L. Chow [3] y [4], donde, además de los casos

que aquí expondremos, se estudian ecuaciones parciales estocásticas sobre Rd, así como ecuaciones cuyos
coe�cientes dependen del gradiente ∇u de la función incógnita u. La motivación de la autora al escribir este
trabajo, así como su contribución, consistió en presentar de forma uni�cada y accesible los métodos más
representativos de este interesante tema.
El interés en estudiar este tipo de problemas se origina en las diversas aplicaciones de las versiones deter-

minísticas de esta clase de ecuaciones, las cuales surgen como modelos matemáticos en áreas como dinámica
poblacional, teoría de la combustión, propagación de especies, etc. Ver por ejemplo [1] y [2].
El trabajo previo sobre explosión en tiempo �nito de ecuaciones de reacción-difusión en un dominio acotado

con condición de Dirichlet en la frontera se remonta a 1963, cuando S. Kaplan demostró por primera vez que,
para una cierta clase de funciones no lineales f , la norma ‖·‖∞ de la solución de la ecuación diferencial explota
en un tiempo �nito siempre que el estado inicial g y la función no lineal f satisfagan condiciones apropiadas.
Posteriormente este resultado fue generalizado por Fujita y por muchos otros autores más. Desde entonces,
se conoce que las soluciones a esta clase de ecuaciones pueden desarrollar singularidades en un tiempo �nito,
ver [17], [16], [23] y [26].
Existe una amplia literatura sobre el tema de explosión de soluciones de ecuaciones de reacción-difusión

determinísticas [17] y [16]. En el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias estocásticas existen resultados
generales sobre la explosión y la no explosión de sus soluciones [10], sin embargo hasta el momento se ha
estudiado poco este tipo de comportamientos para ecuaciones diferenciales parciales estocásticas generales
debido a las di�cultades técnicas que presenta el análisis estocástico en dimensión in�nita. Para algunos casos
especiales de funciones f y σ se ha podido determinar la probabilidad de la existencia de soluciones globales,
así como la probabilidad de que cualquier solución sea local.
Basándose en la revisión de varios artículos pioneros en este tema [3] y [4], el propósito de este trabajo es

presentar de forma accesible y razonablemente autocontenida los conceptos, las herramientas y los resultados
principales sobre explosión en norma Lp de las soluciones positivas de ecuaciones diferenciales parciales
estocásticas.
El tratamiento aquí expuesto se centra en un tipo especial de ecuaciones de reacción-difusión del tipo de

1



ÍNDICE GENERAL 2

Itô en dimensión in�nita, del prototipo dado arriba. En particular, el operador de difusión asociado a la
ecuación diferencial es autoadjunto, fuertemente elíptico con coe�cientes suaves.
Primero se presentan conceptos y propiedades fundamentales de la teoría de semigrupos lineales de opera-

dores acotados en un espacio de Banach, así como su relación con las ecuaciones de evolución. Posteriormente
se pasa a tratar el caso estocástico.
En el caso determinista estudiaremos condiciones su�cientes para la existencia y unicidad de soluciones

locales y globales, donde es de destacar que para ecuaciones con término no lineal f , una condición crucial
es que f sea continua de Lipschitz.
Para tratar el caso estocástico se introducen primeramente nociones probabilísticas básicas, como la integral

estocástica y los campos aleatorios de Wiener. Después, pasamos a considerar ecuaciones lineales con ruido
aditivo para, �nalmente, estudiar ecuaciones de reacción-difusión.
Al igual que en la mayoría de problemas relacionados con ecuaciones diferenciales, en el análisis de ecuacio-

nes de reacción-difusión lo primero que se presenta son resultados para la existencia y unicidad de soluciones.
Una vez hecho esto, nos encaminamos a los dos objetivos principales del trabajo: a) el estudio de condiciones
en los parámetros de la ecuación a estudiar que sean su�cientes para que las soluciones sean positivas y b) el
análisis de condiciones su�cientes para la existencia de soluciones positivas cuya norma Lp explote en tiempo
�nito. Primeramente se examinan condiciones su�cientes para que las soluciones a esta clase de ecuaciones
sean positivas; estas condiciones atañen a los términos f, σ, y a las condiciones iniciales.
Posteriormente estudiamos el comportamiento explosivo de soluciones positivas, enfocando nuestro análisis

al comportamiento de sus normas Lp. De este análisis se desprenden dos conjuntos de condiciones su�cientes
para explosión en norma Lp. El primer conjunto de condiciones afecta principalmente al término no lineal
f , mientras que el otro conjunto de condiciones concierne mayormente al ruido multiplicativo. Con base en
estos conjuntos de hipótesis obtendremos dos resultados acerca de la explosión en norma Lp de las soluciones
de ecuaciones.



Notación

Símbolo Signi�ado

c.s. Casi seguramente
c.d. Casi donde quiera
N {1,2,. . . }
Rd Espacio euclidiano de dimensión d ∈ N
C0 Semigrupo fuertemente continuo
D Dominio acotado de Rd
∂D Frontera de D
A Operador acotado
ρ(A) Resolvente del operador A
H Espacio de Hilbert
X Espacio de Banach
C[0,∞) {f : [0,∞)→ R : f es continua y ĺım

x→∞
f(x) existe y es �nito }

A∗ Adjunto de A
B(V,W ) {S : V →W, S es lineal y continua}
Hk {ϕ ∈ L2 : ϕ tiene derivadas parciales generalizadas hasta de orden k}
L2(D) Espacio de las funciones cuadrado integrables en D
HS Hilbert-Schmidt
R Operador nuclear
TrR Traza de un operador nuclear
Wt Proceso de Wiener
r(x, y) Función de covarianza
∆ Operador de Laplace
λk k−ésimo valor propio
ek k−ésima función propia asociada al valor propio λk
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Capítulo 1

Preliminares

El propósito de este capítulo es presentar algunos conceptos y resultados que desempeñan un papel im-
portante para el desarrollo del trabajo. Se comenzará con de�niciones y conceptos básicos de la teoría de
semigrupos, después en la sección 2 se introducen los semigrupos autoadjuntos, y además se dan condicio-
nes para las cuales un semigrupo bajo cierto tipo de perturbación sea nuevamente semigrupo. La teoría de
semigrupos es fundamental para el estudio de ecuaciones diferenciales, debido a que el problema de valores
iniciales se dice que está bien puesto si el operador asociado genera un semigrupo fuertemente continuo en
X; ver teorema 2.1.2. El contenido de este capítulo puede consultarse en [21], [9], [27], [18], [14], [29] y [12].

1.1. Teoría de semigrupos

De�nición 1.1.1 Una familia T = {Tt = T (t), 0 ≤ t < ∞} de operadores lineales, de�nidos en un espacio
de Banach X, es llamada semigrupo C0 (ó semigrupo fuertemente continuo) si

( i ) ‖ T (t) ‖<∞, para t ≥ 0, es decir,

sup{‖ T (t)f ‖: f ∈ X, ‖ f ‖<∞} <∞, para todo t ≥ 0.

( ii) T (t+ s)f = T (t)T (s)f , para todo f ∈ X, y para todo t, s ≥ 0.

(iii) T (0)f = f , para todo f ∈ X.

( iv) t→ T (t)f es una función continua de t, para cada f ∈ X.

T es un semigrupo de contracciones C0 si además

( v) ‖ T (t)f ‖≤‖ f ‖, para todo f ∈ X, y para todo t ≥ 0, es decir, si ‖ T (t) ‖≤ 1, para todo t ≥ 0.

El generador (in�nitesimal) de T es el operador A dado por

Af = ĺım
t↓0

T (t)f − f
t

, para todo f ∈ D(A), donde D(A) =

{
f ∈ X : ĺım

t↓0

T (t)f − f
t

existe

}
.

Notar que si u(t) = Ttf , t ≥ 0, entonces

u(t+ s)− u(t)

s
=
T (t+ s)f − T (t)f

s
=
T (s)h− h

s
, donde h = T (t)f.

Por lo tanto, al hacer s tender a 0, y suponiendo que h ∈ D(A), se obtiene

d

dt
u(t) = Ah = A[T (t)f ] = Au(t).

El siguiente resultado da expresiones explícitas del semigrupo para generadores acotados.

4



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 5

Teorema 1.1.2 Sea A ∈ B(X) = {L : X → X, L lineal y ‖ L ‖<∞}. Entonces

T =

T (t) = etA =
∑
n≥0

(tA)n

n!
; t ∈ R+


es semigrupo C0 tal que ‖ T (t)− I ‖→ 0, t→ 0, y además A es el generador de T .
Recíprocamente, si T = {T (t), t ≥ 0} es semigrupo C0 que cumple

ĺım
t→0
‖ T (t)− I ‖= 0,

entonces el generador A de T es acotado y T (t) = etA, para todo t ≥ 0.

Demostración Considerar SN (t) =
N∑
n=0

(tA)n

n!
, para todo N ∈ N. Si M ∈ N,

‖ SN+M (t)− SN (t) ‖ =

∥∥∥∥∥
N+M∑
n=N+1

(tA)n

n!

∥∥∥∥∥ ≤
N+M∑
n=N+1

tn ‖ A ‖n

n!
→ 0, si N →∞,

y entonces SN (t) converge en norma de operador a un límite T (t) debido al criterio de Cauchy. Al evaluar
en cero, se tiene T (0) = I y la propiedad de semigrupo se sigue de que( ∞∑

n=1

xn

n!

)( ∞∑
m=1

ym

m!

)
=
∞∑
p=0

(x+ y)p

p!
.

Así, para t, s ∈ R, para todo f ∈ X,

T (t)T (s)f =

∑
n≥0

(tA)n

n!

∑
n≥0

(sA)n

n!

 f,

=

∑
n≥0

[(t+ s)A]n

n!

 f,

= T (t+ s)f.

La función t→ T (s)f es continua, ya que si t ∈ R y f ∈ X, tomando el límite cuando s→ t se tiene que

ĺım
s→t

T (s)f = ĺım
s→t

( ∞∑
n=0

(sA)n

n!
f

)
,

= ĺım
s→t

ĺım
k→∞

(
k∑

n=0

(sA)n

n!
f

)
,

= ĺım
k→∞

ĺım
s→t

(
k∑

n=0

(sA)n

n!
f

)
,

= ĺım
k→∞

(
k∑

n=0

(tA)n

n!
f

)
,

=

( ∞∑
n=0

(tA)n

n!
f

)
,

= T (t)f.
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Además,

‖ T (t)− I ‖=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

tnAn

n!

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

tn ‖ A ‖n

n!
= et‖A‖ − 1→ 0, cuando t→ 0.

Análogamente, ∥∥∥∥T (t)− I
t

−A
∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥
∞∑
n=2

tn−1An

n!

∥∥∥∥∥ ≤‖ A ‖2 et‖A‖t→ 0 si t ↓ 0.

Por lo tanto, A es el generador de T .

Recíprocamente, sea B(t)f =
1

t

∫ t

0
T (s)fds, para f ∈ X, t > 0.

Entonces

‖B(t)f − f‖ =

∥∥∥∥1

t

∫ t

0
[T (s)− I]fds

∥∥∥∥ ≤ 1

t0

∫ t0

0
‖T (s)− I‖ds‖f‖ < 1,

para algún t0 su�cientemente pequeño. Así, para tal t0 > 0, B(t0) es invertible y por lo tanto t0B(t0) es
invertible.
Luego,

h−1(T (h)− I) = h−1

[∫ t0

0
T (s+ h)ds−

∫ t0

0
T (s)ds

] [∫ t0

0
T (s)ds

]−1

,

haciendo un cambio de variable tomando r = s+ h obtenemos

= h−1

[∫ t0+h

h
T (r)dr −

(∫ h

0
T (s)ds+

∫ t0

h
T (s)ds

)][∫ t0

0
T (s)ds

]−1

,

= h−1

(∫ t0+h

t0

T (s)ds−
∫ h

0
T (s)ds

)(∫ t0

0
T (s)ds

)−1

.

Por lo que

h−1(T (h)− I)→ [T (t0)− I]

(∫ t0

0
T (s)ds

)−1

, cuando h→ 0.

Teniéndose así que el operador lineal acotado es el generador in�nitesimal del semigrupo T (t). Como A es
también el generador in�nitesimal del C0−semigrupo exp(tA) se sigue que T (t) = exp(tA) para todo t ≥ 0,
ver [21], pp. 3.

Observación 1.1.3 Si J ⊂ R es un intervalo, J = [a, b] y h : J → (X, ‖ · ‖), entonces

dh

dt
,

∫ b

a
h(s)ds,

se de�nen igual que en el caso X = R ó X = C, sólo que los límites son en la norma de X.

Teorema 1.1.4 Sea T un semigrupo C0 de generador A.

a) Para todo f en X, ĺım
h→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)f ds = T (t)f.
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b) Para todo f en X,

∫ t

0
T (s)f ds ∈ D(A) y A

(∫ t

0
T (s)f ds

)
= T (t)f − f.

c) Para todo f en D(A), T (t)f ∈ D(A), y
d

dt
T (t)f = AT (t)f = T (t)Af.

d) Para todo f en D(A), T (t)f − T (s)f =

∫ t

s
T (r)Af dr =

∫ t

s
AT (r)f dr.

Demostración

a) Sea f ∈ X. Debido a que s 7→ T (s)f es continua, aplicando el teorema fundamental del cálculo resulta

ĺım
h→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)fds = T (t)f.

b) Sea f ∈ X, h > 0. Debido a que T (h) es continuo (por la condición (i) de la De�nición 1.1.1),

Entonces

T (h)− I
h

∫ t

0
T (s)fds =

1

h

∫ t

0
[T (s+ h)f − T (s)f ]ds,

=
1

h

∫ t+h

t
T (s)fds− 1

h

∫ h

0
T (s)fds,

→ T (t)f − f,

cuando h ↓ 0, lo cual prueba b).

c) Sean f ∈ D(A), h > 0. Entonces

T (h)− I
h

T (t)f =
T (h+ t)− T (t)

h
f,

= T (t)

(
T (h)− I

h

)
f,

→ T (t)Af, si h ↓ 0.

Por lo tanto, T (t)f ∈ D(A) y AT (t)f = T (t)Af.

Se ha probado que
d

dt

+

T (t)f = AT (t)f.

Para obtener c) falta probar que
d

dt

−
T (t)f = T (t)Af.

Pero

ĺım
h↓0

(
T (t)f − T (t− h)f

h
− T (t)Af

)
= ĺım

h↓0
T (t− h)

(
T (h)f − f

h
−Af

)
+ ĺım

h↓0
(T (t− h)Af − T (t)Af),

el primer término de la expresión anterior es cero, debido a que ‖T (t − h)‖ está acotado para todo
h ∈ [0, t] y f ∈ D(A). El segundo término es cero por la continuidad fuerte del semigrupo.
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d) De c) se obtiene que, para 0 ≤ s ≤ t,∫ t

s

d

dr
T (r)fdr =

∫ t

s
AT (r)fdr =

∫ t

s
T (r)Afdr,

y por lo tanto

T (t)f − T (s)f =

∫ t

s
AT (r)fdr =

∫ t

s
T (r)Afdr.

De�nición 1.1.5 Sean (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y ) espacios de Banach. Un operador lineal A : X → Y es cerrado
si su grá�ca

G(A) = {(f,Af) : f ∈ D(A)},

es subespacio cerrado de X × Y , o equivalentemente si se cumple la condición

fn ∈ D(A), fn → f y Afn → g, entonces f ∈ D(A) y Af = g.

Propiedades 1.1.6 Sea A : X → Y cerrado.

1. Para todo B ∈ B(X,Y ), donde B(X,Y ) = {S : X → Y, S es lineal y continua}, A + B con dominio
D(A) es cerrado.

2. A−1 es cerrado si A es inyectivo.

3. A es acotado si D(A) = D(A).

4. Un operador acotado es cerrado si y sólo si su dominio es cerrado.

Demostración Ver [12], pp. 238.

De�nición 1.1.7 Sea A : X → X lineal. El conjunto resolvente de A es

ρ(A) = {λ ∈ K : λI −A : D(A)→ X es biyectivo y (λI −A)−1 ∈ B(X)},

donde K = C ó K = R, según que (X, ‖ · ‖) sea espacio de Banach sobre C ó R.

Corolario 1.1.8 Si A es cerrado,

ρ(A) = {λ ∈ K : λI −A : D(A)→ X es biyectiva}.

El operador resolvente de A, R(λ) λ ∈ ρ(A), está dado por

R(λ) ≡ (λ−A)−1 ≡ (λI −A)−1.

El conjunto σ(A) = K \ ρ(A) se llama espectro de A.

Demostración Ver [12], pp. 238.
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Lema 1.1.9 Identidad del resolvente. Sea A : X → X cerrado. Para cualquier λ, µ ∈ ρ(A) se cumple

(λ−A)−1 − (µ−A)−1 = (µ− λ)(λ−A)−1(µ−A)−1,

y en particular (λ−A)−1 y (µ−A)−1 conmutan.

Demostración Si f ∈ D(A),

(λ−A)[(λ−A)−1 − (µ−A)−1](µ−A)f =(µ−A)f − (λ−A)f

=(µ− λ)f.

De aquí, multiplicando a la izquierda por (λ−A)−1 y tomando f de la forma f = (µ−A)−1g, donde g es un
elemento del dominio, se obtiene la igualdad deseada. La conmutatividad se obtiene al intercambiar λ por µ.

Lema 1.1.10 Sea A : X → X cerrado y h ∈ C([a, b], X) con Rango(h) ⊂ D(A) y Ah ∈ C([a, b], X).
Entonces ∫ b

a
h(t)dt ∈ D(A) y A

∫ b

a
h(t)dt =

∫ b

a
Ah(t)dt.

Demostración Tomando sumas de Riemann sobre una partición del intervalo [a, b], a = t0 < t1 < . . . <
tn−1 < tn = b,

f =

∫ b

a
h(t)dt = ĺım

n→∞

n∑
i=1

h(ti)(ti − ti−1),

g =

∫ b

a
Ah(t)dt = ĺım

n→∞

n∑
i=1

Ah(ti)(ti − ti−1),

como
A
∑
i

h(ti)(ti − ti−1) =
∑
i

Ah(ti′ )(ti − ti−1),

el resultado se sigue de que A es cerrado. Por lo tanto, f ∈ D(A) y Af = g.

Lema 1.1.11 Un semigrupo C0 queda determinado por su generador.

Demostración Si {T (t), t ≥ 0} y {S(t), t ≥ 0} son C0 semigrupos con generador A, para f ∈ D(A) y
de�niendo

u : [0, t]→ X por u(s)f = T (s)S(t− s)f, 0 ≤ s ≤ t,
se tiene entonces

d

ds
u(s)f = (T (s)A)S(t− s)f + T (s)(−A)S(t− s)f = 0.

Lo cual implica que u(s)f es constante en 0 ≤ s ≤ t. Por lo tanto,

T (t)f = u(t)f = u(0)f = S(t)f, para todo t ≥ 0, para toda f ∈ D(A).

Como D(A) = X, se sigue que
{T (t), t ≥ 0} = {S(t), t ≥ 0}.
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Lema 1.1.12 Si C,D generan, respectivamente semigrupos C0 de contracciones, {u(t), t ≥ 0} y {v(t), t ≥ 0},
y además

u(t)v(s) = v(s)u(t), para todo s, t ≥ 0,

entonces para toda f ∈ D(C) ∩ D(D),

‖u(t)f − v(t)f‖ ≤ t‖Cf −Df‖.

Demostración Como

u(t)f − v(t)f =

∫ 1

0

d

ds
{u(ts)v[t(1− s)]f}ds,

calculando la derivada dentro de la integral se obtiene

=

∫ 1

0
u(ts)v[t(1− s)]t(Cf −Df)ds.

Por lo tanto

‖u(t)f − v(t)f‖ ≤
∫ 1

0
t‖Cf −Df‖ds = t‖Cf −Df‖.

El Teorema de Hille-Yosida enunciado enseguida, brinda una herramienta que permite caracterizar los
operadores que generan semigrupos de contracciones.

Teorema 1.1.13 ( Teorema de Hille-Yosida) A genera un semigrupo C0 de contracciones {T (t), t ≥ 0},
si y sólo si A es cerrado, D(A) es denso, (0,∞) ⊂ ρ(A) y ‖(λ−A)−1‖ ≤ 1

λ
, para toda λ > 0.

Demostración Si f ∈ X, ft :=

∫ t

0
T (s)f ds ∈ D(A) y además

1

t
ft → f , t→ 0. Así, D(A) = X.

Si fn ∈ D(A), fn → f y Afn → g, entonces

1

t
[T (t)− I]fn =

1

t

∫ t

0
T (s)Afn ds.

Por la contuidad de T (t),
1

t
[T (t)− I]fn →

1

t
[T (t)− I]f . Debido a que

1

t

∥∥∥∥∫ t

0
T (s)[Afn − g] ds

∥∥∥∥ ≤1

t

∫ t

0
‖T (s)‖‖Afn − g‖ ds ≤ ‖Afn − g‖ → 0, cuando n→∞,

Se sigue que
1

t

∫ t

0
T (s)Afn ds→

1

t

∫ t

0
T (s)g ds, donde

∫ t

0
T (s)Afn ds = (T (t)− I)fn. Haciendo t→ 0,

ĺım
t→0

1

t
[T (t)− I]f = g y Af = g.

Así, A es cerrado.
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Notar que para toda λ > 0, {e−λtT (t)}t≥0 es semigrupo C0 de generador (A− λI) cuyo dominio es D(A).
Se tiene entonces

−e−λtT (t)f + f = (λ−A)

∫ t

0
e−λsT (s)fds, f ∈ X, (1.1.1)

−e−λtT (t)f + f =

∫ t

0
e−λsT (s)(λ−A)fds. (1.1.2)

Notar que ∫ t

0
e−λsT (s)fds =

∫ ∞
0
1[0,t](s)e

−λsT (s)fds

y

‖1[0,t](s)e
−λsT (s)f‖ ≤ 1[0,t](s)e

−λs‖f‖ ≤ ‖f‖e−λs.

Además t→ ‖f‖e−λt es integrable en [0,∞). Por el Teorema de convergencia dominada,

ĺım
t→∞

∫ t

0
e−λsT (s)f ds =

∫ ∞
0

e−λsT (s)f ds ∈ X.

Haciendo t→∞ en (1.1.1) y (1.1.2):

f = (λ−A)

∫ ∞
0

e−λsT (s)fds, f ∈ X, (1.1.3)

f =

∫ ∞
0

e−λsT (s)(λ−A)fds, f ∈ D(A). (1.1.4)

Sea R(λ)f :=

∫ ∞
0

e−λsT (s)fds, f ∈ X. Entonces (1.1.3) y (1.1.4) se traducen en

f = (λ−A)R(λ)f, para toda f ∈ X y

R(λ)(λ−A)f = f para toda f D(A),

por lo que R(λ) = (λ−A)−1. Además R(λ) es acotado pues

‖R(λ)f‖ =

∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λsT (s)fds

∥∥∥∥ ≤ ĺım
t→∞

∫ t

0
e−λs‖T (s)f‖ds ≤ ‖f‖

(
1

λ

)
.

Entonces ‖(λ−A)−1‖ ≤ 1/λ, para λ > 0 y

(λ−A)−1g =

∫ ∞
0

e−λsT (s)gds, g ∈ X, (1.1.5)

lo cual revela que el operador resolvente es la transformada de Laplace del semigrupo, y (1.1.5) es la fórmula
de inversión.
Recíprocamente, se de�ne la aproximación de Yosida Aλ para todo λ > 0:

Aλ := λA(λ−A)−1 = λ2(λ−A)−1 − λI ∈ B(X).
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Siendo Aλ acotada, {etAλ , t ≥ 0} es semigrupo C0 de contracciones pues

‖etAλ‖ = e−tλ‖etλ2(λ−A)−1‖,
≤ e−tλetλ

2‖(λ−A)−1‖,

≤ e−tλetλ,

≤ 1, t ≥ 0, λ > 0.

Ahora probaremos que se cumple

ĺım
λ→∞

Aλf = Af, para toda f ∈ D(A), (1.1.6)

pues si g ∈ D(A),
λ(λ−A)−1g − (λ−A)−1Ag = (λ−A)−1(λ−A)g = g,

donde (λ−A)−1Ag → 0 cuando λ→∞ ya que

‖(λ−A)−1Ag‖ ≤ ‖(λ−A)−1‖‖Ag‖ ≤ 1

λ
‖Ag‖ → 0 cuando λ→∞,

de modo que λ(λ−A)−1g → g cuando λ→∞ para todo g ∈ D(A). De hecho

ĺım
λ→∞

λ(λ−A)−1g → g, para toda g ∈ D(A) = X,

ya que si F ∈ X, existe una sucesión Fn en D(A) tal que Fn → F pues D(A) = X.
Así,

λ(λ−A)−1F = λ(λ−A)−1[(F − Fn) + Fn],

luego

‖λ(λ−A)−1F − F‖ ≤ ‖λ(λ−A)−1(F − Fn)‖+ ‖λ(λ−A)−1Fn − F‖,
≤ ‖λ‖‖(λ−A)−1‖‖F − Fn‖+ ‖λ(λ−A)−1Fn − Fn‖+ ‖Fn − F‖,

donde el lado derecho de la última desigualdad tiende a 0. Por otro lado,

(λ−A)−1Af = R(λ)Af =

∫ ∞
0

e−λtT (t)Afdt = A

∫ ∞
0

e−λtT (t)fdt = AR(λ)f = A(λ−A)−1f =
Aλf

λ
.

Aplicando lo anterior a g = Af , f ∈ D(A), se obtiene

Aλf = λ(λ−A)−1Af → Af,

cuando λ tiende a in�nito, lo cual es (1.1.6).
Ahora, se aplica el Lema 1.1.12 con

C = Aλ, D = Aµ, λ, µ > 0,

y se obtiene para f ∈ D(A),

‖etAλf − etAµf‖ ≤ t‖Aλf −Aµf‖ → 0,

cuando λ, µ → ∞, para todo f ∈ D(A) y t �jo. Se sigue que {etAλ}λ>0 es de Cauchy y converge cuando λ
tiende a in�nito por ser B(X) completo.
De�niendo

T (t)f = ĺım
λ→∞

etAλf, f ∈ D(A). (1.1.7)

Se cumple
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i) ‖T (t)‖ ≤ 1, T (0) = I y

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), s, t ≥ 0.

Siendo T (t) acotado y D(A) denso, existe una única extensión continua de T (t) a X denotada también por
T (t), para la cual se cumple (1.1.7) con f ∈ X. Si f ∈ D(A), se tiene

T (t)f − f = ĺım
λ→∞

etAλf − f = ĺım
λ→∞

∫ t

0
esAλAλfds,

y como ‖esAλAλf‖ ≤ ‖f‖, por el Teorema de convergencia dominada se tiene que

T (t)f − f =

∫ t

0
T (s)Afds.

Luego

T (t)f = f +

∫ t

0
T (s)Afds. (1.1.8)

Por lo tanto, T (·)f : [0,∞)→ X es continua para toda f ∈ D(A).
Si f ∈ X y (fn) ⊂ D(A) con fn → f , entonces para todo T > 0,

sup
0≤t≤T

‖T (t)f − T (t)fn‖ = sup
0≤t≤T

‖T (t)(f − fn)‖ ≤ ‖f − fn‖ → 0, cuando n→∞,

de modo que T (t)fn → T (t)f uniformemente en compactos. Por lo que T (·)f es continua en cada compacto,
es decir, T (·)f es continua. Se ha probado que {T (t)}t≥0 es C0 semigrupo de contracciones.
Sea B el generador de {T (t)}t≥0. La igualdad (1.1.8) muestra que B ⊃ A, es decir, D(B) ⊃ D(A) y

B|D(A) = A.

De la primera parte de la prueba (para B) y por hipótesis (para A), 1 ∈ ρ(B), 1 ∈ ρ(A). Luego, (I−B)−1,
(I −A)−1 existen y son acotados con (I −B)−1 ⊃ (I −A)−1.
En particular,

D((I −B)−1) = D((I −A)−1) = X,

lo cual implica (I−B)−1 = (I−A)−1, luego (I−A)(I−B)−1 = I y por unicidad de la inversa, I−A = I−B
y así A = B.

Proposición 1.1.14 Sea {T (t), t ≥ 0} semigrupo C0. Existen constantes M ≥ 1 y ω ≥ 0 tales que

‖T (t)‖ ≤Meωt, para todo t ≥ 0.

Demostración Por de�nición, para cada f ∈ X, t→ T (t)f con t ∈ [0,∞) es continua. Luego t 7→ ‖T (t)f‖,
t ∈ [0, 1] es acotada: existe Mf > 0 tal que ‖T (t)f‖ ≤ Mf , para todo t ∈ [0, 1]. Para continuar necesitamos
los siguientes resultados, los cuales se pueden consultar en [25], pp. 41-44.

Teorema 1.1.15 de Banach-Steinhaus Sean X,Y espacios vectoriales topológicos, Γ es una colección de
mapeos lineales continuos de X a Y y B es el conjunto de todas los x ∈ X cuyas órbitas

Γ(x) = {Λ(x) : Λ ∈ Γ}

son acotadas en Y .
Si B es de segunda categoría en X, entonces B = X y Γ es equicontinua.
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Teorema 1.1.16 Si Γ es equicontinua y E ⊂ X es acotado, existe F ⊂ Y acotado con γ(E) ⊂ F para todo
γ ∈ Γ.

En nuestro caso: Γ = {T (t), t ∈ [0, 1]}, B = {f ∈ X : {T (t)f, 0 ≤ t ≤ 1}}. Como B = X, B es de segunda
categoria y por el Teorema 1.1.15 la familia de operadores Γ debe ser equicontinua.
Luego, tomando E = {f ∈ X : ‖f‖ ≤ 1} en el Teorema 1.1.16, entonces existe F ⊂ X, donde F puede ser

la bola
F = {f ∈ X : ‖f‖ ≤M},

tal que para todo f ∈ E, T (t)f ∈ F para todo t ∈ [0, 1], es decir,

‖T (t)‖ = sup
‖f‖≤1

‖T (t)f‖ ≤M, para todo t ∈ [0, 1].

Como T (0) = I, M ≥ 1. Sea ω = logM ≥ 0. Para t > 0, sea n el menor entero mayor que t.
Entonces

‖T (t)‖ ≤
∥∥∥∥[T ( tn

)]n∥∥∥∥ ≤Mn ≤M t+1 = Meωt.

Teorema 1.1.17 A es el generador de un C0 semigrupo {T (t), t ≥ 0} si y sólo si A es cerrado, D(A) = X
y existe una constante M ≥ 1 y ω ∈ R tales que λ ∈ ρ(A), para todo λ > ω y se cumple

‖(λ− ω)n(λ−A)−n‖ ≤M,

siempre que λ > ω y n = 1, 2, . . . En tal caso

‖T (t)‖ ≤Meωt, t ∈ R+.

Además, existe una norma ‖| · ‖| en X tal que {S(t) = e−ωtT (t), t ≥ 0} es semigrupo de contracciones en
(X, ‖| · ‖|) de generador A− ωI.

Demostración Ver [9], pp. 20-21.

Ejemplo 1.1.18 Sea X := C[0,∞) := {f : [0,∞)→ R, f es continua y ĺımx→∞ f(x) existe y es �nito},
con norma ‖ f ‖∞= sup{|f(x)|, x ≥ 0}. Es bien sabido que (X, ‖ · ‖∞) es un espacio de Banach. Si

(Z(t)f)(x) = f(x+ vt), x ≥ 0, para todo t ≥ 0,

donde v > 0 es una constante, entonces {Z(t), t ≥ 0} es semigrupo de contracciones y el generador de
{Z(t), t ≥ 0} es Af = vf ′, D(A) = {f ∈ X, f ′ ∈ X}.

Ejemplo 1.1.19 Sea (E, d) espacio polaco. {X(t),Ft, t ≥ 0}, proceso de Markov homogeneo en el tiempo.
E−valuado, de�nido en (Ω, F, P ). Sea

X = {f : E → R : f es Borel-medible, acotada},

con norma
‖f‖∞ = esssup(f).

Así, (X, ‖ · ‖∞) es un espacio de Banach. Ponemos Ef(Xt) =
∫

Ω f(Xt(ω))dP (ω). Sea {pt(x,B)} la familia
de probabilidades de transición de {X(t)}t≥0, es decir,

P [X(t) ∈ B|X(0) = x] = pt(x,B), t > 0, x ∈ X, B ∈ B(E).

Sea (T (t)f)(x) = E[f(Xt)|X0 = x], f ∈ X, x ∈ E, t ≥ 0. Entonces
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i) (T (0)f)(x) = E[f(X0)|X0 = x] = f(x). Luego, T (0) = I.

ii) Debido a la ecuación de Chapman-Kolmogorov,

(T (t+ s)f)(x) =

∫
E
f(z)pt+s(x, dz),

=

∫
E
f(z)

∫
E
pt(x, dy)ps(y, dz),

=

∫
E
pt(x, dy)

∫
E
f(z)ps(y, dz),

= (Tt(Tsf))(x),

que da la propiedad de semigrupo.

Si se considera un proceso de Poisson {X(t), t ≥ 0} en R, para cada x ∈ Z+ las probabilidades de transición
al tiempo t están dadas como sigue

pt(x, y) =



e−λt, si y = x,

e−λt (λt)
1! , si y = x+ 1,

...,

e−λt (λt)k

k! , si y = x+ k, k ∈ Z+

0, en otro caso.

Entonces, para f ∈ X, el generador in�nitesimal asociado a este proceso está dado por

ĺım
t→0

(
T (t)f(x)− f(x)

t

)
= ĺım

t→0

(
1

t

∞∑
k=0

(
f(x+ k)

e−λt(λt)k

k!
− f(x)

))
,

= ĺım
t→0

(
1

t
[f(x)e−λt − f(x)] +

1

t

∞∑
k=1

f(x+ k)e−λt
(λt)k

k!

)
,

= ĺım
t→0

(
1

t
[f(x)e−λt − f(x)] +

1

t
f(x+ 1)e−λtλt+

1

t

∞∑
k=2

f(x+ k)e−λt
(λt)k

k!

)
,

de lo que se obtiene que Af(x) = −λf(x) + λf(x+ 1). Luego

(Af(0), Af(1), . . .) =

 −λ λ 0 . . . 0
0 −λ λ . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

 f(0)
f(1)
...

 .

1.2. Teorema de Lummer-Philips

Sea (H, 〈·, ·〉) espacio de Hilbert sobre K = R ó K = C.

De�nición 1.2.1 Sea A : H → H un operador lineal con D(A) = H. El operador adjunto A∗ de A se
de�ne mediante la relación

〈Af, g〉 = 〈f,A∗g〉, f ∈ D(A) y g ∈ D(A∗).
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Más precisamente, g ∈ D(A∗) si y sólo si f 7→ 〈Af, g〉 es un funcional lineal acotado en D(A), en cuyo caso

se extiende por continuidad a D(A) = H. Luego, por el Teorema de Riesz, existe h ∈ H único tal que

〈Af, g〉 = 〈f, h〉, f ∈ D(A)

y entonces se de�ne A∗g = h.

Propiedades 1.2.2 ( i ) Si A ∈ B(H), entonces A∗ ∈ B(H) y ‖A‖ = ‖A∗‖.

(ii ) Si A,B ∈ B(H),entonces se cumple (AB)∗ = B∗A∗.

(iii) Se cumple (A+B)∗ ⊃ A∗ +B∗ siempre que D(A) ∩ D(B) = H.

(iv ) Si A es cerrado y D(A) = H, entonces también A∗ es cerrado.

( v ) Se veri�ca A∗∗ = A.

Demostración Ver [9], pp. 30.

Teorema 1.2.3 Sea A generador de un semigrupo C0 {T (t), t ≥ 0} en H. Entonces {T (t)∗, t ≥ 0} es
semigrupo C0 en H de generador A∗.

Demostración Debido a que {T (t), t ≥ 0} es semigrupo, se tiene que

[T (t+ s)]∗ = [T (t)T (s)]∗ = T ∗(s)T ∗(t) y (T (0))∗ = I∗ = I.

Para la continuidad fuerte, se supone que

‖T (t)∗‖ ≤ ‖T (t)‖ ≤ eωt, t ∈ R+.

Para todo f ∈ H,

‖T (t)∗f − f‖2 = 〈T (t)∗f − f, T (t)∗f − f〉,
= ‖T (t)∗f‖2 + ‖f‖2 − 〈f, T (t)f〉 − 〈T (t)f, f〉,
≤ e2ωt‖f‖2 + ‖f‖2 − 〈f, T (t)f〉 − 〈T (t)f, f〉,
→ 0, cuando t→ 0,

debido a que {T (t)} es fuertemente continuo y a la continuidad de 〈·, ·〉. Sea B el generador de {T (t)∗, t ≥ 0}.
Para f ∈ D(A) y g ∈ D(B)

〈Af, g〉 = ĺım
t→0
〈t−1[T (t)− I]f, g〉 = ĺım

t→0
〈f, t−1[T (t)∗ − I]g〉 = 〈f,Bg〉.

Pero se sabe que 〈Af, g〉 = 〈f,A∗g〉, luego B ⊂ A∗.
Sea ahora, g ∈ D(A∗). Entonces para todo f ∈ D(A).

〈f, T (t)∗g − g〉 = 〈f, T (t)∗g〉 − 〈f, g〉,
= 〈T (t)f − f, g〉

=

〈∫ t

0
AT (s)fds, g

〉
,

=

∫ t

0
〈T (s)f,A∗g〉ds,

=

∫ t

0
〈f, T (s)∗A∗g〉ds,

=

〈
f,

∫ t

0
T (s)∗A∗gds

〉
.
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Entonces

T (t)∗g − g =

∫ t

0
T (s)∗A∗gds,

1

t
[T (t)∗g − g] =

1

t

∫ t

0
T (s)∗A∗gds.

Al tomar t→ 0, Bg = A∗g, luego A∗ ⊂ B.
Por lo tanto A∗ = B.

De�nición 1.2.4 Un operador lineal B : H → H se llama simétrico si B ⊂ B∗, es decir, si D(B) = H y
〈Bf, g〉 = 〈f,Bg〉, para todo f, g ∈ D(B).

B es autoadjunto si B∗ = B.

Corolario 1.2.5 {T (t), t ≥ 0} es un semigrupo C0 autoadjunto en H, es decir, T (t) es autoadjunto para
todo t ≥ 0 si y sólo si su generador es autoadjunto.

De�nición 1.2.6 Un operador lineal A : D(A)→ X es disipativo si para toda f ∈ D(A) y para toda µ > 0,
‖(µI −A)f‖ ≥ µ‖f‖. A se llama m−disipativo si A es disipativo y además

Rango(Iµ−A) = X, para toda µ > 0.

Las pruebas de los siguientes resultados se pueden consultar en [9], pp. 26-27.

Teorema 1.2.7 (Teorema Lummer-Philips) Un operador lineal A : X → X es generador de un semi-
grupo C0 de contracciones en X si y sólo si

(a) D(A) = X

(b) A es m−disipativo

Lema 1.2.8 Sea X espacio de Hilbert (con producto escalar 〈·, ·〉) y f, g ∈ X. Entonces

‖f‖ ≤ ‖f − µg‖ para toda µ > 0

si y sólo si existe ϕ ∈ X ′ (el dual de X) tal que ‖ϕ‖2 = ‖f‖2 = ϕ(f) y además

Re〈g, ϕ〉 ≤ 0.



Capítulo 2

El problema de Cauchy lineal y no lineal

Teniendo como base la teoría de semigrupos, en este capítulo se describen algunas condiciones bajo las
cuales ciertas ecuaciones diferenciales con condición inicial tienen solución. En la primera sección se aborda
el problema de Cauchy lineal, y se de�nen tipos de soluciones tales como: clásica, mild y fuerte, además se
dan condiciones su�cientes bajo las cuales dicho problema tiene alguna de estas soluciones. En la segunda
sección se presenta el problema de Cauchy no lineal, y se dan condiciones bajo las cuales éste tiene solución
local o global, para lo cual se hará uso del teorema de Banach-Picard. El contenido de este capítulo se basa
en [21], [9], [27], [14], [7] y [28].

2.1. Problemas de Cauchy lineales

Sea A : X → X lineal con D(A) = X. La ecuación

du(t)

dt
= Au(t), t > 0, u(0) = x ∈ D(A), (2.1.1)

se llama problema de Cauchy, o problema de valores iniciales.

De�nición 2.1.1 Una solución clásica de (2.1.1) es una función u : [0,∞)→ X tal que u(t) ∈ D(A), para
todo t ≥ 0, u ∈ C1([0,∞), X) y se cumple (2.1.1).

Teorema 2.1.2 El PVI (2.1.1) está bien puesto si y sólo si A genera un semigrupo C0, {T (t), t ≥ 0} en X.
En tal caso la solución de (2.1.1) está dada por u(t) = T (t)x.

Demostración Ver [9], pp. 83-84.

Considerar el PVI no homogéneo

du(t)

dt
= Au(t) + f(t), t > 0, u(0) = x, (2.1.2)

donde f : [0, a)→ X con a ∈ R+ y A es generador de un semigrupo C0, {T (t), t ≥ 0}.

De�nición 2.1.3 Una función u : [0, a)→ X es solución clásica de (2.1.2) si u ∈ C([0, a), X)∩C1((0, a), X),
u(t) ∈ D(A) para todo 0 < t < a y se cumple la ecuación (2.1.2).

18
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Observación 2.1.4 Si u es solución clásica de la ecuación (2.1.2), sea g(s) = T (t− s)u(s), 0 ≤ s ≤ t, que
es X−valuada y derivable en 0 < s < t si 0 < t < a. Entonces

dg(s)

ds
= −AT (t− s)u(s) + T (t− s)u′(s),

= −AT (t− s)u(s) + T (t− s)Au(s) + T (t− s)f(s),

= T (t− s)f(s). (2.1.3)

Si f ∈ L1([0, a), X), T (t− s)f(s) es integrable, ya que

∫ a

0
‖f(s)‖ds <∞, luego

∫ a

0
‖T (t− s)‖‖f(s)‖ds ≤M

∫ a

0
eωt−s‖f(s)‖ds <∞.

Así, integrando
dg(s)

ds
de 0 a t, y usando (2.1.3),

∫ t

0

dg(s)

ds
=

∫ a

0
T (t− s)f(s)ds,

T (t− t)u(t)− T (t− 0)u(0) =

∫ a

0
T (t− s)f(s)ds,

u(t)− T (t)x =

∫ a

0
T (t− s)f(s)ds,

de lo cual se obtiene

u(t) = T (t)x+

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds. (2.1.4)

Corolario 2.1.5 Si f ∈ L1([0, a), X), entonces para toda x ∈ X el PVI (2.1.2) admite a lo más una
solución clásica, y si tiene solución ésta está dada por (2.1.4).

Demostración Si u(t) y v(t) son soluciones de la ecuación (2.1.2), entonces w(t) = u(t)− v(t) cumple

dw(t)

dt
=
du(t)

dt
− dv(t)

dt
= Av(t) + f(t)−Au(t)− f(t) = Aw(t),

y es tal que w(0) = 0, así la única solución es, según el Teorema 2.1.2, w(t) = T (t)0 = 0.

Basta con pedir que la función f sea integrable para que la expresión (2.1.4) este bien de�nida.

De�nición 2.1.6 El lado derecho de (2.1.4) es una función continua de t para todo f ∈ L1([0, a), X), la
cual está de�nida aún si ésta no fuera derivable. Llamaremos a u(t), dada por (2.1.4), la solución mild de
(2.1.2), aún si ésta no es solución clásica.

Corolario 2.1.7 La ecuación (2.1.2) puede no tener solución clásica, pero siempre que f ∈ L1([0, a), X),
(2.1.2) tendrá solución mild dada por (2.1.4).

Aún si f es continua puede ocurrir que la ecuación (2.1.2) no tenga solución clásica y que T (t)x no sea
diferenciable.
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Observación 2.1.8 Aún si f fuera continua no hay garantia de que (2.1.2) tenga solución: considérese
x ∈ X tal que T (t)x no este en el dominio de A para todo t ≥ 0. Entonces f(s) = T (s)x es continua, pero
el PVI

du(t)

dt
= Au(t) + T (t)x; u(0) = 0,

no tiene solución clásica, no obstante que 0 ∈ D(A). En efecto, la solución mild de la ecuación es

u(t) = T (t)0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

=

∫ t

0
T (t− s)T (s)xds

=

∫ t

0
T (t)xds

= tT (t)x,

la cual no es derivable.

Teorema 2.1.9 Sea A el generador de un semigrupo C0, {T (t)} y sea f ∈ L1([0, a], X) continua en (0, a].
Sea

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ a. (2.1.5)

El PVI (2.1.2) tiene solución clásica u(t) en [0, a) para todo x ∈ D(A) si se cumple alguna de las condiciones
(i) o (ii), donde

(i ) v(t) ∈ C1((0, a), X),

(ii) v(t) ∈ D(A), para todo 0 < t < a y Av(t) ∈ C((0, a), X).

Si (2.1.2) tiene solución clásica u(t) en [0,a) para algún x ∈ D(A) entonces v(t) cumple (i) y (ii).

Demostración Si (2.1.2) tiene solución u(t) para algún x ∈ D(A), u(t) está dada por (2.1.4).
Luego

v(t) = u(t)− T (t)x

es derivable con derivada
v′(t) = u′(t)− T (t)Ax,

que es continua en (0, a), y así se cumple ( i).
Si x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A), para todo t ≥ 0 y

Av(t) = Au(t)−AT (t)x,

despejando Au(t) en (2.1.2) y sustituyendo en la igualdad anterior se obtiene

Av(t) = u′(t)− f(t)−AT (t)x,

la cual es continua en (0, a) y v(t) ∈ D(A), para todo t ≥ 0. Luego, se cumple (ii).
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Para la otra parte, se nota que si 0 < t < a, y h > 0,

T (h)− I
h

v(t) =
T (h)− I

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds,

=
1

h

[∫ t

0
T (t+ h− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

]
,

=
1

h

[∫ t+h

0
T (t+ h− s)f(s)ds−

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

]
,

=
1

h

[∫ t+h

0
T (t+ h− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds−

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds

]
,

=
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds.

Se tiene entonces
T (h)− I

h
v(t) =

v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds. (2.1.6)

Bajo la hipótesis (i), el límite cuando h→ 0 en el lado derecho existe. Luego

v(t) ∈ D(A) y Av(t) = v′(t)− f(t),

lo anterior debido a que f es continua.
Entonces u(t) = T (t)x+ v(t), x ∈ D(A), es la solución de (2.1.2) ya que

u′(t) = T (t)Ax+ v′(t),

= AT (t)x+Av(t) + f(t),

= A[T (t)x+ v(t)] + f(t),

= Au(t) + f(t),

con u(0) = T (0)x+ v(0) = T (0)x = x.
Si se cumple (ii), v(t) ∈ D(A), 0 < t < a, y por (2.1.6), al hacer h ↓ 0, v tiene derivada derecha D+v(t), la

cual cumple
D+v(t) = Av(t) + f(t) ∈ C((0, a), X),

por lo cual v(t) ∈ C1((0, a), X) con v′(t) = Av(t) + f(t) y v(0) = 0.
De igual manera que en (i) se ve que

u(t) = T (t)x+ v(t)

es la solución de (2.1.2) para x ∈ D(A).

Corolario 2.1.10 Sea A generador de semigrupo C0 {Tt}. Si f : [0, a]→ X es de clase C1 en [0, a], entonces
el PVI (2.1.2) posee solución clásica u en [0, a), para todo x ∈ D(A).

Demostración Se tiene

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0
T (s)f(t− s)ds,
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derivando se obtiene

v′(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0
T (s)f ′(t− s),

= T (t)f(0) +

∫ t

0
T (t− s)f ′(s)ds,

la cual es continua en (0, a) y ahora se aplica el Teorema 2.1.9 con la condición (i).

Corolario 2.1.11 Sea A como en el Corolario 2.1.10. Sea f ∈ L1([0, a], X) ∩ C((0, a), X). Si f(s) ∈ D(A)
para todo 0 < s < a y Af(s) ∈ L1([0, a], X), entonces para todo x ∈ D(A) el PVI (2.1.2) tiene solución
en [0, a).

Demostración La prueba es similar al Corolario 2.1.10, usando la condición (ii) del teorema 2.1.9.

De�nición 2.1.12 u : [0, T ]→ X es solución fuerte de (2.1.2) si

(a) u es derivable casi donde quiera (c.d.) en [0, T ],

(b) u′ ∈ L1([0, T ], X), u(0) = x y u′(t) = Au(t) + f(t) c.d. en [0, T ].

Una solución clásica también es fuerte.

Observación 2.1.13 Si A = 0 y f ∈ L1([0, T ], X) en general (2.1.2) no tiene solución clásica, a menos que
f sea continua. Sin embargo sí tendría solución fuerte, dada por

u(t) = u(0) +

∫ t

0
f(s)ds.

2.2. Problemas de Cauchy no lineales

Considerar
du(t)

dt
= Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0, u(0) = u0, (2.2.7)

donde A genera C0 semigrupo {T (t)} en un espacio de Banach X. Además, la perturbación f(t, u(t)) depende
de la función incognita buscada.

Ejemplo 2.2.1 Sean X = R, A = 0, f(t, x) = x2.

Con condición inicial u0 =
1

c
, donde c > 0.

Se obtiene
du(t)

dt
= u2(t); u(0) =

1

c
,

cuya solución es u(t) = 1
c−t , 0 ≤ t < c y u(t)↗∞, es decir explota cuando t→ c−.

Notamos que la solución posee soluciones locales, las cuales son no globales si u(0) > 0, y que el intervalo
de existencia de cada solución depende de la condición inicial.
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Ejemplo 2.2.2 Sea b(x) = 2sign(x)
√
|x| y considerémos la ecuación

du(t)

dt
= b(u(t)), u(0) = c.

Esta ecuación tiene una única solución para todo c 6= 0. Para c = 0, hay una in�nidad de soluciones: una es
u(t) ≡ 0, pero también u1(t) = t2 ó u2(t) = −t2 son soluciones.

Teorema 2.2.3 de Banach-Picard Sea (M, d) espacio métrico completo. Sea 0 < α < 1 y S : M→M
tal que

d(Snx, Sny) ≤ αd(x, y) (2.2.8)

para algún n ∈ N y para todo x, y ∈M. Entonces S tiene un único punto �jo x0 enM, es decir, Sx0 = x0.

Demostración Si (2.2.8) vale para n = 1, esto es d(Sx, Sy) ≤ αd(x, y), tendremos

d(S2x, S2y) = d(S(Sx), S(Sy)),

≤ αd(Sx, Sy),

≤ α2d(x, y), para todo x, y ∈M.

Si m,n ∈ N, entonces

d(Smx, Sm+ny) = d(Smx, Sm(Sny)),

≤ αmd(x, Sny),

dado que m,n son arbitrarios, haciendo tender m a in�nito, se obtiene que αmd(x, Sny)→ 0.
Por lo que, tomando x = y, se tiene que {Smx}∞m=1 es una sucesión de Cauchy en M, y existe x0 ∈ M

con Smx→ x0, m→∞.
Se cumple Sx0 = x0, ya que

Sx0 = S
(

ĺım
m→∞

Smx
)
,

= ĺım
m→∞

Sm+1x,

= x0.

Para la unicidad de x0, si x1 ∈M es tal que Sx1 = x1, entonces

d(Sx1, Sx0) ≤ αd(x1, x0)

= αd(Sx1, Sx0).

Si d(Sx1, Sx0) 6= 0, la desigualdad anterior diría que α ≥ 1, lo cual implica que d(Sx1, Sx0) = 0, por lo que
x1 = x0.
Si la desigualdad (2.2.8) se cumple para algún n ∈ N, por el primer caso aplicado a S1 = Sn, Sn tiene

punto �jo único, x0.
Luego,

Sn(Sx0) = S(Snx0) = Sx0,

y por lo tanto Sx0 es punto �jo de Sn, y como x0 es único se cumple Sx0 = x0, que es lo que se pide.
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Si u(t) es solución clásica de la ecuación (2.2.7), procediendo como antes se ve que

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, u(s))ds. (2.2.9)

Si f y {T (t)} son dados, (2.2.9) determina una ecuación integral para u. Toda solución de (2.2.9) se llama
solución mild de la ecuación (2.2.7).

Teorema 2.2.4 Existencia de soluciones locales. Sea Ω ⊂ X abierto y u0 ∈ Ω. Sea f : R+ × Ω → X
conjuntamente continua y que cumple

para todo τ ∈ R+, existe κ = κ(τ) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ κ‖x− y‖, para todo 0 ≤ t ≤ τ, para todo x, y ∈ Ω,

(Condición de Lipschitz). Entonces para τ > 0 su�cientemente pequeño existe una única solución mild de
(2.2.7) de�nida en [0, τ).

Demostración Sean τ > 0, Y = C([0, τ ], X) y E una vecindad cerrada de u0 contenida en Ω. Dotamos a
Y de la norma ‖h‖Y = sup

0≤t≤τ
‖h(t)‖X .

Sea S dada por

(Su)(t) = T (t)u0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, u(s))ds, 0 ≤ t ≤ τ,

donde
u ∈M := {v ∈ Y : v(0) = u0 y v([0, τ ]) ⊂ E}.

Entonces Su ∈ Y yM es métrico y completo pues E es cerrado.
Sean M,ω tales que

‖T (t)‖ ≤Metω, para todo t ≥ 0.

Entonces,

‖Su− Sv‖Y = sup
0≤t≤τ

‖Su(t)− Sv(t)‖,

= sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥∫ t

0
T (t− s)[f(s, u(s))− f(s, v(s))]

∥∥∥∥ ,
≤Meωτ

∫ τ

0
‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds,

≤Meωτκ(t)

∫ τ

0
‖u(s)− v(s)‖,

y como ‖u(s)− v(s)‖ ≤ sup
0≤s≤τ

‖u(s)− v(s)‖ = ‖u− v‖Y , lo anterior da

‖Su− Sv‖Y ≤Meωτκ(τ)τ‖u− v‖Y . (2.2.10)

y Meωτκ(τ)τ → 0 cuando τ → 0, ya que κ puede tomarse no decreciente en τ .
Se verá ahora que S(M) ⊂ M. Sin perder generalidad, supóngase que E es acotado, por ejemplo E =

B(u0, R).
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Entonces

‖Su− u0‖Y ≤ sup
0≤t≤τ

‖T (t)u0 − u0‖+ sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥∫ τ

0
T (t− s)f(s, u(s))

∥∥∥∥ ,
= J1(τ) + J2(τ),

donde J1(τ) = sup
0≤t≤τ

‖T (t)u0 − u0‖ y J2(τ) = sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥∫ τ

0
T (t− s)f(s, u(s))

∥∥∥∥ .
J1(t)→ 0 si τ → 0 por continuidad de {T (t)}, mientras que

J2(τ) ≤ τMeωt sup
0≤t≤τ

‖f(t, u(t))‖,

y usando la condición de Lipschitz obtenemos

J2(τ) ≤ τMeωt
[

sup
0≤t≤τ

‖f(t, u0)‖+ κ(τ) sup
0≤t≤τ

‖u(t)− u0‖
]
,

→ 0.

Como ‖Su− u0‖Y = sup
0≤t≤τ

‖Su(t)− u0‖, lo anterior implica que (Su)(0) = u0 y además para 0 ≤ t ≤ τ ,

‖(Su)(t)− u0‖ ≤ ‖Su− u0‖Y → 0, τ → 0+.

Tomando τ > 0 su�cientemente pequeño, Su([0, τ ]) ⊂ E, lo que implica que S(M) ⊂ M. De (2.2.10) se
sigue que para todo τ > 0 su�cientemente pequeño, S :M→M es una contracción. Aplicando el Teorema
de Banach-Picard se obtiene que S tiene una único punto �jo u ∈M, es decir,

u(t) = (Su)(t) = T (t)u0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, u(s))ds, 0 ≤ t ≤ τ.

Teorema 2.2.5 Existencia de soluciones globales. Sea x0 ∈ X y f : R+ × X → X tal que para todo
τ > 0 existe κ = κ(τ) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ κ(τ)‖x− y‖, para todo x, y ∈ X, para todo 0 ≤ t ≤ τ.

Entonces 
du(t)
dt = Au(t) + f(t, u(t)) t ≥ 0,

u(0) = x0,
(2.2.11)

tiene una única solución mild en [0,∞).

Demostración Sean S,M,ω como en el Teorema anterior, y

Sm(u)(t) = T (t)u0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, Sm−1u(s))ds, m = 1, 2, . . . .

A�rmamos que
‖Snu(t)− Snv(t)‖ ≤ (Mκ(t)eωtt)n sup

0≤s≤t
‖u(s)− v(s)‖/n! (2.2.12)



CAPÍTULO 2. EL PROBLEMA DE CAUCHY LINEAL Y NO LINEAL 26

para todo t > 0, u, v ∈ C([0, t], X) (κ(t) puede tomarse no decreciente).
Haciendo inducción, para el caso n = 1 la desigualdad (2.2.12) se cumple.
Suponiendo que (2.2.12) se cumple para n = m, entonces

‖Sm+1u(t)− Sm+1v(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0
T (t− s) (f(s, Smu(s))− f(s, Smv(s))) ds

∥∥∥∥ ,
≤ Meωt

∫ t

0
κ(s)[Mκ(s)eωss]m sup

0≤r≤s

‖u(r)− v(r)‖
m!

ds,

≤ [Mκ(t)eωt]m+1 sup
0≤rt
‖u(r)− v(r)‖

∫ t

0
smds/m!.

Así, (2.2.12) también vale para n = m+ 1, y por inducción (2.2.12), vale para todo n ∈ N.
Sea τ > 0 arbitrario pero �jo, y sea n tan grande que

α =
[Meωtκ(τ)τ ]

n!
< 1.

Entonces de (2.2.12) se sigue que
‖Snu− Snv‖y ≤ α‖u− v‖Y ,

para todo u, v ∈ Y = C([0, τ ], X). Por el Teorema de Banach-Picard S tiene una único punto �jo en Y . Y
por lo tanto, la ecuación (2.2.11) tiene una única solución mild en [0, τ ]. Como τ > 0 es cualquiera, se sigue
el resultado.

Teorema 2.2.6 Sea f : [0,∞)×X → X continua en t y que cumple:
Para todo c > 0, existe κ(c) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ κ(c)‖x− y‖;

∀0 ≤ t ≤ c, ‖x‖ ≤ c.

Sea u ∈ C([0, τ), X) una solución mild de (2.2.7), para algún u0 ∈ X en [0, τ), donde τ <∞.
Entonces

(a) Si τ > 0, existe a lo más una solución mild en [0, τ).

(b) Se cumple que

(b.1) existe una solución mild en R+, ó bien

(b.2) existe un τ = τmax > 0, tal que existe una solución mild u en [0, τ), que satisface

ĺım
τ→τ−

‖u(t)‖ =∞.

Demostración Ver [21], pp. 185-186.
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Teorema 2.2.7 Sea t0 ≥ 0. Si A genera C0 semigrupo {T (t)} en X y f : [t0, τ ]×X → X es continuamente
diferenciable para algún τ > t0, entonces la solución del PVI

du(t)
dt = Au(t) + f(t, u(t)) t ≥ 0,

u(t0) = u0,

donde u0 ∈ D(A), es solución clásica.

Demostración Ver [21], pp.187-188.



Capítulo 3

Ecuaciones estocásticas semilineales

La �nalidad de este capítulo es introducir ecuaciones estocásticas con ruido aditivo. Para ello en la primera
sección se presentan resultados básicos concernientes a un operador diferencial L, y posteriormente se de�ne
un campo aleatorio de Wiener. En la segunda sección se introducen los conceptos necesarios para poder de�nir
la integral estocástica y en la tercera sección se presentan ecuaciones estocásticas con ruido blanco, las cuales
se resolverán usando el método de expansión de funciones propias, lo cual posteriormente se generaliza para
estudiar ecuaciones estocásticas con ruido aditivo. El contenido de este capítulo puede consultarse en [4],
[12] y [15].

3.1. Ecuaciones estocásticas semilineales

Sea D ⊂ Rd dominio acotado de frontera suave ∂D. Denotemos H = L2(D), dotado de la norma ‖x‖ =√
(x, x), donde x ∈ L2(D). Para cada k ∈ Z+, sea

Hk :=
{
ϕ ∈ L2(D) : ϕ tiene derivadas generalizadas hasta de orden k

}
el espacio de Sobolev de orden k, con norma

‖ϕ‖k =

√√√√ k∑
j=0

d∑
i=1

∫
D

∣∣∣∣∣∂jϕ(x)

∂xji

∣∣∣∣∣
2

dx.

Sea H−k el espacio dual de Hk, con norma ‖ · ‖−k. Para todo ξ ∈ H−k, y para todo x ∈ Hk escribimos
ξ(x) = 〈ξ, x〉 = 〈x, ξ〉k, donde 〈·, ·〉k es la dualidad entre Hk y H−k.
Denotamos H0 ≡ H = L2(D), con producto escalar 〈·, ·〉0 = (·, ·). Se de�ne el operador L el cual está dado

por

Lu(x) =

d∑
j,k=1

ajk(x)
∂2u(x)

∂xj∂xk
+

d∑
j=1

aj(x)
∂u(x)

∂xj
+ c(x)u(x), x ∈ D, u ∈ Dom(L). (3.1.1)

Supondremos que ajk, aj , c ∈ Cmb en D, m ≥ 2 y en lo subsecuente se supondrá que los coe�cientes ajk son
simétricos, es decir, ajk = akj . En este caso el operador L se escribe en forma de divergencia

Lu =

d∑
j,k=1

∂

∂xk

[
ajk(x)

∂u

∂xj

]
+

d∑
j=1

aj(x)
∂u

∂xj
+ c(x)u. (3.1.2)

28
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Nótese que debido a la suavidad de los coe�cientes

Lu =
d∑

j,k=1

∂

∂xk
ajk(x)

∂u

∂xj
+ ajk(x)

∂2u

∂xj∂xk
+

d∑
j=1

aj(x)
∂u

∂xj
+ c(x)u,

=

d∑
j,k=1

ajk(x)
∂2u

∂xj∂xj
+

d∑
j=1

(
aj(x) +

d∑
k=1

∂

∂xk
ajk(x)

)
∂u

∂xj
.

Por lo tanto, el operador en forma de divergencia se reduce a la forma usual

Lu =
d∑

j,k=1

ajk(x)
∂2u

∂xj∂xj
+

d∑
j=1

(bj(x, t))
∂u

∂xj
,

donde bj(x, t) = aj(x, t) +
d∑

k=1

∂ajk(x)

∂xk
.

De�nición 3.1.1 L se llama fuertemente (o uniformemente) elíptico si existen α1, α0 > 0 tales que para
todo ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξd) ∈ D,

α0|ξ|2 ≤
d∑

j,k=1

ajk(x)ξjξk ≤ α1|ξ|2.

Por ejemplo tomando, aij = δij , bj = 0, c ≡ 0, da A = ∆.
Caso especial:
Poniendo ajk = akj y bj = 0 para todo j, k = 1, . . . , d, se obtiene el operador

Au :=
d∑

j,k=1

∂

∂xj

[
ajk(x)

∂u

∂xk

]
+ c(x)u.

En este caso (Aϕ,ψ) = (ϕ,Aψ), para toda ϕ,ψ ∈ C∞0 , donde C∞0 es el conjunto de las funciones C∞(D)
con soporte compacto.
Así, A es autoadjunto, fuertemente elíptico.
Sea Hm

0 la cerradura de C∞0 (D) en Hm con m ≥ 1. Existe γ > 0 tal que para toda ϕ ∈ H1
0 se cumple

〈(A− βI)ϕ,ϕ〉 ≤ −γ‖ϕ‖21, para toda β > c0, (3.1.3)

donde c0 = sup
x∈D
|c(x)|+ α0.

De�nición 3.1.2 Si A : H1
0 → H cumple la desigualdad (3.1.3), A se llama coercitivo.

De�nición 3.1.3 La forma bilineal B[·, ·] asociada con el operador de divergencia L, de�nido en la ecuación
(3.1.2) es

B[u, v] =

∫
D

− d∑
i,j=1

aij(x)
∂v(x)

∂xi

∂

∂xj
u(x) +

d∑
i=1

bi(x)
∂v(x)

∂xi
u(x) + c(x)u(x)v(x)

 dx, u, v ∈ H1
0 (D).
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De�nición 3.1.4 u ∈ H1
0 (D) es solución débil del problema de valor en la frontera{

Au = f, en D,
u = 0, en ∂D, (3.1.4)

si se cumple
B[u, v] = (f, v) para toda v ∈ H1

0 (D). (3.1.5)

A la igualdad (3.1.5) se le llama forma variacional de la ecuación (3.1.4).

Teorema 3.1.5 Pongamos f(x) = λu(x) en la igualdad (3.1.4). El problema de valores propios (3.1.4)
posee una sucesión {λk} de valores propios, cada uno de multiplicidad �nita, tal que −∞ < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . y
λk ↗∞, cuando k →∞.
Correspondiente a cada λk, existe función propia ek tal que {ek, k = 1, 2, . . .} es una base ortonormal

completa de H = L2(D).
Si además, los coe�cientes de A son C∞, también lo son las funciones ek, k = 1, 2, . . ..

Demostración Ver [5], pp. 36.

Observación 3.1.6 Si A = ∆ y λ, ϕ son solución de la ecuación{
Au = λu, en D,
u = 0, en ∂D,

se debe cumplir
B[ϕ,ψ] = (λϕ, ψ),

donde

B[ϕ,ψ] = −
∫
D
ψ′(x)ϕ′(x)dx =

∫
D
ψ∆ϕdx = (∆ϕ,ψ) para toda ψ ∈ H1

0 ,

lo que se denota por ∆ϕ = λϕ.

De�nición 3.1.7 A es estrictamente negativo si existe α > 0 tal que 〈Aϕ,ϕ〉 ≤ −α‖ϕ‖2 para todo ϕ ∈ H1
0 .

Observación 3.1.8 Si A es estrictamente negativo y si Aϕ = −λϕ, entonces

−λ〈ϕ,ϕ〉 = 〈−λϕ, ϕ〉 = 〈Aϕ,ϕ〉 ≤ −α‖ϕ‖2 = −α〈ϕ,ϕ〉,

por lo tanto λ ≥ α > 0, es decir todos los eigenvalores de A son estrictamente positivos.

3.1.1. Operadores de Hilbert-Schmidt y operadores nucleares

Sean H1, H2 espacios de Hilbert.

De�nición 3.1.9 Sea A : H1 → H2 un operador lineal.

(1) A es compacto si para toda sucesión {xn} ⊂ H1 acotada, {Axn} ⊂ H2 posee una subsucesión convergente.

(2) A es degenerado si la dimensión de A(H1) es �nita.

Los siguientes tres teoremas pueden ser consultados en [13], pp. 7-9.
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Teorema 3.1.10 Si A es compacto, entonces A tiene descomposición polar A = UT con T : H1 → H1

compacto y positivo de�nido, es decir, (Tϕ, ϕ)H1 ≥ 0 para todo ϕ en H1. Además, U de�nido de T (H1) a
H2 es isométrico: ‖Uϕ‖H2 = ‖ϕ‖H1 para todo ϕ ∈ T (H1).

Teorema 3.1.11 Si A es compacto, entonces para toda ϕ ∈ H1, Aϕ se puede representar como

Aϕ =
∞∑
n=1

λn〈ϕ, hn〉H1gn,

λn y hn son tales que Thn = λn y Uhn = gn para todo n, donde {hn} y {gn} son familias ortonormales en
H1 y H2 respectivamente.

Teorema 3.1.12 Si H1 = H2 y A es compacto, autoadjunto, y satisface

Aϕ =
∞∑
n=1

λn〈ϕ, hn〉H1hn,

entonces Ahn = λnhn para todo n.

De�nición 3.1.13 Si A : H1 → H1 es compacto, A es de Hilbert-Schmidt si
∑
n

λ2
n < ∞. A es nuclear o

de traza �nita si
∑
n

|λn| <∞; también se dice que A es de la clase de traza.

Se de�ne la norma del operador A como sigue

‖A‖ = sup
‖f‖H1

=1
‖Af‖H2 ,

mientras que la norma Hilbert-Schmidt de un operador A es

‖A‖2 := ‖A‖HS =

(∑
n

λ2
n

)1/2

=

√∑
n

‖Ahn‖2H2
,

donde {hn} es cualquier base ortonormal de H1. La norma nuclear o de traza de un operador A se de�ne

‖A‖1 =
∑
n

|λn|.

Observación 3.1.14 Se tiene que ‖·‖ ≤ ‖·‖2 ≤ ‖·‖1. Más aún, los operadores nucleares son la completación
de los operadores degenerados respecto a la norma ‖ · ‖1, mientras que los operadores Hilbert-Schmidt son
la completación de los operadores degenerados respecto a la norma ‖ · ‖2, y los operadores compactos son la
completación de los operadores degenerados respecto a la norma ‖ · ‖.

Ejemplo 3.1.15 Sea l2 el espacio de las sucesiones de números reales {xn} que satisfacen
∞∑
n=1

|xn|2 < ∞,

con norma ‖x‖2 =

( ∞∑
n=1

|xn|2
)1/2

.
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1. Sea A : l2 → l2 el operador dado por A(x) = (x1, x2/2, x3/3, . . .), con x = (x1, x2, . . .), el cual es un
operador de Hilbert-Schmidt con

‖A‖HS =

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2
.

2. Más generalmente, sea A : l2 → l2 dado por A(x1, x2, . . .) = (α1x1, α2x2, . . .). Entonces el operador A

es Hilbert-Schmidt si y sólo si
∞∑
n=1

α2
n <∞.

Ejemplo 3.1.16 Sea H = L2(D, dx) y sea R : H → H el operador de�nido como sigue

(Rϕ)(x) =

∫
D
r(x, y)ϕ(y)dy, x ∈ D, ϕ ∈ H,

donde r : D ×D → R es medible. Si

∫
D

∫
D
|r(x, y)|2dxdy <∞, entonces R es de Hilbert-Schmidt y

‖R‖HS =

∫
D

∫
D
|r(x, y)|2dxdy.

Si además, r(x, y) = r(y, x) para todo x, y ∈ D, R es autoadjunto. Así, ‖R‖2H =
∞∑
k=1

µ2
k donde {µk} son los

valores propios de R. Ver [13], pp. 3-4.

3.2. Proceso de Wiener en H

Sea H = L2(D, dx) donde D ⊂ Rd es un dominio acotado. Sea R : H → H un operador lineal nuclear
positivo de�nido, es decir, (Rϕ,ϕ) ≥ 0 para toda ϕ ∈ H, con

‖R‖1 = TrR =
∞∑
k=1

µk =

∫
D
r(x, x)dx.

Sea {Bk
t , t ≥ 0}k=1,2,... una sucesión de movimientos brownianos en R, estándar, independientes e idénti-

camente distribuidos. De�nimos el campo aleatorio

Wn
t = Wn(·, t) =

n∑
k=1

√
µkB

k
t ϕk(·),

donde {ϕk}k es una base ortonormal de H, siendo ϕk función propia de R correspondiente al valor propio
µk, k = 1, 2, . . ..
Entonces

EWn
t (·, t) =

n∑
k=1

√
µk(EB

k
t )ϕk(·) = 0, para todo n y para todo t
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y

E[Wm(x, t)Wm(y, s)] = E

 m∑
i=1

m∑
j=1

√
µi
√
µjB

i
tB

j
tϕi(x)ϕj(y)

 ,
=

m∑
k=1

µkϕk(x)ϕk(y)E(Bk
t B

k
s ),

= σm(x, y)(t ∧ s),

donde σm(x, y) =
m∑
k=1

µkϕk(x)ϕk(y).

Para n > m ≥ 1,

‖Wn
t −Wm

t ‖2H =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

√
µkB

k
t ϕk

∥∥∥∥∥
2

,

=

∫
D

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

√
µkB

k
t ϕk(x)

∣∣∣∣∣
2

dx,

=
n∑

k=m+1

n∑
l=m+1

√
µk
√
µlB

k
t B

l
t

∫
D
ϕk(x)ϕl(x)dx,

=

n∑
k=m+1

µk(B
k
t )2,

es submartingala. Usando la desigualdad de Doob para submartingalas positivas, si T > 0,

E sup
0≤t≤T

‖Wn
t −Wm

t ‖2 ≤ E‖Wn
T −Wm

T ‖2,

= E

∫
D

(Wn
T (x)−Wm

T (x))2dx,

= E

∫
D

(
n∑

k=m+1

√
µkB

k
Tϕk(x)

)2

dx,

= E

n∑
k=m+1

n∑
j=m+1

√
µk
√
µjB

k
TB

j
T

∫
D
ϕk(x)ϕj(x)dx,

= E

n∑
k=m+1

µk(B
k
T )2,

= T

n∑
k=m+1

µk → 0, cuando n,m→∞,

pues R es nuclear. Así, {Wn
t } converge en L2 a un límite {Wt} el cual está dado por

Wt = ĺım
n→∞

Wn
t =

∞∑
k=1

√
µkB

k
t ϕk.
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El proceso {Wt} se llama proceso de Wiener en H, con operador de covarianza R ó R−proceso de Wiener
en H.

De�nición 3.2.1 Un proceso H−valuado {Xt} se llama proceso gaussiano si para toda ϕ ∈ H, el proceso
real {(Xt, ϕ)}t es gaussiano.

Teorema 3.2.2 El R−proceso de Wiener en H, {Wt, t ≥ 0} es un proceso continuo, gaussiano, H−valuado,
con W0 = 0 tal que

(1) Para todo s, t ≥ 0, y para toda g, h ∈ H, E(Ws, g) = 0, E(Ws, g)(Wt, h) = (t ∧ s)(Rg, h).

(2) {Wt} posee incrementos estacionarios e independientes.

(3) {Wt, t ≥ 0} es una martingala continua H−valuada en L2 y ∃ c > 0 tal que

E sup
0≤t≤T

‖Wt‖2 ≤ cT (TrR), para todo T > 0.

(4) Si r(x, y) es Hölder continua en D × D entonces W (x, t) es un campo aleatorio continuo en x ∈ D y
t ≥ 0.

Demostración Los enunciados (1) y (2) se siguen directamente de las propiedades de {Bk
t }.

Para (3) se usará que si para toda k ∈ N, {xkt , t ≥ 0} es martingala respecto a la �ltración {Ft}t≥0, y si
xkt → xt en L

2(Ω,F , P ) cuando k →∞ entonces {xt} es {Ft}−martingala.
Aplicando lo anterior a {Wn

t }, se tiene que {Wt}t≥0 es martingala. Y debido a la convergencia uniforme
en t, y a que cada {Wn

t } es continuo c.s., entonces {Wt, t ≥ 0} también es continuo c.s. La desigualdad en el
enunciado (3) se sigue de la desigualdad de Doob.
Ahora bien, para probar el enunciado (4) consideramos M(x, y, t) := W (x, t) −W (y, t), t ≥ 0 la cual es

martingala continua, real-valuada, con M0 = 0 y E|MT |p <∞ , con p > 0 y variación cuadrática

[M(x, y, ·)]t = t{r(x, x)− 2r(x, y) + r(y, y)}.

Y para toda p > 0, existen constantes cp y Cp tales que

cpE[M ]
p/2
T ≤ E

{
sup

0≤t≤T
|M(t)|p

}
≤ CpE[M ]

p/2
T ,

lo anterior, se conoce como la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy. Además, tenemos

E sup
0≤t≤T

|W (x, t)−W (y, t)|2p = E sup
0≤t≤T

|M(x, y, t)|2p,

≤ c1E[M(x, y, ·)]pT ,
≤ c2T |r(x, x)− 2r(x, y) + r(y, y)|p,
≤ c3(p, T )|x− y|pα,

donde α es el exponente de Hölder de r.
Tomando p > d/α y usando criterio de continuidad de Kolmogorov se concluye que W (x, t) es continua en

(x, t).
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3.3. Integral estocástica

Sea {f(ω, x, t)} campo aleatorio, continuo, adaptado, tal que para todo T > 0 �jo, se cumple que

E

∫ T

0
‖f(·, t)‖2dt =

∫
Ω

∫ T

0

∫
D
|f(ω, x, t)|2dxdtdP (ω) <∞, (3.3.6)

y sea {σ(ω, t, x)} un campo aleatorio adaptado, continuo escencialmente acotado, esto es,

E

∫ T

0
sup
x∈D
|σ(x, t)|2dt <∞. (3.3.7)

Tomamos σk(x, t) = σ(x, t)ϕk(x), con x ∈ D, donde ϕk son las funciones propias correspondientes a cada
valor propio µk para cada k = 1, 2, . . .. Entonces,

E

∫ T

0
‖σk(·, t)‖2dt = E

∫ T

0

∫
D
|σ(x, t)ϕk(x)|2dxdt,

y usando que

∫
D
ϕ2
k(x)dx = 1, se tiene que

E

∫ T

0
‖σk(·, t)‖2dt ≤ E

∫ T

0
sup
x∈D
|σ(x, t)|2dt <∞,

y asi σk cumple la ecuación (3.3.6). Entonces la integral estocástica H−valuada, Ikt (x), para una k dada, es

Ikt (x) =

(∫ t

0
σksdB

k
s

)
(x) =

(∫ t

0
σsdB

k
s

)
ϕk(x),

donde la integral está bien de�nida como límite en L2 de las sumas aproximantesn−1∑
j=0

σ(·, tj ∧ t)[Bk
tj+1∧t −B

k
tj∧t]

 (x)ϕk(x),

cuando max|tj+1 − tj | → 0, donde 0 ≤ j ≤ n− 1. Además

E‖Ikt ‖2 ≤ E
∫ T

0
sup
x∈D
|σ(x, t)|2dt := C(T ), para toda k para todo t ∈ [0, T ]. (3.3.8)

Ponemos

Jnt :=

∫ t

0
σsdW

n
s =

n∑
k=1

√
µk

(∫ t

0
σsdB

k
s

)
ϕk :=

n∑
k=1

√
µkI

k
t .

De las expresiones anteriores (3.3.7) y (3.3.8), se tiene que para toda n > m,

E‖Jnt − Jmt ‖ =

n∑
k=m+1

µkE‖Ikt ‖2,

≤ C(T )
n∑

k=m+1

µk → 0, n,m→∞.
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Por lo tanto, la sucesión {Jnt } de L2−martingalas continuas converge a un límite, Jt, t ∈ [0, T ]. Ponemos

Jt :=

∫ t

0
σsdWs, (3.3.9)

y decimos que Jt es la integral estocástica de σ respecto al R−proceso de Wiener {Wt} (donde Wt =

ĺım
n→0

n∑
k=1

√
µkB

k
t ϕk).

Teorema 3.3.1 Sea {σt ≡ σ(·, t)} campo aleatorio, continuo y adaptado, el cual satisface la condición
(3.3.7). Entonces {Jt} dado en (3.3.9) es H−valuado, continuo, y cumple

1. Para toda g, h ∈ H, E(Jt, g) = 0 y

E[(Jt, g)(Js, h)] = E

[∫ t∧s

0
(Qτ , g, h)dτ

]
(3.3.10)

con

(Qτ , g, h) =

∫
D

∫
D
q(x, y, τ)g(x)h(y)dxdy, (3.3.11)

siendo q(x, y, τ) = r(x, y)σ(x, τ)σ(y, τ).

2. También

E‖JT ‖2 = E(JT , JT ) = E

∫ t

0
TrQsds, (3.3.12)

con TrQt =
∫
D q(x, x, t)dx.

3. {Jt} es martingala en L2, H−valuada con operador de covariación local Qτ de�nido por

〈(J, g), (J, h)〉t =

∫ t

0
(Qs, g, h)ds.

Se denota [J ]t =

∫ t

0
Qsds. A [J ]t se llama operador característico local.

Demostración Ver [5], pp. 41-42.

En el siguiente resultado las condiciones para σ son menos restrictivas, y a cambio de eso se pide que la
función de covarianza, r, sea acotada.

Teorema 3.3.2 Sea σt = σ(·, t) ∈ H un campo aleatorio, adaptado, continuo, que cumple

E

∫ T

0
‖σ(·, t)‖2dt = E

∫ T

0

∫
D
|σ(x, t)|2dxdt <∞. (3.3.13)

Si r(·, ·) cumple que r0 = sup
x∈D

r(x, x) <∞, entonces

Jt =

∫ t

0
σsdWs,

está bien de�nida y cumple las propiedades del Teorema anterior.
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Demostración Ver [5], pp. 41-42.

Notemos que

Tr Qt =

∫
D
q(x, x, t)dx =

∫
D
r(x, x)σ2(x, t)dx,

de lo cual lo podemos reescribir como TrQt = ‖σt‖2R.
Sea D ⊂ Rd, un dominio acotado, con frontera ∂D suave. Consideramos la siguiente ecuación diferencial

∂u
∂t = (κ∆− αI)u+ Ẇ (x, t), x ∈ D t ∈ (0, T ),

u
∣∣
∂D = 0; u(x, 0) = h(x),

(3.3.14)

donde el operador ∆ está dado por ∆ =
d∑
i=1

∂2

∂x2
i

, con κ > 0, α > 0 y h ∈ H = L2(D), y donde Ẇ (x, t)

denota formalmente la derivada de W (x, t) = W (·, t), el cual es un proceso de Wiener, H−valuado, que
satisface

EW (x, t) = 0, E[W (x, t)W (y, s)] = (t ∧ s)r(x, y),

y

TrR =

∫
D
r(x, x)dx <∞, con (Rf)(x) =

∫
D
r(x, y)f(y)dy.

Ahora bien, para resolver la ecuación (3.3.14), se usará el método de expansión en funciones propias.
Sean {λk} los eigenvalores de −κ∆ +αI en D, con condición de Dirichlet en la frontera, y {ek} el sistema

completo ortonormal de correspondientes eigenfunciones, tal que (−κ∆ + α)ek = λkek,

ek
∣∣
∂D = 0, k = 1, 2, . . .

(3.3.15)

con 0 < α < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . y λk ↗∞, k →∞, ek ∈ C∞(D). Buscamos una solución de la forma

u(x, t) =
∞∑
k=1

ukt ek(x), (3.3.16)

donde {ukt }t≥0, k = 1, 2, . . . son procesos estocásticos que están por determinarse. Con este �n, se supondrá
que R y L, recordemos que L = −κ∆+αI, tienen el mismo conjunto {ek} de eigenfunciones. Así, supondremos
que Rek = σ2

kek para toda k. Entonces

W (x, t) =

∞∑
k=1

σkek(x)Bk
t ,

con TrR =
∑
k

σ2
k <∞.

Si u(x, t) está dada por la expresión (3.3.16), aplicando producto escalar con ek se tiene

(dut, ek) = d

∞∑
l=1

(elu
l
t, ek) = d

∞∑
l=1

ult(el, ek) = dukt . (3.3.17)
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Como u debe cumplir
dut = (κ∆− α)udt+ dW (x, t), (3.3.18)

al aplicar producto escalar con ek en (3.3.18) se obtiene

(dut, ek) = ((κ∆− α)utdt+ dW (x, t), ek),

= (utdt, (κ∆− α)ek) + (dW (x, t), ek),

= (utdt,−λkek) +

(
ek,

∞∑
l=1

σlel(x)dBl
t

)
= (utdt,−λkek) + σkdB

k
t . (3.3.19)

Conjuntando las expresiones obtenidas en (3.3.17) y (3.3.19) se tiene

dukt = −λkukt dt+ σk dB
k
t ,

con uk0 = hk := (h, ek), k = 1, 2, . . . , donde h ∈ L2(D),

el cual es un sistema in�nito de ecuaciones de Langevin, cuya solución es

ukt = hke
−λkt + σ

∫ t

0
e−λk(t−s)dW k

s , k = 1, 2, . . . , (3.3.20)

es decir, {ukt } son procesos de Ornstein-Uhlenbeck independientes, de media

ûkt = E[ukt ] = hke
−λkt y

Cov(ukt , u
l
s) = δkl

σ2
k

2λk
[e−λk|t−s| − e−λk(t+s)]. (3.3.21)

Para más detalle del proceso de Ornstein-Uhlenbeck ver [11], pp. 159.
Usando la expresión (3.3.20) y denotando

û(x, t) =
∞∑
k=1

hke
−λktek(x) =

∞∑
k=1

ûtek(x), y

v(x, t) =

∞∑
k=1

vkt ek(x) =
∞∑
k=1

[(
σk

∫ t

0
e−λk(t−s)dW k

s

)
ek(x)

]
,

se tendrá u(x, t) = û(x, t) + v(x, t), es decir, u es suma de las dos series û y v. A continuación se probará
que ambas series son convergentes.
Se verá la convergencia de la primera serie. Si h ∈ L2(D), entonces h(x) admite el desarrollo en serie

h(x) =
∞∑
k=1

lkek(x). (3.3.22)

Ahora, si {Gt, t ≥ 0} es el semigrupo en H, con generador κ∆− αI, se tendrá

Gth =
∑
k

lkTtek
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y por el Teorema del mapeo espectral (ver Apéndice B)

Gth =
∑
k

lke
−λktek. (3.3.23)

Al tomar el producto de h con ek, debido a la ortonormalidad de {ek}, se obtiene

(h, ek) =
∑

lm(em, ek) = lk,

así, los coe�cientes de la serie están completamente determinados y al sustituir la expresión anterior en
(3.3.23) resulta

(Gth)(x) =
∑
k

e−λkt(h, ek)ek(x) =
∑
k

e−λkthkek(x) = û(x, t).

Así, {Gt, t ≥ 0} tiene como generador (κ∆ − αI) y es tal que (Gth)(x) = û(x, t). Se sigue que û cumple la
ecuación diferencial

∂û(x, t)

∂t
= (κ∆− αI)û(x, t), con û(x, 0) = h(x),

la cual está bien puesta, además û(x, t) es solución mild, ya que si h ∈ H2 entonces û(x, t) sería solución
clásica.
Para la serie

v(x, t) =
∞∑
k=1

vkt ek(x) =
∞∑
k=1

[
σk

∫ t

0
e−λk(t−s)dW k

s

]
ek(x), (3.3.24)

considerando una suma parcial

vn(x, t) =

n∑
k=1

vkt ek(x),

al tomar la norma y aplicando esperanza se obtiene

E‖vn(·, t)‖2 = E

[(
n∑
k=1

vkt ek(x),

n∑
k=1

vkt ek(x)

)
H

]
,

= E

[
n∑
k=1

(vkt )2

]
,

=
n∑
k=1

E|vkt |2,

=
n∑
k=1

σ2
k

2λk
(1− e−2λkt),

≤
n∑
k=1

σ2
k

2λk
.

donde se uso (3.3.21) en la última igualdad.
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Debido a que λk > α y que σ2
k = (Rek, ek), entonces al tomar el supremo sobre t se tiene

sup
0≤t≤T

E‖vn(·, t)‖2 ≤ 1

2α

n∑
k=1

σ2
k ≤

1

2α
TrR <∞,

de donde se sigue que

sup
0≤t≤T

E‖v(·, t)− vn(·, t)‖2 ≤ 1

2α

∞∑
k=n+1

σ2
k → 0, cuando n→∞,

lo cual demuestra la convergencia de la serie (3.3.24) en L2.
En general, la condición TrR <∞ no implica que u(x, t), dada por

u(x, t) =
∞∑
k=1

ukt ek(x) =
∞∑
k=1

ûkt +
∞∑
k=1

vkt ek(x), (3.3.25)

sea solución clásica, es decir que u(·, t) ∈ Dom(κ∆− αI) ⊂ H2 y que cumpla casi seguramente que

u(x, t) = h(x) +

∫ t

0
(κ∆− αI)u(x, s)ds+W (x, t), (x, t) ∈ D × [0, T ].

De hecho, {Avn(·, t)}n =

{
(κ∆− αI)

n∑
k=1

vkt ek

}
k

puede divergir en H. Por ejemplo, se sabe que el eigenvalor

λk posee la propiedad asintótica

λk ∼ cd(D)k2/d + o(k2/d), cuando k →∞,

donde la constante cd(D) es independiente de k, ver [5], pp. 44. Tomando d = 2, entonces λk se aproxima a

una constante ck con k su�cientemente grande. Así, si σk ∼
c2

k
, cuando k →∞, entonces la suma

n∑
k=2

λkσ
2
t

diverge cuando n→∞, lo cual implica que E‖Avn(·, t)‖ → ∞.

Teorema 3.3.3 Sea u(x, t) dada por (3.3.25). Si

W (x, t) =

∞∑
k=1

σkek(x)Bk
t ,

entonces u(·, t); 0 ≤ t ≤ T , es un proceso H−valuado, adaptado, gaussiano, continuo en la media cuadrática
y es la única solución débil de (3.3.14), en el sentido de que

(u(·, t), ϕ) = (h, ϕ) +

∫ t

0
(u(·, s), Aϕ)ds+W (·, t) c.s,

para toda ϕ ∈ C∞0 , para todo t ∈ [0, T ].

Demostración Sólo falta probar que u es continua en L2 y que u es solución débil.
Primero probaremos que u es continua en L2. Así, para 0 ≤ s ≤ t ≤ T , tenemos que

u(·, t)− u(·, s) = (û(t, ·)− û(s, ·)) + (v(·, t)− v(·, s)). (3.3.26)
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Notemos que al tomar la norma de los primeros términos de la expresión anterior obtenemos

‖û(t, ·)− û(s, ·)‖ = ‖Gth−Gsh‖,
= ‖Gs(Gt−sh− h)‖,
≤ ‖Gs‖‖Gt−sh− h‖,

y como {Gs, s ≥ 0} es el semigrupo C0 en H generado por A = κ∆− αI, éste satisface

‖Gs‖ ≤ e−αs,

mientras que
‖Gt−sh− h‖ → 0, si t− s→ 0

debido a que {Gs, s ≥ 0} es C0 semigrupo. Por lo que ‖Gs‖‖Gt−sh− h‖ → 0 cuando t− s→ 0.
Para los otros dos últimos términos de la expresión (3.3.26), tenemos que al aplicar norma bajo H y

esperanza obtenemos

E‖v(·, t)− v(·, s)‖2 =

∞∑
k=1

E‖vkt − vks‖2, (3.3.27)

donde vkt = σk

∫ t

0
e−λk(t−s)dBk

s , pero para 0 ≤ s < t ≤ T ,

vkt − vks = σk

(∫ t

0
e−λk(t−r)dBk

r −
∫ s

0
e−λk(s−r)dBk

r

)
,

= σk

(∫ s

0
[e−λk(t−r) − e−λk(s−r)]dBk

r +

∫ t

s
e−λk(t−r)dBk

r

)
.

Notando que los intervalos de integración son ajenos, se sigue que las integrales son independientes y tienen
media 0. Luego,

E‖vkt − vks‖2 = σ2
k

(
E

∣∣∣ ∫ s

0
[e−λk(t−r) − e−λk(s−r)]dBk

r

∣∣∣+ E
∣∣∣ ∫ t

s
e−λk(t−r)dBkr

∣∣∣2) ,
= σ2

k

(∫ s

0
[e−λk(t−r) − e−λk(s−r)]dr +

∫ t

s
e−2λk(t−r)dr

)
≤ σ2

k[1− e−2λk(t−s)],

≤ σ2
k[1− e−2λk(t−s)],

≤ 2σ2
k(t− s).

Sustituyendo en la serie (3.3.27) obtenemos que

E‖v(·, t)− v(·, s)‖2 ≤
∞∑
k=1

2σ2
k(t− s) = (2TrR)(t− s).

Así, lo anterior prueba que u(·, t) es continua en L2.
Ahora se verá que u es solución débil. Para ello consideremos

un(x, t) =

n∑
k=1

ukt ek(x).
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Entonces, al aplicar el producto escalar bajo H de un(x, t) con ϕ ∈ C∞0 , tenemos

(un(·, t), ϕ) =
n∑
k=1

ukt (ek, ϕ),

donde, como antes,  dukt = −λkukt dt+ σkdB
k
t ,

uk0 = hk, k = 1, 2, . . . .

Luego sustituimos la forma integral de ukt en la expresión anterior, obteniendo así

(un(·, t), ϕ)H =
n∑
k=1

(
hk − λk

∫ t

0
uksds+ σkB

k
t

)
(ek, ϕ)H .

Entonces

(un(·, t), ϕ) =

(
n∑
k=1

(h, ek)ek, ϕ

)
+

(
−

n∑
k=1

(∫ t

0
uksds

)
λkek, ϕ

)
+

(
n∑
k=1

σkB
k
t ek, ϕ

)
.

Usando ahora que A = κ∆− αI es autoadjunto se tiene

(un(·, t), ϕ) =

(
n∑
k=1

(h, ek)ek, ϕ

)
+

(
n∑
k=1

(∫ t

0
uksds

)
ek, Aϕ

)
+

(
n∑
k=1

σkB
k
t ek, ϕ

)
,

=

(
n∑
k=1

(h, ek)ek, ϕ

)
+

(
n∑
k=1

(∫ t

0
uksekds

)
, Aϕ

)
+

(
n∑
k=1

σkB
k
t ek, ϕ

)
,

= (hn, ϕ) +

∫ t

0
(un(·, s), Aϕ)ds+ (Wn(·, t), ϕ),

donde hn y Wn son las n−ésimas sumas parciales de h y W , respectivamente, en L2. Ahora bien, hn, un y
Wn convergen en L2 cuando n→∞. Usando esto y la continuidad del producto escalar se sigue que

(u(·, t), ϕ) = (h, ϕ) +

∫ t

0
(u(·, s), Aϕ)ds+ (W (·, t), ϕ) c.s., (3.3.28)

para toda ϕ ∈ C∞0 , para todo t ∈ [0, T ].
Para probar la unicidad de la solución, sean u y ũ soluciones débiles de la ecuación diferencial (3.3.14). Sea

µ = u− ũ, la cual cumple

(µ(·, t), ϕ)H =

∫ t

0
(µ(·, s), Aϕ)ds.

Ahora, tomando ϕ = ek y poniendo µkt = (µ(·, t), ek), obtenemos

µkt = −λk
∫ t

0
µksds, con k = 1, 2, 3, . . . ,

lo que implica, usando la desigualdad de Jensen, que

|µkt |2 ≤ λ2
kT

∫ t

0
|µks |2ds, k = 1, 2, . . . ,
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y de la desigualdad de Gronwall se sigue que

µkt = (u(·, t)− ũ(·, t), ek) = 0, k = 1, 2, . . . ,

por lo tanto,
u(·, t) = ũ(·, t) c.s en H para todo t.

Observación 3.3.4 La función de transición G(x, y; t) del semigrupo {Gt} generado por (κ∆−αI) admite
la siguiente representación

G(x, y; t) =
∞∑
k=1

e−λktek(x)ek(y),

ver [22], pp. 122-123.
La solución débil de la ecuación diferencial (3.3.14) está dada por

u(x, t) = û(x, t) + v(x, t), (3.3.29)

=

∞∑
k=1

hke
−λktek(x) +

∞∑
k=1

(
σk

∫ t

0
e−λk(t−s)dBk

s

)
ek(x),

donde
∞∑
k=1

(h, ek)He
−λktek(x) =

∞∑
k=1

∫
D
h(y)ek(y)ek(x)e−λktdy, y así

û(x, t) =

∫
D
G(x, y; t)h(y)dy = (Gth)(x).

Para la otra serie en (3.3.29),

∞∑
k=1

(
σk

∫ t

0
e−λk(t−s)dBk

s

)
ek(x) =

∫ t

0

∫
D

[( ∞∑
k=1

e−λk(t−s)ek(x)ek(y)

)( ∞∑
k=1

σkek(y)dBk
s

)]
dy

=

∫ t

0

∫
D
G(x, y; t− s)W (y, ds)dy,

donde la primera igualdad es debida a la ortonormalidad de las {ek}. Así, se sigue que

u(·, t) = Gth(·) +

∫ t

0
Gt−sW (·, ds), (3.3.30)

donde G0h(x) =

∞∑
k=0

(ek, h)ek(x) = h(x), y se veri�ca que

Gt(Gsh) = Gt+sh, para todo t, s > 0.

Notemos que la expresión (3.3.30) puede estar bien de�nida, aún si R no tiene traza �nita.
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3.4. Ecuaciones lineales con ruido aditivo

Sea {W (x, t), x ∈ D, t ∈ [0, T ]} un R−campo aleatorio gaussiano continuo, con función de covarianza
r(x, y), la cual satisface

sup
x∈D

r(x, x) ≤ r0 <∞.

Sean f(x, t), σ(x, t), dos campos aleatorios con x ∈ D, t ∈ [0, T ], tales que f(·, t) y σ(·, t) son {Ft}−adaptados
y satisfacen

E

∫ T

0
[‖f(·, s)‖2 + ‖σ(·, s)‖2]ds <∞, (3.4.31)

y la integral

M(·, t) =

∫ t

0
σ(·, ds)W (·, ds) ≡

∫ t

0
σsdWs ≡Ms,

es martingala H−valuada. Denotando

w(x, t) =

∫ t

0
f(x, s)ds+M(x, t) o wt =

∫ t

0
fsds+Mt,

tenemos que {w(x, t)} es una semimartingala, la cual es dependiente del espacio y q(x, y; t), f(x, t) son sus
características locales, donde q(x, y; t) está dada

q(x, y; t) = r(x, y)σ(x, t)σ(y, t).

Considerémos la siguiente ecuación diferencial
∂u
∂t = (κ∆− αI)u− V̇ (x, t), x ∈ D y t ∈ (0, T ),

u
∣∣
∂D = 0, u(x, 0) = h(x),

(3.4.32)

donde
V̇ (x, t) = f(x, t) + σ(x, t)Ẇ (x, t).

Como antes, denotamos

G(x, y; t) =
∞∑
k=1

e−λktek(x)ek(y)

y de�nimos

u(x, t) =

∫
D
G(x, y; t)h(y)dy +

∫
D

∫ t

0
G(x, y; t− s)dyV (y, ds),

=

∫
D
G(x, y; t)h(y)dy +

∫ t

0

∫
D
G(x, y; t− s)f(y, s)dyds

+

∫ t

0

∫
D
G(x, y; t− s)σ(y, s)W (y, ds)dy, (3.4.33)

que es la solución mild de la ecuación (3.4.32). Se puede demostrar que la solución mild es también solución
débil de la ecuación (3.4.32), es decir, para todo ϕ ∈ C2

0 se satisface

(ut, ϕ) = (h, ϕ) +

∫ t

0
(us, Aϕ)ds+

∫ t

0
(fs, ϕ)ds+

∫ t

0
(ϕ, σsdWs), (3.4.34)
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donde el operador A está dado por A = κ∆− αI.
Lo anterior conlleva a los siguientes resultados, de los cuales se hará la prueba del segundo teorema ya que

la demostración del teorema 3.4.2 es análoga a la del teorema 3.4.1. Estos dos resultados pueden consultarse
en [5], pp. 53-55.

Teorema 3.4.1 Si se cumple la condición (3.4.31) y u está dada por la expresión (3.4.33), entonces para
toda h ∈ H y para todo t ∈ [0, T ], u(·, t) es un proceso H−valuado, adaptado, continuo en media cuadrática
y es la única solución débil de la ecuación (3.4.32) la cual satisface la expresión (3.4.34).

Teorema 3.4.2 Bajo las hipótesis del Teorema anterior, u(·, t) ≡ ut cumple que

E

(
sup

0≤t≤T
‖u(·, t)‖2

)
≤ C(T )

(
‖h‖2 + E

∫ T

0
[‖f(·, s)‖2 + TrQs]ds

)
.

Demostración En efecto, de las expresiones (3.3.30), (3.3.28) y (3.3.29) se sigue que

ut = Gth+

∫ t

0
Gt−sfsds+ vt,

con vt =

∫ t

0
Gt−sσsW (·, ds). Aplicando norma y usando la desigualdad del triángulo, obtenemos

‖ut‖ ≤ ‖Gth‖+

∥∥∥∥∫ t

0
Gt−sfsds

∥∥∥∥+ ‖vt‖,

y al elevar al cuadrado tenemos

‖ut‖2 ≤
(
‖Gth‖+

∥∥∥∥∫ t

0
Gt−sfsds

∥∥∥∥+ ‖vt‖
)2

,

≤ 3

(
‖Gth‖2 +

∥∥∥∥∫ t

0
Gt−sfsds

∥∥∥∥2

+ ‖vt‖2
)
. (3.4.35)

Ahora se examinará los dos primeros sumandos de lado derecho de (3.4.35).
Para ‖Gth‖2, se tiene

‖Gth‖2 = (Gth,Gth)H , (3.4.36)

=

( ∞∑
k=1

e−λkt(ek, h)ek,
∞∑
k=1

e−λkt(ek, h)ek

)
, (3.4.37)

y usando la ortonormalidad de las {ek} obtenemos

‖Gth‖2 =

∞∑
k=1

e−2λkt(h, ek)
2 ≤ ‖h‖2. (3.4.38)

Mientras que para el segundo término∥∥∥∥∫ t

0
Gt−sfsds

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥ tt
∫ t

0
Gt−sfsds

∥∥∥∥2

= t2
∥∥∥∥1

t

∫ t

0
Gt−sfsds

∥∥∥∥2

,
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donde ‖ · ‖ es una función convexa y
ds

t
es una distribución uniforme en [0, t]. Así, por la desigualdad de

Jensen se tiene ∥∥∥∥∫ t

0
Gt−sfsds

∥∥∥∥2

≤ t2
∫ t

0

‖Gt−sfs‖2

t
ds,

= t

∫ t

0
‖Gt−sfs‖2ds,

≤ t
∫ t

0
‖fs‖2ds.

Con las estimaciones anteriores, al tomar esperanza y supremo en (3.4.35) obtenemos

E sup
0≤t≤T

‖ut‖2 ≤ 3

(
‖h‖2 + TE

∫ T

0
‖fs‖2ds+ E sup

0≤t≤T
‖vt‖2

)
.

Para estimar el término E sup
0≤t≤T

‖vt‖2, recordamos que

vt(·) := v(x, t) =

∫ t

0

∫
D
G(x, y; t− s)σ(y, s)W (y, ds),

=

∫ t

0

∫
D

( ∞∑
k=1

e−λk(t−s)ek(x)ek(y)

)( ∞∑
k=1

(σ(·, s)W (·, ds), ek)ek(y)

)
,

y por ortonormalidad

v(x, t) =
∞∑
k=1

(∫ t

0
e−λk(t−s)(σ(·, s)W (·, s), ek)dy

)
ek(x).

Denotando por vkt a la integral en la serie anterior queda

v(x, t) =

∞∑
k=1

vkt ek(x),

donde vkt es tal que

vkt =

∫ t

0
e−λk(t−s)d

∫ s

0
(σ(·, r)W (·, dr), ek) =

∫ t

0
e−λk(t−s)d

∫ s

0
(ek, σrdWr) =

∫ t

0
e−λk(t−s)dZks ,

donde Zks denota la integral

∫ s

0
(ek, σrdWr). Se tiene además, que {Zkr } es martingala continua con

[Zk]t =

∫ t

0
qksds.

Usando integración por partes se ve que

Zkt = vkt + λk

∫ t

0
e−λk(t−s)Zks ds,



CAPÍTULO 3. ECUACIONES ESTOCÁSTICAS SEMILINEALES 47

así, al despejar vkt obtenemos

vkt = Zkt − λk
∫ t

0
e−λk(t−s)Zks ds

y al tomar la norma y elevendo al cuadrado obtenemos

|vkt |2 =

∣∣∣∣Zkt − λk ∫ t

0
e−λk(t−s)Zks ds

∣∣∣∣2 ,
≤ 2

∣∣∣Zkt ∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣λk ∫ t

0
e−λk(t−s)Zks ds

∣∣∣∣2 ,
≤ 2

∣∣∣Zkt ∣∣∣2 + 2λ2
k

(∫ t

0
e−λk(t−s)|Zks |ds

)2

,

≤ 2
∣∣∣Zkt ∣∣∣2 + 2λ2

k sup
0≤s≤t

|Zks |2
(∫ t

0
e−λk(t−s)ds

)2

,

≤ 2
∣∣∣Zkt ∣∣∣2 + 2λ2

k sup
0≤s≤t

|Zks |2
1

λ2
k

(1− e−λkt)2,

≤ 2
∣∣∣Zkt ∣∣∣2 + 2 sup

0≤s≤t

∣∣∣Zks ∣∣∣2 ,
≤ 4

∣∣∣Zkt ∣∣∣2 .
Con lo anterior y luego de aplicar supremo sobre t y esperanza obtenemos

E sup
0≤t≤T

|vks |2 ≤ 4E sup
0≤t≤T

∣∣∣Zks ∣∣∣2
≤ cE|ZkT |2,

≤ c

∫ T

0
E(Qsek, ek)ds, (3.4.39)

donde c es una constante y (Qsek, ek) =

∫
D

∫
D
σ(x, s)σ(y, s)ek(x)ek(y)dydx.

Pero

‖vt‖2 =

( ∞∑
k

vkt ek,
∞∑
k

vkt ek

)
H

=
∞∑
k=1

|vkt |2 ≤
∞∑
k=1

sup
0≤t≤T

|vkt |2, (3.4.40)

así, al tomar sumas �nitas en la desigualdad (3.4.40), se tendrán sumas monónotonas y por el Lema de Fatou

E sup
0≤t≤T

‖vt‖2 ≤
∞∑
k=1

E sup
0≤t≤T

|vkt |2 ≤ c
∫ T

0
E(TrQs)ds <∞.

Notemos que
Zkt = (M(·, t), ek(·))H ,

donde M(·, t) está dado por

M(·, t) =

∫ t

0
σ(·, s)W (·, ds),
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así, tenemos que

Zkt =

∫ t

0
(ek(·), σ(·, s)W (·, ds)),

por lo que la variación cuadrática de Zkt está dada como sigue

[Zkt ]t =

∫ t

0

(∫
D

∫
D
σ(x, s)σ(y, s)ek(x)ek(y)dydx

)
ds.

Luego,

E|Zkt |2 =

∫ t

0
E(Qsek, ek)ds.

Uniendo las tres estimaciones obtenemos

E sup
0≤t≤T

‖ut‖2 ≤ 3

(
‖h‖2 + TE

∫ T

0
‖fs‖2ds+ c

∫ T

0
E(TrQs)ds

)
,

≤ C(T )

(
‖h‖2 + E

∫ T

0
[‖f(·, s)‖2 + TrQs]ds

)
.

De�nición 3.4.3 Sea T > 0 y (Ω, F, {Ft}t≥0) espacio �ltrado. La σ−álgebra predecible es la σ−álgebra P
generada por los conjuntos

a) (s, t]×B, donde (s, t] ⊂ [0, T ], B ∈ Fs para todo s > 0 y

b) {0} ×B0, donde B0 ∈ F0.

Un proceso (Xt)t≥0 de�nido en (Ω, F ) es predecible si (t, ω) 7→ Xt(ω) es P-medible en [0, T ]× Ω.

Corolario 3.4.4 Todo proceso adaptado continuo a la izquierda es predecible.

Demostración Ver [24], pp. 186.

Teorema 3.4.5 Si E

∫ T

0

(
‖f(·, s)‖2 + ‖σ(·, s)‖2

)
ds <∞ y h ∈ H, entonces la ecuación (3.4.32) tiene una

única solución dada por (3.4.33), la cual es predecible, H1−valuada, con trayectorias continuas en H sobre
[0, T ]. Además

(A) existe una constante C, la cual depente de T , C(T ) > 0, tal que

E sup
0≤t≤T

‖u(·, t)‖2 + E

∫ t

0
‖v(·, t)‖21dt ≤ C(T )

(
‖h‖2 + E

∫ T

0
[‖f(·, s)‖2 + TrQs]ds

)
, (3.4.41)

(B) se cumple la ecuación de energía

‖v(·, t)‖2 = ‖h‖2 + 2

∫ t

0
〈Au(·, s), u(·, s)〉ds+ 2

∫ t

0
(u(·, s), f(·, s))ds

+ 2

∫ t

0
(u(·, s),M(·, ds)) +

∫ t

0
TrQsds, (3.4.42)

donde M(·, ds) = σ(·, s)W (·, ds).



CAPÍTULO 3. ECUACIONES ESTOCÁSTICAS SEMILINEALES 49

Demostración Ver [5], pp. 56-57.

Con regularidad de H1 de u se puede ver que u también es solución de la ecuación variacional

(ut, ϕ) = (h, ϕ) +

∫ t

0
〈Aus, ϕ〉ds+

∫ t

0
(fs, ϕ)ds+

∫ t

0
(ϕ, dMs), con ϕ ∈ H1, (3.4.43)

las soluciones de la ecuación anterior se llaman soluciones fuertes.

Teorema 3.4.6 Si las condiciones:

(a) σ(·, t) es un proceso predecible, H−valuado tal que para p ≥ 1,

E

{∫ t

0
TrQtdt

}p
= E

{∫ T

0

∫
D
q(x, x, t)dxdt

}p
<∞.

(b) f(·, t) es un proceso Ft−adaptado en H tal que para p ≥ 1,

E

{∫ T

0
‖f(·, t)‖2dt

}p
<∞.

se cumplen, entonces para cualquier h ∈ H, la solución u(·, t) de la ecuación (3.4.32) dada por (3.4.33) es
un proceso predecible, H−valuado, el cual es continuo en H y satisface

E sup
0≤t≤T

‖u(·, t)‖2p + E

{∫ T

0
‖u(·, t)‖21dt

}p
≤ C

{
‖h‖2p + E

[∫ T

0
‖f(·, t)‖2dt

]p
+ E

[∫ T

0
(TrQt)dt

]p}
(3.4.44)

Demostración Ver [5], pp. 64-65.



Capítulo 4

Ecuaciones estocásticas de reacción-difusión.

El objetivo de este capítulo es explorar la posibilidad de explosión provocada por el ruido de una cierta
clase de ecuaciones no lineales. Así el contenido del capítulo se presenta de la siguiente manera: en la primera
sección se introducen ecuaciones estocásticas de reacción-difución, en la cual se describen condiciones para
tener soluciones del tipo mild y se presentan soluciones locales para este tipo de ecuaciones, además de
resultados de existencia y unicidad para soluciones globales; en la segunda sección se presentan condiciones
sobre las condiciones iniciales, el término no lineal y el ruido multiplicativo para que el problema de valores
en la frontera con condición de Dirichlet tengan solución positiva; �nalmente en la tercera sección se busca
determinar condiciones sobre el estado inicial, el término no lineal, y el ruido multiplicativo bajo las cuales
las soluciones positivas exploten en norma Lp en un tiempo �nito para p ≥ 1. El contenido de este capítulo
puede consultarse en [3], [5], [4], [12] y [6].

4.1. Ecuaciones de reacción-difusión estocásticas

Consideremos la ecuación diferencial

∂u

∂t
= (κ∆− α)u+ f(u, x, t) + V̇ (u, x, t), x ∈ D, t ∈ (0, T ), (4.1.1)

u
∣∣
∂D = 0; u(x, 0) = h(x), donde

V̇ (u, x, t) = g(x, t) + σ(u, x, t)
∂

∂t
W (x, t), (4.1.2)

siendo g(x, t), y f(u, x, t) y σ(u, x, t) campos aleatorios predecibles dados para (u, x) ∈ R × D. La forma
integral de la ecuación anterior es

u(x, t) =

∫
D
G(x, y; t)h(y)dy +

∫ t

0

∫
D
G(x, y; t− s)g(y; s)dsdy +

∫ t

0

∫
D
G(x, y; t− s)f(u(y, s), y, s)dsdy

+

∫ t

0

∫
D
G(x, y; t− s)σ(u(y, s), y, s)W (y, ds)dy, (4.1.3)

donde G(x, y; t) es la densidad de transición del semigrupo generado por (κ∆ − αI), la cual está dada por
G(x, y; t) =

∑∞
k=1 e

−λktek(x)ek(y).

De�nición 4.1.1 Una solución continua de la ecuación (4.1.3) se llama solución mild de la ecuación dife-
rencial (4.1.1). Más precisamente, u ∈ L2(Ω × [0, T ];H) es solución mild de la ecuación(4.1.1), si u es un
proceso predecible H−valuado y cumple

ut = Gth+

∫ t

0
Gt−sgsds+

∫ t

0
Gt−sFs(u)ds+

∫ t

0
Gt−sΣs(u)dWs,

50
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para casi todo (ω, t) ∈ Ω× [0, T ] y que además satisface

E

∫ T

0
(‖Ft(u)‖2 + (RΣt(u),Σt(u))H)dt = E

∫ T

0

∫
D

[|f(u(x, t), x, t)|2 + r(x, x)σ2(u(x, t), x, t)]dtdx <∞,

donde ut = u(·, t), Ft(u) = f(u(·, t), ·, t), gt = g(·, t), Σt(u) = σ(u(x, t), ·, t) y dWt = W (·, t).

Para probar un resultado de existencia de soluciones es necesario considerar las siguientes condiciones:

(A1) f(r, x, t) y σ(r, x, t) son predecibles y existe k1 > 0 tal que

‖f(u, ·, t)‖2 + ‖σ(u, ·, t)‖2 ≤ k1(1 + ‖u‖2) c.s.,

para cualquier u ∈ H, t ∈ [0, T ].

(A2) Existe constante k2 > 0 tal que

‖f(u, ·, t)− f(v, ·, t)‖2 + ‖σ(u, ·, t)− σ(v, ·, t)‖2 ≤ k2(‖u− v‖2) c.s.,

para cualquier u, v ∈ H, t ∈ [0, T ].

(A3) g(·, t) es proceso predecible, H− valuado, tal que

E

(∫ T

0
‖gt‖2dt

)p
<∞,

para cualquier p ≥ 1 y W (x, t) es un R−proceso de Wiener de traza �nita cuyo núcleo r(x, y) está
acotado por r0 > 0.

Sea Xp,T el conjunto de todos los procesos u que son continuos, Ft−adaptados, H−valuados, continuos
sobre 0 ≤ t ≤ T , y tales que

E sup
0≤t≤T

‖u(·, t)‖2p <∞, para un p ≥ 1 dado.

Entonces (Xp,T , ‖ · ‖p,T ) es espacio de Banach con norma

‖u‖p,T =

(
E sup

0≤t≤T
‖ut‖2p

)1/2p

. (4.1.4)

De�nimos el operador Γt en Xp,T , el cual está dado como sigue:

Γtu = Gth+

∫ t

0
Gt−sFs(u)ds+

∫ t

0
Gt−sgsds+

∫ t

0
Gt−sΣs(u)dWs, u ∈ Xp,T . (4.1.5)

Lema 4.1.2 Bajo las condiciones (A1)-(A3) y p ≥ 1, el operador Γt, dado en (4.1.5), es acotado y es tal
que

Γt(Xp,T ) ⊂ Xp,T ,

y además

‖Γu‖2pp,T ≤ b1

[
1 + ‖h‖2p + E

(∫ T

0
‖gt‖2dt

)p
+ ‖u‖2pp,T

]
(4.1.6)

para alguna constante b1 > 0 que depende sólo de p, r0 y T .
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Demostración De la condición (A1) tenemos que

‖Ft(u)‖2 ≤ k1(1 + ‖u‖2)− ‖Σs(u)‖2 ≤ k1(1 + ‖u‖2),

integrando con respecto a T y elevando a la p,(∫ T

0
‖Ft(u)‖2dt

)p
≤
(∫ T

0
k1(1 + ‖ut‖2)dt

)p
,

aplicando esperanza

E

(∫ T

0
‖Ft(u)‖2dt

)p
≤ kp1E

(∫ T

0
(1 + ‖ut‖2)dt

)p
,

≤ kp1E
(
T +

∫ T

0
‖ut‖2dt

)p
,

≤ kp1E

[
2p−1

(
T p +

(∫ T

0
‖ut‖2dt

)p)]
,

≤ kp12p

[
T p + E

(∫ T

0
‖ut‖2dt

)p]
,

≤ (2k1T )p

(
1 + E sup

0≤t≤T
‖u‖2p

)
.

Así, existe una constante C1, la cual depende de p y T , y satisface

E

(∫ T

0
‖Ft(u)‖2dt

)p
≤ C1

(
1 + ‖u‖2pp,T

)
. (4.1.7)

Además, como

‖Σt(u)‖2R = TrQt(u) =

∫
D
r(x, x)σ2(u(x, t), x, t)dx ≤ r0‖Σt(u)‖2,

de la condición (A1),

‖Σt(u)‖2R ≤ k1r0(1 + ‖ut‖2),

integrando con respecto a t y elevando a la p, obtenemos(∫ T

0
‖Σt(u)‖2Rdt

)p
≤
(∫ T

0
k1r0(1 + ‖ut‖2)dt

)p
,
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aplicando esperanza

E

(∫ T

0
‖Σt(u)‖2Rdt

)p
≤ E

(∫ T

0
k1r0(1 + ‖ut‖2)dt

)p
,

≤ (k1r0)pE

(
T +

∫ T

0
‖ut‖2dt

)p
,

≤ (k1r0)p 2p−1

(
T p + E

(∫ T

0
‖ut‖2dt

)p)
,

≤ (2k1r0)p
(
T p + E

(∫ T

0
‖u‖2dt

)p)
,

≤ (2k1r0T )p

(
1 + E sup

0≤t≤T
‖u‖2p

)
.

Por lo tanto, existe una constante C2, la cual depende de r0, T y p, que satisface

E

(∫ T

0
‖Σt(u)‖2Rdt

)p
≤ C2

(
1 + E sup

0≤t≤T
‖u‖2p

)
. (4.1.8)

Poniendo v = Γu, donde Γu está dado por (4.1.5), se obtiene debido a (4.1.7) y (4.1.8) que (v(·, t))t es un
proceso adaptado y continuo en H. Aplicando el teorema 3.4.6 obtenemos la estimación

E sup
0≤t≤T

‖Γut‖2p ≤ C

{
‖h‖2p + E

[∫ T

0
‖Ft(u)‖dt

]p
+ E

(∫ T

0
‖gt‖2dt

)p
+ E

[∫ T

0
‖Σt(u)‖2Rdt

]p}

usando las estimaciones (4.1.7) y (4.1.8), obtenemos

E sup
0≤t≤T

‖Γut‖2p ≤ C

{
‖h‖2p + C1

(
1 + ‖u‖2pp,T

)
+ E

(∫ T

0
‖gt‖2dt

)p
+ C2

(
1 + E sup

0≤t≤T
‖u‖2p

)}

‖Γu‖2pp,T ≤ b1

[
1 + ‖h‖2p + E

(∫ T

0
‖gt‖2dt

)p
+ ‖u‖2pp,T

]
,

donde b1 es una constante que depende de r0, p y T .

Lema 4.1.3 Bajo las condiciones (A1)-(A3) el mapeo Γ : Xp,T → Xp,T es Lipschitz continuo. Además,

para todo u, u
′ ∈ Xp,T con 0 ≤ T ≤ 1, existe constante positiva b2, independiente de T ∈ [0, 1] tal que

‖Γu− Γu
′‖p,T ≤ b2

√
T‖u− u′‖p,T .

Demostración De la condición (A2), tenemos

‖Ft(u)− Ft(u′)‖2 ≤ k2(‖u− u′‖2)− ‖Σt(u)− Σt(u
′)‖2,

≤ k2(‖u− u′‖2),
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e integrando sobre t y elevando a la p,(∫ t

0
‖Ft(u)− Ft(u′)‖2dt

)p
≤
(∫ t

0
k2(‖ut − u′t‖2)dt

)p
,

aplicando esperanza

E

(∫ t

0
‖Ft(u)− Ft(u′)‖2dt

)p
≤ E

(∫ t

0
k2(‖ut − u′t‖2)dt

)p
,

≤ (k2T )pE sup
0≤t≤T

‖u− u′‖2p

= (k2T )p‖u− u′‖2pp,T . (4.1.9)

De la condición (A3), tenemos que

‖Σt(u)− Σt(u
′)‖2R ≤ r0‖Σt(u)− Σt(u

′)‖2,

aplicando la condición (A2)

‖Σt(u)− Σt(u
′)‖2R ≤ k2r0‖ut − u

′
t‖2.

Integrando con respecto a t, y elevando a la p(∫ T

0
‖Σt(u)− Σt(u

′)‖2Rdt
)p
≤
(
k2r0

∫ T

0
‖ut − u

′
t‖2dt

)p
,

aplicando esperanza

E

(∫ T

0
‖Σt(u)− Σt(u

′)‖2Rdt
)p
≤ (k2r0)pE

(∫ T

0
‖ut − u

′
t‖2dt

)p
,

≤ (k2r0T )pE

(
sup

0≤t≤T
‖ut − u

′
t‖dt2p

)
,

= (k2r0T )p‖u− u′‖2pp,T . (4.1.10)

Denotemos v = Γu, v′ = Γu′ y δv = v − v′. De la expresión (4.1.5) tenemos

δvt =

∫ t

0
Gt−s[Fs(u)− Fs(u′)]ds+

∫ t

0
Gt−s[Σt(u)− Σt(u

′)]dWs.

Aplicando el Teorema 3.4.6 obtenemos la siguiente estimación:

E sup
0≤t≤T

‖δvt‖2p = E sup
0≤t≤T

‖Γt(u)− Γt(u
′)‖2p,

≤ CE

{(∫ T

0
‖Ft(u)− Ft(u′)‖2dt

)p
+

(∫ T

0
‖Σt(u)− Σt(u

′)‖2Rdt
)p}

.
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Aplicando las estimaciones (4.1.9) y (4.1.10) en la desigualdad anterior, obtenemos

‖Γut − Γu
′
t‖

2p
p,T ≤ C(1 + rp0)(k2T )p‖u− u′‖2pp,T , (4.1.11)

lo cual implica

‖Γut − Γu
′
t‖p,T = b2

√
T‖u− u′‖p,T , (4.1.12)

donde b2 es una constante que depende de p y r0.

Teorema 4.1.4 Sea h un campo aleatorio F0−medible, con E‖h‖2p < ∞ para algún p ≥ 1. Si se cumplen
(A1), (A2) y (A3), entonces la ecuación diferencial

∂u

∂t
= (κ∆− αI)u+ f(u, x, t) + V̇ (u, x, t), x ∈ D, t ∈ (0, T )

con u(x, t)
∣∣
∂D = 0, u(x, 0) = h(x),

posee una única solución mild, la cual es un proceso H−valuado, adaptado y continuo u, y u ∈ L2p(Ω, C([0, T ];H)).

Demostración Probaremos que la ecuación

ut = Gth+

∫ t

0
Gt−sgsds+

∫ t

0
Gt−sFs(u)ds+

∫ t

0
Gt−sΣs(u)dWs, (4.1.13)

tiene una única solución en Xp,T . Para lo cual, tenemos de los Lemas 4.1.2 y 4.1.3 que el operador Γ : Xp,T →
Xp,T es acotado y Lipschitz continuo.
Además, se cumple

‖Γu− Γu′‖p,T ≤ b2
√
T‖u− u′‖p,T , con T ∈ [0, 1] y b2 positivo,

en particular, se cumple

‖Γu− Γu′‖p,T ≤
1

2
‖u− u′‖p,T , (4.1.14)

pues si T ≤ T1 con T1 =
1

4b22
, entonces

‖Γu− Γu′‖p,T ≤
1

2
‖u− u′‖p,T ≤

1

4b22
‖u− u′‖p,T ≤ ‖u− u′‖p,T .

Por lo tanto, Γ es una contracción en el espacio de Banach Xp,T .
Así, Γ posee un único punto �jo u, el cual satisface la ecuación

Γtu = u para 0 ≤ t ≤ T.

Lo anterior implica que la ecuación (4.1.13) tiene una única solución local en [0, T ]. La solución puede ser
extendida sobre cualquier intervalo �nito [0, T ′], con T < T ′: basta considerar la ecuación (4.1.13) en el
intervalo [T, T ′] con condición inicial uT , y proceder como antes.
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Ejemplo 4.1.5 Consideremos la ecuación

∂u

∂t
= (κ∆− α)u+ a(sinu) + σ0(x, t)uẆ

u(·, t)
∣∣
∂D = 0; u(x, 0) = h(x), x ∈ D ⊂ R, t ∈ [0, T ],

donde a ∈ R es una constante, y existe c > 0 tal que

|σ0(x, t)| ≤ c c.s. para todo [x, t] ∈ D × [0, T ],

y σ0 es un campo aleatorio predecible.
Pongamos

f(u, x, t) = a senu(x, t),

σ(u, x, t) = σ0(x, t)u(x, t).

Entonces las condiciones (A1) y (A2) se cumplen. Además, si (A3) se cumple y h es un campo aleatorio
F0−medible con E‖h‖2p < ∞ para algún p ≥ 1, entonces la ecuación admite una única solución mild
H−valuada, continua y adaptada.

4.1.1. Soluciones locales

Ahora, consideremos las siguientes condiciones

(An1) f(r, x, t) y σ(r, x, t) son campos aleatorios predecibles y para todo n ∈ N existe Cn tal que se cumple

‖f(u, ·, t)‖2 + ‖σ(u, ·, t)‖2 ≤ Cn, c.s.,

para todo u ∈ H con ‖u‖ ≤ n y para todo t ∈ [0, T ].

(An2) Para todo n ∈ N existe constante κn tal que

‖f(u, ·, t)− f(v, ·, t)‖2 + ‖σ(u, ·, t)− σ(v, ·, t)‖2 ≤ kn‖u− v‖, c.s.,

para todo u, v ∈ H con ‖u‖ ∨ ‖v‖ ≤ n y para todo t ∈ [0, T ].

(A4) Existe constante C
′
1 > 0 tal que

(u, f(u, ·, t)) +
1

2
TrQt(u) ≤ C ′1(1 + ‖u‖2), c.s.

para todo u ∈ H, para todo t ∈ [0, T ].

Bajo las condiciones descritas anteriormente, y la condición (A3) se puede probar que la ecuación diferencial
dada en el Teorema 4.1.4, tiene una solución local. Si además la condición (A4) se cumple, entonces dicha
solución existe en cualquier intervalo de tiempo �nito.
Se de�ne el siguiente truncamiento. Para todo n > 0, sea ηn : [0,∞)→ [0, 1] tal que ηn ∈ C∞ y cumple

ηn(r) =

{
1, 0 ≤ r ≤ n,
0, r > 2n.
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Teorema 4.1.6 Suponer que (An1), (An2) y (A3) se cumplen, y que h es campo aleatorio F0−medible tal
que E‖h‖2 < ∞. Entonces el problema (4.1.1) posee una única solución local u(·, t), la cual es un proceso
H−valuado, adaptado y continuo.
Si también se cumple (A.4), entonces la solución existe para t ∈ [0, T ] para cualquier T > 0 y u ∈

L2(Ω;C(C(0, T );H)) cumple

E sup
0≤t≤T

‖u(·, t)‖2 ≤ C(1 + E‖h‖2), (4.1.15)

para alguna constante C = C(T ) > 0.

Demostración Consideramos la versión truncada de la ecuación (4.1.1), es decir,

∂u(x, t)

∂t
= (κ∆− α)u(x, t) + fn(u, x, t) + g(x, t) + σn(u, x, t)Ẇ (x, t),

u
∣∣
∂D = 0; u(x, 0) = h(x),

donde

fn(u, x, t) = f(Jnu, x, t) σn(u, x, t) = σ(Jnu, x, t),

con Jnu = ηn(‖u‖)u. Las condiciones (An1) y (An2) implican que fn y σn cumplen las condiciones globales
(A1) y (A2).
Veamos, por ejemplo, que (An2) implica (A2).
Sin pérdida de generalidad supongamos que ‖u‖ ≥ ‖v‖, entonces

‖fn(u, ·, t)− fn(v, ·, t)‖2 + ‖σn(u, ·, t)− σn(v, ·, t)‖2 = ‖f(Jnu, ·, t)− f(Jnv, ·, t)‖2 + ‖σ(Jnu, ·, t)− σ(Jnv, ·, t)‖2

de (An2) tenemos

‖fn(u, ·, t)− fn(v, ·, t)‖2 + ‖σn(u, ·, t)− σn(v, ·, t)‖2 ≤ kn‖Jnu− Jnv‖ c.s

= kn‖ηn(‖u‖)u− ηn(‖v‖)v‖
≤ kn‖ηn(‖u‖)(u− v) + v[ηn(‖u‖)− ηn(‖v‖)]‖2,

y por la de�nición de ηn, obtenemos que

‖fn(u, ·, t)− fn(v, ·, t)‖2 + ‖σn(u, ·, t)− σn(v, ·, t)‖2 ≤ kn‖u− v‖,

lo cual es (A2).
Por el Teorema 4.1.4, la ecuación tiene una única solución un en H, sobre [0, T ] y un(·, t) es continua.
De�namos

τn =

{
ı́nf{t > 0 : ‖un(·, t)‖} > n, si {t > 0 : ‖un(·, t)‖} 6= ∅,
T, en otro caso.

Si t < τn entonces ut = un(t, ·) es solución de la ecuación (4.1.1).
Y ya que τn ≤ τn+1 c.s. para todo n, ponemos

τ∞ = ĺım
n→∞

τn, c.s..

Si t < τ∞, entonces t < τn para alguna n > 0 y en tal caso ponemos

u(t, ·) ≡ ut = un(t, ·).
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En particular, si τ∞ < T se cumple
ĺım
t→τ∞

‖ut‖ =∞,

lo cual hace de u una solución local de�nida en un intervalo de tiempo maximal.
Para la unicidad, supongamos que hay otra solución ũt, con t < τ donde τ es tiempo de paro, entonces,

por la parte de unicidad del Teorema 4.1.4, debe ser

ũt = un(t, ·) para t < τn,

de lo cual se sigue que ũt = ut para t < τ∞ y que τ = τ∞.
Para probar la existencia de la solución global, bajo la condición adicional (A4), usaremos que

E‖ut∧τn‖2 ≤ ‖h‖2 + C1T + E

∫ t

0
‖gs‖2ds+ (C + 1)E

∫ t

0
‖us∧τn‖2ds,

esta desigualdad se puede consultar en [5], pp. 73.

Tomando esperanza en la desigualdad anterior, y usando que E

∫ t

0
‖gs‖2ds < ∞ debido a (A3), y como

E‖h‖2 <∞, entonces

E‖ut∧τn‖2 ≤ C2 + (C + 1)E

∫ t

0
‖us∧τn‖2ds, (4.1.16)

donde C2 es una constante positiva. Al aplicar la desigualdad de Gronwall en la desigualdad (4.1.16), obte-
nemos

E‖ut∧τn‖2 ≤ CT ,

donde CT > 0, la cual no depende de n. Notemos que

E‖ut∧τn‖2 ≥ E
[
1[τn≤T ]‖uT∧τn‖2

]
≥ n2P[τn ≤ T ],

Así, obtenemos que

P[τn ≤ T ] ≤ CT
n2

y ya que
∑
n≥1

CT
n2

<∞,

por el Teorema Borel-Cantelli, se sigue que P[τ∞ ≤ T ] = 0, lo cual implica P[τ∞ > T ] = 1.
Como T > 0 arbitraria, entonces τ∞ =∞ c.s.. Así se sigue que u(·, t) = ĺım

n→∞
un(·, t) es solución global.

Ejemplo 4.1.7 Sea D = (0, 1) y consideremos la ecuación diferencial

∂u

∂t
= κ

∂2u

∂t2
− αu+ γϕ(‖u‖)u+ σ0u

∂

∂t
W (x, t),

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,
u(x, 0) = h(x), 0 < x < 1,

con κ, α, σ0 ∈ (0,∞), γ ∈ R, ϕ : [0,∞)→ [0,∞) en C1, h ∈ L2([0, 1]), donde W (x, t) es un campo aleatorio
de Wiener con núcleo de covarianza r(x, y), acotado por r0.
En este caso

f(u, x, t) = γϕ(‖u‖)u, σ(u, x, t) = σ0u
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y g(x, t) = 0. Observemos que la condición (A3) se cumple, esto es,

E

[∫ T

0
‖gt‖2dt

]2

<∞.

Debido a que σ es lineal en u, para probar la existencia de una solución basta veri�car que f es localmente
acotada y de Lipschitz en L2([0, 1]), lo cual se sigue de que ϕ ∈ C1 y ϕ,ϕ

′
son acotadas en cualquier intervalo

acotado. Por lo tanto, se cumple (An1), (An2) y (A3), y por lo tanto la ecuación posee una única solución
local según el Teorema 4.1.6.
Además, si γ ≤ 0, entonces

(u, f(u, ·, t)) +
1

2
TrQt(u) = γϕ(‖u‖)(u, u) +

1

2
σ2

0‖u‖2R,

≤ 1

2
r0σ

2
0‖u‖2,

por lo que la condición (A4) se cumple. Así, si γ ≤ 0, la solución existe en [0, T ] para todo T > 0.

4.2. Soluciones positivas

Sea D ⊂ Rd un dominio acotado, con frontera ∂D suave, H = L2(D); ‖x‖ =
√

(x, x), con x ∈ L2(D).
Como antes, H1 denota el espacio de Sobolev en D de orden 1, sea H1

0 la cerradura en H del espacio de
funciones continuas con soporte compacto en D.
Sea W (x, t) un campo aleatorio de Wiener de�nido en el espacio �ltrado (Ω, F, P,Ft), con x ∈ Rd, t ≥ 0,

el cual satisface

E(W (x, t)) = 0 E[W (x, t)W (y, s)] = (t ∧ s)r(x, y),

para 0 ≤ s, t ≤ T , donde r es la función de covarianza, y se supondrá que

sup
x,y∈D

|r(x, y)| ≤ r0 y

∫
D
r(x, x)dx <∞. (4.2.17)

Considerémos la ecuación semilineal estocástica

∂u
∂t = Au+ f(u, x, t) + σ(u,∇u, x, t)Ẇ (x, t),

u(x, 0) = g(x), x ∈ D,

u(x, t)
∣∣∣
∂D

= h(x) = 0, t ∈ (0, T ),

(4.2.18)

donde f(u, x, t) y σ(c, x, t) son campos aleatorios predecibles dados y el operador A =
∑d

i,j=1
∂
∂xi

[
aij(x) ∂

∂xj

]
es autoadjunto y uniformemente elíptico con coe�cientes suaves, es decir, existen α1, α0 > 0 tales que para
todo ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ D, se satisface

α0|ξ|2 ≤ b(x, ξ) ≤ α1|ξ|2, (4.2.19)

donde

b(x, ξ) :=
d∑

j,k=1

aj,k(x)ξjξk, con x ∈ D. (4.2.20)
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En forma integral la ecuación (4.2.18) está dada por

ut = g +

∫ t

0
[A(us) + Fs(us)]ds+

∫ t

0
Σs(us)dWs, (4.2.21)

con ut = u(·, t), Ft(u) = f(u, ·, t), Σt(u) = σ(u, ξ, ·, t), y donde A es un operador lineal tal que A : H1 → H−1,
donde H−1 es el espacio dual de H1. Se supondrá además que Ft : H → H es continua,y que para toda
v ∈ H1, Σt(v) : C(D)→ H.
La prueba del siguiente resultado puede consultarse en [5], pp. 175-177.

Teorema 4.2.1 Sea H espacio de Hilbert y sea V ⊂ H un espacio re�exivo de Banach con norma ‖ · ‖V y
espacio dual V ′. Si las siguientes condiciones se cumplen:

(C1) Sea At una familia de operadores lineales continuos cerrados con dominio D(A) (independiente de ω y
t), denso en H tal que At : V → V ′, y para cualquier v ∈ V , Atv es un proceso V ′−valuado, continuo
y adaptado.

(C2) Para cualquier u, v ∈ V , existe α > 0 tal que

|〈Atu, v〉| ≤ α‖u‖V ‖v‖V , c.s. para cada t.

(C3) At es cohersivo, es decir, existen constantes β > 0 y γ > 0 tal que

〈Atu, v〉 ≤ −β‖v‖2H1 + γ‖v‖2, para toda v ∈ V c.s. para cada t.

(C4) Para cualquier v ∈ V , Ft(v) y Σt(v) son procesos Ft−adaptados con valores en V y L2
R respectivamente,

donde L2
R denota el espacio L2(KR, H) de operadores de Hilbert-Schmidt, siendo KR un subespacio de

K, y K,H son espacios de Hilbert separables.

Suponga que existen constantes positivas b, c tales que

E

∫ T

0
{‖Ft(0)‖2 + ‖Σt(0)‖2}2dt ≤ b, y

‖F̂t(v)‖2R + ‖Σ̂t(v)‖2R ≤ C(1 + ‖v‖2) c.s. para cada t,

donde F̂t(v) = Ft(v)− Ft(0), Σ̂t(v) = Σt(v)− Σt(0).

(C5) Existe k > 0 tal que, para cualesquier u, v ∈ H la condición de Lipschitz

‖Ft(u)− Ft(v)‖2 + ‖Σt(u)− Σt(v)‖2 ≤ k‖u− v‖ se cumple c.s. para cada t.

Entonces, para cada h ∈ H, la ecuación

dut = Atut + Ft(ut)dt+ Σt(ut)dWt, t ∈ (0, T ),

u0 = h ∈ H,

tiene una única solución fuerte u ∈ L2(Ω, C[0, T ];H) ∩ L2(ΩT : V ).

Aplicando este resultado a nuestro caso y si las condiciones (C1)-(C5) se cumplen, entonces la ecuación
(4.2.18) tiene una única solución fuerte u ∈ L2(Ω, C[0, T ];H) ∩ L2((0, T );H1). Ahora bien, si los términos
no lineales son sólo Lipschitz continuos localmente y la condición de monotonia no se cumple, sólo se puede
asegurar la existencia de una solución local.
Para probar que cualquier solución de la ecuación (4.2.18) es no negativa cuando f y g son funciones

positivas, necesitamos hacer además los siguientes supuestos:



CAPÍTULO 4. ECUACIONES ESTOCÁSTICAS DE REACCIÓN-DIFUSIÓN. 61

(P1) Existe una constante δ > 0, tal que

1

2
r(x, x)σ(c, ξ, x, t)−

d∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ δc2, para todo c ∈ R, x ∈ D, ξ ∈ Rd, y t ∈ [0, T ].

(P2) La función f(c, x, t) es continua en R×D× [0, T ] y tal que f(c, x, t) ≥ 0 para c ≤ 0 y x ∈ D, t ∈ [0, T ].

(P3) Las condiciones iniciales y de frontera son positivas y continuas.

Antes de presentar el resultado de positividad es necesario enunciar dos resultados previos. Para ello se
de�ne la parte negativa de c, con c ∈ R, la cual está dada por la función

η(c) = c− =

{
0, c ≥ 0,
−c, c < 0.

Tomando κ(c) = η2(c), se sigue que

κ(c) =

{
0, c ≥ 0,
c2, c < 0.

Sea κε una regularización de clase C2 de κ(c), la cual se de�ne con el �n de posteriormente emplear la fórmula
de Itô, y está dada de la siguiente manera:

κε(c) =

 c2 − ε2

6 , c < −ε,
− c2

ε

(
c
2ε + 4

3

)
, −ε ≤ c < 0,

0, c ≥ 0.

Lema 4.2.2 κ
′
ε y κ

′′
ε son continuas y satisfacen

κ
′
ε = 0, si c ≥ 0,

κ
′
ε ≤ 0, si c ∈ R, κ

′′
ε ≥ 0, si c ∈ R.

Más aún, cuando ε→ 0, se tiene que, uniformemente en R,

κε(c)→ κ(c), κ
′
ε(c)→ −2η(c) y κ

′′
ε (c)→ 2θ(c),

donde θ(c) =

{
0, c ≥ 0,
1, c < 0.

Demostración Se tiene que

κ
′
ε(c) =


2c, c < −ε,
−2c3

ε2
− 4c2

ε , −ε ≤ c < 0,
0, c ≥ 0.

y κ
′′
ε (c) =


2, c < −ε,
−6c2

ε2
− 8c

ε , −ε ≤ c < 0,
0, c ≥ 0.

Así, al tomar ε→ 0 en κε(r) y usando regla de L'Hôpital se tiene

ĺım
ε→0

κε(c) =

{
c2, c < 0,
0, c ≥ 0.

= κ(c).

De igual forma, se toma ε→ 0 en κ
′
ε(c) y usando regla de L'Hôpital

ĺım
ε→0

κ
′
ε(c) =

{
2c, c < 0,
0, c ≥ 0.

= −2c− =

{
0, c ≥ 0,
2c, c < 0.

= −2η(c),
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y para κ
′′
ε (c)

ĺım
ε→0

κ
′′
ε (c) =

{
2, c < 0,
0, c ≥ 0.

= 2θ(c).

Además las convergencias son uniformes en todo R. Para verlo sea {εn}n≥0 una sucesión que converge a
cero.
Primero examinaremos la convergencia de κεn . Sea ε > 0 dado.

Si c ∈ (∞,−εn), entonces como εn → 0, podemos elegir N1
ε para el cual se cumple ε2

n < ε1 y

|κεn(c)− κ(c)| =
∣∣∣∣c2 − ε2

n

6
− c2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−ε2
n

6

∣∣∣∣ < ε2
n < ε2 = ε1,

para todo n ≥ N1
ε .

Si c ∈ [−εn, 0), entonces como εn → 0, podemos elegir N2
ε para el cual se cumple 3εn + ε2

n < ε2 y

|κεn(c)− κ(c)| =
∣∣∣∣− c3

2ε2
n

− 4c2

3εn
− c2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ c3

2ε2
n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 4c2

3εn

∣∣∣∣+
∣∣c2
∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ε3

n

2ε2
n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣4ε2
n

3εn

∣∣∣∣+
∣∣ε2
n

∣∣ < 3ε+ ε2 = ε2,

para toda n ≥ N2
ε .

Si c ∈ [0,∞), entonces

|κεn(c)− κ(c)| < ε,

para todo n ≥ Nε.

Así, tomando N = max{Nε, N
1
ε , N

2
ε }, tenemos que |κεn(c)− κ(c)| < ε se cumple para todo n ≥ N y c ∈ R,

es decir, la sucesión {κεn} converge uniformemente a κ en R.
Ahora, analicemos la convergencia de κ′εn . Sea ε > 0 dado.

Si c ∈ (∞,−εn), entonces se cumple

|κ′εn(c)− κ′(c)| < ε,

para todo n ≥ Nε.

Si c ∈ [−εn, 0), entonces debido a que εn → 0, podemos elegir N3
ε para el cual se cumple 8εn < ε3 y

|κ′εn(c)− κ′(c)| =
∣∣∣∣−2c3

ε2
n

− 4c2

εn
− 2c

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣2c3

ε2
n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣4c2

εn

∣∣∣∣+ |2c| < 8ε = ε3,

para toda n ≥ N3
ε .

Si c ∈ [0,∞), entonces

|κ′εn(c)− κ′(c)| < ε,

para todo n ≥ Nε.

Así, tomando N ′ = max{Nε, N
3
ε }, tenemos que |κ′εn(c)− κ′(c)| < ε se cumple para todo n ≥ N ′ y c ∈ R, es

decir, la sucesión {κ′εn} converge uniformemente a κ′ en R.
Finalmente, aplicando el mismo razonamiento tenemos que la sucesión {κ′′εn} converge uniformemente a κ′′

en R.



CAPÍTULO 4. ECUACIONES ESTOCÁSTICAS DE REACCIÓN-DIFUSIÓN. 63

Lema 4.2.3 Sea Φε(ut) =

∫
D
κε(u(x, t))dx.

Entonces la siguiente fórmula se cumple

Φε(ut) = Φε(g)−
∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))b(x,∇u)dxds+

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))f(u, x, s)dxds

+

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSdx+

1

2

∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))r(x, x)σ2(u,∇u, x, s)dxds

+

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))σ(u,∇u, x, s)dW (x, s)dx, (4.2.22)

donde b(x, ξ) está de�nido en (4.2.20), dS es la medida de super�cie en ∂D y
∂

∂ν
denota la derivada con

respecto al campo vectorial ν = (ν1, . . . , νd) con νi(x) :=

d∑
j=1

aij(x)nj y n = (n1, . . . , nd) es un vector

unitario exterior a ∂D.

Demostración Aplicando fórmula de Itô a κε(ut) obtenemos

κε(u(x, t)) = κε(u(x, 0)) +

∫ t

0
κ
′
ε(u(x, s))du(x, s) +

1

2

∫ t

0
κ
′
ε(u(x, s))d〈u, u〉s

= κε(u(x, 0)) +

∫ t

0
κ
′
ε(u(x, s))[A(u) + f(u,∇u, x, s)]ds

+

∫ t

0
κ
′
ε(u(x, s))σ(u,∇u, x, s)dW (x, t) +

1

2

∫ t

0
κ
′′
ε (u(x, s))d〈u, u〉s,

integrando con respecto a x, obtenemos

Φε(u(x, t)) = Φε(g) +

∫ t

0

(
κ
′
ε(u(x, s)), A(u(x, s))

)
ds+

∫ t

0

(
κ
′
ε(u(x, s)), f(u,∇u, x, s)

)
ds

+

∫ t

0

(
κ
′
ε(u(x, s)), σ(u,∇u, x, s)dW (x, t)

)
+

1

2

∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))r(x, x)σ2(u,∇u, x, s)dxds,

Φε(u(x, t)) = Φε(g) +

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))A(u(x, s))dxds+

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))f(u,∇u, x, s)dxds

+

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))σ(u,∇u, x, s)dW (x, t)dx+

1

2

∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))r(x, x)σ2(u,∇u, x, s)dxds.

(4.2.23)

Ahora bien, tomando el segundo término de lado derecho en la igualdad (4.2.23), tenemos∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))A(u(x, s))dxds =

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))

 d∑
i,j=1

∂

∂xi

(
ai,j(x)

∂

∂xj
u(x, s)

) dxds,
=

d∑
i,j=1

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))

[
∂

∂xi

(
ai,j(x)

∂

∂xj
u(x, s)

)]
dxds,
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aplicando integración por partes en altas dimensiones, obtenemos

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))A(u(x, s))dxds =

d∑
i,j=1

∫ t

0

[∫
∂D
κ
′
ε(u(x, s))aij(x)

∂

∂xj
u(x, s)nidx

]
dS

−
d∑

i,j=1

∫ t

0

[∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))

∂

∂xi
u(x, s)aij(x)

∂

∂xj
u(x, s)dx

]
ds,

donde n = (n1, . . . , nd) es un vector unitario exterior a ∂D y dS es la medida de super�cie en ∂D,

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))A(u(x, s))dxds =

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(u(x, s))

d∑
i,j=1

aij(x)
∂

∂xj
u(x, s)nidx

 dS
−
∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))

d∑
i,j=1

∂

∂xi
u(x, s)aij(x)

∂

∂xj
u(x, s)dx

 ds,
tomando νi(x) :=

d∑
j=1

aij(x)nj , tenemos

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))A(u(x, s))dxds =

∫ t

0

∫
∂D
k
′
ε(u(x, s))

d∑
j=1

∂

∂xj
u(x, s)νj(x)dxdS

−
∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))b(x,∇u(x, s))dxds.

Así, obtenemos que∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))A(u(x, s))dxds =

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dxdS −

∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))b(x,∇u(x, s))dxds.

Sustituyendo la expresión anterior en (4.2.23), resulta que

Φε(ut) = Φε(g)−
∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))b(x,∇u)dxds+

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))f(u, x, s)dxds

+

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSdx+

1

2

∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))r(x, x)σ2(u,∇u, x, s)dxds

+

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))σ(u,∇u, x, s)dW (x, s)dx. (4.2.24)

Una vez, enunciado los dos resultados anteriores, se probará el Teorema de positividad.

Teorema 4.2.4 Si las condiciones (P1),(P2) y (P3) se cumplen, entonces la solución al PVI de la ecuación
(4.2.18) es positiva, es decir,

u(x, t) ≥ 0 c.s. para casi todo x ∈ D, para todo t ∈ [0, T ].
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Demostración Agrupando términos de la expresión (4.2.22) resulta

Φε(ut) = Φε(g) +

∫ t

0

∫
D

(
κ
′′
ε (u(x, s))

[
1

2
r(x, x)σ2(u,∇u, x, s)− b(x,∇u)

]
+ κ

′
ε(u(x, s))f(u, x, s)

)
dxds

+

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSds+

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))σ(u,∇u, x, s)dW (x, s)dx

y luego aplicando esperanza,

EΦε(ut) = Φε(g) + E

∫ t

0

∫
D

(
κ
′′
ε (u(x, s))

[
1

2
r(x, x)σ2(u,∇u, x, s)− b(x,∇u)

]
+ κ

′
ε(u(x, s))f(u, x, s)

)
dxds

+ E

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSds,

de la condición (P1) se tiene

≤ Φε(g) + E

∫ t

0

∫
D

(
κ
′′
ε (u(x, s))δ[u(x, t)]2 + κ

′
ε(u(x, s))f(u, x, s)

)
dxds

+ E

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSds

≤ Φε(g) + δE

∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))|u(x, s)|2dxds+ E

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))f(u, x, s)dxds

+ E

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSds. (4.2.25)

Nótese que ĺım
ε→0

EΦε(ut) = E‖η(ut)‖2. En efecto: sea ε′ > 0 dado. Entonces

∣∣EΦε(ut)− E‖η(ut)‖2
∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

∫
D

(κε(u(t, x, ω))− κ(u(t, x, ω))) dxdP

∣∣∣∣ ,
≤
∫

Ω

∫
D
|κε(u(t, x, ω))− κ(u(t, x, ω))| dxdP,

≤
∫

Ω

∫
D

(
sup
r∈R
|κε(r)− κ(r)|

)
dxdP.

Debido a que sup
r∈R
|κε(r)− κ(r)| < ε′ si ε es su�cientemente pequeño, entonces

∣∣Eϕε(ut)− E‖η‖2∣∣ ≤ P (Ω)|D|ε′,

luego haciendo ε′ ↓ 0, se obtiene EΦε(ut)→ E‖η(ut)‖2 cuando ε→ 0.
Tomando límite cuando ε→ 0 en la desigualdad (4.2.25),

ĺım
ε→0

EΦε(ut) ≤ ĺım
ε→0

Φε(g) + ĺım
ε→0

δE

∫ t

0

∫
D
κ
′′
ε (u(x, s))|u(x, s)|2dxds+ ĺım

ε→0
E

∫ t

0

∫
D
κ
′
ε(u(x, s))f(u, x, s)dxds

+ ĺım
ε→0

E

∫ t

0

∫
∂D
κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSds.
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Por el teorema de convergencia uniforme, y usando el lema 4.2.2,

E

∫
D
|η(u(x, t))|2 ≤

∫
D
|η(g(x))|2dx+ δE

∫ t

0

∫
D

ĺım
ε→0

κ
′′
ε (u(x, s))|u(x, s)|2dxds

+ E

∫ t

0

∫
D

ĺım
ε→0

κ
′
ε(u(x, s))f(u, x, s)dxds+ E

∫ t

0

∫
∂D

ĺım
ε→0

κ
′
ε(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSds. (4.2.26)

Sea

θ(u)u2 =

{
0 si u ≥ 0
u si u < 0,

= κ(u) = η2(u).

Entonces

E

∫
D
|η(u(x, t))|2 ≤

∫
D
|η(g(x))|2dx+ 2δE

∫ t

0

∫
D
θ(u(x, s))|u(x, s)|2dxds− 2E

∫ t

0

∫
D
η(u(x, s))f(u, x, s)dxds

− 2E

∫ t

0

∫
∂D
η(h(x))

∂

∂ν
u(x, s)dSds, (4.2.27)

pero de la condición (P3) se tiene que η(h(x)) = η(g(x)) = 0, por lo que

E

∫
D
|η(u(x, t))|2 ≤ 2δE

∫ t

0

∫
D
θ(u(x, s))|u(x, s)|2dxds− 2E

∫ t

0

∫
D
η(u(x, s))f(u, x, s)dxds. (4.2.28)

De lo anterior y de la condición (P2) se tiene que η(u(x, s))f(u, x, s) ≥ 0. Por lo cual,

E‖η(ut)‖2 ≤ 2δ

∫ t

0
E‖η(us)‖2ds,

y del Lema de Gronwall se sigue que ‖η(ut)‖ = 0 para todo t ∈ [0, T ]. Por lo tanto, η(u(x, t)) = u−(x, t) = 0
c.s. para casi todo x ∈ Rd y t ∈ [0, T ]. Lo cual prueba el resultado.

4.3. Existencia de soluciones que explotan en norma Lp

Una vez probado que el tipo de ecuaciones a estudiar bajo ciertas condiciones tiene soluciones positivas,
ahora analizaremos un caso especial de éstas, de las cuales nos interesa examinar la posibilidad de explosión
de estas soluciones positivas en norma Lp. Así, es conveniente hacer la siguiente de�nición.

De�nición 4.3.1 Una solución ut explota en norma Lp en tiempo �nito, si existe una constante 0 < Tp <∞,
tal que

ĺım
t→T−p

E ‖ ut ‖p = ĺım
t→T−p

E

{∫
D
| u(x, t) |pdx

}1/p

=∞.

A Tp se le llama tiempo de explosión de ut.
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Considerando un caso especial de la ecuación (4.2.18), donde el término ∇u no aparece en σ, se obtiene la
ecuación de reacción-difusión

∂u
∂t = Au+ f(u, x, t) + σ(u, x, t)∂tW (x, t),

u(x, 0) = g(x), x ∈ D,

u(x, t)
∣∣∣
∂D

= h(x), t ∈ (0, T ).

(4.3.29)

Para examinar este caso, consideremos el problema de valores propios para la ecuación con operador A
autoadjunto y fuertemente elíptico, {

Av = −λv en D,
v = 0 en ∂D. (4.3.30)

Así, el problema de valores propios posee una sucesión {λk} de valores propios, cada uno con multiplicidad
�nita tal que

−∞ < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , y λk ↗∞, cuando k →∞.

Correspondiente a cada λk, existe ek función propia tal que {ek, k = 1, 2, . . .} forma una base ortonormal
completa de H = L2(D).
Además, debido a que A es un operador autoadjunto, se tiene que los valores propios son estrictamente

positivos. Renombramos la función propia e1 := φ(x), correspondiente al valor propio λ1, la cual no cambia
el signo en el dominio D; ver [6] p. 454.
Normalizamos la función φ de tal manera que

φ(x) ≥ 0,

∫
D
φ(x)dx = 1. (4.3.31)

Antes de presentar el resultado de explosión, es necesario imponer las siguientes condiciones en la función
no lineal f , la cual corresponde a la velocidad de reacción.

(N1) Existe una función continua F (c) y una constante c1 > 0 tal que F es positiva, convexa y estrictamente
creciente para c ≥ c1 y satisface

f(c, x, t) ≥ F (c),

para c ≥ c1, x ∈ D, y t ∈ [0,∞).

(N2) Existe una constante M1 > c1 tal que F (c) > λ1c para c ≥M1.

(N3) La condición inicial positiva satisface

(φ, u0) =

∫
D
φ(x)g(x)dx > M1.

(N4) Se cumple que ∫ ∞
M1

dc

F (c)− λ1c
<∞.

El siguiente teorema da condiciones para la existencia de soluciones positivas explosivas en norma Lp. Para
probarlo se supondrá que se satisfacen las condiciones (N1)-(N4).
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Teorema 4.3.2 Suponga que la ecuación (4.3.29) tiene una única solución local y que las condiciones (P1)-
(P3) se cumplen. Adicionalmente, se supondrá que las condiciones (N1)-(N4) se satisfacen. Entonces para
cada número real p ≥ 1, existe una constante Tp > 0, tal que

ĺım
t→T−p

E‖ut‖p = ĺım
t→T−p

E

{∫
D
|u(x, t)|pdx

}1/p

=∞, (4.3.32)

es decir, la solución explota en norma-Lp en tiempo �nito.

Demostración Bajo las condiciones (P1)-(P3) y por el Teorema 4.2.4, la ecuación (4.3.32) tiene una
única solución positiva. La prueba se hará por contradicción: se supondrá que las condiciones (N1)-(N4) se
cumplen, pero que (4.3.32) es falsa. Es decir, supondremos que existe una solución global y un número p ≥ 1
tal que

sup
0≤t≤T

E

{∫
D
|u(x, t)|pdx

}1/p

<∞, (4.3.33)

para cualquier T > 0.
Sea φ(x) función propia, tal como se describió en (4.3.31), y defínase

û(t) :=

∫
D
u(x, t)φ(x)dx ≥ 0. (4.3.34)

Debido a (4.3.31), φ es una función de densidad de probabilidad de una variable ξ en D, la cual es
independiente de Wt. Así, la integral anterior se puede interpretar como una esperanza

Eξ[u(ξ, t)] =

∫
Ω
u(ξ, t)dP =

∫
D
u(x, t)φ(x)dx = û(t)

donde la variable aleatoria ξ está de�nida en el espacio de probabilidad (Ω,F ,P), y la segunda igualdad es
debido al teorema cambio de variable.
Usando la linealidad del producto escalar y la forma integral de (4.2.21), se tiene lo siguiente:

(u(x, t), φ(x)) =

(
g(x) +

∫ t

0
Au(x, t)ds+

∫ t

0
f(u, x, s)ds+

∫ t

0
σ(u, x, s)dW (x, s), φ(x)

)
,

= (g(x), φ(x)) +

(∫ t

0
Au(x, t)ds, φ(x)

)
+

(∫ t

0
f(u, x, s)ds, φ(x)

)
+

(∫ t

0
σ(u, x, s)dW (x, s), φ(x)

)
,

o ∫
D
u(x, t)φ(x)dx =

∫
D
g(x)φ(x)dx+

∫ t

0

∫
D

[Au(x, t)]φ(x)dxds

+

∫ t

0

∫
D
f(u, x, s)φ(x)dxds+

∫ t

0

∫
D
σ(u, x, s)φ(x)dW (x, s)dx,

lo cual equivale a

û(t) = (g, φ) +

∫ t

0

∫
D

[Au(x, t)]φ(x)dxds

+

∫ t

0

∫
D
f(u, x, s)φ(x)dxds+

∫ t

0

∫
D
σ(u, x, s)φ(x)dW (x, s)dx. (4.3.35)
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Aplicando esperanza en la ecuación (4.3.35)

Eû(t) = (g, φ) + E

∫ t

0

∫
D

[Au(x, t)]φ(x)dxds+ E

∫ t

0

∫
D
f(u, x, s)φ(x)dxds+ E

∫ t

0

∫
D
σ(u, x, s)φ(x)dW (x, s)dx,

y como A es un operador autoadjunto, entones (Au, φ) = (u,Aφ) = −λ1(u, φ). Luego,

Eû(t) = (g, φ)− λ1E

∫ t

0

∫
D
u(x, s)φ(x)dxds+ E

∫ t

0

∫
D
f(u, x, s)φ(x)dxds,

y por Teorema de Fubini,

Eû(t) = (g, φ)− λ1

∫ t

0
E

∫
D
u(x, s)φ(x)dxds+

∫ t

0
E

∫
D
f(u, x, s)φ(x)dxds,

= (g, φ)− λ1

∫ t

0
Eû(s)ds+

∫ t

0
E

∫
D
f(u, x, s)φ(x)dxds.

Tomando µ(t) = Eû(t) y µ0 = (g, φ), lo anterior se puede reescribir como

µ(t) = µ0 − λ1

∫ t

0
µ(s)ds+

∫ t

0
E

∫
D
f(u, x, s)φ(x)dxds,

donde µ(·) y E

∫
D
f(u, x, ·)φ(x)dx son continuas debido a la continuidad de u(x, ·) y la hipótesis (P2).

Derivando con respecto a t, se obtiene
dµ(t)
dt = −λ1µ(t) + E

∫
D f(u, x, t)φ(x)dx,

µ(0) = µ0.
(4.3.36)

De la ecuación (4.3.36) y la condición (N1) se sigue que
dµ(t)
dt ≥ −λ1µ(t) + E

∫
D F (u(x, t))φ(x)dx,

µ(0) = µ0.
(4.3.37)

La condición (N1), y el hecho de que F (r) es convexa y además positiva para c > c1, implican que el segundo
término de la desigualdad (4.3.37) satisface

E

∫
D
F (u(x, t))φ(x)dx = E[EξF (u(ξ, t))].

Por la desigualdad de Jensen,

E

∫
D
F (u(x, t))φ(x)dx ≥ F (E[Eξu(ξ, t)]),

= F (Eû(t)),

= F (µ(t)). (4.3.38)
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Sustituyendo lo obtenido en (4.3.38) en la ecuación (4.3.37), y usando la condición (N3) se tiene
dµ(t)
dt ≥ −λ1µ(t) + F (µ(t)),

µ(0) = µ0.
(4.3.39)

Notando que µ0 = (φ, g) > M1, las condiciones (N3) y (N2) implican, junto con (4.3.39), que

F (µ(t))− λ1µ(t) > 0.

Entonces

dt

dµ(t)
≤ 1

F (µ(t))− λ1(µ(t))
,

por variables separables se tiene ∫ T

0
dt ≤

∫ T

0

dµ(t)

F (µ(t))− λ1(µ(t))
, T > 0,

haciendo un cambio de variable, tomando µ(t) = c se obtiene∫ T

0
dt ≤

∫ µ(T )

µ(0)

dc

F (c)− λ1(c)
.

Esto, junto con la condición (N3), produce

T ≤
∫ µ(T )

µ(0)

dc

F (c)− λ1(c)
≤
∫ ∞
M1

dc

F (c)− λ1(c)
.

De la condición (N4), se sigue que la última integral está acotada. Esto implica que la última desigualdad
no se cumple para T su�cientemente grande, lo cual es una contradicción. Así,

µ(t) = E

∫
D
u(x, t)φ(x)dx,

debe explotar al tiempo

Te ≤
∫ ∞
µ(0)

dc

F (c)− λ1(c)
.

Ya que φ es acotada y continua en D, aplicando la desigualdad de Hölder para p ≥ 1 resulta∫
D
u(x, t)φ(x)dx ≤

∫
D
|u(x, t)φ(x)|dx ≤

(∫
D
|u(x, t)|pdx

)1/p(∫
D
|φ(x)|qdx

)1/q

, (4.3.40)

con q = p(p− 1).
Aplicando esperanza se obtiene

µ(t) ≤ CpE
{∫
D
|u(x, t)|pdx

}1/p

,

donde Cp =

{∫
D
|φ(x)|qdx

}1/q

. Por lo tanto, la solución positiva explota en algún tiempo Tp ≤ Te en

norma-Lp, para cada p ≥ 1, lo cual prueba (4.3.32).
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A continuación se presenta otro resultado sobre explosión en norma Lp. En contraste con el teorema anterior,
en esta caso se imponen condiciones en el ruido multiplicativo. Consideremos las siguientes condiciones:

(S1) La función de covarianza r(x, y) es continua y positiva para x, y ∈ D, y cumple que∫
D

∫
D
r(x, y)v(x)v(y)dxdy ≥ r1

∫
D
v2(x)dx

para cualquier v ∈ H positivo y algún r1 > 0.

(S2) Existe una constante positiva c2, y existen funciones positivas y convexas σ0(c), G(c), que son estric-
tamente crecientes en [c2,∞) y cumplen

σ(c, x, t) ≥ σ0(c) y σ2
0 ≥ 2G(c2),

para todo x ∈ D, t ∈ [0,∞).

(S3) Existe una constante M2 > c2 tal que

r1G(c) > λ1c, para c > M2.

(S4) La condición inicial u0 satisface

(φ, u0) =

∫
D
φ(x)g(x)dx > M2.

(S5) Se cumple ∫ ∞
M2

dc

r1G(c)− λ1c
<∞.

Teorema 4.3.3 Supóngase que la ecuación (4.3.29) tiene una única solución local y que las condiciones
(P1)-(P3) se cumplen. Adicionalmente, se supondrá que las condiciones (S1)-(S5) se satisfacen. Entonces
para cada número real p ≥ 2, existe una constante 0 < Tp <∞, tal que

ĺım
t→T−p

E‖ut‖p = ĺım
t→T−p

E

{∫
D
|u(x, t)|pdx

}1/p

=∞, (4.3.41)

es decir, la solución explota en norma-Lp en tiempo �nito.

Demostración Bajo las condiciones (P1)-(P3) y por el Teorema 4.2.4, la ecuación (4.3.29) tiene una única
solución positiva. La prueba se hará por contradicción, suponiendo que las condiciones (S1)-(S5) se cumplen,
pero que (4.3.41) no se cumple. Es decir, supondremos que existe una solución global u y un número p ≥ 2,
tales que

E‖ut‖p <∞, para cualquier T > 0. (4.3.42)

Nuevamente trabajaremos con la función û(t), la cual se de�nió en el caso anterior. Luego, aplicando
fórmula de Itô a û2(t) y usando la expresión (4.3.35), se tiene

û2(t) = (g, φ)2 − 2λ1

∫ t

0
û2ds+ 2

∫ t

0

∫
D
û(s)f(u, x, s)φ(x)dxds+ 2

∫ t

0

∫
D
û(s)σ(u, x, s)φ(x)dW (x, s)dx

+

∫ t

0

∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, s)dxdyds,
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tomando esperanza,

Eû2(t) = E(g, φ)2 − 2Eλ1

∫ t

0
û2ds+ 2E

∫ t

0

∫
D
û(s)f(u, x, s)φ(x)dxds

+ E

∫ t

0

∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, s)dxdyds,

Eû2(t) = (g, φ)2 − 2Eλ1

∫ t

0
û2ds+ 2E

∫ t

0

∫
D
û(s)f(u, x, s)φ(x)dxds

+ E

∫ t

0

∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, s)dxdyds,

se sigue del teorema Fubini que

Eû2(t) = (g, φ)2 − 2λ1

∫ t

0
Eû2ds+ 2E

∫ t

0

∫
D
û(s)f(u, x, s)φ(x)dxds

+ E

∫ t

0

∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, s)dxdyds,

tomando η(t) = Eû2(t)

η(t) = (g, φ)2 − 2λ1

∫ t

0
η(s)ds+ 2E

∫ t

0

∫
D
û(s)f(u, x, s)φ(x)dxds

+ E

∫ t

0

∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, s)dxdyds.

Derivando con respecto a t, se obtiene

dη(t)

dt
= −2λ1η(t) + 2Eû(t)

∫
D
f(u, x, t)φ(x)dx+ E

∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, t)σ(u, y, t)dxdy, (4.3.43)

η(0) = η0 = (g, φ)2.

Tomando el último término en la expresión (4.3.43), sin considerar las esperanza, se obtiene por la condición
(S2) ∫

D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, t)σ(u, y, t)dxdy ≥

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ2

0(u)dx,

y debido a que φ ∈ H, por la condición (S1), se tiene∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, t)σ(u, y, t)dxdy = r1

∫
D
φ2(x)σ2

0(u)dx = r1

∫
D

[φ(x)σ0(u)]2dx,

aplicando desigualdad de Jensen,∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, t)σ(u, y, t)dxdy ≥ r1

(∫
D
φ(x)σ0(u)dx

)2

≥ r1σ
2
0(û(t)).
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Usando ahora la condición (S2), se obtiene∫
D

∫
D
r(x, y)φ(x)φ(y)σ(u, x, t)σ(u, y, t)dxdy ≥ 2r1G(û2(t)).

Con lo anterior y debido a que el segundo término de la ecuación (4.3.43) es positivo, se sigue que

dη(t)

dt
≥ −2λ1η(t) + 2r1E[G(û2(t))],

y aplicando desigualdad de Jensen en el segundo término,

dη(t)

dt
≥ −2λ1η(t) + 2r1G(η(t)). (4.3.44)

Así,

1

2

dη(t)

dt
≥ −λ1η(t) + r1G(η(t)). (4.3.45)

Notando que η0 = (φ, g) > M2, las condiciones (S4) y (S3) implican, junto con (4.3.45), que

r1G(η(t))− λ1η(t) > 0,

lo cual implica que

1

2

dt

dη(t)
≤ 1

−λ1η(t) + r1G(η(t))
,

e integrando con respecto a t, y aplicando variables separables se obtiene

1

2

∫ T

0
dt ≤

∫ T

0

dη(t)

−λ1η(t) + r1G(η(t))
.

Haciendo un cambio de variable c = η(t),

1

2
T ≤

∫ η(T )

η(0)

dc

−λ1c+ r1G(c)
.

Usando la condición (S5) y la desigualdad anterior se obtiene

1

2
T ≤

∫ η(T )

η(0)

dc

−2λ1c+ 2r1G(c)
≤
∫ ∞
M2

dc

r1G(c)− λ1c
,

donde la ultima integral es acotada por la condición (S3), lo cual es una contradicción ya que lo anterior no
se cumple para un T su�cientemente grande.
Se ha demostrado que η(t) = E(ut, φ)2 explota en algún tiempo �nito Te > 0.
Así, por la desigualdad de Hölder empleada en (4.3.40), y elevando al cuadrado(∫
D
u(x, t)φ(x)dx

)2

≤

[(∫
D
|u(x, t)|pdx

)1/p(∫
D
|φ(x)|qdx

)1/q
]2

=

(∫
D
|u(x, t)|pdx

)2/p(∫
D
|φ(x)|qdx

)2/q

,

aplicando esperanza se obtiene

η(t) ≤ C ′pE
{∫
D
|u(x, t)|pdx

}2/p

,

donde C
′
p =

(∫
D
|φ(x)|qdx

)2/q

. Se sigue que (4.3.41) se cumple para p ≥ 2.
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4.4. Ejemplos

A continuación presentamos dos ejemplos de ecuaciones diferenciales las cuales cumplen las condiciones
(P1)-(P3), además satisfacen las condiciones (N1)-(N4) y las condiciones (S1)-(S5) respectivamente. Con
ello, al aplicar los teoremas 4.3.3 y 4.3.2, obtendremos que las soluciones a estas ecuaciones diferenciales son
positivas y éstas explotan en tiempo �nito en norma Lp.

Ejemplo 4.4.1 Sea D = B(R) una bola de radio R en R3. Consideremos la ecuación

∂u
∂t = ∆u+ |u|1+α + γu∂tW (x, t),

u(x, 0) = a0e
−β|x|, x ∈ D,

u(x, t)
∣∣∣
∂D

= 0, t ∈ (0, T ).

(4.4.46)

donde W (x, t) es un campo aleatorio con función de covarianza r(x, y) = b0e
−ρ

∑3
i=1 xiyi para x, y ∈ R3,

donde a0, b0, α, β, ρ y γ son constantes estrictamente positivas.
La función f(u, x, t) = |u|1+α es continua en R × D × [0, T ], además f(c, x, t) ≥ 0 para c ≤ 0 y x ∈ D,

t ∈ [0, T ], además las condiciones iniciales y de frontera son positivas y continuas, de lo cual tenemos que se
cumplen las condiciones (P2) y (P3). Para veri�car la condición (P1) tenemos lo siguiente

1

2
r(x, x)σ(c, ξ, x, t)−

d∑
i,j=1

aij(x)ξiξj =
1

2
b0σ0e

−ρ|x|2(s2 + |ξ|2)− |ξ|2,

≤ σ0

(
1

2
b0σ0e

−ρ|x|2(s2 + |ξ|2)− |ξ|2
)
,

≤
(

1

2
b0σ

2
0 − 1

)
|ξ|2 +

1

2
b0σ

2
0s

2,

y si
1

2
b0σ

2
0 < 1, entonces se satisface la condición (P2). Luego, del Teorema (4.2.4) tenemos que la solución

u de la ecuación diferencial (4.4.46) es positiva.
Para explorar el caso de explosión resolvemos la ecuación,{

4v = −λv en D,
v = 0 en ∂D, (4.4.47)

y se obtiene que el valor propio más pequeño de 4 está dado por λ1 =
( π
R

)2
. Así, tendremos que la función

propia normalizada correspondiente a este valor propio es φ(x) =
1

4R2r
sin

πr

R
, con r = |x| ≤ R.

Sea F (s) = f(s) = |s|1+α con α > 0, así tendremos que la condición (N1) se cumple. Sea M ∈ R+, tal

que M > λ
1/α
1 =

( π
R

)2/α
. Entonces para s ≥M ,

F (s)− λ1s = s1+α > 0,

y para cualquier α > 0, la integral

∫ ∞
M

ds

s1+α − λ1s
es convergente. Así, las condiciones (N2) y (N4) se

cumplen. Para que la condición (N3) se cumpla requerimos que la siguiente desigualdad se cumpla

a0

R

∫ R

0
re−βr sin

πr

R
dr >

( π
R

) 2−α
α
, (4.4.48)
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donde la integral tiene una expresión cerrada. Ahora, bien si la desigualdad (4.4.48) se cumpple, entonces
por el teorema 4.3.2, la solución de la ecuacion (4.4.46) explota en tiempo �nito en norma Lp, para p ≥ 1.

Ejemplo 4.4.2 Sea D = B(R) una bola de radio R en R3, consideremos la siguiente ecuación diferencial

∂u
∂t = ∆u+ κu2 + γu1+α∂tW (x, t),

u(x, 0) = a0e
−β|x|, x ∈ D,

u(x, t)
∣∣∣
∂D

= 0, t ∈ (0, T ).

(4.4.49)

donde a0, b0, β, ρ, κ y γ son constantes estrictamente positivas, W (x, t) es un campo aleatorio con función

de covarianza r(x, y) = b0e
−ρ

∑3
i=1 xiyi para x, y ∈ R3.

Primero veri�caremos que se cumplen las condiciones (P1)-(P3): tenemos que la función f(u, x, t) = κu2

es continua en R×D × [0, T ], además f(c, x, t) ≥ 0 para c ≤ 0 y x ∈ D, t ∈ [0, T ], así la condición (P2) se
cumple y del ejemplo anterior tenemos que las condiciomes (P1) y (P3) también se satisfacen.
Tenemos además

r(x, y) ≥ r1 = b0e
−ρR2

, ∀x, y ∈ B(R),

entonces ∫
D

∫
D
r(x, y)v(x)v(y)dxdy ≥ r1

[∫
D
v(x)dx

]2

,

y con ello la condición (S1) se cumple. Como σ(r, x, t) = σ0(r) = γ(r)1+α y G(r) = γ2(r)1+α son convexas
para r > 0, donde 2G(r2) = σ2

0(r) = γ2(r2)1+α, tenemos entonces que la condición (S2) se cumple. Para la
condición (S3) requerimos que la desigualdad

1

2
r1γ

2r1+α − λ1r > 0,

se cumpla para r > M2 =

(
4λ1

q1γ2

)1/α

, donde λ1 corresponde al valor propio más pequeño que es solución de

la ecuación (4.4.47). Para la condicón (S4), necesitamos que la siguiente desigualdad se cumpla

a0

R

∫ R

0
re−βr sin

πr

R
dr >

(
4π2

b0γ2R2

)1/α

e−ρR
2/α.

Para α > 0, la integral

∫ ∞
M2

dr

γ2r1+α − λ1r
es convergente, por lo que la condición (S5) se cumple.

Ahora, aplicando el teorema 4.3.3 la solución de la ecuación diferencial (4.4.49) explota en tiempo �nito
en norma Lp, para p ≥ 2.



Comentarios �nales

Al inicio del trabajo se realizó un estudio de teoría de semigrupos fuertemente continuos, donde se probó
que un semigrupo está determinado por su generador, además se dieron herramientas para caracterizar
operadores que generan semigrupos de contracción, tales como el Teorema de Hille-Yosida y el Teorema de
Lummer-Philips. También, se probó que dado un operador que genera a un C0 semigrupo añadiendole una
perturbación, este semigrupo con la perturbación genera un semigrupo fuertemente continuo.

Durante el desarrollo del trabajo se mostraron condiciones para obtener soluciones al problema de valores
iniciales, presentando para ello resultados para el caso determinista, para después extender las ideas al caso
estocástico. En el caso determinista se hace notar la importancia del estudio de semigrupos fuertemente
continuos, ya que es en este caso el problema de valores iniciales está bien puesto si el operador asociado a
éste genera un C0 semigrupo. Además se presentan tipos de soluciones, tales como clásica, mild y fuerte, y
se dan condiciones para tener esta tipo de soluciones. Se hace notar que el problema de Cauchy lineal no
homegéneo puede no tener solución clásica, pero bastara con que f sea integrable para que la solución sea
mild. Para el estudio del problema de Cauchy no lineal, la pieza fundamental para la prueba de resultados
de existencia de soluciones locales y globales es el Teorema de Banach-Picard.

A partir de eso, se de�nieron algunos operadores que emergen en el estudio de ecuaciones estocásticas
semilineales, de igual manera se introdujeron herramientas para de�nir una clase de ecuaciones semilineales
estocásticas como lo son: campos aleatorios, integral estocástica, procesos predecibles, operadores nucleares, y
otros más. En el estudio de campos aleatorios de Winer se resalta el supuesto de que la función de covarianza
está acotada, ya que el espacio en el que se trabaja es L2(D).

En el apartado de ecuaciones de reacción-difusión se dan dos conjuntos de condiciones bajo los cuales estas
ecuaciones tendrán soluciones locales, resulta además que estos dos conjunto son equivalentes.

Finalmente, en el estudio de condiciones su�cientes para la positividad casi segura de soluciones de una
cierta clase de ecuaciones de reacción-difución del tipo de Itô en dimensión in�nita, se mostraron que algunas
de estas condiciones son del tipo Lipschitz para las funciones f y σ, y de coercitividad del operador, entre
otras.

Posteriormente, se mostraron dos conjuntos de condiciones su�cientes para que las soluciones positivas de
estas ecuaciones exploten en norma Lp en tiempo �nito, donde el primer conjunto de condiciones son sobre
el término no lineal, mientras que en el segundo conjunto conciernen al ruido multiplicativo. Así estos dos
componentes son de relevancia en la búsqueda de soluciones que explotan en norma Lp.
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Apéndice A

Espectro de un operador compacto

De�nición A.0.3 Sean V,W espacios de Banach, B(V,W ) := {S : V → W,S es lineal y continua}. T ∈
B(V,W ) es compacto si para todo F ⊂ V acotado, T (F ) es compacto.

Equivalentemente, T : V →W es compacto si para toda sucesión {xn} ⊂ V acotada, {Txn} ⊂W posee una
subsucesión convergente.

Propiedades A.0.4 Sea K(V,W ) = {T ∈ B(V,W ) : T es compacto}.
a) K(V,W ) es subespacio lineal cerrado de B(V,W ).

b) Si T ∈ B(V,W ) y dim(Rango(T )) <∞, entonces T es compacto.

De�nición A.0.5 Sea H espacio de Hilbert y T : H → H lineal y acotada.

a) σp(T ) := {λ ∈ C : λI − T no es uno a uno} se llama espectro puntual de T . Los elementos de σp(T )
se llaman valores propios de T , y cada x ∈ H tal que x 6= 0 y (µI − T )x = 0 para algún µ ∈ σp(T ) es
un vector propio de T asociado al valor propio µ.

b) σc(T ) := {λ ∈ C : λI − T es uno a uno y (λI − T )(H) es denso en H pero (λI − T )(H)  H} es
el espectro continuo de T .

c) σr(T ) := {λ ∈ C : λI − T es uno a uno pero (λI − T )(H) no es denso} es el espectro residual de T .

σ(T ) := σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ) es el espectro de T .

De�nición A.0.6 Sea T ∈ B(H). T es normal si TT ∗ = T ∗T .

En particular, si T es autoadjunto T = T ∗ y T es normal.

Teorema A.0.7 Sea H espacio de Hilbert y T : H → H normal y compacto. Entonces

a) σ(T ) es contable y no tiene puntos de acumulación, excepto probablemente µ = 0.

b) Si 0 6= µ ∈ σ(T ), entonces µ es un valor propio y el número de vectores propios asociados a µ y linealmente
independientes es �nito.

c) H posee una base ortonormal constituida por vectores propios de T . Si B es tal base, para todo x ∈ H,
se cumple

x =
∑
y∈B

(x, y)y,

y para todo x ∈ H, todos excepto un conjunto contable de coe�cientes (x, y) son cero.

Demostración Ver [7], p. 904.

77



Apéndice B

Teorema del mapeo espectral

Sea {T (t), t ≥ 0} un C0 semigrupo en un espacio de Banach X, y sea A su generador in�nitesimal. En
esta sección se presentan resultados acerca de las relaciones que existen entre el espectro del operador A, y
el espectro de cada uno de los operadores T (t), para t ≥ 0.

Lema B.0.8 Sea {T (t), t ≥ 0} un C0 semigrupo y sea A su generador in�nitesimal. Si

Bλ(t)x =

∫ t

0
e−λ(t−s)T (s)xds,

entonces
(λI −A)Bλ(t)x = eλtx− T (t)x, para cada x ∈ X,

y
Bλ(t)(λI −A)x = eλtx− T (t)x, para cada x ∈ D(A).

Teorema B.0.9 Sea {T (t), t ≥ 0} C0 semigrupo y sea A su generador. Entonces

σ(T (t)) ⊃ etσ(A), para t ≥ 0.

Del apéndice anterior, sabemos que el espectro de un operador A está compuesto por: el espectro puntual
σp(A), el espectro continuo σc(A) y el espectro residual σr(A). Los resultados mostrados a continuación se
re�eren a estos conceptos.

Teorema B.0.10 Sea {T (t), t ≥ 0} C0 semigrupo y sea A su generador. Entonces

etσp(A) ⊂ σp(T (t)) ⊂ etσp(A) ∪ {0}.

Mas precisamente, si λ ∈ σp(A), entonces eλt ∈ σp(T (t)) y si eλt ∈ σp(T (t)) existe una constante k con
k ∈ Z tal que λk = λ+ 2πik/t ∈ σp(A).

Teorema B.0.11 Sea {T (t), t ≥ 0} C0 semigrupo y sea A su generador. Entonces,

( i) Si λ ∈ σr(A) y ninguno de los λn = λ+ 2πin/t, con n ∈ Z está en σp(A), entonces eλt ∈ σr(T (t)).

(ii) Si eλt ∈ σr(T (t)), entonces ninguno de los λn = λ + 2πin/t, con n ∈ Z está en σp(A) y existe una
constante k, con k ∈ Z tal que λk ∈ σr(A).

El contenido de este apartado puede consultarse en [21] pp. 44-48.
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