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Introducción

Este trabajo de tesis es sobre el análisis y la solución numérica de
ecuaciones diferenciales parciales que modelan fenómenos de advección-
difusión, de particular interés son los problemas con advección dominante.
En este caso se tienen soluciones con gradientes altos que los esquemas
numéricos clásicos no reproducen adecuadamente. Un número asociado a
la malla que caracteriza la complejidad de aproximación es el número de
Péclet, si el número de Péclet es grande la solución discreta no corresponde
con la física del fenómeno y puede presentar oscilaciones. Este problema
se puede corregir con un re�namiento de la malla, dividiendo el dominio
en elementos de menor tamaño hasta lograr reducir el número de Péclet.
Desafortunadamente, esto tiene como consecuencia un incremento en el
costo computacional debido al aumento en las dimensiones de los sistemas
de ecuaciones lineales que tienen que resolverse. Una alternativa son los
métodos de estabilización, que mejoran la calidad de la solución sin tener
la necesidad de cambiar la malla. Entre estos métodos se pueden mencionar
Difusión Arti�cial, Contracorriente (SUPG) (Streamline-Upwind Petrov
Galerkin), Galerkin�Mínimos cuadrados (GLS) (Galerkin/Least-squares) y
el Método de Subescalas (SGS) (Subgrid Scale). En todos los métodos
anteriores la elección apropiada del parámetro de estabilización es de gran
importancia. De nuestro conocimiento, la mayoría de los procedimientos de
elección están basados en métodos heurísticos.

Un método de estabilización reciente es el de Cálculo de Incrementos
Finitos (FIC) (Finite Increment Calculus) que está basado en un concepto
de balance de �ujo sobre dominios in�nitesimales. Nuestro trabajo es una
extensión y complemento del método, desarrollamos un análisis del método
y proponemos un esquema de elección de parámetro de estabilización. El
método ha sido aplicado de manera exitosa en mecánica de �uidos asi como
problemas elásticos, una revisión panorámica del método y su potencial, se
presenta en [Oñate 3].
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Introducción

En general el problema con valores a la frontera asociado a la ecuación
estabilizada obtenida por este método FIC es mal planteado en el sentido
clásico. Dado que la aplicación natural del método es con Elemento Finito,
se demuestra la existencia y unicidad de la solución en espacios de dimensión
�nita a partir de la formulación Galerkin-MEF y se proporciona una
estimación del error. Tambien se propone una elección del parámetro
de estabilización por elemento. En particular, esta elección da lugar a
una caracterización del valor critico del parámetro de estabilización como
parámetro óptimo en una dimensión. Ilustramos la bondad del método en
algunos problemas bidimensionales de la literatura. Además se propone una
variación del FIC en donde el parámetro de estabilización es lineal por
elemento. El problema de aproximación de ecuaciones de advección-difusión
con advección dominante es de gran interés actual, otros enfoques se pueden
consultar en [Farhat] y [Turner].

El contenido del trabajo es como sigue.

En el primer capítulo se presentan los resultados básicos del análisis
funcional en el contexto de ecuaciones diferenciales parciales. Algunas
referencias básicas son [Adams], [Gilbarg] y [Krizek]. En el capítulo también
se presenta la formulación clásica y variacional del problema con valores en
la frontera de la ecuación de advección-difusión así como la prueba de la
existencia y unicidad de la solución de la formulación débil de la ecuación
de advección-difusión, en donde se usa la desigualdad de Friedrichs que es
una generalización de la desigualdad clásica de Poincare y el Teorema de Lax
Milgram. Mayores detalles se encuentran en [Ciarlet], [Knaber] y [Morton].

En el segundo capítulo se describe el método de Cálculo de Incrementos
Finitos (FIC) que se basa en la solución estándar del MEF-Galerkin de las
ecuaciones diferenciales de gobierno modi�cadas expresando el equilibrio de
�ujos en un dominio in�nitesimal. Además se prueba la existencia y unicidad
de la solución de la formulación débil del FIC en espacios de dimensión
�nita utilizando funciones prueba que son polinomios de grado k en cada
elemento. Por otro lado se prueba la existencia y unicidad de la solución de
una variación del FIC que consiste en considerar que el parámetro es una
función lineal vectorial sobre cada elemento y se utilizan funciones prueba
lineales. Se prueban además los teoremas de estimación del error para estas
formulaciones.
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Introducción

En el tercer capítulo se presenta una propuesta para la elección del
parámetro de estabilización para el método de FIC en espacios de dimensión
�nita para el caso unidimensional y para el caso bidimensional se describe
el proceso para obtener el parámetro de estabilización mediante un proceso
de suavización. Al �nal de cada sección se presentan diversos ejemplos.

Se incluye un breve capítulo sobre conclusiones y trabajo futuro.
Concluimos el trabajo con una descripción del método de elemento �nito
y la implantación computacional.
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Capítulo 1

Formulación Débil del
Problema de
Advección-Difusión

En este capítulo, se presentan algunos resultados básicos del Análisis
Funcional para referencia futura. En particular, se presenta la demostración
del teorema de existencia y unicidad de la solución débil de un problema
con valores en la frontera de la ecuación de advección-difusión, la prueba
o consecuencia del Lema de Lax-Milgram y la desigualdad generalizada
de Poincaré. Incluimos una demostración de esta desigualdad pues no es
fácil de encontrar en la literatura y la aplicación en nuestro trabajo será
fundamental.

1.1. Preliminares del Análisis Funcional

1.1.1. Lema de Lax-Milgram

Un espacio de Banach X es un espacio normado completo, es decir,
para cada sucesión de Cauchy fxjg1j=1 � X existe un elemento x 2 X tal
que

kxj � xkX ! 0 cuando j !1:

Sean X y Y espacios de Banach. Un operador lineal T : X ! Y es
continuo (acotado) si existe una constante C > 0 tal que

kTxkY � C kxkX ; 8x 2 X:

1



1.1. Preliminares del Análisis Funcional

Una consecuencia directa del teorema del mapeo abierto es el siguiente
teorema.

Teorema 1 Si X y Y son espacios de Banach y T es un operador lineal
continuo uno a uno de X sobre Y; entonces su inverso T�1 es un operador
lineal y continuo.

Sea V un espacio vectorial . Un producto escalar en V �V es una función
compleja denotada por (�; �)V ; la cual satisface las siguientes condiciones:

(v + y; w)V = (v; w)V + (y; w)V

(�v;w)V = �(v; w)V

(v; w)V = (w; v)V

(v; v)V � 0 y (v; v)V 6= 0 si v 6= 0

para cualesquiera v; w 2 V y cualquier escalar �: Si V es un espacio real
entonces (�; �)V es una función real.

La norma inducida por (�; �)V es

kvkV =
p
(v; v)V ; v 2 V;

Se tiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz

j(v; w)V j � kvkV kwkV 8v; w 2 V:

Mas aún

kvkV = sup
w 6=0

j(v; w)V j
kwkV

:

Un operador lineal cuyos valores son escalares se llama forma lineal (o
funcional lineal). Un espacio de Banach con norma inducida por un producto
escalar se llama un espacio de Hilbert.
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1.1. Preliminares del Análisis Funcional

Teorema 2 (Riesz) Sea H un espacio de Hilbert. Entonces para cualquier
funcional lineal continuo F de�nido en H existe exactamente un elemento
u 2 H tal que

F (v) = (v; u)H ; 8v 2 H:

Un mapeo escalar a(�; �) de�nido sobre V � V; donde V es un espacio
vectorial, es una forma sequilineal si para cualquier v 2 V �jo los mapeos
a(�; v) y a(v; �) son lineales. Mas aún, si a(�; �) toma valores reales entonces
a(�; �) se llama forma bilineal.

Una forma sesquilineal a(�; �) es continua si existe una constante C1 > 0
tal que

ja(v; w)j � C1 kvkV kwkV , 8v; w 2 V:

Una forma sesquilineal a(�; �) es coercitiva si existe una constante C2 > 0
tal que

ja(v; v)j � C2 kvk2V ; 8v 2 V:

Lema 3 (Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert y sea a(�; �) una forma
sesquilineal continua y coercitiva. Entonces para cualquier forma lineal
continua F de�nida sobre H existe un único elemento u 2 H tal que

a(v; u) = F (v); 8v 2 H:

Prueba.
Ver Teorema 5.8 en [Gilbarg]

De este lema, se sigue que
p
ja(�; �)j es una norma en H equivalente a

la norma k�kH :

1.1.2. Espacios Lp (
) y Ck
�


�

Sea Rd el espacio Euclidiano equipado con la norma

kxk =

0@ dX
j=1

x2j

1A 1
2

; x = (x1; x2; :::; xd)
T 2 Rd:

3



1.1. Preliminares del Análisis Funcional

El espacio de Lebesgue de funciones de valores reales ó complejos
de�nidas sobre un conjunto abierto 
 � Rd; las cuales son integrables con
la potencia p 2 [1;1); se denota por Lp (
) y está equipado con la norma

kvk0;p;
 =
�Z



jvjp
� 1

p

; v 2 Lp (
) :

Cuando p = 2 , se escribe de forma abreviada k�k0;
 = k�k0;2;
 y se
de�ne el producto escalar como

(v; w)0;
 =

Z


vwdx:

La desigualdad de Hölder����Z


vwdx

���� � kvk0;p;
 kwk0;q;
 ; v 2 Lp (
) y w 2 Lq (
)
se cumple para p; q 2 (1;1) que satisfacen la igualdad 1

p +
1
q = 1:

El espacio de Lebesgue de funciones esencialmente acotadas sobre 
 se
denota por L1 (
) y está equipado con la norma

kvk0;1;
 = ess sup
x2


jv(x)j =��nf fM � 0 : medida(fx 2 
 : jf(xj > M)g) = 0g

Para cualquier p; q 2 [1;1); p � q y 
 un espacio de medida positiva
�nita se tiene que

Lq (
) � Lp (
)

y existe una constante C > 0 tal que

kvk0;p;
 � C kvk0;q;
 ; 8v 2 L
q (
) :

Por �
 se denotará la cerradura de 
 y por @
 la frontera de 
: Un
dominio 
 es un conjunto abierto y conexo en Rd:

Si 
 es un dominio acotado entonces el espacio de funciones continuas
sobre �
 se denota por C

�
�

�
y está equipado con la norma

kvkC(�
) = m�axx2�

jv(x)j :

Es claro que

4



1.1. Preliminares del Análisis Funcional

kvkC(�
) = kvk0;1;
 ; 8v 2 C
�
�

�
:

El espacio de funciones cuyas derivadas clásicas de orden k pertenecen
a C

�
�

�
se denota por Ck

�
�

�
: El conjunto

C1
�
�

�
= \1k=1Ck

�
�

�

es el espacio de funciones in�nitamente diferenciables sobre �
:
Por C10 (
) se denota al espacio de funciones in�nitamente diferencia-

bles con soporte compacto en 
; donde

soporte v = fx 2 
 : v(x) 6= 0g:

1.1.3. Espacios de Sobolev Hk (
) y W k
p (
)

Este párrafo sigue la presentación de [Adams], una referencia clásica para
Espacios de Sobolev. Algunos conceptos están basados en [Krizek].

De�nición 4 Un conjunto acotado 
 � Rd tiene frontera Lipschitz
continua si para cualquier z 2 @
 existe una vecindad U = U(z) tal que el
conjunto U\
 puede ser expresado, en algún sistema coordenado Cartesiano
(x1; :::; xd), por la desigualdad xd < F (x1; :::; xd�1); donde F es una función
Lipschitz continua.

Se denota por L el conjunto de todos los dominios acotados en Rd con
frontera Lipschitz continua.

Figura 1. Ejemplos de dominios cuyas fronteras no
son Lipschitz continua.
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1.1. Preliminares del Análisis Funcional

La �gura 1 muestra algunos dominios cuyas fronteras no son Lipschitz
continua. Los puntos negros en la frontera indican donde la continuidad
Lipschitz no es válida.

Suponer que 
 2 L no es tan restrictivo para aplicaciones sobre
dominios acotados. Mas aún, si 
 2 L entonces la normal exterior que
apunta hacia afuera existe casi en todas partes sobre @
.

Sea 
 2 L. Para cualquier v 2 C1
�
�

�
y multi-índice m = (m1; :::;md)

se de�ne la m-ésima derivada clásica como

Dmv =
@jmjv

@xm1
1 :::@xmd

d

;

donde m1; :::;md son enteros no negativos y jmj = m1 + :::+md:

Una función v 2 L2 (
) tiene m-ésima derivada generalizada de orden
m en L2 (
) ; si existe una función z 2 L2 (
) tal queZ



zwdx = (�1)jmj

Z


vDmwdx; 8w 2 C10 (
) :

Entonces la función z se llama m-ésima derivada generalizada de v y
expresamos Dmv = z: Se puede demostrar que Dmv está bien de�nida.

Para k = 0; 1; :::; los espacios de Sobolev Hk (
) se de�nen como

Hk (
) =
�
v 2 L2 (
) : Dmv 2 L2 (
) ; jmj � k

	
:

Se puede demostrar que Hk (
) ; equipado con el producto escalar

(v; w)k;
 =
X
jmj�k

Z


Dmv(Dmw)dx; v; w 2 Hk (
)

es un espacio de Hilbert. La norma inducida es

kvkk;
 =

0@ X
jmj�k

Z


jDmvj2 dx

1A 1
2

; v 2 Hk (
)

y en Hk (
) también consideramos la seminorma

jvjk;
 =

0@ X
jmj=k

Z


jDmvj2 dx

1A 1
2

; v 2 Hk (
) :

6



1.1. Preliminares del Análisis Funcional

El subíndice 
 se omite frecuentemente, es decir,

(�; �)k = (�; �)k;
;; k�kk = k�kk;
 ; j�jk = j�jk;
 :

En particular, se tiene

kvk21 = kvk
2
0 + krvk

2
0 :

Es claro que

kvkk�1 � kvkk ; 8v 2 Hk (
) ; k = 1; 2; :::

y

L2 (
) = H0 (
) � H1 (
) � H2 (
) :::

Observe que cada derivada clásica es también derivada generalizada, así
se tiene que

Ck
�
�

�
� Hk (
) ; k = 0; 1; :::

De�nición 5 Un conjunto � � @
 es un abierto (relativo) en @
 si para
cualquier x 2 � existe una bola abierta B � Rd que contiene a x tal que
B \ @
 � �:

El espacio de Lebesgue de funciones cuadrado integrables sobre un
conjunto abierto � � @
 se denota por L2(�) y está equipado con la norma
estándar

kvk0;� =
�Z

�
jvj2 ds

� 1
2

; v 2 L2(�);

donde ds indica el elemento de área de dimensión d� 1 en �.

Teorema 6 (Traza) Sea 
 2 L: Entonces existe un único operador lineal
continuo  : H1 (
)! L2 (@
) tal que

v = vj@
 8v 2 C1
�
�

�
:

Prueba.
Ver Teorema 1 de la sección 5.5 en [Evans].
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1.1. Preliminares del Análisis Funcional

La función v para v 2 H1 (
) se llama la traza de v, y se denota por
simplicidad, por vj@
 : El teorema, de hecho, indica que existe una constante
C > 0 tal que

kvk0;@
 � C kvk1;
 ; 8v 2 H
1 (
) :

El teorema de traza permite de�nir el espacio

H1
0 (
) =

�
v 2 H1 (
) : vj@
 = 0

	
:

Observe que los espacios H1
0 (
) y H

1 (
) resultan ser la completación
de C10 (
) y C

1 ��
� ; respectivamente, bajo la norma k�k1;
 ; es decir,
H1
0 (
) = C

1
0 (
); H1 (
) = C1

�
�

�
:

Se denota por H
1
2 (@
) al espacio de trazas de todas las funciones de

H1 (
) : Entonces se tiene la siguiente relación de densidad

L2 (@
) = H
1
2 (@
);

donde la cerradura se toma bajo la norma k�k0;@
 :

Teorema 7 (Rellich) Sea 
 2 L: Entonces el mapeo identidad de H1 (
) a
L2 (
) es compacto (es decir, cualquier sucesión acotada en H1 (
) contiene
una subsucesión convergente en L2 (
)).
Prueba.

Ver Teorema 4.12 en [Adams].

Teorema 8 (Integración por partes). Sea 
 2 L. Entonces para cada
i 2 f1; :::; dgZ



w@ivdx +

Z


v@iwdx =

Z
@

nivwds; 8v; w 2 H1 (
) ;

donde ni son las componentes de la normal exterior unitaria a @
 y
@iv =

@v
@xi
:

8



1.1. Preliminares del Análisis Funcional

1.1.4. Desigualdad generalizada de Poincaré

Teorema 9 (Desigualdad generalizada de Poincaré) Sea 
 2 L y sea ! 6= ;
un abierto en 
 o bien en @
0; donde 
0 � 
; 
0 2 L: Entonces existe una
constante C > 0 tal que

kvk1 � C
 
jvj21+

����Z
!
vd!

����2
! 1

2

, 8v 2 H1(
); (1.1)

donde d! es dx o bien ds:

Prueba.
Supongamos que la desigualdad (1.1) no es cierta. Entonces existe una

sucesión fvjg1j=1 � H1(
) tal que

kvjk1 > j
 
jvj j21+

����Z
!
vjd!

����2
! 1

2

: (1.2)

Se puede suponer que los términos vj son elegidos tal que

kvjk1 = 1; j = 1; 2; ::: (1.3)

Por el teorema de Rellich el encaje H1(
) � L2 (
) es compacto. De
aquí, existe z 2 L2 (
) y una subsucesión de fvjg ; que se denotará también
por fvjg ; tal que

kvj � zk0 ! 0 cuando j !1: (1.4)

De acuerdo a (1.2) y (1.3) se tiene que

jvj j1 ! 0 cuando j !1 (1.5)

y así, por (1.4) y (1.5), fvjg es una sucesión de Cauchy en H1(
); y otra
vez por (1.4)

kvj � zk1 ! 0 cuando j !1: (1.6)

De aquí y de (1.5) se tiene que jzj1 = 0; es decir, z es una función
constante casi en todas partes en 
: Denotemos por medida ! la medida
d ó (d � 1)-dimensional de ! � 
 ó ! � @
0: Usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz en L2 (!) y (1.6) se obtiene que

9
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����Z
!
(vj � z) d!

���� �
�
medida !

Z
!
jvj � zj2 d!

� 1
2

(1.7)

� C kvj � zk1 ! 0 cuando j !1:

Donde la segunda desigualdad se sigue de

kvk0;! � kvk0;
 � kvk1;
 ; 8v 2 H
1(
)

si ! es un conjunto abierto en 
; o de

kvk0;! � kvk0;@
0 � C kvk1;
0 � C kvk1;
 ; 8v 2 H
1(
)

si ! es un conjunto abierto en @
0: Mas aún, de (1.2)Z
!
vjd! ! 0 cuando j !1: (1.8)

Así, la función constante z es cero por (1.7) y (1.8). Esto contradice
(1.3) y (1.6)

Supongamos que las hipótesis del Teorema de la Desigualdad de Poincaré
se cumplen. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que����Z

!
vd!

����2 � medida (!)Z
!
jvj2 d!; 8v 2 H1(
)

y por (1.1)

kvk1 � C
�
jvj21+ kvk

2
0;!

� 1
2
; 8v 2 H1(
): (1.9)

Esta desigualdad se llama desigualdad de Friedrichs cuando ! � @
:
En particular,

kvk1 � C jvj1 ; 8v 2 H1
0 (
):

Cuando ! = @
 y v 2 H1
0 (
) se tiene la desigualdad de Poincaré

clásica.

Se de�ne el espacio de Sobolev W k
p (
) como el espacio de funciones

cuyas derivadas generalizadas de orden superior k 2 f0; 1; :::g pertenecen a
Lp(
); p 2 [1;1] : Para p <1 está equipado con la norma

10



1.2. Problema de Advección-Difusión

kvkk;p;
 =

0@ X
jmj�k

Z


jDmvjp dx

1A 1
p

; v 2W k
p (
)

y consideraremos la seminorma

jvjk;p;
 =

0@ X
jmj=k

Z


jDmvjp dx

1A 1
p

; v 2W k
p (
) :

Para p =1

kvkk;1;
 = m�ax
jmj�k

kDmvk0;1;
 ; jvjk;1;
 = m�ax
jmj=k

kDmvk0;1;
 :

El subíndice 
 se omite frecuentemente, es decir,

k�kk;p = k�kk;p;
 ; j�jk;p = j�jk;p;
 :

El espacio de SobolevW k
p (
) es la completación de C

1 (
) en la norma
k�kk;p : y en particular, cuando 
 2 L entonces W k

p (
) es la completación
de C1

�
�

�
: Los espacios de Sobolev son espacios de Banach y para p = 2

son espacios de Hilbert, de hecho,

Hk (
) =W k
2 (
) :

El teorema de encaje de Sobolev para p 2 [1;1] y k 2 f1; 2; :::g toma
la forma

W k
p (
) � C

�
�

�
si pk > d:

Observe que la condición pk > d no es necesaria pero sí su�ciente. Por
ejemplo, se tiene W 2

1 (
) � C
�
�

�
para d = 2, en este caso, la condición

pk > d no se satisface.

1.2. Problema de Advección-Difusión

Considere ahora el siguiente problema con valores en la frontera:

Encontrar � 2 C2
�
�

�
tal que

�r � (Dr�) + u � r� = Q en 
 (1.10)

11



1.2. Problema de Advección-Difusión

con condiciones de frontera

�� �� = 0 en �D (1.11)

n � (Dr�)� �q = 0 en �N (1.12)

donde 
 2 L; D = D(x) es una matriz simétrica, uniformemente positiva
de�nida sobre �
 (es decir, existe una constante C > 0 tal que yTD(x)y �
C kyk2 ; 8y 2 Rd y 8x 2 �
), u es el vector velocidad, Q 2 C

�
�

�
es el

término fuente, �� 2 C2
�
�

�
, �q 2 C

�
��N
�
y �D; �N son conjuntos abiertos

relativos con respecto a @
 y forman una partición de @
; donde �D es no
vacío.

Las condiciones (1.11) y (1.12) se llaman condiciones de frontera de
Dirichlet y Neumann respectivamente. Una función � 2 C2

�
�

�
que satisface

(1.10), (1.11) y (1.12) se llama solución clásica del problema.

Consideremos el espacio de funciones prueba:

V =
n
v 2 H1 (
) : vj�D = 0

o
: (1.13)

Multiplicando la ecuación (1.10) por una función prueba arbitraria
v 2 V e integrando sobre 
, se obtieneZ



v (�r � (Dr�) + u � r�) dx =

Z


Qvdx:

Integrando por partes

Z


(rv) (Dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx =

Z


Qvdx+

Z
@

vn � (Dr�) ds:

Como v = 0 sobre �D y por la condición de Neumann (1.12) se tieneZ


(rv) (Dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx =

Z


Qvdx+

Z
�N

v�qds:

De�nimos la forma bilineal

a0(�; v) =

Z


(rv) (Dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx; v; � 2 H1 (
)

y el funcional

12



1.2. Problema de Advección-Difusión

l0(v) =

Z


Qvdx+

Z
�N

v�qds; v 2 V:

Sea D(x) = (dij(x)) y u = (ui):Se considera que di;j ; ui 2 L1;
Q 2 L2 (
) ; �q 2 C

�
��N
�
y �� 2 H1 (
) para que las integrales estén bien

de�nidas.

Así, la formulación débil del problema (1.10)-(1.11)-(1.12) es:

Encontrar � 2 H1 (
) tal que �� �� 2 V y

a0(�; v) = l0(v); 8v 2 V: (1.14)

Supondremos que la matriz D es igual a una función escalar d(x) = d >
0 que multiplica a la matriz identidad, n � (Dr�) en la condición de frontera
(1.12) se reemplaza por la derivada normal @��n y que �q = 0: Entonces

a(�; v) =

Z


(rv) � (dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx; v; � 2 H1 (
) (1.15)

y

l(v) =

Z


Qvdx: (1.16)

Por lo tanto, se considerará la formulación débil:

Encontrar � 2 H1 (
) tal que �� �� 2 V y

a(�; v) = l(v); 8v 2 V; (1.17)

donde a y l están de�nidos por (1.15) y (1.16) respectivamente.

Teorema 10 Suponga que d; r � u 2 L1(
); u � n � 0 sobre �N y sobre

 se tiene que r � u � 0 y d � d0 > 0; para alguna constante d0: Entonces
dadas �� 2 L2 (@
) y Q 2 L2 (
) existe una única solución � 2 H1 (
) tal
que

a(�; v) = l(v); 8v 2 V:

Prueba.
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1.2. Problema de Advección-Difusión

El problema de encontrar un único � 2 H1 (
) tal que �� �� 2 V y se
cumpla (1.17) puede reformularse de la siguiente manera:

Encontrar �̂ = �� �� 2 V tal que a(�̂; v) = l(v)� a(��; v); 8v 2 V:
Veremos que la forma bilineal a(�; �) es continua. Supongamos que

v; � 2 V entonces

ja(�; v)j �
����Z


(rv) � (dr�) dx

����+ ����Z


v (u � r�) dx

����
y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

ja(�; v)j � kvk1 kdk0;1 k�k1 (1.18)

+ kvk0 kuk0;1 k�k1

� C1 kvk1 k�k1

donde C1 = kdk0;1 + kuk0;1 :
Para mostrar que la forma bilineal a(�; �) es coercitiva suponemos que

v 2 V entonces tomando ! = �D en la desigualdad de Friedrichs (1.9) se
tiene que

Z


(rv) � (drv) dx � d0

Z


(rv) � (rv) dx (1.19)

= d0 jvj21
� C2 kvk21 :

Además

Z


v (u � rv) dx =

Z


u � (vrv) dx (1.20)

=

Z


u �
�
1

2
rv2

�
dx

=
1

2

�Z
@

v2u � nds�

Z


v2 (r � u) dx

�
,

donde la última igualdad se obtiene integrando por partes. Así, observe que
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1.2. Problema de Advección-Difusión

a(v; v) =

Z


(rv) � (drv) dx+

Z


v (u � rv) dx (1.21)

=

Z


(rv) � (drv) dx+ 1

2

�Z
@

v2u � nds�

Z


v2 (r � u) dx

�

=

Z


(rv) � (drv) dx+ 1

2

�Z
�N

v2u � nds�
Z


v2 (r � u) dx

�
�

Z


(rv) � (drv) dx

� C2 kvk21 ;

utilizando (1.20), v = 0 sobre �D; u � n � 0 sobre �N ; r � u � 0 sobre 
 y
(1.19).

De esta manera, establecimos que la forma bilineal a(�; �) es continua y
coercitiva.

Para mostrar que v ! l(v)� a(��; v) es un funcional continuo se supone
que v 2 V y utilizando que v ! a(��; v) es continuo y que

jl(v)j � kQk0 kvk0 � kQk0 kvk1 ;

donde Q 2 L2 (
); se obtiene que��l(v)� a(��; v)�� � C3 kvk1 :
Asi, por el Teorema de Lax-Milgram se sigue que existe un único �̂�V

tal que

a(�̂; v) = l(v)� a(��; v); 8v 2 V:
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Capítulo 2

Análisis del Método de
Cálculo de Incrementos
Finitos

En este capítulo se estudiará el método de Cálculo de Incrementos
Finitos (FIC); a partir del método se obtiene una ecuación estabilizada de
Advección-Difusión. Se demuestra la existencia y unicidad de la solución en
espacios de dimensión �nita utilizando la desigualdad inversa. También se
proporciona una estimación del error. Y �nalmente se propone una variación
del FIC en donde el parámetro de estabilización es lineal por elemento.

2.1. Introducción

En general, la solución analítica del problema (1.10)-(1.11)-(1.12) no
es conocida, por lo que se recurre a métodos de aproximación. Uno de los
procedimientos más usados es el Método de Elemento Finito (FEM), el cual
está basado en la formulación débil. El número de Péclet tiene un efecto
importante en la calidad de la solución discreta, si el número de Péclet es
mayor que uno la solución discreta obtenida por el método de Galerkin-FEM
(Método de Elemento Finito de Galerkin) y otros métodos puede presentar
oscilaciones. Este fenómeno se conoce como un problema de convección
dominante.

Para problemas en dos dimensiones, el número de Péclet en base a una
malla se de�ne como

16
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 =
kuk1;e hKe

2 jdj ;

donde hKe es una medida del elemento, la matriz de difusión es D = dI y
kuk1;e es la magnitud del campo advectivo en cada elemento.

Para corregir el caracter oscilatorio de la solución obtenida por
Galerkin-FEM se puede realizar un re�namiento de la malla, dividiendo
el dominio en elementos de menor tamaño hasta lograr reducir el número
de Péclet, lo que tiene como consecuencia un incremento en el costo
computacional debido al aumento en las dimensiones de los sistemas de
ecuaciones lineales que tienen que resolverse; para evitar esto existen varios
procedimientos llamados métodos de estabilización que mejoran la calidad de
la solución sin tener la necesidad de cambiar la malla, entre estos métodos se
pueden mencionar Difusión Arti�cial, Contracorriente (Streamline-Upwind),
Petrov Galerkin, Galerkin �Mínimos cuadrados (GLS) (Galerkin/Least-
squares) y el Método de Subescalas (SGS) (Subgrid Scale). En todos los
métodos anteriores la apropiada elección del parámetro de estabilización es
de gran importancia y desafortunadamente la mayoría de los procedimientos
están basados en métodos heurísticos.

Un método alternativo es el Cálculo de Incrementos Finitos (FIC)
(Finite Increment Calculus) que está basado en un concepto de balance
de �ujos sobre un dominio de tamaño in�nitesimal.

2.2. Método de Cálculo de Incrementos Finitos

2.2.1. Forma Estabilizada del Problema de Advección-
Difusión

Problema Unidimensional

A continuación se mostrará la derivación clásica de la ecuación
estabilizada con el Método de Cálculo de Incrementos Finitos.

Se considera la ecuación unidimensional del problema de adveción-
difusión

� d

dx

�
k
d�

dx

�
+ u

d�

dx
= Q; (2.1)

en un dominio de longitud L.
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q

L

u(x)

Q(x)

x

a)

Figura 2. Problema unidimensional de
advección-difusión.

Suponga una distribución lineal de Q sobre el intervalo in�nitesimal
[A;B] de longitud h: El balance del �ujo entre los extremos A y B puede
ser escrito, considerando A = x� h y B = x, de la siguiente manera

X
�ujos = [�ujo en A]� [�ujo en B] +

Z h

0
Qdx = 0;

o bien,

q(x) + [u�] (x)� q(x� h)� [u�] (x� h)� 1
2
[Q(x) +Q(x� h)]h = 0: (2.2)

Los valores del término de �ujo q y el término convectivo u� se pueden
aproximar, en el punto A; en términos de valores en el punto B por medio
de polinomios de Taylor, esto es,

[u�] (x� h) = [u�] (x)� hd [u�] (x)
dx

+
h2

2

d2 [u�] (x)

dx2
�O

�
h3
�
; (2.3)

q (x� h) = q (x)� hdq(x)
dx

+
h2

2

d2q(x)

dx2
�O

�
h3
�
; (2.4)

Q (x� h) = Q (x)� hdQ(x)
dx

+O
�
h2
�
: (2.5)

18
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x

h

Q

b)

A B

qA qB

[uφ]Β[uφ]Α

Figura 3. Balance de �ujo en un dominio �nito AB.

Sustituyendo las igualdades (2.3), (2.4) y (2.5) en la ecuación (2.2),
después de simpli�caciones, considerando que u es constante y usando la
Ley de Fourier q = �k d�dx se obtiene

d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q� h

2

d

dx

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

�
= 0: (2.6)

La ecuación (2.6) puede ser escrita en forma más breve como

r � h
2

dr

dx
= 0; 0 < x < L; (2.7)

donde

r =
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q:

Observe que para h = 0 se obtiene la forma estándar in�nitesimal de la
ecuación de advección-difusión en una dimensión, es decir, la ecuación (2.1)
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Condiciones de Frontera de Neumann

q

h/2

Q

xL

A B

qA

[uφ]Α

Figura 4. Dominio de Balance cercano a una frontera
de Neumann.

Las condiciones de frontera de Dirichlet para la ecuación (2.1) son las
condiciones de frontera estándar dadas por

�� �� = 0 en x = 0: (2.8)

Para obtener las condiciones de frontera de Neumann se considera de
nueva cuenta la ley de balance en un segmento AB cercano a un punto
frontera. Se considera que la longitud de este segmento es la mitad de la
longitud característica h. La ecuación de equilibrio entre los puntos A y B,
suponiendo una distribución constante para el término fuente Q sobre [A;B]
y tomando A = x� h

2 y B = x; es

�q � q
�
x� h

2

�
� [u�]

�
x� h

2

�
� h
2
Q = 0; (2.9)

donde �q es el �ujo total prescrito en x = L. Usando un polinomio de Taylor
de segundo orden para aproximar el �ujo advectivo y difusivo en el punto A
se obtiene,

k
d�

dx
� u�+ �q � h

2

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

�
= 0 en x = L; (2.10)

o bien,
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2.2. Método de Cálculo de Incrementos Finitos

k
d�

dx
� u�+ �q � h

2
r = 0 en x = L: (2.11)

Cuando sólo es prescrito �ujo difusivo la ecuación (2.11) toma la forma

k
d�

dx
+ �q � h

2
r = 0 en x = L: (2.12)

De esta manera, se obtiene el problema con valores en la frontera (2.7),
(2.8) y (2.12), donde h es un parámetro por determinar.

Conservación del Flujo

Suponga que conocemos el �ujo �q0 y �qL en x = 0 y x = L
respectivamente, entonces �D = ?: Tomando una función v en el espacio de
funciones prueba y multiplicando (2.7) se obtiene

Z L

0
v

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q� h

2

d

dx

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

��
dx = 0:

Si se integra por partes se obtiene

v

�
k
d�

dx
� u�� h

2

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

��L
0

�
Z L

0

dv

dx

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
� h
2

d

dx

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

��
dx

+

Z L

0
vQdx

= 0:

Tomando la función constante v = 1 como función prueba se tiene�
k
d�

dx
� u�� h

2

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

��L
0

+

Z L

0
vQdx = 0;

y usando (2.10) se sigue que

qL � q0 +
Z L

0
Qdx = 0

lo que con�rma las propiedades de conservación.
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Problema Bidimensional.

(uxφ+qx)AB

ux

hx

hy
Q

A

B

C

D

u

(uxφ+qx)CD

(uyφ+qy)CA

(uyφ+qy)DB

uy

Figura 5. Dominio de balance para el
problema bidimensional de

advección-difusión.

Si se considera ahora un dominio rectangular de dimensiones hx y hy
en las direcciones de x y y respectivamente, los conceptos desarrollados
en la sección anterior pueden ser extendidos a dos dimensiones. Los �ujos
convectivo y difusivo se suponen que varían linealmente a lo largo de los lados
del rectángulo. Así, después de establecer el balance de �ujo, de la misma
manera como se hizo en el caso unidimensional, se obtiene lo siguiente. Sea

r (�) := r � (Dr�)� u � r�+Q (2.13)

entonces

r � 1
2
h � rr = 0 en 
 (2.14)

con las condiciones de frontera

�� �� = 0 en �D (2.15)

n � (Dr�) + �q � 1
2
h � nr = 0 en �N ; (2.16)
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donde 
 2 L.

Observación 11 En general el problema (2.14)-(2.15)-(2.16) no está bien
planteado en el sentido clásico. Para ver esto, se considera el siguiente
problema en una dimensión:

Sea r = k�00 � u�0 +Q y la ecuación

r � 1
2
hr0 = 0 en [0; 1] (2.17)

con condiciones de frontera

�(0) = ��1

� (1) = ��2:

Resolviendo la ecuación (2.17) con respecto a r se obtiene

r(x) = r(x0)e
2
h
x:

Y como r = k�00 � u�0 +Q entonces se tiene la ecuación

k�00(x)� u�0(x) +Q = r(x0)e
2
h
x

con condiciones de frontera

�(0) = ��1

� (1) = ��2;

donde r(x0) es un término desconocido.

2.2.2. Formulación Débil del FIC

Observación 12 La condición de frontera de Neumann se obtendrá de
manera natural en el desarrollo de la formulación débil del FIC.

Para obtener la formulación débil, se considera el espacio de funciones
prueba:

V =
n
v 2 H2 (
) : vj�D = 0

o
: (2.18)

Se multiplica la ecuación (2.14) por una función prueba arbitraria v 2 V
e integrando sobre 
, se obtiene
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Z


v

�
r � (Dr�)� u � r�+Q� 1

2
h � r (r � (Dr�)� u � r�+Q)

�
dx = 0:

Integrando por partes

Z


(rv) (Dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx

�1
2

Z


(r � (Dr�)� u � r�+Q)r � (vh) dx

=

Z


Qvdx+

Z
@

v

�
Dr�� h

2
(r � (Dr�)� u � r�+Q)

�
� nds:

Como v = 0 sobre �D y por la condición de (2.16) se tieneZ


(rv) (Dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx

�1
2

Z


(r � (Dr�)� u � r�+Q)r � (vh) dx

=

Z


Qvdx+

Z
�N

v�qds;

esto es

Z


(rv) (Dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx

�1
2

Z


(r � (Dr�)� u � r�)r � (vh) dx

=

Z


Qvdx+

1

2

Z


Qr � (vh) dx+

Z
�N

v�qds:

Se de�ne la forma bilineal

ah0(�; v) =

Z


(rv) (Dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx (2.19)

�1
2

Z


(r � (Dr�)� u � r�)r � (vh) dx;
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donde v; � 2 H2 (
) y el funcional

lh0(v) =

Z


Qvdx+

1

2

Z


Qr � (vh) dx+

Z
�N

v�qds; v 2 V: (2.20)

Así, una formulación débil del problema (2.14)-(2.15)-(2.16) es:

Encontrar � 2 H2 (
) tal que �� �� 2 V y

ah0(�; v) = lh0(v); 8v 2 V; (2.21)

donde ah0 y lh0 están de�nidos por (2.19) y (2.20) respectivamente.

2.3. Análisis del Método de Cálculo de Incremen-
tos Finitos

La aplicación natural del método de Cálculo de Incrementos Finitos
(FIC) es con el método de Elemento Finito (FEM). En este contexto se
demostrará la existencia y unicidad de la solución de la formulación débil
del FIC en espacios de dimensión �nita. El resultado es consistente con la
observación 11 y nos dice que el problema es bien planteado al restringir el
sentido de la solución.

2.3.1. Existencia y Unicidad en Espacios de Dimensión
Finita

Sea 
 un dominio poligonal y consideremos una partición de 
 por
elementos �nitos �h = fK1;K2; :::;KNg : Sea Vh el subespacio de dimensión
�nita de�nido como

Vh =
n
v 2 C

�
�

�
: vjK 2 Pk (K) para todo K 2 �h; vj�D = 0

o
;

donde Pk (K) denota al conjunto de polinomios de grado k sobre K 2 �h:
Si fajg son los nodos de la malla, la base usual son las funciones vi 2 Vh

tal que vi (aj) = �i;j. Se considera en Vh la norma k�k1.
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Supondremos que la matriz D es igual a una función escalar d(x) = d >
0 que multiplica a la matriz identidad, n � (Dr�) en la condición de frontera
(2.16) se reemplaza por la derivada normal @��n y que �q = 0: Entonces se
reescribe la forma bilineal (2.19) y el funcional (2.20) por

ah(�h; vh) =

Z


(rvh) � (dr�h) dx+

Z


vh (u � r�h) dx (2.22)

�1
2

Z


(r � (dr�)� u � r�)r � (vh) dx;

donde vh; �h 2 Vh y

lh(vh) =

Z


Qvhdx+

1

2

Z


Qr � (vhh) dx; vh;2 Vh: (2.23)

Observación 13 El problema de encontrar �h 2 Vh tal que �h � �� 2 Vh y
se cumpla

ah(�h; vh) = lh(vh); 8vh 2 Vh
puede reformularse de la siguiente manera:

Encontrar �̂ = �h � �� 2 Vh tal que

ah(�̂; vh) = l(vh)� a(��; vh); 8vh 2 Vh;
donde el mapeo vh ! lh(vh)�a(��; vh) es un funcional continuo si Q 2 L2 (
)
y vh ! a(��; vh) es continuo.

Considerando que �� = 0 se tiene el problema:

Encontrar �h 2 Vh tal que

ah(�h; vh) = lh(vh); 8vh 2 Vh
donde ah y lh están de�nidos por (2.22) y (2.23) respectivamente.

Se de�ne el diámetro del elemento Ke 2 �h como:

hKe = sup fjx� yj j x; y 2 Keg ; 8e = 1; 2; ::; N
y

h = m�ax
e2f1;2;:::;Ng

fhKe j Ke 2 �hg
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Teorema 14 (Desigualdad inversa) Sea Ke 2 �h:Entonces existe una
constante Cinv > 0 tal que

k�vhk0;Ke
� Cinv
hKe

jvhj1;Ke
; 8vh 2 Vh;

donde la constante Cinv no depende de u ni de vh ni tampoco del elemento
Ke:
Prueba.

Ver expresión 3.2.33 en la prueba del Teorema 3.2.6 en [Ciarlet].

A continuación se presenta el resultado principal de este capítulo:

Teorema 15 Suponga que d;r�u 2 L1(
); u � n � 0 sobre �N ; d � d0 > 0
y r � u � 0 sobre 
 para alguna constante d0:

Supongamos además, que h es constante en cada elemento de �h de la
forma

h(e) = �(e)hKeP

y

(u � rw)
�
h(e) � rw

�
� 0; 8w 2 Vh

donde �(e) > 0 y P es un vector unitario. Entonces dado Q 2 L2 (
) existe
una única solución �h 2 Vh tal que

ah(�h; vh) = lh(vh); 8vh 2 Vh (2.24)

Prueba.
Probaremos que la forma bilineal ah(�; �) es continua, para ello,

supongamos que vh; �h 2 Vh entonces
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jah(�h; vh)j �
����Z


(rvh) � (dr�h) dx

����+ ����Z


vh (u � r�h) dx

����
+
1

2

����Z


(d��h � u � r�h)r � (vhh) dx

����
�

����Z


(rvh) � (dr�h) dx

����+ ����Z


vh (u � r�h) dx

����
+
1

2

NX
e=1

����Z
Ke

(d��h)
�
h(e) � rvh

�
dx

����
+
1

2

NX
e=1

����Z
Ke

(u � r�h)
�
h(e) � rvh

�
dx

���� :
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por la desigualda inversa se tiene

jah(�h; vh)j � kvhk1 kdk0;1 k�hk1

+ kvhk0 kuk0;1 k�hk1

+
1

2

NX
e=1

�
d k��k0;Ke

h(e)
0;1;Ke

kvhk1
�

+
1

2

NX
e=1

�
kuk0;1;Ke

h(e)
0;1;Ke

k�hk1 kvhk1
�

�
�
kdk0;1 + kuk0;1

�
kvhk1 k�hk1

+
d

2

NX
e=1

Cinv
hKe

h(e)
0;1;Ke

kvhk1 k�hk1

+
1

2

NX
e=1

h(e)
0;1;Ke

kuk0;1;Ke
kvhk1 k�hk1

= C1 kvhk1 k�hk1 :
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Probaremos ahora que la forma bilineal ah(�; �) es coercitiva. Si vh 2 Vh
entonces tomando ! = �D en la desigualdad de Friedrichs (1.9) se tiene que

Z


(rvh) � (drvh) dx � d0

Z


(rvh) � (rvh) dx (2.25)

= d0 kvhk21 :

AdemásZ


vh (u � rvh) dx =

Z


u � (vhrvh) dx (2.26)

=

Z


u �
�
1

2
rv2h

�
dx

=
1

2

�Z
@

v2hu � nds�

Z


v2h (r � u) dx

�

=
1

2

�Z
�N

v2hu � nds�
Z


v2h (r � u) dx

�
� 0;

al integrar por partes y usando que v = 0 sobre �D; u � n � 0 sobre �N y
r � u � 0 sobre 
:

Por otra parte, h(e) = �(e)hKeP en cada elemento y k�vhk0;Ke
�

Cinv
hKe

jvhj1;Ke
para todo vh 2 Vh entonces

����Z
Ke

(�d�vh)
�
h(e) � rvh

�
dx

���� = �(e)hKe

����Z
Ke

d�vh (P � rvh) dx
����(2.27)

� �(e)hKe kdk0;1;Ke
k�vk0;Ke

jvhj1;Ke

� �(e) kdk0;1;Ke
Cinv jvhj21;Ke

;

Así, observe que
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ah(vh; vh) =

Z


(rvh) � (drvh) dx+

Z


vh (u � rvh) dx

�1
2

Z


(d�vh � u � rvh)r � (vhh) dx

=

Z


(rvh) � (drvh) dx+

Z


vh (u � rvh) dx

�1
2

NX
e=1

Z
Ke

(d�vh)
�
h(e) � rvh

�
dx

+
1

2

NX
e=1

Z
Ke

(u � rvh)
�
h(e) � rvh

�
dx:

Dado que (u � rw)
�
h(e) � rw

�
� 0; 8w 2 Vh se tiene que

ah(vh; vh) �
Z


(rvh) � (drvh) dx+

Z


vh (u � rvh) dx

�1
2

NX
e=1

Z
Ke

(d�vh)
�
h(e) � rvh

�
dx:

Por (2.25) y (2.26) se sigue

ah(vh; vh) � C kvhk21 +
1

2

�Z
�N

v2hu � nds�
Z


v2h (r � u) dx

�

�1
2

NX
e=1

Z
Ke

(d�vh)
�
h(e) � rvh

�
dx;

y como u � n � 0 sobre �N y r � u � 0 sobre 
 entonces

ah(vh; vh) � d0 kvhk21 �
1

2

NX
e=1

Z
Ke

(d�vh)
�
h(e) � rvh

�
dx:
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2.3. Análisis del Método de Cálculo de Incrementos Finitos

Además por (2.27)

ah(vh; vh) � d0 kvhk21 �
1

2

NX
e=1

�(e) kdk0;1;Ke
Cinv jvhj21;Ke

�
NX
e=1

�
d0 �

1

2
�(e) kdk0;1;Ke

Cinv

�
jvhj21;Ke

� C2 kvhk21 ;

para �(e) su�cientemente pequeña.
Por otro lado, lh(vh) es un funcional lineal continuo ya que si vh 2 Vh

y Q 2 L2 (
) entonces

jlh(vh)j =

����Z


Qvhdx+

1

2

Z


Qr �

�
vhh

(e)
�
dx

����
� kQk0 kvhk0 +

1

2

NX
e=1

�
kQk0;Ke

h(e)
0;1;Ke

kvhk1
�

� kQk0

 
1 +

1

2

NX
e=1

h(e)
0;1;Ke

!
kvhk1

� C3 kvhk1 .

De esta manera la forma bilineal ah(�; �) es continua y coercitiva y lh(�)
es un funcional lineal continuo entonces por el Teorema de Lax-Milgram se
sigue que existe un único ��Vh tal que

a(�; vh) = l(vh); 8vh 2 Vh:

Observación 16 La condición (u � rw)
�
h(e) � rw

�
� 0 para toda w 2 Vh

la satisface el método SUPG eligiendo el parámetro h(e) = �(e)hKeP con
P = u:

2.3.2. Estimación del Error

Para realizar el análisis de la estabilidad y convergencia del Método de
Cálculo de Incrementos Finitos (FIC) se considera el siguiente problema de
Advección-Difusión:
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Encontrar � 2 C2
�
�

�
tal que

�r � (dr�) + u � r� = Q; en 
; (2.28)

con condición de frontera

� = 0; en @
; (2.29)

donde 
 2 L; u es el vector velocidad y Q 2 C
�
�

�
es el término fuente.

Sean v; � 2 H1 (
) ; considere la forma bilineal

a(�; v) =

Z


(rv) � (dr�) dx+

Z


v (u � r�) dx (2.30)

y el funcional

l(v) =

Z


Qvdx: (2.31)

Sea H1
0 (
) =

�
v 2 H1 (
) : vj@
 = 0

	
: La formulación débil del

problema (2.28) y (2.29) es

Encontrar � 2 H1
0 (
) tal que

a(�; v) = l(v); 8v 2 V; (2.32)

donde a(�; v) y l(v) están de�nidos por (2.30) y (2.31) respectivamente.

Se considera d constante sobre 
. Sea Vh el subespacio de dimensión
�nita de�nido como

Vh =
�
v 2 C

�
�

�
: vjK 2 Pk (K) para todo K 2 �h; vj@


	
;

donde Pk (K) denota al conjunto de polinomios de grado k sobre K 2 �h:

Sean vh; �h 2 Vh; se considera la forma bilineal

ah(�h; vh) = a(�h; vh) (2.33)

�1
2

Z


(d��h � u � r�h)r � (vhh) dx

y el funcional
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lh(vh) = l(vh) +
1

2

Z


Qr � (vhh) dx; vh 2 Vh: (2.34)

La formulación débil del FIC es encontrar �h 2 Vh tal que

ah(�h; vh) = lh(vh); 8vh 2 Vh; (2.35)

donde ah y lh están de�nidos por (2.33) y (2.34) respectivamente.

Lema 17 Sea � solución de (2.32) y �h solución de (2.35) entonces

ah(�� �h; vh) = 0; vh 2 Vh:

Prueba.
Sea vh 2 Vh: Observe que

ah(�� �h; vh) = ah(�; vh)� ah(�h; vh)

= a(�; vh)�
1

2

Z


(d��� u � r�)r � (vhh) dx

�ah(�h; vh):

Dado que � satisface �d��+ u � r� = Q en 
 entonces

ah(�� �h; vh) = a(�; vh) +
1

2

Z


Qr � (vhh) dx

�ah(�h; vh):

Como � solución de (2.32) y �h solución de (2.35) entonces

ah(�� �h; vh) = l(vh) +
1

2

Z


Qr � (vhh) dx

�lh(vh)):

Dado que lh(vh) = l(vh) + 1
2

R

Qr � (vhh) dx se sigue que

ah(�� �h; vh) = l(vh) +
1

2

Z


Qr � (vhh) dx

�l(vh)�
1

2

Z


Qr � (vhh) dx

= 0:
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De�nición 18 Sea � 2 C
�
�

�
: El operador interpolación se de�ne como

Ih (�) =
MX
i=1

�(ai)'i 2 Vh;

donde a1; a2; ....; aM son los nodos de la triangulación �h y con la
correspondiente base '1; '2; :::; 'M :

Lema 19 Sea f�hg una familia regular de triangulaciones. Si � 2 V es
solución de (2.32) y pertenece al espacio Hk+1(
) entonces se tiene la
siguiente estimación del error para el interpolante Ih (�) :

k�� Ih (�)kl;K � cinth
k+1�l
K j�jk+1;K ;

para 0 � l � k + 1 y para todo K 2 �h
Prueba.

Ver Teorema 3.1.5. en [Ciarlet].

Se introduce la llamada norma H1 (
)�d pesada (d-weighted H1 (
)�
norm) de�nida por:

kvkd :=
n
d jvj21

o 1
2
:

Sea Vh1 el subespacio de dimensión �nita de�nido como

Vh1 =
�
v 2 C

�
�

�
: vjK 2 P1 (K) para todo K 2 �h; vj@
 = 0

	
;

donde P1 (K) denota al conjunto de polinomios de grado uno sobre K 2 �h:

Y sea h constante en cada elemento de �h de la forma

h(e) = �(e)hKeP;

entonces la forma bilineal (2.33) se puede escribir como

ah(�h; vh) =

Z


(rvh) � (dr�h) dx+

Z


vh (u � r�h) dx

�1
2

NX
e=1

Z
Ke

(u � r�h)
�
h(e) � rvh

�
dx:

Se demostrará la siguiente estimación del error:
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Teorema 20 Si la solución débil � 2 V de (2.32) pertenece al espacio
H2(
) y �h 2 Vh1 solución de (2.35) entonces

k�� �hkd � C
�p

d+
1p
d

�
h j�j2 ;

donde la constante C es independiente de d, h y �:
Prueba.

Por la desigualdad del triangulo se tiene

k�� �hkd � k�� Ih (�)kd + kIh (�)� �hkd :

Se utiliza el lema 19 para obtener una cota del primer término, esto es,

k�� Ih (�)k2d = d j�� Ih (�)j21

=
X
K2�h

d j�� Ih (�)j21;K

�
X
K2�h

dC1h
2
K j�j

2
2;K

� C1dh
2 j�j22 :

Ahora, para obtener una cota del segundo término observe que por
coercividad

kIh (�)� �hk2d � ah (Ih (�)� �h; Ih (�)� �h)

= ah (Ih (�)� �; Ih (�)� �h) + ah (�� �h; Ih (�)� �h) ;

por el lema 17

ah (�� �h; Ih (�)� �h) = 0;

así

kIh (�)� �hk2d � ah (Ih (�)� �; Ih (�)� �h) :

Además

d

Z


r (Ih (�)� �) � r (Ih (�)� �h) dx (2.36)
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� d jIh (�)� �j1 jIh (�)� �hj1

=
p
d jIh (�)� �j1 kIh (�)� �hkd

� C2
p
dh j�j2 kIh (�)� �hkd ;

usando el lema 19. Observe que

(u � r�; v) = � (�; u � rv)� ((r � u)�; v) ;

entonces Z


(Ih (�)� �h)u � r (Ih (�)� �) dx

=

Z


(�r � u) (Ih (�)� �) (Ih (�)� �h) dx

�
Z


(Ih (�)� �)u � r (Ih (�)� �h) dx;

luego Z


(Ih (�)� �h)u � r (Ih (�)� �) dx (2.37)
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� k�r � uk0;1 kIh (�)� �k0 kIh (�)� �hk0

+ kIh (�)� �k0 ku � r (Ih (�)� �h)k0

� juj1;1 kIh (�)� �k0 kIh (�)� �hk0

+ kuk0;1 kIh (�)� �k0 jIh (�)� �hj1

�
�
juj1;1 + kuk0;1

�
jIh (�)� �j1 jIh (�)� �hj1

=

� juj1;1 + kuk0;1p
d

�
jIh (�)� �j1 kIh (�)� �hkd

�
� juj1;1 + kuk0;1p

d

�
C3h j�j2 kIh (�)� �hkd

=
C4p
d
h j�j2 kIh (�)� �hkd :

Y usando de nueva cuenta el lema 19 se tiene������12
NX
e=1

Z
Ke

(u � r (Ih (�)� �))
�
h(e) � r (Ih (�)� �h)

�
dx

����� (2.38)

�
NX
e=1

kuk0;1;Ke

h(e)
0;1;Ke

jIh (�)� �j1;Ke
jIh (�)� �hj1;Ke

=
NX
e=1

 
kuk0;1;Ke

h(e)
0;1;Kep

d

!
jIh (�)� �j1;Ke

kIh (�)� �hkd;Ke

�
 

NX
e=1

kuk0;1;Ke

h(e)
0;1;Kep

d

!
C5h j�j2 kIh (�)� �hkd

=
C6p
d
h j�j2 kIh (�)� �hkd :

De esta manera por (2.36), (2.37) y (2.38) se tiene que
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kIh (�)� �hk2d � ah (Ih (�)� �; Ih (�)� �h)

�
�
C2
p
d+

C4p
d
+
C6p
d

�
h j�j2 kIh (�)� �hkd :

= C

�p
d+

1p
d

�
h j�j2 kIh (�)� �hkd :

Observación 21 Este resultado completa el análisis del método y establece
que en Vh el problema con valores en la frontera es bien planteado. Sería
deseable tener una cota de error en términos del parámetro de estabilización
que sugieran otras formas de elección.
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2.4. Método de Cálculo de Incrementos Finitos con Estabilización Lineal
por Elemento

2.4. Método de Cálculo de Incrementos Finitos
con Estabilización Lineal por Elemento

Hasta el momento se ha considerado que el parámetro de estabilización
h es constante en cada elemento, ahora se trabajará en una variación del
método que consiste en suponer que el parámetro es lineal en cada elemento.
Se elije el parámetro de tal forma que se obtiene una forma bilineal que
permite la demostración de la existencia y unicidad de una manera sencilla.
Además cuando se implementa el método, la elección del parámetro se
simpli�ca ya que en lugar de determinar un vector como parámetro de
estabilización se reduce a un valor escalar.

Se considera el problema (2.35) pero sobreVh1 ; además se supone que u
es constante:

2.4.1. Existencia y Unicidad en Espacios de Dimensión
Finita

Sean rj = (xj ; yj); j = 1; 2; 3 los vértices de un elemento triangular en
la malla:

r1

r3

r2

Figura 6. Elemento triangular.

Se de�ne

x(e)m =
1

3
(r1 + r2 + r3) :

Suponga que h es una función lineal en cada elemento de �h de la forma

h(e) = �
�
x� x(e)m

�
;
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por Elemento

donde � es constante. EntoncesZ
Ke

(u � r�)
�
h(e) � rv

�
dx = (u � r�)

Z
Ke

�
h(e) � rv

�
dx = 0:

Observe que

ah(�h; vh) =

Z


(rvh) � (dr�h) dx+

Z


vh (u � r�h) dx

+
1

2

Z


(u � r�h)r � (vhh) dx

=

Z


(rvh) � (dr�h) dx+

Z


vh (u � r�h) dx

+
1

2

NX
e=1

Z
Ke

(u � r�)
�
h(e) � rv

�
dx

+
1

2

NX
e=1

Z
Ke

(u � r�h)
�
vhr � h(e)

�
dx

=

Z


(rvh) � (dr�h) dx+

Z


vh (u � r�h) dx

+

NX
e=1

r � h(e)
2

Z
Ke

vh (u � r�h) dx

=

Z


(rvh) � (dr�h) dx+

Z


vh (u � r�h) dx

+�
NX
e=1

Z
Ke

vh (u � r�h) dx;

donde �h; vh 2 Vh1 :
Así, se de�ne la forma bilineal

ah(�h; vh) =

Z


(rvh) � (dr�h) dx+ (1 + �)

Z


vh (u � r�h) dx (2.39)

y el funcional

lh(vh) =

Z


Qvhdx+

1

2

Z


Qr � (vhh) dx; vh 2 Vh1 : (2.40)
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Se tiene el problema:
Encontrar �h 2 Vh1 tal que

ah(�h; vh) = lh(vh); 8vh 2 Vh;

donde ah y lh están de�nidos por (2.39) y (2.40) respectivamente.

Teorema 22 Suponga que d; u � n � 0 sobre �N y d � d0 > 0 sobre 
 para
alguna constante d0: Si h es una función lineal en cada elemento de �h de
la forma

h(e) = �
�
x� x(e)m

�
;

donde � es constante. Entonces dado Q 2 L2 (
) existe una única solución
�h 2 Vh1 tal que

ah(�h; vh) = lh(vh); 8vh 2 Vh1 : (2.41)

Prueba.
Mostraremos que la forma bilineal ah(�; �) es continua. Si vh; �h 2 Vh1

entonces

jah(�h; vh)j �
����Z


(rvh) � (dr�h) dx

����+ (1 + �) ����Z


vh (u � r�h) dx

����
y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

jah(�h; vh)j � kvhk1 kdk0;1 k�hk1 + (1 + �) kvhk0 kuk0;1 k�hk1

�
�
kdk0;1 + (1 + �) kuk0;1

�
kvhk1 k�hk1

= C1 kvhk1 k�hk1 ;

Veremos que la forma bilineal ah(�; �) es coercitiva. Si vh 2 Vh1 entonces
por la desigualdad de Poincaré se tiene que

Z


(rvh) � (drvh) dx � d0

Z


(rvh) � (rvh) dx (2.42)

� C2 kvhk21 :

Además al integrar por partes y considerando que v = 0 sobre �D se tiene
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Z


vh (u � rvh) dx =

Z


u � (vhrvh) dx (2.43)

=

Z


u �
�
1

2
rv2h

�
dx

=
1

2

Z


u � rv2hdx

=
1

2

�Z
@

v2hu � nds�

Z


v2h (r � u) dx

�

=
1

2

�Z
�N

v2hu � nds�
Z


v2h (r � u) dx

�
:

Así, usando (2.43), u � n � 0 sobre �N y r � u = 0 se obtiene

ah(vh; vh) =

Z


(rvh) � (drvh) dx+ (1 + �)

Z


vh (u � rvh) dx

�
Z


(rvh) � (drvh) dx� (1 + �)

Z


v2h (r � u) dx por

�
Z


(rvh) � (drvh) dx

� C2 kvhk21 :

De esta manera la forma bilineal ah(�; �) es continua y coercitiva.
Y considerando que Q 2 L2 (
) se tiene que lh(vh) es un funcional

continuo; entonces por el Teorema de Lax-Milgram se sigue que existe un
único ��Vh1 tal que

a(�; vh) = l(vh); 8vh 2 Vh1 :
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2.4.2. Estimación del Error

Teorema 23 Si la solución débil � 2 V de (2.32) pertenece al espacio
H2(
) y �h 2 Vh1 es solución de (2.35) entonces

k�� �hkd � C
�p

d+ (1 + �)
1p
d

�
h j�j2 ;

donde la constante C es independiente de d, h y �
Prueba.

Por la desigualdad del triangulo se tiene

k�� �hkd � k�� Ih (�)kd + kIh (�)� �hkd :

A continuación se utiliza el lema 19 para obtener una cota del primer
término, esto es,

k�� Ih (�)k2d = d j�� Ih (�)j21

=
X
K2�h

d j�� Ih (�)j21;K

�
X
K2�h

dC1h
2
K j�j

2
2;K

� C1dh
2 j�j22 :

Ahora, para obtener una cota del segundo término observe que por
coercitividad

kIh (�)� �hk2d � ah (Ih (�)� �h; Ih (�)� �h)
= ah (Ih (�)� �; Ih (�)� �h) + ah (�� �h; Ih (�)� �h) ;

por el lema 17
ah (�� �h; Ih (�)� �h) = 0;

así
kIh (�)� �hk2d � ah (Ih (�)� �; Ih (�)� �h) :

Además, por el lema 19 se tiene

d

Z


r (Ih (�)� �) � r (Ih (�)� �h) dx (2.44)

43
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� d jIh (�)� �j1 jIh (�)� �hj1

=
p
d jIh (�)� �j1 kIh (�)� �hkd

� C2
p
dh j�j2 kIh (�)� �hkd .

Por otro ladoZ


(Ih (�)� �h)u � r (Ih (�)� �) dx

=

Z


(�r � u) (Ih (�)� �) (Ih (�)� �h) dx

�
Z


(Ih (�)� �)u � r (Ih (�)� �h) dx:

Usando que
(u � r�; v) = � (�; u � rv)� ((r � u)�; v)

y el lema 19 se obtieneZ


(Ih (�)� �h)u � r (Ih (�)� �) dx (2.45)

= k�r � uk0;1 kIh (�)� �k0 kIh (�)� �hk0

+ kIh (�)� �k0 ku � r (Ih (�)� �h)k0

� juj1;1 kIh (�)� �k0 kIh (�)� �hk0
+ kuk0;1 kIh (�)� �k0 jIh (�)� �hj1

�
�
juj1;1 + kuk0;1

�
jIh (�)� �j1 jIh (�)� �hj1

=

� juj1;1 + kuk0;1p
d

�
jIh (�)� �j1 kIh (�)� �hkd

�
� juj1;1 + kuk0;1p

d

�
C3h j�j2 kIh (�)� �hkd

=
C4p
d
h j�j2 kIh (�)� �hkd :
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De esta manera por (2.44) y (2.45) se tiene que

kIh (�)� �hk2d � ah (Ih (�)� �; Ih (�)� �h)

�
�
C2
p
d+ (1 + �)

C4p
d

�
h j�j2 kIh (�)� �hkd

� C

�p
d+ (1 + �)

1p
d

�
h j�j2 kIh (�)� �hkd :
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Capítulo 3

Elección del Parámetro de
Estabilización

A continuación se presenta una propuesta de un método de elección
del parámetro basado en el error de aproximación por elemento de la
formulación Galerkin-FEM del problema. Se obtiene una caracterización
del valor critico del parámetro de estabilización como parámetro óptimo en
una dimensión además de una propuesta del parámetro de estabilización en
dos dimensiones. Para ilustrar la bondad del método, se mostrarán algunos
ejemplos numéricos.

3.1. Problema Unidimensional

3.1.1. Elección del Parámetro de Estabilización

Sea Vh1 el subespacio de dimensión �nita formada por funciones
continuas que satisfacen
i) vjK 2 P1 (K) ; 8K 2 �h
ii) v = 0 en sobre �D

Suponga que h es constante en cada elemento de �h y es de la forma

h(e) = �(e)hKe

u

juj ;

con �(e) � 0 y hKe la medida del elemento.
Observe que esta elección de h satisface�

u
dw

dx

��
h(e)

dw

dx

�
� 0; 8w 2 Vh1 :
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3.1. Problema Unidimensional

Se considera el caso en que k y u son constantes. En este caso, la forma
bilineal es

a(�h; vh) =

Z
Ke

d
dvh
dx

d�h
dx
dx+

Z
Ke

vh

�
u
d�h
dx

�
dx+

1

2

Z
Ke

�
u
d�h
dx

��
h(e)

dvh
dx

�
dx

y el funcional

lh(vh) =

Z


Qvhdx+

1

2

Z


Qr � (vhh) dx:

Se de�ne el residuo por elemento como

r(e) (�h) =

Z
Ke

d
dvh
dx

d�h
dx
dx+

Z
Ke

vh

�
u
d�h
dx

�
dx

+
1

2

Z
Ke

�
u
d�h
dx

��
h(e)

dvh
dx

�
dx;

donde �h; vh 2 Vh1 :
Se propone elegir �(e) de tal forma que el residuo es cero. De esta

manera, se tiene

�(e) =
�
R
Ke
d
dvh
dx

d�h
dx
dx

1
2hKe

R
Ke

�
u
d�h
dx

��
u

juj
dvh
dx

�
dx

+

�
R
Ke
vh

�
u
d�h
dx

�
dx

1
2hKe

R
Ke

�
u
d�h
dx

��
u

juj
dvh
dx

�
dx

=
�d

1
2hKe juj

+
�
R
Ke
vhdx

1
2hKe

u

juj
dvh
dx

R
Ke
1dx

:

Se elige vh de tal manera que �(e) � 0. Esto es

Si u
juj � 0 entonces se elige vh = N

(e)
1 :

Si u
juj � 0 entonces se elige vh = N

(e)
2 ;
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3.1. Problema Unidimensional

donde N (i)
1 (x) =

xi+1�x
xi+1�xi y N

(i)
2 (x) =

x�xi
xi+1�xi para x 2 [xi; xi+1] con

i = 1; ::; N:
De esta manera el parámetro de estabilización es

�(e) =
�d

1
2hKe juj

+ 1

= 1� 1

Pe
;

donde Pe = hKe juj
2d es el número de Peclet.

Observación 24 1 � 1
Pe es el valor crítico mínimo para garantizar una

solución estable. Ver [Oñate 3]. Nuestra prueba muestra que es el mejor
parámetro elemento a elemento con la formulación débil. Esto en contraste
con el valor cothPe � 1

Pe que se conoce como el valor óptimo con valor
exacto en los nodos.
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3.1. Problema Unidimensional

3.1.2. Ejemplos

Los ejemplos a considerar son una muestra exhaustiva en una
dimensión. Se consideran diferentes condiciones de frontera y términos
fuente. En todos los ejemplos se compara la solución obtenida con el FIC
con la solución del MEF sin estabilización y la solución exacta.

Ejemplo 25 Problema de advección-difusión unidimensional sin término
fuente y condiciones de Dirichlet.

Se considera la ecuación

� d

dx

�
k
d�

dx

�
+ u

d�

dx
= 0; en 
 = (0; 1) ;

con condiciones de frontera

�(0) = 0

�(1) = 1;

donde k = 0;01 y u = 1 y se consideran 40 elementos de la misma longitud.
El número de Péclet es Pe = 1;25:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x

y

Exacta
FEM
FIC

Figura 7. Comparación entre la solución exacta del ejemplo 25
y las aproximaciones obtenidas con FEM y FIC.
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3.1. Problema Unidimensional

Ejemplo 26 Problema de advección-difusión unidimensional con término
fuente y condiciones de Dirichlet.

Se considera la ecuación

� d

dx

�
k
d�

dx

�
+ u

d�

dx
= sen(�x); en 
 = (0; 1) ;

con condiciones de frontera

�(0) = 0

�(1) = 0;

donde k = 0;01 y u = 1 y se consideran 40 elementos de la misma longitud.
El número de Péclet es Pe = 1;25:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

x

y

Exacta
FEM
FIC

Figura 8. Comparación entre la solución exacta del ejemplo 26 y las
aproximaciones obtenidas con FEM y FIC.
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3.1. Problema Unidimensional

Ejemplo 27 Problema de advección-difusión unidimensional con término
fuente y condiciones de Dirichlet

Se considera la ecuación

� d

dx

�
k
d�

dx

�
+ u

d�

dx
= sen(�x); en 
 = (0; 1) ;

con condiciones de frontera

�(0) = 0

�(1) = 0;

donde k = 0;01 y u = �1 y se consideran 40 elementos de la misma longitud.
El número de Péclet es Pe = 1;25:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

x

y

Exacta
FEM
FIC

Figura 9. Comparación entre la solución exacta del ejemplo 27 y las
aproximaciones obtenidas con FEM y FIC.
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3.1. Problema Unidimensional

Ejemplo 28 Problema de advección-difusión unidimensional con término
fuente y condiciones mixtas

Se considera la ecuación

� d

dx

�
k
d�

dx

�
+ u

d�

dx
= sen(�x); en 
 = (0; 1) ;

con condiciones de frontera

�(0) = 0

�k�0(1) = 1;

donde k = 0;01 y u = 1 y se consideran 40 elementos de la misma longitud.
El número de Péclet es Pe = 1;25:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.4

0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y

Exacta
FEM
FIC

Figura 10. Comparación entre la solución exacta del ejemplo 28 y las
aproximaciones obtenidas con FEM y FIC.
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Ejemplo 29 Problema de advección-difusión unidimensional sin término
fuente y condiciones de frontera mixtas.

Se considera la ecuación

� d

dx

�
k
d�

dx

�
+ u

d�

dx
= 0; en 
 = (0; 1) ;

con condiciones de frontera

�(0) = 0

�k�0(1) = �1;

donde k = 0;01 y u = 1 y se consideran 40 elementos de la misma longitud.
El número de Péclet es Pe = 1;25:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x

y

Exacta
FEM
FIC

Figura 11. Comparación entre la solución exacta del ejemplo 29 y las
aproximaciones obtenidas con FEM y FIC.
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Ejemplo 30 Problema de advección-difusión unidimensional con término
fuente y condiciones de frontera mixtas.

El término fuente es una función concentrada en x = 1
2 : La ecuación es

� d

dx

�
k
d�

dx

�
+ u

d�

dx
=

1

0;01 + (2x� 1)2
; en 
 = (0; 1) ;

con condiciones de frontera

�(0) = 0

�k�0(1) = 0;

donde k = 0;01 y u = 1 y se consideran 10 elementos de la misma longitud.
El número de Péclet es Pe = 5:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2

0

2

4

6

8

10

12

14

16

x

y

Exacta
FEM
FIC

Figura 12. Comparación entre la solución exacta del ejemplo 30 y las
aproximaciones obtenidas con FEM y FIC.
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3.2. Problema Bidimensional

3.2. Problema Bidimensional

3.2.1. Elección del Parámetro de Estabilización

Sea Vh1 el subespacio de dimensión �nita de�nido como

Vh1 =
n
v 2 C

�
�

�
: vjK 2 P1 (K) para todo K 2 �h; vj�D = 0

o
;

donde P1 (K) denota al conjunto de polinomios de grado uno sobre K 2 �h:
Suponga que �̂ es solución y �x y �y sus respectivas derivadas. Se de�ne

para cada elemento

r(e)
�
�̂
�

=

Z
Kn

(rNi) �
�
dr�̂

�
dx+

Z
Kn

Ni

�
u � r�̂

�
dx

+
1

2

Z
Kn

�
u � r�̂

��
h(e) � rNi

�
hdx;

para algún Ni 2 Vh1 :
El parámetro se elige de la forma

h(e) = �(e)hKe

P

kPk ;

donde

P=
u � r�̂
r�̂ � r�̂

r�̂:

La propuesta para obtener el parámetro de estabilización es mediante
el siguiente procedimiento iterativo:

1. Se resuelve el problema con �(e) = 0 para cada elemento.

2. Para k = 1; 2; :: encontrar una solución �̂
(k)

más suave a partir de

�̂
(k�1)

:

3. Sea �(e)k el parámetro que corresponde a �̂
(k)
con el mismo residuo que

con �(e)k�1 y �̂
(k�1)

; esto es
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3.2. Problema Bidimensional

�
(e)
k = �

R
Kn
(rNi) �

�
d
�
r�̂(k)-r�̂(k�1)

��
dx

1
2hKe

R
Ke

�
u � r�̂(k)

�
(P � rv) dx

�

R
Kn
Ni

�
u �
�
r�̂(k)-r�̂(k�1)

��
dx

1
2hKe

R
Ke

�
u � r�̂(k)

�
(P � rv) dx

+�
(e)
k�1

R
Ke

�
u � r�̂(k�1)

�
(P � rv) dxR

Ke

�
u � r�̂(k)

�
(P � rv) dx

:

4. Se repiten los pasos 2, 3 y 4 hasta obtener convergencia.

3.2.2. Suavización de la derivada

Sea fv1; v2; :::vk+1g base de Vh:Y considere

�̂h =
k+1X
i=1

vi�̂i;

la solución obtenida con FEM.

De la de�nición de derivada débil se tiene queZ



@�̂h
@x�

vidx = �
Z



�̂h
@vi
@x�

dx;

con i = 1; 2; ::; k + 1:

Si se expresa @�̂h
@x�

como una combinación lineal de los elementos de la
base fv1; v2; :::vk+1g, esto es

@�̂h
@x�

=
k+1X
j=1

vj�̂�j ;

entonces se tiene
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3.2. Problema Bidimensional

Z



@�̂h
@x�

vidx =

Z



0@k+1X
j=1

vj�̂�j

1A vidx
=

k+1X
j=1

Z



vivj�̂�jdx

= �
Z



0@k+1X
j=1

vj�̂j

1A @vi
@x�

dx

= �
k+1X
j=1

Z



@vi
@x�

vj�̂jdx;

para i = 1; 2; ::; k + 1:
En forma matricial es

0BBBB@
Z


v1v1dx � � �

Z


v1vk+1dx

...
. . .

...Z


vk+1v1dx � � �

Z


vk+1vk+1dx

1CCCCA
0B@ �̂�1

...
�̂�(k+1)

1CA

=

0BBBB@
�
Xk+1

j=1

Z



@v1
@x�
vj�̂jdx

...

�
Xk+1

j=1

Z



@vk+1
@x�

vj�̂jdx

1CCCCA :

�̂�1; :::; �̂�(k+1) son los coe�cientes a determinar, con lo que se tendría la

derivada de �̂h como una combinación lineal de la base.
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3.2. Problema Bidimensional

3.2.3. Ejemplos

Los siguientes ejemplos son un "benchmark" de los distintos ejemplos
que se pueden encontrar en la literatura,

Ejemplo 31 Encontrar � 2 C2 (
) tal que

�r � (dr�) + u � r� = 0; en 
;

con condiciones de frontera

� = 1 en �D1
� = 0 en �D2 ;

donde d = 0;000001; u =

�
0
1

�
; 
 =

�
�1
2 ;
1
2

�
�
�
�1
2 ;
1
2

�
; �D1 =��

0; 12
�
� f0g

�
[
�
f1g �

�
�1
2 ;
1
2

��
y �D2 = @
=�D1 . Se considera una malla

de 625 elementos rectangulares de cuatro nodos de tal manera que el número
de Péclet es Pe = 800: Se resuelve el problema utilizando FEM y la solución
obtenida se muestra en las �guras 14 y 16 despúes de 5 iteraciones se obtiene
la solución con FIC mostrada en las �guras 15 y 17 utilizando los vectores
de estabilización en cada elemento como se muestra en las �guras 18 y 19.

φ = 1φ = 0

φ = 0

φ = 1φ = 0

0.5

0.5


0.5


0.5

Figura 13. Dominio y condiciones de
frontera del ejemplo 31.
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3.2. Problema Bidimensional

Figura 14. Solución obtenida con FEM
(primera iteración).

Figura 15. Solución obtenida con FIC
(quinta iteración).

Figura 16. Solución obtenida con
FEM en vista 3D (primera iteración).

Figura 17. Solución obtenida con FIC
en vista 3D (quinta iteración).
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3.2. Problema Bidimensional

Figura 18. Malla de 625 elementos
rectangulares y vectores de

estabilización en la quinta iteración de
FIC.

Figura 19. Solución aproximada y vectores de
estabilización en la quinta iteración de FIC.
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3.2. Problema Bidimensional

Ejemplo 32 Encontrar � 2 C2 (
) tal que

�r � (dr�) + u � r� = 0; en 
;

con condiciones de frontera

� = 100 en �D1
� = 0 en �D2
qn = 0 en �N1 ;

donde d = 10�10; u =

�
1
1

�
; 
 = (0; 1) � (0; 1) ; �D1 = f1g � [0; 1] ;

�q = [0; 1]�f1g y �D2 = �D=�D1 : Se considera una malla de 400 elementos
rectangulares de cuatro nodos de tal manera que el número de Péclet es
Pe = 1;25 � 107: Se resuelve el problema utilizando FEM y la solución
obtenida se muestra en las �guras 21 y 23 despúes de 5 iteraciones se obtiene
la solución con FIC mostrada en las �guras 22 y 24 utilizando los vectores
de estabilización en cada elemento como se muestra en las �guras 25 y 26.

φ = 100φ = 0

∇φ . n = 0

0

= 1

φ = 0 1

1

0

Figura 20. Dominio y condiciones de
frontera del ejemplo 32.

61



3.2. Problema Bidimensional

Figura 21. Solución obtenida con FEM
(primera iteración)

Figura 22. Solución obtenida con FIC
(quinta iteración)

Figura 23. Solución obtenida con FEM
en vista 3D (primera iteración).

Figura 24. Solución obtenida con FIC
en vista 3D (quinta iteración).
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3.2. Problema Bidimensional

Figura 25. Malla de 400 elementos
rectangulares y vectores de

estabilización en la quinta iteración de
FIC.

Figura 26. Solución aproximada y
vectores de estabilización en la
quinta iteración de FIC.
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3.2. Problema Bidimensional

Ejemplo 33 Encontrar � 2 C2 (
) tal que

�r � (dr�) + u � r� = 0; en 
;

con condiciones de frontera

� = 100 en �D1
� = 0 en �D2 ;

donde d = 0;000001; u =

�
1
�2

�
; 
 =

�
�1
2 ;
1
2

�
�
�
�1
2 ;
1
2

�
; �D1 =�

�1
2

	
�
�
1
4 ;
1
2

�
[
�
�1
2 ;
1
2

�
�
�
1
2

	
y �D2 = @
=�D1 Se considera una malla de

576 elementos rectangulares de cuatro nodos de tal manera que el número de
Péclet es Pe = 1736;1: Se resuelve el problema utilizando FEM y la solución
obtenida se muestra en las �guras 28 y 30 despúes de 5 iteraciones se obtiene
la solución con FIC mostrada en las �guras 29 y 31 utilizando los vectores
de estabilización en cada elemento como se muestra en las �guras 32 y 33.

φ = 1φ = 0

φ = 100

φ = 0

0.5

0.5


0.5


0.5

φ = 100

Figura 27. Dominio y condiciones de
frontera del ejemplo 33
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3.2. Problema Bidimensional

Figura 28. Solución obtenida con FEM
(primera iteración)

Figura 29. Solución obtenida con FIC
(quinta iteración)

Figura 30. Solución obtenida con FEM
en vista 3D (primera iteración).

Figura 31. Solución obtenida con FIC
en vista 3D (quinta iteración).
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3.2. Problema Bidimensional

Figura 32. Malla de 576 elementos
rectangulares y vectores de

estabilización en la quinta iteración de
FIC.

Figura 33. Solución aproximada y
vectores de estabilización en la quinta

iteración de FIC.
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Apéndice A

Conclusiones y Trabajo
Futuro

Observamos que el problema con valores en la frontera obtenido a partir
del método FIC, no es un problema bien planteado en el sentido clásico.
En este trabajo hemos presentado una formulación débil del problema en
espacios de elemento �nito. La formulación es congruente con el uso del FIC
en la práctica. En este contexto, hemos demostrado existencia, unicidad y
estabilidad de la solución. esto establece que el problema es bien planteado.
Por otra parte, se propone una técnica iterativa de elección del parámetro de
estabilización. Con esta técnica ha sido posible aproximar en mallas gruesas
la solución del problema con convección dominante re�ejado en los altos
números de Péclet. La técnica es natural en el contexto de elementos �nitos.
La elección del parámetro en dimensión uno es óptima y caracteriza el valor
crítico del parámetro de estabilización.

Este trabajo sugiere varios problemas a investigar. Es necesario mejorar
el análisis del error del método FIC mediante la búsqueda de una mejor cota
en la estimación del error. Explorar.el análisis realizado en una dimensión
para una mejor elección del parámetro de estabilización en dos dimensiones.
Seria deseable una elección sin iterar. Un problema teórico relevante es
demostrar la convergencia del método iterativo. De nuestro conocimiento
no existen resultados de ésta índole en la literatura. Finalmente, extender
lo realizado en este trabajo para el problema transitorio.
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Apéndice B

Implantación Computacional
del FIC

Los programas fueron implantados en Borland C++ Builder 6 y para
realizar el pre y pro proceso se utilizó GID.

B.1. Problema Unidimensional

Sea la ecuación unidimensional de convección-difusión,

� d

dx

�
k
d�

dx

�
+ u

d�

dx
= Q; en 
 = (a; b) ; (B.1)

con las condiciones de frontera

� = �� en �D (B.2)

�kd�
dx

= �q en �N ;

donde �D [ �N = @
 y �D es no vacío.
Sea

r =
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q: (B.3)

La formulación de Cálculo de Incremento Finito es

r � h
2

dr

dx
= 0; en 
; (B.4)

68



B.1. Problema Unidimensional

con condiciones de frontera

� = �� en �D (B.5)

�kd�
dx
+
h

2
r = �q en �N :

B.1.1. Formulación Débil del FIC

Para obtener la formulación débil, se considera el espacio de funciones
prueba:

V =
n
v 2 H2 (
) : vj�D = 0

o
: (B.6)

Se multiplica la ecuación (B.4) por una función prueba arbitraria v 2 V
e integrando sobre el dominio, se obtiene

Z b

a
v

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q� h

2

d

dx

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

��
dx = 0:

Integrando por partes

Z b

a

�
dv

dx

��
k
d�

dx

�
dx+

Z


uv
d�

dx
dx

�1
2

Z b

a

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

�
d (hv)

dx
dx

= v

�
k
d�

dx
� h
2

d

dx

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

������b
a

+

Z b

a
Qvdx:

Como v = 0 sobre �D y por la condición �k d�dx +
h
2 r = �q en �N se tiene

Z b

a

�
dv

dx

��
k
d�

dx

�
dx+

Z


uv
d�

dx
dx

�1
2

Z b

a

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx
+Q

�
d (hv)

dx
dx

=

Z b

a
Qvdx+ v�qj�N ;
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B.1. Problema Unidimensional

esto es

Z b

a

�
dv

dx

��
k
d�

dx

�
dx+

Z


uv
d�

dx
dx

�1
2

Z b

a

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx

�
d (hv)

dx
dx

=

Z b

a
Qvdx+

1

2

Z b

a
Q
d (hv)

dx
dx+ v�qj�N :

Se de�ne la forma bilineal

ah(�; v) =

Z b

a

�
dv

dx

��
k
d�

dx

�
dx+

Z


uv
d�

dx
dx (B.7)

�1
2

Z b

a

�
d

dx

�
k
d�

dx

�
� ud�

dx

�
d (hv)

dx
dx;

donde v 2 V y � 2 H2 (
) y el funcional

lh(v) =

Z b

a
Qvdx+

1

2

Z b

a
Q
d (hv)

dx
dx+ v�qj�N ; v 2 V: (B.8)

Así, una formulación débil del problema (B.4)-(B.5) es:

Encontrar � 2 H2 (
) tal que �� �� 2 V y

ah(�; v) = lh(v); 8v 2 V; (B.9)

donde ah y lh están de�nidos por (B.7) y (B.8) respectivamente.

B.1.2. Método de Cálculo de Incrementos Finitos en Espa-
cios de Dimensión Finita

Aproximación Lineal

Se considera una discretización �nita �h = fK1;K2; :::;KNg del dominio

 = (a; b): Se de�nen lo elementos Ki = (xi; xi+1) ; con i = 1; ::; N; donde
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B.1. Problema Unidimensional

a = x1 < x2 < � � � < xN < xN+1 = b;

son los nodos y la longitud de cada elemento es hKi = xi+1 � xi:
Se de�nen las funciones base por elemento como

N
(i)
1 (x) =

xi+1 � x
xi+1 � xi

(B.10)

N
(i)
2 (x) =

x� xi
xi+1 � xi

;

donde x 2 [xi; xi+1] ; con i = 1; ::; N; gra�camente,

xi xi+1

N2
(i)

)
N1

(i)

Figura 34. Funciones base por
elemento.

y para cada nodo interior xi estas funciones se combinan para obtener la
función base global

	i(x) =

8><>:
N
(i�1)
2 (x) x 2 [xi0�1; xi]

N
(i)
1 (x) x 2 [xi; xi+1]

;

con i = 2; ::; N; como se muestra en la siguiente �gura.
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B.1. Problema Unidimensional

xi xi+1

N2
(i1)

)

N1
(i)

xi1

Figura 35. Funcion base global.

En el intervalo [a; x2] se de�ne 	1(x) = N
(1)
1 (x) y en [xN ; b] la función

	N+1(x) = N
(N)
2 (x): Con la convención de que 	i(x) es cero fuera del

intervalo donde está de�nida se tiene que

Vh =
n
v(x) =

X
cj	j(x) : vj�D = 0

o
:

Entonces se reescribe la forma bilineal (B.7) y el funcional (B.8) por

ah(�h; vh) =

Z b

a

�
dvh
dx

��
k
d�h
dx

�
dx+

Z


uvh

d�h
dx
dx (B.11)

+
1

2

Z b

a
u
d�h
dx

d (hvh)

dx
dx;

lh(vh) =

Z b

a
Qvhdx+

1

2

Z b

a
Q
d (hvh)

dx
dx+ v�qj�N : (B.12)

Se tiene el problema:

Encontrar �h =
P
�j	j(x) tal que �h � �� 2 Vh y

ah(�h; vh) = lh(vh); 8vh 2 Vh;

donde ah y lh están de�nidos por (B.11) y (B.12) respectivamente.

La formulación Galerkin-MEF se obtiene tomando vh = Ni; esto es,
encontrar �h =

P
�j	j(x) tal que �h � �� 2 Vh y
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B.1. Problema Unidimensional

ah(�h; Ni) = lh(Ni); i = 1; 2:::m;

donde ah y lh están de�nidos por (B.11) y (B.12) respectivamente.

Una importante simpli�cación resulta al descomponer las integrales
sobre cada elemento. en este caso sólo se consideran las interacciones de
las funciones base (B.10) con la �nalidad de de�nir una matriz de rigidez
por elemento de tamaño 2� 2 :

Ke
�;� = ah(N

(j)
� ; N (e)

� ):

Las derivadas de N (e)
1 y N (e)

2 son las constantes, � 1
hKe

; y además se
tienen las integrales

Z xi+1

xi

dN
(e)
�

dx

dN
(e)
�

dx
dx =

(�1)�+�

hKe

;

Z xi+1

xi

dN
(e)
�

dx
N (i)
� dx =

1

2
(�1)�

y Z xi+1

xi

N
(e)
� N (e)

� dx =
1

6
(1 + ��;�)hKe :

De esta forma, la matriz de rigidez por elemento es

�
Ke
�;�

�
=

d

hKe

�
1 �1
�1 1

�
+
u

2

�
�1 1
�1 1

�
+
h(e)

2

u

hKe

�
1 �1
�1 1

�
:

La combinación, a través de la adición de las entradas correspondientes,
de las matrices de rigidez de dos elementos vecinos es llamados el proceso
de ensamble de la matriz y nos lleva a la matriz de rigidez global. En este
punto se deben considerar las condiciones de frontera.
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B.2. Problema Bidimensional

B.2. Problema Bidimensional

Una característica de los métodos de elemento �nito que los distingue
de los métodos de diferencias �nitas es que su derivación e implementación
se enfoca sobre cálculos en un elemento individual. Un sistema coordenado
local se establece en cada elemento y todas las contribuciones para el sistema
completo de ecuaciones que se derivan de cada elemento son calculadas en
las coordenadas locales; el ensamble de estas contribuciones en el sistema
completo requiere información que se determina con el mapeo del sistema
coordenado local al global para mantener una estructura de datos apropiada.

Se considerarán mallas triangulares y rectangulares con lados rectos;
y parte de la de�nición de una triangulación regular es que cada lado es
completamente compartido por dos triángulos vecinos.

B.2.1. Mapeo local para un triángulo

Se mapeará cada triángulo de la malla sobre un triángulo recto unitario
por una transformación de coordenadas cartesianas globales r = (x; y)
a coordenadas locales (�; �). Se denotará con rj = (xj ; yj); j = 1; 2; 3
a los vértices del triángulo que serán mapeados a (0; 0), (1; 0) y (0; 1)
respectivamente en el sistema coordenado local. Es claro que el mapeo está
dado por

r(�; �) = (1� � � �)r1 + �r2 + �r3:

ρ

η

1

1

x

y

Figura 36. Mapeo a un elemento triangular recto unitario.
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B.2. Problema Bidimensional

Se de�nen las funciones base por elemento

v1(�; �) = 1� � � �;
v2(�; �) = �

y

v3(�; �) = �:

De esta manera,

r(�; �) =
3X
j=1

vj(�; �)rj :

El jacobiano de la transformación es

J =

0B@
@x

@�

@y

@�
@x

@�

@y

@�

1CA =

�
x2 � x1 y2 � y1
x3 � x1 y3 � y1

�
;

el cual es constante sobre el triángulo y

detJ = det

0@ x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

1A = (x2 � x1) (y3 � y1)� (x3 � x1) (y2 � y1) :

Observe que para cada elemento el área A123 es el área del triángulo
�(r1; r2; r3) � �123 y

A123 =

Z

e

1d
e =

Z 1

0

Z 1��

0
det Jd�d� = detJ

Z 1

0
(1� �) d� = 1

2
det J:

De esta manera detJ = 2A123: El jacobiano es no singular. Además se
tiene que

J

0@ @V
@x

@V
@y

1A =

0B@ @V
@�

@V
@�

1CA ;
esto es
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B.2. Problema Bidimensional

0@ @V
@x

@V
@y

1A = J�1

0B@ @V
@�

@V
@�

1CA ;
dado que

J�1 =
1

detJ

0@ y3 � y1 y1 � y2

x1 � x3 x2 � x1

1A ;
se tiene que

@vi
@x

=
1

detJ

�
(y3 � y1)

@vi
@�

+ (y1 � y2)
@vi
@�

�
y

@vi
@y

=
1

detJ

�
(x1 � x3)

@vi
@�

+ (x2 � x1)
@vi
@�

�
;

para i = 1; 2; 3; es decir

@v1
@x

=
1

detJ
(y2 � y3) ;

@v1
@y

=
1

detJ
(x3 � x2) ;

@v2
@x

=
1

detJ
(y3 � y1) ;

@v2
@y

=
1

detJ
(x1 � x3) ;

@v3
@x

=
1

detJ
(y1 � y2) ;

@v3
@y

=
1

detJ
(x2 � x1) :

De aquí es fácil ver que

(detJ)2 jrvij2 = jr3 � r1j2
�
@vi
@�

�2
+jr1 � r2j2

�
@vi
@�

�2
+2 (r3 � r1)�(r1 � r2)

@vi
@�

@vi
@�
:
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B.2.2. Mapeo local para un cuadrilátero

r1

r2

r3
r4

x

y
(1,1) (1,1)

(1,1) (1,1)

η

ξ

1 2

4 3

Figura 37. Mapeo a un cuadrilátero canónico.

Se mapeará cada cuadrilátero de la malla sobre un cuadrilátero canónico
por una transformación de coordenadas cartesianas globales r = (x; y) a
coordenadas locales (�; �). Por conveniencia al usar la fórmula de cuadratura
gaussiana este cuadrilátero se toma como {(�; �) 2 [�1; 1]� [�1; 1]}. Así, se
tiene

r(�; �) =
4X
j=1

vj(�; �)rj ;

donde

v1(�; �) :=
1
4 (1� �) (1� �) ; v2(�; �) :=

1
4 (1 + �) (1� �) ;

v3(�; �) :=
1
4 (1 + �) (1 + �) ; v4(�; �) :=

1
4 (1� �) (1 + �) :

De esta manera

r(�; �) =
3X
j=1

vj(�; �)rj :

Observe que

@v1(�; �)

@�
= �1

4 (1� �) ;
@v2(�; �)

@�
= 1

4 (1� �) ;

@v3(�; �)

@�
= 1

4 (1 + �) ;
@v4(�; �)

@�
= �1

4 (1 + �) ;
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B.2. Problema Bidimensional

@v1(�; �)

@�
= �1

4 (1� �) ;
@v2(�; �)

@�
= �1

4 (1 + �) ;

@v3(�; �)

@�
= 1

4 (1 + �) ;
@v4(�; �)

@�
= 1

4 (1� �) :

El jacobiano de la transformación es

J =
@ (x; y)

@(�; �)
(B.13)

=

0B@
@x

@�

@y

@�
@x

@�

@y

@�

1CA

=
1

4

0BB@
(x3 � x4) (1 + �)
+ (x2 � x1) (1� �)

(y3 � y4) (1 + �)
+ (y2 � y1) (1� �)

(x3 � x2) (1 + �)
+ (x4 � x1) (1� �)

(y3 � y2) (1 + �)
+ (y4 � y1) (1� �)

1CCA ;
el cual es variable a lo largo del elemento.

Si se considera una malla cuadrada, constante y uniforme de lado h. En
cada elemento, la matriz jacobiana J es constante con detJ = 1

4h
2: Además

si

� (x(�; �); y(�; �)) =
4X
j=1

vj(�; �)�j

entonces

J

0B@ @�
@x

@�
@y

1CA =

0B@
@�
@�

@�
@�

1CA ;
con J = 1

2hI:Por lo tanto,
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B.2. Problema Bidimensional

0B@ @�
@x

@�
@y

1CA = J�1

0B@
@�
@�

@�
@�

1CA
=

1

2h

0@ ��1 (1� �) + �2 (1� �) + �3 (1 + �)� �4 (1 + �)

��1 (1� �)� �2 (1 + �) + �3 (1 + �) + �4 (1� �)

1A ;
esto es,  

@�
@x
@�
@y

!
=
1

2h

0@ (�3 � �4) (1 + �) + (�2 � �1) (1� �)

(�3 � �2) (1 + �) + (�4 � �1) (1� �)

1A ;
además

0@ @vi
@x

@vi
@y

1A = J�1

0B@
@vi
@�

@vi
@�

1CA
=

2

h

0B@
@vi
@�

@vi
@�

1CA ;
es decir,

@v1(�; �)

@x
= � 1

2h (1� �) ;
@v2(�; �)

@x
= 1

2h (1� �) ;

@v3(�; �)

@x
= 1

2h (1 + �) ;
@v4(�; �)

@x
= � 1

2h (1 + �) ;

@v1(�; �)

@y
= � 1

2h (1� �) ;
@v2(�; �)

@y
= � 1

2h (1 + �) ;

@v3(�; �)

@y
= 1

2h (1 + �) ;
@v4(�; �)

@y
= 1

2h (1� �) :
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B.2.3. Método de Cálculo de Incrementos Finitos sobre
espacios de dimensión �nita

Se considera una discretización �nita �h = fK1;K2; :::;KNg del dominio

: Sea Vh el subespacio de dimensión �nita de�nido como

Vh =
n
v 2 C

�
�

�
: vjK 2 Pk (K) para todo K 2 �h; vj�D = 0

o
;

donde Pk (K) denota al conjunto de polinomios de grado k sobre K 2 �h:
Supondremos que la matriz D es igual a una función escalar d(x) =

d > 0 que multiplica a la matriz identidad, n � (Dr�) en la condición de
frontera de Neumann se reemplaza por la derivada normal @��n y que �q = 0:

Suponga que h es constante en cada elemento de �h de la forma

h(e) = �(e)hKeP;

tal que, para vh; �h 2 Vh; se tienen la forma bilineal

ah(�h; vh) =

Z


(rvh) � (dr�h) dx+

Z


vh (u � r�h) dx (B.14)

+
1

2

NX
e=1

Z
Ke

(u � r�h)
�
h(e) � rvh

�
dx;

y el funcional

lh(vh) =

Z


Qvhdx+

1

2

Z


Qr � (vhh) dx; vh 2 Vh: (B.15)

Se considera el siguiente problema:

Encontrar �h 2 Vh tal que

ah(�h; vh) = lh(vh); 8vh 2 Vh: (B.16)

La función �h se escribe como

�h (x; y) =

mX
i=1

vi ((� (x; y) ; � (x; y)))�i;
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donde �i son los valores de la aproximación en los nodos y vi 2 Vh son las
funciones base globales donde vi(xj;.yj) = �ji son lineales en cada triangulo.

La formulación Galerkin-FEM se obtiene tomando vh = vi; esto es

Encontrar �h =
Pm
i=1 vi�i 2 Vh tal que

ah(�h; vi) = lh(vi); i = 1; 2:::m

donde ah y lh están de�nidos por (2.19) y (2.20) respectivamente.
El primer paso para formar éstas ecuaciones es calcular la matriz de

rigidez de 3� 3 por elemento para cada triángulo de�nida por

Ke
�;� = ah(v�; v�);

para �; � = 1; 2; 3:

Usando una malla triangular

La matriz de rigidez por elemento para cada triángulo esta dada por�
Ke
�;�

�
= K1 +K2 +K3;

donde

K1 =
d

2 detJ

0@ kr2 � r3k2 (r2 � r3) (r3 � r1) (r2 � r3) (r1 � r2)
(r2 � r3) (r3 � r1) kr3 � r1k2 (r3 � r1) (r1 � r2)
(r2 � r3) (r1 � r2) (r3 � r1) (r1 � r2) kr1 � r2k2

1A ;
y

K2 =
1

6
u1

0@ y2 � y3
y3 � y1
y1 � y2

1A� 1; 1; 1
�
+
1

6
u2

0@ x3 � x2
x1 � x3
x2 � x1

1A� 1; 1; 1
�

K3 =

�
1

2 detJ

��
K1
3 ; K2

3 ; K3
3

�
;

con
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K1
3 =

0BBBBBBB@

(u1 (y2 � y3) + u2 (x3 � x2))
�
h
(e)
1 (y2 � y3) + h(e)2 (x3 � x2)

�
(u1 (y3 � y1) + u2 (x1 � x3))

�
h
(e)
1 (y2 � y3) + h(e)2 (x3 � x2)

�
(u1 (y1 � y2) + u2 (x2 � x1))

�
h
(e)
1 (y2 � y3) + h(e)2 (x3 � x2)

�

1CCCCCCCA
;

K2
3 =

0BBBBBBB@

(u1 (y2 � y3) + u2 (x3 � x2))
�
h
(e)
1 (y3 � y1) + h(e)2 (x1 � x3)

�
(u1 (y3 � y1) + u2 (x1 � x3))

�
h
(e)
1 (y3 � y1) + h(e)2 (x1 � x3)

�
(u1 (y1 � y2) + u2 (x2 � x1))

�
h
(e)
1 (y3 � y1) + h(e)2 (x1 � x3)

�

1CCCCCCCA
y

K3
3 =

0BBBBBBB@

(u1 (y2 � y3) + u2 (x3 � x2))
�
h
(e)
1 (y1 � y2) + h(e)2 (x2 � x1)

�
(u1 (y3 � y1) + u2 (x1 � x3))

�
h
(e)
1 (y1 � y2) + h(e)2 (x2 � x1)

�
(u1 (y1 � y2) + u2 (x2 � x1))

�
h
(e)
1 (y1 � y2) + h(e)2 (x2 � x1)

�

1CCCCCCCA
:

Usando una malla rectangular

La matriz de rigidez por elemento para cada rectangulo en donde la
malla es cuadrada, constante y uniforme de lado h esta dada por�

Ke
�;�

�
= K1 +K2 +K3;

con

K1 =
d

6

0BB@
4 �1 �2 �1
�1 4 �1 �2
�2 �1 4 �1
�1 �2 �1 4

1CCA ;
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K2 =
1

12
h

0BB@
�2u1 � 2u2 2u1 � u2 u1 + u2 �u1 + 2u2
�2u1 � u2 2u1 � 2u2 u1 + 2u2 �u1 + u2
�u1 � u2 u1 � 2u2 2u1 + 2u2 �2u1 + u2
�u1 � 2u2 u1 � u2 2u1 + u2 �2u1 + 2u2

1CCA
y

K3 =
�
K1
3 ; K2

3 ; K3
3 ; K4

3

�
;

donde

K1
3 =

1

24

0BBBBBBBB@

4h1u1 + 3h1u2 + 3h2u1 + 4h2u2

�4h1u1 � 3h1u2 + 3h2u1 + 2h2u2

�2h1u1 � 3h1u2 � 3h2u1 � 2h2u2

2h1u1 + 3h1u2 � 3h2u1 � 4h2u2

1CCCCCCCCA
;

K2
3 =

1

24

0BBBBBBBB@

�4h1u1 + 3h1u2 � 3h2u1 + 2h2u2

4h1u1 � 3h1u2 � 3h2u1 + 4h2u2

2h1u1 � 3h1u2 + 3h2u1 � 4h2u2

�2h1u1 + 3h1u2 + 3h2u1 � 2h2u2

1CCCCCCCCA
;

K3
3 =

1

24

0BB@
�2h1u1 � 3h1u2 � 3h2u1 � 2h2u2
2h1u1 + 3h1u2 � 3h2u1 � 4h2u2
4h1u1 + 3h1u2 + 3h2u1 + 4h2u2
�4h1u1 � 3h1u2 + 3h2u1 + 2h2u2

1CCA
y
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K4
3 =

1

24

0BBBBBBBB@

2h1u1 � 3h1u2 + 3h2u1 � 4h2u2

�2h1u1 + 3h1u2 + 3h2u1 � 2h2u2

�4h1u1 + 3h1u2 � 3h2u1 + 2h2u2

4h1u1 � 3h1u2 � 3h2u1 + 4h2u2

1CCCCCCCCA
:

B.2.4. Suavización de la derivada

Sea fv1; v2; :::vk+1g base de Vh:Se considera

�̂h =

k+1X
i=1

vi�̂i;

la solución obtenida con FEM.

De la de�nición de derivada débil se tiene queZ



@�̂h
@x�

vidx = �
Z



�̂h
@vi
@x�

dx

i = 1; 2; ::; k + 1:

Si se expresa @�̂h
@x�

como una combinación lineal de los elementos de la
base fv1; v2; :::vk+1gse tiene

@�̂h
@x�

=
k+1X
j=1

vj�̂�j

entonces se tiene
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Z



@�̂h
@x�

vidx =

Z



0@k+1X
j=1

vj�̂�j

1A vidx
=

k+1X
j=1

Z



vivj�̂�jdx

= �
Z



0@k+1X
j=1

vj�̂j

1A @vi
@x�

dx

= �
k+1X
j=1

Z



@vi
@x�

vj�̂jdx;

para i = 1; 2; ::; k + 1:
En forma matricial es

0BBBBBBBB@

Z


v1v1dx � � �

Z


v1vk+1dx

...
. . .

...Z


vk+1v1dx � � �

Z


vk+1vk+1dx

1CCCCCCCCA

0BBBBB@
�̂�1

...

�̂�(k+1)

1CCCCCA

=

0BBBBBBBB@

�
Xk+1

j=1

Z



@v1
@x�
vj�̂jdx

...

�
Xk+1

j=1

Z



@vk+1
@x�

vj�̂jdx

1CCCCCCCCA
donde �̂�1; :::; �̂�(k+1) son los coe�cientes a determinar, con lo que se tendría

la derivada de �̂h como una combinación lineal de la base.
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Suavización con malla triangular

Si se considera una malla triangular, entonces el sistema matricial por
elemento a resolver es

0BBBBBBBBBB@

Z
Ke

v1v1dx

Z
Ke

v1v2dx

Z
Ke

v1v3dx

Z
Ke

v2v1dx

Z
Ke

v2v2dx

Z
Ke

v2v3dx

Z
Ke

v3v1dx

Z
Ke

v3v2dx

Z
Ke

v3v3dx

1CCCCCCCCCCA

0BBBBB@
�̂�1

�̂�2

�̂�3

1CCCCCA

= �

0BBBBBBBBBB@

Z
Ke

@v1
@x�
v1�̂1dx+

Z
Ke

@v1
@x�
v2�̂2dx+

Z
Ke

@v1
@x�
v3�̂3dx

Z
Ke

@v2
@x�
v1�̂1dx+

Z
Ke

@v2
@x�
v2�̂2dx+

Z
Ke

@v2
@x�
v3�̂3dx

Z
Ke

@v3
@x�
v1�̂1dx+

Z
Ke

@v3
@x�
v2�̂2dx+

Z
Ke

@v3
@x�
v3�̂3dx

1CCCCCCCCCCA
esto es, con respecto a cada variable se tienen los sistemas

(detJ)

0BBBB@
1
12

1
24

1
24

1
24

1
12

1
24

1
24

1
24

1
12

1CCCCA
0BBBBB@
�̂x1

�̂x2

�̂x3

1CCCCCA = �1
6

0BBBBB@
(y2 � y3) (�̂1 + �̂2 + �̂3)

(y3 � y1) (�̂1 + �̂2 + �̂3)

(y1 � y2) (�̂1 + �̂2 + �̂3)

1CCCCCA
y

(detJ)

0BBBB@
1
12

1
24

1
24

1
24

1
12

1
24

1
24

1
24

1
12

1CCCCA
0BBBBB@
�̂y1

�̂y2

�̂y3

1CCCCCA = �1
6

0BBBBB@
(x2 � x3) (�̂1 + �̂2 + �̂3)

(x3 � x1) (�̂1 + �̂2 + �̂3)

(x1 � x2) (�̂1 + �̂2 + �̂3)

1CCCCCA :
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Suavizado con malla cuadrangular

Si se considera una malla cuadrada,constante y uniforme de lado h; por
elemento se tiene el sistema matricial

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

Z
Ke

v1v1dx

Z
Ke

v1v2dx

Z
Ke

v1v3dx

Z
Ke

v1v4dx

Z
Ke

v2v1dx

Z
Ke

v2v2dx

Z
Ke

v2v3dx

Z
Ke

v2v4dx

Z
Ke

v3v1dx

Z
Ke

v3v2dx

Z
Ke

v3v3dx

Z
Ke

v3v4dx

Z
Ke

v4v1dx

Z
Ke

v4v2dx

Z
Ke

v4v3dx

Z
Ke

v4v4dx

1CCCCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

�̂�1

�̂�2

�̂�3

�̂�4

1CCCCCCCCCA

= �

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

Z
Ke

@v1
@x�
v1�̂1dx+

Z
Ke

@v1
@x�
v2�̂2dx+

Z
Ke

@v1
@x�
v3�̂3dx+

Z
Ke

@v1
@x�
v4�̂4dx

Z
Ke

@v2
@x�
v1�̂1dx+

Z
Ke

@v2
@x�
v2�̂2dx+

Z
Ke

@v2
@x�
v3�̂3dx+

Z
Ke

@v2
@x�
v4�̂4dx

Z
Ke

@v3
@x�
v1�̂1dx+

Z
Ke

@v3
@x�
v2�̂2dx+

Z
Ke

@v3
@x�
v3�̂3dx+

Z
Ke

@v3
@x�
v4�̂4dx

Z
Ke

@v4
@x�
v1�̂1dx+

Z
Ke

@v4
@x�
v2�̂2dx+

Z
Ke

@v4
@x�
v3�̂3dx+

Z
Ke

@v4
@x�
v4�̂4dx

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
esto es, con respecto a x

h2

0BBBBBBBB@

1
9

1
18

1
36

1
36

1
18

1
9

1
18

1
36

1
36

1
18

1
9

1
18

1
36

1
36

1
18

1
9

1CCCCCCCCA

0BBBBBBB@

�̂x1

�̂x2

�̂x3
�̂x4

1CCCCCCCA
= � 1

12

0BBBBBBBBB@

�2�̂1 � 2�̂2 � �̂3 � �̂

2�̂1 + 2�̂2 + �̂3 + �̂4

�̂1 + �̂2 + 2�̂3 + 2�̂4

��̂1 � �̂2 � 2�̂3 � 2�̂4

1CCCCCCCCCA
y con respecto a y
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h2

0BBBBBBBB@

1
9

1
18

1
36

1
36

1
18

1
9

1
18

1
36

1
36

1
18

1
9

1
18

1
36

1
36

1
18

1
9

1CCCCCCCCA

0BBBBBBB@

�̂y1

�̂y2

�̂y3
�̂y4

1CCCCCCCA
= � 1

12

0BBBBBBBBB@

�2�̂1 � �̂2 � �̂3 � 2�̂4

��̂1 � 2�̂2 � 2�̂3 � �̂4

�̂1 + 2�̂2 + 2�̂3 + �̂4

2�̂1 + �̂2 + �̂3 + 2�̂4

1CCCCCCCCCA
:
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