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INTRODUCCION

El Registro Civil es un organismo administrativo o servicio publico, encargado de dejar
constancia de los hechos o actos relativos al estado civil de las personas naturales, asi
como otros que las leyes le encomienden.

En el Registro Civil se inscriben los nacimientos, la filiacion, el nombre y apellido
de las personas, entendiéndose la filiacibn como el vinculo juridico que existe entre
dos personas donde una es descendiente de la otra, sea por un hecho natural o por un
acto juridico.

Es indudable que el tiempo transcurrido entre el nacimiento de las personas y
su registro en las oficinas del Registro Civil esta intimamente ligado a la cultura de la
sociedad mexicana y a la promocién y oferta de servicios que las mismas oficinas
realizan en cada uno de los estados.

Dentro de las modalidades de tesis que ofrece el CIMAT para obtener el grado
el presente trabajo se ubica en adaptar metodologia especifica para el andlisis de
problemas de interés del INEGI.

El objetivo principal de esta tesis es presentar el Indicador de Oportunidad del
Registro y realizar la proyeccion del mismo para las treinta y dos entidades federativas
del periodo 2008-2010 utilizando como herramienta principal el método estadistico
conocido como Modelos Lineales Mixtos y la informacion triangular de los nacimientos
registrados por entidad federativa del periodo 1994-2007.

Como justificacion a este trabajo esta la necesidad por parte de las Oficinas
Locales de Gobierno y de la Direccidon de Registros Administrativos del INEGI de contar
con un instrumento que permita conocer y sobre todo medir a través del tiempo el
comportamiento de este fendmeno social.

El Indicador de oportunidad del Registro (IOR) se construye tomando en cuenta
la informacion de los nacimientos registrados presentada en formato de triangulo run
off, dando como resultado un indicador que mide la forma de la distribucién de la
ocurrencia de los nacimientos con respecto a su afio de registro

Los Modelos Lineales Mixtos, por el cual los datos se analizan en forma
longitudinal para obtener un solo modelo y que sirve para satisfacer diferentes
necesidades de informacion, desde el nivel nacional hasta por entidad federativa.

Para facilitar el cumplimiento del objetivo principal se ha estructurado este
trabajo en cinco capitulos.



CAPITULO I: ANTECEDENTES

En donde se describen los hechos histdricos mas importantes que han ocurrido
en la historia del registro administrativo de nacimientos, asi como los antecedentes del
desarrollo estadistico y de computacion de los modelos lineales mixtos. Resefar y
aprender del pasado es un buen punto de partida para analizar el futuro.

CAPITULO II: EL INDICADOR DE OPORTUNIDAD DEL REGISTRO Y EL
MODELO LINEAL MIXTO

En donde se describe las caracteristicas y alcances del Indicador de
Oportunidad de Registro asi como la notacién y fundamentacion tedrica de los Modelos
Lineales Mixtos.

CAPITULO III: ESTIMACION DE LOS MODELOS DE EFECTOS FIJOS,
ALEATORIOS Y MIXTOS

En donde se presentan particularmente los modelos de efectos fijos, aleatorios
y mixtos, con el proposito de obtener estadisticamente el modelo mas adecuado que
se ajuste a los datos, examinando una gran variedad de estructuras de varianzas,
pruebas ANOVA y analisis de residuales.
CAPITULO IV: EL ANALISIS DE MODELO Y LA PROYECCION DEL IOR

En donde se presenta los componentes del modelo como son: parametros,
varianzas y covarianzas de efectos fijos y aleatorios, estructura de errores
autocorrelacionados y con base en estos resultados obtener las proyecciones del
Indicador de Oportunidad del Registro para el periodo 2008-2010.
CAPITULO V: CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

En donde se presentan los comentarios y conclusiones generales.
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ANTECEDENTES

IEBN El sistema de estadisticas vitales.

El Sistema de Estadisticas Vitales de Nacimientos consiste en un proceso que
recaba informacidon mediante el registro civil, sobre el registro de nacimiento de la
persona, asi como las caracteristicas generales de los padres, ademdas permite
recopilar, procesar, analizar, evaluar, presentar y difundir esos datos en forma
estadistica.

En el pais, el Sistema Nacional de Estadisticas Vitales de Nacimientos es una de
las fuentes de informacion demografica con mayor tradicion, sus antecedentes
inmediatos fueron los registros parroquiales que realizaba la Iglesia Catdlica en la
Nueva Espafia, con el proposito de registrar los bautizos.

Durante muchos anos estos registros parroquiales fueron la Unica fuente de
informacion demografica en el pais, proporcionada por los curatos y vicarias, para
conocer, en forma aproximada, el crecimiento natural de la poblacidn.

Un suceso que contribuyd para la conformacion del Sistema de las Estadisticas
Vitales de Nacimientos, ocurrid en 1857 durante el gobierno de Ignacio Comonfort,
cuando propone la creacién de la Ley Organica del Registro Civil, la cual, a pesar de su
importancia, no entrd en vigor por contravenir con los intereses del clero.

Esta ley reconocia como actos del estado civil los nacimientos y adopciones,
asimismo, marcaba un plazo para el registro y obligaba a los sacerdotes a informar
diariamente a la autoridad civil, de todos los actos que celebraran. En caso de no
hacerlo causaria una multa, y si reincidian en esta omision, serian acusados ante la
autoridad eclesiastica.

Como se menciond, esta ley no entrd en vigor en el afio de su promulgacion, lo
cual fue posible hasta 1859, gracias a la obra legislativa del gobierno de Benito Juarez,
como parte de las Leyes de Reforma, donde ademas de deslindar las funciones entre la
Iglesia y el Estado, se exonerd a los sacerdotes de informar sobre los actos del estado
civil.

El funcionamiento del Registro Civil, en sus inicios, fue bastante irregular
debido a la situacion politica del pais, especialmente durante el tiempo que durd la
ocupacién francesa, ya que fueron cerrados los juzgados, y reinstalados cuatro afios
después con el encargo adicional de proporcionar la informacién para la elaboracion de
las estadisticas.

Debido a las circunstancias mencionadas anteriormente en donde inclusive se
aplicaron durante algun tiempo los cdédigos franceses para delitos penales, durante
muchos afios los datos provenientes del Registro Civil estuvieron muy por debajo de
los datos registrados por las autoridades eclesiasticas, por lo que nuevamente por obra
del Presidente Benito Juarez en 1871 se establece la obligatoriedad de los padres de
inscribir a sus hijos en esta institucion.
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Posteriormente, ese este mismo afio se expidid el reglamento de los juzgados
del Registro Civil; y mas tarde, en 1874, se decretd que estas leyes fueran adicionadas
a la Constitucion de 1857, para reglamentar el registro civil en México. Entre las
disposiciones fundamentales de esta Ley, destaca que son actos del estado civil los
nacimientos, las adopciones y los reconocimientos y seran encargados de la funcion
registral Unicamente los jueces del Registro Civil excluyendo de esta manera al Clero.

En 1883 se cred la Direccion General de Estadistica, con la responsabilidad de
generar las estadisticas del pais, quien publicé varios documentos y boletines referidos
tanto a los lineamientos que deberia seguir la elaboracion de estadisticas, como datos
sobre el movimiento de la poblacién. Esta informacién se publicaba en el Boletin
Estadistico, el cual en 1893 fue sustituido por el Anuario Estadistico, en donde se
prosiguid con la publicacion de los datos de nacimientos, matrimonios, defunciones y
nacidos muertos.

A partir de ese afo se establece en México, el Sistema de Estadisticas Vitales
basado en informacién recolectada por el registro civil de cada entidad federativa
mediante la trascripcion de la informacion de los actos del estado civil y los hechos
vitales.

En 1917 se promulgd la Ley sobre Relaciones Familiares; en ésta se establecio
que la familia debia sustentarse sobre bases mas justas y racionales, lo que permitio la
disolucién del vinculo matrimonial a través del divorcio, entre otras disposiciones.

Por ultimo, en 1974 se incorporaron como fuentes de informacion las Agencias
del Ministerio Publico, con el propdsito de mejorar la cobertura sobre los nacidos
muertos, a los cuales cambid su nomenclatura por el de Muertes Fetales.

Uno de los usos relevantes de las estadisticas vitales corresponde al analisis
demografico, y se le puede considerar como requisito previo para la planificacion del
desarrollo econdmico y social de un pais. Estas estadisticas proporcionan informacién
de la tasa y la tendencia del crecimiento natural de la poblacién y sobre la conducta de
sus componentes, mediante su agregacion a lo largo del tiempo, sobre el tamafo de la
poblacion su estructura y distribucion geografica. También se usan para obtener
estimaciones del tamaio de la poblacién y realizar proyecciones de poblacion.

Cabe sefialar que los eventos demograficos estan relacionados con factores
econdmicos y sociales que abarcan aspectos importantes en el proceso de desarrollo
del pais, como son la urbanizacion, la educacion, vivienda, ingreso, estructura familiar,
trabajo, etcétera.

La estadistica de nacimientos tiene su insumo en los registros administrativos, a
través de las actas emitidas por el Registro Civil.

El acta de nacimiento del registro civil constituye una documentacion juridica
esencial de su identidad y estado civil, a saber: nombre, fecha, hora, lugar de
nacimiento, nacionalidad, edad de los padres, filiacion, sexo y nacionalidad

(\)
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(ciudadania), de la que depende una amplia gama de derechos y actividades
individuales y familiares.

Para fines administrativos, los registros de nacimientos constituyen la base de
los programas de sanidad destinados al cuidado postnatal de la madre y el nifo, y
pueden utilizarse cuando sea necesario en los programas de vacunacion e
inmunizacion.

La informacidon estadistica sobre nacimientos aporta, ademas, datos sobre la
edad en que las mujeres estan concibiendo, en que edades se concentran mas los
nacimientos, la oportunidad del registro, la condicion de salud en que se hace la
comparecencia, el tamafo de la familia y la distribucion de los nacimientos segun el
tamano de la localidad de residencia habitual de la madre; y por ultimo, la educacion y
nivel socioecondmico de los padres.

Una mayor informacion sobre las caracteristicas del hecho, del registrado y de
los padres, no solamente mejorara su comprensién, ademas proporcionara los
elementos necesarios para la elaboracidon de programas sociales por parte de la
administracion publica.

IE®Y El proceso de Captacion de las estadisticas vitales.

Para el caso de la estadistica de nacimientos la unidad de observacion son los
nacimientos registrados en las oficinas del Registro Civil, distribuidas en todo el
territorio nacional.

La presentacion de resultados, se realiza de acuerdo a tres ambitos
geograficos: lugar de registro, lugar de ocurrencia y lugar de residencia habitual de la
madre, diferenciando en los dos Ultimos los acaecidos o residentes en el extranjero.

Los sistemas de informacion concebidos como el medio idéneo para estructurar,
organizar y administrar la informacion, implican que su disefio y operacién integren
todos los conceptos, instrumentos y procedimientos necesarios para abordar y explicar
la realidad.

Un aspecto importante para la operacion de un sistema de informacion es la
base sobre la cual se captan los datos; en este sentido, es necesario sefalar que en el
ambito sociodemografico existen tres fuentes de informacion basica:

% Censos
% Encuestas

% Registros administrativos
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En el INEGI, la Direccion General de Estadisticas Sociodemograficas (DGES), es
la responsable del Sistema Nacional de Estadisticas Vitales, entre las que se ubica la
estadistica de nacimientos.

Las oficialias del registro civil son las fuentes de informacidon continua de esta
estadistica, y proporciona mensualmente copias de las actas o archivos electronicos de
los registros de nacimientos; para el afio 2007 se contd con un total de 5 111 oficialias
distribuidas en todo el territorio nacional.

Las actividades del proceso de generacién de la estadistica de nacimientos,
abarcan desde el disefio de formatos de control de la informacion, hasta el disefio de
los programas para el procesamiento electronico y publicacion de resultados.

La produccion de las estadisticas vitales se desarrolla en las direcciones
regionales del INEGI, estratégicamente ubicadas en el territorio nacional;, cada una
tiene a su cargo tres o cuatro entidades federativas, donde se ubican las
coordinaciones estatales.

A continuacién se describen, en términos generales, las fases del proceso de
generacion:

Oficina Central

1. Elabora el disefio conceptual de la estadistica y define los criterios técnicos
del proceso de generacion.

2. Disefia o actualiza los formatos que se requieren para el seguimiento del
proceso.

3. Prepara los requerimientos necesarios para solicitar informacion en medios
magnéticos.

4. Capacita al personal involucrado en el proceso de generacion, en los ambitos
estatal y regional.

5. Envia a Direcciones Regionales los formatos, requerimientos de informacion
en medios magnéticos y los instructivos correspondientes.

Direccion Regional

6. Recibe y distribuye de acuerdo con las necesidades de cada entidad
federativa de su jurisdiccion, los formatos de control y seguimiento, los requerimientos
con los que se podra solicitar informacidon en medios magnéticos y los instructivos con
los criterios que se aplicaran durante la produccion.
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Coordinacion Estatal

7. Mantiene actualizado el directorio de las fuentes informantes (en este caso
de la Oficialias del Registro Civil), que son responsables de proporcionar la informacion
que sera integrada a la estadistica.

8. Distribuye a las Oficialias del Registro Civil los formatos que serviran para el
seguimiento de la produccion, a partir de la recoleccion, asi como los requerimientos
de informacién en medios magnéticos.

9. Participa en la capacitacion del personal de las fuentes informante, sobre la
captacion de los datos estadisticos asi como en el llenado de los formatos de control.

10. Determina con la fuente informante el tiempo y forma en que sera
entregada la informacion, observando la normatividad establecida. Oficialia del
Registro Civil.

11. Registra los nacimientos que le sean solicitados por la poblacion.

12. Prepara la informacién que sera entregada al INEGI con una copia impresa
del acta o en archivos magnéticos.

13. Entrega al INEGI la informacion solicitada en el tiempo y forma establecidos
con la Coordinacion Estatal.

Coordinacion Estatal

14. Recolectan la informacién en paquetes (impresa) o archivos electrénicos, de
las fuentes informantes, la registran, se revisa el contenido y la congruencia de los
datos asentados en los instrumentos de captacién, se realiza el tratamiento manual e
inicia el electronico, posteriormente la envian a las direcciones regionales.

Direccion Regional

15. Supervisan la produccion estatal y en su caso apoyan con la asesoria que
sea necesaria para aplicar el procedimiento correcto en la produccion.

16. Verifica que la recoleccion y tratamiento se realice de acuerdo con los
lineamientos establecidos y elabora los reportes de avance mensual para reportar a
oficina central.

17. Integra el archivo estatal, concluye el proceso electrénico, genera y revisa
los reportes establecidos para garantizar su calidad y cobertura; una vez aprobados los
remite a oficina central.

Oficina Central

18. Recibe los archivos estatales y concluye el proceso electronico e integra
revisa y libera el archivo nacional de la estadistica.
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19. Pone a disposicion de la poblacién los resultados, a través de medios
impresos y electrdnicos.

Las Areas de Informatica capturan

y procesan informacion; generan

reportes de control, para ser revisados

" —» y liberados por el Area de Estadistica
Regional, posteriormente generan
tabulados por lugar de registro

Inicia

Area Central elabora disefio
conceptual de cada estadistica,
capacita al personal involucrado y dota
de formatos a las Areas Regionales

Las Areas de Estadistica Regional !

| revisan y liberan tabulados estatales ]
y solicitan el envio del archivo para

Area Central ]

dotan de formatos a las Areas
Estatales ]

Las Areas Regionales capacitan 'y I

Area Central recibe 32 archivos
estatales de la estadistica; los procesa

. ) y genera reportes de frecuencias
Areas Estatales dotan de formatos a ] simples para su revision l

las fuentes informantes

D | ’ 10 dias d d Una vez aprobados los archivos se l
uranLte os'primeros 1as de cada integra el archivo nacional y se emite
mes, Las Areas Estatales acuden a las el plan de tabulados correspondiente

fuentes informantes a recolectar las
actas y archivos magnéticos

i

Liberado el archivo nacional, se

Areas Estatales inician tratamiento difunde la informacion a través de
manual y envian informacion a las publicaciones impresas y en medios
Areas Regionales magnéticos

Areas Regionales revisan informacion,

concluyen tratamiento manual y envian Fin
a las Areas de Informatica Regional

Figura 1.1 Diagrama de flujo del proceso de generacion de la estadistica de nacimientos
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m Los modelos lineales de efectos mixtos.

Esta seccion tiene el propdsito de presentar en forma sucinta las actividades

mas sobresalientes que histéricamente se han desarrollado para sustentar los modelos
lineales mixtos (MLM) de la actualidad. Se dividen los comentarios en dos partes: La
primera presentada en un formato de linea del tiempo se refiere a la aportacidon que a
través de los afos han realizado los estadisticos profesionales vy la segunda al
desarrollo del software.

1861: La primera formulacion del modelo de efectos aleatorios fue propuesto por
George Bidell Airy recolectando observaciones astrondmicas para diferentes
noches separando la varianza de los efectos aleatorios nocturnos de los residuales
obtenidos por estimaciones para cada noche. Bidell Airy fue director del
observatorio astrondmico de Greenwich en Inglaterra de 1835 a 1881.

1863: El profesor norteamericano William Chauvenet calcula la varianza de los
efectos aleatorios de un modelo simple.

1925: El estadistico inglés Ronald Aylmer Fisher presenta su libro “Statistical
Methods for Research Workers” considerado el libro del siglo XX con mas
influencia en los métodos estadisticos, el libro presenta métodos generales para
estimar los componentes de la varianza tomando en cuenta la variaciéon aleatoria
para datos balanceados.

1927: El estadistico inglés George Udny Yule asume la dependencia explicita de
los residuales y construye los modelos de correlacion serial.

1931: El estadistico inglés Leonard Henry Caleb Tippett extendid los trabajos de
Fisher de los métodos ANOVA para estimar la varianza de los efectos aleatorios.

1935: El matematico polaco Jersy Neyman examino la eficiencia de los bloques
aleatorios y extendio el uso de los modelos lineales mixtos en sus trabajos.

1938: La séptima edicion del libro de Fisher “Statistical Methods for Research
Workers” incluye el tema de los coeficientes de correlacién intra-clase (ICC).

1939: Jackson asume normalidad para los efectos aleatorios y es el primero en
introducir el término “efecto” en el contexto de los MLM.

1940: El matematico austro hungaro Abraham Wald propone los intervalos de
confianza para las razones de componentes de varianza.

1941: Ganguli aplicé técnicas ANOVA asociadas a efectos aleatorios para modelos
mixtos anidados.

1946: Ganguli y Crump fueron los primeros en mencionar el problema que las
técnicas ANOVA pueden producir estimaciones negativas de componentes de
varianza asociadas con efectos aleatorios.
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1947: El matematico norteamericano Churchill Eisenhart plantea la distincion entre
modelos estadisticos de efectos fijos, aleatorios y mixtos y propone Ila
nomenclatura basica aplicada actualmente, el escribe:

... analysis of variance can be, and is, used to provide solutions to problems of
two fundamentally different types. These two distinct classes of problems are:

Class I: Detection and Estimation of Fixed (Constant) Relations Among Means of
Sub-Sets of the Universe of Objects Concerned. This class includes all of the usual
problems of estimating and testing to determine whether to infer the existence of,
true differences among “treatment” means, among “variety” means, and, under cer-
tain conditions, among “place™ means. Included in this class are all the problems
of univariate and multivariate regression and of harmonic analysis. With respect to
problems of estimation belonging to this class, analysis of variance is simply a form
of the method of least squares.. ..

Class II: Detection and Estimation of Components of (Random) Variation Asso-
ciated with a Composite Population. This class includes all problems of estimating,
and testing to determine whether to infer the existence of components of variance
ascribable to random deviation of the characteristics of individuals of a particular
generic type from the mean values of these characteristics in the ‘population’ of all
individuals of that generic type, eic. In this sense, this is the true analysis of vari-
ance, and the estimation of the respective components of the overall variance of a
single observation requires further steps beyond the evaluations of the entries of
the analysis-of-variance table itself. Problems of this class have received consider-
ably less attention in the literature of the analysis of variance than have problems of
Class1....

... the mathematical models appropriate to problems of Class | differ from the
mathematical models appropriate to problems of Class 11 and, consequently, so do
the questions to be answered by the data.

7
°

Figura 1.2 Libro del matematico norteamericano Churchill Eisenhart

1950: El norteamericano Charles Roy Henderson propone la ecuacion para obtener
los “Best Linear Unbiased Predictions” de los modelos lineales mixtos.

1952: Anderson y Bancroft publican su libro “Statistical Theory in Research”
donde se tratan los temas de estimacion de la varianza para datos no balanceados
en modelos de efectos mixtos anidados.

1967: Hartley y Rao demuestran que la estimacion de los componentes de la
varianza puede ser obtenida utilizando los métodos de maxima verosimilitud
utilizando las ecuaciones que resultan de la representacién matricial del modelo de

efectos mixtos.

1971: La maxima verosimilitud restringida (REML) es presentada por Patterson y
Thompson como un método para estimar los componentes de la varianza (sin
asumir que los efectos fijos son conocidos) en un modelo lineal general con datos
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no balanceados aunque sus métodos se desarrollan lentamente debido a que son
necesarios métodos computacionales muy complejos para aquella época.

1972: Gabriel desarrolla el primer modelo autorregresivo de orden uno.

1986: Jennrich y Schluchter describen el uso de los modelos para diferentes
patrones de covarianzas y describen como seleccionar el mejor modelo.

1987: Liang y Lee proponen la prueba de significancia para los componentes de
varianza.

1994: Diggle, Liang, y Zeger distinguen tres tipos de componentes de varianza
aleatoria: efectos aleatorios y coeficientes aleatorios, correlacion serial y medidas
de error aleatorio.

En cuanto al software se tienen los siguientes desarrollos claves para los

modelos lineales mixtos:

1982: Bryk Y Raudenbush realizan el primer programa de modelos lineales
anidados o modelos multinivel.

1988: Schluchter y Jennrich introducen las primeras rutinas para datos no
balanceados.

1992: SAS introduce el proceso “Mixed".
1995: Stata libera su versidn cinco e incluye su procedimiento xtreg para modelos
con un solo factor aleatorio y su libreria “xtgee” para andlisis de modelos para

datos tipo panel.

1998: Bates y Pinheiro desarrollan su libreria Ime para modelar funciones lineales
de efectos mixtos para el software R.

2001: SPSS presenta su version once que incluye modelos lineales mixtos.

2004: SPSS presenta su version trece que incluye los modelos lineales
generalizados mixtos (GLMM).

2005: Stata libera en su versidn nueve su modulo “Longitudinal Panel Data” el cual
ya incluye los (GLMM).

2005: Bates presenta su desarrollo Imer para R el cual también incluye los
(GLMM).
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EL INDICADOR DE OPORTUNIDAD DEL REGISTRO Y EL MODELO LINEAL MIXTO

IEXM El indicador de oportunidad del registro administrativo de nacimientos |

El objetivo principal del Indicador de Oportunidad del Registro (IOR) es contar
con una herramienta que permita medir numéricamente la oportunidad del registro
administrativo de los nacimientos por entidad federativa con el propdsito de conocer
avances y rezagos de esta actividad, y de esta forma estar en posibilidades de dar a
conocer estos indicadores a los gobiernos estatales para que fomenten via recursos
administrativos o de publicidad el registro oportuno de los nacimientos.

Para tener una idea de lo que el IOR pretende medir se presenta a continuacion
la distribucidn de los datos de nacimientos hipotéticos ocurridos para dos estados de la
repUblica para un afio respectivo de registro y su distribucidn por fecha de ocurrido:

Nacimientos registrados afio 2007

B Naciminetos Ocurridos que fueron registrados en las oficinas del registro
civil en el afio 2007

2,000,000

1,500,000

1,000,000

500,000

0 T ——— -

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Nacimientos registrados afio 2007

B Nacimientos Ocurridos que fueron registrados en las oficinas del registro
civil en el afio 2007

2,000,000

1,500,000

1,000,000

500,000

0 — mem

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Fig. 2.1 Nacimientos hipotéticos registrados en el afio 2007 y su distribucién por fecha de ocurrido
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La primera grafica muestra que las personas que se registraron en las oficinas
del registro civil en el afio 2007 la mayoria naciéd en el mismo ano 2007 mientras que
la segunda grafica muestra que la mayoria de las personas que se registraron en las
oficinas del registro civil en el afio 2007 nacieron en el afio 2006, por tanto, se puede
decir que la distribucién de los datos de la primera grafica es mas “oportuna” en el
registro que la segunda y el IOR pretende “medir” esta oportunidad.

El IOR se construye tomando en cuenta que la distribucién del afo de
ocurrencia del evento (nacimiento) registrada en un afio determinado, esta sesgada al
afio de registro, por lo que se calcula el tercer momento y se estandariza restando el
cuadrado del valor esperado y dividiendo esta diferencia entre el promedio de las
diferencias del ano de referencia y los 9 afios anteriores, dando como resultado un
indicador que mide el alejamiento de la ocurrencia de los nacimientos con respecto a
su afo de registro.

La expresién matematica del indicador para el afio de registro /~ésimo tomando
diez afos de ocurrencia del hecho, es la siguiente:

i-9

Z(z—;+1) {Z(z j+h—- }

J=i i

z J+1)

j =i

IOR =

Donde:

N. = Nacimientos ocurridos en el afio j y registrados en el afio i

=
I

Nacimientos registrados en el afio i ocurridos los 10 ultimos afios

La dimension del IOR es comparable para diferentes afios y volumen de
nacimientos y el rango de dominio se establece entre cero y 5.45, donde cero indica
que todos los nacimientos ocurridos en el afio se registran el mismo afio, y por el
contrario el valor 5.45 corresponde a que todos los nacimientos registrados en el ano
ocurrieron diez afos antes.

La informacién se genero para cada una de las treinta y dos entidades
federativas en formato de triangulo “Run-Off” muy utilizados por los Actuarios para
estimar las Reservas de Siniestros Ocurridos pero no Reportados (IBNR) de las
compafiias de seguros.

La forma del triangulo “Run-Off” se muestra en la siguiente figura donde las
filas representan la fecha cuando ocurrid el nacimiento y la columna el afio en que se
registro a la persona en la oficina del registro civil.
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Ano de Registro

1993 1934 1985 1996 1997 1998 1995 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
22171 2838 133 55 53 28 37 22 28 8 5 [ 9 2 2 1953
22741 2987 113 73 53 44 33 25 11 12 4 7 1954
22029 3207 124 65 67 37 a7 16 8 3 10 4 3 1995 gl
21254 2992 126 61 38 58 39 12 8 6 7 1 1936 (o)
21025 3122 110 64 [ a7 18 15 8 7 7 1997 o
21723 an7 10 86 52 a7 28 11 9 [ 1932 (D
21448 2355 258 104 51 56 20 17 9 1999 O
21459 4095 177 82 55 59 4 14 2000 ©
21923 3722 211 a5 a3 36 17 2001 _c‘
22279 3884 22 144 56 29 2002 3
21012 3846 247 73 54 2003 3
21245 3616 210 95 2004 9_
20628 3809 223 2005 o
20422 3866 2006
20932 2007

Fig. 2.2 Informacion de nacimientos presentada en triangulos ‘“Run-Off”

Un ejemplo grafico de la distribucion de frecuencias relativas del total de
nacimientos registrado en el afio 2007 para cada estado de la republica se muestra a

continuacion,
nacimientos.

SLP

FRECUENCIA RELATIVA

AGS
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0.6
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en ella se muestra diferentes distribuciones en el

FRECUENCIA RELATIVA DE NACIMIENTOS ANO 2007
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Fig. 2.3 Distribucion de frecuencias relativas por estado

1998 2002 2006

La informacién se obtuvo de las bases de datos de nacimientos que se
encuentra en la pagina de internet del INEGI para los 32 estados que conforman la
republica mexicana teniendo como resultado un archivo de datos tipo “Panel”
conformado por treinta y dos entidades federativas analizadas por un periodo de

catorce anos.
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IEXN Los datos de panel |

En estadistica, el término de datos de panel o datos longitudinales se refiere a
datos que combinan una dimensidn temporal con otra transversal.

Un conjunto de datos de panel o longitudinal recoge observaciones sobre
fendmenos a lo largo de determinados periodos de tiempo. La dimensién temporal
enriquece la estructura de los datos y es capaz de aportar informacidon que no aparece
en un unico corte. La informacion del IOR se ubica en la categoria de datos de panel.

Un ejemplo sencillo pero que ilustra muy claramente lo comentado
anteriormente se muestra en la figura 2.4 (a) donde la capacidad de lectura es
comparada con la edad en un estudio hipotético transversal de un conjunto de nifios.
La capacidad de lectura aparenta ser pobre entre nifios de mayor edad. En la figura
2.4 (b) se asumen los mismos registros obtenidos por un estudio longitudinal en la
cual cada nifio fue medido en dos ocasiones. Ahora resulta claro que los nifios a una
mayor edad tienen un alto nivel de habilidad en la lectura.

(a) (b)
e
H o, ° H - C/‘
a o a
bl ’ [n] bl /
i o o i
e
| o o © | ¢ e /
it o o it
dU o du
a . a . /D
d 4 0 d
Edad Edad

Fig. 2.4 Datos hipotéticos entre la habilidad de lectura y la edad.

Las unidades transversales (de tamafio N) pueden ser individuos, familias,
regiones o estados de un pais, paises, empresas, etc. En general, se hablara de datos
de panel cuando N es mayor al nimero de periodos de observacion 7i (normalmente
de 2 a 10 periodos en la mayoria de los casos y raras veces excediendo 20

observaciones temporales).

Si Ti=T, es decir, si se observa el mismo nimero de veces a todas las unidades
transversales, se dird que el panel de datos estd completo o equilibrado (balanced); en
otro caso se dira que el panel es incompleto (unbalanced).

Entre los beneficios de usar datos de panel pueden incluirse:
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% Control de la heterogeneidad individual: los datos transversales y temporales no
son capaces, por si solos, de controlar la heterogeneidad inherente en el
comportamiento de los individuos, empresas, regiones o paises, corriéndose el
riesgo de obtener estimaciones sesgadas cuando se utilizan datos de un tipo o de
otro. Sin embargo, a través del uso de los datos de panel pueden controlarse estos
efectos especificos, transversales o temporales, sean observables o no.

< Proporciona datos con mayor cantidad de informacién y con mayor grado de
variabilidad.

< Son un medio adecuado para estudiar procesos dinamicos de ajuste ya que a
partir de ellos se pueden analizar los cambios en el tiempo de las distribuciones
transversales.

% Ayudan a identificar y medir efectos que no son detectables con datos puros de
corte transversal o de series temporales.

< Permiten construir y contrastar modelos de comportamiento mas complejos.

Por otro lado, entre las limitaciones cabe destacar las siguientes:
< Problemas de disefio muestral y de recoleccion de datos relacionados con
inadecuadas tasas de cobertura, falta de respuesta, frecuencia y lapso temporal,

periodo de referencia, etc.

% Distorsiones provocadas por errores de medida, que pueden aparecer por la falta
de respuesta, respuestas incorrectas deliberadas, etc.

% Problemas de seleccion muestral tales como no aleatoriedad, auto-seleccién, no-
respuesta inicial.

El conjunto de variables explicativas puede incluir:
< Variables que varian entre las unidades transversales y en el tiempo.
< Variables que no varian en el tiempo sino sélo en el corte transversal.
% Variables que sdlo varian en la dimensidén temporal pero no la transversal.

Un conjunto de datos de panel puede confundirse con una serie temporal. La
diferencia entre unas y otras estriba en que las ultimas:

< Suelen representar series mas largas.
% El nimero de variables en cada corte es menor.

% Responden a problemas distintos.

17
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El estudio de las series temporales depende en alto grado en las propiedades
asintéticas de la dimension temporal y, para ello, es necesario contar con un ndmero
suficiente de observaciones. No obstante, los datos de panel suelen corresponder a
series mas cortas. Por eso, desde el punto de vista metodoldgico, la manera en que la
dimension temporal forma parte del analisis de los datos de panel difiere de la habitual
en el de las series temporales.

El conjunto de datos conformado por los IOR de cada entidad federativa son
observaciones de un fendmeno social observado a lo largo del tiempo, catorce afios
para ser precisos y su aleatoriedad relevante es la que proporciona los elementos para
su analisis en el tiempo.

IEXN EI modelo lineal de efectos fijos

El enfoque mas simple de analizar datos tipo panel es omitir las dimensiones
del espacio y el tiempo de los datos agrupados y solo calcular la regresidon de minimos
cuadrados ordinarios usual. Un modelo de regresion basico para datos de corte
transversal para una sola variable independiente viene dado por la expresion:

y, =0+ px.+e parai=]1,...N unidades transversales (2.3.1)

Cuando cada unidad transversal se observa durante 7i periodos, el modelo
basico resultante sera:

y, =0+ pBx, +e, (23.2)

parai=1,...N unidades transversales y t =1,...T, periodos de observacion

Donde @& y [ son los parametros a estimar.

En una situacion como la que estamos analizando para los IOR, tenemos un
factor agrupante, estado de la republica, al que se asocian treinta y dos niveles, si
incorporamos en el modelo (2.3.2) el efecto de cada grupo, un modelo lineal de
efectos fijos sera de la forma:

y, =0 +pBx, +e, parai=1,.M,t=1,.T (2.3.3)

El modelo de efectos fijos descrito anteriormente se caracteriza por pendientes
constantes e interceptos que varian de un estado a otro.

Utilizando la técnica de “las variables dicotdmicas de interseccién diferencial” o
también conocida como “modelo minimo-cuadratico con variables ficticias” es posible
modelar el caracter “individual” de cada estado suponiendo que las diferencias entre

los estados son constantes o “fijas” y por ello se estima cada intercepto «..
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Agrupando las observaciones temporales para cada unidad transversal o
entidad federativa se tiene en su forma matricial y vectorial:

1 0 0| « ¥
e
o1 o ! ! o
=0 . +| | fH] =Da+X,B+e=[DX]ﬁ+eEWy+e
S |
X e
Wl 0 1| a, u g

El modelo anterior puede estimarse utilizando las ecuaciones normales
W'WA=W"y:

T T T
D'D DTX‘DTy~DD D' X ‘ Dy
-1 -1
X'D xX"x1x"y o X'X-X'"D(D'D) D'X | X"y-X"D(D'D) D'y
'D'D D'X | D' -
~ : ‘ > | donde M =1-D(D"D)" D"
o X"MX | X"My

De aqui es facil ver que:
B=(x"Mx)" x"My . a=(D'D) D'(y-Xxp)

M es una matriz de una estructura simple pero con el inconveniente que su
manejo puede ser computacionalmente prohibitivo para un gran nimero de unidades.

De forma equivalente, para obtener estimaciones del vector g puede realizarse
la regresidon de y,—Y. sobre el vector de regresores x, —X, , es decir, se aplicara
MCO a la ecuacién:

Vit _yi. :ﬂ(xit _fi.)+€ir _Ei.
Y posteriormente, estimar los @, a partir de las relaciones @ =y, -x. 3.

Este modelo se conoce como “within group” porque todas las variables son
centradas alrededor de la media de cada grupo.
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IEXN EI modelo lineal de efectos aleatorios

Aun cuando el modelo de efectos fijos toma en cuenta el efecto del factor
agrupante, este no provee la suficiente representacion del fendmeno cuando la
informacion que se esta analizando proviene de un muestreo, por lo que el modelo
obtenido en este caso Unicamente reflejara las particularidades de la muestra y no de
la poblacién de donde fue seleccionada. Otro inconveniente en el modelo de efectos
fijos es el hecho que el nimero de parametros en el modelo se incrementa linealmente
con el nimero de grupos ademas de incrementar el nimero de grados de libertad.

Un modelo de efectos aleatorios solventa estos problemas al considerar el
efecto de cada grupo como una variacién aleatoria alrededor del la media poblacional
asumiendo que las diferencias entre estados de la republica no son fijas, sino
aleatorias. Un desarrollo algebraico de este razonamiento de aleatoriedad se presenta
a continuacion:

Vi =0+ px, +e, =, + bx, +eiz+(67_&):&+(6(i _67)+ﬂxit te,

i
donde & ==
M

Si se considera a (@, —&)como una variable aleatoria cuya distribucién se
puede estimar se tendra como resultado el modelo lineal de interceptos aleatorios:

Yo =0+ gli)+ﬁxiz +e,

Donde a es la media en el tiempo en la poblacion de los grupos, (; es la
variable aleatoria que representa la desviacion de la media en el tiempo del i-ésimo
grupo con respecto a la media poblacional y e;; es la variable aleatoria que representa
la desviacidn en el tiempo para la observacién ir del grupo i de la media en el tiempo
del grupo i.

Segun que se asuma que el efecto {;; es un parametro fijo o una variable
aleatoria se tendra el modelo de interceptos fijos o el modelo de interceptos aleatorios.

En el modelo lineal de interceptos aleatorios sdlo el intercepto se supone
aleatorio, mientras que los demas coeficientes se suponen fijos para todos los niveles,
sin embargo, la relacién entre las variables independientes y la variable respuesta
también puede ser explicado por un modelo de pendientes aleatorias como muestra el
siguiente desarrollo.

Yo = (&, +§li)+ﬁixiz +e, :(a0+§1i)+:6ixiz +e, +(:Bxit _ngit)
:(0’0"';11')"’37% +(:Bz _B)'xir te,
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5

donde B = i:11\4

Si se considera a (,@—ﬁ)como una variable aleatoria cuya distribucion se

puede estimar se tendra como resultado el modelo lineal de interceptos y pendientes
aleatorios:

Vi =@+ 8D+ (B +E0x, te,

Donde {;; es el componente aleatorio de los interceptos y {>; es el componente
aleatorio de las pendientes, de aqui en adelante a ambos componentes los
denominaremos b;.

Los b, son llamados efectos aleatorios porque estan asociados con las unidades
particulares del experimento (entidades federativas en nuestro caso) que fueron
seleccionadas de la poblacion en forma aleatoria o como en nuestro estudio que
conforman la poblacidn de interés. Son denominados efectos porque ellos representan
la desviacion sobre la media general.

Las varianzas para las b; son denotadas como y/} y mide la variabilidad “entre
grupos”, la variabilidad de los ¢;, mide la variabilidad “dentro del grupo” y se denota
2
por 0.

Esto es:
b~ N(Q,y;}), e, ~N(0,0%)

La estimacion del modelo de interceptos aleatorios se describe en los siguientes
parrafos:

La estructura de covarianza dentro de cada grupo o entidad federativa es:
Cov(y,,yy)=W;+0>sit=t",Cov(y,,y, )=y, sit#t
En notacién matricial se tiene:

Vi v W
v v

Cov(y,) =

i W e
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La correlacion entre las observaciones del mismo grupo tiene la forma:
2 2 2
p=v, (v, +07) .

Dependiendo de la naturaleza de los datos la estructura de covarianza dentro
de cada grupo o entidad federativa puede ser diferente a la presentada anteriormente,
como por ejemplo una estructura autoregresiva de primer orden:

0 0—2 plo—z p’_lo—z_

() 2 a2 2

coyy=| £ 7 T FPC
_pr—lo_z pt—20.2 &> |

En el modelo de efectos fijos las b; son tratadas como un conjunto de M
coeficientes adicionales que se pueden estimar junto con las f y pueden tener
cualquier valor. Por el contrario, en el modelo aleatorio se suponen que las b; son
variables aleatorias inobservables independientes de las x;; cuya distribucion se puede
estimar y sus valores de pueden predecir Es un error intentar estimar un efecto
aleatorio écomo saber donde esta algo que se estd moviendo?, lo que hay que intentar
es predecir un efecto que es aleatorio.

El modelo de interceptos aleatorios se puede estimar utilizando la funcién de
log verosimilitud:

T

1(B.5)=C =53 (5= XB) Vi (3= X,B) =yt ()~ 1ol
donde : i

1 p - p
=y +0’ yV, = p b p

o p 1

C es una constante de la forma:
N/2 + (N/2)*log(2%*r) - (N/2)*log(N)
Fijando V, , es decir “perfilando”, los estimadores maximos verosimiles son:

lg(vo) = (iXtTVO_IXi J_ (iXiTVO_Iy[j

i=1
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2 (VO):%SCE(VO)=%(% —Xﬁ)TVO‘I(yi —Xﬁ)

De aqui la log verosimilitud perfil es:
N M
[(V,) = C=—log[ SCE(V,) |- log]Vy|

La estimacion del modelo de interceptos aleatorios y pendientes aleatorios se
tratara posteriormente.

éCuando un factor es fijo o aleatorio? Un ejemplo ilustrativo puede ser el
siguiente. Se tiene un modelo de regresion, por ejemplo para predecir el peso de las
personas (y) en funcién de la edad (x). Si se eligen personas de 15 afios, 10 afios, etc.
la variable edad es elegida por el investigador, no es aleatoria, fija se podria comentar
en oposicidn a aleatoria. Diferente seria el caso si se elige personas al azar y luego le
preguntamos la edad. En este caso la edad seria aleatoria.

Una representacion de los modelos aleatorios se muestra en la siguiente figura:

PENDIENTE

INTERCEPTO

1
a,

Fig. 2.5 Representacién esquematica del modelo aleatorio

Hay que sefalar la falta de terminologia uniforme en toda la bibliografia al
caracterizar los efectos mencionados. En general se dice que los efectos son fijos si
son interesantes en si mismos para modelar la media de la variable dependiente, y son
aleatorios si el interés se centra en la poblacidon subyacente de donde se seleccionaron
los datos o bien en analizar la varianza y covarianza de la variable dependiente.

[\
(O8]
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IEXH El modelo lineal de efectos mixtos

Un modelo que incorpore tanto a los efectos fijos como los efectos aleatorios se
denomina un modelo de efectos mixtos, Bates (2005), Littell (2000), Pinheiro y Bates
(2000), Verbeke y Molenberghs (2000). No es éste el Unico nombre para estos
modelos. Asi tenemos: modelos de panel: Frees (2004), Wooldridge (2002); modelos
longitudinales: Hand y Crowder (1999), Frees (2004), Singer y Willet (2003); modelos
jerarquicos: Bryk y Raudenbush (1992), Gelman y Hill (2007); modelos multinivel:
Goldstein (2003), Gelman y Hill (2007) y modelos para datos repetidos: Davis (2003).

Como la terminologia no esta completamente asentada y para ser concordantes
con los temas vistos en la Maestria se conservara el término de modelos mixtos.

Para completar la notacion del modelo incluyendo un mayor numero de
variables explicativas asi como especificar la distribucién teérica de las variables
aleatorias se tiene que el modelo lineal mixto es de la forma:

yi[:xli[lBI+"‘+xpitﬁp+zlitbil+“'Z b, +e,

airiq
b, ~ N (0,y7)
cov(b,b,) =y,
e, ~N (0,0'2)

Donde:

¥, Son los valores de la variable respuesta para la #-esima observacion
contenida en el i-ésimo de los M grupos.

Bi..... 8, Son los coeficientes de los efectos fijos los cuales son idénticos para
todos los M grupos.

Xys-n X,, SON los regresores de los efectos fijos para la observacion pir en el

grupo i, el primer regresor usualmente toma el valor de uno para la constante del
modelo.

b,,....b, Son los coeficientes de los efectos aleatorios para el grupo i,

iq

asumiendo que estan distribuidos en forma normal multivariada. Los efectos aleatorios,
por tanto, varian por grupo. Los b, estan considerados como variables aleatorias en el

modelo como los errores ¢, , pero no hay inconveniente alguno en estimar la
distribucién de dichas variables.

Zypeen 2y OON l0S regresores de los efectos aleatorios.

w? Eslavarianzay y, es la covarianza entre los efectos aleatorios, asumiendo
ser constantes a través de los grupos.
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e, Es el error para la observacion en el momento ¢ del grupo i. Los errores
para el grupo i se asumen distribuidos como una normal multivariada.

En forma alternativa pero equivalente, la forma matricial del modelo serda de la
forma:

=X, +e,  Parael modelo de efectos fijos

v, = Zb +e,  Parael modelo de efectos aleatorios

v, =X,f+Zb +e,  Parael modelo de efectos mixtos (2.5.1)
b ~N,(0.y)

¢, ~N, (0,0°I,)

Donde:

v, Es el vector de respuestas para las observaciones del i-ésimo grupo de
tamafio n, x1.

X, Es la matriz modelo o de disefio de los efectos fijos para las observaciones
del i-ésimo grupo de dimension n. Xp.

B Es el vector de coeficientes de los efectos fijos de tamafio px1.

Z. Es la matriz modelo o de disefio de los efectos aleatorios para las
observaciones del i-ésimo grupo de dimension n Xq.

b Es el vector de coeficientes de los efectos aleatorios de tamafio gXx1.

e Es el vector de errores para las observaciones del i-ésimo grupo.
V¥ Es la matriz de covarianzas de los efectos aleatorios de dimensidon gXq.

o’1, Es la matriz de covarianzas de los errores en el i-ésimo grupo de
dimension n, Xn,.

Condicionada en los efectos aleatorios b; a la ecuacion 2.5.1 se le conoce como
el modelo condicional independiente con vector de medias X;f+Zb; y matriz de

covarianza o’l, , este modelo indica que las n; respuestas del grupo i son
independientes, condicionales en b; y .

[\
)
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Por otra parte este modelo de independencia condicional implica probablemente
una simple estructura de covarianzas poco realista para el vector de respuestas y;,
especialmente para modelos con un numero reducido de efectos aleatorios, por lo
anterior, lo asumido para la matriz de covarianzas de los errores puede relajarse en
una forma que se permita modelar varianzas no constantes o bien estructuras
especiales de correlacion dentro de los grupos mas apropiadas para los mismos.

Una gran variedad de modelos han sido propuestos para lo comentado
anteriormente, estos modelos asumen que el vector ¢; tiene varianza constante y
puede ser descompuesto como e;=e(;)+er), donde ep), e€s un componente de
correlacion serial, esto es, parte de los perfiles observados para cada grupo es una
respuesta a un proceso estocastico de variacidon en el tiempo. Este tipo de variacion
aleatoria resulta en una medida de correlacién serial, la cual usualmente es una
funcidon decreciente en los intervalos de tiempo de estas medidas. Por lo anterior, el
modelo lineal de efectos mixtos para este tipo de casos puede escribirse ahora como:

yi = X,-,B +Zb +e = Xi:B+ ZDb,+ €y ten
b, ~ Nq (O’W)
e,~N, (0.0°A,)

n; n;

e~ N, (0.72.1,)

[ONRL]

€ai ~ N, (0, Voo L ) (2.5.2)

Y el modelo es completado considerando una estructura especifica para las
n,Xn, correlaciones que forman la matriz €, . Tales estructuras son comunmente

estimadas utilizando el “Andlisis de Series de Tiempo “. Es habitual asumir que el
efecto serial ¢, es un fendmeno poblacional, independiente de los grupos. La matriz

de correlacién serial Q, entonces Unicamente depende en i a través del nimero n,
de observaciones y a través de los puntos en el tiempo ¢, . Por otra parte, se asume

que el (j,k) elemento i, de L, es modelado como #h, = g‘tij —t,.k‘ para una funcion

ijk
decreciente g (+) con g (0)=1 . Esto significa que la correlacion entre e, vy e,
unicamente depende de los intervalos de tiempo entre y,y y, Yy es decreciente

cuando el tamano de estos intervalos se incrementa.

Dos funciones usadas frecuentemente son las funciones de correlacion serial
Exponencial y Gausiana definidas como:

g(u)=exp(—gu) v g(u)=exp(-ou’)

Las matrices A, son definidas positivas parametrizadas por un conjunto de
parametros A, generalmente pequefios y fijos. Asi, las A. suponen independencia
para diferentes grupos, e independencia de los efectos aleatorios ». .
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Como A, es positiva definida, esta admite una matriz raiz invertible A!’*, con
inversa A;'? tal que:

A = (Al'/z )T A2y A=A (A'—l/z )T

l l l

De esta forma (2.5.1) se puede reescribir como
v, =X B+Zb+e, con b~N,(0,¥) y e ~N,(0,0°1)

Esto es y’ es descrita como un modelo basico de efectos mixtos.

% _ T
Debido a que el diferencial de la transformacion lineal y, :(Ai“z) es

simplemente dy; :‘A;”z‘dy, la funcion de verosimilitud L correspondiente a un
modelo de efectos lineales mixtos (2.5.1) es expresado como:

L(ﬁ,ﬁ,az,/lly)zﬁ p(y[ |,8,9,0'2,/1):ﬁp(yf |,B,9a0'2a/7~)‘/\i_1/2‘

i=1 i=1

:L(ﬁﬁﬁz’ﬂ'y*)ﬁ‘/\?m‘

i=1
Donde p denota la funcién de densidad de probabilidad.

La funcién de verosimilitud L(3,6,0°,41y") corresponde a un modelo basico

lineal de efectos mixtos y por tanto todos los resultados que se presentaran en la
seccion 2.7 también pueden ser aplicados a este modelo.

Un ejemplo del modelo lineal mixto puede ser el siguiente: Se selecciona una
muestra al azar de profesores en un estudio experimental sobre la influencia de
distintos estilos de ensefianza en el rendimiento de los alumnos, la variable profesor
constituiria un factor aleatorio. Si comparamos en cambio la eficacia de tres métodos
didacticos (A, B y C), éstos constituirian un factor de efectos fijos ya que se esta
especificamente interesado en estos métodos y no en otros. Se considera un modelo
de efectos mixtos a aquél en el que uno o mas factores son fijos y al menos uno es
aleatorio. Una combinacion de los dos estudios seria un ejemplo de disefio mixto que
permitiria evaluar de forma conjunta tanto los métodos de ensefianza (A, B, C), como
la variabilidad en el efecto de los profesores y la interaccion entre ambos sobre el
rendimiento de los alumnos.
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Una representacion grafica de los tres componentes estocasticos del modelo
lineal mixto para los datos del IOR se muestra en la siguiente figura, la linea solida
representa la evolucion promedio de la poblacion (Nivel nacional), las lineas cortas
representan la evolucion de dos grupos (estados de la republica). Los componentes
residuales de la correlacion serial y los errores clasicos son indicados con las lineas
largas y los puntos respectivamente.

Y Nivel Estado de la Republica //" Nivel Nacional

-

-
-
-
-
-
-
-
-
-~
-
-

® J/,
B ’,\’: ® Nivel Estado de la Republica

o

ad L

Xy X, X

|
\%
\
\
[ )

Fig. 2.6 Representacién esquematica del modelo lineal mixto

Nivel individual y multinivel del modelo lineal mixto

El propdsito de esta seccion es presentar en términos muy generales la teoria
de los modelos lineales de efectos mixtos en su formulacion individual en la primera
parte y posteriormente describir su extension multinivel.

Para un nivel individual de agrupamiento, los modelos lineales de efectos
mixtos propuestos por Laird y Ware en el ano de 1982, expresan el vector de

respuestas y, de dimension n;, para el i-ésimo grupo como:
v, =XB+Zb+e; i=1...N; b~N(0y); e ~N(0,0)

Donde la distribucion de los efectos aleatorios b se define como una

1

distribucion normal con media cero y matriz de varianza y covarianza ¥, donde ¥

debe ser una matriz simétrica y ser positiva semidefinida (todos los valores propios son
positivos).
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Cuando se obtiene la matriz ¥ es mas conveniente computacionalmente
expresar esta matriz utilizando un factor de precision relativo A el cual satisface:

—1

<

=A"A

‘_‘

S}

(o}

Si ¥ es definida—positiva, entonces A existe aunque no necesariamente es
Unica. Posiblemente se elige el factor Cholesky de o’y como A

La matriz A es llamada factor de precision relativa porque es factor de
precision de la matriz "' de los efectos aleatorios, expresados en términos de la

precision relativa del orden iz de los errores ¢.
o)

La formulacion del modelo lineal de efectos mixtos utilizando los datos
balanceados del IOR tendria las siguientes especificaciones:

N=448n =14,i=1,..,32, p=2,q=2

Y, 1 1994
Y,=| : | porotraparte X,=Z, =|: i=1..32
Y. 1 2007

nt

Cualquier raiz cuadrada de una matriz o” ¥ de tamafio pXg puede ser usada
como factor de precisién relativo.

La formulacién de Laird y Ware para un nivel individual se pueden extender a
un numero mayor de niveles. Los modelos multinivel para modelos lineales de efectos
mixtos jerarquizan los niveles. Para el caso de dos niveles jerarquizados de efectos
aleatorios el vector de respuestas en su nivel de agrupamiento se escribe como
v, i=l..M, j=1..,M, donde M es el nimero de grupos del primer nivel y M; es el

numero de grupos del segundo nivel pertenecientes al grupo i del primer nivel. El
tamafiode y, esn, .

Las matrices de los efectos fijos son X, de tamafio n,x p . Usando los efectos
aleatorios de primer nivel b, de tamafio ¢, y los efectos aleatorios de segundo nivel »,
de tamafo ¢, y sus correspondientes matrices modelo Zz, ; de tamafio n,xq, y Z, de
tamafio n,xg, , se puede escribir el modelo como:

Vi =X;b+Z b +Zb;+e;, i=1,.M,j=1.M,
b~N(0y,), b,~N(0.p,), ¢ ~N(0,0°I)
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Los efectos aleatorios del primer nivel b, se suponen independientes para
diferente grupo i, los efectos aleatorios del segundo nivel 5,  se suponen

independientes para diferentes i 6 j y son independientes de los efectos aleatorios del
primer nivel y los errores dentro del grupo ¢, se suponen independientes para

diferentes i 0 j, e independientes de los efectos aleatorios
Para extensiones con un nimero mayor de niveles se aplica el mismo patron.

En un modelo con Q niveles de efectos aleatorios existen Q matrices de
varianzas-covarianzas simétricas positivas definidas ¥,, k =1,...0 . Para propdsitos
computacionales se expresa esto en términos de factores de precision relativa
A, k=1,..0 que satisface la igualdad:

AT A =0y, k=1,..0

Para optimizar la log-verosimilitud se expresa la matriz de varianza-covarianzas
¥, /o ? 0 su equivalente factor de precision relativa A, como un vector de parametros

no restringido 6,k =1,...0 .

Para el caso general donde y, /o’ es una matriz simétrica positiva definida
de tamafio gXq se parametriza esta como matriz logaritmo y para definir esta

parametrizacion, se tiene que cualquier matriz simétrica positiva definida A puede
expresarse como la matriz exponencial de otra matriz simétrica B, esto es:

B* B®

A=el =T+B+—+—+...
2! 3!

Y se dice que si A es la matriz exponencial de B, entonces B es la matriz
logaritmo de A.

Suponiendo que A es una matriz simétrica y positiva definida de tamano gXgq

una manera de evaluar la matriz logaritmo B es el calcular los valores y vectores
propios de la descomposicion:

A=UAU"

Donde A es una matriz diagonal de tamafio ¢X¢q mientras que U es una
matriz ortogonal de tamafo ¢gXq. Si A es positiva definida entonces todos los

elementos de la diagonal de A deberan de ser positivos. La matriz logaritmo de A es
la matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son los logaritmos de los elementos
correspondientes de A . Denotando esto como log A . Finalmente se tiene:

B=logA=U(logA)U"
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Y se definira 8, como los elementos que componen el triangulo superior de la
matriz logaritmo de y, /o’. De esta forma se forma el vector de parametros no
restringido para v, / o”.

Segun Pifieiro y Bates existen otras formas adicionales a la matriz logaritmo
para parametrizar el factor A (Cholesky, log-Cholesky y Esférica).

Estimacién maximo verosimil para el modelo lineal mixto

El propdsito de esta seccién es comentar la teoria sobre la estimacion de los
modelos lineales de efectos mixtos en su formulacién individual y posteriormente
describir su extensién multinivel con base en el libro de Pifieiro y Bates.

Considerando el modelo lineal mixto de nivel individual (2.5.1) que tiene un
solo nivel de efectos aleatorios. Los pardmetros del modelo son B yo’y los

parametros determinados por A el factor de precision relativa. Como se vio en la
seccidén anterior se usara 6 para representar el vector de parametros no restringido
que determinan a A . La funcidn de verosimilitud para el modelo (2.5.1) es la densidad
de probabilidad para los datos dados los parametros, considerada una funciéon de
parametros para datos fijos en lugar de una funcién de los datos con los parametros
fijos, es decir:

L(ﬁ’,t9,0'2 I y)= p(yI,B,H,O'Q)

Donde L es la funcion de verosimilitud, p es la funcién de densidad de
probabilidad y y es la entrada del vector respuesta N-dimensional, N = " n,. Al ser
los efectos aleatorios b,, i = I, ...,M parte del modelo, se debe integrar la densidad

condicional de los datos dados los efectos aleatorios con respecto a la densidad
marginal de los efectos aleatorios para poder obtener la densidad marginal de los

datos. Se puede usar la independencia de b, y e, , para expresar esto como:

L(B.0.07 y):H p(y, |ﬁ,e,az)=ij(yi b, B.0°) p(b16,6°)db, (2.7.1)

i=1

Donde la densidad condicional de y, es una normal multivariada.

exp(-|y, - X.f-2Zb]| 120°
p(y,1b,.8.6%)= S ( z)ﬂ | ) (2.7.2)
270" )?

Y la densidad marginal de b, es también normal multivariada.
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exp (-4 'n) _exp(-[ab[ 120%) 073

p (bi | 6’0-2) - q g
(27)2 ||v| (2702)? abs|A[”

Donde |A| denota el determinante de la matriz A.

Substituyendo (2.7.2) y (2.7.3) en (2.7.1) la funcién de verosimilitud es:

—ly =xB8-=zb| +|abll)/262
L(ﬁﬁ,azly)=ﬁ abs|AniJexp( (- x.p-Zh[ +]an[) 20 )db,-
(2ot P
u o abs|A eXp(—(Hii—)?,-,B—Zib,.\\z)/zaz)

=11 j - db, (2.7.4)
= (2707%)2 (2702 )2

T R S T A (2.7.5)
yi_o’ ol N -l

Son vectores aumentados y matrices modelo.

Donde:

Esta aproximacion de cambio en la contribucidén de la distribucién marginal de
los efectos aleatorios en la filas adicionales de la variable respuesta y las matrices de
disefio se conocen como “seudo datos” de aproximacion porque crea el efecto de la
distribucion marginal por medio de “seudo observaciones” anadidas.

El exponente de la integral de (2.7.4) es de la forma de una suma de residuales
al cuadrado. Se puede determinar el modelo condicional de efectos aleatorios, dados

los datos, escribiendo b, , por la minimizacion de la suma de cuadrados residual. Este
es un problema de minimos cuadrados estandar cuya solucion es:

~ -1 =T ~

bi :(Z~iTZ~i) Z,» (i,»—X,ﬂ)

La norma al cuadrado puede expresarse como:
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|5.- X.8- ZbH —Hy, XB-Zb+Zb-7, ’

-2 4o -5)

bl
) AVA ( ) (2.7.6)

b, —
El primer término de (2.7.6) no depende de b,, por lo que su exponencial puede

salir de la integral, la integracién exponencial del segundo término en (2.7.4) es
equivalente a integrar una funcién de densidad normal multivariada. Por otro lado:

:H)~’1‘_ (

db,

1

[

‘Z”irzi"‘_exp( (2, 5) Z!'Z,(b,- Al)/za2)

Wz'z2) (270°)}
exp(~(b=5) 22, (b-)120°

\/ﬁI (27:02)%/ 127 Z,|

_ ! 2.7.7)

\/‘ZTZ‘ \/\Zfzi +ATA

db.

Combinando (2.7.6) y (2.7.7) se puede expresar la integral de (2.7.4) como:

exp(-(|5. - X.8-Zb) ) 1207 exp(—(H&i—Xiﬁ—ziéi\\zj/zazj
| db, =

(27502 )% | \/‘ZiTZi‘

Para obtener:

~X B~ ZbH /20> jﬁ%

Esta Ultima expresidon puede utilizarse directamente por medio de una rutina en
R para obtener los estimadores méaximo verosimiles de 3,60 y 6>. Sin embargo la
rutina puede realizarse de una manera mas facil si se “perfila” la verosimilitud como
funcién de @ Unicamente. Esto es, se calculan los estimadores condicionales 3 y 62

como los valores que maximizan a L(,B,B, O'Q)para un @ dado. Se observa que los

(2.7.8)

L(,B,@,Gz I y)=;Nexp( i

(2707)>

términos de 2.7.8 que involucran a By o~ en la verosimilitud son idénticos a los

modelos de regresion lineal y por tanto 4 y &> se pueden estimar por la teoria de
regresion estandar.
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Es necesario tener precaucion debido a que el estimador de minimos cuadrados
para S dependera condicionalmente de b,, y éste a su vez, dependera de g, de

este modo se debera determinar el valor por minimos cuadrados conjunto como
solucién a minimos cuadrados de:

N A A T . 2
(bl,...,bM,ﬁT) =(,,f’?’,f;",ﬁ) v, — X, (bl,...,bM,ﬁ)T , donde:

_Zl 0 0 X, | I Y |
A 0 0 0 0
0 Z 0 X, Y,

X,=|0 A 0 0 [Ly,=| 0 (2.7.9)

0O 0 A Z, X, Yy

i 0o -+ A 0 | | 0

Conceptualmente se puede escribir:

T

(Bl B) =(xIX,)" Xy,

La teoria de la regresion lineal también ofrece el estimador maximo verosimil
condicional para o°:

6°(0) = (2.7.10)

Se puede observar que este estimador es la suma de cuadrados de los
residuales dividido por N y no por N-p

Sustituyendo este valor en la verosimilitud de (2.7.8) se tiene la verosimilitud
perfil:

exp(-N /23 ﬁ
(2762 (6))?

No es necesario calcular los valores de b,,...,b, 0 de B(6) para evaluar la

verosimilitud perfil. Unicamente se necesita conocer la norma de los residuales del
problema de minimos cuadrados aumentado.

abs|A|

L(6)=L(B(6).6.6°(9))= 73]

(2.7.11)
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El modelo 2.5.1 puede expresarse como:
y,=X,f+Zb +e, = X,f+e, dondee, =Zb, +e,

En virtud de que e, es la suma de dos vectores aleatorios con distribucion
normal multivariada estos se distribuyen como una normal multivariada con media 0 y
matriz de varianzas covarianzas V, = 0’1 + Zy Z] . De esta forma las observaciones

y; son vectores aleatorios independientes con media Xf y matriz de varianzas y
covarianzas V,, Esto es:

1/2

p(yl. |ﬁ,0,62)=;n_eXP((yi _Xﬁ)TVo_l(yi —Xﬁ)/—262)|V0|-
(2707)

|

Para un valor dado de 6, los valores de Sy o° que maximizan la verosimilitud
pueden ser escritos como:

Segun Pinheiro y Bates la expresién anterior es mas dificil de manejar
computacionalmente, por esta razén se inclinan por la representacion de los seudo
datos para el calculo, sobre todo cuando dicha representacion se combina con la
descomposicidon ortogonal-triangular.

Para encontrar una solucidon al problema de minimos cuadrados se usara la
descomposicidn ortogonal-triangular de matrices rectangulares, método muy popular y
preferido para resolver minimos cuadrados. También es conocida como
descomposicién QOR:

x=0|%|=gr
=0, (<

Donde X es una matriz de nxp(n>p) de rango p, Q es una matriz ortogonal

de n x n, R es una matriz triangular superior de tamafio p x p y Q, (Q—truncada)
consiste de las primeras p columnas de Q. Como Q es ortogonal, entonces Q'Q = Q"
= [ y esto implica que Q'Q, =1.

Una propiedad importante de las matrices ortogonales es que preservan normas
de vectores en la multiplicacion sea Q 6 Q", esto es, la transformacion representada
por Q es una generalizacion de una rotacidon o una reflexion en el plano, en particular:

(O8]
)
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lo"y[ =(2"y) @"y=y"00"y=y"y =]

Si se aplica esto al vector residual en el problema de minimos cuadrados, se
tiene:

2 2

ly-x B[ =|o" (y-xp)[ =|o"y-0"x B[ =|c-0"0| X |5
0

= e = RBI + e

Donde ¢ = (ClTCzT)Z Q"y es el vector de residuales rotado. Las componentes c; y

¢, son de tamafio p y n — p respectivamente. Como X es de rango p, la matriz R de
tamafio pXp es no singular y triangular superior.

La solucion de minimos cuadrados j es facil de evaluar como la solucién
Rf=c

. 2
Y la suma de cuadrados residual es |c,| . La suma de cuadrados de los

residuales puede ser calculada sin tener la estimacion de 3.

La evaluacion de la verosimilitud por medio de la descomposicion se realiza
descomponiendo la matriz ortogonal triangular aumentada z, de (2.7.5) como:

Donde @, esde (n, +q)(n, +q)Yy Ruesdeqx g. Por lo que:

2
Cotiy — Roomﬂ”

Hy(i) - XZIB - Z~ibiH2 = HQ(Y;) (5)(1‘) - X;ﬂ - Zibi )H2 = Hcl(l‘) - Rlo(,-)ﬂ - Rll(i)bi“z +

Donde la matriz R;y; es de g x p, Rp €s de n; x p, el vector c,; es de
dimension gy ¢y, es un vector de dimensién n;, son definidos como:

R, . - C,:
10(i) T 1(i)
R = Q(i)Xi Q(l)yz
00(i) CO(z‘)
Otro razonamiento sobre estas matrices es observandolas como una
descomposicidn ortogonal triangular de la matriz aumentada:
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|:Zi X, y,}:Q R, Ryu <
A 0 0 @10 Room Coci

Donde la reduccion a una forma triangular se detiene después de las primeras ¢
columnas (El peculiar sistema de numeracion de las submatrices y subvectores esta

disefado para permitir una facil extension para un nivel mas alto de efectos
aleatorios.).

Retornando a la integral de (2.7.4) se puede remover el factor constante y
reducir la expresion a la forma:

Iexp(‘(”y,-—X,-/f—Z,-b,-Hj+||Abz-||2)’2"2)dbi )

(2707)?

2
exp HCO(,.) - R002<;),BH2 J, exp (Hcm) — Ry, B - Rll(i)biH /~20° )dbl. (2.7.12)

20

[SAESY

(27207)

Porque R, es no singular, se puede realizar un cambio de variable para
B . . o .
&, _(cl(i)_RIO(i)ﬁ_Rll(i)bi)/O- con diferencial d¢, =-o"'R,,,db, y Jacobiano de la

transformacién  |J (b, — ¢,)| = a’q’zabs‘R“m‘ , Y escribir la integral como:

J' exp (—Hcl(i) - Rm(i),ﬁ’ _qRM”in /20" )dbi _ 1 exp (_”Q !2 /2)d¢i
(27[02 )E abs‘R“(”‘ (27)>
1
R 2.7.13
abs ‘le)‘ ( :

Y este es el mismo resultado de (2.7.8) debido a que:

R i
(RlTl(i) O)QZ)Q(I‘)|: 11():|

- |
0
= \/(‘RITWRH(»‘) = \/(‘RITWHRIM‘) = \/(‘RITW‘)Z = abs ‘an‘
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Debido a que R, es triangular, su determinante es simplemente el producto
de los elementos de su diagonal.

Sustituyendo (2.7.13) en (2.7.12) y en (2.7.4) la funcién de verosimilitud es:

L(,B,Q,azly)zﬁ

= (2%02 )%

eXp(_HCO<i>_R00<i>'BH2/262) ( Al J
abs ‘ =

Rll(i)‘

M 2
exp(_z E——" /zazj N
i=1
abs
)5 1 IR
(2707)2

Donde el término del exponente tiene la forma de la suma de cuadrados
residual para g ponderada sobre todos los grupos. Formando otra descomposicion
ortogonal triangular.

11(1‘)‘

R

00(1) Comy
: : Ry ¢
: : = 2.7.14
Q.0 { 0 C_J ( )

R

oom)y  Cowmn)

Produce la forma reducida:

11(1)‘

L(5.6.071y)=(2707) 7 ex (”C 1l +k‘) Ruf| Jnabs[‘ 4| J (2.7.15)

Para un 6 dado, los valores de # y ¢° que maximizan la expresion anterior son:

B(8)=Ryc, vy 67(0)= (2.7.16)

Los cuales resultan en la verosimilitud perfil:

exp(—%)lﬂllabs[R|AI ] (2.7.17)

N
2

L<e/y)=L(me),eﬁ%e)/y){z,,ﬁ%”z]
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O bien la log verosimilitud perfil:

log(L(6/y))= %[log N —log27z—1]- Nlog||c_1||+§: log abs[‘Rw J (2.7.18)
i=1 11(i)

La log—verosimilitud perfil (2.7.18) se maximiza con respecto a 6, produciendo
el estimador de maxima verosimilitud 6. Los estimadores de maxima verosimilitud
para 4 y 6° se obtienen sustituyendo 6 =  en (2.7.16).

Aunque técnicamente los efectos aleatorios », no son parametros para el
modelo estadistico, frecuentemente se desea predecir sus valores. El modelo
condicional de los efectos aleatorios, evaluado en el estimador condicional de g, es el
mejor predictor lineal insesgado o BLUP de b, i = 1, . . . ,M y puede ser evaluado
usando matrices de la descomposicidn ortogonal triangular como:

A

b, (9) = Rl_ll(i) (Cl(i) - RlO(i)B(e)) (2.7.19)

En la practica, si § es desconocido se reemplaza por su estimador de maxima
verosimilitud &, produciendo el estimador BLUP l;i (é)

La descomposicion (2.7.14) es equivalente al calculo de la descomposicion QR
de la matriz de gran tamafio X, definida en (2.7.9). Si se determina la soluciéon por
minimos cuadrados para (2.7.9) usando la descomposicion ortogonal triangular:

La parte triangular de la descomposicion y la parte principal de la rotacion, el
vector de respuestas aumentadas debera ser:

Rll(l) 0 U 0 Rl()(l) Cay
0 R11(2) U 0 R10(2) Ci2)
R = : : : : : ye = :
0 0 Rll(M) RIO(M) Cim)
L 0 0 0 ROO B | Co |
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De esta forma ,3(49) y 0°(6) de (2.7.16) son los mismos que los obtenidos por
(2.7.14) y (2.7.10). El vector c.; es el vector residual en el sistema de coordenadas

determinado por Q.. Porque Q, es ortogonal, |c1||2 es la suma de los residuales al
cuadrado del problema de minimos cuadrados definido por X, y y..

La log verosimilitud perfil (2.7.17) tiene la misma forma que (2.7.11) con tres
componentes aditivos, una constante, una suma de cuadrados residuales en escala
logaritmica y una suma de logaritmos de determinantes de proporciones.

Estimacion maximo verosimil restringida para el modelo lineal mixto

La estimacién por maxima verosimilitud de los componentes de varianza como
o’ yO’,f tienden a subestimar estos valores. Muchos analistas prefieren utilizar la
estimacién maxima verosimil restringida para la estimacidn de estos componentes.

Ambos métodos sin embargo, tienen el merito de estar basados en los
principios de la verosimilitud tales como la consistencia, la normalidad asintética y la
eficiencia. Segun Geert Verbeke y Geert Molenberghs la estimacion maximo verosimil
tiene la ventaja de proveer estimadores de los efectos fijos mientras que la estimacién
restringida por si misma no lo hace y segun los mismos autores la maxima
verosimilitud subestima la varianza residual en estudios ANOVA clasicos o modelos de
regresion solamente en los casos en que el rango de la matriz conformada de las
variables explicativas sea menor o igual a cuatro pero este criterio es opuesto para la
maxima verosimilitud restringida cuando el rango es mayor a cuatro.

Existen varias formas de definir el criterio de estimacion de la estimacion

maximo verosimil restringida (RELM). Una definicion que facilita los cdlculos
computacionales es la propuesta por Laird y Ware en el ano 1982:

L, (Q,Jz/y):JL(ﬁ,H,Gz/y)dﬂ

La cual dentro de los métodos bayesianos, corresponde en el asumir una
distribucién uniforme local para los efectos fijos S e integrarla fuera de la

verosimilitud.

Usando (2.7.15) y usando el mismo cambio de variable como en (2.7.13) se
tiene la funcién log verosimilitud restringida:

I (6.071y)=1og(L, (6.0 1))

2
- _ylog (2707) —”;;!—log abs|R,|+ ilog abs 4]
o

i=1 ‘Rll(i)‘
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Esto genera el estimador condicional para ¢’

6-2 (9) — ”C—l”2
R N _ p

Del cual se genera la funcion log verosimilitud restringido perfilada:
N-p [
1(01y)=1(6.62(8)y)= —Tlog(27z0'2)—2_—12—10g abs|Ry,|
o

+Zlogabs[‘| | J

i=1 11(1)‘

2
N — N — C_
- zplog(2ﬂ')——2plog(O'Z)——Hzol_! —log abs|R00|

+210g abs[‘R| | J

i=1 ll(z)‘

[Ru

N —
=— zplog(m)— p[log”c_l”z—log(N—p)}—

+§: log abs[ |A| J

i=1 ‘ 11(5)‘
N-p N-p
2

N - N —
=-— plog(27£)— 5 p(—log(N—p))— [log”c 1|| } log abs|Ry,|

+§: log abs[ |A| ]

i=1 ‘Rll(i)‘
N - N - N -
L p{log( MPJ_@- ~2 [ 210g]e[] - log absr,
+ilogabs[‘ |A| J
i=1 11(i)
3 4]
=C—(N - p)log|c_,|—log abs|Ry|+ D log abs(‘ J (2.8.1)
i=1 11(i)

Los componentes de la funcién de la log verosimilitud restringida perfilada en
(2.8.1) son similares a la log verosimilitud perfil (2.7.18) excepto que el log de la
norma del vector residual tiene un multiplo diferente y hay un término determinante
extra:
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log abs|R00| =log

M
foz;lxi‘/z
i=1

La evaluacion de RELM es hecha por la optimizacién de la log verosimilitud
restringido perfilada (2.8.1) con respecto a @ Unicamente y usando el resultado del

A

estimador REML 6, para obtener el estimador REML de 6,67 (6, ) - De una forma

similar, el estimador REML de BLUP de los efectos aleatorios son obtenidos
remplazando 6 con éR en (2.7.19)

El criterio de REML solo depende de los parametros 0 y ¢. Sin embargo esto es
uatil y probablemente aun sensible el evaluar “el mejor invitado” de 8 de (2.7.16) una

vez que 4, ha sido determinada usando el criterio REML.

Una diferencia importante entre la funcion de verosimilitud y la funcién de
verosimilitud restringida es que la primera es invariante ante reparametrizaciones uno
a uno de los efectos fijos (por ejemplo, un cambio en el contraste representado por
una variable categdrica), mientras que la dltima no lo es.

Cambiando las matrices X; resulta un cambio en logabsIRyl y un cambio
correspondiente en Igz(6 ly). Como una consecuencia, los modelos lineales de efectos
mixtos con diferente estructura de efectos fijos apropiada usando REML no puede ser
comparada sobre la base de su verosimilitud restringida. En particular, la razén de
verosimilitud no es valida sobre estas circunstancias.

Estimacién maximo verosimil en multiples niveles de efectos aleatorios |

La funcion de verosimilitud y la funcién de verosimilitud restringida para
modelos multinivel con efectos mixtos pueden calcularse usando las mismas técnicas
descritas en las paginas anteriores. Usando el modelo lineal de efectos mixtos,
tenemos que la verosimilitud, se integra sobre ambos niveles de efectos aleatorios

M M
L(8.6.6..0*13)=TI[TI[[ P (5;/b;.b:8.0°) p(b;16,.6) b, |p (8,1 6,.0°) db,

i=1 j=1

(2.9.1)

Al igual que un nivel de efectos aleatorios, se pueden simplificar las integrales
de la expresion si se aumentan las matrices Z; con 4 y se realiza la descomposicién
ortogonal triangular de estos arreglos aumentados. Esto permitird evaluar las
integrales interiores. Para evaluar las integrales exteriores se itera este proceso, es
decir, primero se forman y se descomponen los arreglos:
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Z;, Z; X; Y 0. Ryiy Ry Ry S (2.9.2)
A, 0 0 O 0 R R €1 B

1) 10Gij)

Para i=1,2,3,..M, j=1,2,3...M;

La matriz R, s una matriz triangular superior de dimensién ¢> x g,. Los
otros arreglos en el primer renglén de la descomposicion en (2.9.2) se usan sélo si el

estimador condicional 4(6) o el modo condicional 15,,,.(0) y 131.(6) son requeridos. Los
arreglos en el segundo renglén de la descomposicidn R, Riouj) ¥ cigj) tienen ny
renglones cada uno. Para evaluar la integral exterior nuevamente se forma y se
descompone el arreglo aumentado:

Rll(il) RlO(il) Cl(il)
: : : R .. R._. C.

. . - :Q(i) 11(i) 10(7) 1i (2.9.3)
11(M,) 10(iM;) 1GM,) 0 Roou) CO(i)

LA 0 0 |

Usando las matrices y vectores generados en (2.9.2), (2.9.3) y (2.7.14) y
siguiendo los mismos pasos que en el modelo de un solo nivel jerarquico se puede
expresar la log verosimilitud perfil para 8; y 6, como:

R . M A
1(6,,6,/y)= 1ogL(ﬁ(0l,02),01,02,02(91,92)/y) —k—Nlog||c1||+Zlogabs(‘IL 1 J
i=1 11(i)

SRy { A, | J
+ZZlogabs

‘ 22(&)‘

De manera similar el perfil de la verosimilitud restringida se expresa como:

R
M;
+ilogabs[l|f1| }‘iZlogabs{ A, J

i=1

Por ultimo, los métodos de calculo se extienden de igual forma para Q niveles
jerarquicos de efectos aleatorios.
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ESTIMACION DE LOS MODELOS DE EFECTOS FIJOS, ALEATORIOS Y MIXTOS

El desarrollo de nuevas técnicas para analizar los datos longitudinales han
tenido un gran desarrollo en los Ultimos veinticinco afios y actualmente existen una
gran variedad de herramientas que los estadisticos profesionales y empiricos utilizan
para resolver problemas de muy diversa indole utilizando un gran niimero de paquetes
informaticos. Dos brechas se estan acortando en la actualidad, la primera entre el
desarrollo de nuevas metodologias y su implementacién casi inmediata en el software
estadistico y la segunda, la disponibilidad y acceso al conocimiento ofrecido por medio
del internet, conocimientos que anteriormente solo estaban disponibles para un
reducido nimero de personas y con un espectro minimo de aplicaciones.

Entre los paquetes estadisticos disponible para los modelos lineales de efectos
mixtos se utilizo el denominado nime para el Software R, de Pinheiro y Bates, de fecha
24 de Mayo del 2009. Entre las cualidades especificas de este paquete hay que
mencionar sus representaciones graficas y pruebas ANOVA, que permiten guiar la
busqueda del modelo mas apropiado. Otro punto importante en la seleccién de la
libreria a utilizar es el hecho de que ambas personas son los autores del libro “Mixed
Effects Models in S and S-Plus “. La versién de R utilizada en este trabajo es la nimero
2.8.1 del 22 de diciembre del afio 2008.

En forma general se realizara el analisis del modelo estadistico bajo el siguiente
procedimiento: (para un modelo con mas variables predictoras y datos no balanceados
es necesario realizar mucho mas actividades, por ejemplo, para este trabajo no es
necesario realizar andlisis de colinealidad):

< Analizar en forma exploratoria la informacion por medio de graficas que permitan
observar en forma visual la estructura longitudinal de la informacién.

% Seleccionar en forma preliminar una estructura de efectos fijos.
% Seleccionar en forma preliminar una estructura de efectos aleatorios.

< Seleccionar el mejor modelo con base en los test estadisticos y analisis de
residuales: autocorrelacion, normalidad y varianza constante.

% Interpretacion y aplicacion del modelo.
En cuanto a la variabilidad de la informacion, la estructura de varianzas:
% Ayuda a explicar y entender la variabilidad aleatoria de los datos.

< Es altamente dependiente de los efectos fijos (la parte sistematica de la
variabilidad de Y))

% Una estructura de covarianza adecuada conduce a mejores predicciones

Muy importante es encontrar una estructura de medias y varianzas apropiadas

en virtud de que ambas son dependientes una de la otra. La estructura de medias se

=)
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entiende coma la forma Optima en la seleccion e interaccion de las variables
independientes.

)
| |
| Estructurade Estructurade |
Medias Covarianzas
| |
e —

Estimacion de B, @ y 02
Covarianzas de B, gy y 02
Pruebas Estadisticas
Intervalos de Confianza
Prediccion

Fig. 3.1 Relacion dependiente de las estructuras de los modelos lineales mixtos

Los datos

El cuadro de resultados de los IOR por entidad federativa se muestra en el
anexo (Al) y su representacion grafica se muestra a continuacion.

IOR POR ENTIDAD FEDERATIVA PERIODO 1994-2007
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Fig. 3.2 Grafica del IOR por entidad federativa 1994-2007
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Se puede observar los diferentes valores que por entidad federativa tiene el
IOR en el periodo 1994-2007 destacando que los valores mas bajos corresponden al
estado de Aguascalientes y se disputan los valores mas elevados el estado de Chiapas
y Guerrero.

Una grafica tipo panel muestra informacion también interesante:

INDICADOR NACIMIENTOS
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Fig. 3.3 Grafica de dispersion del IOR por entidad federativa 1994-2007
Cuatro clasificaciones se podrian observar de la grafica anterior:
% Estados con alto valor en su IOR y tendencia sin cambio: Chiapas.

% Estados con alto valor en su IOR y tendencia a la baja: Veracruz y Guerrero
y Tabasco.

% Estados con valor intermedio en el IOR y tendencia a la alza: Morelos, Baja
California Norte.

% Estados con valor intermedio en el IOR y tendencia a la baja: Puebla,
Durango, Hidalgo, Michoacan, Sinaloa, San Luis Potosi y Campeche.

Una grafica de perfiles del IOR por entidad federativa muestra la compactacion
que a lo largo del tiempo ha sufrido este indicador, se observa muy claramente el nivel
descendente para los 32 estados y la conformacion de tres grandes grupos en el afio
2007:
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INDICADOR DE OPORTUNIDAD NACIMIENTOS
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Fig. 3.4 Grafica de perfiles del IOR por entidad federativa 1994-2007

El modelo lineal simple

Retomando los comentarios de la seccidn 2.3 el enfoque mas simple de analizar
datos tipo panel es omitir las dimensiones del espacio y el tiempo de los datos
agrupados y solo calcular la regresion de minimos cuadrados ordinarios usual. Una
grafica de dispersidon asi como la recta ajustada por minimos cuadrados ordinarios de

la forma y, =a+ fx, +e, (modelo lineal simple) se muestra a continuacion:

MODELO LINEAL SIMPLE MCO
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Fig. 3.5 Grafica de dispersion del IOR por entidad federativa 1994-2007 y el modelo lineal simple
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Los parametros estimados y la varianza de los residuos del modelo lineal
simplel se presentan a continuacion:

@=0.7926 S=-0.0085 o> =(0.3136)’

Un punto importante en el analisis es tomar en cuenta el factor agrupante
estado de la republica, de no tomarse en cuenta los residuos resultantes tendran
varianzas altas ademas de no estar centrados en cero como se muestra en la siguiente
grafica de residuos:
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Fig. 3.6 Grafica de Cajas de los residuos modelo lineal simple

El modelo efectos fijos

El comando ImList de la libreria nime de R permite ir un paso adelante con
respecto al modelo lineal simple ya que permite obtener estimaciones de modelos
lineales considerando el efecto de la entidad federativa, de forma tal, que se puede

obtener pendientes y ordenadas al origen para cada entidad federativa.

La instruccién para llamar este comando tiene la forma:

ImList ( formula ,data)

Donde la primera parte especifica el modelo lineal a ser estimado para cada
subconjunto de los datos con la forma clasica de R y ~ x;+...+x, | g; la segunda parte

especifica el factor de agrupacion.
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El anexo (A2) contiene algunos de los mas importantes comandos comando de
la funcién ImList.

Los parametros estimados tomando en cuenta la agrupacidn para el subindice i
para un modelo de efectos fijos de la forma:

Yi = +:Bixiz te,
se presentan en la tabla (A3) de los anexos.

Por lo que se refiere a la varianza de los residuos estos son del orden de
o’ =(0.0545)*, solamente una quinta parte del modelo lineal simple.

La representacion grafica de estos 32 modelos lineales estimados se muestra a
continuacién:

MODELOS AJUSTADO EFECTOS FIJOS
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Fig. 3.7 Grafica de lineas ajustadas modelo de efectos fijos

Por otra parte la grafica de los residuos del modelo de efectos fijos muestra que
estan centrados en cero, aunque persiste gran variabilidad entre las entidades:
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BOX PLOT RESIDUOS EFECTOS FIJOS
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Fig. 3.8 Grafica de Cajas de los residuos del modelo de efectos fijos

Una forma inicial de visualizar un posible modelo de efectos aleatorios es
realizar una grafica de dispersion de los valores de las pendientes e interceptos
obtenidos utilizando la funcion pairs:

DIAGRAMA DE DISPERSION PENDIENTES-ORDENADAS AL ORIGEN

0 20 40 60 80

VALOR ORDENADA AL ORIGEN

-40

I I I I I I I
-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02

VALOR DE LA PENDIENTE

Fig. 3.9 Grifica de Dispersion de pendientes y ordenadas al origen del modelo de efectos fijos

Debido a que los datos no estan centrados para la variable independiente se
observa una correlacion entre el valor de la pendiente y la ordenada al origen, esto
ocurre porque todos los datos fueron recolectados entre los afios 1994 y 2007, pero la
interseccion de la recta con el eje de las ordenadas representa el valor del IOR al afio
cero. La extrapolacion al afio cero dard como resultado un coeficiente de
determinacion alto (alrededor de 0,99) entre las estimaciones de las pendientes y la
estimacion de los interceptos.
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Centrando los datos, los parametros estimados muestran un comportamiento
totalmente diferente:

DIAGRAMA DE DISPERSION PENDIENTES-ORDENADAS AL ORIGEN
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Fig. 3.10 Grifica de Dispersién de pendientes y ordenadas al origen del modelo de efectos fijos datos centrados

La grafica anterior indica posibilidades de incorporar un modelo aleatorio, una
grafica de intervalos utilizando la funcion intervals ayudara de una forma mas directa.
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Fig. 3.11 Grafica de de pendientes y ordenadas al origen del modelo de efectos fijos

Se observa que hay poco solapamiento entre los intervalos generados para el
valor del intercepto. Por lo que se refiere a los intervalos de las pendientes si bien
existe una mayor sobre posicion en ellos los resultados indican que es posible realizar
un modelo de efectos aleatorios.
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Continuando con el andlisis del modelo de efectos fijos, una grafica de cuantiles
tedricos y observados utilizando la funcidon ggnorm se ilustra a continuacion:
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Fig. 3.12 Gréfica de residuos del modelo de efectos fijos

Se observa que los residuos para algunas entidades no se comportan como una
distribucién normal.
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Fig. 3.13 Gréfica de residuos del modelo de efectos fijos

La grafica anterior muestra residuales heterocedasticos. Por otra parte la
funcion acf muestra la problematica de la autocorrelacion en los residuos.
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FUNCION DE AUTOCORRELACION EFECTOS FIJOS CENTRADOS

ACF
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|
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Fig. 3.14 Gréfica de autocorrelacién empirica de los residuos del modelo de efectos fijos

De no presentarse la heterocedasticidad, la no normalidad y la autocorrelacion
de los residuos en el modelo de efectos fijos éste pareceria ser una opcion viable para
ajustar los datos, sin embargo, la teoria en la que se sustenta el modelo de efectos
fijos no incluye una forma de poder remediar esta situacion, por lo anterior es
necesario utilizar otras herramientas para resolver esta problematica.

El modelo de efectos mixtos

El modelo de efectos fijos y efectos aleatorios tiene en el paquete nime, la
formulacion:

Lme( fixed, data, random )

Donde la primera parte especifica el modelo lineal en sus dos lados clasicos
especificandose los efectos fijos del modelo; la segunda parte especifica el archivo que
contienen los datos que deberan tener formato data.frame; la tercera parte se
especifica con la notacidon de relacién lineal de un solo sentido los efectos aleatorios y
la estructura de agrupacion. El anexo (A4) contiene algunas de los mas importantes
comandos comando de la funcion Ime.

Como se observo en la grafica (3.11) es probable que los datos se ajusten
mejor con un modelo de efectos aleatorios.

El modelo de Hausman tiene como proposito principal el apoyar la decision de
seleccionar entre un modelo de efectos fijos o uno aleatorio.

La idea basica del estadistico de Hausman radica en comparar los estimadores
de los coeficientes de regresion bajo ambos modelos utilizando el estadistico de
prueba:
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N A \T A ~ N
W:(IBF_IBA) Z(IBF_IBA)
Bajo una hipdtesis nula de que W se distribuye como una ji-cuadrada con k
grados de libertad (numero total de variables regresoras), se tiene el siguiente
resultado:

W=(-0.00853573-(-0.00853573))*/( 0.00000091406 - 0.0000009118626) ~0

Con un p-valor asociado aproximadamente igual a uno no se rechaza la
hipdtesis nula y se recomienda usar el modelo de efectos aleatorios.

Dos modelos basicos se analizaron:
% Modelo de interceptos aleatorios y pendientes fijas
% Modelo Mixto
El modelo de interceptos aleatorios (ialea) arroja la siguiente grafica donde se

observa que para ciertos estados de la republica no es conveniente mantener fijo el
valor de las pendientes.
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Fig. 3.15 Grafica de lineas ajustadas modelo de efectos aleatorios

Un método general para comparar dos modelos que utilizan la misma
informacion lo proporciona el comando anova, este comando suministra los valores
estimados de la logverosimilitud de los modelos, el Criterio de Informacion Akaike
(AIC) (Sakamoto, Ishiguroy Kitagawa.1986), el Criterio de Informacion Bayesiana
(BIC) (Schwarz. 1978) y la Prueba de Razon de Verosimilitud (Test L. Ratio).

Los criterios de evaluacién se determinan de la siguiente forma:
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AIC ==2(log L)+2(p) BIC =-2(log L)+ (p) log(N)

Donde log L es la log verosimilitud obtenida por el modelo, p es el nimero de
parametros y N es el nUmero total de observaciones.

Para el modelo mixto se tiene por ejemplo:

AIC =-2(528.4576)+2(6) = —1,044.9152

Los criterios de evaluacion AIC y BIC consideran el principio “mds pequerio es
mejor”. Esto es, si se utiliza el criterio AIC para comparar dos modelos 0 mas, se
selecciona el modelo que tenga el valor mas pequeno.

El Test de Razon de Verosimilitud (TLR) considera si L2 es la verosimilitud del
modelo general y L/ es la del modelo restringido se cumple que L2>LI vy esta
desigualdad implica que log L2 > log LI por ser la verosimilitud mayor o igual a cero.
En la terminologia de modelos anidados este principio se refiere a que si un modelo se
dice anidado si y solo si representa un caso especial de otro modelo. Considerando M1
y M2 dos modelos estadisticos tal que M1 esta anidado en M2, con verosimilitudes LI
y L2, respectivamente. Entonces, se debe tener L2 > L1, y podemos comparar modelos
anidados usando el test de razén de verosimilitudes. El TLR se define como:

2(log (L2/L1))=2[log(L2)-log(L1)]

Si p; es el numero de parametros a ser estimados para el modelo i, entonces la
distribucidon asintética de la distribucién de los TLR bajo la hipdtesis nula de que el
modelo restringido es estadisticamente igual al modelo general tendra una distribucion
Jji-cuadrada con p,-p; grados de libertad.

Para el comparativo del modelo mixto y el modelo de interceptos aleatorios se
tiene:

TLR =2[528.4576—403.4031] = 250.109

El p-valor para 250.109 bajo una ji-cuadrada con (6-4=2) grados de libertad
tiene el valor de cero, por lo tanto se rechaza la hipdtesis nula que el modelo
restringido es estadisticamente igual al modelo general.

De acuerdo al comparativo obtenido con el comando anova entre el modelo de
interceptos aleatorios (ialea) y el modelo mixto (aleau), un mejor ajuste lo muestra el
modelo mixto:

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
ialea 1 4 -798.8062 -782.387 403.4031
aleau 2 6 -1044.9151 -1020.286 528.4576 1 vs 2 250.1090 <.0001
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La grafica del modelo mixto se muestra a continuacion (aleau):
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Fig. 316 Grafica de lineas ajustadas modelo de efectos mixtos

Su ajuste es muy similar al realizado por el modelo de efectos fijos visto en el
apartado 3.3 bajo el comando /mList, un comparativo de los coeficientes del modelo
mixto y el de efectos fijos muestra que los interceptos son practicamente iguales y los
coeficientes de las pendientes tienen poca diferencia:
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Fig. 3.17 Graifica de coeficientes modelo de efectos fijos y aleatorios
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Una prueba anova entre el modelo de efectos fijos y el modelo mixto muestra
que el valor del AIC se inclina por el modelo de efectos fijos, mientras que el valor del
BIC indica que es el modelo mixto el mas apropiado estadisticamente, el TLR indica
que los modelos son estadisticamente diferentes:

i

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value [

aleau 1 6 -1044.915 -1020.286 528.4576 %
fijosc 2 65 -1273.092 -1006.281 701.5463 1 vs 2 346.1774 <.0001 l

Un punto importante se comenta en las notas del Dr. Rogelio Ramos Q.

“Por un lado, el modelo con efectos fijos es costoso en
términos de grados de libertad usados para la estimacidén de
efectos individuales y, para estudios longitudinales con un gran
numero de unidades, el modelo de efectos aleatorios es mas
intuitivo.”

Un refuerzo a favor del modelo de efectos aleatorios es la prueba de Hausman
que indica que el modelo mixto es mas aceptable que el modelo de efectos fijos, por
esta razon, se continuara el desarrollo del modelo mixto para ajustar los datos del IOR.

IEEH Las funciones de varianza |

Continuando con el modelo mixto la grafica de los residuos se muestra a
continuacién:
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Fig. 3.18 Griéfica de residuos modelo de efectos aleatorios
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El modelo de efectos mixtos considera los errores dentro de los grupos
independientes e idénticamente distribuidos con media cero y varianza constante, sin
embargo existen muchas aplicaciones donde se involucran datos agrupados para los
cuales los errores dentro de los grupos son heterocedasticos como muestra la grafica
anterior.

Otra herramienta para detectar la heterocedasticidad de los errores dentro de
los grupos es la grafica de los residuos estandarizados contra los valores estimados y
alguna de las covariables de varianza, en el modelo mixto aleau se observa que la
variabilidad decrece conforme crece el tiempo r, como Unicamente se tiene una
covariable de varianza se utiliza esta en la grafica de residuos:
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Fig. 3.19 Grafica de residuos heterocedasticos modelo de efectos aleatorios

Para solventar la problematica anterior se utilizaran las funciones de varianza
para modelar la estructura de varianza de los errores dentro del los grupos.

Se define la funcidn general de varianzas para los errores dentro de los grupos
como:

it?

Var(e, 16) = 0°" (4,.9,.9)

Donde u, = E[yij/bi] (respuesta media), v, es un vector de covariables de

varianza, 0 es un vector de parametros de varianza y g() es la funcion de varianza
asumiendo continuidad en 0 .

En la libreria nlme existe un conjunto de clases de funciones de varianza para
especificar la estructura de varianza dentro de los grupos: varFixed, varldent,
varPower, varExp, varConsPower y varComb
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varFixed

Esta clase representa la funcidn de varianzas sin parametros y una covariable
de varianza simple, utilizada cuando la varianza dentro de los grupos es conocida, por
ejemplo, si se asume que la varianza dentro de los grupos se incrementa linealmente
con la covariable ANO, se tiene:

Var(e,)=0>ANO,

Correspondiendo una funcion de varianza de la forma:

g(ANO,)=4/ANO,

varIdent

Esta clase representa un modelo de varianzas con diferentes varianzas para
cada nivel o variable de estratificacién S, tomando valores en el conjunto {1,2,3...,5} .

Var (el.t) = 0'2552“

Correspondiendo una funcion de varianza de la forma:

g(Sit’é‘) = 5

i

El modelo usa S+/ parametros para representar S varianzas y por tanto no son
identificables, para conseguir esto, se imponen restricciones en el parametro de
varianzas J . Usando 6, =1 de tal forma que J,,/=2,...S representa la razon

entre las desviaciones estandar del I-iésimo estrato y el primer estrato.
varPower

El modelo de varianza representado por esta clase es:

26
il

Var(e,) =0y, (3.5.1)

Correspondiendo una funcion de varianza de la forma:
)
g(v,,0)= ‘sz‘
La cual es una potencia del valor absoluto de la covariable de varianza. El
pardmetro O es irrestricto, lo cual significa que puede tener cualquier valor en el

campo de los reales y por tanto (3.5.1) se puede modelar para casos donde la varianza
se incrementa o decrece con el valor absoluto de la covariable de varianza.
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Se muestra a continuacidén una grafica de residuos tipo panel del modelo aleau
en donde se aprecia que varias entidades tiene residuos heterocedasticos:
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Fig. 3.20 Grafica de panel residuos heterocedasticos modelo de efectos aleatorios

Utilizando la clase varPower para la funcion de covarianzas se genera un nuevo
modelo aleaw y se observa que los valores de los residuos se ubican en un rango mas
pequeio:
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Fig. 3.21 Grafica de panel residuos modelo de efectos aleatorios varPower

Una gréfica de lineas muestra varianzas razonablemente mas homogéneas:

63



ESTIMACION DE LOS MODELOS DE EFECTOS FIJOS, ALEATORIOS Y MIXTOS

RESIDUOS MODELO MIXTO (aleaw)
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Fig. 3.22 Grafica de lineas residuos modelo de efectos aleatorios varPower

La grafica utilizando la covariable de varianza también muestra mejora en la
variabilidad de los residuos:
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Fig. 3.23 Grafica de residuos modelo de efectos aleatorios varPower

La prueba anova entre los dos modelos se muestra a continuacion:

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
aleau 1 6 -1044.915 -1020.2864 528.4576
aleaw 2 38 -1135.004 -979.0218 605.5020 1 vs 2 154.0888 <.0001

De la prueba estadistica se concluye que si es conveniente incluir el modelo
homocedastico ya que al incorporar la funcién de varianza varPower se incrementa la
log-verosimilitud.
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VALOR DEL RESIDUO

RESIDUO NORMALIZADO

Para tener una idea de los parametros obtenidos del modelo de varianza la
siguiente grafica muestra en color rojo la tendencia “suave” de los residuos del estado
de Coahuila y la linea azul la tendencia de la funcién de varianza con parametro

8=-0.8095. Se observa claramente que las tendencias son muy parecidas.
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El mismo delta se utiliza para “normalizar” los residuos: r. =(v. — 9. )/ &x°
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TENDENCIA RESIDUOS Y DELTA ESTIMADA DEL ESTADO DE COAHUILA

PERIODO DE ANALISIS

Fig. 3.24 Grafica de residuos del estado de Coahuila efectos aleatorios aleaw
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Fig. 3.25 Grifica de residuos normalizados del estado de Coahuila efectos aleatorios aleaw
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En cuanto al comportamiento en la normalidad, esta refleja un comportamiento

adecuado:
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Fig. 3.26 Grafica qqnorm residuos efectos aleatorios aleaw

Sin embargo se tiene nuevamente la problematica de la autocorrelacién en los
residuos para el modelo aleaw. Utilizando el comando ACF se tiene la siguiente
grafica:

FUNCION DE AUTOCORRELACION EFECTOS ALEATORIOS (aleaw)
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Fig. 3.27 Grafica de autocorrelacién de los residuos efectos aleatorios aleaw
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Las estructuras de correlacion

Las estructuras de correlacion se utilizan para modelar la dependencia entre los
valores observados. En el contexto de los modelos lineales mixtos estas estructuras
son utilizadas para modelar la dependencia de los errores dentro de los grupos.
Histéricamente las estructuras de correlacion han sido desarrolladas para dos
principales tipos de datos: las series de tiempo y los datos espaciales, las primeras
generalmente asociadas a una variable de tiempo y las segundas referidas
principalmente a la localizacién en un plano real de dos dimensiones.

Para establecer en forma general las estructuras de correlacion se asume que
los valores e;, estan asociados con vectores de posicion p;, . Para datos de series de
tiempo los p;; son tipicamente valores escalares enteros, mientras que para los datos
espaciales son los elementos del vector situado en un plano de dos dimensiones

Las estructuras de correlacidon se suponen isotropicas, esto es, la correlacion
entre dos errores dentro del mismo grupo e; , e;- asumen dependencia en sus
correspondientes vectores posicionales Unicamente a través de la distancia que hay
entre ellos y no de los valores o magnitudes o direcciones que tengan.

La estructura de correlacién para un nivel simple de agrupamiento se expresa
como:

Cor(eit’eit’) = h(d(eit’eit’)’p)
Donde d es la distancia entre los valores, p es un vector de parametros de
correlacion y h() es la funcidon de correlacién que toma valores entre -1 y 1 para p

continua.

Estructura de Correlacion Serial

La estructura de correlacion serial es utilizada para modelar la dependencia
para datos observados a través del tiempo vistos como vectores unidimensionales.

La correlacion serial general se define como:

Cor(eit’eir') = h(‘(e - eit')

it

.p)

Que en el contexto de series de tiempo la funcidon i() toma la figura de la
Funcién de Autocorrelacion. La funcidon de autocorrelacion empirica es un estimador
no paramétrico de la Funcion de Autocorrelacion definida como:
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Donde:

r, =(y,—3,)/ 6; sonlos residuales estandarizados del modelo mixto estimado
con 0'5 = Var(el.j)

M (1) es el numero de pares residuales usados en la distancia / (lag)

Se describen a continuacion dos estructuras de correlacion mas usadas en la
practica y que la libreria nime ofrece a sus usuarios.

< Componente Simétrico

Esta es la estructura mas simple para los errores dentro de los grupos la cual
asume igualdad en las correlaciones y su modelo se escribe como:

7
Cor(e,.e,)=pVt#t , h(k,p)=p k=1,..

Donde p es referido generalmente como el coeficiente de correlacion intraclase.
< Componente de promedios moviles autoregresivos

Esta familia de estructura de correlaciones incluye varios modelos lineales
estacionarios: los modelos autoregresivos, los modelos de promedios moviles y los
modelos mixtos ARMA.

Los modelos autoregresivos expresan la observacién actual como una funcion
lineal de observaciones previas independientes mas un término de ruido

homocedastico:

e, =¢e,_+..+9,e_,+a,  donde p es llamado el orden del modelo

El AR(1) es el modelo autoregresivo mas simple pero uno de los mas usados y
su funcion de correlacién decrece exponencialmente con las distancias (lag):

h(k,(,/)) =¢" k=0,1,..
Para un orden mayor la funcion de correlacion tiene la forma:

h(k.p)=@h(|k=1.0)+..0,h(jk—p|.¢) k=0,1,..

Para el modelo de promedios mdviles se asume que la observacion actual es
una funcion lineal de términos de ruido independientes e idénticamente distribuidos:

e, =06a, +..+0.a,_ +a, donde q es llamado el orden del modelo

Existen q parametros de correlacion en el modelo, dados por 6=(6;,... 6,).
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La estructura de correlacidon de promedios moviles se define como:

( 6, +66,_,+..6,_6,
6 +..6;

k=1,...,q

h(k,¢)=A
0 k=qg+1,q+2..

\

Para observaciones con mas de g unidades de tiempo son incorrelacionadas.

Los modelos ARMA son los formados por la combinacion de los modelos
autoregresivos y de promedios moviles:

)4 q
e, = ZQeH +Z Qjatfj +a,
i=l j=1

Hay p+q parametros de correlacion p en un modelo ARMA(p,q).
La estructura de correlacion se define como:

-

ph(k-1.¢)+..+¢,h(k—p|.0)+ 6w (k—1p)+.+0yw(k—q.p)k=1,..q
h(k.p) =4
gh(|k—1),0)+...+0,h(k - p|.0) k=qg+1,g+2..
\
Donde:

w(k,0,0)=E|e,_,a,]/ var(e,) para valores k =1,2,3..y(k,$,6)=0

Y en este caso e, y a; son independientes y E(a,)=0.

Estructura de Correlacion Espacial

Las estructuras de correlacion espacial fueron disefiadas para modelar la
dependencia de los datos por medio de vectores en un plano de dos dimensiones.

Por simplicidad se denota e, a la observacion con posicion x = (x,,...,x,)".

Cualquier distancia métrica isotrépica podra ser usada para la estructura de correlacidn
espacial, las mas comunes son las siguientes:

Euclidiana = d(e,.e,)= \/Z:::l(xi—yi)2

69




ESTIMACION DE LOS MODELOS DE EFECTOS FIJOS, ALEATORIOS Y MIXTOS

Manhattan

d (ex’ey ) = Z::I

Maxima = d(ex,ey)z max

xi_yi|

i_yi|

i=1,...r

Las estructuras de correlacion espacial con una funcién distancia d(.) son
representadas por los semivariogramas que tienen la siguiente forma:

7/[0’ (ex,ey),/ﬂ:%Var(ex —ey):%E(ex —e, )2

Los errores dentro de los grupos pueden estandarizarse para que tengan
varianza unitaria sin cambiar la estructura de correlacion, si se asume esto la funcion
y dependera Unicamente del pardametro de correlacion p y se tendra la siguiente
igualdad:

y[s.p]=1-h(s.p)

Un estimador del semivariograma tiene la forma:

2M(s) Z Z

i=l d(p;,py)=s

Donde:

1, =(y,—¥,)/ 6, sonlos residuales estandarizados del modelo mixto estimado
con o] =Var(e,)

M () es el numero de pares residuales a una distancia s entre un par y otro.

Un estimador robusto que toma en cuenta los valores atipicos tiene la forma:

4

7(s 2M(S)Z > I —n] | 7(0.457+0.4947 M (s))

i=l d(p;,piy)=s

La libreria nlme cuenta con varias estructuras de correlacion espacial:

Exponencial }/[s,p] =1—exp(-s/p)
Gausiana 7[S,,0]=1—6XP(—(S/P)2)
Lineal yls.p]=1-(s/p)I_,
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Cuadratica y[s.p)=(s/p) 1] 1+(s/ p)'|

Esferica y[s.p)=1-[1-1.5(s/ p)+0.5(s/ p)' |1,

Donde I,., es una variable indicadora que toma el valor de 1 cuando se cumple
que s<p y cero en otro caso.

Retornando al problema de los residuos correlacionados del modelo aleaw se
buscara un modelo que proporcione un mejor ajuste a los datos tomando en cuenta
cuatro puntos importantes a observar:

< Punto uno

Observar el comportamiento de los coeficientes de autocorrelacidon y
autocorrelacion parcial para determinar en base a su comportamiento un modelo AR,
AM o ARMA.

< Punto dos

n

Observar las medidas de bondad de ajuste “Akaike's information criterion (AIC)
propuestas por Hirotsugu Akaike o bien la medida AICC que es la misma AIC mas un
ajuste por muestra pequeias.

< Punto tres

Observar los errores estandar de los coeficientes obtenidos y verificar que sean
estadisticamente diferentes de cero.

< Punto cuatro
Observar el comportamiento de los p-valores de la prueba de test de
independencia de Ljung- Box donde valores pequefios de los mismos indican

dependencia.

De acuerdo a los puntos anteriores el modelo que mejor ajusta los datos es un
modelo ARMA(p=2,q=2).

La bondad de ajuste (AIC), los coeficientes y sus errores estandar para
corroborar la significancia estadistica se presentan a continuacion:

arl ar?2 mal ma2 intercept AIC
1.3635 -0.5959 -1.1913 0.2631 -0.0175
s.e. 0.1096 0.0999 0.1337 0.1353 0.0124 1120.45

Con un alfa de 5% tres son estadisticamente diferentes de cero (por milésimas
el coeficiente ma2 no rechaza la hipétesis nula de igualdad cero).
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En cuanto a los p-valores de Ljung-Box y la autocorrelacién de los residuales
mostraron el siguiente resultado:

Standardized Residuals
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ACF of Residuals

ACF
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Fig. 3.28 Modelo autoregresivo y promedios méviles aleawarma

Incorporando la estructura de correlacion ARMA(2,2) al modelo aleaw se tiene
un nuevo modelo aleawarma. Utilizando el comando intervals se pueden obtener los
resultados de la estimacion de los parametros y su intervalo de confianza:

lower est. upper
Phil 0.8378536 1.35458578 1.2291102
Phi?2 -0.7276269 -0.53192724 -0.2561583

Thetal -0.7606323 -0.88048748 0.9165424
Theta2 -0.2370988 0.05354637 0.3353935

El cuadro anterior de cifras indica que solamente ¢; y ¢, son estadisticamente
diferente de cero. Realizando una especie de “step wise” se tiene el valor calculado
para la estructura de correlacion ARMA(1,0):

lower est. upper
Phi 0.514175 0.6748564 0.7897726

Realizando la prueba anova entre los modelos aleaw y aleawarma se tiene:

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
aleaw 1 38 -1135.004 -979.0218 605.5020
aleawarma 2 39 -1241.764 -1081.6772 659.8821 1 vs 2 108.7602 <.0001
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El bajo valor de la prueba indica que la incorporacion del modelo ARMA(1,0)
tiene como resultado un mejor ajuste a los datos.

Utilizando

visualmente lo que nos indica la prueba anova:

FUNCION DE AUTOCORRELACION EFECTOS ALEATORIOS (aleawarma)

0.8

0.6

Autocorrelation

0.2

0.0

Fig. 3.29 Grafica de autocorrelacion empirica de los residuos efectos aleatorios aleawarma

Lag

la funcidbn de autocorrelacion empirica se puede confirmar

Utilizando el método anova y update se realiza un comparativo de corARMA
con varias estructuras de correlacion. El cuadro siguiente proporciona evidencia donde
se muestra que el modelo aleawarma es el que estima los valores mas pequeios para
los criterios AIC y BIC. Por otra parte el modelo corExp y el modelo corARMA(1,0) son

iguales, la igualdad se obtiene definiendo a ¢ =exp(—1/p) y tomando en cuenta que
la funcién de correlacion asociada con una estructura exponencial se define como

h(s,¢):¢s.
Model df
aleawarma 1 39
aleaw 2 38
aleawRAT 3 39
aleawSPH 4 39
aleawLIN 5 39
aleawGAU 6 39
aleawEXP 7 39

AIC

-1241.
-1135.
-1235.
-1235.
-1214.
-1219.
-1241.

764
004
196
153
326
389
764

BIC
-1081.
-979.
-1075.

6772
0218
1093

logLik

659.
605.
656.

8821
5020
5981

-1075.
-1054.
-1059.
-1081.

0663
2390
3016
6772

656.
646 .
648.
659.

5766
1630
6943
8821

iY por fin se ha llegado a un modelo estadisticamente aceptable!
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Como se comento anteriormente la estructura de medias y la estructura de
varianzas son dependientes una de la otra y esto obliga a revisar nuevamente la
homocedasticidad de los errores del Gltimo modelo aleawarma. La siguiente grafica de
residuos del modelo aleawarma no difiere de la obtenida por el modelo aleaw:

DIAGRAMA DE RESIDUOS MODELO EFECTOS ALEATORIOS(aleawarma)
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Fig. 3.30 Gréfica de lineas de los residuos efectos aleatorios aleawarma

En cuanto a la normalidad se tienen algunos ligeros cambios con respecto al
modelo aleaw como muestra a continuacion la siguiente grafica:

QQ PLOT RESIDUOS MODELO MIXTO (aleawarma)
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Fig. 3.31 Grafica qqnorm residuos efectos aleatorios aleawarma
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Se observa que los residuos para algunas entidades no se comportan como una
distribucién normal, sin embargo la mayoria estan distribuidos simétricamente y de
acuerdo a José C. Pinheiro y Douglas M. Bates las estimaciones del modelo mixto no
debe cambiar sustancialmente.

Realizando la prueba de normalidad propuesta por Samuel Shapiro y Martin
Wilk donde se establece la hipdtesis nula que los residuos tiene una distribucion
normal, los resultados indican que cuatro de los treinta y dos estados no cumplen el
supuesto de normalidad (ver anexo A5).

Los cuatros estados que no cumplen el supuesto de normalidad son: Puebla,
Querétaro, Sinaloa y Tabasco, sin embargo, la situacién no es tan grave en virtud de
que una gran mayoria de los estados si cumple el supuesto, por lo anterior, no existe
inconveniente en utilizar el modelo aleawarma.

Por otra parte cuando la instruccion anova Unicamente incluye un solo modelo
se obtiene resultados similares a la tabla anova clasica como son: la suma de
cuadrados, los grados de libertad del numerador y denominador, los f valores y el p-
valor del contraste de Wald, la instruccidn anova para el modelo aleawarma se
muestra a continuacion:

I numDF denDF F-value p-value l

(Intercept) 1 415 232.99733 <.0001
] ANIONU 1 415 10.18108 0.0015 I

El resultado de la prueba de Wald indica que hay suficiente evidencia
estadistica para rechazar la hipotesis nula que establece igualdad en el
comportamiento medio de los IOR para cada entidad federativa.

En cuanto a los efectos aleatorios la libreria RLRsim de R proporciona una prueba
estadistica basada en una distribucién de muestreo finita y asintética de razones de
verosimilitud propuesta por Crainiceanu y Ruppert en el afio 2004 y que es utilizada como
la distribucion nula para la prueba estadistica:

H,:Var(b)=0 contra H,:Var(b)>0

Utilizando el comando exactLRT con 10,000 simulaciones se obtiene el siguiente
resultado:

LRT = 1550.229, p-value < 2.2e-16

Y por tanto, hay suficiente evidencia estadistica para rechazar la hipdtesis nula
de que las varianzas de los efectos aleatorios son iguales a cero.
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Se muestra a continuacion los semivariogramas del penultimo modelo aleaw y
el modelo definitivo aleawarma:

VARIOGRAMA EFECTOS ALEATORIOS (aleaw)
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Fig. 3.32 Gréfica de autocorrelaciéon espacial de los residuos efectos aleatorios aleaw
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Fig. 3.33 Grafica de autocorrelaciéon espacial de los residuos efectos aleatorios aleawarma
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Analizando los variogramas se observa que los residuos normalizados son
correlacionados para el modelo aleaw mientras que para el modelo aleawarma son
incorrelacionados (se observan constantes) y por lo tanto nuevamente se confirma que
el modelo aleawarma es el mas adecuado.

La grafica comparativa de coeficientes del modelo mixto (aleawama) y el
modelo de efectos fijos (fijosc) muestra valores diferentes a los presentados en la
pagina 59 para las entidades de la republica.

COEFICIENTES MODELO DE EFECTOS FIJOS (fijosc) y ALEATORIOS(aleawarma)
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Fig. 3.34 Grafica de coeficientes modelo de efectos fijos y aleatorios

Un cuadro resumen de los modelos se presenta a continuacion:

Modelo Nombre G. L. AIC BIC LoglLik
Efectos ..
E fijosc 65 -1273.0 -1006.2  701.5
Interceptos ialea 4  -7988  -782.3  403.4
Aleatorios
Modelo aleau 6 -1044.9 -1020.2 528.4
Mixto
Modelo Mixto y Funcion de aleaw 38 -11350  -979.0  605.5
Varianza

Modelo Mixto y Estructura

de Correlaciéon aleawarma 39 -1241.7 -1081.6  659.8

Cuadro 3.1 Resumen de los modelos
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En forma general el modelo lineal mixto encontrado y expresado en su forma

matricial seria:

i Yan 11 Xan 1
1
1
Yya 1 Xay14 1
Yn 1 X 0
1 ~
= IBAO —+
Y14 1 X2)14 'Bl 0
. | .
y(32)1 1 x(32)1
1
1
| Y24 | _1 X32)14 | _0

L

114

—

p—

Zon

()14

0

1

Z32)14 |

>

()1

>

(12

>

(2)1

S

(2)2

>

(32)1

>

| “32)2 |

El commando extract.lmeDesign de R ofrece informacion detallada de:

€

€14

€1

€14

€32)1

| 3214 |

Vr: Matriz de covarianzas estimada de los efectos aleatorios dividida por la

varianza estimada de los residuales.

X: La matriz modelo o de disefio de los efectos fijos

Z: La matriz modelo o de diseno de los efectos aleatorios

Sigmasq: La varianza de los residuales

Lambda: La proporcién de las varianzas de los efectos aleatorios y la varianza

de los residuales

Y: La variable respuesta

La grafica de los puntos observados (color verde) y los modelos lineales
estimados (color rojo solido nivel nacional y color negro punteado nivel de grupo) por

el modelo mixto aleawarma se muestra a continuacion:
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Fig. 3.35 Grafica de panel valores estimados modelo de efectos mixtos aleawarma

Considerando que la linea solida de color rojo es la que representa el promedio
nacional, la grafica es muy ilustrativa:

Tabasco tiende a la baja y se ubica cerca de nivel nacional.

Veracruz a un ritmo mas pronunciado a la baja que Tabasco de igual forma se
ubica en el afio 2007 cerca del promedio nacional.

Se observa el caso del estado de Coahuila con tendencia creciente y
acercandose al promedio nacional.

En sentidos opuestos con respecto al nivel nacional se ubican los estados de
Aguascalientes y el estado de Chiapas.
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EL ANALISIS DEL MODELO Y LA PROYECCION DEL IOR

El analisis y proyeccién del IOR permitira conocer si el esfuerzo de las entidades
federativas refleja una tendencia a la baja o da sefiales de crecimiento en la
oportunidad del registro de los nacimientos. Si se observa que la tendencia de este
fendmeno social en el tiempo no ha tenido cambios bruscos entonces es posible
obtener un modelo lineal mixto que ajuste los datos de una forma razonable.

El analisis del modelo

Los efectos fijos y sus errores estandar se obtienen con el comando summary, se
observa que ambos coeficientes son estadisticamente diferentes del cero:

B

Los efectos fijos son:

Fixed effects: INDI ~ ANIONU

Value Std.Error DF t-value p-value
(Intercept) 0.7945836 0.05431690 415 14.62866 0.0000
ANIONU -0.0085724 0.00268663 415 -3.19078 0.0015

Y sus intervalos al 95% de confianza:

lower est. upper
(Intercept) 0.68805162 0.794583587 0.901115551
ANIONU -0.01384175 -0.008572447 -0.003303148

Los efectos aleatorios y sus errores estandar se obtienen con el comando
intervals, se observa que su prediccion es estadisticamente diferente de cero:

Los efectos aleatorios son:
Random effects:
Formula: INDI ~ ANIONU | ENTI
StdDev Corr
(Intercept) 0.30503459 (Intr)
ANIONU 0.01383084 -0.584
Y sus intervalos de confianza:
lower est. upper
sd((Intercept)) 0.23808846 0.30503459 0.39080477
sd (ANIONU) 0.01017238 0.01383084 0.01880506
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Con la informacion del cuadro anterior se forma la matriz de covarianzas de los
efectos aleatorios o bien con la instruccién var(ranef(aleawarma)), en ella se observa
que la varianza mas grande corresponde a los interceptos (0.3050)%:

y

(0.3050) (-0.584)(0.3050)(0.0138)

|
!
!
i (-0.584)(0.3050)(0.0138) (0.0138)

La varianza de los errores se presenta a continuacion:

Of\_2

6> =(0.06574)°
Y su intervalo de confianza:

lower est. upper
0.05264827> 0.06574080% 0.08208916>

En cuanto a la estructura de correlacion, la estimacion del coeficiente del
modelo autoregresivo ARMA(1,0) con su respectivo intervalo de confianza es:

~

¢

Correlation structure:
lower est. upper
Phi 0.5154411 0.6748563 0.7891235

Con la instruccidn ranef se obtiene la prediccion de los efectos aleatorios para
cada una de las entidades mismos que se presentan en el anexo A6. A manera de
ilustracidn se presentan los valores predichos para algunos estados de la republica:

;

5 b,,=-0.50780 | . b s=-0.11917) . b, 1, =-0.32849
biioacs =| o bisoumx =) & s b = A
b,,=0.012323 b, ;s=-0.00426 b, 1,=0.00570

Las siguientes graficas muestran la distribucion de los valores predichos para
interceptos y pendientes aleatorios, en ellas se aprecia su comportamiento normal.
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Fig. 4.1 Grafica de ordenadas al origen efectos aleatorios
En ambas graficas se senalan algunos valores alejados de la media.
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Fig. 4.2 Grafica de pendientes efectos aleatorios
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R no cuenta con alguna instruccidon directa para obtener las varianzas de los
efectos aleatorios predichos por entidad federativa, por esta razén se utiliza la versién
8 de SAS para consultar su bibliografia de cdmo obtener los intervalos de confianza de
los valores predichos de los efectos aleatorios.

SAS obtiene la varianza de los efectos aleatorios por grupo de la siguiente
manera:

M
Var(b,»(9>)=w—{l//l,»’["iI—WX,(ZXZTVJX,) X! (v) ]ZZW}

i (2VZ )y ry (2, )(ixf j (x7 () 2w

Donde:
=ZYZ] +0°A,
Estas varianzas se pueden consultar en el anexo A6.
Por otra parte si se suma los efectos fijos con los efectos aleatorios se puede
obtener el modelo lineal estimado para cada entidad federativa. Asi, por ejemplo, para

Aguascalientes se tendria con el comando:

fixef (aleawarma) [1:2]+ ranef (aleawarma) [1:1,1:2]:

Yags = Xags T IBAGS

(Intercept) ANIONU
AGS 0.2867801 0.003750963

Con la ayuda de la instruccion coef (aleawarma), se obtiene las estimaciones de
las interceptos y pendientes de las lineas de regresién de todas las entidades de la
republica, estos valores se muestran en el anexo A7.

La siguiente grafica muestra los valores ordenados de menor a mayor de los
interceptos de las lineas de regresion para todos los estados, se observa que tienen en
principio un valor bajo para su IOR como es el estado de Aguascalientes y Yucatan y
otros en sentido contrario como son los estados de Chiapas y Guerrero (la linea azul es
a nivel nacional).
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ENTIDAD FEDERATIVA

ENTIDAD FEDERATIVA

AGS
NVL
TLA
JAL
BCS
SON
SLP
MEX
SIN
TAM
MOR
OAX
MIC
CHI
CAM
CHS

VER
GRO
PUE
DGO
SIN
MEX
NAY
GTO
TAM
CHS
ZAC
JAL
CoL
BCS
MOR
BCN

MODELO EFECTOS ALEATORIOS (aleawarma)

0.4

T T T T T
0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6

VALOR DE LA ORDENADA AL ORIGEN

Fig. 4.3 Grifica de ordenadas al origen modelo mixto aleawarma

La grafica de pendientes ordenada de menor a mayor se muestra a
continuacién (la linea azul es a nivel nacional y la linea roja es cero).

MODELO EFECTOS ALEATORIOS (aleawarma)

-0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01
VALOR DE LA PENDIENTE

Fig. 4.4 Grifica de pendientes modelo mixto aleawarma
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En la grafica anterior se observa que la mayoria de las entidades tienen
pendientes negativas, lo que significa que se estan realizando acciones diversas para
mejora el registro de nacimiento: Veracruz, Tabasco y Guerrero son los tres estados
mas sobresalientes en este sentido.

Analizando los interceptos y las pendientes en forma conjunta es importante
sefalar que si bien los estados de Chiapas y Guerrero tienen las ordenadas mas altas
de toda la republica, no se puede negar que en los ultimos catorce afios el estado de
Guerrero ha superado con creces al estado de Chiapas en el mejoramiento de su IOR.

Referente a la funcién de varianza, la estimacion de los parametros SI. asi como

sus intervalos de confianza para cada una de las entidades se encuentran en el anexo
A8. A manera de ilustracidon se presentan los valores estimados para algunos estados
de la republica:

k)

i

S ies =-0.3202, 8_. . =-0.5843, 6_,, .. =-03514

Los estados con comportamiento de funcién de varianza estadisticamente
diferente de cero son aquellos que no incluyen al cero en su intervalo de confianza
(ver anexo A8), para el caso de que el intervalo de confianza contenga al cero, se
debera interpretar que su funcidon de varianza no se comporta como un modelo de
potencia (varPower).

Los intervalos de confianza resultantes de los componentes de la varianza y de
los efectos fijos se basan en una aproximacion normal de la distribucién de los
estimadores de maxima verosimilitud.

Sea df; los grados de libertad del denominador de la prueba ¢ condicional,
correspondiente al i-ésimo efecto fijo basado en el valor estimado de £, un intervalo
de confianza al nivel 1-« para j, es:

:Bi itdﬁ (1—0(/2) OA.ML [R(;OIROTO]

Donde la matriz R, es calculada al momento de estimar el valor de 4.

Una expresién para los intervalos de confianza al nivel 1-a para o es (Ver
detalles en el libro Mixed Effects Models in S and S-PLUS de José C. Pinheiro y
Douglas M. Bates):

[6‘exp(—z(l—a/2) [1‘1]66),6'exp(z(1—a/2) [z—l]wﬂ
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De acuerdo al modelo descrito por (2.5.2) la matriz de covarianzas de los
errores ey para cada entidad federativa sigue un comportamiento de autocorrelacion
autoregresivo de orden uno que se puede modelar bajo el siguiente proceso:

Tiempol:e,,, =a,

Tiempo2: iy = ¢ez(i)1 +a,=¢a, +a,

Tiempo 3: € = ¢ez(i)2 ta,= ¢(¢ai1 +ai2) +a;

Tiempo 4: ey, = e, s +a, = ¢[¢(¢aﬂ +a,) "‘%]"‘%4

Tiempot:e,,, =¢@e,, ,, +a, dondea, ~N (O, }/j)

Por lo anterior se tiene:

.l
iy =G +¢az(t -1 +¢2 Gy T d( (k1) +¢/(62(i)(t—k) para k>0

De esta forma se tiene:

Var(ez(l)t }/Z +¢2 72 +¢2 (2)7/2 +.. +¢2(k 1)72 +¢2kVar(ez(l)(t k))
= 7140 +¢' +. 84 |+ 6" Var(ey, )

Por ser |¢| <1 vyt con tendencia a menos infinito y k con tendencia a infinito se
tiene:

Cumpliendo la igualdad al tiempo ¢:

Var (eZ(i)t) =Var (¢ez(i)(z - an)

—¢Var(ez(l)(, 1))"'75
A Yo _
_¢ 1_¢2+72 1— ¢2 _76’22(:»

Por otra parte:

Cov(ey s exiyi-1) = E[( € ,uw),)(ez(,.)(t,k) K )}
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iy )(ezaxr—k) )]

[
(a + 00y + Pl _1ai(t—(k—1))+¢kez(i>(t—k))(ezuxr—k))]
=k (¢ ezoxt—k))(ez(z)(t—k))] ¢ [E [(ez(i)u—k))zﬂ
2
:d[ G- k) —E [(62(1‘)(:—@)] }: ¢ [Var (ezuxt—k))]

(/5" 7/2 parak >0

2

De esta forma las covarianzas se forman de la siguiente manera:

Yo _
COv(e2(t)t’eZ(l)(t 1)) ¢1 ¢2 ¢ 7622(")’
Ya

>
Cov(ey €y yi-2)) = ¢1 7 = 7622

S 7 )
COV(eZ(i)t’eZ(i)(t—k)):d ¢ _a = d k7e2.

Teniendo la igualdad:

Cov(eZ(i)t > €20i)t—k) )

var (ezmt ) var (ezo')(t—k) )

Corr(ey,s € 1)) = \/

Las correlaciones se forman de la siguiente manera:

i

5
1-¢
Corr(ey, i) = F————== ¢
Yo T
1 ¢2 1—¢2
A
¢ e :
Corr (eZ(i)t’eZ(i)(t—Z)): =¢
Yo T
1-¢* 1-¢*
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gL

1-¢ 1-

G S o
orr (eZ(i)t’eZ(i)(t—k)) = ¢r

<=

La matriz de varianzas y covarianzas para cada uno de los grupos tomando a fi
de la forma ¢‘ *| se establece como:

7:2(i)Qi
1 ¢ ¢ - ¢ 1 ¢ ¢ - ¢
9 1 ¢ - 9" . o 1 ¢ 9"
Var(e,,)=7. Q=7 | ¢ ¢ . . =1_“¢2 /S :
P 1 ¢ P 1 ¢
¢13 ¢12 ¢ 1 ¢13 ¢12 ¢ 1

Obtenida la matriz de varianzas de los errores ahora se puede estimar la matriz
de varianza y covarianzas de la variacién de los datos longitudinales:

Var(y,) = Zl‘//Z,T + 752([)95 + 75 1

1(i)
Efecto Aleatorios Correlacion Serial Error Clasico

Donde »> tiene varianza de la forma (1-¢°)c’¢’ y 731“_) tiene varianza de la
forma (1-¢*)o” .

Con los siguientes comandos de R se obtienen las diferentes matrices de
varianzas y covarianzas de la variable respuesta para cada grupo en particular:

Para el modelo condicional:
y/b,~N(X,B+Zb. 7. @ +7 1)
matdl<-getVarCov (aleawarma, individual="AGS", type="conditional")

Para el modelo marginal:

Yi ~N(Xiﬂ’Zil//ZiT+ 7622@)9"' +}/921(i)1)

matd2<—-getVarCov (aleawarma, individual="AGS", type="marginal")
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Los pronésticos del modelo

El ajuste del modelo a los datos del IOR se calcula utilizando informacion previa
de catorce afios y se pronostica un maximo de tres afnos para un futuro tedrico.

En los modelos mixtos los prondsticos y los valores predichos pueden obtenerse
para diferentes niveles de jerarquia o bien a nivel poblacional. A nivel poblacional los
pronosticos estiman el valor esperado marginal de la variable respuesta. Por ejemplo
sea x;, un vector de covariables de efectos fijos, el valor esperado marginal para la
correspondiente respuesta yj, es:

E(yh):x;ﬂ

Para un nivel de jerarquia k los prondsticos se obtienen de la esperanza
condicional de la respuesta esperada dados los efectos aleatorios de niveles menores o
iguales a k. Por ejemplo, sea el vector z,(i) de covariables de efectos aleatorios
asociados con el i-ésimo grupo a un nivel jerarquico, el nivel-1 del pronostico
estimado es:

E(yh(i)/bi)zx/{ﬂ'*'zh(i)Tbi
Para una jerarquia posterior sea el vector z,(i,j) de covariables de efectos

aleatorios asociados con el i-esimo grupo a un nivel jerarquico, el nivel-2 del
prondstico estimado es:

E(y,)/b,b,)=x B+2,(i) b+z, (i, j) b,

De manera similar se opera para obtener los prondsticos y estimaciones del
resto de los niveles jerarquicos.

Por otra parte los “Best Linear Unbiased Predictors” se obtienen utilizando en

las expresiones anteriores los correspondientes estimadores (en la practica, el vector
de parametros 6 es reemplazado por los estimadores maximos verosimiles):

$,()=x; B(6)+z,(i) b(8)

Utilizando el comando predict de R se obtienen las cifras del pronostico las
cuales se pueden observar en el anexo A9.

Con un proceso AR(1) los prondsticos para una respuesta y;," tienen la forma:

T

: : . (" )=e(n) .
E(yh*(l)/bi):x;ﬁ-'_zh*(l)Tbi+E(e(zm*/yh)=x;ﬁ+zh*(Z)Tbi+¢‘( | [yh_x/{ﬁ_zh(l) b,
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La grafica de los ultimos 14 afios del IOR marcada en color verde asi como los
tres afos de prondstico (2008,2009 y 2010) marcados con color rojo muestra el efecto
de la estructura de correlacién en el modelo lineal mixto:

PRONOSTICO IOR 2008-2010

1995 2005 1995 2005 1995 2005 1995 2005
SLP SON TAB TAM TLA VER YUC ZAC

[
L
O = =
oo,

i s SO A — [streseavycretses) et r—
MOR NAY NVL OAX PUE QRO ROO SIN
1.5 ‘
1.0 | oo™l o oRum ) SR | gy sy -
3 0.5 [esasserensererens) 0, 0 R
Z %m]l%
1 - 1.5

1.5 o oo~
1.0 XD Y bdﬂIImD @:lj B B
0.5 T groamorm e RSO0 -
| | | T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1995 2005 1995 2005 1995 2005 1995 2005

PERIODO 1994-2010

Fig. 4.5 Grafica de pronésticos del modelo mixto aleawarma

Una grafica de perfiles muestra la compactacién de las entidades a excepcion
de Chiapas y Guerrero y la tendencia a la baja en el IOR de la mayoria de las
entidades. El comportamiento de Veracruz es sobresaliente, de tener el segundo IOR
mas alto en 1994 su tendencia lo ubica en un mejor lugar para el afio 2010.

INDICADOR DE OPORTUNIDAD NACIMIENTOS

1,

INDICADOR

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
PERIODO

Fig. 4.6 Grafica de perfiles de los pronésticos del modelo mixto aleawarma
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Analizando los valores observados del periodo 1994-2007 y de tendencia 2008-
2010 se pueden realizar el siguiente cuadro:

Periodo 1994-2007 Periodo 2008-2010
DECREMENTO IOR INCREMENTO IOR INCREMENTO IOR DECREMENTO IOR
VER -40.06% COA 38.90% | CHI 13.75%  HGO -11.03%
TAB -39.18% BCN 27.45% | AGS 9.99% TAB -10.77%
SLP -29.51%  AGS 21.73% | coL 6.69% VER -9.46%
SIN -28.48% ROO 20.85% COA 6.38% MIC -6.43%
DGO -27.51% = MOR 16.60% | ROO 2.47% NAY -5.70%
GRO -26.33% COL 11.22% | BCS 1.77% GRO -5.65%
PUE -25.11% = OAX 7.34% YUC 1.61% MEX -5.48%
MIC -24.39%  BCS 6.56% NVL 0.98% SLP -4.99%
HGO -22.51% | YUC 5.84% SON 0.74% QRO -4.96%
MEX -21.79%  CHI 4.42% SIN -4.68%
CAM -18.20%  NVL 3.13% TLA -3.34%
QRO -11.30% | CHS 0.39% OAX -3.10%
TLA -11.07% ZAC -3.02%
MDF -10.99% PUE -2.96%
NAY -10.80% GTO -2.56%
GTO -10.66% JAL -2.12%
ZAC -5.35% CHS -2.06%
JAL -4.90% DGO -1.99%
SON -3.58% CAM -1.91%
TAM -2.97% BCN -1.54%

MOR -0.76%

TAM -0.54%

MDF -0.02%
NACIONAL DECREMENTO DEL 13.10% NACIONAL DECREMENTO DEL 3.48%

Cuadro 4.1 Comparativo de los datos observados 1994-2007 y los datos pronosticados 2008-2010

De la tabla anterior los estados subrayados en el periodo de proyeccion deben
de analizarse con cuidado debido a que sus pendientes predichas para el modelo lineal
se consideran estadisticamente iguales a cero, para estos estados es recomendable
Unicamente considerar el valor de la ordenada al origen como medida de analisis.

De los estados que tienen pendiente estadisticamente diferente de cero en su
parte de efectos aleatorios resaltan las entidades con tendencia a la alza del periodo
de prondstico, los estados de Aguascalientes y Colima que historicamente ha tenido el
IOR con valores bajos tienen el reto de mantener este buen comportamiento, por otra
parte Baja California Sur, tiene un valor bajo en su IOR, sin embargo, el problema de
este estado radica en el valor positivo de su pendiente (ver grafica de pendientes). Por
otra parte, los estados de Baja California y Coahuila son los dos estados que tienen un
panorama dificil debido a que son los dos estados con mayor pendiente,
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adicionalmente a esta problematica se suma una mas para el estado de Coahuila

donde aparece con porcentaje de crecimiento en el analisis de ambos periodos.

Los estados con buenos resultados en el comportamiento de su IOR son:

Cuadro 4.2 Estados con decremento en su IOR periodo 2007-2010

DECREMENTO IOR

HGO
TAB
VER
MiIC
GRO
SIN
PUE
CAM
BCN
MOR

O 0O NGOV & WN P

[
o

-11.03%
-10.77%

-9.46%
-6.43%
-5.65%
-4.68%
-2.96%
-1.91%
-1.54%
-0.76%

Se presenta a continuacidn los valores de la ordenada al origen de los estados con
pendiente estadisticamente igual a cero en sus efectos aleatorios y un comparativo con
el valor del intercepto mas bajo de la republica mexicana que en este caso es el estado

de Aguascalientes (0.2867)

Entidad Intercepto

CHS 1.4869
CHI 1.0653
DGO 0.9768
OAX 0.9611
NAY 0.7946
TAM 0.7946
MEX 0.6754
GTO 0.6669
SLP 0.6486
MDF 0.6333
SON 0.6307
QRO 0.5255
JAL 0.5062
TLA 0.4730
ZAC 0.4661

Comparativo

418.50%
271.48%
240.62%
235.15%
177.07%
177.07%
135.51%
132.56%
126.18%
120.81%
119.92%

83.26%

76.52%

64.94%

62.53%

Cuadro 4.3 Comparativo de interceptos afio 2010.
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Del cuadro anterior el estado de Chiapas es el que tiene el reto mas dificil de
todos los estados debido a que tienen el IOR mas alto y sin tendencia de mejora.

De la tabla anterior los estados subrayados en el periodo de proyeccion deben
de analizarse igualmente con cuidado debido a que sus pendientes y ordenadas al
origen predichas por los efectos aleatorios se consideran estadisticamente iguales a
cero, para estos estados es recomendable considerar el valor de la ordenada y
pendiente de los efectos fijos como medida de analisis.

Los estados de Veracruz y Guerrero han realizado una labor encomiable para
tener un registro mas oportuno en el registro de los nacimientos.

Por otra parte es necesario comentar que a nivel nacional el IOR tiene
tendencia a la baja en ambos periodos de analisis.
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CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

Un punto a reflexionar acerca de los modelos lineales mixtos se refiere al
coeficiente de determinacion R? utilizado en los modelos lineales clasicos para
determinar qué porcentaje de la varianza es explicado por el modelo. Para un modelo
de efectos mixtos es definitoria la pregunta ¢Porcentaje de cual varianza?

Otro punto a reflexionar es la posibilidad de automatizar el calculo de los IOR a
nivel municipal y de esta forma estar en condiciones de identificar variaciones de cada
entidad federativa en particular.

El método de los modelos lineales mixtos vistos en este trabajo responde
satisfactoriamente a las necesidades de conocer a un plazo de tres afios la tendencia
del Indicador de Oportunidad del Registro de nacimientos de los estados de la
Republica Mexicana tomando como insumo los registros administrativos de nacimientos
sin necesidad de realizar ajustes a esta informacién, respetando lo maximo posible las
cifras proporcionadas por las oficinas del registro civil, las cuales en los ultimos afios,
ha mejorado en forma importante su administracion en la mayoria de los estados.

Este trabajo de tesis utiliza en su desarrollo herramientas estadisticas
suficientes para poder obtener proyecciones del IOR dptimas y coherentes que pueden
ser Utiles para la toma de decisiones por parte de las autoridades de los estados.

Existe el debate de que tan necesarias son las mediciones del IOR vy las
proyecciones del mismo utilizando los elementos estadisticos vistos en este trabajo. No
obstante, aunque existan diferentes propuestas con diferentes niveles de complejidad
y personas técnicamente preparadas y con una gran experiencia, no se debe ser
ilusorio en creer que estos elementos otorgaran una posibilidad real de conocer en
forma exacta el comportamiento de este fendmeno social.

Al tratar el futuro se debe adoptar una actitud realista ante las ventajas y
limitaciones de las proyecciones del IOR, en virtud de que es una tarea siempre dificil
pronosticar datos a futuro, como lo es también el hecho de realizar prondsticos de
cualquier tipo, aun con las herramientas estadisticas que utilizan la probabilidad y los
intervalos de confianza.

No obstante lo anterior, el método aqui propuesto puede ser de utilidad como
una herramienta estadistica poderosa para conocer la tendencia a nivel nacional,
estatal y municipal del IOR a través del tiempo; y la creacién de nuevas metodologias
y analisis sera el reto que enfrentaran los actuales y futuros estadisticos.
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