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Prefacio

En diversas dreas de aplicaciones, pero de manera especial en la Citometria de
Flujo para estimar el ADN nuclear de una planta, resulta de interés estimar
la razén de medias 3 de dos variables aleatorias normales, X y Y, cuando
se cuenta con observaciones pareadas de dichas variables. También interesa
comparar si £ grupos o poblaciones distintas comparten un mismo valor de
B, y de hecho es importante poder cuantificar las diferencias que haya.
Debido seguramente a una confusién matemética que ain prevalece, en
la literatura de Citometria se procede a analizar la razén Z = X/Y como si
también fuese distribuida como una variable aleatoria normal cuya media es
precisamente el pardmetro de interés 8 con el cual se estima el ADN de la
planta de interés, Dolézel (1998), Palomino (1999). Seguramente piensan que
se trata de una manera valida de simplificar la. dimensién del problema, pues
ya solamente hay que tratar con una variable aleatoria en vez de dos. Asi,
para comparar el pardmetro 3 entre k grupos distintos de interés (por ejemplo
plantas jovenes y adultas 6 varias posiciones en una planta dada), proceden
a aplicar un Andlisis de Varianzas (ANOVA) para evaluar la hipétesis nula
de igualdad de estos pardmetros s en todos los grupos. En el caso de no
rechazar la hipétesis nula, entonces frecuentemente proceden a juntar todas
las observaciones de los k£ grupos y las tratan como una muestra tnica de
tamano n, z,...,z, (corresponde un valor »; para cada par de observaciones
zi, y; para i = 1,..,n). Entonces proceden a estimar s de manera puntual con
el estimador habitual z = 7, z;/n. En contraste, bajo el modelo normal

conjunto asociado para (X,Y), en el caso de independencia, el estimador de



méxima verosimilitud es 3 = z/7, el cual no es necesariamente igual a z.

Este error de aplicacién en un drea cientifica importante fue lo que motivé
el presente trabajo. Si bien es cierto que la densidad de Z tiene como un
parametro a 3 y que su forma puede ser acampanada y simétrica bajo cier-
tas condiciones en los otros dos pardmetros que la rigen, también es cierto
que esta densidad no es normal y que en ocasiones puede ser marcadamente
asimétrica e incluso bimodal. Es un hecho que Z no tiene ningiin momento
finito y sélo por eso pareceria absurdo aproximar su distribucién con la nor-
mal que sf tiene todos sus momentos finitos. Por tanto, es importante valorar
el error matematico que se comete al suponer una distribucién normal para
Z con el fin de estimar g.

A partir del error matemético, asumir una distribucién normal para Z
también supone un error en las inferencias sobre 3. En este trabajo se intenta
cuantificar el error en las inferencias de 3 que han cometido los cientificos en
la literatura de Citometria de Flujo y otras dreas cientificas que analizan las
razones z; de datos pareados, asigndndoles una distribucién normal. También
se desea aqui presentar una forma alternativa eficiente de estimar 3 a través
de su verosimilitud perfil a partir del modelo normal conjunto asociado a las
variables X y Y. En contraste con realizar un ANOVA para 7, las gréaficas
de las perfiles de g para cada grupo de los & de interés permiten comparar
la informacién contenida en los datos sobre estos pardmetros 3;, i =1,...,k,
posiblemente diferentes para cada grupo, de manera mucho mas clara y ttil.
No es necesario que se cumpla el supuesto de normalidad para Z, sélo es
necesario que sea razonable este supuesto para X y Y. Tampoco se necesita que
la varianza sea la misma en todos los k grupos como requieren los supuestos
del ANOVA. M3s aiin, las muestras pueden ser muy pequenas, incluso de dos
parejas de observaciones por grupo como se mostrard en un ejemplo en el
Capitulo 3.

De manera adicional, se caracteriza en este trabajo la relacién entre la

forma de la densidad de Z y los valores de sus pardmetros. Asi, se muestra



bajo qué condiciones en los pardmetros es que una cierta distribucién normal
puede aproximar razonablemente bien a la distribucién de Z en un inter-
valo centrado en la moda de la densidad. También se muestra bajo cuales
condiciones es que las inferencias sobre 5 hechas a partir de la densidad de Z
seran similares a las hechas con el modelo conjunto de X y Y, que serfan las
correctas.

Al utilizar la densidad de Z como medio para estimar 3, se tiene una
asignacion implicita de los roles que juegan las variables X y Y, en términos
de cuél de ellas es la del numerador y cudl es la del denominador del cociente.
En este trabajo se analiza también el efecto de intercambiar los roles de X
y Y en las inferencias sobre 3 al utilizar la densidad de Z, la aproximacién
normal a ella y también bajo el modelo conjunto de X y Y. Por consideraciones
l6gicas, lo que se infiera sobre 5 deberfa ser equivalente a lo que se infiera
sobre 1/3 ya que es una reparametrizaciéon uno a uno de 3. Esta comparacién
tiene como objetivo analizar la invarianza de las inferencias sobre 3 ante
reparametrizaciones de estos modelos.

En el Capitulo 1 de esta tesis se muestra una resena histoérica de las expre-
siones y caracterizaciones que se han hecho para la densidad de Z. También
en este capitulo se muestra cuiando la distribucién de Z bajo ciertas condi-
ciones en los pardmetros de las densidades de X y Y, especificamente en
sus coeficientes de variacién, puede aproximarse bien con una distribucién
normal.

En el Capitulo 2 se presenta como estimar los pardmetros de los distintos
modelos considerados en el Capitulo 1 utilizando un enfoque de verosimilitud.
Ademads se comparan para varios ejemplos, las dos aproximaciones normales
contempladas para la distribucién de Z.

Se presenta un andlisis comparativo de las inferencias sobre 5 obtenidas a
partir de las verosimilitudes perfil de 3 bajo los distintos modelos considera-
dos.

En el Capitulo 3 se presenta la nocién de la invarianza de las inferencias



de 3 ante el cambio de roles de X y Y.

Un resultado central de esta tesis es que se mostré que una aproximacion
normal a la distribucién de Z solamente serd razonable si los coeficientes de
variacién de X y Y son ambos menores a 0.1. Sin embargo, aiin en ese caso los
intervalos de estimacion para $ con la aproximacién normal para Z que usan
en diversas dreas pueden ser en exceso angostos si la muestra de observaciones
pareadas (z;,y;) i =1,...,n €s pequena.

Se recomienda utilizar la verosimilitud perfil de 3 bajo el modelo adecuado
para hacer inferencia en términos de intervalos de verosimilitud-confianza. En
el caso de contar con muestras provenientes de & poblaciones, se recomienda
graficar juntas las verosimilitudes perfiles de g para los diversos k grupos de
interés y no solamente dar estimadores puntuales de 3.

En el caso particular de Citometria de Flujo, la perfil de g debe calcularse
como se sugiere en Diaz-Francés y Sprott (2001) debido a la intervencién
fisica del citometrista en la obtencién de los datos que ocasiona que haya
muchos méas pardmetros de estorbo que en los modelos considerados en esta
tesis.

Desgraciadamente, los cientificos que trabajan en Citometria no estan al
tanto de que el andlisis estadistico que hacen simplifica los supuestos que
deben considerarse y por tanto puede ser incorrecto. Consecuentemente, no
les ha interesado cuantificar el error que pueden cometer. Finalmente, se
desea resaltar aqui, que las gréficas de la verosimilitud perfil de 3 (bajo el
modelo adecuado) son mucho m&s informativas para comparar grupos que
las estimaciones puntuales de 3 por sf solas u otros métodos utilizados.

Todos los cdlculos hechos en esta tesis fueron realizados en una computa-

dora personal con procesador Pentium IV. Para los célculos y la graficacién
se utiliz6 Mathematica V. 5.0, Matlab V. 7.0 y R.



Capitulo 1

Modelos para la inferencia estadistica
del cociente de medias § de dos

variables aleatorias normales X y Y

1.1 Introducciéon

En este capitulo se describen tres modelos estadisticos que se han conside-
rado para hacer inferencias sobre el cociente de medias 8 = E[X]/E[Y] de dos
variables aleatorias normales e independientes X y Y cuando se tienen datos
pareados. Las inferencias se hardn bajo un enfoque de verosimilitud. Ademads
se presentan aproximaciones a la distribucién de Z = X/Y.

En la Seccién 1.2 se presentan los antecedentes histéricos sobre la densidad
del cociente Z = X/Y. En la Seccién 1.3, se presenta el modelo conjunto
asociado a (Z,Y). En la Seccién 1.4 se presenta un modelo marginal de Z
que surge de condicionar el modelo conjunto de la Seccién 1.3. En la Seccion
1.5 se considera el caso particular de contar con datos pareados por razones
experimentales. En particular es de interés comparar el valor de 3 en k grupos
poblacionales distintos; se valora aqui lo adecuado de un Anélisis de Varianzas

para tal fin. Adicionalmente se presentan aqui las aproximaciones al modelo



marginal Z. La primera es una aproximacion normal descrita en la literatura
de Citometria de Flujo, la segunda es una aproximacion propuesta por David
Hinkley (1969) y la tercera es una aproximaciéon normal que se propone en

esta tesis por primera vez.

1.2 Antecedentes histdoricos

A continuacién se dard una resena histérica sobre el andlisis de la densidad
de Z = X/Y, el cociente de dos variables aleatorias normales y también sobre
la inferencia del cociente g = E[X]/E[Y] de sus medias.

Karl Pearson (1910) publicé férmulas para la aproximacién numérica de
la densidad de la variable Z, para el caso en que los coeficientes de variacién'

de X y Y sean pequenos. Si X y Y estdn correlacionadas, Pearson mencioné

que estas férmulas de aproximacién no son manejables en la practica. Esta
era una técnica importante en la época debido a la ausencia de computadoras
ya que facilitaba los célculos y la graficacién de densidades.

A. S. Merrill (1928) present6 una férmula para aproximar numéricamente
la densidad de Z e indicé que existen casos en los que esta densidad tiene
forma similar a una normal.

C. C. Craig (1929) publicé férmulas para aproximar la densidad de la
variable Z basadas en métodos diferentes a los usados por Pearson (1910) y
ademads realizé un estudio comparativo con estas férmulas.

R. C. Geary (1930) mostré una transformacién para normalizar a la varia-
ble Z. Ademds indic6 que esta transformacion se puede utilizar en el caso en
que la media de la variable Y sea al menos tres veces mayor que la desviacién
estandar de Y, lo cual es equivalente a pedir que el coeficiente de variacién de
Y fuera menor que 1/3.

E. C. Fieller (1932) calculf la densidad de Z mediante la marginalizacién

IEl coeficiente de variacién de una variable aleatoria X se define como el cociente de la desviacién

estandar entre la media de esa variable \/Var (X)/E (X).



de la densidad conjunta de Z y Y. La expresion final contenfa una integral
definida. Esta misma densidad conjunta de Z y Y serd considerada en la
Seccién 1.3 de esta tesis.

J. H. Curtiss (1941) demostré la existencia de la funcién de densidad
de la variable Z mostrando primero que la funcién de distribucién de Z es
absolutamente continua. También calculé la densidad de Z en el caso en que
E[X]=0y E[Y]=0. Ademds remarcé que es aparentemente imposible evaluar
la densidad de Z en forma cerrada para el caso general.

C. C. Craig (1942) calcul6 la densidad de Z para el caso general en que X
y Y estén correlacionadas. La densidad calculada no es una expresién cerrada
ya que estd en términos de una integral definida. La expresién obtenida por
Craig es més compacta que la expresiéon obtenida por Fieller (1932), pero de
igual manera, estd expresada en términos de una integral definida.

G. Marsaglia (1965) realizé un andlisis descriptivo de la densidad de Z,
mostrando graficas de los casos en que la densidad de Z es simétrica, asimétrica,
con colas pesadas e incluso bimodal.

D. V. Hinkley (1969) calculé la funcién de distribucién y la densidad de
7 para el caso general y propuso una aproximacién a la densidad de Z. La
aproximacion propuesta es el limite uniforme de la densidad de Z cuando el
coeficiente de variacién de la variable Y converge a cero. En la Seccién 1.5.3
se describird con mayor detalle esta aproximacion.

J. Hayya et. al. (1975) propusieron una aproximacién normal a una
transformacion 7(Z) de la variable Z; actualmente se le conoce a T'(Z) como la
transformacion de Geary-Hinkley. La idea era utilizar una aproximacion de
segundo orden mediante una serie de Taylor de la media y la varianza de Z
y aproximar a 7(Z) con una normal con esta media y varianza. Concluyeron
con la recomendacion, basados en simulaciones de Monte Carlo, de utilizar
esta aproximacién a la transformacion 7'(Z) cuando el coeficiente de variacién
de Y sea menor a 0.39 .

S. Shanmugalingam (1982) realizé un estudio de simulacién en el cual con-



cluyé que la transformacién logarftmica parece normalizar los datos prove-
nientes de una variable Z asimétrica.

A. Cedilnik et. al. (2004) presentaron la densidad del cociente de dos
normales como un producto de dos factores, el primero era una densidad
Cauchy y el segundo, una funcién "complicada", segin sus palabras. El
principal objetivo de esta publicacién era describir la forma de la densidad
basados en un pardmetro de forma definido en ese mismo articulo. Ademsds
presentaron una aplicacién de esta densidad a un problema de regresién.

T. Pham-Gia et. al. (2006) dieron la expresion de la densidad de Z en tér-
minos de la funcién de Hermite y de la funcién Hipergeométrica Confluente.

El problema sobre la inferencia del cociente de medias g de dos variables
aleatorias normales ha sido analizado recientemente desde distintos paradig-
mas estadisticos.

E. C. Fieller (1940) present6 un método para hacer inferencias sobre el co-
ciente de medias de dos poblaciones normales mediante una cantidad pivotal
la cual es conocida actualmente con el nombre de Pivotal de Fieller.

M. Mendoza y E. Gutiérrez-Pena (1999) publicaron un trabajo sobre la
inferencia de 5 desde el punto de vista Bayesiano e hicieron un andlisis com-
parativo con la inferencia pivotal que se deriva del pivotal de Fieller. Una
conclusién de este articulo es que los intervalos de probabilidad obtenidos con
el método Bayesiano son més cortos que los intervalos de confianza obtenidos
con el pivotal de Fieller.

D. A. Sprott (2000) mostré cémo realizar inferencias sobre el cociente de
dos pardmetros de localizacién para el caso de datos pareados provenientes
de un modelo de localizacion y escala. Este es un caso méas general que el
aqui considerado.

Kuethe, et. al. (2000) presentaron la densidad marginal de la variable
7 = X/Y como una opcioén para hacer inferencias sobre el cociente de medias
3 en aplicaciones a fisiologfa.

E. Diaz-Francés y D. A. Sprott (2003), para uno de los modelos conside-



rados por Mendoza y Gutiérrez-Pena, el modelo de Cox, presentaron cémo
hacer inferencia sobre 3 con un enfoque de verosimilitud. En este articulo
mostraron que el pivotal de Fieller no contiene necesariamente toda la in-
formacién sobre el cociente de medias y que constituye tan sélo un factor
de la funcién de verosimilitud correspondiente bajo este modelo. Por ello,
para hacer inferencias sobre s hay que considerar a la verosimilitud completa
y al hacerlo, éstas pueden ser tan eficientes como alternativas Bayesianas
adecuadas.

C. G. Qiao et. al (2006) senalaron que la esperanza del cociente Z = X/Y de
dos variables normales independientes no existe. Sin embargo, mencionaron
que la media muestral de Z puede usarse para estimar § cuando el coeficiente
de variacién de Y sea menor que 0.2. Realizaron un estudio comparativo de
dos estimadores X/Y y Z, del cual concluyen que es preferible utilizar X/Y
para estimar 3 si X y Y son independientes. Ademads recomendaron utilizar el
estimador Z sélo cuando los datos disponibles sean tnicamente los cocientes
individuales z;= z;/y; y que se desconozcan los valores (z;,y;) para i = 1,...,n.

F. J. Rubio (2008) en un reporte técnico mostré que en el articulo de
Mendoza y Gutiérrez-Pena (1999) habia un error numérico cuya consecuencia
es que el intervalo de probabilidad con el método Bayesiano es mas largo que
el intervalo de confianza obtenido con el pivotal de Fieller, contrario a la
conclusién presentada en el articulo de Mendoza y Gutiérrez-Pena.

En la literatura estadistica de Citometria de Flujo, hay quienes utilizan la
variable aleatoria Z = X/Y para estimar 3, ya que la densidad de esta variable
depende también del pardmetro de interés 5. Kuethe, et. al. (2000) también
notaron este hecho en otro contexto. En algunos trabajos como Dolezel et.
al. (1998), Lysdk (1998), Palomino et. al. (1999), se ha hecho el supuesto
de que esta variable Z tiene distribucién normal. Es bien conocido que si
marginalmente X y Y son normales, el cociente tendrd una distribucién G
distinta a la normal y ésta se dard méas adelante en la Seccién 1.4 de manera

explicita. Sin embargo, debido al amplio uso de Z para hacer inferencia



sobre g en campos como la Citometria de Flujo y otros como el Andlisis de
Varianzas, es importante cuantificar el tipo de errores que se puede cometer
en la inferencia de g al usar una aproximacién normal a la distribucién de
Z. En esta tesis también se desea mostrar cudl es la manera més eficiente de

estimar f.

1.3 Modelo conjunto para X y Y

Sean X y Y variables aleatorias independientes con distribucién normal, X -
N (tt,04) ¥ Y ~ N(p,0,) , donde p,>0, p,>0, 0,>0, o,>0. Nétese que se
considera soélo el caso de medias positivas, el cual es razonable en muchas
situaciones en la naturaleza.

La densidad conjunta es:

fX,Y (xvy;umuyao-x?(jy) = fX (xmu’xao-:c) fY (y7 My><7y) (11)

1 1 [(z—p,)? — py)°
_ expd L (z — p,) +(y m) 1
2no,0, 2 o2 o2

Y

El pardmetro de interés es la razén de medias g = p,/u,. Este modelo se
puede expresar en términos de Z = X/Y y Y, haciendo un cambio de variable
como se muestra enseguida. Para cuantificar el error cometido al utilizar la
variable Z para estimar 3 conviene hacer el siguiente cambio de variable de
(X,Y) a (Z,Y*) para obtener la distribucién conjunta de las variables Z y Y*,
donde la relacién entre las variables es:

Z=X/Y.
Y*=Y.

El Jacobiano o valor absoluto del determinante de la matriz de primeras

derivadas para el cambio de variables es:

oz oz
3y 0= <Y

=10 o | = =|=yl=lyl.
o oz |10
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Como Y*=Y, de aquf en adelante se hard mencién a la densidad conjunta
de (Z,Y) en vez de la de (Z,Y*) por sencillez. Esta densidad aplicando el

Teorema de Cambio de Variable se calcula de la siguiente manera:

92y (2, Y5 g, Oy oy 0y) = X (Y23 gy 02) [y (U3 11y, 7)Y

I ] [_1 ((ny—ug)2 N (y—uy)2>}

2 2
2mo 0y 2 o o,

Expandiendo los binomios y sumando:

Y

gZ,Y(Za Yitgs Ogs :uy7 Uy)

_ b L[y g — 22yp,) + 03 (y + y — 2yp)
20,0, P

2452
o450y

factorizando y y v?:

[yl
) x5 My - X
gZ,Y(%%My” /“Ly Uy) 277—0—;1:0-7;
1 [y3(2%02% + 02) — y(22p,0% + 2u,02) + (u20? + p2o?
xexp{——{y( y ) — y(2zp y2 2”1/ )+ (poy + 1y )]} (1.2)
050,

Se definirdn los siguientes pardmetros 3,p,6,,d,, que tienen un significado
importante: 3 :Z—z es el cociente de medias, el cual es el pardmetro de interés;
0y=5 es el coeficiente de variacién de la variable Y; p =2¢ es el cociente de
la desviacién estandar de Y entre la desviacion estdndar de X; finalmente
se definird el coeficiente de variacién de X como dp=2=. Como veremos en
la seccion (1.3.3) §, servird para determinar si la aproximaciéon normal a la
variable Z es razonable. Conviene realizar la siguiente reparametrizaciéon de

la densidad ¢(z,y):

(Hys Oy 1y 7)) (B, 5 07)-
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Esta reparametrizacién es uno a uno y su transformacién inversa es:

Oy = Uo:’
oy = PO,
ty = 5ﬁ0’;,
Yy
[y = @02
6?4

Para simplificar notacion se utilizard o, en lugar de . El objetivo de esta
reparametrizaciéon es utilizar la densidad g(z,y) para hacer inferencias sobre
el pardametro de interés j.

Multiplicando el cociente del argumento de la exponencial por (1/02)/(1/02)

y utilizando esta reparametrizacion se tiene de (1.2) que:

|| 1 [y*(2%0% + 1) — y(22p,0" + 2p1,) + (u2p” + p13)
gZ,Y(za Y; Ba 5y7 P, U.Z‘) = - _ €&Xp

D) 2
2wo .0y 2 .

] 1 [(uzp® + 43)
= ———expq—= |—| ¢ X
2mo,0, 2 o2

Yy
{ 1 {zﬁ(zﬁp? +1) = y(2zp,0” + 2/@)} }
X exp .

G 2
Ty

o

2
Multiplicando por (1/42)/ (1/42) en el argumento de la primera exponencial

y por (1/u,)/ (1/p,) el segundo término de la segunda exponencial se tiene que:

gZ,Y(Zay;ﬂ75y>p7 036) =
22 1 1 [42 2 *+1
B PN NG exp{__ [y_(zzp2+1)__y(zﬁp_+)”
20,0y 20,, 2 o} Ty Oy

La simplificacién final se obtiene multiplicando o2 por o2/02 y o, por o, /o, :

gZ,Y(Za Y; By 6y7 P, Uz) =

2 2
|y exp (B 2+1)
207

1 2 2 241
ol e - 2 (20 s

12



Notese que (1.3) es una funcién de los pardmetros (3,4,,p,0.); a esta densi-

dad se le llamard aquf la densidad del "Modelo Conjunto de Y y 27.

1.4 Modelo marginal para Z = X/Y

La densidad de la variable Z = X/Y puede obtenerse marginalizando la den-

sidad conjunta g(z,y) dada en (1.3) :

9z(2) :/00 9zy(z,y)dy.

—00

Consecuentemente; la densidad conjunta (1.3) puede factorizarse como:

QZ,Y(%%@P; 5y70-;r> = 92(23575y7p)gy|z(y|2557/)7 Uzvéy)' (14)

En este trabajo se desea explorar la validez del uso de la densidad marginal
gz(z) para hacer inferencia sobre 8. La factorizacion (1.4) puede interpretarse
como una separacion de la informacién contenida en la muestra en dos partes:
la informacién dada por Z y la informacién de Y condicional en Z. Nétese que
la distribucién condicional gy, (y|z; 3,p,0,,0,) depende de los cuatro pardme-
tros y en especial puede contener informacién relevante sobre el pardmetro
de interés 3. Debido a esto, no seria 6ptimo hacer inferencia sobre 3 sélo con
gz sin cuantificar la informacién sobre este pardmetro que esté contenida en
gy|z. Por otro lado, la densidad g, del cociente Z = X/Y depende solamente
de tres pardmetros (3,4,,p).

Integrando en el caso que p,> 0y p,> 0 se tiene que (ver apéndice Al):

1_'_52 2
gZ(Z§676y>p) = exp <_ 25§p ) ’/T(l —i—pp2z2) (15)
pA+pp2) | PE=0)? 1+ Bp*z
Vo, (1 2 P | ey ) | svRn |
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donde la funcion erf es la funcién de error:

erf(x) :% /Ow e ¥ dt.

La funcién erf es continua en R y su imagen es el intervalo (—1,1). La gréfica

de la funcion erf es la siguiente:

Figura 1.1: Grafica de la funcién erf .

En el apéndice A2 se muestran varias propiedades de la funcion erf, ademas
de una aproximacién 1til para su cédlculo numérico.

Dependiendo de los valores de los pardmetros, principalmente el coeficiente
de variacién §,, la densidad de Z dada en (1.5) puede ser asimétrica o incluso
bimodal. Se resalta que la variable aleatoria Z no tiene momentos finitos. En
el caso en que p,= p,= 0y 0,=0,=1, la densidad de Z es la densidad de una
variable con distribucién Cauchy estdndar.

En la siguiente figura se muestran varias graficas de la densidad de Z para

diferentes valores de los pardmetros:

14



G=1.€ 5,=0.05 5=1_25 E=1 §,=5 £=1
u 0.3
0.25
3
0.z
gl=l Fi=l g 15
0.1
N 0.05
0 0
1.8 1.4 1.5 1 1.7 1.8 1.9 -10 -5 .:. 5 10
-4 -4
G=B0 S¢=0.5 o=0.25 iz48 5,=2% c=24.1
0.014
0.175
0.o01z 015
o.ol 0.125
0.008
gli= gi=) 01
0.00E 1 0.075
o.004 1 0.05
0.o0z 0.025
a e 0
0 50 100 150 200 250 -?7.5 -5 -2.5 0 2.5 5 7.5
z =

Figura 1.2: Densidad gz(z) para diferentes valores de los pardmetros.

Como se observa, la forma de g, puede ser simétrica, asimétrica e incluso

bimodal, pero en ningin caso la variable Z tiene momentos finitos.

1.5 El caso especial de datos pareados

En esta seccion se presentan tres aproximaciones a la densidad marginal g,
para el caso particular de tener datos pareados. La primera es una aproxi-
macién normal estimada propuesta en la literatura de Citometria de Flujo;
la segunda es una aproximacién publicada por David Hinkley (1969) y la
tercera es una aproximacién normal que se propone por primera vez en esta
tesis. Ademds se describe el ANOVA de una via debido a que en Citometria
de Flujo lo usan para comparar el ADN de plantas, que es equivalente al
pardametro (3, entre k grupos.

Sea (x1,v;), (72, Ys) , -, (T, y,,) Una muestra independiente de variables aleato-

rias normales, pareadas e independientes. Asi para cada pareja (z;,y;) existe
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un valor z; = z;/y, para i =1,..,n. El hecho de que sean pareados se debe a
razones fisicas y experimentales. Esto ocasiona que se tengan n pardametros g,
adicionales puesto que se supone entonces que z; ~ N (By;,0.) ¥ yi «~ N (u;,0,)
parai=1,..,n. Es decir, las n parejas comparten una razén de medias comun

a todas ellas.

1.5.1 Comparacién de $ en varios grupos a través del Analisis de

Varianzas

A continuacién se realizard una pequena descripcion del modelo para el Anéli-
sis de Varianzas (ANOVA) de una via.

El modelo lineal que se considera para la variable de interés Z;; cuando se
tienen k grupos o poblaciones es :

Zijzu—i-ozi-i—eij, Eijij/glN<0,0'),

donde i = 1, ..., k indica el grupo especifico y el indice j indica la observacion en
la muestra correspondiente j = 1,...,n,. Es decir, el valor que toma Z depende
de un valor medio i que describe a todos los grupos, mas un parametro propio
de localizacién de cada grupo especifico «;, més una perturbaciéon normal con
media cero y varianza constante ¢2. Asi la media de Z en el grupo i toma el
valor de p + a;.

El objetivo principal del ANOVA es verificar si las observaciones indepen-
dientes de Z en los k grupos muestran evidencia en contra de la hipdtesis

nula;:

Hy:ao1=ay=..=0a,=0.
Es decir, se desea probar la hipétesis nula de igualdad de medias para los
kE grupos.
Por lo tanto los supuestos para el ANOVA son que Z;; es normal en los k

grupos y que tiene varianza igual a o2 en todos ellos. Ahora las observaciones
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que se recopilan bajo este modelo son n; observaciones para cada uno de los
k grupos, Z;;, donde j=1,...n, y i=1,...,k. Es decir, sea z; la observacién
j — ésima del grupo i. Se pueden descomponer las observaciones como la suma

de tres términos:

donde:

Noétese que z.. es un estimador natural de la media grupal y que (z; —z.)
los es del pardametro a;.

El término (z;—z.) representa la estimacion de la diferencia «; de la media
grupal (1 + a;) con respecto a la media total p. El término (z;; — z;.) representa
la estimacion de la diferencia de la observacién ij-ésima con respecto a la
media grupal, (u+ «;).

Ahora, consideremos la suma de los cuadrados de las discrepancias de las
observaciones Z;; con las medias grupales y la global (1.6), las cuales repre-
sentan la variacién muestral entre los grupos (SCE) y la variacién muestral

dentro de cada grupo (SCD):

i=1 j=1
k
SCE = Z?’Lz (gi. — E..)Q s
=1
k  n;
=1 j=1

Se puede demostrar que la variacién muestral total estd dada por la suma
de SCE y SCD, esto es:
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kK n;
SCT = SCE+SCD =YY (z;—%.)".

i=1 j=1

R. A. Fisher en 1925 demostré que el estadistico F = SCE/SCD, tiene
distribucién F de Fisher-Snedecor con (n -k, k — 1) grados de libertad si los &
grupos tienen medias iguales, donde n =%  n;. Por lo tanto puede ser uti-
lizado para probar la hipdtesis de igualdad de medias. Fisher propuso este
método como un algoritmo aritmético que permitia hacer los cdlculos facil-
mente. En esa época no se contaba con las capacidades graficas de computo

actuales y por tanto era dificil obtener gréficas de verosimilitud.

1.5.2 Aproximaciones a la distribucién de Z

Primera aproximacién normal a gy (z)

En esta seccién se presenta la aproximacion normal implicita en la lite-
ratura de Citometria de Flujo que se describe a continuacion.

La Citometria de Flujo es una técnica de andlisis celular que implica medir
las caracteristicas de dispersién de luz y fluorescencia que poseen las células
de plantas y animales que se han tenido, conforme se las hace pasar a través
de un rayo LASER. En particular, se obtienen datos pareados (z;,y;) de dos
normales independientes, que corresponden a las mediciones del ADN de dos
plantas, una de interés y otra de control que se trituran juntas, se preparan
en solucién, se tinen y se pasan a través de un equipo electrénico llamado
Citémetro de Flujo. El citometrista ademds controla la escala en la que se
obtienen las mediciones para cada pareja, lo que da lugar a que sea razonable
que las medias u;, = E[X;],i = 1,...,n sean distintas. Estas son las razones fisicas
que da origen a que los datos sean pareados pero en citometria no se toman
estos hechos en cuenta en los andlisis estadisticos que se efectian. En Dolezel
(1998), Lysdk (1998) y Palomino (1999) se realiza un ANOVA a los cocientes
z;/y; para diferentes especies de plantas, con lo cual estdn suponiendo im-

plicitamente que el cociente de dos variables normales independientes sigue
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una distribucién normal. Luego usan a la media:

n
_ 1 l’j
z = — -,
n yj

j=1
como un estimador del cociente de medias 3 comin a todos los grupos si no
se rechazara la hipétesis nula, que 3 sea igual en todos los grupos.

Esto conlleva un error légico importante: no rechazar la hipétesis nula no
es equivalente a aceptarla. Es decir, a pesar de que no se rechace H,, bien
puede ser que las medias para Z en cada grupo discrepen ligeramente. De
igual manera es importante valorar si el supuesto de varianzas iguales en los
k grupos es razonable, asi como el supuesto de la distribucién normal de Z.

En contraste, se verd en el siguiente capitulo que al graficar la verosimilitud
perfil de 5 para cada grupo en una misma grafica, se pueden dar intervalos de
estimacién para 3 en cada grupo y asf evaluar la magnitud de las discrepancias
entre grupos si las hubiera.

Aqui se explorard la propuesta de usar una distribucién normal como una
aproximacion para la densidad del cociente de dos normales independientes,
con el fin de cuantificar el error que se comete al considerar que los cocientes
zj = z;/y; son normales. El dnico supuesto que se hard es que x; «~ N (u,,0,) ¥y
yi ~ N (p,.0,) parai=1,...n. La aproximacién normal estimada N(z, s.) que se
usa en la literatura estd asociada a una variable aleatoria normal con media
z y varianza s? donde:

zZ = =

)
n i
j=1 Yj

1 [z 2
EREES (_ﬂ —2) |
n = Yj
y n es el nimero de datos pareados (z;,y;). Aqui z y s? son los estimadores
habituales de maxima verosimilitud para la media y la varianza respectiva-
mente de una variable normal. La funcién de distribucién y de densidad de

esta variable normal son respectivamente:

19



Fy(w) = @(w_z), (1.7)

Sz

fulw) = +o <“"E),

Sz

donde @ es la distribucién de una normal esténdar y ¢ la densidad de una
normal estandar.

Aproximacién de David Hinkley a g,

David Hinkley (1969) propuso la siguiente aproximacién a la funcién de

distribucion de 7 :

Wity —

1 w?
OOy 4 /05 + =

Esta aproximacion tiene algunas propiedades de convergencia como se es-

F*(w)=® (1.8)

pecifica en el siguiente resultado.

Teorema 1 (David Hinkley, 1969). Sean X y Y wvariables aleatorias indepen-
dientes con distribucion normal, X « N (p,,0,) yY « N (p,,0,) , donde p,# 0,
w70, 0,>0, 0,> 0, sea Fy la funcion de distribucion de la variable Z = X/Y.
Para w e R fijo se define:

w:uy — My

b
1 w?
Ta0y\[ 57 T o2

F*(w): =P[X —wY <0]=9®

entonces Fy — F* cuando 6, = o,/u, — 0.

Es decir, cuando el coeficiente de variacién §, tiende a cero, la distribucién
de Z converge uniformemente a la F* propuesta en (1.8). Nétese que F* no es
una distribucién normal, ni necesariamente simétrica. En el Apéndice A3 se
da la demostracion detallada de este teorema, completando y explicando los

pasos que Hinkley presenta en su publicacion.
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Aproximacién normal propuesta a g,

La idea de esta propuesta surge de querer averiguar si existe una distribu-
ciéon normal que aproxime bien a la distribucién de Z bajo condiciones especi-
ficas en los pardmetros de las distribuciones de X y Y. Concretamente, se va
a evaluar el caso en que 4, y J, sean pequenios, tal que d, < 0.1, /02 + 42 < 1/3y
que la densidad de Z sea simétrica con respecto a su moda. Para esto se utiliza
la aproximacién mediante la expansion en una serie de Taylor de la media y la
varianza de la variable Z dada por Mood et. al. (1974) (ver el Apéndice A4)

Hx
EZ] ~ =X
[Z] o y

2
[y vx oy

Utilizando estas expresiones se propone en esta tesis la siguiente aproxi-

L

Var[Z]

Q

maciéon normal a la funcién de distribucion de Z:

z = py/ by

@) + (/1) (00/11,)°

Si los pardmetros se reemplazan por sus estimadores de maxima verosimi-

F(z)=a (1.9)

litud, se tendra una version estimada de esta aproximacién normal.

Como se verd en varios ejemplos, esta aproximacién tedrica sigue més de
cerca a la densidad de Z que la propuesta en Citometria pues toma en cuenta
la dispersion de X y de Y por separado, en vez de considerar solamente la
varianza de los cocientes Z.

Finalmente, se presenta un teorema que indica bajo cudles condiciones en
los pardmetros es posible que exista una distribuciéon normal que aproxime
bien a la distribucién del cociente Z = X/Y para una variable aleatoria normal
X fija. Por lo menos debe ocurrir que 6,€(0,1/3) para que pueda existir tal

variable Y, que a su vez deberd cumplir ciertas condiciones.
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Teorema 2. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal con media
w,> 0, vartanza o> y coeficiente de variacion 6,= o,/ p, tal que 0 < <\ < 1.
Dado ¢ € (0,1), existen un valor v(¢) € (0,)\) y una variable aleatoria normal Y,
independiente de X con media p,> 0, varianza o2 y coeficiente de variacion

y=0y/ j1,, que cumple con:

0 < §,< y(e) <y/ A2 =62 < )\,

y es tal que st Z = XY, entonces para z en el intervalo:

I= {ui/uy + i\/(am/uy)2 + (1o 1y)” (%/%)2} - {5 + gm} . (L10)

se cumple que:

|F'(2) — Fz (2)| < ¢, (1.11)

donde F es es la funcion de distribucion de una vartable aleatoria normal con
media 5 y desviacion estdndar /52 + 6.,

F(Z) - P QZ_MI/My2 :
| (0/) 4 (/1) (0 ,)
2B
(> N [ — 1.12
NGRS 12

y Fy es la distribucion de Z.

Es decir, este teorema muestra que dada una variable aleatoria X con
coeficiente de variacién menor a A es posible encontrar otra variable aleatoria
normal Y tal que Z = X/Y se pueda aproximar bien por una distribucién
normal en un intervalo centrado en 3 cuando se cumplen las condiciones en
los pardmetros mencionadas. En el apéndice A5 se presenta la demostracién

de este teorema.

La utilidad de este resultado es demostrar formalmente que existird una
aproximacion normal buena siempre que §, sea pequeno y que §, cumpla

con las restricciones mencionadas, es decir que también sea pequeno. Cabe

22



resaltar que las justificaciones que se han dado en la literatura sobre la aproxi-
macién normal a la densidad de Z han sido empiricas o se han hecho mediante
simulaciones de Monte Carlo. En este trabajo se muestra empiricamente a
través de ejemplos que la aproximacion normal a gz(z) es razonablemente

buena cuando ambos §, y ¢, sean menores a 0.1.
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Capitulo 2

Inferencia sobre los parametros de los
modelos considerados para datos

pareados

2.1 Introducciéon

En este capitulo se presentan las funciones de verosimilitud construidas a
partir de los tres modelos estadisticos g(z,y; 8,p,0,,0,), 92(2;8,p,0,), fn(2:8,0.)
descritos en el capftulo anterior. También se presenta el célculo de los esti-
madores de maxima verosimilitud a partir del modelo conjunto g(z,y; 3, p,9,,0,)
para varios ejemplos simulados y reales. Ademads, para los ejemplos simulados
se compara la densidad gz(z; 8, p,d,) con las aproximaciones normales fy(z;Z, s,)

y la densidad tedrica propuesta a partir del Teorema 2 fyp(z;3,6,.6,).

2.2 Funciones de verosimilitud bajo los modelos con-
siderados
Para cada uno de los tres modelos estadisticos mencionados en el Capitulo 1

9(2,9;8,0,0,,0,), 92(2; 8,p,0,), fn(2;B,0.) se puede obtener la verosimilitud perfil
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de 3 para hacer inferencias sobre este parametro bajo cada modelo. Estas
verosimilitudes permiten hacer inferencia por separado para 8 cuando se des-
conocen los pardmetros restantes del modelo. Se compararan las inferencias
que se hagan sobre 5 con estos tres modelos para varios ejemplos y se va-
lorardn cudndo es razonable la aproximacién normal que se ha usado en la
literatura a la luz que se sabe que la perfil de 5 bajo el modelo conjunto es el
patréon de referencia y también porque se conoce el valor teérico de 3 para los
ejemplos simulados. A continuacién se definen las verosimilitudes relevantes
utilizando los diferentes modelos.

A partir del modelo g(z,y) la verosimilitud para los cuatro pardmetros

(8,p,9,,0,) para una muestra dada z=(z,...,2,) ¥ y= (y1, -, 4,) €s:

LZY(ﬁa Ps 5y7 Uzagag) X Hg(zja y]? ﬂa Ps 5y7 Ur)' (21)

j=1
A partir del modelo gz(z) la verosimilitud para los pardmetros (3, p,d,) para

una muestra dada z es:

Lz(B,p,0,:2) < | [ 92(2;. v 8, p.6,). (22)

j=1
Para la maximizaciéon numérica de esta funcién resulta 1til la aproximacién
a la funcién erf mostrada en el Apéndice A2, sobre todo cuando el tamano de
muestra n es grande. Los estimadores para 3,p y ¢, utilizando este modelo,
seran diferentes en general a los estimadores obtenidos con el modelo conjunto
(Z,Y), debido al factor adicional ¢(Y|Z) en (1.4).
La funcién de verosimilitud correspondiente al modelo normal fy(z;3,0)

para los pardmetros (3,0) es:

AT . ol &8
Ln(B,0,;2) ajl:[lfN(zj, ,0,) —j[[l \/%Uze p [ 202 ] : (2.3)

Para los datos pareados (z;,1;) i = 1,...,n, se verd que es preferible utilizar la

verosimilitud conjunta (2.1) debido a que contiene toda la informacién sobre 3
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que estd en la muestra, mientras que (2.2), (2.3) y sélo contienen la informacién
sobre 8 contenida en la parte marginal de Z. Sin embargo se desea valorar
el error que se comete al usar el modelo marginal g,(») para hacer inferencia
sobre 3 puesto que este modelo se ha utilizado en diversas aplicaciones, asi
como valorar también el error que se comete al utilizar la aproximaciéon normal
(2.3) que también ha sido usada en la literatura de Citometria de Flujo.

Si tenemos una muestra de variables aleatorias independientes (zi,11) ...
(2, y,) distribuidas como (1.1), entonces la funciéon de verosimilitud para el

modelo de X y Y conjunto es:

1 L [l = p)* | (W5 —my)°
L(Nmaamﬂwa;LQ) X exp{_§Z |:( J 0-2 ) + J S Y

0z0y sy o oy
_ 1 1 - (z; —@)?* | (y, —9)
= gngn P 2 o2 o?
z%y =1 @ y
+77,(I‘ — /JJ;I:)Q + TL(@ - Iu’y)2
o? oy
1 L[S @ =72 0 — )’
- e { oy [l
z j=1 T T

1 1~ =97 | 0 —p)?
X — —= :
on exp{ 2 [Z o2 + o2
Debido a esta tultima factorizacion se tiene que en este caso la estimacién
de parametros es equivalente al caso univariado donde se tienen dos muestras

separadas X = (z1,..,7,) Y Y = (y1,...,yn). Para la variable X se tiene que la

log-verosimilitud marginal es:

n

1 )2 — 2
Wty 043) = —nlog (0,)—5 Z(% 7 (@ 2%)

2
Oz 0z

j=1
El resultado es andlogo para la variable Y. Las entradas del vector de

primeras derivadas son:
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oy 0.)  20( - p,)

Sc(ucmg) = alu - - 2 ,
Oy, 0y n 1 | B n(@ — p1,)?

Igualando éstas a cero, se obtienen los estimadores de méxima verosimilitud

para estos cuatro parametros:

L, = T, (2.4)
m, =7,

1 n

o3 = _Z(xj_f)2>
n i
1 n

oy = EZ(?JJ'_@)z-
j=1

Entonces, por la propiedad de invarianza de la funcién de verosimilitud
(Kalbfleisch, 1985) se tiene que los estimadores de méxima verosimilitud de

los pardmetros de interés son:

B = (2.5)
5 —
0, = (2.6)
D o=

Finalmente, para el modelo normal fy(z;83,0) los estimadores de méaxima

verosimilitud correspondientes son:
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By = %, (2.7)

n

1 -2
o? = ﬁ.:1<2j_z> :

J

Para la verosimilitud dada en (2.2) los estimadores de méxima verosimi-
litud se tienen que encontrar mediante métodos numeéricos, pues no hay una

solucidn analitica cerrada.

2.3 Ejemplos de aproximaciones normales a la distribu-
cion de Z

En esta seccién se presentardn seis ejemplos donde se analizan y se comparan
la aproximaciones normales fy(zz,s,) y fvpr(z3,9,.9,) a la densidad tedrica
92(2; 8,p,6,) para diferentes valores del coeficiente de variacion §,. Los esti-
madores z y s, serdn calculados a partir de datos simulados (X,Y) con los
valores tedricos de los pardmetros (u,,pu,,0,,0,). La aproximacién normal
propuesta fyp se calcula y grafica con los valores de los pardmetros que se
usaron para simular datos. No se sugiere usarla para estimar 3, sino que
meramente se presenta con fines comparativos de mostrar si es razonable o
no aproximar a g, con una normal.

La eleccién de estos seis ejemplos se hizo con la finalidad de ilustrar tam-
bién lo que sucede con las inferencias con los tres modelos g(z,y), g2(2) Vv fn(2)
en diferentes escenarios. Esto es, se desea ilustrar casos cuando la densidad
gz sea simétrica, asimétrica, con colas pesadas, bimodal y ante diferentes
tamanos de muestra. La forma de g, depende fuertemente de la magnitud de
§,. Por tanto también ¢, serd crucial para determinar si es razonable aproxi-
mar g, con una densidad normal.

A continuacién se muestra una tabla con las caracteristicas de cada ejem-

plo:
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Ejemplo | ¢, | Datos simulados Forma de gz
1 0.025 30 Simétrica
2 0.025 5 Simétrica
3 0.17 30 Ligeramente Asimétrica
4 0.5 30 Asimétrica
5t 5t 30 Colas pesadas
6 29 30 Bimodal

Para los Ejemplos 1, 3, 4, 5 y 6 se simularon 30 datos de normales inde-
pendientes X ~ N (u,,0,)y Y ~ N (u,,0,) los cuales se consideraron pareados
de acuerdo a su orden de aparicién; luego con estas muestras se calcularon las
razones z; = z;/y;, i = 1,...,n y se estimaron los pardmetros de las densidades

con las expresiones dadas en (2.5). El Ejemplo 2 es similar pero sélo con 5

Tabla 2.1: Caracteristicas de los ejemplos.

parejas de datos simulados (z;, ;) .
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Ejemplo 1

Este es un caso donde la aproximaciéon normal a gz(z;8,0,6,) es razonable
porque ambos §, y ¢, son pequenos (y nétese que menores a 0.1). Se simularon
30 datos z;~ N (50,2.5), y;~ N (80,2) . En la Figura 2.1 se muestra la gréfica de
la densidad tedrica gz(z;3,p,0,), la aproximacién normal estimada N (z;z,7) a
partir de los datos simulados y la aproximacién normal propuesta tedrica
N (z;ﬁ,ﬁ 52 +5§>, donde 8 = 0.625 y 5,/02+ 4. = 0.0349, ademds de la tabla

con los pardmetros estimados bajo estos modelos:

~2 ~2 ~ ~

/7 S O, +0, | 0, 5,
0.6310 | 0.6307 | 0.0356 | 0.0588 | 0.0536 | 0.0243

Tabla 2.2: Estimadores para los datos del Ejemplo 1.

|

b=50 @225 p=80 O,=F &,=0.028

—  gi=]
—_— Normal NP
Normal W

10

Motmal NP J
—»

grzy O tedrica

o.3 0.55 0.6 065 o.7 LY o.&
=

Figura 2.1: Densidad de Z y aproximaciones normales.

Nétese que 0 < 4,< 1/3, y 0 < §,< 1/3. Se observa que en este caso las aproxi-
maciones normales son razonables y que la aproximacién normal propuesta

tedrica se aproxima muy bien a la densidad teérica de Z.

Ejemplo 2
En este caso se simularon con los mismos pardmetros que en el Ejemplo 1
pero aqui ahora con una muestra mucho mas pequena, de tamano n = 5. Si

bien el ajuste es razonablemente bueno, no lo es tanto como en el ejemplo
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anterior debido a que la estimacién de pardmetros se realiza con una muestra
muy pequena.

Se simularon 5 datos con los mismos modelos que en el Ejemplo 1 z;~
N (50,2.5), yi~ N (80,2) . A continuacién se muestra la grafica de las densidades
tedricas gz(z;8,p,9,), la aproximacién normal propuesta tedrica N (z; B, B+/02 + 63) ,
donde 3 = 0.625y 8/52 + 62 = 0.0349, la aproximacion normal estimada N (z;%,7)

y la tabla de los pardametros estimados correspondientes:

~2 ~2 ~ ~

z /7 S 0,46, | Oa 5,
0.6221 | 0.6221 | 0.0322 | 0.0680 | 0.0614 | 0.0292

Tabla 2.3: Estimadores para los datos del Ejemplo 2.

=50 J.=F_5 .'.l!,.:ﬁﬂ U,.:E 5,.:':'.':'25

1w ' L,
Hormal H ——»

—  g(=)
_— Hormal WP
_ Hormal W

10+

gz tedtica ]
T3]

Figura 2.2 : Densidad de Z y aproximaciones normales.

Nuevamente se observa que tanto 4§, como ¢, tedricos y estimados son
menores que 0.1 y que una aproximacién normal es razonable. Mdas no nece-
sariamente es ésta la fy estimada con estos datos. En este ejemplo se observa
un mejor ajuste a la densidad de Z de la aproximaciéon normal propuesta

tedrica que con fy estimada.

Ejemplo 3
En este ejemplo se muestra un caso cuando el coeficiente de variacién
de Y es tal que 0.1 <§,<0.2, en donde la aproximacién normal no es muy

buena a pesar de estar en el rango recomendado por Qiao, et. al. (2006),
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para aproximar a 7/y con z. Esto se debe a que la densidad gz(z;3,0,0,) €s
ligeramente asimétrica.

Se simularon 30 datos x;~ N (1,0.17), yi~ N (1,0.17) . A continuacién se mues-
tra la gréfica de las densidades gz(2;8,0,0,), la aproximacién normal estimada
N (z;z,0) y la aproximacién normal propuesta tedrica N (z; B, B/ 02 + 5;) , donde

B =1y B4/02+ 0, =0.2404. La tabla con los estimadores es la siguiente:

) 2 ~ —~

z Ty | s 0, +0, | Oq dy
1.0360 | 0.9902 | 0.3089 | 0.2387 | 0.1512 | 0.1846

Tabla 2.4: Estimadores para los datos del Ejemplo 3.

o=l o,=0.17 =l o,=0.17 §,=0.17

—  gis)
—_— Normal NP
_ Normal W

gz tedrica

1! Hormal MP
qis] tedtica

Figura 2.3: Densidad de Z y aproximaciones normales.

En este caso como 4, es mayor a 0.1, entonces ni la aproximacién normal
tedrica ni la estimada son buenas. Cuando el estimador de 4, es grande se
puede detectar esta situacién. Notese que la densidad de Z es ligeramente

asimétrica, por lo tanto no es razonable utilizar una aproximacién normal.

Ejemplo 4

Aqui se muestra el caso en que la densidad tedrica gz(z;3,p,6,) es fuerte-
mente asimétrica ya que §, = 0.5 es muy grande y por lo tanto no es razonable
hacer una aproximacién normal, por lo que la aproximacién normal tedrica
no se presenta.

Se simularon 30 datos z; ~ N (80,2), yi~ N (1,0.5). A continuacién se muestra

la grafica de las densidades gz(z;3,p,0,) tedrica y la normal estimada N (z;z,7) .
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La tabla con los estimadores correspondientes es:

~2 ~2 -~ ~
z /7 S 0, +0, | 0 5,
115.408 | 82.9048 | 77.8053 | 0.4716 | 0.0264 | 0.4708
Tabla 2.5: Estimadores para los datos del Ejemplo 4.
=30 O,=E .'.l:!.=l l:",.:':l.-s -5,.:0.5
ooolal’ ' — g(sjl
2iZ) tedtica _ orma
o.01z | T Hemmal ®
0.0l
o_00d
gis)
.00k |
o_00% |
o_00z

Figura 2.4: Densidad de Z y aproximaciones normales.

En este caso la densidad de Z es asimétrica, por lo tanto no es razonable

utilizar una aproximacién normal. Ademés \/gi +3§ >1/3y 0, >1/3 lo cual

indica que una aproximacién normal no serd razonable.

Ejemplo 5

Caso con el coeficiente de variacién §, = 5 grande en el que no hay una

buena aproximacién normal a la densidad g(z;8,p,6,), debido a que esta den-

sidad tiene colas pesadas (4, = 5 también es grande).

Se simularon 30 datos x;~ N (1,5), y;~ N (1,5). A continuacién se muestra la

grafica de la densidad tedrica gz(2;8,0,0,) v la aproximacién normal estimada

N (z;z,5). La tabla con los pardmetros estimados es:

34




~2 ~2 -~ ~
z /Y S, 6, +9, 0y dy
—1.6706 | —5.9651 | 3.8974 | 18.0074 | 2.6156 | —17.8164
Tabla 2.6: Estimadores para los datos del Ejemplo 5.
we=1 T, =5 .'.l:,.:l U,.:-S \5,.:5
0.z — g(=}
gz tedtica — —— Hemmal W
o_25
gi=)
0.z
0.15
o.1¢

o.05

En este ejemplo el estimador ¢, es muy grande en valor absoluto y esto

n

Figura 2.5: Densidad de Z y aproximaciones normales.

indica claramente que una aproximacion normal no serd buena.

Ejemplo 6

En este ejemplo se muestra el caso en que la densidad gz(z;3,p,d,) es bi-

modal. La bimodalidad de esta densidad suele presentarse cuando el coefi-

ciente de variacién 4, es grande, usualmente mayor a 10.

Se simularon 30 datos z; ~ N (80,2), yv; ~ N (1.66,48.33), donde 4§, = 29. A
continuacién se muestra la grafica de la densidad tedrica gz(z;8,p,6,) y la

aproximacion normal estimada N (z;z,5). La tabla de los pardmetros estima-

dos es:
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~2 ~2 -~ ~

z T/y S, 0, +9, O dy
1.6359 | 8.2980 | 5.1780 5.9964 0.0208 | 5.9964

Tabla 2.7: Estimadores para los datos del Ejemplo 6.

=80 =2 p=5% 0,=1457% §,=29

— g(=)

_— Hormal W

.15

2(Z) tedtica ——»

Frm)

-15 —.';.I:I -5 il
Figura 2.6: Densidad de Z y aproximaciones normales.

En este caso la aproximacién no es razonable debido a la bimodalidad.
Este es un caso extremo para ejemplificar que existen situaciones en las que
es absurdo dar una aproximacion normal a la densidad de Z.

Empiricamente se ha visto en estos 6 ejemplos que para que una aproxi-

macién normal sea buena, debe ocurrir que 4, y ¢, sean menores a 0.1.

2.4 Verosimilitudes perfiles de 5 bajo los modelos consi-
derados

En esta seccién se presentan las verosimilitudes perfiles de 3 construidas a
partir de los tres modelos estadisticos g(z,y; 6, p,9,,0,), 92(2; 8,p,0,) ¥ fn(2;8,0)
para los datos de los seis ejemplos descritos. La idea es poder comparar las
consecuencias de adoptar cada modelo en cuanto a las inferencias que se
haran sobre 7.

La verosimilitud perfil relativa (véase Kalbfleisch, 1985, Seccién 10) de s a
partir de los tres modelos estadisticos g(z,y; 5, p,9,,0,), 92(2; 8,p,0,) ¥ fn(2;8,0)

se definen respectivamente como:
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ng_ Rzy)(ﬁ zZ y) X max LZY(Bapa 5y7 Oys 2, y /LZY P 53/ a$a§a y)7 (28)

P0y,0z| -
Rgz R%(5; 2) O(/I)I}SaXLZ B, p.9, /LZ E 3 1 2) (2.9)
Y RJBV: RY(B;2) o<m|axLN (8,032 /LN (8,0;2) . (2.10)

Es de interés cuantificar el error cometido al utilizar el modelo (2.9) para

hacer inferencias sobre el pardmetro 5 ya que también es utilizado, como en
Kuethe et. al. (2000).

2.5 Ejemplos de inferencias sobre [

A continuacién se retoman los Ejemplos 1, 3 y 6 donde g, era simétrica, li-
geramente asimétrica y bimodal, mostrados en la Tabla 2.1 de la Seccién 2.2
y se realizardn inferencias sobre el pardmetro 5 con las tres verosimilitudes
perfiles descritas en la Seccién 2.4. Con estos ejemplos se ilustra que pueden
existir casos en los cuales puede ser razonable utilizar una aproximacién nor-
mal como en el Ejemplo 1, o en los que es absurdo utilizar una aproximacién
normal, como se muestra en los Ejemplos 3 y 6; el Ejemplo 3 tiene como
objetivo mostrar que las inferencias por intervalo pueden ser diferentes para
los modelos considerados, incluso para valores de los pardmetros estimados
dentro del rango 4, y 4, < 0.2 recomendado por Qiao et. al. (2006).

Se muestran ademads dos ejemplos adicionales de datos reales que se deno-
tardn como Ejemplo 7 y Ejemplo 8. En el Ejemplo 7 se utilizan mediciones de
Citometria de Flujo realizadas en plantas de agave Tequilana Weber variedad
azul y de maiz Zea. En el Ejemplo 8 se utilizan datos tomados en pacientes
diabéticos y normales, Miller (1997, pp. 258).
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Ejemplo 1

A continuacién se muestran las verosimilitudes perfil para 3: Rzy, R, v Ry,
utilizando los datos simulados utilizados en la Seccién 2.2.

Recuérdese que en este caso se simularon 30 datos z;~ N (50,2.5), y;,~ N (80, 2)
donde los valores tedricos de los pardmetros son 8 = 50/80 = 0.625, §, = 0.05 y
5, = 0.025. Es decir, este es un caso donde la aproximacién normal queda
bien y ademés la magnitud de los pardmetros tedricos asemeja la situacién

de datos reales como los del Ejemplo 7. Los pardametros estimados son:

~ ~ ~2 ~2

0.6307 | 0.6306 | 0.6310 | 0.0315 | 0.0220 | 0.0588

Tabla 2.8: Estimadores de (3, O y B\y para los datos del Ejemplo 1.

Me=50 Oo=Z._5 Ly=80 Tyu=Z

Figura 2.7: Verosimilitudes perfiles de 8 para los datos del Ejemplo 1.

Nétese que ambos estimadores 4, v 4, son menores que 0.1. Aqui se observa
que los estimadores de maxima verosimilitud del pardmetro de interés 5 son
muy parecidos y cercanos al valor tedrico con que se simularon los datos.
Ademas se obtienen verosimilitudes perfiles para s muy similares con los tres
modelos estadisticos. Esto nos indica que la distribucién condicional Y|Z no
contiene informacién relevante sobre el pardametro 3, lo cual se ve reflejado
en la semejanza de la verosimilitud perfil de 3 del modelo conjunto R,y y la
verosimilitud perfil de 8 del modelo marginal. Debido a que los coeficientes

de variacion estimados ¢, y ¢, son pequenos, la aproximacién normal es buena
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y se llega a las mismas inferencias sobre 3 sin importar cudl modelo se use.

Ejemplo 3

En este caso se utilizaran los datos del Ejemplo 3 de la Seccién 2.2 donde

se simularon 30 datos de las variables z;~ N (1,0.17), y;,~ N (1,0.17) ,donde los

valores tedricos de los pardametros son =1y ¢, = d, = 0.17. Los pardmetros

estimados son:.

= = N - = (2 2
Bzy By B Oz dy \/5I + 4,
0.9902 | 0.9802 | 1.0360 | 0.1512 | 0.1846 | 0.2387

Tabla 2.9: Estimadores de 3, SI y Sy para los datos del Ejemplo 3.

Me=l Jo=0_17 My=1 Tp=0_17

R(f)

o.&F

!

C= T e

B

T
1.1 1.2

Figura 2.8: Verosimilitudes perfiles de 8 para los datos del Ejemplo 2.

Nétese que ambos estimadores 6, y 6, son mayores a 0.1. En este ejemplo

se pueden observar varios puntos. En Qiao et. al. (2006) se recomienda

usar z como aproximacién a z/y si d,< 0.2. Podemos observar en la tabla de

estimadores que, en efecto, estas estimaciones puntuales de 3 son parecidas,

aunque el estimador obtenido con la aproximacién normal estimada es li-

geramente mayor. En la Figura 2.8 se marcé la linea horizontal en el nivel del

15% de verosimilitud para los tres modelos. Los intervalos de verosimilitud

son diferentes para los tres modelos estadisticos; sin embargo los intervalos

de verosimilitud de R, tienen una mayor interseccién con los intervalos de

39



verosimilitud de Ry y ambos difieren bastante del intervalo de la aproxi-
macién normal Ry. Esto se debe a que en este caso no es razonable utilizar
una aproximacion normal a la densidad marginal g; como podemos ver en
la Figura 2.3 puesto que, en este caso, se estaria sobre-estimando a 3. Lo
recomendable aqui es adoptar el modelo conjunto y por tanto R;y. Este es
un caso donde el modelo condicional gy, sf contiene un poco de informacién
sobre §.

Ejemplo 6

En este ejemplo se utilizaron los datos del Ejemplo 6 donde se simula-
ron 30 datos z;~ N (80,2), y;~ N (1.66,48.33), donde los valores tedricos de los
pardmetros son =48, 4, = 0.025 y 4, = 29. Recuérdese que como 4, es muy

grande, la densidad de Z es bimodal. Los pardmetros estimados son:

—~ —~ [ PO

BZY BZ ﬂN 696 5y 69:+6y
8.2980 | 9.4755 | 1.7204 | 0.0208 | 5.9964 | 5.9964

Tabla 2.10: Estimadores de 3, ;5\1 y Sy para los datos del Ejemplo 6.

Nétese que 4, es gigantesco a pesar de estar muy alejado del valor tedrico
5, = 29. Los valores estimados estdn muy alejados de los valores tedricos como
se muestra en la Tabla 2.7, esto es debido a que los valores simulados de Y
tienen una varianza grande. Equivalentemente, para tal valor de 4, el tamano
de muestra de 30 datos resulta muy pequeno. A continuacién se muestran

las verosimilitudes perfiles para 3 con los tres modelos:
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=30 Oozf pe=Ef2 o,=14977

R{f)

Figura 2.9: Verosimilitudes perfiles de 8 para los datos del Ejemplo 5.

Este es un caso extremo en el que claramente una aproximaciéon normal
no es razonable. Ademsds se tiene que la verosimilitud perfil de 3 utilizando el
modelo estadistico gz(z;3,p,0,) €s bimodal, como se ilustra en la Figura 2.10,
donde se amplié el intervalo de graficacién para resaltar este hecho, mientras
que la verosimilitud del modelo conjunto Ry siempre es unimodal. Asi, la
Figura 2.9 s6lo muestra una parte de esta perfil de 3, R;.

L=B0 Oo=2 My=8/3 Ty=14972

Rl:ﬁ:] 1lr " ':h‘.':l
1

1
| Y H II
.! I| T I:
! 1 ! 1
a.al ' h ; L
I I | \
r 1 1 Y
! . ! \
i 4 ! .
oz} .'I ':, II ".'
¢ | ! W
4 ] ! L
I_-' 4 I_-' L
"
-1 T N AR
-15 =10 -5 u] 5 10a 15 E0

Figura 2.10: Bimodadlidad de la verosimilitud perfil de 8 para el modelo marginal.

La verosimilitud perfil de 3 del modelo conjunto (Z,Y) es unimodal, por
lo tanto la bimodalidad de R; es un indicador de la pérdida de informacién

relevante sobre el pardmetro 3 contenida en la parte condicional Y|Z.

41



Ejemplo 7

En Citometria de Flujo se desea estimar la cantidad del ADN en el niticleo
de una célula de una planta de interés. La cantidad de ADN de una célula
se mide a través de un rayo laser que emite el citémetro de flujo y del cual se
capta el reflejo que da la hélice de ADN debido a la tintura que se le agregé
al preparar las hojas de las plantas en el laboratorio. Debido al proceso
de medicion del citémetro de flujo, existen fuentes de variabilidad y es por
ello que a pesar de que todas las células de agave que no estdn a punto de
reproducirse tienen la misma cantidad de ADN, las mediciones pueden ser
distintas y mostrar mucha variacién. Este error se manifiesta en la desviacion
de los datos alrededor del verdadero valor del contenido de ADN en la célula.
Para el proceso de estimacién del ADN de una planta de interés se requiere
contar con una planta de control con ADN conocido que sea cercano en
magnitud al de la planta de interés. Se machacan juntos con una navaja
fina un trozo de la planta de interés y otro de la planta de control en una
solucién con una tinta fluorescente que penetra en el niicleo de las células
y se aloja entre la hélice del ADN. Esta solucién se pasa posteriormente a
través del citémetro. Este procedimiento produce un pareamiento natural
de las mediciones, porque para cada solucién hecha a partir de trozos de
la planta de interés y control, el citémetro arroja un histograma como el
siguiente para una solucién analizada de aproximadamente 32 mil células de
agave azul Tequilana Weber y maiz Zea (tomado de Diaz-Francés y Sprott,
2001):
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Figura 2.11: Ejemplo de una salida del citémetro para la muestra i-ésima.

Aqui z; es el pico G1 de la planta de control y y; es el pico G1 de la planta
de interés, produciendo asi el par (z;,y,). El pico G1 denota la media del ADN
nuclear de células que no han iniciado todavia su proceso de reproduccién
celular (antes de reproducirse en dos células hijas, se duplica el ADN nu-
clear). Es decir, (z;,5;) son estimadores de las primeras dos de las tres medias
normales de esta mezcla de lognormal con tres normales. Esta medicién se
repite n veces y se obtienen asi n pares (z;,y;) cuyo histograma se muestra en
la Figura 2.11. En adicién al proceso descrito, para cada pareja (z;,y;) el ci-
tometrista controla la escala cuando comienzan a observar las mediciones ya
que mueve al eje horizontal que se exhibe en la Figura 2.11 para que el primer
pico (donde cae X;) esté cercano al canal 50. Esto es porque las observaciones
entre los canales 40 y 200 tienen mayor calidad. Asi que por la génesis de los
datos, es razonable suponer que z;~ N (Bu;,0.) Y vi~ N (u;,0,) para i=1,...,n.
Estos supuestos se consideran en Diaz-Francés y Sprott (2003). Sin embargo
para poder cuantificar el error en la literatura de citometria de manera mas
sencilla se simplificardn estos supuestos y se considerard que todas las y; para
i=1,..,n son iguales.

La férmula para § el ADN contenido en el nicleo de una célula de la planta
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de interés esta dada por:

P Media del ADN de la planta de interés % = Bk
"1 \Media del ADN de la planta de control /] =~ "

donde « es el ADN conocido, contenido en el nicleo de una célula de la planta
de control.

Asi se supondra que los estimadores (z;,1;) se distribuyen como normales
independientes con medias positivas p, n y ademads se contard con una muestra
de tamano n de datos naturalmente pareados.

A continuacién se muestran los datos presentados por Diaz-Francés y
Sprott (2001), donde para cuatro plantas de agave, dos jévenes y dos adultas,
se tomaron mediciones en tres diferentes posiciones de la planta: posiciéon A
6 interna basal, posicién B 6 interna apical y posicion C 6 externa basal,
las cuales se muestran en la Figura 2.12. Simplificando, se supondra que

zin N (piy, 02) Y Y N (p,,0) con i =1,2:

Posicién A | Réplica 1 Réplica 2
Edad T Yi T Yi
Joven 50.804 | 79.303 | 53.243 | 81.075

Adulta 53.217 | 81.070 | 48.918 | 76.784

Posicion B | Réplica 1 Réplica 2
Joven 51.257 | 79.258 | 51.888 | 81.194

Adulta 01.478 | 78.764 | 49.068 | 76.574

Posicién C | Réplica 1 Réplica 2
Joven 48.852 | 76.174 | 50.071 | 78.125

Adulta 52.161 | 79.882 | 50.229 | 76.536

Tabla 2.11: Datos de Citometria, Diaz-Francés y Sprott (2001).
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Figura 2.12: Posiciones del agave.

En la Figura 2.12 se muestran las partes apical y basal de una hoja central
de agave, la cual tiene una parte interna y una externa que es mas dura.
En este caso es razonable el supuesto de independencia de z; con y; ya que
las mediciones de ADN en la planta de interés son independientes de las
mediciones de ADN en la planta de control (maiz).

A continuacién se muestran las verosimilitudes perfiles para 3 con el mo-
delo conjunto (Z,Y), que simplifica los supuestos que hay que considerar,

utilizando los datos de plantas jovenes y adultas en cada posicion.
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Figura 2.14: Pefiles de 8 con los datos de adultos y jovenes para la posicién B.
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Figura 2.15: Pefiles de 8 con los datos de adultos y jévenes para la posicién C.

La teorfa bioldgica indica que la cantidad del ADN contenido en una célula

no cambia con la edad del individuo. Sin embargo, este hecho no necesaria-
mente se observa al contar con mediciones.

En la posicién A la inferencia sobre el ADN de plantas jévenes y adultas
es muy parecida, ya que las verosimilitudes del pardmetro 3 son similares.
Las diferencias en la estimacién de 3 que se observan en las posiciones B y C,
ambas externas, se deben seguramente a que en las plantas adultas la parte
externa de la hoja tiene mucha més fibra que en las plantas jévenes, lo que
impide que se absorba bien la tinta en la hélice de ADN.

Por lo tanto la mejor posiciéon para hacer inferencias sobre el pardmetro
de interés resulta ser la posicién A 6 interna basal, donde las plantas jévenes
y adultas contienen informacién homogénea sobre 5 que se puede combinar.
Por ello es razonable juntar los cuatro datos obtenidos de plantas jévenes
y adultas a través del producto de las verosimilitudes correspondientes para

obtener asf la verosimilitud combinada que se muestra en la Figura 2.13.

Utilizando los cuatro datos de la posicién A, los pardmetros estimados con
este conjunto de datos son:
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~ ~ ~2 ~2

Bzy | Bz B O dy b, + 90,
1.5434 | 1.5439 | 1.5441 | 0.0220 | 0.0351 0.0414

Tabla 2.12: Estimadores de 3, Sz y Sy para los datos de la posicién A.

R(f)

Figura 2.16: Verosimilitudes perfiles de 8 para los datos presentados por Diaz-Francés y Sprott [17].

Los estimadores de méxima verosimilitud de 8 son muy parecidos para los
tres modelos estadisticos. Debido a que los coeficientes de variacién estimados
de X y Y son pequenos y menores a 0.1, es de esperarse que la aproximacién
normal a la densidad de Z sea buena. Sin embargo, este ejemplo nos sirve para
detectar que cuando el tamano de muestra es pequeno, la parte condicional
Y|Z si puede contener informacion relevante sobre 5. Esto no necesariamente
se ve reflejado en la estimacion puntual, sino en la dispersién de las tres
curvas y por tanto en la longitud de los intervalos de verosimilitud; es decir,
en la precision para estimar 3. Los modelos R; y Ry producen una mayor
precisién ya que se obtienen intervalos de verosimilitud de menor longitud
que con el modelo Rzy. En este caso la aproximaciéon normal a g, es buena y
las verosimilitudes perfiles de 8, Rz, Ry son muy parecidas; sin embargo, son
mads angostas que Rzy. Esto se debe a que la densidad condicional de Y|Z sf
contiene informacién sobre 3.

Diaz-Francés y Sprott (2001) propusieron la siguiente verosimilitud para

hacer inferencias sobre 3 en el caso de Citometria de Flujo:
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27 /2
L(5) [%] , (211)
donde ) es tomado comiinmente como 1. Este modelo toma en cuenta el
procedimiento del citometrista al recabar los datos, en el que tiene control
manual sobre la escala en la que se obtienen las mediciones. Por ello se
involucra a un parametro adicional por cada pareja de observaciones: z; «
N(p;,0,), yi -~ N(Bu,;,0,). Para este conjunto de datos, la verosimilitud perfil de
[ de (2.11) coincide con la aproximacién normal Ry. Esto se debe a que es un
modelo particular que incluye mas informacién. Por lo tanto se tiene que la
aproximacion normal utilizada en citometria, a pesar de todos los supuestos
simplificadores que toman, arroja resultados similares en este ejemplo para
las inferencias sobre el pardmetro [ para este conjunto de datos de agave y
maiz donde los coeficientes de variacién 4, y §, asociados son pequenos.
Lo importante es verificar que los coeficientes de variaciéon estimados §, y
§, sean ambos pequenos, menores a 0.1, asi como lo fueron en este caso. En
este caso resulta que la aproximacién normal Ry coincide con la verosimilitud
(2.11) como se muestra en la Figura 2.17. Por lo tanto en este caso particular
al utilizar la verosimilitud perfil Ry para hacer inferencias sobre 3 con este
conjunto de datos no se cometen errores grandes. Sin embargo, en un caso
general, es preferible usar la verosimilitud (2.11) puesto que el modelo que la
sustenta describe mejor el mecanismo de obtencién de datos y también a la
luz de la sencillez de graficar (2.11).
Se resalta también que al usar (2.11), las discrepancias entre las perfiles de
[ para las plantas jévenes y adultas en las tres posiciones son mucho maés
marcadas y esto conlleva a una seleccién inmediata de la Posicién A como la
mejor para extender el experimento y asi estimar adecuadamente el ADN del

agave.
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Figura 2.17: Verosimilitudes perfiles de 8 de Dfaz-Francés y Sprott [17] R(8) y aproximacién normal Ry .

Ejemplo 8

A continuacién se presentan unos datos del libro de Miller (1997, pp. 258)
sobre pacientes con diabetes. En un estudio de diabetes, 21 pacientes, se
identificaron siete como normales, siete como diabéticos moderados y siete
como diabéticos graves mediante una prueba de glucosa previa y de un exa-
men médico exploratorio. A los pacientes se les dio una infusién constante
de glucosa durante un periodo de tiempo. La siguiente Tabla 3 muestra las
concentraciones de glucosa e insulina antes y después de la prueba asi como

su diferencia;:

20



Pacientes con tolerancia normal a la glucosa

Glucosa Insulina
Antes | Después | Diferencia de Glucosa x; | Antes | Después | Diferencia de Insulina y;
86 150 64 26 53 27
80 174 94 11 46 35
73 137 64 16 72 56
81 166 85 28 57 29
84 153 69 12 48 36
82 170 88 24 210 186
82 164 82 24 51 27
Pacientes con diabetes moderada
Glucosa Insulina
Antes | Después | Diferencia de Glucosa z; | Antes | Después | Diferencia de Insulina y;
88 198 110 21 72 51
131 300 169 76 264 188
105 238 133 32 102 70
93 193 100 18 64 46
93 220 127 29 163 134
94 187 93 34 138 104
98 217 119 30 75 45
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Pacientes con diabetes grave
Glucosa Insulina
Antes | Después | Diferencia de Glucosa z; | Antes | Después | Diferencia de Insulina y;
154 330 176 26 42 16
164 324 160 49 111 62
185 379 194 26 44 18
254 426 172 44 61 17
175 370 195 44 90 46
157 286 129 32 83 o1
320 486 166 22 46 24

Tabla 2.13. Datos de glucosa e insulina en pacientes, Miller (1197).

Es de interés calcular el indice insulinogénico AI/AG y compararlo entre
los tres grupos, donde ATl es la media tedrica de la distribucién de las y; para
las que es razonable suponer un modelo normal. De igual manera AG es la
media de las variables aleatoria z;. El indice insulinogénico estima la respuesta
pancredtica temprana a la carga oral de 75 gr. de glucosa, expresada por
la proporcién del incremento de insulina respecto al incremento de glucosa
30 minutos después de que se dio la carga oral de glucosa. Nétese que el
indice insulinogénico equivale asi a la razén de medias normales 3, puesto
que es razonable suponer que las diferencias de glucosa z; observadas son una
muestra de una normal y lo mismo para las diferencias de insulina observadas
y;. La pregunta de interés es si 8 es la misma en los tres grupos de pacientes
considerados.

Nuevamente, a manera de simplificacién se considerara que las diferencias
de glucosa de todos los pacientes dentro de un mismo grupo se distribuyen
normales con la misma media u,. De igual manera para las diferencias de
insulina y;, que se supondran normales con media y, y varianza o?.

A continuacién se muestran las graficas de las verosimilitudes perfiles de

S con los tres modelos para los tres grupos de pacientes:
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Pacientes normales:

—~ ~ [ 9

BZY 5Z 51\/ (51 5?/ 5$+6y
0.725 | 0.481 | 0.710 | 0.948 | 0.920 | 1.321

Tabla 2.14: Estimadores de 3, b y /Sy para los datos de pacientes normales.

R(p)

Figura 2.18: Verosimilitudes perfiles de 8 para los datos de pacientes normales.

Pacientes con diabetes moderada:

—~ —~ [ P

Bzy | Bz | Bn |0 |9y 0y + 0,
0.749 | 0.602 | 0.730 | 0.550 | 0.192 |  0.582

Tabla 2.15: Estimadores de 3, gz y Sy para los datos de pacientes con diabetes moderada.

R(f)

0.4t

0 F=—=

Figura 2.19: Verosimilitudes perfiles de 8 para los datos de pacientes con diabetes moderada.
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Pacientes con diabetes grave:

~ ~ ~2 ~2

BZY BZ BN 51 5?1 5$+6y
0.196 | 0.145 | 0.206 | 0.528 | 0.122 |  0.541

Tabla 2.16: Estimadores de 3, [ y gy para los datos de pacientes con diabetes grave.

R(f)

0.4

Figura 2.20: Verosimilitudes perfiles de 8 para los datos de pacientes con diabetes grave.

En los tres grupos se observa que se pierde informacién al utilizar el modelo
marginal debido a que los valores de 3, son mayores a 0.1; especialmente esto
es méas notorio en los pacientes normales. La estimacién puntual de 3 con g,
es marcadamente menor que con el modelo conjunto (Z,Y). La aproximacién
normal a gz no es razonable porque g, es asimétrica. Por tanto el modelo a
usar, de los que se consideran aqui, es el conjunto (Z,Y) en los tres grupos
de pacientes.

Los intervalos de verosimilitud del 15% para g son diferentes para los tres
modelos estadisticos y lo son mdas para los pacientes normales. Ademds en

este caso no es razonable utilizar la aproximacién normal a g;.
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R(p)

Figura 2.21: Verosimilitudes pefiles de 8 con el modelo conjunto para los tres grupos de pacientes.

La Figura 2.21 muestra las tres perfiles para 3 bajo el modelo conjunto,
para los tres grupos de pacientes. Se observa que hay un traslape de las
verosimilitudes perfiles de 5 de los pacientes normales y de los pacientes
con diabetes moderada. Por lo tanto se observa que existe una respuesta
pancredtica temprana similar para el grupo pacientes normales y el grupo
de pacientes con diabetes moderada, en cambio hay una diferencia relevante
con el grupo de pacientes con diabetes grave. Se resalta el hecho que 5 =1
es moderadamente plausible para los pacientes normales y moderados. Esto
quiere decir que es plausible que AT = AG en estos grupos de pacientes. Sin
embargo, el valor de 3 es claramente menor en el grupo de pacientes con
diabetes grave. Esto indica que para estos pacientes Al es menos de la cuarta
parte de AG.

La Figura 2.21, muestra céomo las gréficas de las perfiles de p dan mucho
mayor informacién que los resultados de un ANOVA, donde solamente se
hubiese concluido que hay evidencia fuerte de que el indice insulinogénico no
es igual en los tres grupos de pacientes. No se hubiera podido cuantificar tan
s6lo con el ANOVA la magnitud de las discrepancias ni cudl o cudles de los
grupos diferfan. En contraste, las perfiles de 3 dan mucho mayor informacién
como se mostré aqui. El grupo de pacientes con diabetes grave si presenta

una marcada diferencia en el indice insulinogénico con respecto a los otros
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dos grupos.

2.6 Conclusiones

En todos los ejemplos simulados mostrados se observa que se obtienen mejores
estimaciones sobre 5 con el modelo conjunto Rzy. En el caso de contar con
datos pareados experimentalmente como los ejemplos 7 y 8 es posible que
otro modelo més estructurado, como el de Diaz-Francés y Sprott (2001) de
una mejor respuesta porque describe mejor la génesis de los datos. Se resalta
que si el tamano de muestra aumentara, ambos modelos, el conjunto gy y el
(2.11) resultarfan entonces equivalentes las perfiles de g asociadas.

Al utilizar el modelo marginal para estimar g se puede incurrir en una
pérdida de informacién e incluso subestimar o sobre-estimar fuertemente el
pardametro de interés como se mostré en el Ejemplo 8.

En el Ejemplo 8 se habria rechazado la igualdad de medias 3 con un
ANOVA. En cambio, con las perfiles de s del modelo conjunto se puede decir
mucho mds sobre este pardmetro para los tres grupos.

El interés relevante en biologia, medicina y en otras dreas es realmente la
estimacion de . Al realizar un ANOVA no se da respuesta a ello. En cambio
al utilizar la verosimilitud perfil de 3 se pueden dar inferencias sobre este
pardmetro en términos de intervalos de verosimilitud-confianza bajo el modelo
que resulte adecuado y ademads se pueden comparar las graficas obtenidas para

cada grupo.
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Capitulo 3

Invarianza de las estimaciones de [
ante reparametrizaciones y cambio de

roles de las variables

3.1 Introduccion

En esta seccién se explorara la invarianza de la estimacién de g y de 1/3 con
los tres diferentes modelos presentados anteriormente al cambiar de roles las
variables X y Y. Hay que tener en cuenta que por consideraciones légicas, las
inferencias que se hagan sobre 3 deberfan coincidir con las de 1/3 pues guardan
una relacién uno a uno. Esta comparacién se basa en la idea expresada por
R. A. Fisher (1973, pp. 146):

"A primary, and really very obvious consideration is that if an unknown parameter 0 is
being estimated, any one-valued function of 6 is necessarily being estimated by the same
operation. The criteria used in the theory must, for this reason, be invariant for all such
functional transformations of the parameters".

Por la propiedad de invarianza de la funcién de verosimilitud, para el mo-
delo conjunto (Z,Y) las estimaciones puntuales de 5 y de 1/3 son invariantes

frente a reparametrizaciones. Ademads también lo serdn ante el cambio de
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roles de las variables X y Y. No ocurrird lo mismo necesariamente con las
estimaciones de § y de 1/3 que se hagan con g, al cambiar el papel de las
variables X y Y puesto que para este modelo es importante el rol que juegan.
Aqui serd importante la informacion sobre S que tenga el factor condicional
Y|Z en (1.4). Mientras menor sea la informacién, mayor serd la invarianza en
las inferencias sobre 5. Tampoco serd invariante la aproximacién normal a
gz. Adn cuando la aproximacién normal a g, fuera buena, dependeria de que
gz contuviera casi toda la informacién sobre 3 para que pueda ser invariante
ante el cambio de roles de X y Y.

Asi, si se desea estimar 1/8 = p,/u, mediante verosimilitud, podemos uti-

lizar dos métodos:

1. El primero consiste en estimar = p,/p, y utilizar la propiedad de inva-
rianza de la funcién de verosimilitud y de los EMV, aplicando la repara-
metrizacién uno a uno ¢(f) = 1/3, para obtener asi una estimacién de
/1, Esto equivale a reescalar el eje horizontal de las verosimilitudes
perfiles de 3 mediante la funciéon ¢, para asi obtener la grafica de la
verosimilitud perfil de 1/5. Se denotardn las verosimilitudes perfiles de
1/8 obtenidas con este primer método como: R, (3) para el modelo (1.3),
R,' para el modelo marginal (1.5) y Ry' para la aproximaciéon normal
(1.7).

2. El segundo método consiste en intercambiar los papeles de las variables
X y Y, esto es, utilizar Z*=Y/X y Y*= X, con lo cual se obtienen modelos
en términos de 1/8 = p, /1. Se denotardn las verosimilitudes perfil corres-
pondientes como: Rzx-(5) para el modelo (Z*, X), Rz (5) para el modelo

gz(2") y Rn+(B) para la aproximaciéon normal a Z* (1.7).

Si se llega a inferencias semejantes sobre 1/3 con ambos caminos, se dird
que hay invarianza en la estimaciéon de 5. A continuacién se retomaran

cuatro ejemplos del capitulo anterior en los que se analizard la invarianza de
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las inferencias sobre g utilizando los tres modelos estadisticos con la notacién

descrita en el parrafo anterior.

3.2 Ejemplos sobre la invarianza de las inferencias de

Bydel/s

Ejemplo 1

Este es un caso donde gz(z;3,p,0,) es simétrica y la aproximacién normal
fn(2;Z,0) es buena puesto que §, es pequeno. Recuérdese que estos datos fueron
simulados como z;~ N (50,2.5), y;~ N (80,2). Este es también un caso donde
existe invarianza en la estimacién de g al cambiar los roles de las variables X
y Y bajo todos los modelos. Los pardmetros estimados con ambos métodos

son similares:

~1 ~1 ~1

Bzy | Pz B
1.5851 | 1.5857 | 1.5846
ﬁZX* BZ* BN*
1.5853 | 1.5857 | 1.5807

Tabla 3.17: Estimadores de 8 para los datos del Ejemplo 1.

Moz 50 TuzE2.5 uy=50 O.=E

R(p)

Figura 3.1: Verosimilitudes perfiles de 1/8 con el modelo conjunto.
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Figura 3.2: Verosimilitudes perfiles de 1/8 con el modelo marginal.
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Figura 3.3: Verosimilitudes perfiles de 1/8 con la aproximacién normal.

Aqui los estimadores de méaxima verosimilitud de 5 son préacticamente
el mismo para los tres modelos estadisticos pero la aproximaciéon normal
a la densidad de Z no es del todo invariante en la inferencia sobre 3, lo
cual se ve reflejado en las verosimilitudes, que estan ligeramente trasladadas.
En contraste la estimacién con el modelo conjunto y con el marginal sf son

invariantes en las inferencias sobre 5 en términos de estimacién puntual y

también de intervalos de verosimilitud confianza.
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Ejemplo 3

Se retoman los datos del Ejemplo 3 del capitulo anterior. Este es un caso
donde g, es asimétrica y no es razonable usar las aproximaciones normales.
En este caso no existe invarianza en la inferencia de g cuando se usa la aproxi-
macién normal a la densidad de Z. Sin embargo, los pardmetros estimados
estdn en el rango recomendado por Qiao et. al. (2006) para utilizar Z como

estimador de z/y y se observa que 3,y. es cercano a (..

estimados con ambos métodos son:

R(f)

Figura 3.4: Verosimilitudes perfiles de 1/8 con el modelo conjunto .

~—1

Bzy

~1

Bz

~1

B

1.009

1.0201

0.9652

BZX*

Bz~

B

1.009

1.0202

1.0359

Tabla 3.18: Estimadores de 8 para los datos del Ejemplo 2.

Mozl Tuz0.17 me=l T.=0.17
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Figura 3.5: Verosimilitudes perfiles de 1/8 con el modelo marginal .
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Figura 3.6: Verosimilitudes perfilesde 1/8 con la aproximacién normal.

Aqui se observa que la recomendacion de Qiao de utilizar z para aproximar
T/ si 0,< 0.2 debe tomarse con precaucion si lo que se desea es hacer inferencia
con intervalos sobre 5. Aqui se cumple esta restriccién y sin embargo no existe
invarianza en la inferencia por intervalos sobre 5 para la aproximacién normal
como se muestra en la Figura 3.6, a pesar de que los estimadores 3,y. v B,

sean cercanos. Nuevamente aqui se recomienda usar el modelo conjunto.
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Ejemplo 6

En este ejemplo se utilizardn los datos del Ejemplo 6 del capitulo anterior
donde se simularon datos x;~ N (80,2), y;~ N (1.66,48.33). El valor tedrico del
pardmetro de interés es g =48 y el coeficiente de variacién tedrico de Y es
5, = 29. En este caso la densidad de Z = X/Y es bimodal, por lo tanto ninguna
aproximacion normal es razonable. Los pardmetros estimados con ambos

métodos son:

~—1 ~—1 ~—1
Bzv | B B
0.1205 | 0.1122 | 0.6112
Bzx+ | Bz | B
0.1205 | 0.1205 | 0.1374

Tabla 3.19: Estimadores de 8 para los datos del Ejemplo 6.

El modelo conjunto presenta invarianza en las inferencias puntuales como
era de esperarse pero todas ellas son sumamente malas y distantes del valor
verdadero de 3 = 48. Debido a que la variable Y tiene una varianza muy grande
en contraste a la de X, se tiene que el tamano de muestra es muy pequeno
para tener una buena estimacién de los pardmetros. En Qiao et. al. (2006)
mencionan que es raro encontrar en aplicaciones una variable aleatoria normal
con coeficiente de variacién mayor a 5. Aqui se muestra que en los casos en que
hay bimodalidad se tiene el problema adicional de tener varianzas grandes y
requerir de un mayor tamano de muestra para obtener inferencias razonables,
incluso bajo el modelo conjunto que es el que se recomienda considerar para
hacer inferencias sobre 3. Este es un caso donde las inferencias sobre 3 son
pésimas incluso con el modelo conjunto. Por tanto, en aquellos casos que el
estimador 4, sea grande, es muy importante contar con un buen tamano de
muestra y no usar a g, para hacer inferencia sobre 3 sino el modelo conjunto
(Z,Y).
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Ejemplo 7

Se utilizaron los datos descritos en el Ejemplo 7 de la Seccién 3.2 sola-
mente para la posiciéon Interna Basal de las plantas de agave, a manera de
ejemplificar si las inferencias sobre g basadas en las aproximaciones normales
eran invariantes frente al cambio de roles de las variables. Aqui se estd igno-
rando el hecho de que el citometrista controla la escala en la que se miden
las observaciones, a diferencia del modelo de Diaz-Francés y Sprott (2001).

En este caso existe invarianza en la estimacion de g para los tres modelos
considerados porque ¢, y 9, son muy pequenos y 1/ Si +3§ < 1/3. Sin embargo,
tanto g, como la aproximacién normal producen sobre-precisién en los inter-
valos de verosimilitud que son mucho méas angostos que los intervalos que se
obtienen a partir del modelo conjunto. Los intervalos de 15% de verosimi-
litud se marcan en la Figura 3.7 donde se muestran las seis verosimilitudes
perfiles de 1/3 sobrepuestas, utilizando ambos métodos para los tres modelos
estadisticos.

Esto indica que ademés de checar que los valores de 4, y 3, estén en el
rango recomendado, también es necesario revisar que el tamano de muestra
no sea muy pequeno si se va a usar una aproximacién normal. Los pardametros

estimados con ambos métodos son:

~—1 ~_1 ~—1

Bay | Pz B
1.5434 | 1.5439 | 1.5438
BZX* ﬁZ* ﬂN*
1.5434 | 1.5438 | 1.5441

Tabla 3.20: Estimadores de 8 para los datos del Ejemplo 7.

Obsérvese que los estimadores puntuales de 3 son préacticamente inva-
riantes, pero, nétese que las curvas perfiles del modelo conjunto discrepan en
la apertura y precision que dan sobre 3 con respecto a las del modelo marginal
de Z y su aproximacién normal. En otros ejemplos simulados se observé que
al aumentar los tamanos de muestras en situaciones similares, las curvas que

aquf discrepan, se acercaban.
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145 1.5 1.55 1.6 1.65
Figura 3.7: Verosimilitudes perfiles de 1/8 con los tres modelos .

Ejemplo 8.

Se retomarén los datos del Ejemplo 8.

Se utilizard este conjunto de datos para evaluar la invarianza en las inferen-
cias sobre AI/AG para solamente uno de los grupos de pacientes, los pacientes
con diabetes moderada. Para esto se cambiardn los roles de las variables X y
Y, y entonces se aplicardan los dos métodos descritos en la Seccién 4.1.

A continuacién se muestran las graficas de las verosimilitudes perfiles de s
para los tres modelos presentados en el Capitulo 1 utilizando los dos métodos
descritos en la Seccién 4.1 para el conjunto de datos de pacientes con diabetes

moderada:

~_1 ~—1 ~—1

Bzv | Bz B
0.7497 | 0.6026 | 0.6026

BZX* 52* 61\7*
0.7497 | 0.6026 | 0.7305

Tabla 21: Estimadores de 8 para los datos de pacientes con diabetes moderada.
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Figura 3.9: Verosimilitudes perfiles de 8 con el modelo marginal.
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Figura 3.10: Verosimilitudes perfiles de 8 con la aproximacién normal.

Para este conjunto de datos no existe invarianza en la inferencia de AI/AG
utilizando la aproximacién normal. Ademds la densidad de la variable Z es
asimétrica, por lo tanto no es razonable de entrada utilizar una aproximacién
normal. En cambio, si hay invarianza como era de esperarse para los modelos
(Z,Y) y el marginal de Z.

Se observa que con el modelo marginal g, y también consecuentemente con
la aproximacion normal se tiende a subestimar el indice insulinogénico. De
manera especial este modelo asocia una plausibilidad bajisima al valor g =1

en comparacion a lo que se tiene con el modelo conjunto (Z,Y).

3.3 Conclusiones

Cuando se usa el modelo (Z,Y) para hacer inferencias sobre 3, a través de
la verosimilitud perfil y de intervalos de verosimilitud-confianza, dichas in-
ferencias serdn invariantes frente a reparametrizaciones uno a uno y frente
al cambio de roles de las variables X y Y. Solamente cuando las aproxima-
ciones normales sean razonables para g, serd que todas las inferencias sobre
B bajo los distintos modelos considerados coincidirdn. Cuando la densidad
gz es asimétrica o bimodal, las inferencias sobre 5 hechas con este modelo no

son invariantes para estimar 1/4.
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Capitulo 4

Conclusiones generales

En esta tesis se caracterizé la forma de la densidad del cociente Z = X/Y de
dos variables aleatorias normales independientes X y Y en términos de los
parametros, especialmente en términos de los coeficientes de variacion 4, y
§,. Dicha variable Z no tiene momentos finitos y puede ser marcadamente
asimétrica, simétrica, con colas pesadas e incluso bimodal. Se demostré
analfticamente bajo cuédles condiciones en 4, y J, es posible aproximar dicha
densidad con la de una normal, en un intervalo centrado en el pardmetro de
interés = FE (X) /E(Y).

En la literatura de Citometria de Flujo, tradicionalmente se ha supuesto
que Z sigue una distribucién normal, se estima con esta densidad el cociente
medias 8 de manera puntual y se utilizan Anélisis de Varianzas para comparar
los valores de 8 en varios grupos poblacionales. En este trabajo se cuantificé
el error de tales procedimientos, dependiendo de condiciones en 4, y §,. De
manera mdés especifica, se mostré que al considerar variables aleatorias nor-
males independientes X y Y, suponer que el cociente Z = X/Y es normal sera
razonable solamente cuando §, y 4§, sean menores a 0.1. En otros casos, la
densidad de Z podria ser asimétrica o incluso bimodal.

Se mostré también céomo las graficas de la verosimilitud perfil de 5 obtenidas
a partir de un modelo adecuado, son sumamente informativas cuando el ob-

jetivo es realizar inferencias sobre este pardmetro de interés y comparar los
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valores de 8 en varios grupos poblacionales. En contraste, los resultados
de un ANOVA y la estimacién puntual de 8 con un modelo normal, como
tradicionalmente se efectiia en dreas como la Citometria de Flujo y otras, son
mucho menos informativas, pueden no ser aplicables y conducir a conclusiones
equivocadas sobre el pardmetro de interés.

Con el ANOVA sélo se puede concluir si hay evidencia en contra de la
igualdad de medias. Cuando se rechaza la hipétesis nula de que las medias
sean iguales no se sabe cudl o cuales grupos son los que discrepan en 3, ni en
qué magnitud. Por otra parte, cuando no se rechaza la hipétesis nula, no se
sabe si verdaderamente 5 es comin a todos los grupos o no; lo tnico cierto
es que los datos no contienen evidencia suficientemente fuerte en contra de
dicha hipdtesis. En contraste, al utilizar la verosimilitud perfil de 3 se pueden
dar estimaciones puntuales e intervalos de verosimilitud-confianza para 3 en
cada grupo, lo cual es mucho més informativo ya que muestra la evidencia a
favor de valores de 3 que estd sustentada por los datos.

Se mostré ademds que el modelo marginal g,(Z) puede no contener toda
la informacién sobre 3 ya que pierde la informacién que contiene el modelo
condicional ¢(Y|Z) sobre 3. Este modelo g,(7) tiene la ventaja de tener menos
pardmetros (tres) identificables que el modelo conjunto ¢(Z,Y) que tiene cua-
tro parametros; sin embargo g, presenta una mayor complejidad para maxi-
mizarse numéricamente y asi poder hacer inferencia sobre 3 con enfoques de
verosimilitud.

Para datos pareados se recomienda utilizar la verosimilitud perfil de s del
modelo presentado en Diaz-Francés y Sprott (2001). En el caso de datos ci-
tométricos, este modelo considera todos los aspectos del manejo del citémetro
para la obtencion de los datos que involucra un pardmetro adicional por cada
pareja observada (z;,y,). En Citometria de Flujo, se ha usado la aproximacién
normal a g, para estimar g indiscriminadamente y sin tomar precaucién al-
guna. Lo minimo que se debe hacer antes de considerar esta aproximacién

es revisar las magnitudes de los coeficientes de variaciéon estimados 46, y 6,,.
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En el ejemplo que se mostré de agave, la aproximacion normal fue razonable
porque 4, y 0, fueron pequefios, pero en otros casos de Citometria bien podria
no serlo por lo que hay que estar siempre al pendiente.

En la literatura estadistica se ha mencionado que la densidad de Z = X/Y
es aproximadamente normal cuando el coeficiente de variacion ¢, es pequeno.
Esto se ha mostrado solamente de manera empirica o mediante simulaciones.
En esta tesis se demuestra analiticamente que existe una aproximacién nor-
mal razonable a g, en un intervalo centrado en g cuando los coeficientes de
variacién 4, y 6, son pequenos.

Al utilizar el modelo marginal g,(Z) se tiene una asignacién implicita de
roles (numerador y denominador) a las variables X y Y. En esta tesis se
muestra que esta asignacién es crucial debido a que la variable en el deno-
minador determina de manera importante, dependiendo de la magnitud de
§,, la forma de la densidad de la variable Z y por tanto si una aproximacién
normal serd razonable o no. Una aproximacién normal seria adecuada solo
si ambos 6, y §, son menores que 0.1, para que ademés las inferencias sobre 3
sean invariantes frente a un cambio de roles de las variables X y Y.

En general, se recomienda analizar cuidadosamente el contexto del feno-
meno de interés y entender claramente el mecanismo aleatorio que genero a
los datos para asi poder elegir al mejor modelo para hacer inferencia sobre
B, a través de la verosimilitud perfil correspondiente. En el caso de k pobla-
ciones distintas, se recomienda graficar juntas las verosimilitudes perfiles de
B de todos los grupos, bajo el modelo elegido, con fines comparativos y dar
las inferencias sobre 5 en términos de intervalos de verosimilitud-confianza
para cada grupo. Esto es mucho mds informativo y pertinente que contar

solamente con estimaciones puntuales o con los resultados de un ANOVA.
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Apéndices

A1l. Densidad de Z bajo independencia de X y Y

Se calculara la densidad del cociente Z = X/Y de dos normales independientes

X vy Y marginalizando la densidad conjunta de Z y Y dada en (1.3) :

9z(2) Z/Oo 9(z,y) dy,

o0

Primeramente se separa la integral como sigue:

0 00
gZ(Z) :/ gZY(Zuy) dy+/ gZY(ZJy) dy = —[1—‘1_.[2.
—00 0

Para simplificar notacién se definira:

Lo [_ (872 + 1)

:270§p 265

Entonces podemos reescribir I; como:

0 0 1[ 2 2y (2Pp*+1
! /_Oogzy(z,y) y /_ooyexp{ 5 U§p2(zp +1) %p( 5, )]} y

Se utilizard el siguiente cambio de variable:

2 2
Y~ 20 2y (2Bp”+1
- +1) — 7
v = et w( 5,
22pt +1 2?4+ 1
du = 2|y 5 5 — .
o2p TP0y
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Entonces se tiene que:

0 A 0 2P+ 1\ 2B+ 1
L o= dy=——y | 2 -
1 /_Oog(27y) y 2 (Zi22p_,’2_1> \/;Oo ly( 0-122,02 > O-xpfsy 1
L[y 5, 2y (2Bp> +1
2 1) — d
xexp{ 5 L%IOQ(Z p~+1) ol 3, Y
_L/O Q(ZﬁpQH)
2(52) e X e

1 2 2 2Bp? + 1
con (-4t~ 2 (2521)
x x )

= In+1,
donde:
A 0 U
[11 = —W /C;O exp (—5) du
o2p?
1 B>+ 1) | [ _a2p’
- 7 &XP |~ 2 2 2
2wop 20, z2p? 41
= exp (_1+ﬁ2p2) p
- 5 ,
20, 2m(1 + p?22)
y

2,2
o%p

L[y 5, 2y (zBp*+1
—= 1) — dy.
Xexp{ 5 lain(z p”+1) _— 5, y
Conviene definir las siguientes variables para simplificar notacién:
1[(2%p*+1
o= - (L),
2\ o
)\ — <_Zﬂp2 _'_ 1) 9
préy
2.2 2
Vo= ATz 2Bp”+1Y
22p?2 + 1 dy
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Entonces:

0 A2\ [0 22\ ?
I,= —M/ exp (_QyQ + )\y) dy = —M exp (@) / exp |—0 (y — 7) dy.

Realizando el cambio de variable v = V0 (y — 2), se tiene que:

[12 =

Il
I
SR ERE
g
N\

oo () ()

donde erfc(z) = 1—erf(z). Sustituyendo los valores de 0, A y M se tiene finalmente

que:

112—

1 p(1+Bp*z) p*(z = B)?
—= exp | ——z——— | erfc
2218, (1 + p222)3/2 20, (1 + p222)

Es conveniente separar la integral I, como:

1+ Bp*z
5,0/ 2(1 + p222) |

Izz/ 9(z,y) dy:/ 9(z,y) dy+/ 9(z,y) dy = I, 41,
0 0 T
donde:

o _Tap (2Bp* + 1)
ECED
Usaremos la siguiente relacion:

222<Z2p2—|—1)— 2y <Zﬁp2 + 1> _ ( 2P +1 B8P +1 )2_ ( 2Bp* +1 _>2.
TP Tzp Oy Tzp dy\/22p% + 1 dyn/22p% + 1
Entonces para la integral I, se tiene que:
/rexp [l( ZpP+1 2Bp* +1 )2]
0 2 Ogzp (Sy\/m
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Haciendo el cambio de variable:

R AVAa

= —

Y

se tiene que:

2
1 (zBp* +1)° / 1 2Bp* + 1 Oap
Iy;= Aex _— ———Vexp|—= |V - ——— ———dV,
. ! 252 (2%p* +1 V22pr+1 P12 SN/ 22p2 + 1 V2t +1
donde:

VPP +1
r=———-"""m2.
TP

Por simplificacion se definira:

1 (28p*+1)°
24, (22p* +1)

_ 1 eXp[_ pP(z — B)? ]

2 2
2ma2p 20, (14 p?2?)

B = Aexp

Haciendo ahora el cambio de variable:

2p* + 1

0y 22p% + 1

W =V-

se tiene que:

donde:
2
o ZBp7+1
L

_5y\/z2p2 +1

Hacemos el cambio de variable T = —W y se tiene que:
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*k

2.2 T 1
In = B—2l / (" — T)exp ( —=T2 ) dT
D Jo 2

(22p2 +
O'QPQSC** x** 1 0.2p2 T** 1
= B—2*—— —=T?|dT — B—2—— T —=T? | dT.
(22 + 1) / o ( 2 (2 + 1) / o ( 2 )
Haciendo el cambio de variable ¢ = %, se tiene que para la primera integral:

O'2p25(3** T** 1
B—= —=T?)dT =
(2202 + 1) / o ( 2 )
azpzm** T T
B—=2 ./ —erf =
(22p* +1)V 2 (\/5 >
o2 p? 2Bp? + 1 T ot ( 2Bp? + 1 ) B

B —er
(2202 + 1) §,4/22p2 + 1V 2 dy\/2(22p? + 1)

Lo p(48p%2) L (=B | 1%
2276, (1 + p222)3/2 262(1 + p?2?) 0,0/ 2(1 + p222) |

Para la segunda integral se tiene que:

2 2 Z,** 1
B%/ Texp | —=T%)dT =
(20 +1) Jo 2
2P
(z%p* +1)

2 2 1 2 12
B2 11 o _LGEBr 1)
(22p* +1) 20, (2% +1)

1 po(z — B)° o p? 1 (0% +1)°
5= €Xp | — =5 0 l—exp|—c% 5=
2ra2p 20,(1+ p222) | (2%p*+1) 20, (2% +1)
p*(z—B)?
2
20, (1 + p?2?)

[1—exp (¢™)] =

1 P
—————Jex
27(1 4 p222) P

Por lo tanto:

I, = / g(z,y)dy

1 B+ [ LTy o 2y (289" +1
- YTy - 1 d
2707, P [ 25 /x YR =3 |52, (2*p" + )%p 3 Y

o 1[ 42 2y [(zBp* +1
— A/x Y exp {—5 [02,02 (2’p* +1) — o ( 5, dy.
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Ahora, realizando el cambio de variable:

R AVAa

= —

Y

se tiene que:

2
1 (280 —|—1 / 1 2Bp* +1 Ozp
Ip= Aex Vexp — V- ——— ——=dV,
22 P 252 (22p2 + 1) /_z2p 1 2 5, /2202 + 1 [22p% + 1
donde:
2,2 1 1
VPP
TP
Sea

L (289 +1)°
S L
25, (2p* +1)

_ 1 eXp[_ pP(z — B)? ]

D)
2mo2p 20, (1 + p?22)

B = Aexp

Haciendo ahora el cambio de variable:

2p% + 1

0y 22p? + 1

W =V-

se tiene que:

ngz R |
Iyo= Bm/% (™ + W) exp (—§W ) dw,
donde:
- 28p* +1
v Oy/22p% + 1
T = 2" —x"=0.

Haciendo el cambio de variable:
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se tiene para la primera integral:

Uip2x** e ) 1 )
B / exp | —=T? ) dT
(20" +1) Jo 2

0'2p21)** T
— p—x = T o
e 1)\/;er ¢ (0)
P ik N £
(22,02+1)5y /22/)2—1—1 2
B € i) N Y Gl
22716, (1 + p222)3/2 262 (1+ p22%) |

Para la segunda integral:

O.2p2 o] 1
B———— ——W?
el
o p?
2 + 1)

_ | e
(Lt p22) 2021+ p222) |

Asi, finalmente retomando todas las expresiones se obtiene:
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9z(2) = I+ Lo+ Iog + 1oy

= exp| — Lt Bsz P
25; 2m(1 4 p222)

1 p(1+ Bp*2) exp |- PP=0)? | | L+D5p%
2/2m6,(1 + p222)3/2 I 262(1+ p*2*) dy\/2(1 + p?22?)
1 p(l+Bp°2) exp | — PPE=0) | | 1080
2218, (1 + p222)3/2 I 262(1 + p*2?) | dy\/2(1 + p?22)

1) =82 | 14 3%p?
27(1+ p222) P 25;(1 + p222) b 25;
1 p(1+8p%2) A== 8)
2/270,(1 + p222)3/2 265(1 4 p22?)

2m(1 + p?22) 267(1 + p22?)
e [ LB p
P 2(53 (1 + p222)
pA+06p%2) | PGB | | 1480 (4.1)
V278, (1 + p222)3/2 267(1 4 p22?) 0,201+ p222) |

Reparametrizacién Hinkley.

David Hinkley (1969) obtuvo la densidad g, como se muestra a conti-
nuacion. Hay una correspondencia uno a uno entre la expresién anterior

(4.1 ) y la densidad obtenida por Hinkley (4.7). Sean

a(z) — U%(Hp?z?)%, (4.2)
b(z) = Ji(gier—}Sy) (4.3)
d(z) = exp [%} y (4.5)
erf (%) = B(z) — B(—2). (4.6)
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Entonces la densidad gz(z) se puede reescribir como:

9z(z :\/%fjjizg,(z) {q) [@] -° {_a(z)] } +7razaia2(z>
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A2. Funcién de error

Las integrales de error 6 funcién de error se definen como:

2 T
erf(r) = —/ e dt,
@ =
2 e
erfc(z) = 1—erf(x) = ﬁ/x e Udt.

La gréfica de la funcion erf es la siguiente:

1

A continuacién se enuncian cuatro propiedades importantes de esta fun-
cién:
Propiedad 1.

erf (x)—erf (—x) = 2erf ().

Propiedad 2.

lim erf(z) = -1,

T——00

lim erf(z) = 1.

r—00

Propiedad 3.
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donde:
Propiedad 4.

donde:

x
7(@,3:):/ t*te~tdt.
0
Una aproximacion 1itil a la funcién erf es la que presenta Sergei Winitzki

(2008) :

4 2\ 11/2
—+ax
erf (z) =~ [1 — exp (—xzm)} :

T

_ 83
donde a =272,
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A3. Demostraciéon del Teorema 1

Teorema 1 (David Hinkley, 1969). Sean X y Y variables aleatorias indepen-
dientes con distribucion normal, X < N (u,,0,) yY < N (p,,0,) , donde p,# 0,
m,# 0, 0.>0, 0,> 0, sea Fy la funcion de distribucion de la variable Z = X/Y.

Para w € R fijo se define:

Wity —

)
1 w?
020y /U% + )

Fr(w): =P[X—-wY <0]=

entonces F, — F* cuando é, = o,/n, — 0.

A continuacién se da la demostracién de este teorema. La idea bésica
de la demostracién fue tomada del articulo de Hinkley (1969), pero aqui se
presentan los pasos con mayor detalle.

Demostracién. Por definicidn:

Fz(w) = P[Z<w]=P[X/Y <uw
— PIX)Y <w,Y >0+ P[X/Y >w,Y <0
= P[X/Y <w|Y >0]P[Y >0+ P[X/Y >w|Y <0]P[Y < 0]

= PX—wY <0|Y >0]P[Y >0]+P[X—wY >0V <0]P[Y <0].

Dado que Y « N (u,,0,) se tiene que:

Ply <0 = @(—@),
Py >0 = @(@).

Notemos que:

PlY <0] — 0, cuandod, — 0,

PlY >0 — 1, cuando d, — 0.
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Ademéds, para w fijo se tiene que X — wY « N (p, — wp,, /02 +w?s2), en-

Yy
tonces:

Wiy — [,
PX —wY <0]=9® / =F"(w).
(Umay1 /% + Zj—g)
Utilizando las relaciones P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)y P(A°) =1 -
P (A) se tiene que:

PIX —wY <0,Y >0 = P[X—wY <0/+P[Y>0-P{X—wY<0}u{y >0}
= F*(w)+1-P[Y <0 —(1-P[X —wY >0,Y <0])

— F*(w)—P[Y <0+ P[X —wY >0,Y <0].

Por lo tanto:

Fz(w) = F*(w)—P[Y <0]+2P[X —wY >0,Y < 0]

— F*(w)-P[Y <0](1-2P[X —wY > 0]V <0)).

Ahora (1 —2P[X —wY >0]Y <0]) € [-1,1], entonces:

[F7 (w) — F* (w)| =
|P[Y<O](1—2P[X—wY>0|Y<0])|gP[Y<0]:<I>(——>.

Dado 0 < e < 1 existen p, y o, tales que @ (—Z—Z> = ¢, por lo tanto Fj (w) =
F*(w) cuando §, = * — 0. m

En el caso limite la aproximacion a la densidad g. tendra la forma:

 bw)d(w)
V270,003 (w)

Las definiciones de las funciones a(-), b(-), d(-) se dan en el apéndice Al.

f (w)
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A4. Aproximacién de la media y la varianza de Z

Resultado de Mood et. al. (1974 pp. 181). Sean X e Y variables aleatorias con
medias F[X]= puy, E[Y]=puy, varianzas Var[X] =o%, Var[Y]=0> v Z=X/Y;

entonces, si la esperanza y la varianza de Z existen, se pueden aproximar asf:

Hx 1 Hx o
Fl7Z] ~ ——-—=Cow|X,Y|+ 507, y
7] py 13 XY pio v
2 2 2
2 XY
Var(z] ~ <u_x) (0_§+0_§_M>.
Hy Hx My Hx Hy

Demostracién. Sea:

Z=hX,Y)=X/Y.

La expansién en una serie de Taylor de esta funcién alrededor del punto

(py, ity ) hasta el término de segundo orden es:

Oh(X,Y)

Z = h(X,Y) = h(ux,py) + (X — px) OX

(va):(MX VMY)

(XY
+(Y — py) %
(X’Y):(/"‘X».U‘Y)
+(X — px)* (XY
2 IX2 (X ¥ )=(ux iy )
+<Y - ,U’Y)Q a2h<X7 Y)
2 2 | Xy )=(uxy)
Ph(X,Y)

(X = px)(Y = py)

0XoY

(XuY):(.“‘Xn“‘Y)

Tomando la esperanza a esta aproximacion:

O*h(X,Y)

1
E(Z) ~ h(ﬂX,/Ly)—FiVGT[X] 0X2

(X,Y)Z(;LX HuY)
1 h(X,Y
+§Va7"[Y] TMXY) 8<Y; )
(Xry):(MX 7MY)
0?h(X, Y)
0XoY

+Cov[ X, Y]

(X, Y)=(px tty)
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A continuacién se calculan cada uno de los términos de esta aproximacién:

OR(X,Y) 1
OX | (x)=(ux iy 1y
8h(X,Y) MX
(X, Y) _ _Ix,
| Xy )=(uxiy) Hy

O2h(X,Y) .
X2 (X ¥)=(uxiy)
a2h<X7Y> Hx
FnX.Y) _ Ix
2 | Xy )=(uxuy) 1y
92h(X,Y) o
OXOY | (x v )=y iy) 7

Por lo tanto:

1
E (2]~ EX v [v]— = Covl X, V).
Hy Ky Hy

Utilizando la aproximacién de primer orden en la serie de Taylor y en el

caso de independencia, la varianza puede aproximarse por:

=)'+ () ()
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AS5. Demostracion del Teorema 2

Teorema 2. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal con media
w,> 0, vartanza o> y coeficiente de variacion 6,= o,/ p, tal que 0 < <\ < 1.
Dado ¢ € (0,1), existen un valor v(¢) € (0,)\) y una variable aleatoria normal Y,
independiente de X con media p,> 0, varianza o;, y coeficiente de variacion

oy=0y/ 1y, que cumple con:

0 < §,< y(e) <A/ A* =62 < A\,

y es tal que st Z = X/Y, entonces para z en el intervalo:

1= {2 5 a4 () ) = {2 SR v ) g

se cumple que:
IF(2) - Fy (2)| < &, (4.10)

donde F es es la funcion de distribucion de una variable aleatoria normal con

media 8 y desviacion estdndar /52 + 6,

F(2) = ® ;—uz/qu :
\/ (o0/ty)” + (a/11y)” (0y/ 1)
2—f
= ¢ | - 4.11
| 8/32 + 6 )

y Fy es la distribucion de Z.

Es decir, bajo las condiciones en los pardmetros mencionadas, la distribu-
ciéon normal propuesta (4.11) aproximard muy de cerca a la distribucién F, en
el intervalo descrito en (4.9).

Demostracién. Definase:

z — z —
hs) = By = Mo ZHy .50

1 2 2 2.2’
020y ngz Vit 2oy

o2
Ux

z— z—
Y hy(2) = Mx/#y = Hy Ha , z > 0.

VOl + () (0,/m)° \Jo2 402 (0,/n,)’
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Nétese que hy (z) es equivalente a la expresion del argumento de la aproxi-
macion que da Hinkley en (4.8). Luego, considérense a las siguientes distribu-

ciones:

Fr(w) = @[ (w)],
F(w) = ®[hy(w)],

donde F* es la aproximaciéon de Hinkley a la distribuciéon de Z y F es la
aproximaciéon normal propuesta en (4.11). Se demostrard primero que dado
0 < ¢ < 1 existe un valor positivo 7 (¢'), tal que si §, < n entonces para todo

z € I se cumple que:

éJ

[ (2) = b2 (2)] < S (4.12)

Esto con el fin de mostrar que si el coeficiente de variacién §, es suficien-
temente pequeno, entonces los argumentos de la distribucién de la normal
propuesta y de la aproximacién de Hinkley son cercanos. Dada la definicién

de hy ¥y hy y que z > 0 se tiene la siguiente relacién:

hi(2) = ha(2),  siz=p,/u,=p,
hi(z) < ha(2), siz > [,
hi(2) < ha(z2), siz <.

Por lo tanto h, (z) < hy (2) para z € I. Ahora:

d I [, 02+ 1,022
Ly (2) = i (2)) = AT TRy
Vo2 + 12 (o,/n,)" (03 +2203)

A continuacién analizaremos el comportamiento de esta derivada para

demostrar que las diferencias méximas entre h, y h; se encuentran en los
extremos del intervalo I ya que h, (2) — hy (2) siempre es no negativa y alcanza

el valor 0 en 3, que es el punto medio del intervalo I.

89



Siz > p,/n,, entonces:

Hy _ HyTs + 1a0y? = A ! _ o+ (a/1y) 032
Y 3/2
Vo iz (ofn) (3 220)" oz (o)t (o2t 20"
., L o (um) o
' _\/03: + 13 (Uy/ﬂy)2 (J?E + ('uw/'uy) JZZ)3/2
_ _ 1 1
— 2 2 2 2 2
_\/O-w + Mm (Uy/ﬁby) \/Ux + (:u’:p/:uy) Jyz
Si z < p,/p,, entonces:
Ky _ /Lyai—kumaz,z _ 1 _ Ui—l— (,ux/py) 0-224’2
Y 2
\/0-520 + 13 (%/ﬂy)2 (o3 + Z20§)3/2 _\/0525 + 43 (ay/uy)2 (02 + 2203)3/
- | 1 ol + 2%0
L _
Y -\/Og N ui (Uy/,uy)2 (0925 + 2205)3/2
= 5 1 B 1 ~0
Tz (o)’ VO

Por lo tanto [hy(2) — hy (2)] es decreciente para » < 3 y es creciente para

z > f.

Debido a este comportamiento se tiene que la diferencia (hy — h;) toma sus

valores médximos en los extremos del intervalo I, por lo tanto para que se

cumpla la desigualdad (4.12) en todo I es suficiente si esta desigualdad se

cumple en ambos extremos del intervalo 1.

Si la desigualdad (4.12) se cumple en el extremo izquierdo de I se tiene que:

A =

ha Nx/ﬂy - i\/(az/“yf + (Mac/”y)z (Uy/'uy)ﬂ

i [Mm/uy - %\/(Gm/ﬂy)2 + (1 11,)” (Uy/“yﬂ
o Vo2 iz (o,/n,)’ )

AA
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Nétese que A < £'/) es equivalente a:
Vor+ iz (o,/m,)°
2 1 2 2 2 4
\/Ux + <:ux (O-y/:uy) - X\/O-m (O-y/uy) + 2 (Jy/,uy) )

<14¢€.
2

Luego:

1 2
02+ 20, < (1+¢€) \/Ui + (Mx% - Vo, + M%@i) :
1 2

oy + (uxéy -V, + uiéi) ] ,

1 2
2[1-re] < (- 3y (e -
L / _
= /%20573 (1—X\/5§+(5§> (1—1—8/)2—1 .

Por lo tanto A < ¢'/\ es equivalente a la siguiente expresién:

o+ 20t < (1+¢€)

oy

2
5 [(1+5')2—1] > 52 1—(1-%,/5%55) (1+e)?]. (4.14)

Para §,, \ y ¢ fijos se cumple que:
: 2 1 2 2 2 "2
Jim, [1— (1—X1/51,+5y (1—¢)

2
Dependiendo del signo de [1 - <1 — /02 + 63) (1+ 5’)2] , este limite serd
por la derecha o por la izquierda.

= 0.

Entonces existe n,=n, (¢/,6,,\) > 0 tal que si §,< 7, se cumple la desigualdad
A<E /N

Andlogamente, para el extremo derecho del intervalo I se tiene:
B = hy [ux/uy + i\/(ax/uyf + (1) 18)” (Uy/uy)z]
—hy [%/gy + i\/(aw/uy)2 + (1) 11)” (Uy/uy)z}
1 Vor i (oy/n,)”

)
\/Oi + {MI (0y/1y) + %\/O?g (0y/18)" + 12 (%/uy)‘l}

1
A

5 .
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B < 3¢’ es equivalente a:

52 [1 —(1- g’)Q] > 52

(1 + %my (1—¢) - 1] : (4.15)

Para §,, \ y ¢ fijos se cumple que:
1 2 2 ? n2 o
<1+X\/6m+5y) (1-¢) —1] = 0.

2
Dependiendo del signo de {(1 +1/02+ 63) (1—¢)? - 1] , este limite serd

por la derecha o por la izquierda.

lim 5;
0y—0

Entonces existe n,=n, (¢, 6., \) > 0 tal que si §,< 7, se cumple la desigualdad
B < ¢'/A. Eligiendo n <min{n,,n,}, se tiene que |k (2) — h2 ()| < £'/A, para todo
zel.

Equivalentemente para » € I se tiene que:
ho (2) =€ /A < hy (2) < he (2) +€"/ A
Luego para 2 € I

[F(z) = F* (2)] = [®[h2(2)] = @ [h1 (2)]] = @ [h2 (2)] =P [P (2)]
< Blho (2)] =D [ha (2) — £'/N].

Utilizando el Teorema del valor medio para integrales y el hecho de que
la densidad de una normal estdndar ¢ tiene un méximo de altura M = 1/v2rn
que se alcanza en cero y por tanto se tiene que existe & € (hy (2) —€'/A, hy (2))
tal que:

ha(2)
Bfha ()]~ lha () /N = [ @)t =o(6) /A< M/

ha(z)—e’ /A

Por lo tanto si §,< n se cumple que |F (z) — F* (2)] < Me'/)\ y esta cota superior

no depende de z. Eligiendo /< £\/2M se tiene finalmente que:

|F (2) — F* (z>y<§.
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Ahora, debido a que F, converge uniformemente a F* cuando §, — 0 (Hin-

kley, 1969) se tiene que existe n,= 1, (¢) tal que para §,< n, se cumple que:
. €

Por lo tanto dado 0 < e < 181 0 < §,<min (n (g,02,A), 15 (¢) ,\/>\2—5i) =y para
todo z € I, por desigualdad del tridngulo:

[F(2) = Fz (2)| S |F (2) = F* ()| + |F* (2) = 2 ()| <5 +5=<.
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