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1

Introduccién general

El fin de este capitulo es introducir los resultados del presente trabajo. El concepto de
superproceso, los enunciados precisos de los resultados y sus demostraciones aparecen

1.1 - El concepto de tiempo local del movimiento browniano

El propdésito de la presente seccién es motivar algunas nociones de tiempo local que
estudiaremos para una clase de superprocesos.

Una definicién heurfstica del tiempo local LY (en 0 € R) del movimiento browniano
real B = {B;:t > 0} estd dada por

0= / o(B.)ds, (1.1)
0

donde &y es la delta de Dirac en 0 (ver [54]). Nétese que (1.1) no es una definicién

rigurosa debido a que 8y no es propiamente una funcién. En la bisqueda de un
significado riguroso de esta magnitud, P. Lévy [40] introduce la nocién fundamental
de tiempo local. Lévy consideré la sucesién de funciones {¢,}e>o definida por

1
QDS(CU) = 2_61(—6,6) (37), z €R,

11




12 1. Introduccién general

la cual converge a 0y en sentido distribucional cuando € — 0. Entonces el tiempo local
del movimiento browniano se define como el limite en L?

T 1 t
L) =1 = lim — —€,€ s . .
: if%l/o ©e(Bs)ds = lim 26/0 1(—)(Bs)ds (1.2)

La integral f(f L—ee) (B;)ds da una medida de la cantidad de tiempo en el intervalo [0, ¢]
que el movimiento browniano B pasa en la vecindad (—¢, €) de 0. De esta manera el
tiempo local L? es una, medida de la cantidad de tiempo que el movimiento browniano
“pasa en la vecindad del punto 07, de hecho este fue el nombre que originalmente Lévy
le dio al tiempo local, “mesure du voisinage” [36]. La demostracién dada por Lévy
de la existencia de L? se basé en un estudio delicado de la estructura de los ceros
de B (ver la monografia de F. Knight [37]). Por otra parte, el desarrollo del célculo
estocastico, y en particular la férmula de It6, permitié a H. Tanaka [59] concebir
una demostracién mds directa de la existencia del tiempo local, dando ademds una

férmula para esté, a saber
L =|B|-|Bo| - M, cs,
donde M; es una martingala definida como ’vla‘i iivi:teér’al" estocéstica
M, = / tsgn(B)dB o e
con 0

1 1
sgn(x) — { ; x> )

-1, z<0.

Otra forma de definir el tiempo local es a través del tiempo de ocupacién del
movimiento browniano (estudiado en forma extensa en [24]), el cual se define por

Y(C) = /Ot lo(Bs)ds = A{s€[0,t]: B, € C}, t=>0,

donde \ denota a la medida de Lebesgue y C pertenece a la familia B(R) de Borelianos
de R. El tiempo local, £7, se define, cuando existe, como la densidad del tiempo de
ocupacién con respecto a la medida de Lebesgue. De esta definicién del tiempo local
se sigue ([12], Teorema (11.7), [53], Teorema (5.9), [51], Corolario (1.6)) que para
cualquier funcién g Borel-medible acotada y ¢ > 0,

/Otg(Bs)ds = /+oo g9(z)L3dx, cs. | (1.3)

-0

=
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e
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L. C. G. Rogers y D. Williams [54] dan una prueba de la equivalencia entre los

tiempos locales LT v £7 del movimiento browniano.

1.2 Tiempo local del superbrowniano

Sea X = {X; : t > 0} el superbrowniano continuo en R? (también llamado proceso
de Dawson-Watanabe, ver la Seccién 2.8). '
Al igual que en la seccién anterior comenzamos con una definicién intuitiva del

tiempo localen 0 € R? del superbrowniano en R?

0= /0 "X, (60)ds = /0 t /R Go(a) X, (da)ds. (1.4)

Con el propésito de darnos idea del significado de este concepto recordemos lo sigui-
ente. Si u es una medida en (R¢, B(R?)), el soporte de 4 es el conjunto de todos los
puntos z € R? tales que u(B(x,€)) > 0 para toda bola abierta B(z, ) con centro en
z y radio € > 0. Tomemos la sucesién {¢, }e0, definida por ‘

1

o pe(T) = c—lB(o,e)(fﬂ), z € RY, S € 8-

€

donde ¢, es el volumen de B (0,€). Nétese ¢, converge en sentido distribucional a 6o

cuando € — 0 y por lo tanto podemos definir a L como

t

LV =1lim | X(p.)ds = lim—l— th(B(O, €))ds. (1.6)

1o Jy el ce Jo :
Asi, en analogfa con (1.2), el limite (1.6) es una medida de la cantidad de tiempo, en el
intervalo [0, 1], en el que 0 est4 en el soporte del superbrowniano X I. Iscoe [32] empled
la sucesién (1.5) para demostrar la convergencia débil de {c;* fot X:(B(0,€))ds} al
tiempo local L2. Més tarde, R. J. Adler y M. Lewin [3] toman una sucesién {¢, }eo de
funciones “suaves” que convergen en sentido distribucional a 6y y definen los tiempos

locales aproximantes
t .
LY =/ / () Xs(dz)ds, t>0, e>0. (1.7)
0 Jre

Adler y Lewin demuestran que {Lg’€}€>0 converge en L? cuando ¢ — 0 si d < 3.

Al limite, L?, le llaman tiempo local del superbrowniano X. Este es el enfoque que
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adoptaremos para definir el tiempo local del superbrowniano y del superproceso dis-

continuo (a,d, §).

Otra forma de abordar el tiempo local del superbrowniano es a través de su tiempo
de ocupacién, concepto que fue introducido por I. Iscoe [31] en el contexto de super-
procesos (a, d, 3). El tiempo de ocupacién de X se define como un proceso a valores

medidas dado por
t
_ / X,(B)ds, BeBRY, t>0. (1.8)
0

En este contexto el tiempo local se define como la densidad £7, cuando ésta existe,
de Y;(dz) con respecto a la medida de Lebesgue en RE. Asf

/ " X,(B)ds = / s, B e B(RY). (1.9)
0 B

Este concepto de tiempo local fue estudiado por S. Sugitani [58] y S. M. Krone [38].
Mencionamos ademés que E. B. Dynkm introdujo en [14] otro concepto de tiempo

e E’,}’local al cual denotaremos por [f. Sus resultados de emsten(:la de tlempo local se

aphcan a una clase general de superprocesos contmuos que mcluye al superbrowmano
en RY :

R. E. Feldman y S. K. Iyer [19] demostraron que las nociones de tiempo local
L; y l; son equivalentes. Por lo tanto para demostrar la equivalencia entre los tres

conceptos de tiempos locales para el superbrowniano es suficiente mostrar la equi-

valencia de L; y £;. Este es precisamente nuestro primer resultado (ver el Teorema
3.2). La demostracién de la equivalencia de los tiempos locales se basa en la siguiente
representacién del tiempo local:

Sean a > 0, z € R? y t > 0. Entonces

L = Gz — 2)u(dz) — | G*(z— z)Xi(dz)+a /t G*(z — 2)Xs(dz)ds
R4 Rd 0 JRd
+M(G*(- — 2)), _ ’ (1.10)

~ donde G* es la funcién de Green del movimiento browniano y M es una martingala

continua, con proceso creciente

Y X((G( — 2)Pds, 20,

ﬁﬂﬁﬂﬁ?ﬁ ﬁ_

ddiild
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Usando esta representacién generalizaremos la férmula (1.9) a
t
/ X.(fids= | fz)I%dz, cs.,t>0, (1.11)
0 RY

para toda funcién f medible y acotada, es decir, probaremos que L es una versién de
£2 de donde se sigue la equivalencia de los tiempos locales. La representacién (1.10)
del tiempo local es muy similar a la obtenida por R. J. Adler y M. Lewin en [3], sin
embargo, nuestra deduccién de (1.10) es diferente y mds simple (ver el Lema 3.1). En
[4], [61] ¥ [5] se dan otras representaciones del tiempo local.

Una aplicacién maés de la férmula (1.11) estd relacionada con el estudio del limite

T T

lim / X, (6)ds CEE)

donde 7 es una funcién continua con soporte compacto. El método de los “cumu-
lantes” les permite a J. T. Cox y D. Griffeath [8] demostrar que, cuando d = 2 y
Xy = )\, existe una variable aleatoria no degenerada, &, tal que el limite en (1.12)
converge en d1str1buc1on aé ng r)dz. Cabe destacar que este método, aparte de
ser muy - elaborado no permite obtener mucha, mformacmn acerca de &, no obstante
que Cox y Griffeath lograron probar que Var({f Y= (In’ 2) /7. En el contexto de super-
procesos (¢, d, 3) K. Fleischmann y J. Géartner [21] demostraron que, cuando d = o/
y Xo = ), el limite en (1.12) converge en distribucién a £ [¢, ¥(z)dz. Su demostracién
se basa en un estudio del funcional de Laplace del tiempo de ocupacién {Y; : ¢ > 0}
definido en (1.8). El método de Fleischmann y Gértner permite determinar la funcién
caracteristica de £ ([21], férmula (6.7)). En el caso del superbrowniano daremos una
demostracién corta de este resultado (Teorema 3.4) y ademds probaremos que & = L?
c.s., donde LY es el tiempo local del superbrowniano en 0 € R4 al tiempo 1. Nuestro
resultado es consistente con lo obtenido por I. Iscoe [32], quien para obtener el limite
en (1.12) estudia, también, el funcional de Laplace del tiempo de ocupacién.

A fin de motivar nuestro estudio del tiempo local de autointerseccién (TLAI) del
superproceso bi-tipo que llevaremos a cabo en la Seccién 1.4, introducimos a con-
tinuacién el TLAI del superbrowniano en R?. El TLAI del superbrowniano se define
heuristicamente por '

TLAI(B) = // 8o(z — y) Xs(dz) X, (dy)dsdr, (1.13)
R¢ JR?
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donde B es un subconjunto medible de [0,%] x [0,t] que no intersecta a la diagonal
D = {(s,r) € [0,00) X [0,00) : s = r}. Al igual que en el caso del tiempo local,
para definir rigurosamente este concepto se toma una sucesién {¢, }eso de funciones
suaves que se aproximen a §g en sentido distribucional cuando € — 0, y se considera

el tiempo local de autointerseccién aproximante

TLAI(B // / o (x — y)Xs(dz) X, (dy)dsdr.
R JR

Se sabe [1] que el TLAI del superbrowniano existe si d < 7; la convergencia de
{TLAI.(B)}.q esen L?

1.3 Tiempo local del superproceso («, d, 5)

Ahora hablaremos del tiempo local del superproceso («, d, §). Sea X un superproceso
(e, d, ). Iniciamos, al igual que antes, con la definicién heuristica del tiempo local

- (1.4). Con el propésito de formalizar el concepto de tlempo local en este caso, notamos :

i,%.:»"::’.*lo siguiente: .
Sea:G%, a0 >0, la func1on de Green del proceso estable simétrico de exponente o€
(0, 2], el cual tiene como generador infinitesimal al laplaciano fraccionatio Ay Sean ®

un molificador y ®.(z) = e ¢®(¢~1x), x € R?, € > 0, una sucesién de funciones suaves

que converge en sentido distribucional a 6y. Consideremos la sucesién de funciones

{G4 ctes0, con Gg . = G§ x @, donde x es la convolucién. Debido a que A, es un

operador continuo y G5 . converge en sentido distribucional a Gg, cuando € — 0 se
obtiene que

fe(z) = (—As + a)gie(x), z € R,

converge en sentido distribucional a §y cuando € — 0. Esto se sigue de que la funcién
G es solucién de la ecuacién distribucional

(—Aa + a)v = 50.

Asi, es razonable definir al tiempo local aproximante como

t
LY = / fe(@) X, (de
0 R4

Yds, t>0, e>0. (1.14)

1.3 Tiempo local del superproceso (o, d, 3) 17

(Ver la expresién (1.7)). Esta manera de definir al tiempo local aproximante fue
motivada por [2], en donde Adler y Lewin introducen una idea similar para definir
el tiempo local de autointerseccién aproximante de superprocesos (a,d,1), que son
superprocesos continuos que poseen momentos finitos de cualquier orden.

Un inconveniente que comparten los enfoques conocidos del tiempo local de super-
procesos (siendo la excepcién el trabajo de M. Lewin [41]) es en el requerimiento de
que el superproceso bajo consideracién posea momentos finitos de cualquier orden.

Dicho requerimiento circunscribe la aplicabilidad de esos enfoques al d&mbito de

superprocesos continuos, excluyendo al superproceso (c, d, B) con B < 1, el cual es un:

superproceso discontinuo que posee momentos finitos sélamente de orden 1 + -y, con
0<y<B.

Como consecuencia, no podemos esperar que los tiempos locales aproximantes
{L%%} >0 definidos en (1.14) converjan en L?. En lugar de ello mostraremos que tal
sucesién converge en L! a lo que llamaremos tiempo local del superproceso (a, d, 3).
Veremos que esto es posible cuando d < (1 + %) a'y Xo = p es absolutamente con-
tlnua con respecto a la medida de Lebesgue y con den81dad acotada (ver el Teorema

Sy
‘ Por otra parte K. Flelschmann demuestra en [22] que para dlIIlGIlSlO ‘_‘s d <
’<1 + ,3) & la medida de ocupacmn Y = { fo X,() ds St s del stiperproceso

(e, d, B) X tiene densidad con respecto a la medida de Lebesgue. El método de Fleis-
chmann se basa en el estudio de la ecuacién de evolucién

%v(t, z) = Ayu(t, z) — v (L, z) + 0(x) (1.15)
donde v(0,z) = ¢(x) > 0y 6 > 0 es una funcién generalizada.

Una ventaja de nuestro trabajo con respecto al enfoque de [22] es que damos una
representacién tipo férmula de Tanaka del tiempo local. Dicha representacién tiene
Ja particularidad de incluir un término en el cual se incorpora la discontinuidad del
superproceso (a,d,3) si < 1. Ademds, creemos que esta técnica de demostracién
de existencia del tiempo local nos permitird abordar casos mds generales generales,
como por ejemplo el de superprocesos que poseen Unicamente primer momento finito.

Cabe mencionar que nuestro resultado extiende el trabajo de M. Lewin [41], quien
demuestra la existencia del tiempo local en el caso d = 1 y a = 2. Queda pendiente
demostrar que la densidad de la medida de ocupacién obtenida por K. Fleischmann
[22] coincide o es una versién del tiempo local obtenido como limite de tiempos locales

aproximantes.
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1.4 Tiempo local y tiempo local de autointerseccion del superproceso
bi-tipo

Sea X = {X; : t > 0} el superproceso bi-tipo (ver la Seccién 2.8). X es un superpro-
ceso con espacio de estados las medidas de Borel finitas en {1,2} x R?, con proceso
bésico & = {£, : t > 0}. Sean J,((k,x), (4,v)), s > 0, las densidades de transicién de
¢. Nétese que la definicién (1.13) del TLAI del superbrowniano involucra una difer-
encia de vectores. Por lo tanto, no tendrfa sentido tratar de definir el TLAI para el
superproceso bi-tipo igual que en (1.13) debido a que en nuestro espacio {1,2} x R¢
no se tiene una estructura de espacio vectorial. A fin de motivar las subsecuentes

definiciones veamos las siguientes relaciones. ,
Sea §, la funcién delta de Dirac en z € R4, Por la propiedad de tamizacién de ¢

tenemos, para f : R — R medible y acotada, que

6.(2)f (x)dz = £(2),

R

de donde se sigue que

/R [ e Sy = [ ([ s a
= /|, f(:v,a:)d:c..

Siguiendo el enfoque de [14] se definen los funcionales lineales 6(; ) ¥ % por

/ 82y (k, ) f (K, r)ym(d(k,z)) = f(i,2),
{1,2} xRe

/ / 8 ((k,2), (7, 0) F((k, 2), G 9)mld(E, 2))m(d(5,v))
{1,2}xR¢ J{1,2} xR¢
= [ F 02 e ),

donde m es una medida en {1,2} X R? que especificaremos més adelante y respecto
a la cual las probabilidades de transicién P(¢, € - |§, = (k, %)) son absolutamente
continuas con densidades J,((k,z),-), s >0, (k,z) € {1,2} X R

¥

- ’3"
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En analogfa con (1.4) y (1.13) se define heuristicamente el tiempo local de X en
(¢, z) por la férmula

. t
ng,z) _ / / 6(1,2)(]4;,x)Xs(dm(k‘,l'))dS, (116)
0 J{1,2}xR4

y el TLAI por la férmula

qran@)= [ [ [ 80,60 X dmle2)Xldm(s)drds,
(1.17)

donde B € B([0,t]?). En [14] Dynkin da un significado riguroso a las expresiones (1.16)'

y (1.17) basdndose en representaciones de funcionales de superprocesos por medio de
integrales estocssticas multiples (ver la Seccién 2.9 de esta tesis). Sea A = [0,u] un
intervalo fijo y

G(s, (4,9); (G,2)) = | Ji-a(0), (6 2))el,

H((i,?)a(hé)) = /AX({M}W)G(S,(J}y);(i,._Z))G(S,(J',y);(l,C))m(d(j,y))dS-

P

Los siguientes resultados se demuestra‘n‘vep. 14]. KO

Teorema 1.1 Supongamos que

(a) & es un proceso derecho. _

(b) La medida inicial Xo = p tiene densidad con respecto a m acotada.

(c) Eziste ¢ < oo tal que [ Js((7,v), (7, y))m(d(4,y)) < ¢ para cualesquiera s € A,
(4,9) € {1,2} x R

Si H((i,2), (i, 2)) < oo, entonces el tiempo local Lt?) existe.

Teorema 1.2 Supdngase que ademds de las condiciones (a)-(b) del Teorema 1.1 se
cumple: .

(d) Para toda r > 0 existe una constante ¢ < oo tal que Js((k,x),(4,y)) < ¢ para
cualesquiera (k,x), (§,y) € {1,2} x R? y s € A tales que s > .

(e) Eziste r > 0 tal que B C {(t1,t2) € A% : |ty —ta > 7}

Si ‘

sup / G(s, (,); (i, 2))G(s, (,1); (L OVE (G, 2), (1, O))m(dG, 2))m(d(t, O))
({1,21xR2 -

5,(9:9)

<0

entonces eziste el tiempo local de autointerseccion TLAI(B) de X.




20 1. Introduccién general

~ Valiéndonos del Teorema 1.1 mostraremos que el tiempo local del superproceso
bi-tipo existe si d < 2min{a;, as} (ver el Teorema 5.1) y ademés daremos una rep-
resentacién tipo férmula de Tanaka del tiempo local (ver el Teorema 6.1). Hay una
caracteristica de esta representacién que vale la pena subrayar. La representacién del
tiempo local en el caso monotipo (ver (3.7)) involucra al pardmetro a > 0 y dicha
representacion es cierta para cualquier a > 0. En contrasté, en la representacién del
tiempo local del superproceso bi-tipo (ver (5.2)) aparece un operador, a2l y éste
queda especificado de manera tinica. |

Finalmente, haremos uso del Teorema 1.2 para demostrar que el tiempo local de
autointerseccién del superproceso bi-tipo existe si d < 4 min{as, s} (ver el Teorema,
5.3).

1.5 Organizacién de la tesis

En el Capftulo 2 introducimos notaciones y, a fin de facilitar la lectura, enunciamos

algunos resultyados"co'no'c'ido's- de Anélisis de los cuales haremos uso frecuente:Enla i ety

penultlma secc1on de esec
‘que; consideramos en este trabajo.

tipos de superproces

En el Capitulo 3 se obtiene una representacién del tlempo local del superbrowmano |

y esta representacién se emplea para demostrar que fo flds = [za f(z)LEdz, c.s.
Como una aplicacién de este resultado mostraremos la equ1valenc1a entre las distintas
definiciones mencionadas del tiempo local del superbrowniano. También demostramos
que si XO = Ay d =2, entonces r! OTt X, (¢(- = rY%y))ds converge en distribucién a
L} [ze ¥(z)dz cuando r — oo.

El Capftulo 4 lo iniciamos notando que la funcién de Green, G2, de un movimiento
estable simétrico de exponente o, estd en L'*P(R? dz) si d < (1 + 1/8)a. Luego
usamos una descomposicién tipo Lévy-Ité del superproceso («,d, 3) para demostrar
que su tiempo local existe si G € L'*#(R?, dz).

En la Seccién 5.1 enunciamos los resultados referentes al tiempo local, férmula de
Tanaka y al tiempo local de autointerseccién del superproceso bi-tipo. En la Sec-
cién 5.2 obtenemos una expresién para las densidad de transicién del proceso bésico
&€ = {& : t > 0} y derivamos algunas férmulas que relacionan las densidades a-
estables de distintos exponentes. Dichas férmulas permiten verificar algunas de las
condiciones requeridas en los teoremas 1.1 y 1.2, de los cuales se sigue la existencia

itulo presentamos una breve descripcién de 1os 'distintos ‘i
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del tiempo local y del tiempo local de autointerseccién del superproceso bi-tipo. Estas
condiciones las verificamos en las subsecciones 5.3 y 5.5 respectivamente. Finalmente,
en la subseccién 5.4 demostramos la representacién tipo férmula de Tanaka del tiempo

local del superproceso bi-tipo.
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Informacién Preliminar

El propésito del presente capitulo es introducir notacién y enunciar algunos resultados

Sea E un espacio polaco, es decir, E es un espacio métrico, separable y completo.
Denotaremos por B(E) a la o-élgebra de Borel en E, y por M;(E) al espacio de
las medidas finitas en (E,B(F)) dotado de la topologfa de convergencia débil.
La integral de una funcién medible f con respecto a una medida p la denotaremos

por u(f), es decir,

u(f) = / £ (@)(da),

donde = significa “por definicién”. .
Casos particulares de E, con los cuales trabajaremos, son los siguientes: el espacio
euclidiano R? de dimensién d con el producto interno

d
z-y= Z-Tiyz'a T = (551, ...,a:d), Y= <y1’ '“’yd) € Rd’
i=1 '

y norma |z| = (z-z)Y/2. Denotaremos por \(dz) = dz a la medida de Lebesgue en R?.
Otro espacio que consideraremos es el espacio {1,2} x R = {(i,z) : i = 1,2, z € R%}
con la distancia d((k, z), (J,y)) = max{|k — j|, |z — ¥}

23
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2.2 Espacios de funciones

La norma supremo de una funcién ¢ : R? — R se define por

llollo = sup{|e(z)| : z € R%}.

Consideraremos los siguientes espacios de funciones:

d

|

RY = {p:R*— R: o Borel medible},
®RY) = {peBR"):[l¢llo < oo},
RY) = {p:R?—-R:ypes continua},
RY) = {peCRY): gl < oo},

1/p
LP(R?, da) = %mB@%wmmﬁ(muwwﬁ <m}

B
By
C
Gy

S|

Por §; denotamos al espacio de Schwartz de las funciones rdpidamente decrecientes
en el infinito.

Sea A un intervalo en R, = [O oo) Por DA(E) denotamos al espacio de todas las
funciones w : A — E continuas: por. la derecha con hmltes por la 1zqu1erda (func1ones
‘cadlag) dotado de la topologla de Skorohod o ' s

Si F(R?) es un espacio de funciones F Rd — R deﬁmmos

FUL2} xRY) = {0 {1,2) xR - R: ¢(i,-) € F(RY), i =1,2}.

SiE=R%0E = {1,2} xR*y F(E) es un espacio de funciones real-valuadas definidas
en F, denotaremos

F(E)x = {peF(E):+p20},

F(E). = {pe€ F(E): ¢ tiene soporte compacto}.

2.3 El proceso estable simétrico de exponente o

Sea £ = {&, : t > 0} un proceso estable simétrico en R? de exponente 0 < o < 2 (ver

K. Ito y H. P. McKean [33] o W. Feller [20]). £ es un proceso de Markov espacialmente

homogéneo con densidades de transicién qt( @) t> 0, dadas por

o - (2 1 - o d
ﬁRIwZQRWﬁﬁwﬁwéf@W“@—w—WUWa$WER-@U

(

SIRHIRHERIEE:

p

e=—3
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Cuando « = 2 la expresién (2.1) se reduce a

@ (

1 12
a(z,y) = g P (z ety

Y) = ¢ y) = (47rt)d/2

que son las densidades de transicién de un movimiento browniano con varianza 2. La

funcmn caracteristica de q( o)

g% (x)= / ) =Yg (y)dy = e,z eR% 2.2)
R

A continuacién enunciamos algunas propiedades de las densidades de transicién ¢ ( ). .

La densidad qt( ) s autosimilar de indice [55], esto significa que
q§a) (z) = t‘d/"‘qga) (t~Yex), t>0,zeR% (2.3)
Se cumple ademsés la desigualdad (ver [7] o [48])

¢ (z) Scte. 1+ |z))™®, zeRL (2.4)

'De 1a propiedad de autosimilaridad de las derisidadeé ve:stabléé: y(24) obtenemos

d(z) < cte. ¥ + [tVx]) "
= cte. 71+t V)", zeRL (2.5)

En ciertas estimaciones de densidades a-estables usaremos el siguiente teorema, cuya
demostracién aparece en [6] como el Teorema 2.1.

Teorema 2.1 Sea q§°‘) (z) una densidad o-estable simétrica en R%. Entonces

d/2+1
im |z14@ (2) = a1 (X ﬂ) dto) (o
|w1|1£>noo|$| a(z) = a2 <7r> sen ( 2 )b < > )t (2) ’

donde I es la funcion gamma.

Las densidades estables tienen la propiedad de ser radialmente decrecientes (propiedad
(5.1) en [6]), es decir

¢ (z) > ¢ (y), si |z| < yl- (2:6)
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2.4 El laplaciano fraccionario

Por A denotamos al laplaciano en R?, definido como el operador diferencial

R
A:Z;%?

El laplaciano fraccionario (o laplaciano ), Aq, se define por A, = —(—A)¥2, 0 < ‘

a < 2, (ver [64], [33] o [50]). Si a =2, por A, entenderemos a A. En general, si A es
un operador D(A) denotar4 su dominio.

Para cada 0 < a < 2, el laplaciano fraccionario A, genera un semigrupo de con-
traccién (S ) el cual estd dado por

S90@ = [ W@y = (i@, peaE), t>0, @1

con ¢{® definida en (2.1).
Es conocido que, para O<a < 2, A, tiene la expresién ([64], pag. 260)
-

Bap == a2

donde I es el operador identidad. En partlcular se sigue que D(A) C D(A;)f (Nétese-=*
que en la expresién (2.8) se usa la funcién gamma generalizada, ver [60], pag. 262 o

[28]).

Es conocido ([3], formula (2.18)) que para ¢ € Sy,

(Rap)(y) = —|8°3()- (2.9)

En vista de la relacién (2.9) es natural, como veremos, pensar en una generalizacién
del operador A, . Para ello recordamos que por medio de la desigualdad de Hausdorff-
Young es posible definir la transformada de Fourier en LP(R?) para 1 < p < 2 ([43],
Capitulo 5). Asf, para 1 < p < 2 el operador (—A)*/? (originalmente definido en S4,
como se indicé antes) se puede definir en I?(R?) mediante la expresién [60]

(=2)*uf(y) = Jy*aly).
El operador A, = —(—A)%/2 tiene la siguiente propiedad.
Lema 2.2 Sean 1 <p <2, p € LP(RY) y o € C=(RY). Entonces

Aa(p*3) = (Dap) * 9.

)/ 7_;-1 */2(8® _ Iypdt, @€ D(A), (2.8) .

)

i eZ :

111011

P~
d-4. .
A0

aa
i
l <

: s =

i
.»/EJ

~‘Establezcamos la siguiente notacién
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Demostracién. Nétese que

Balp+ )W) = —ly*(p* 9)v)
—|y]*P(y)d(y)
= (~yl2()9(y)
= Aap@)3(y) = (Aap) * V) ).

Asi, el resultado se sigue de la unicidad de la trasformada de Fourier. [ ]

Otra forma de demostrar el lema anterior es usando la continuidad de A,, la den-
sidad de/Sy y que el resultado se cumple trivialmente en S, (ver [29]).

2.5 Funciones de Green y molificadores

Para a>0,0<a<2ye>0, definamos

- Golzy) = / “tqﬁi‘l(x y)dt, z,y € R?, (2.10)
: 0 EERR o .

Gy = Gap O<a<2,

Ge = Gy, 0<eg,
a .
G = Gio.

G, es la funcién de Green de un proceso estable simétrico de exponente 0 < a <
2 y.G* es la funcién de Green del movimiento browniano. Claramente se ve que

ng,e(x7 y) = Gz,e(lx - y')

Lema 2.3 Sie> 0, entonces G2, € LY(R% dz) y C/Jg:(z) = (a+12]|*) " exp(—e|2|%).
Mas aun G, € L*(RY, dz) para d < 2c.

Demostracién. Es claro que G2 , € L*(R?, dz). Usando (22)

Gae) = [ e*Gauloyin

= / dte* / e 2¢{®) (z)dx
0 R¢
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00 N e—e|z|°‘
— / e—ate—(t+e)|z| dt = —.
0 a-+ lz[

Veamos que G% , € L%(R%, dz). Como consecuencia del teorema de Plancherel ([64],
pag. 154, Corolano 2), basta verificar que G . € L*(R?, dzx). Asf

G e—e|z|°‘ 2d
1z = | <a+]z,a> .
o e N 2
= cte./ rd_l(e ) dr
0 a/+7'a
oo 1 2
< cte./ rd_1< ) dr
0 a-i—?"a
1 1 2 o0 . :
< cte. {/ rd‘1< ) dr—!—/ rd‘l‘zadr} = cte. (I + II).
0 a-+r¢ 1

La integral I es finita ya que la funcién r — r%*(a +7*)~2 es continua en [0,1], y la

integral I es convergente si d < 2a. ‘ ' |

: ~:Lema 2.4 5 G“ es la funcwn de Green del mommzento bmwmano entonces AG“ =

Demostracién. Notemos que
—aG(z) = —a/ e qie(x)dt
0.
— | aedlwdle™)
0 o<
—at|oo —atd
— @ - [ e )it
0

De la igualdad

t+e? 2t+e)

%(Qt-}-e(x)) = Qi+e(2) <4( ki - d ) = Agrre(),
obtenemos
—-aG%(z) = —q.(z) — /o ” e~ Agsie(x)dt.

El resultado se sigue del teorema de la convergencia dominada. I
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Recordemos que la funcién de Green G2 es solucién de la ecuacién distribucional
(—Aq +a)v =39,

donde por § entenderemos &;. Es decir, que si v = G2 entonces para toda funcién de

prueba ¢ € Sy,

| [-ha+ a)GE@) @) = 2(0) (2.11)

Sea ® € L'(R?,dx) tal que [y, ®(z)dz = a. Para cada € > 0 definimos la funcién

&, por

() = €d<I>(6> z e RY

Tenemos el siguiente teorema ([23], Teorema (0.13))

Teorema 2.5 Si f € Lp(Rd d:c) 1 < p < oo, entonces f* ®. — af en LP(REdx) @ TR

cuando € — O

Si ademds de ® € Ll(Rd,d:c) la funcién ® es no negativa, continua, simétrica,
con soporte compacto contenido en la bola unitaria {z € R? : ||z]| < 1} y tal que
f]Rd z)dz = 1, entonces ® se llama molificador y las funciones ®. se llaman aproxi-
maciones de la unidad (es decir, de 6, [49]). Dichas aproximaciones cumplen

/]Rd d(2)p(z)dzr — ©(0), ¢ € Cy(RY), (2.12)

cuando € — 0. Supondremos, como es usual, que nuestros molificadores cumplen
d € C=(RY), [1].
Para cada ¢ > 0 definimos las funciones

Gael®) = | Galz,2)0(2)dz

= (gi x*D)(z), wE ]Rdv. (2.13)

Las funciones G2 son una aproximacién suave de la funcién de Green Gg ([23],
Teorema (0.14)).
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2.6 Algunos resultados de Anélisis

Recordaremos a continuacién algunos resultados de andlisis que usaremos frecuente-
mente. Iniciamos con el siguiente teorema, que corresponde al Teorema (0.13) de

[23]:
Teorema 2.6 Sil<p< ooy f e LP(R? dzx), entonces limg_o ||f(-—z)— fllzr = 0.

Teorema 2.7 (De Lieb) Sea (E,B,u) un espacio de medida, 1 < p < 0y {fn:
n € N} U {f} C LP(E,B,p). Si sup{||fallze : n € N} < 0 ¥y fo— [ en medida (o
casi donde quiera), entonces :

tim [V 1Al =1 = 1fa = f1 =0,
Y (1 fon— fllze — 0 i || fallzo = |1£]lz-

Teorema 2.8 (Cambio a coordenadas polares) Si f es una funcidn medible no-

negativa en (R, B(R?)), entonces

(e (dw) )

f(fﬂ)d? l—'/Ooo) (/ B i

donde Sd l={zeRi:|z|=1}y Asd 1 es‘ la medzda de superficie en Sd 1

El teorema de Lieb y el teorema de cambio a coordenadas polares son los teoremas
(6.2.4) y (5.2.2) de [57], respectivamente. El siguiente teorema se demuestra en’[43],

teorema (2.4).

Teorema 2.9 (Desigualdad de Minkowski para integrales) Sean (Q,F,u) y
(T, G, v) dos espacios de medida o-finitos. Sea f(x,y) una funcidn real valuada definida
en Q x T que es F x G -medible. Si 1 < p < 00, entonces

( /Q pdu(x)>1/pé / ( / lf(x,y)lpdu(x)>l/pdv(y), (2.14)

/F flz,y)dv(y)

en el sentido de que la finitud del lado derecho implica la finitud del lado izquierdo y |

se verifica la desigualdad.

Haremos uso de la identidad ([28], férmula 3.251-(11))

/ (L4 BaP)ds = p BHPB (ufp v — /D), (2.15)
) |

q
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donde |argB| < m, p > 0,0 < Rep < pRev y B es la funcién Bessel. También
emplearemos que ([28], férmula 3.478-(1))

/ 2"~V exp(—paP)dz = p~tuV/PT (v/p), (2.16)
0

donde Rep > 0, Rev > 0, p > 0 y I es la funcién gamma.

2.7 Desigualdad de Doob

Sea A C R, un intervalo'y p > 1. Sea HP la coleccién de las martingalas cadlag, N ,
tales que

|| N3 = (E EE/I\)IN’:IPDW .

El espacio vectorial normado (H?, ||-||=) es un espacio de Banach. Ademés, se cumple
la desigualdad de Doob (ver [11] o [62])

suprNJP < (2 i

tGA

En paiticular siA= [O u] entonces .

B [sup | < (Ef—l)pEnNm

t<u .

2.8 Superprocesos

Sea £ = {¢, : t >0} un proceso de Markov con espacio de estados E, donde E es un
espacio polaco. Supondremos que las trayectorias de € son continuas por la derecha
con lfmites por la izquierda (es decir, £ es un proceso cadlag).

Denotaremos por A al generador infinitesimal de £ y por (7;) al semigrupo de
operadores de contraccién generado por A. Sea II, la distribucién de ¢ cuando &, = z.
Suponemos que el mapeo z — II, es medible. Definamos la funcién ¢ : R — R por

| 'gb(:c)idx—i—gﬁ—i—/(e*m 1+ rz)w(dr),

donde & >0, 5> 0y 7 es una medida o-finita en (0,00) tal que [(r Ar?)7(dr) < oo




[ paracualesquiera 5,t > 0y f,g € By(B).
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Un proceso cadlag de Markov X = {X; : t > 0} con espacio de estados M;(E) se
llama (&, )-superproceso ([10], [15], [17], [39)) si para cada ¢ > 0, X; tiene funcional
de Laplace dado por

E, [e—Xt(f)} = E[e—Xt(f)|XO = ]
= e_#(ut(-))7 f € B;_(Rd)7

donde u = u(-) es la unica solucién no negativa de la ecuacién de evolucién
t
w(z) = Tif () / Tob(ue,)(@)ds, t>0,z ¢ E. (2.17)
0

La férmula del funcional de Laplace de X; nos permite calcular los momentos de
X:(f), cuando éstos existen (ver [39]). Asi, para cada f € By(E),

BX:()] = e u(T2f). (2.18)

En general los momentos de orden mayor no son finitos. Sin embargo, cuando ¥(z) =
bz? los momentos de X de cualquier orden son finitos. En tal caso,

Ty ’—?u[Xt_(f)Xs(g)] = u(Tf)u(Tsg) + 25 /0 (TG (T ) (Towrg))) dry - (219)

SAL

)

El (&, ¢)-superproceso tiene la propiedad de que para cada f ,‘e D(A +, I variable

aleatoria real X;(f) se puede expresar como [16]

X(f) = Xo(f)+ ) Lxe-x ) (Xs = X ) (f) + ME(S) + ME(S)

+ / t X, (Af +af)ds, (2.20)
i |

donde {M{F(f) : t > 0} es una martingala local continua con proceso creciente

a7y =5 | X.(f)ds, t20,

y {MZ(f) : t > 0} es una martingala puramente discontinua. Nétese que por la
identidad de polarizacién obtenemos

(M2(f), M¥(g)}e = 2 / X.(fg)ds.

Otra propiedad importante del (€, v)-superproceso es que éste tiene una versién
continua si y sélo si 7 = 0 [16].
En la presente tesis trabajaremos con los siguientes tres casos de superprocesos.

1
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o El superbrowniano en R%, corresponde al caso E = RY, € es el movimiento

browniano en R¢ y ¢(z) = z%. Este superproceso también es conocido bajo el
nombre de superproceso de Dawson-Watanabe. El semigrupo (7;) es el semi-
grupo de contracciones (S;) generado por el laplaciano A.

El superproceso (o, d, ) resulta de tomar E = R?, £ es un proceso o-estable

en R? esféricamente simétrico, 0 < o < 2, y ¥ es tal que @ = b = 0, #(dr) =
B(B+1)
r(1-8)
el semigrupo de contracciones (St(a)) con generador infinitesimal el laplaciano

r=P=2dr, donde 0 < B < 1y I es la funcién gamma. En este caso (T3) es

fraccionario A,.

El superproceso bi-tipo que consideraremos en este trabajo se obtiene tomando
E={1,2} xR () = 2%, z € R. Sean V = (V3,14), 0 < V;, 0 < o; < 2,
i=1,2, y M = (my;)1<i j<z una matriz que cumple m;; > 0y 232.:1 myi; = 1,
es decir, M es una matriz estocdstica. £ es el proceso cadlag de Markov cuyo
generador infinitesimal es dado por

Af(,2) = D f(,2) 1 Y Vlmsy ~6)fG,2), 1) € D(Ba), (221)

con (i,7) € {1,2} x R% Debido a que M es una matriz estocéética; (2.21) se
puede escribir como '

Af(l,l') = Aaif(iax) + Z V;mlj[f(ja 17) - f(Z, x)]
J#i

Observaciones:

1. El superbrowniano fue introducido por S. Watanabe [63] e independientemente

por D. A. Dawson [9]. Algunas referencias generales donde se estudian diferentes
tipos de superprocesos son [10], [15], [17] y [39].

. El superproceso multitipo que consideramos fue introducido por L. G. Gorostiza

y J. A. Lépez-Mimbela en [25] (ver también [26]). Una definicién més general
de superprocesos multitipo fue propuesta por Z. H. Li en [42].

. En [46] se da una construccién de los superprocesos («,d, ) como limites de

difusién de sistemas de particulas ramificadas.




e 'superprocesos se basa en el hecho de que para toda medida finita 4, tiempos 7y 5ty €2

)
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4. S. Roelly-Coppoletta [52] caracterizé a los superprocesos de varianza finita
através de un problema de martingala. Esta caracterizacién fue generalizada
mas tarde por N. El-Karoui y S. Roelly en [16], quienes aplican este enfoque
a superprocesos discontinuos. Nosotros emplearemos los resultados de [16] para

estudiar la existencia del tiempo local de superprocesos (a, d, 5).

2.9 Construccién de L?>-funcionales de superprocesos

En esta seccién introduciremos las integrales estocdsticas multiples de E. B. Dynkin
[14]. Para este fin vamos a considerar la clase particular de superprocesos X = {X :
¢t > 0} que se obtienen tomando a E como un espacio polaco, ¥(z) = 2y &={¢,:
t > 0} como un proceso cadlag de Markov con espacio de estados £ con funcién de
' transicién pi(z, dy) (ver la seccién 2.8). El semigrupo correspondiente a la funcién de

transicién p; es

T2 f( /f (v)pe(z,dy), t>0, f € By(E).

La consuruccmn de Dynkin de una famlha de L*funcionales para ésta clase e &

=
o
L=
[ =
9

0,u] y funaones medibles acotadas f; : R = R, i=,1...,n, la variable. aleatona

X (1) X (fn) : (2.22)

pertenece a L?(P,), donde P, es la distribucién de X cuando Xo = u, y la esperanza
de (2.22) estd dada por

B X)X, ()] = [ (Hsoz(sz,yi>vn<dsl,dy1,--;dsmdyn>, (223)

=1

donde
(s, 2) = Tr—sf (), (2.24)
[0,4] es un intervalo fijo y -y, es una medida en ([0,u] x E)*. La definicién general de
~,, es complicada (ver las férmulas (1.28) y (1.29) de [14]) y no haremos uso de ésta;
tan sélo usaremos las medidas 7, y 7,, las cuales estdn dadas por
71("41 x Bl) = lg (0),&(31),
72(ALx By x Ao x By) = 14, (0)u(B1)14,(0)u(Bz) (2.25)

+2 / L, (S) 1g, (y) La, (5) g, (y)ps (xa dy)M(dx)dS
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De estas expresiones y de (2.23) obtenemos, en particular, los momentos (2.18) y
(2.19).

Sea L2 el mfnimo subespacio cerrado de L?(P,) que contiene a todos los productos
(2.22). Denotamos por K a la coleccién de todas las funciones de la forma (2.24) con
f : E — R medible y acotada, y por x2 al espacio de funciones ¢ : ([0,u] x E)* — R
que cumplen (|}, |])n < 0o, donde

(%Wn = /90(51,%;---;Sn,yn)¢(5n+1,yn+1;---;S2my2n) 72n(d517dy1;---;d32n7d92n)~
(2.26)

En particular ([14], (3.1)‘), poniendo n = 1 en (2.26) y empleando la expresién de 7,
dada por (2.25) el producto interno (y, ), se expresa por

(o) = / o(ty, 2)(t, 22)dv | (2.27)
- / (0, 2)u(d) / (0, 2)u(dz) + / (s, ) (s, w)A(ds, dy),

donde A es la medida en [0,u] x E dada por

K@) =2 [ 105, vppue dy\u(dx)d' e

Por lo tanto, una funcién ¢ pertenece a x? si y solo si A(cp ) < oy ,u(lgo(O, )[) < 0.

Las integrales muiltiples se definen como sigue ([14], teoremas 1.2 y 1.3):

(a) Para ¢ € K se define I1(p) por

L(p) = / 0(s,2)dZ 5 = X:(f), (2.29)

para todo t > 0.

Sea x; el conjunto de las clases de equivalencia de x} médulo (-,-);. Existe una
unica isometria I, del espacio de Hilbert x; sobre L2, tal que (2.29) se cumple.
M4s aun, para toda ¢ € X3, M = I1(p) = [ ¢(s,2)1,<tdZ, 5 es una martingala
y todas las martingalas L2-valuadas se pueden describir de esta manera.

(b) Existe un tnico mapeo I, de x5 a L2 tal que

In(py x - x @) = Llp)---Ni(en),
EI(o)n(¥)] = (¢,%)n,

para cualesquiera ¢, ¢, € x°. El conjunto I,,(x2) es denso en L2.
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Observacién. Denctemos por §,, z € E a la delta de Dirac. Como se mencioné
en el Capitulo 1, el tiempo local en el punto z se define heuristicamente como

I*(B) = /B X,(6.)ds, B e B(0,u)).

Supongamos que existe una medida m tal que p;(z,dy) es absolutamente continua
con respecto a m para cualesquiera t y . Sean

pt(.’IJ,Z) = p_tw Y KZ,B(‘S):C) = /pt—s(x7z)dt'
dm B

Escribiendo formalmente el tiempo local en términos de las integrales estocasticas

multiples, resulta

#(B) = /B / Ty ,6.(2)dZ, odt

- /B / / 6. (4)Po-s(x, dy)dZo udt
_ / ( /B pt_s(m,z)dt> aZ,.

- / K.p(s,2)dZs = L(Kop). ~

Asi, la definicién de Dynkin del tiempo local [* tiene sentido si K, p € xJ-

2.10 Lista de notaciones

= por definicién.

c.s. casi seguramente.

* convolucién.

cadlag  continuo por la derecha con limite por la izquierda

E espacio polaco.

B(E) o-algebra de Borel de E.

M;(E) espacio de las medidas finitas en (E, B(E)).

Djo,00)(E) espacio de Skorohod de funciones w : [0,00) — E cadlag.

R? espacio euclidiano de dimensién d.
z-y producto interno usual de R%.
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|z] norma en R

l|¢|lec norma supremo de .

|¢|le  norma LP de ¢.

B(R?) funciones Borel-medibles.

By(R9) funciones Borel-medibles acotadas.

C(R?) funciones continuas.

Cy(R?) funciones continuas acotadas.

IP(R4,dz) funciones LP integrables.

Sy espacio de Schwartz de funciones de prueba en R

Sea E =R% 0 E ={1,2} x R? y F(E) un espacio de funciones reales definidas en

FE. Denotamos:

F(FE). funciones en F(F) que son no negativas.
F(E). funciones en F(E) que tienen soporte compacto.

D(A) dominio del operador A.

“1' A 'laplaciano en R. | | LR A e
C Ay = =(=A)*? laplaciano fraccionario en R?, 0 < o <200 DN S

S@ = (S}  semigrupo generado por A,.
I operador identidad.
G® funcién de Green del movimiento browniano.

G¢ funcién de Green del proceso a-estable esfericamente simétrico.

@ << v continuidad absoluta de la medida p con respecto a la medida v.
9 densidad de Radon-Nikodym.

- odv

u(f) integral de f con respecto a la medida p.
A= dr medida de Lebesgue en R?.

65 delta de Dirac en z.
6 delta de Dirac en 0.
6;; delta de Kronecker.

t A's minimo del conjunto {s,t}.
tVs méximo del conjunto {s,t}.

14 indicadora del conjunto A.
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3

Aplicaciones de la férmula tipo Tanaka del tiempo
local del superbrowniano

sgn funcién signo.
I' funcién gamma.
B funcién Bessel.
® molificador.

Gg . definida en la pég. 27.
G0 definida en la pég. 63.
9 definida en la pag. 63.
Ga. definida en la pég. 29.
G definida en la pag. 86.
g?) definida en la pag. 90. -
L? definido en la pag. 13.
£2  definido en la pag. 14.

I¥  definido en la pég. 14. ‘
3.1 Enunciado de los resultados

|| - |lnr definido en la pag. 31. | | |
Es bien conocida la existencia del tiempo local del superbrowniano para dimensiones.* ! 7zt

* “HP«la.coleccién de las martingalas cadlag con || - ||xe < 00."
B LN LTI L AR Lo d < 3, asf como la representacién de semimartingala del tiempo local; rerhitimos:al:

trabajo de Adler [1] para un relato panorsmico de estos tépicos. En lo que'sigus:
denotamos por L? al tiempo local en x € R? del superbrowniano hasta el tiempo

Y _v;_:;i,'_eﬁnid‘a en la pag. 34.
definido en la pag. 35.
K definido en la pédg. 35.

X, definido en la pdg. 35.

t > 0, por £ a la densidad del tiempo de ocupacién del superbrowniano definida
por (1.8), y por I; al tiempo local introducido en [14]. A continuacién mostramos
la equivalencia entre estos tres conceptos de tiempo local, es decir, probaremos que
Lt = Qt = lt C.S.

I, integral estocédstica multiple de Dynkin.

Teorema 3.1 Sea X el superbrowniano en R? tal que Xo = p, du/dr € By(RY), y
d < 3. Los tiempos locales L, £; y l; existen y son equivalentes en el sentido de que
L; = £ =1; para todat > 0 c.s.

Teorema 3.2 Sea X el superbrowniano en R y f : R — R una funcién Borel-
medible. Si Xo = p, du/dz € By(RY),, d < 3 y f € LY(R?, dz) N L*(R?, dz), entonces

/0 "X,(f)ds = /R f@)zd, s, (3.1)

— ) La expresion anterior también es cierta si f es acotada.
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Cuando la medida inicial X es una medida infinita, I. Iscoe [31] demostré la exis-
tencia del superbrowniano X. En este caso X es un proceso M,(R?%)-valuado, donde

M,(R%) = {m € M;R?) : /Rd(l - [x]p)_lm(dx) < oo} :

Nétese que A € M,(R?) sip > d.

Teorema 3.3 Sea X el superbrowniano M,(R%)-valuado, p > d, y f : R* — R una
funcion Borel-medible. Si Xo =\, d < 3 y f € C.(R%), entonces

/ ‘X.(pas= [ f@)Lode, es
0 R4

Teorema 3.4 Sea X el superbrowniano M,(R?)-valuado tal que Xo =\ € M,(R?),
p>2. Para caday € R?, t > 0 y v € C.(R?),

[ x-S ow 52

r—0oo

donde LY es el tiempo local de X. Ademds Var(Li” ) = (*In2)/2m.

Observaciones:

1. Considérese la sucesién de procesos {L¢}¢~o, donde L€ = {L,f’o, t> 0}, con Le°
= fg Xs(ge)ds. Sea {en}n una sucesién de nimeros no negativos que converge a
* cero y sean ty, ..., t nimeros no negativos. Entonces por el Lema 3.6, obtenemos
E(|(Lg, ..., L) — (L, .., L] < kX5, B[|L§r — L2]] — 0 cuando €, — 0.
Es decir, las distribuciones finito dimensionales de { L¢}~o convergen a aquellas
de LP. Por otra parte, la demostracién de la tensién de {L¢}eso en Dy (R) se
sigue tal cual de la demostracién dada en [41], pdg. 80. De esta forma, {L¢}cso
converge a L° en distribucién [18].

2. Notando que nuestro movimiento browniano tiene varianza 2, se verifica que la
varianza de LY concuerda con la obtenida en [8]. El célculo de la varianza de
LY es de interés debido a que Cox y Griffeath emplean un método distinto para
obtenerla.

3. Debido a que f
Teorema 3.4 que Ly también es infinitamente divisible.

(¥(- — r/%y))ds es infinitamente divisible [21], se sigue del

3.2 Algunos resultados preliminares 41

4. La transformada de Laplace de L7, en el caso del superbrowniano, estd dada
por [41], [32],

Ej\[exp(—0L7)] = exp(—=A(v(t, z,0))),
donde v es la ﬁnica solucién “mild” de la ecuacién diferencial parcial

{ & = Au(t) —v®+ 66,

v(0) =0.

En [21] se estudia el limite (3.2) en el caso del superproceso (o, d, §) y se calcula
la transformada de Laplace de L para este caso.

3.2 Algunos resultados preliminares

Denotemos por (S;) al semigrupo de contracciones generado por el laplaciano A y
supongamos que X = u € M;(R?) tiene densidad acotada con respecto a la medida
de Lebesgue dz. Si f € Ll(Rd d:z:) N L?(R4,dz) es no negativa, entonces
.~,‘ (o B st el "f d SR '
S (SN 2)d
=/ / Fya(z,y dyd (z)dz
< lldu/dellos | 1) | 0o v)dody
RY RE
= |ldp/dzl|eo|| f]]L2-

Empleando esta desigualdad, después la desigualdad de Jensen y luego la ecuacién de

Chapman-Kolmogorov, resulta

[ 5-((Sicn s

< ldfdele [ [ (SH((Secnf)) @)t
= /ol [ [ S.(Si-0s(oods
~ lldu/dall.c | t | (S f?)(e)dads

~lldu/dalle [ [ [ 0o v)dydzas
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~lldu/doll | | F*wduds =tds/dellel 1o

Asi, de (2.18) v (2.19) se sigue que

&
IS
=

A

|ldp/dz||oo|| f]] 2, (3.3)
E[(X(H))] < cte. (IfIIZ: + 11 £]1Z2)- (3.4)

?

Recordemos que G¢ = G§, € > 0, siendo G5, definida por (2.10), y que G* = G%,,.

Lema 3.5 La sucesion {G%}eso converge a G* en L*(R%, dx) cuando e — 0 y la

convergencia es en L2(R%, dz) si d < 3.

Demostracién. Nétese que

/ e g (x)dt — e“/ e_atqt(:v)dt’
0 0
% / e g (x)dt — e** / e_“tqt(:c)dt‘

= |1— “€|/ dt—{-e“e/ e %q(z)dt.
0

La convergencia en L! es consecuencia de la estimacién

+

G — G2l = / G*() — G2 (2)|da

< ]1—-e“|/ e_“/ g:(x)dzdt
R4
+e% / / g{x)dxdt |
Rd

— ll aela—1+eae( _e—ae)a 1

= 2a7'(e™—1).
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Si d < 3 entonces G¢ € L? debido al Lema 2.3. Ahora veamos la convergencia en L?.

Por el teorema de Plancherel,

1G*— G2l = I(G*— G2 ||z
1 e\
B / a+2f a+leP) ¥
2
0 1 — —er?
= cte./ rd-t (____e 5 ) dr
0 a+r
' 2 ' d—1 1 ?
cte. {(1—e )/Or (a+r2) dr

+/100 rd=5 (1 - e‘“2>2 dr}.

Usando que 1 —e™* < zt/8 para z > 0 obtenemos

‘ 1 1 2 )
G*— G2 < cte. (1 —e)?% [ o7t dr+ /% | ri%2gy
ellL 2
‘ 0 a+r 1

= cte {(1— e PRI+

IN

~ La integral I ya fue considerada en la demostraé n deT Lema 2 3 (con a < 2),

mientras que la integral IT es finita puesto que d< 3. De esta forma obtenemos la

convergencia requerida. : [

3.3 Demostraciones de los resultados principales

Recordemos que, segin (2.20)
M) = Xlf) - u(H) - [ XBfds, FED@INGED, 6

es una martingala continua con proceso creciente determinado por

(a(5), M@ =2 | X,(fg)ds. (36)

Iniciamos con un resultado sobre existencia y representacién tipo férmula de Tanaka
del tiempo local del superbrowniano. Esta representacién juega un papel importante
en las demostraciones de los resultados principales de este capitulo. Remitimos al
trabajo de Adler y Lewin [3] para resultados de existencia y representaciones tipo

férmula de Tanaka similares a las dadas aqui.
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Lema 3.6 Sea X el superbrowniano tal que Xo = p € My(R%), p < dz y du/dz €
By(R9).. Si d < 3 entonces el tiempo local LY existe y para cadat >0 ya >0 tiene

la representacion:
t
L = 4(G*) — X4(G*) + a/ X, (G¥ds + My(G*, c.s., (3.7)
0

donde {My(G?) : t > 0} es una martingala continua. El tiempo local en z € R, L,

tiene la representacion

LF = p(G*- — z)) — Xy(G*(- — z)) + a/ot X(G*(- — z))ds + M(G(- — z)) c.s.

Demostracién. Usando la relacién AG? = aG? — g, probada en el Lema 2.4, y el

problema de martingala (3.5) obtenemos

| Xigds = w(G) ~ X(GD) +a | X,(GNds+ MG, (38)

+wii oo Viamos a mostrar que la sucesién de variables aleatorias { fj Xs(ge)ds}

 e— 0. Usando la desigualdad de Jensen, (3.3) y (3.4) obtenemos

E {( /O t X;(Gg)ds _ /0 t XS(G“)ds> 2}

I
1

IN

t | El(X(Ge—G")%ds
0 =

< cte. (||Ge - G°lIT + [IGE = G°||12),

y por (3.6)
BIML(GS) - MG™)Y) = El(Mi(G2 — G
= 2 [ Bx(e: - oPas
< 2tdu/da].el|G2 — G2

Los términos restantes se trabajan de forma similar. De esta manera la primera parte
del resultado es consecuencia del Lema 3.5. La tultima afirmacién del lema se sigue de

la invarianza bajo traslaciones de la medida de Lebesgue. R

‘€Siconvers
-'v?ge;nizé;,éjérf L2 cuando € — 0. Recuérdese que G2 € L*(R%, dz) si d'< 3:Paraprobar la i - -
:-e_vs,le;‘rive:ltg‘e;nﬁcia es suficiente verificar que el lado derecho de (3.8).chnverge::éﬁ‘v}ﬂ%s.,tuando="~. ;

ﬁ)
i

PARARARARNNNARNNNNYY
awa#uu&nuu&#ﬂuuﬁﬁﬂﬁ

u_‘gh
v
R

ey e = [ e - e 4
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Demostracién del Teorema 3.2. Supongamos que f € L*(R?,dz) N L3(RY, dz).
Para trabajar con el tiempo local en un punto arbitrario z € R? es necesario considerar
la expresién (3.8) en la forma

| Xlak - 2)ds = w(Gz =) Xe(@2 )
ta /Ot X, (G- — 2))ds + Mi(G2(- — 2)).

Multiplicando ambos lados de la expresién anterior por f(z) e integrando con respecto
a la variable z, resulta '

/ £(2) / Xo(g(- = 2))dsdz = [ FEWGCH — 2) - X(G3( — 2))
Rd 0 Rd .
t+a / X,(G2(- — 2))ds + My(G3(- — 2)))dz,
0

0 equivalentemente

ta / X,(G%(- — 2))ds + M(GE
0

Abordaremos primero la convergencia

/O ‘X, ( /R (- - z)dz) ds — /O tks( £)ds, 39)

en L?(P) cuando € — 0. Por la desigualdad de Jensen y (3.4)

)

(% (Losorat - as= [ i) 2}
‘ [(/ot Xs ( y F(2)qe(- — 2)dz — f(-)) d3> 2}
:<Xs </Rd F(2)a(- — 2)dz —ﬁf(,)>)2} e

[ $@at =2z 50
Rd

E

2
L2

2
+
Lt

< cte. (' » f(2)ge(- — 2)dz — f()

(e
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Para demostrar (3.9) probaremos que cada sumando en el lado derecho de la dltima
desigualdad converge a cero. Usando la propiedad de autosimilaridad (2.3)

dz

F(2)ge(- — 2)dz ~ f()
Rd

_ / | L, f@ade — 2)dz = £(z)
= /Rd fz— 2)ge(2)dz — f(z)

Rd

= [| [ r6-aaemae e s

Rd

— / flz—22)q(2)dz — [ flz)qu(2)dz
Re | JRE R4

< //ql(z)lf €*/22) (z)| dzdz
Re JRE

_ / a()|F(- — &2) = £l .
Rd

Ll

dz

dx

dz

Ya que f € L*(R?, dz), del Teorema 2.6 se sigue que || f(-—€/22)— f(-)||z2 — Ocuando

e — 0. Notando que q1 (2)|] f(- —€"/%2) = f ()]l < 2/|fll12q1(2), y que ¢ € L(R?, da),
el teorema de la convergenma dommada 1mp11ca que R

= 0.
Il

- z)dz— 70)

lim
e—0

Para el otro término usamos de nuevo la desigualdad de Jensen,

2

= /#d ( » f(2)ge(x — 2)dz — f(x))zd:c

- [ ([ a=e- f(w))ql(z)dz>2dx
< [, [ fe=e) - @) 2)dzde

= [ @I =) = £0)ld

[ F@al = 2)dz = £()

L2

De aqui se procede como antes pero ahora se usa el hecho de que f € L?(R4, dz).

Probemos ahora que

@G = 2) = X(G2 = 2) +a | Xu(G2(- = 2)ds + MAGE — )z

"0
§d
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converge a

FEWG( = 2) = X6~ ) +a | Xl = 2)ds + M{G*(- — 2)ldz,
R4 0 .

en L?(P) cuando € — 0. Esto se sigue de las siguientes estimaciones y del Lema 3.5.

Usando la desigualdad de Jensen, (3.6) y (3.3),

([ szt —d= [ fm(ce - )z }

-E [( [ H@MGE — ) - G2~ )z ) }

<B[( [ o) [oae —a et —anpiseier

= [Ifl]z / BIM(GE = 2) = 6~ ) e

= cte. ||f|[2.]|GZ — G*||3-.

Usando, de nuevo, la desigualdad de Jensen y (3.4)

(/d f(z) /t Xs(Ge(- — z))dsdz — /d (2) /t X,(G(- - Z))dez> 2}
</ f(z) / X,(G(- — 2z) — G*(- — Z))dsdz)T

< |Ifllz / / X,(G2(- — 2) — Go(- — 2))]ds| f(2)|d

<cte. il [, [ 0162 =)= 2 #1162 - G = sl 2oz
= cte. 4| 7|3 (/G2 — G2 + 1| - G7I32)

E

=F

Las convergencias en L?(P) de los términos restantes se trabajan de forma similar.

s [ [ B GH =)~ G- APl
ke 1 / NG -9 -G -l
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Asi, hemos demostrado que

[xas = [ s@u@et-p-x66-) 6w
+a /t X(G(- — 2))ds + My (G(- — z))]dz c.s.,
0

para cada t > 0, y del Lema 3.6 obtenemos que

/t Xs(f)ds= [ f(z)Lidz cas.
0 - JRrd

Ahora supongamos que f es una funcién Borel-medible acotada. Sea {f,} una
sucesion en L'(R?%, dz) N L*(R?,dz) con ||fullo < |If]leo Para toda n, y tal que f,

converge puntualmente a f. Entonces debido a (3:10) tenemos para cada n,

/0 X,(f.)ds / £olz _ X,(G(- — 2) +a/ X,(Go(- — 2))ds
FM(GR(- ))]dz. BNCET)

. Mostraremos que

/X (fn) s-—>/X ds enL2(P) cuandon—>oo . (3.12) |

Esto se sigue de los siguientes argumentos. Por la desigualdad de Jensen, (2.19) y lé
- desigualdad de Holder,

B( "X,(fa)ds - / t X.()is) }
( / t il - f)ds> 2]
<t / E[(X
-t/[( 2+2/0 (s £))?)drlds
/ / (Su(fa = £))X(@)ulda) + 21 ( / (S = ) s
< cte. t/ +2/ Su(Ss_r(fo — F))2dr)ds.

=F

SRS EEEEEEERERE
sddeddididiididid
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Nétese que |(frn — £)(1)]¢s(z,y) < 2/|f||oogs(2, y) implica Ss(f, — f)(z) — 0, n — oo.
Ademais [Ss(frn — f)(@)] < 2||f||co, v asi

(Ss(f +2/S”

de lo cual se deduce que

))*(2)dr| < 8IIf]I5(1 +s),

(Ss(fo — £)())* -+ 2/03 Se(So—r(fu = £))()dr — 0, n— oco.

La convergencia (3.12) se sigue del teorema de la convergencia dominada.

Para demostrar la convergencia del lado derecho de (3.11) probaremos la conver-
gencia de dos de sus sumandos; las convergencias de los dos restantes se trabajan de
forma similar. Usando (3.3) y (3.6)

B < Fa(2) My(G®(- = 2))dz — f(Z)Mt(G“(‘—Z))dZ)]
R? Rd

7 [(./RN”M - MG - =) }

AT - s g (‘;w))d;]- .

/ [ e 5¢ ‘))(fn( ) ) B MG — MG~ )] dids

_E UR /R w)—f(w))Q/oth(Ga(-—z)G“(-—w))dsdzdw]
—2F [ / X, (( / Jexe )—f(Z))G“(-—Z)dZ>2> ds}
=2 / L (ss ( / (nle) = FG( - z)dz)z) ds.

Ya que |(fo(2) = £(2))G(- — 2)] < 2||fllG%(-—2) y G* € L*(R?, dz) debido al Lema
2.3, resulta

L@ - @6 =2z =0, n—oa,

Ss </Rd(fn(z) — f(2)G*(- - z)d2>2(93) —0, n— o0,

y por tanto
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de donde el resultado se sigue aplicando el teorema de la convergencia dominada,

puesto que

< Al GA -

5. ( [t~ £20e - 2) (@)

Finalmente, la otra convergencia se obtiene del siguiente modo. Por (3.4),

5 (/Rd £2(2) /Oth(Ga(_ — 2))dsdz — /]Rd f(z2) /Oth(Ga(- - 2))dsdz>2}

= F ( [ et 562 /txsma(--z))dsdzﬂ
//// (Falz) = £(2)) (fala) = F(w)

(G“( — w))]drdsdzdw

- (u ( /t(fn(Z) F(2)S.6%( —z)dzds))
. +2/,L/ /{/Rd/ fn f\ (fn( >"f(“’>),{i

/ S (5GP — )Sus G —w))dvdwdz}drds)

2

Para probar la convergencia basta verificar que la sucesién (I,),, donde

/Rd Rd(fn(z) — F(2)) (fa(w) — f(w))

So(Sr_yGO(- — 2) 85— G*(- —w))dvdwdz, n=1,2,..
0 ;

es acotada y converge a cero. En efecto,

I < 4||f”§o /Rd V/l;d /OT Sy(sr—vGa(. _ Z)Ss—vGa(- _ 'UJ))(:I)dedwdz
= e [ [, [ 5o Dwes
. /Rd Ss—’vGa(. — 'I.U) (y)dqu(y, x)dyd’v.
Puesto que

[, 56— w@dw = 116"z = [ SaG7( — )z

1110100011

i

=

"'“1_'“-decur £ = dY;( )/dz = L? c.s. para toda t > 0. AT
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se sigue que I < 4t]|f||%||G®||2: vy la convergencia buscada es consecuencia de que

/Rd /R /OMS Suo(Sr—sG®(- = 2)Ss—uG*(- — w))(z)dvdwdz

es acotado.
Asi, hemos probado que si f es una funcién Borel-medible y acotada entonces

t t
[x0as = [5G~ 2) - X6~ ) +a [ XKGo( s
MG (- — )}z,
c.s. para toda t > 0. La segunda afirmacién del Teorema 3.2 se sigue del Lema 3.6. n
Demostracién del Teorema 3.1. La existencia de los tiempos locales £, I3, ¥

L; se demuestra en [58], [14] y Lema 3.6, respectivamente. La equivalencia entre L; y
l; se prueba en [19]. Si f = 15, B € B(R?), entonces, debido a (3.1),

t
=/ Xs(lB)ds=/L§dz, c.S.,

lo cual signiﬁca que Y;(-) < dz y que la densidad es prec1samente el t1empo local es

Proposmon 1.7 de [52] concluimos que el Lema 3.6 se sigue cumplierido:: Se procedé
ahora como en la demostracién del Teorema 3.2. [
Demostracién del Teorema 3.4. Sabemos [52] que si d =2 y X, = ) entonces
para toda R > 0, {R2X;(¢(-/R))} 2 {Xi/r2()}. En particular poniendo R = r=1/2
yt=r"tsconr >0, s >0 resulta :

{rXom(0(r/2))} = {X(0)}.

Por consiguiente,

1 rt 1 ri
;/0 Xs(w( - T1/2y))d8 i ;/O 'r‘Xs/r(’w(T'lﬂ : _rl/zy))ds'

Ademass, debido al Teorema 3.3,

LTty = 2 [ o s
0

r 0

= / rw(rl/Q(m—y))Lfdx C.s.
R2

1/2

= [ @)L da.
R2
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Puesto que L¥ es un proceso continuo en z, de hecho bi-continuo [58], y ¢ es una
funcién continua con soporte compacto, entonces por el teorema de la convergencia
dominada

Tz % AL,

T—00

Y(z) L
R2

de donde se sigue (3.2).
Para calcular Var(LY) sea

1
L%”Ei/Xs(qe(-—y))ds, > 0.
0

Demostramos en el Lema, 3.6 que E[(LY)?] = lim,_.o E[(L¥*)?]. Por otra parte, debido
a (2.19) y a que X es una medida invariante del movimiento browniano,

E[(I¥)? = /Ot/OtE[X“(QG('“?J))Xv(qe(-—y))]dudv
- (/o At(sufqeﬂ;y)))du)
A2 /0 /o /0 A(Sw(su—w(Qe(— y)‘)%f@,‘(qs(? —))))dwdudv

ERTEUEH
+2 /0 t /0 t /0 uAvA(Su—w(qe(- ~ Y))Sv-w(ge(- — ¥)))dwdudv.

Por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov,

A(Su—w(Qe(' - y))Sv—w(Qe(' - y))) = A((Qe+u—w(1' - y))(Qe+v—w(' - y)))

4r(2e+u+v—2w)

Asf,

E[(L¥)?] = 2y / t / t / o = dwdudv
t 27 o Jo Jo 26+u+’l]—2w

= £+ %{%2 In (€ +1¢) + 2t In 2 — 2t In (2 + t)
s
+6¢et + 4etIn2 + 4etln (e +t) — 8etIn (2e + ¢)
+862In2+ 62 Ine -+ 2% In (e + 1) — 8*In (2e + ¢)}.

Por lo tanto E[(LY)? = t? + (t*1n2)/2x. El resultado lo obtenemos notando que
E[LY*¥] =t para todo € > 0. oo

?

L

'\fﬂﬂfﬁﬂﬂﬂ”ﬂ‘ﬂﬂﬁﬁﬁﬁﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

sedddsiiiiiiludiiiiidi
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4

Tiempo local y férmula tipo Tanaka del
superproceso (o, d, )

4.1 Enunciado del resultado

Denotaremos por M ]fc (R?) al conjunto de toda:sw;lg‘s medldas de Borel signadas en R¢ ‘ |
de variacién finita. s '

Al superproceso (o, d, 3) cadlag X le ,asb,cl;l‘a‘ymobs‘ la medida aleatoria con valores
enteros, NN, definida en R. x M ]it (R?) por .

N(dt,du) = z Liax,030(s,ax,)(ds, du),
s>0 '
donde § es la medida de Dirac y AX, = X; — X,_. Existe una medida aleatoria
N(ds,dp) (ver [34], Ejemplo (3.22)), llamada compensador o sistema de Lévy del
proceso X, tal que N(ds, dp) = N(ds, du) — N(ds, du) es una medida martingala (ver
[16], pag. 109). El sistema de Lévy de un superproceso (o, d, ) estd dado por ([10],
pag. 111)

N(ds, dp) = e ds X, (dz)dz 2~ 26,4, (dps). (4.1)

Sea [0, u] un intervalo fijo. Demostraremos el siguiente resultado:

Teorema 4.1 Sea X un superproceso (o, d,3) cuyo valor inicial Xo = p € Ms(R?)
es absolutamente continuo con respecto o la medida de Lebesgue dx y tal que du/dx €
By(RY),.. Sea LY* el tiempo local aprozimante definido en (1.14). Sid < <1 + %) o
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entonces para coda t € [0,u), LY converge en L*(P) al limite LY cuando € — 0.
LY es independiente de la eleccién del molificador ® y para cada a > 0 tiene la

representacion
t
I = w62 - X6 +a [ Xi(Guds
0

et
+ / / Liue)>134(Ga)N (ds, dp)
0 JM;®I\0}

t
+ / / Ljueg)i<i(Ga) N (ds, du), (4.2)
0 Jay®\{0}

para casi toda t € [0, u], c.s.

Observaciones:

1. Sustituyendo G2 por G%(z — -) en (4.2) se obtiene una representacién para el
tiempo local L, a saber
| e

L= G- ) - K@) e | XUG: - )ds

+ / / L{ues(—o)>13(Go (- — 2)) N (ds, dp)
0 JMp®H\{0}

t
+ / / L{ju(ca (-2 <y i(Ga (- — 2))N(ds, dp).
0 JMp®H\{0}

2. R. J. Adler y M. Lewin en [3] desarrollan una representacién del tiempo local
de superprocesos (a, d, 1). Dicha representacién del tiempo local es similar a la
representacién del tiempo local del superbrowniano (3.7). La deduccién de Adler
y Lewin del tiempo local se basa en el hecho de que el superproceso (o, d,1)
tiene momentos finitos de cualquier orden. Por otra parte, en la representacién
(4.2) del tiempo local del superproceso (a,d, 3) aparece una integral que estd
relacionada con la discontinuidad del superproceso (o, d, 5), la cual no aparece
en la representacién del tiempo local de los superprocesos (a,d, 1), que son
procesos continuos. Ver por ejemplo la representacién (3.7).

3. Con las modificaciones pertinentes la Observacién 1 de la Seccién 3.1 se sigue

cumpliendo.

SRR EEIRRRRRRREEE
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4.2 Algunos resultados preliminares

Iniciamos probando el siguiente resultado, esencial para esta parte del trabajo.
Lema 4.2 Sid < (1 + %) a, entonces G% € LA (RY, dz).

Demostracion. Necesitamos estimar

o\ MO
Gl = ([ 62001 aa)

o 1+8 1/(1+8)
- < / / e ¢ (z)dt da;) :
re [Jo
Por el Teorema 2.9 y (2.5),

1+8 1/(1+8)

|Gallzee < (x) dx) dt
s 1/(1+8)

= (z)) d:c> dt

‘ ‘ oo S - 1/(1+ﬁ) Sl il
e gcte/ Lot ( / 1+ t—l/ay:c|)—_(1+ﬂ><d+a>dx> Codte
L ',»01. R4 - : UL

Pasando a ébérdenadas polares en la integral (ver el Teorema 2.8),

Oo e 1/(1+8)
||Gallpe < cte / e~ ¢d/e < / ri1(14+¢7Y “r)—<1+ﬁ)(d+a)dr) dt
0 0
= cte. / e=et=d/e (Hay=dB(d (14 B)(d + ) — d)) 7" at,
0 . _

donde hemos utilizado la identidad (2.15), aqui B es la funcién de Bessel. De esta
forma, debido a la identidad (2.16) obtenemos que la integral

>
/ oty dBe1+8) 7 gy
0

es convergente si 1 — dB(a(1 + 8))~! > 0. Ademds

|1GE||Lrve < cte. (B(d, o+ B(d + a))jl/<1+ﬂ>_a—(1—dﬂ(a(1+ﬁ?>-l) r <1 _ a(fi 5)) |

donde T es la funcién gamma. . u
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Lema 4.3 Sid < (1 + %) a, entonces

lim / | 162(2) 1% — (G2, ()] da = 0. (4.3)

€0 Jpd

Demostracién. Comencemos por mostrar que lime .o ||G§ — G5 ||z1+s = 0. En
efecto, de la definicién (2.13) y la desigualdad de Minkowski para integrales tenemos

1Ge = Gaellpee =

143 1/(1+8)
= (/Rd Goley+2)2(y)dy — | Go(z)@(y)dy dw)

1+8 1/(1+8)
- (/ | (Gt o) - Gaanewy d:c)

[ lew)] ||Ga<ey+ )= Ga(llgss dy.

Debido al Lema 4.2, (G2)**# € L}(R?, dz), lo cual implica, segiin el Teorema 2.6, que
lime_o ||Ge(ey + ) — G&(-)||p1+¢ = 0. Ademds

12(y)| |1G2(6y+-)—Gi(-)|ILl+ﬁ < 12(y)| ([IGaley + )l|rs+e + ||GallLa+e)
= 2||Gal|p+e |2(y)]-

As{, la afirmacién se sigue del teorema de la convergencia dominada.
Por otra parte, de la desigualdad de Minkowski para integrales resulta

1/(1+8) 148 1/(1+8)
( / |g ]1+ﬁ dat) = / dz
-\ Jpe

1/(146)
/ ( 1G% (ey + 2)®(y)|* 1P dx)
R \JRd

= |IGalle.

Goley + z)@(y)dy
Rd

IA

dy
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Debido a que Gg, . converge en L**P a G% cuando € — 0, las condiciones del Teorema.

2.7 se cumplen y asi

iy | | 1020 - 1G2(@)**? - [62.(0) - G(@)*? |dz =0

e—0 Rd

Finalmente,‘ de la desigualdad
[ 1162001 - G2 s
R4
/ | 1G2, () — |G4() [P — |G2(x) — G(z)[** |du
Rd
= [ 162.40) - Ga)
R4

se obtiene (4.3). . m

4.3 Demostracién del Teorema 4.1

Para ¢ E D( ) y ﬁ <1 el proceso Xi(p), t > 0, es una semlmartmgala dis-:
continua. Usando la medida puntual aleatoria N (ds d,u) es posible dar la. 51gu1ente‘ B

representacion integral de Xt( ) ({30], Secciones 1.9 y 2.4, ver también [10], [16]):

X () / X, (Aogp)ds + / / (s, W)N(ds, dy)
MFEERO\O}

/ / AP(s )N (ds, ), (4.4)
Mz (®RH\{0}

donde

RO ) = Luesne(@) v £20s, 1) = Lue<yi(e)-

Nétese que la representacién (4.4) de la semimartingala X;(y) difiere de la dada
por Dawson en [10] en que para nosotros los saltos “grandes” son aquellos que son
mayores que 1, mientras que en [10] son aquellos saltos que son més grandes que
l||]oo- Ver la representacién general de semimartingalas en [44], férmula (4.1.9).

Podemos sustituir M?(Rd)\{O} por M;(R%)\{0} en la representacién (4.4) de
X:(p) debido a que, con la métrica de variacién finita en M}E (R9), los saltos del
proceso X son medidas positivas casi seguramente [16].
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Segin el Lema 4.2 G% € L'*F(R?,dz) si d < (1 + %) . Se sigue del Teorema 2.3
en [3] que para casi todo t € [0,u], G2 € L**P(R?, X;) casi seguramente. Asf, los
términos en el lado derecho de (4.2) estdn bien definidos para casi todo t € [0, u] c.s.

Nétese que sustituyendo Gg . en lugar de ¢ en la representacion (4.4) v sumando
—a fo (G5 )ds en ambos lados de (4.4) se obtiene, después de reagrupar,

I =[x = [ X(Bata)G0)s

= w(G2) - X.(G) +a/x (G2 )ds

t
(7
[ (s, u)N(ds, dy)
0 JMpRH\{0}
t
(S Y
[/ 7559 (s, 1) W (ds, ds). (4.5)
0 JMs(R4\{0}

Asf, para demostrar el teorema basta probar que los términos en el lado derecho
““de la expresion (4.5) convergen en L'(P) a’los correspondierites términds en:el lado
erecho de la expresién (4.2). ' ‘ " D

“Usando la hipétesis de que p tiene den51dad acotada

1(Gae) — (Gl < ae — Gal)
- / 62.(2) — G20 L

< H “ 102~ Gl (46)

Haciendo un cambio de variable y aplicando el teorema de Fubini,
1G5~ Gl = [ | [ Giwee-vay- | swciay
Re | JRe Re
Goley + z)@(y)dy — / ®(y)Galz)dy
Rd RY
< [ 120 [ I6a(e+2) - Ga(o)ldady
Ré Re

= |12l liGze+) - G20llmdy.

dz

dzx

‘a A ERTREREEREREERERE
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Ya que G2 € L}(R¢, dz) debido al Lema 2.3, se sigue del Teorema 2.6 que ||G%(ey +
) —G4(-)||zr — 0 cuando € — 0. En virtud de que

[2(y)| [IGa(ey +-) = Gal)llr < 12W)I(|Galey + )iz +11Ga][z1)
= 2|GI2(y),

se concluye del teorema de la convergencia dominada que u(G5 ) — wu(G%) cuando
e — 0. _
Usando (2.18) y la propiedad de simetria de las densidades de transicién estables

B[1X(08.) ~ X(@2I) < BIX.(G. ~ Gal)]

< pu(S(1Gs . — GaD)
- / 5195~ CaD(@) 2 (@)dz
< dw /d / 162 () — G2v)d™ (z, y)dy

d o
T d# : / dylg (y — G |/ Qt (z,y)dx
x'oo Rd

. v L’:. dlLL .

y andlogamente

R

La convergencia en L' se sigue igual que en el caso anterior.
Faltan dos términos por considerar. Usando propiedades de integrales con respecto
a procesos puntuales ([30], Seccién 2.3) y (2.3) obtenemos

{ f(G"‘) (s, 1 N(ds du) — / / (g‘”) (s, )N (ds, d,u)H
<E { [ 1599 = 59510, )

U / F9D = 5%, )N (ds,du)}

} < /tE[XS(|g§e—GZ|)]d3

H 16, - G2l

/xaa

<
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r pt oo . @
—cte. E / ds [ X.(dz) / dz 7B+ 6 _ 98| 5.
L/ O R4 0

r rt oo}
=cte. F / ds ) X, (dx) / dz Z—(ﬁ+2)ll{zng(w)I>1}ZGi(I) - 1{Z|gg’s($)|>1}zgg7€(x)|}
L R 0

rpt 00
=cte. & /0 ds - Xs(dx)/o dz Z_B_l|1{Z>]G3(w)]—1}Gaa(SIJ) - 1{z>|gg’e(z)|—1}gg,e($)]} .
De la igualdad

‘1{z>xcg<m>1—l}Gi(9«“) = 1168 (@)1 (%)
= (|G5(2)] V 1G4 (@) 11(6a@)-1Al0e . (=) ~1)<z<(1G4 @) -1VIge @)1}
+1Ga(@) = G4 (%) |1z (ca@)i-1vigs (@)}

resulta

o[

e e B

/f(G) ds ,du) — //f1 ‘”)s,u)N(ds d,u)}

IG“ (z)|-1v|ga e(m)I -

| [[as [ xaniez@lviesan [

Gs (z)| 1/\|gcY s\m)lgz f

2z P 1dz}:|
1G&(2)| =1 VIGg (@) ‘
< cte. E[/O ds | Xo(d2){(|Ga(x)| V 1Ga.(@))((1Ga(@)|7F A 1Ga ()71~
—(IGa(@) v !g&‘,e(ﬂf})l_l)—ﬂ) +1G4(2) - Ga (@) (1Ga(@) ™ V [Ga (=) 7).

Recordemos que si a, b € R, entonces |[a — bl =aVb—aAbysiademsdsa, b >0,

entonces
(aVvd)P=aPAb? y (anb)P=aPVvb?
Se sigue que, para a > 0, b > 0,

(VB ((a* AP — (a7t v )P +a—b|(a v )P
:'(a\/ b)((@® v VP) — (0P AVP)) + |a — b|(a® A BP)

= (aVb)|a® — V| + |a — b|(a® A DP)

< 'bﬂ-l--l _ a'8+1',

ARANNANNNARNARNNNNY N

=

13

EEREERERRRRRRREREY

L

1

i
=9

|
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Asf, tomando a = G§ (z) y b = G&(%),

[ f(G“) (s, u)N(ds,dp) — / / (g" e) N(ds d,u)H |

< cte. B { / X, (] G2 — |ge P+ |>ds]
0

< cte. || |Ga""? — 1G5 [ [Iz: — 0

cuando € — 0 por el Lema 4.3.
Finalmente, usando la.desigualdad de Holder,

[ () (s, ) N (ds, ds) — / [ #56 wivas du)H
SE[/ / 7990 = 89| (s, ) W (ds, dm}

( [</ /I F468) _ §98) (5 1)) R (ds, du))2bl/2 B s
< [// (Ga) ; (gae)) (M)N(-ds,‘du)b%ﬂ . bl LT

e (Cte. E |:/ ds Xs(dl-)/ dz Z_(ﬁ+2) (f2(Ga) . fz(ga,e)) (8, z&z)])
0 R4 0

. t o
= (cte. B /0 ds RdXs(d:c) /0 dz 2% (1ociaa(@)-13Ga(®) — Li<ios (@)1}

G o).

Como antes notemos que

ll{zg|cg(x)|—1}GZ($) - 1{zslgz,e(z)|-1}g§,e(x)|
= (IGa(@) A 1Ga (#) D162 @)-1A108 o (2)1~1)<2<(1G5 (=) =1 VIGE o(a)~1)}
+1Ga(z) — G3.(@) 1<z @)-1Aige (@)~}

La desigualdad (a + b)? < 2(a® + b?) implica

[ / £3589 (5, )R (ds, dys) — / [ 15596 mivas du)”
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1G& (@) 72VIGE e ()71

< (ote. B[ ds [ Xu(am{(G2() 2.0 | s

|G (2)|2NIGg (=)~

)
o G — G2 ) /lGi(m)l IR - Tiempo local, férmula tipo Tanaka y TLAIT del
L superproceso bi-tipo
= (ete. B | ds [ Xldo){(G(@)| 1 192 -
((1G2(@)| ™ V G2 ()] 7P = (IG&(2)| 7" A G () 7))
+1G%(x) — G () P(IGL(@) [T A G (=) [T TP
Obsérvese que si a > 0, b > 0, entonces
(a A b)*((at v b_l)l'ﬁ — (@™t A b_l)l_ﬁ) + (a— b2 (at A b“l)l_'B
= (@A) ((@P V) — (P ATY) + (a = b)2(aP T ADPTY)

= (@@ AP =P + (a— )X (P APPTY)

< 2|bMF — o?tP). 5.1 Enunciado de los resultados

SR “Recordemos de la Seccién 2.8 que m;; > 0, 1,7 = 1 2y que V >.0, Z 1M =1,
L E-j,;"— 1,2, . . ‘
Para i€ {1, 2} definimos la funcién Gl 0) {1 2} X" Ra '—> R por

GOk, z) = 5ki(;g:(1 mek) ()

. En efecto, sia < b,

T g AR < B 4 (@ b AR
< (@ = 1P + b (a — b)’ B
= g — 2qb° + pitP ,
< BHP 2a0” + bP = Q(bl-l-ﬁ — a1+f3)- y el operador 99 Lz({L 2} % R?, m) — L2({1’ 2} x RY, m) por

Por lo tanto, tomando como antes a = G2 () y b = G&(z),

Y A Ll

< cte. || |G2)*** - |G |1+" 111/2

donde 7' = (3 — (—1)%)/2.
Sea A el intervalo [0,u] y m la medida en {1,2} x R? dada por

m(B x C) = v(B)X(C), BcC{l1,2}, C e B(R?,

donde v(-) = Z?=1 8;(+) es la medida de contar en {1,2} y A es la medida de Lebesgue
en R4

En los enunciados de los siguientes resultados supondremos que X = {X; : t € A} es
el superproceso bi-tipo introducido en la Seccién 2.8 y que X = p € Mf({1,2} x R%)

cuando € — 0 debido al Lema 4.3.

=9
(=
L=
&
-
(=
-
=
-
P
=
=
ﬁ
ﬁ
g
=
=
g
ﬁ

=
@
ﬁ
="
ﬁ
ﬁ
a’\
=3
= 3
=~
=3
=
=)
R
=9
=)
=)
m
=
=®
e
=)
=
)

tiene densidad, con respecto a m, acotada.

Teorema 5.1 Sea (4,2) € {1,2} xR%. Sid < 2min{ay, az} entonces existe el tiempo

local L§i”‘> del superproceso bi-tipo X.
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Teorema 5.2 Si d < 2min{ay, a2} entonces el tiempo local LEO) de X se expresa

como

L8O — (660 — X,(GE0) + /0 X, (09GN ds + M(GV) es,  (52)

donde (i,0) € {1,2} x R%, t € A.
Teorema 5.3 Sea B C A2 con BN {(z,y) € A> :z =y} =0. Sid < 4min{oy, s}

entonces existe el tiempo local de autointerseccion, TLAI(B), de X.

Observaciones:
1. De (5.2) se deduce la siguiente representacién para el tiempo local L)

‘ ¢ i ; %,z
169 = u(g4) - XG0 + | X (90G47)ds + MG,

~ donde GUA(k,z) = 6Gar T (z — 2), (k :c) €{1,2} ><~th. .

Es pos:LbIe obtener una expresién para el tlempo local del* proce “"‘de p031c1on

W del superproceso bi-tipo X. Esto se hace observando. que"é = 5(1 2+ 6(2 )

y entonces

- ug) %69+ | ' X,(90%)ds + Mi(G),

donde G = G2 £ g2 y 9 = 9 4 92

3. Usando el criterio de continuidad de Kolmogorov es posible probar que para
toda o € L'({1,2} x R%) N L2({1,2} x RY), X.(¢) tiene una versién continua.
De esto es factible mostrar la existencia de una versién continua de LY (ver [3]

y [10]).

5.2 Algunos resultados preliminares

En el caso multitipo, el “movimiento de las particulas” es un proceso de Markov
{1,2} x Ri-valuado, § = {(n,, Ws) : £ > 0}, cuyo generador infinitesimal es el operador
A definido en (2.21). Este proceso se llama proceso bdsico [26]. La componente 7 es

19
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el proceso de tipos y la componente W es el proceso de posicion. El proceso 7 es
una cadena de Markov con tiempo continuo y su -matriz estd dada por @ = (Diag
(M - 1).

Sea P la medida construida en Dy oy({1,2}) a partir de las matrices de transicién
exp(s(Diag V)(M — I)), s.> 0, y de la medida inicial §;, es decir, P!’ es la distribu-
cién del proceso 7 cuando Ny = % A su vez, P((;’;;/) es la distribucién del proceso
bésico (n, W) cuando (ng, W) = (¢,z), la cual es una medida de probabilidad en
Digoy ({1, 2} x RY).

Por L;(s,n) denotamos a la cantidad de tiempo que una trayectoria n del proceso
de tipos pasa en el tipo ¢ durante el intervalo [0, s].

En las estimaciones que daremos enseguida usaremos el siguiente resultado, el cual
se sigue, como veremos, de la conmutatividad de la convolucién y de la ecuacién de
Chapman-Kolmogorov (ver la Proposicién 3.1 en [26]).

Proposicién 5.4 Las probabilidades de transicion Ji, t > 0, del proceso bdsico {(n,, Wt) :
t> 0} estin dadas por

- J ((k x) {Z} X C) /  Lpg=k, n=i3(n) / (O )*q%n))(x Z)dzp (d”)
T e c R

donde k,i € {1,2}, z € R? y C € B(R?).
Demostracién. Por la conmutatividad de la convolucién, *, tenemos que
J(k,2) (i} x C) = / / gy M) (45550 * O (@ 2) P (dn)dz
LB @52 * 4550 2 it ()]
c
donde k' = {1,2}\{k} y E¥¥ es la esperanza con respecto a la medida P;'. Sea N(t,7)

el nimero de saltos de la cadena de Markov 7 en el intervalo [0,¢]. Asi, por la ley de
probabilidad total

R4} % 0) = [ 32 BRG  * €)@ ok e (DN ) = ]
n=0

'PI?[N(t> 77) = n]dz
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Debido al contexto bi-tipo tenemos que

12N—1 (N(ta 77))7 k 7é 7:,
12N(N(t7 77))7 k= 7:7

donde 2N—1={2n—1:n=1,2,..} y2N = {2n:n =0,1,2,...}. Supongamos que
k < i, el otro caso es similar. Sea C; el j-ésimo salto de la cadena de tipos 1y sea S;

Lno=k, n,=i} (n) = {

= C;—Cj_1,7=1,2,..., con Cp = 0. Es decir, S; es el tiempo entre elsaltoj—1vy
el salto j de la cadena de tipos 7. Entonces

o (OL /) :
(%) 3 % a5 (@, 2)Ling=t, n=iy ()

o ( /)
= (qéll-cl-)53+--'+51v(t,n)—1 * quﬁ's4+"'+SN(t,n))(w7 z)lzN_l(N(t’ 77))’

por lo tanto
Ji((k, ), {1} x C)

[ NC BRI ege)
= /CZE ’“[(qsliss+~’--+sN'(t;,,');'i *‘qszisi+-¢'+szv(;,;;>")( /
- N(t,m) =n]PI[N(t,n) = nldz..

7 a A SUASH al _‘}L'j. :""’ .r . ) | | ’
) / Z & qullﬁsstmﬂLsN“’")-l * qé?ﬁ'k)%-l-"-—l—SN(t,n))(I, z)|N(t,n) = n]
¢ n€2N-1
PN (t,n) = nldz

— Pl (ox) (o) - .
= / E / E ’“[(q51+53+...+5N(t,,7)_1 *QS2+S4+---+SN(t,,7))($7Z)\
C nean—1 Jtt-tin=t
N

(t7 77) =n, Sl = t17 82 = t2> seny Sn - 7(/"n,]
-P[S1 € dty, Sz € by, ..., Sp € dtn|N(t,n) = n]F{[N(¢t,n) = nldz

[
= / Z / (q§?£%3+---+tn_1 * qg:_tlf,i.;...._g_tn)(x, Z)
C peoN—1 Vi1t Fin=t

P,?[Sl € dty, S; € dto, ..., S, € dtn|N(t, ’l’]) = TL]P;Z[N(ZE,’I]) = n]dz

— (ak) (Oﬂk/)
T Z / / (Gty Sttt * Tiprtaritn) (T3 2)d2
neaN—1 Y titFtn=t JC

-PJ[S) € dty, Sa € dta, ..., S € dtn|N(t,m) =n]P{[N(t,n) =]

= 2 [ [ e e a2
nEaN~1 Y titn=t

-P][S; € dt1, S5 € dta, ..., Sn € dtn|N(t,n) = n]P][N(t,n) = n

r oG

!
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D / / / / a9 (2, 2)a5 (21, 22) -+ 41 (2m, 2)dn
ti+-ttn=t JC JRE R4

ne2N-1

- dzpdz PJ[S) € dt1, Sz € dts, ..., Sn € dtn|N(t,n) = n]P{[N(t,n) = n]
- ¥ / POFINW(E) € CIN(tn) =, S1 = t, So = o S = ]
ty+tn=t

ne2N~1

P][S; € dty, Sa € dtg, ..., Sp € dt,|N(t,m) = n]PIN(t,n) = nl.

il

=
P =
=
=
=
=

m”

([ Considerando a S; y N(t,n) como variables aleatorias en el espacio Digc0)({1,2} X
. R?) y usando la propiedad de homogeneidad del proceso de posicion obtenemos, por

=
] la ley de probabilidad total, que
—3 _
y E L ! Jt((k)x)a {l} X C)
neaN—1 vt tin=t

B[S € dty, ..., Sy € dta| N (2, ) = [P IN(t,m) =7
= Y PPMW(t) € CIN(tn) =n]PY,) [N(t,m) =n]
ne2N-1 - - o

= POTW() € 0, Lana(N(t,m))
= BEVW@) € C, @)
= P (), W() € {i} x C]
= PUW[(n(t), W(t)) € {i} x C|(n(0), W (0)) = (k,)]-
Como se queria probar. : “ ST oo

Asf, .
Ji((k,z),d(i,2)) = J((k,z),{i} x dz) = J((k,z), (1, 2))dz

B /D (1.2 )(q(Loil(l)t,n) * qﬁ"&gm))(x, 2)Ling=k, n,=i} (m)dz Py (dn),
[0,00) )

donde

Ji(k,2), (i, 2)) = / @) %42 )@, 2) ot nemy (VPL(d)  (5.3)
Dio,00y({1:2})

es la densidad de J; con respecto a la medida m = Z?=1(6j ® A). Nétese la relacién

LQ(t7 77) =t— Ll (t7 77)7 t> 07 (54)
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y que las densidades de transicién del proceso bésico satisfacen

/ dv]t((.ya y): ) (’i, Z)dm(j, y)
{1,2}xR?

dm

2
D R CRRCEY
j=1 /R
2
S L @ e @ o e (P )y
=1 0,00y ({1,
2

=D / Lng=s, =iy (M F5 (dn) < 2, (5.5)
D[O,oo) ({172})

=1

donde hemos usado el teorema de Fubini para obtener la tercera igualdad.
En ocasiones denotaremos a q§°"') por qt(l).

Usando un argumento de renovacién obtenemos [27]

J(G,z), (5,y) = e matg® (g, y) (5.6)

t P Y ;“ .. . . . - -
; +/ ‘/1(1_ mm)e—Vz(l—mzz)s/ qu) (x7’z)Jt_s((j7 z)) (], y))dzds, SRR
Codo e R V) |

conjAi

Proposicién 5.5 La densidad de transicion del proceso basico Jy((3,z), (4, y)) es con

tinua en las variablest y x.

Demostracién. La continuidad de J en las variables ¢ y z se sigue de la ecuacién

(5.6) y de la Proposicién 5.4, respectivamente. ‘ |

Lema 5.6 Sea qt(i) (z) la densidad de transicion del proceso a;-estable simétrico en

RY, i = 1,2. Si a; < ao, entonces existe K > 1 tal que para cualesquier t > 0 y

r € R?
0" () < Kg2) 0, (2). (5.7)
Si ademds t > 1 entonces
o? () < Kt?0/om/e0gl) (@) < K g (), (5.8)

para toda x € RY.
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Demostracién. Debido al Teorema 2.1 tenemos que para cierta constante C,,,
0 ’
a1 (.1') ~ Cy

1 =1,2. Entonces, si a1 < g,

0”@ _ Con
'@  Ca

z|74% cuando |z| — oo (es decir, lim| o C;il|x|d+°‘iq§i)(g;) = 1),

|z|]**7*2 — 0 cuando |z| — 0.

Se sigue que existe ¢ > 0 tal que

> (z)
¢ (@)

Por otra parte, la continuidad de qu) (z)/ qgl) (z) en el compacto {y € R? : |y| < ¢}

<1, paratoda |z|>c.

implica fque existe una constante M > 0 tal que
2
4’ (@)
1
ai" (@)
Asf, q§2) (z) < K qgl) (z) con K = max{1, M}. Finalmente, valiéndonos de la propiedad

< M, paratoda |z|<ec.

de autosimilaridad de las densidades estables obtenemos

q§2)(g;)k _ 4d/a q§2>(t5;/‘*2x) - o |
< gV ey T | (5.9)
el G L (G el (G o))
= t_d/a2K(tal/a2)d/alq(1)/ (:C)
ter/e2
1
= th(az/az(x)'

Usando el hecho de que qfi) es radialmente decreciente (propiedad (2.6)) y la desigual-

dad (5.9), resulta para t > 1:

¢P(z) < U Kg (V)
th(l/al—l/ag) (t_d/al qgl) (t_l/al z))

th(l/al —1/a2) qigl) (x) ,

que es la primera desigualdad en (5.8). La segunda desigualdad en (5.8) es evidente
parat > 1. ‘ ' [ |

Parai € {1,2} y z,y € R? definimos la funcién

Pz, y)dy = PIW, € dy|(ny, Wo) = (i, z)].
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Por la ley de prbbabilidad total,

p (@ y)dy = ZPV%edy,m—Jl(no,Wo) (¢,7)]

- A, G (5.10)

Las funciones p( 9

son las densidades de transicién de la componente de posicion W
del proceso basico [27].

Ahora estimaremos a p(®. Denotamos por #:(dr) a la distribucién condicional de
Li(s,n) dado que hay cambio de tipo en el intervalo (0,¢]. Debido a que la convo-
lusién de densidades es conmutativa podemos suponer que primero ocurren todos los
movimientos a; y luego todos los movimientos cs—(—1)i)/2, sobre el evento de que

existe cambio de tipo en (0,t]. En consecuencia (ver en [27] el Lema 5.9)

pgﬂ)( L) = e Villmas)t (7)(x Y) / / W(z, 2 qt 1.(z y)dz0l(dr), j=1,2.
(5.11)

Sm pérdida de generalidad supongamos qu : Val mm{al, s} ,
Sio<t< 1, entonces de" (5 11) (5. 7) y de la ecuacion de Chapman—Kolmogorov

obtenemos

(J)( ) < e Vil mn)th(iz/a (z,7) / /Rd D (g, 2) Kq() )al/@(z,y)dzt?{(dr)'
< K[qfii/aj(x,y)Jr / (™M * qgtlir)al/%)(x,y)@?(dr)]

SMMMM)AMMWMWM% 61

Sit > 1, entonces de (5.11), (5.8) y de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov resulta

t-1
P (z,y) < e—Va'(l—mff)thd/alqt(l)(x’y)+(/o +/ )
t—1

/ (g, z)q(z) (z,y)dz6%(dr)

t—1
< th/al () .’17 y / / 1)(.73 Z

KumW&@Wﬁw

v /R P VKGS o og (2, y)d203(dr)

1]

8
t
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anterlor con u < 1 es mayorada por
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IA

t—1 ,
Kith=q (o) + 4@y [ (=) 6
0

t
+ /t 1 q,f,:_)(t_,r)al/otz (a:7 y)ei (dr)]’

7N

t
K[tY* ) (z,y) + t7* ¢ (z,y) / 6 (dr)
e : 0
J
+ /t Ty (z,v)6)(dr)]

t
< KGO w) + [0 rele (5.13)
: t—1 '

En las estimaciones anteriores no se aprecia la conveniencia de considerar los casos
0 <t<1y1l<t Estose verd mds adelante en la estimacién de H((4, 2), ({,{)). Por
el momento mencionamos que algunas de las expresiones que resultaran son integrales

u U—38 Uu—3
// / (6% + t5/%)~4/% dty dtads,

de la forma

| "fque son dlflcﬂes de evaluar Sin embargo, si 0 < t < 1, entonces t < to‘l/ 2y la mtegral‘i o

/ / / (ty + t2) "Y1 dty dtods,

que es mas facil de calcular.

A continuacién demostraremos algunos resultados que son una generalizacién de
resultados conocidos. _
Si f:{1,2} x R — R es una funcién medible, entonces

E [ /0 "X, f)ds} - /O (T f)ds (5.14)

(ver [31], Lema 5.1). Usando (5.3) obtenemos las siguientes estimaciones, que em-

plearemos mds adelante.

Lema 5.7 Sea f:{1,2} x R? — R, una funcidn medible. Entonces

X:(f)] < em(f), (5.15)
B| [ xipas] < cmip) . 516)
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EX(f))] < c(m(f)*+tm(f%)), (5.17)
E (/0 Xs(f)ds>:| < e(m(f)? +tm(f?)), (5.18)

donde c es una constante positiva genérica que puede depender de t.

Demostracion. De (2.18), (5.3), (5.5) y de las hipétesis sobre Xy = p, resulta

B = [ Tl g am(d(e, )

cZ/Rd’I}f(k,x)dx
= > [, | 1692k, G.v)dyda

2
- : (1) (a2)
- ckz;/Rd /Rd 15:9) /D[o y({1 2}>(qu1“”7) %q“?tm))(x’ v)
R "',”1{770,=.k: ne=i}(n) Py (dn)dydx
Sl .» JECHS
= c ) fj,y/ / q T, W
;/;d /Rd ‘( ) Dio,o0y({1,2}) JRE 'Lil(t’")-( )
‘q(LCf(i,n) (w, Y)dwline=k, n=53(M) Py (dn)dydz

2
= CZ FGv) / Lino=t, n,=53 (M) By, (dn)dy
k=1 /R? D

10,00) ({1:2})

IN

2
< 2 F(G,y)dy = 2em(f),
c;/w 7,y)dy = 2cm

lo cual prueba (5.15). La desigualdad (5.16) se sigue directamente de (5.14) y (5.15).

De (5.15), la desigualdad de Jensen y (5.5), obtenemos
t t
| HEA@epas < 2 [ m(@ap?as
0 0

gy / > / (3 [ TG00, o))

< 4cAtgAd(f(j,y))2kZ;Ad Ji—s((k, ), (4, y))dzdyds

que es justamente la desigualdad (5.18).
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<se [ > [ (76.9)7auds < setm( £,

Asf, de (2.18) y (2.19) resulta
E[X:(f)Y < 4c*m(f)? + 16ctm(f?), (5.19)

y de esto (5.17) se sigue facilmente. Por otra parte, de (5.19)

(/Otxs(f)dsﬂ - EUOtXr(f)dr/oth(f)ds}

= [ [ B xsidser

/Ot /Ot(E[Xr(f)Z]E[XS(f)z])l/zdsdr
2 sup E[X.(f)?]

0<r<t

t? sup c(m(f)? +rm(f?))
0<r<t

E

IANIANIA

IA

L e E

Sea X = {X: : t > 0} el superproceso bi-tipo. b’»SA-é_dic':’e que un conjunto A €
B({1,2} x R?) es cargado por X(w) si X;(w)(A) > 0 para alguna t > 0. Como
consecuencia de que X es continuo [16] se demuestra en [48], Seccién 3.5, que si m(A)
= (322(8; ® \))(A) = 0, entonces X no carga a A casi seguramente. Este hecho lo

emplearemos en la demostracién del siguiente:

Teorema 5.8 Sean p > 1 y ¢ € LP({1,2} x R4 B({1,2} x R%),m). Entonces para
casi toda t € [0, u]

P{X(lpl") < oo} =1. | (5.20)

Demostracién. Supongamos que ¢ es no negativa. Sea {y,} una sucesién de
funciones no negativas en C.({1,2} x R%) tal que ¢, converge a ¢ en LP({1,2} X
R?,m). Ya que {¢,} es de Cauchy en LP({1,2} x R% m), entonces {{,} contiene una
subsucesién, denotada también por {p,}, tal que {¢,} converge a ¢ m-c.d. Por lo
tanto el conjunto {(%,z) : ¢, (¢,z) - ©(i,z)} no es cargado c.s. por el superproceso

bi-tipo X (ver la Observacién 2 de la Seccién 2.8), es decir,

Xe(w){(,2) : 9, (i, 7) » p(i,2)} = 0
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para toda t € [0, u], P-casi seguramente. Aplicando el Lema de Fatou y usando (5.15)

obtenemos

/0 " BIX.(P)lds = /O uE[Xs(hﬂg’lf ()] ds

< [ tmint B8

< wliminf em((@,)?)

= cum(¢F) < oo.
Asi, para casi toda t € [0,u], E[X:(¢F)] < oo, es decir, para casi todat € [0,u],

1= P{X,(¢P) < oo} = P{p € IP({1,2} x R%, B({1,2} x R%), X:)}.

~ El caso general se sigue de observar que ¢ = ot — . [

5.3 Demostracién del Teorema 5.1

o Usaremos los resultados de E. B.- Dynkin [14] para demostrar el Teorema 5.1, es decir,

;- aplicaremos el Teorema 1.1 de esta tesis.

Recordemos que la funcién de transicion Jy((4, y) ) del pibée‘so bésico es ab-

solutamente continua respecto a m con densidad dada por

Ji((3,7), G,y))dy = J((5z); {5} x dy)
= PW; € dy,n, = j|Wo = z,m9 = 1.

Definamos la funcién (ver la pag. 19)
G(s, (J,y); (:2)) = /0 Ji-s((4:9), (i, 2))dt
donde J;_, =0sit<s,y

H((i,Z)a(LC))=/Ou / G(s, (5,); (6, 2))C (s, (5,v); (1, Q)m(d(j, ) ds

{1,2} xR4

De (5.10) resulta

G(s, (4,9); (3,2)) = / ECRNGR) 2 /0 Py, ) (521

l

n9491
§44

R EEeREEEEER
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de donde se sigue que
H((i, 2), (1,¢))
- Y\/ /Rd , (4,2))G (s, (4,9); (1, €))dyds

IA

/ /R d < / )y, 2 )dt1> < /0 pﬁi)(y,é)dtz> dyds
< E (L o) ([ o)
_ /(u o /Rd (/ P (y, dtl+/u )y, )dt1> |

< / P (y, Q)dts + / - p§§)(y,C)dtz> dyds

.+Z/u N /Rd (/ | p§i> @%)(/@u Al ,g)dt2> dyds. (5.22)

Asi, usando (5.12).y (5. 13) en el prlmer sumando de (5 22) queda

(w=1)+ () u—
Z/ /]R </ iy (y, 2)dty +/ pgf)( az)dt1>
a 1

( / P (y, C)dta + / ; pﬁi)(y,é)dtz) dyds

(u—1)+
(1 L '
/ /le / 2K Qal/a ( ) /0 qﬁlzl-(h—n)%/az (y7 )etl(drl))dtl
j=1 :

t1
(d/en () 1 j
[T E @D+ [ a2 )

Jtg—1. "

IA

1
1 .
.(A ZK(q(az_/a (y C) / 521‘@2-"'2)0‘1/&2 (y7 C)e‘gz (d/rQ))dt2

U—Ss 1o
+ / 2K (t3 g5y (y,0) + /t 1q(” (y, )63, (drs))dts)dyds
2

ro-+(ta— 1‘2)0‘1/"‘2

(u—-1)+
2 .
< 4K Z/ /R:d /0 Qal/a y? dtl_’_/ / 7‘1+(t1—’!‘1)a1/a2 (y, )gtl(drl)dtl
Jj=1
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u—s u—s
d/ (1)
+ /1 oDy A + / / 0 o+ sorjen(:2)60, (dr2 )i
12 .
( / (e, (0 Ot + / AT ONSEACS S

+/1 d/alqt(;) y C dtz —i"/ / r2+(t2—r2)°‘1/°‘2 (y,C)@{,l(d?‘g)dtg)dyds

(u=1)+
4K2Z/ \/Rd / qc‘l/‘i‘1 Z)dtl/ q(az/oz (y)C)dtQ
+ / ey (> 2)d / / 02 arensen (U OB (dra)t

[ w2 / /10y, ¢t
q(ii/a y7 dt]_ / / 7”2—'—(t2—'r‘2)a1/°‘2 (y, C)egg (de)dtz

1
1 j 1
q’f('ll(tl—""l)al/az (y7 )0-;1 (drl)dtl /0 q(ai/a (y7 C)dt2

.|_

_|_

_|_

qﬁilm_mw (52104 )t [ w0

—

NNSANN

o
oA

_I_

1 ; ue 44/ (1
q'r(‘ll(tl—Tl)al/oﬂ (y’ )9%1 (drl)dtl‘/; / 1q§2)(y70dt

_|_

1 .
qﬁjml yorsoa (5 2)685, (dr1)dta
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N

T 3
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* /;u /% (v 2)at / e, 4 C)d

+ /1u— o100y )ty / / ) ar 0O (dr2)
+/1“— t%a )dtl/u_ ty/ %P (y, Q)dt

+ /1 - t2/21q (y, 2)dty / o / 'I('z-(tz rp)21/22 (v, )64, (dra)dt

@ .
qT1+(tl'"Tl)a1/a2 (y7 tl d,rl dtl/ / 7.2+(t2_,’.2)041/a2 (y C) tz (dTQ)dtQ

5.3 Demostracion del Teorema 5.1

(v, )00 (dry)des / 0 0Ot

)
)

q“) (y, 2)8, (dr1)dt

7‘1+(t1-7‘1)°‘1/°‘2

t1
(1)
T1+(t1 —ry)e1/%2

1
1 .
/0 /0 Q,(,er(tz_m)al for (y,0)67, (dr2)dts
u—
(1) J dfo1 (1)
+/1 r1+(t1—r1)°‘1/°‘2 (y7 )etl(drl)dtl/l ty 4, ( 7C)dt2

Tl+(t1_”)al/°‘2 , Z)g:zl (dry)dty

.
L

. / / 02 o orson 5 OB, (dra)alts)dyds

(u=1)+
4K22,/ / / / q(‘}‘z/“a (y, 2 q(az/a (y, ¢)dydt,dt;
7j=1

t2
1
/ / / /]Rd q ?1/‘1 f‘221-(7§f,_>—7~2)0‘1/°‘2 (y C)dy@ (dr2)dt1dt2

/ / #3/° / q(ii/a y,Z)qt (y C)dydhdtz o

IA

<1> (g $)q '
1 rl
[ / / ) o ysioa @7 )q&z/a (v,C)dyel (dry)dtudy
0 JOo JO R4

1 1
[ /0 /0 82 oron 0200, s (0 O, () )

-dt,dts
o d/al g dy6? (dry)dt,dt
+ R 7‘1+(t1—"”1)°‘1/°‘2 (Z/, )th (y C) Y ( Tl) 1402

w (L J
/ / /t2 1 /0 /Rd q’l"1+(t1—7"1)°‘1/a2 (y7 ) 7‘2+(t2—7‘2)a1/°‘2 (y7 C)dyetl (dlr‘l)

9t2 dtldtQ
/ d/ « / @ (y, )q(ii/a (y, Q)dydtdty

/ / / /e / 0 W 205, o yorson (95 O)dY0E, (dra)dtrdts
s [ [ 240 Odudna,
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dor [ oDy gD ; =3 |
t Qtl 7 7‘2+(t2—7’2)°‘1/a2 (y7 C) dyetz (er)dtldtQ _ . ) .
1 to—1 R¢ $—1 67, (dr1)6%, (drs)dt,dts)ds.
(1 (n J _ .
+/o /1 /tl_l /Rd Trit(t1-ra)a/2 . 2)q to1/% (v, )dyb, (dri)dtrdty | == Usando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se obtiene, para el primer sumando

1 to , = de (5.22)
1 1 9
+ /0 A /O /t /d 7(‘11-(t1—7“1)°‘1/°‘2 (y7 )q,,(.2l_(t2_r2)a1/a2 (y7 C)dyeil (drl) b
. u—1 u—
J m, g (w=l+ (J) d () d
-6 2(dr2)dt1dt2 ) ptl y, z)dt, + ptl (y, 2)dt1
L R _

o [ w—
+/ / d/“l/ 0 o ersea 0 2)8 (v, Q)b (dry)dtadty _. -
1 ti-1 e Trit(t-r)a/o2 2 1)dty P ( / P (y, ¢)dty + / Py, C)dw) dyds

+/ / / / / 7(}) RN (7 )£> s (8:Q)dy .
1 to t;—1 JRE 1+t —r)™ o+(t2—r2) ™t . 4K / / / q(ii/a o:l/oz Z C)dt]_dtZ

((Jlﬁ)@{2 (drq)dtidts)ds. j=1

ey J

/// 1/ J+r2+(t2—r2)°‘1/a2( ,C)9t2(drz)dt1dt2
U—38
- [ #od2,, e Qdnds

)60 (dry)dtrdt el b
H / / /t2 B tll/ I gt (ta— T2)a1/a2(z C) tz( L 2) 1412 | RO J ‘
. 1 . ! i S !

07, (dry)dty dt Lol
-‘r-/ /0 /0 T1+(t1 Tl)al/@Hal/a](z,C) tl( r1)dt1dts

1 1 t1 . .
[ / 05 sty rnon (2 QP A s
0 JO 0

’U.S/l
0

IA

Para el segundo sumando de (5.22) se tiene

Z/ / < / p( z)dtl) < / Pg)(%C) dtz> dyds

(u=1)+ Rd 0 R T

Z q(1> ( )+ e : , )'99' i Y
: al/ag Y,z qr1+(t1—7”1)a1/oe2 y7 £ \07'1))a; 1) gt

j=1" J (u— 1)+ Rd “_ ‘ 0 | - ol ”

( / 2K 0+ / 02 o (0, OB (dr2)) ) dyds

S / / / Qal/aJ yJ dtl
(u—1)+ JR4

/ / f’il‘(tl—rl)al/aQ (y, )eil (drl)dtl)
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1
(1) ' j
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>— t2
. @ J 1 pu—
(/o q“”"" w.¢ dt2+/ / Tryt(tara)o/oa Vs €V, (dr2)dba)dydls + / / t‘f/ “qW) e (2 Q)dtadts
0 J1 t1+ty

< 4K? ¢)) )gV o djay (1)
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S
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1 U—s to 11
(1) j j
N / / / / q"‘1+(t1—1”1)°‘1/°‘2 +rg+(ta—ro)®1/%2 (27 C) egl (drl)egz (dm)dtldtz
U—S8 uU—38
d 1 ]
/ / / /al 7(”1:-(151 —Tl)al/a2 +to (Z’ C) 9%1 (drl)dtldtQ

1 . .
/ / /t 1/t 1 1("11(121—7”1)0‘1/0‘2+r2+(t2—7*2)a1/a2 (Z7C)9%1 (d’f‘l)eiz(dT’z)
2— 1—
-dt1dts)ds,

mientras que para el segundo sumando de (5.22),

Z /(u N /R d ( / v Py z)dtl) ( /0 o Dy ,g)dtfz) dyds

S 4K22/ 1) / / q(iz_/a °‘1/°‘j (Z7C)dt1dt2
i)+

j=1 (

u—8 O j
/ / / l/ § trpt(ta—ra)a1/o2 (27 C)etz (er)dtldtQ
/ / / 7‘1+(t1—r1)°‘1/°‘2+t 1/%( C)aj (drl)dtldtg »

/ [t Tl
O ‘ ‘y" e S b

'dtldtg)ds.

7‘1+(t1 —ry)@1/e2 4y +(ta—r2) %1/ @2 V]

Para demostrar el Teorema 5.1 mostraremos tnicamente que H((3,2), (i, 2)) < o0
pues las otras condiciones requeridas por el Teorema 1.1 se verifican facilmente: la
condicién (c) coincide con la desigualdad (5.5) y la condicién (a) se sigue de la Proposi-

cién 5.5.
Por autosimilaridad y la desigualdad ¢ < £ yglida para 0 < t <1, resulta

H((i,2), (i, 2
2400 (s oafa; | on/agy—d
< 4K%q Z/ // . J+t1 7)=d/°1dt, dt,

t2
/ / J A R O I ACOL
 Famig i
N R
to—1

grauadILdRL AL AL AR ILILLLLLNLNINI

o (z 9 tl(drl)é’m(dm)

5.3 Demostracion del Teorema 5.1
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+ / / / (ty + to) Y dt dt,
(u=1)+

Jj=
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1 pu—s i1 t2 i ).
+/ / (t, + t2)—d/a1 (9%1 (dry) / , 9{2 (drs)dt1dts ‘:ﬁ Por lo tanto
0 J1 t1—1 0 Q\ " pu pu—$  pu—s
. == 12), (i, %)) < 32K (0) max{u¥, 1} (12 + 1)/ dtydtyds
dfea(p 4 4 \=d/ea 07 (dr-\dt,dt . H((i,2),(5,2)) < a1 ) 1T 12 1at20S.
u—§ U—3 t1 . 12 . L _
+/ / (1) _d/al/ 0% (dr) / 05, (drz)dtrdtz)ds e n caso de que 1 — d/ay — 0 result
1 1 t1—1 ta—1 =% n caso de que 1 — d/a; = 0 resulta
2 U U—S  puU—Ss ' ’ ' QJ
+> / ( / / (b + t2) "%/t dt, 1 u pu—s pus 1 o s
i1 (u—1)4 JO 0 ;a) /0 /O /O (tl + t2>_ dtl dtgds = /(; /0 (ln ('LL —~ S8+ t2) —1In tg)dtgds
U—s  pu—s to ﬁ:\ . U
“f‘/ / (tl + tz)_d/al / 9%2 (d’f’z)dtldtz g = / (2?1, In2 - 2sln 2)ds
0 0 0 iy 0
u—Ss  pu—s i g 4 = u2 In2
+/ / (tl -+ t2)_d/°‘1 / 9{1 (d?"l)dtldtQ : ‘\1 ’
0 0 0
U=s  ru—s o t2 Para el caso 1 — d/a; # 0 se obtiene
+ / / ( + )~ / 67 (dry) / 6/ (dry)dt:dt)ds). [ == for 7
0 0 0 0 N U pU—S  pU—S [ .
| » = /0 /0 /O (ty + to) ™ dtydtrds = C /0 ((w= s+ 1) — 575 gs,
De esta manera, —p A
o A : 2 o 2d/ ) [ g:} Asi, esta dltima integral es finita si 204 > d. Por lo tanto en ambos casos tenemos
“H((Z:’ Z)..-’ (Z_’ z)) < 4K’q ‘ (O)max{u f{l} S [ o que 2a; > d es suficiente para que H((3,2), (i, 2)) < o0, con lo cual se demuestra el
; 2 Ly, AT y
u1)y I R
(Z/ 4(/ / (t1 + tz)_d/al dt, dt; 9 Teorema 5.1.
=70 o Jo : \

uU—s 1 3
+ / / (t1 + ta) "1 dt, dt, 5.4 Demostracién del Teorema 5.2
1 0

1 pu-s
+ / / (t, + to) Y dt1 dts e De lo expuesto en la Seccién 2.8 se sabe que
o J1
T ~d/a = My(g) = Xule) - ule) - [ Xu(Ag)d Cy({1,2} x RY) N D(A), (523
+ (t1 + o)~V dt dt,)ds i) = Xi(p) — u(y) | XolAp)ds, 9 € G({1L,2} xR)ND(4),  (5.23)
; ul uU—=s U—3s ﬁm
+ Z / 4 / / (t + t2)—d/a1 dt1dtyds) =0 es una martingala continua con proceso creciente
j=1Y(@-1)+ JO 0 \' " .
= 16K2¢{(0) max{u?¥e: 1} —=9 (M () = 2 / Xo(¢")ds. (5.24)
2 (u—1)+ pu—s pu—s J g:\ '
(Z / / / (t1 + t2) Y/ dt1dtrds ‘ Con el fin de extender el dominio de la representacién (5.23) consideremos el mapeo
e =9 lineal (CF°({1,2} x R9), || || 22y xkey) — H2, definido por |
+ ty+to) "V dbydtyds). —e
2;/(1)/0 |ty eedndng. o M)
=

-

ARnn
§
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Usando (5.16) y la desigualdad de Doob (ver la Seccién 2.7) obtenemos
De@a = B |sup(Mile)] < 4B

= 8F {/0 Xs(<p2)d8} < cum(p?) = CUHSOH%?({Lz}de)a

de donde se sigue que dicho mapeo es continuo. Puesto que C5°({1, 2} x R?) es denso
en L?({1,2} x R%) podemos extender el mapeo a L2({1,2} x R%). La extensién del
dominio de la representacién (5.23) esta relacionado con un resultado obtenido por
S. Mélear y S. Roelly en [45], ver la Proposicién I-3.

Definamos las funciones &% : {1,2} x R — R, como

g(zO)(k 513) - 5’%ng(1 mkk)( )

A ,€

con G~ m"") deﬁmda en (2 13) De la definicién anterior se sigue de inmediato que |

( A + 19‘”)(9“ °>)(k z)
= i (— A GO (B, ) + Vi(1 — myp) G °>(k ) |
= Spi(— Doy, Gar &™) (z) + Vie(1 — ) G G54 (). (5.25)

€

Debido a que G5 € C>=({1,2} x R%) tenemos que

t
MAGE0) = X(05) ~ w(EE) — | X.(AGEM)ds
0

es una martingala. Sumando a ambos lados de la expresién anterior el término
I X, (99650 ds resulta

t t
| Xel(=+ 59)G80)ds = w(@) - X959 + | X(99GE)ds + M(GL),
0 : 0
(5.26)

Ya que 990G € L%({1,2} x R m), se sigue del Teorema 5.8 que la representacién

anterior estd definida c.s.

111011
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A continuacién vamos a mostrar que los términos en el lado derecho de (5.26)
convergen a los correspondientes términos del lado derecho de (5.2). Nétese que.

(w(GHO — gEO))?

p({1,2} x RYu((GEY — g40)?)
cm((g(i,O) _ g(i,o))2)

of|Ga G — GRimm| 2

= (||GHOm) 5 B, — GLO—m)|2, (5.27)

(W(GE) — u(GH9))?

IA A

Debido a que d < 20 tenemos, por el Lema 2.3, que la funcién G ™ e L2(RY),
y asf la convergencia a cero cuando ¢ — 0 en (5.27) se sigue del Teorema 2.5. La
convergencia de X;(Ge (& 0)) a X;(G%9) se prueba de forma anéloga (hay que emplear

(5.17) en este caso).
Usando la linealidad de 9@ y (5.18),

</ X, (99GE0 ds—/ X, Wg“‘”) ﬂ
- F </ X( (2) 10) g(zo)»d)] | 5
<E ( /0 X (99 (GO —9“’0>>|>ds> 2}

< e(|[8D(GED — GENE + [[99(GED — gL ).

Pero
199(g60 — gGOy|), = Z |19(’) GO — GO (5, y)|dy
= Ve / GEG-0(e) — GO o)
- Vime /Rd (GO« 8 () ~ GLO ()

lo cual, debido al Teorema 2.5, converge a cero cuando € — 0 puesto que Gaz(l i) ¢

L}(R?, dz). El término ||9@(GHY — GE0)||2 se trabaja de forma similar a como se

procedié con (5.27).
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De (5.16) resulta
B[(ML(G80) - (089" = B [(M(080 - 6E%))'|
< m((ge(z,o) _ g(i,O))Z)7

que tiende a cero cuando € — 0 como en (5.27).
Veamos la convergencia que falta. Es decir, vamos a demostrar que el lado izquierdo

de (5.26) converge al tiempo local. Para llevar a cavo esto expresaremos el lado derecho
de (5.26) como la integral estocéstica I;(Fe). Asf, veremos que la integral estd bien
definida, y la convergencia buscada serd consecuencia de la propiedad de isometria
de I;. Remitimos a la Seccién 2.9 para notaciones y definiciones de las integrales

estocésticas que aparecen abajo.
De (2.29) tenemos que

Xo((—A + 99)(GE0)) = / Ty y(—A + 99)(GEO) (K, 2)dZ0 (1)

Por el Teorema de Fubini nos queda
/ Xt “A+ W)(g“ O0Y)dt = / /Tt —o(—A+IONGEO) (k, 2)dZ0 syt

=/(/ Tis(— A+19<1))(g(10?(k x)dt> dzs@

0
- / Fu(s, (k, 2))dZs e = T1 (F).

Veamos que la integral I;(F.) est4 bien definida, es decir, que F. € x0. Para esto hay
que verificar que (|Fy|, |Fe|)1 < co. De (2.27)

(LR = ([ £ ()t 2)) + [ (e, GRG0
donde A es una medida en [0, u] x ({1,2} x R?) dada por la expresién (ver (2.28))
K(0) = 2 [ 1c(6, G, ) (0, ), A w)u(dl 2)ds.
El siguiente paso es ver que la funcién F es acotada. De la expresién (5.25) obtenemos

Fe(s, (k, ))
B / /12} R (—A+99)(GED) (4, 2) Fe-s((k, 2), d(7: 2)) dt

B // os(GE0T ™) 1 8,)(2) + Vi(L — mi) (GHO) £ 8)(2)) .
ook, ), (i, 2))ddt.

I

‘gi
"
-

(1301101

. /
N 1. N . S 1 4
11 1l

1§39

0000001
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Usando las propiedades de la convolucién y que ® € C2(R?) se obtiene que la funcién
Pe x J1—s((k, 2), (4,)) € Sg (ver el Teorema (0.14) de [23]). Asi, por el Lema 2.2 y
(2.11),

s, (k,z)) :
/ /R d Ao, GEO- ) + Vi(1 — me) GEE™9) 5 &) (2) Jo—s ((k, z), (i, 2))dzdt

/ Ad e AazGV (1— m")—f—V(l— )GV(l m“)>( )@ ( )d’w

Ji—s((k, z), (4, 2))dzdt

/0 /Rd(/Rd Be(w — 2)Jo—s((k, ), (4, 2))d2) (= Age GLT™) + Vi(1 — myy)
GYA=ma)) (1) dwdt

/ /Rd (@e* Jos((R, 2), (1, ) (W) (= Aa, G 7™ + V(1 = myg) G~ (w)

-dwdt ,
= /(<I>€"* Ji—s((k,x), (i 0)dt = / /Rd w)Je—s((k, z), (i (,w))c?wdt

. -0
S U [ ] sl 6wt < @

Ya que F; es acotada y 1 es una medida finita, entonces F es p-integrable. De igual-
forma, para ver que F, € L?(A) es suficiente con mostrar que A es una medida finita.

En efecto,

(0,4 x ({1,2} xRY) = 2 / / . / | H02),dG.)
1,2} xRe J{1,2} xRd
0. ({1,23 xr%) (85 (4, ) u(d(l, z))ds

= ((1,2),{1,2} x R?
2 [ ] 0002 X Rl )
_ /0 u({1,2) x RYds = 2ru({1,2} x RY) <
Ahora bien (ver la pagina 35) |
LEO(0, 7)) = /K(i,O),[O,r} (s, (k, 2))dZs () = L1 (Ki.0) 0.1)s
donde
Koo 003 (6:2)) = | Jeeal(b,2), (G, 0).

0
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En consecuencia hay que demostrar que
L(F.) — L(Kuoo.) enL?(P)cuandoe— 0.

Ya que I es una isometria de XY sobre L2, basta ver que cuando € — 0, Fe — K000,
en x}. Nétese que K0y, € x? debido a que por el Teorema 5.1 el tiempo local de
X existe (ver la pagina 36).

Por definicién

Ti-s(~ A+19(2))(Q’°>)(j,y)
= /{1 . Rd("A+ﬁ(i))(géi’o))(kaZ)Jt—s((j,y),d(k,z))

- Z A+ 9GEN  el, 2
_ / (80,096, + V(L =m0 5 2) e, i, )

= [ 0@ 7en(), (7).

De 1a Proposicién 5.4 se sigue que J;((¢, ), (4,%)) es una funcién que depende de i, j, -
ty de |z —yl|, es decir, L((4,2),(4,v)) = %((4,0), 4,z — y)). Asi, del célculo anterior

obtenemos

Fu(s,(4,9) — Kuo)0m,(8: (4:9))
_ / T (= A+ 99)(GE0) (5, y)d — / TGy ), (5, 0))dt

=[] 89 Rer(G:0), 6 2z = Tel(5,9), 6 O
=[] Hll.0) iy = )z = Jes (0, )
= [0 G0, D) = (G0 Gy = RO =5, G)

Tomando luego transformadas de Fourier

RO -G) = @00 -1 [ LG0.6d. (629)

SITTTTH IR R IR EER AR LR

Eﬂ

. d ¥ ‘4

5.4 Demostracién del Teorema 5.2 91
Usando la expresién (2.27) resulta

(Fe = K00, Fe = Ki,0), 0,11
= ([ RO ka2 + A5, G0 dG0)
= H(e) + H ().
Vamos a ocuparnos de H”(e). Por (5.5) y (5.29)
@ = 2 [duie) [ ds [ ((k2),d0)E 6 - 5, G

d . U » 7). -
o= 2/#(k,x)dm(k,x)/o ds/d—!]s%ﬁ(jyy)dm(iy)

(B =5, 7,9)" |
< 2 / /0 / Jo((k,3), G, ) (BO(r — s, (7, 9)))?dsdm(j, y)dm(k, )

= 2 / / ( / 7,((k,2), (G, 9))dm(k, 2)) (B (r — 5, (5, )))*dsdm(j, v)
< 2 / / (RO(r — s, (G, 9)))2dm(j, y)ds

=2y [ [ RO -G
- 202/u||3£i)(7"—3>(37 r|2ds:2cz/ 1ROt~ s, ()| ds.
< 2cZ L@w=17 ([ 160,69y doasay.

De las definiciones de G&¥ s e 2 y del Lema 2.2, tenemos que para cada ¢ € Sy se
cumple

[ 8 @e(e)iz

Re

= [ (A GEE™ £ Vil — m)GHS ™) )ola)da

= [ (-2aGEO™) 4 V(1 - ma)GEO™) + 8)@)p(z)ds

= /Rd Rd((—AaiGZi(l—mu) + ‘/;(1 — m“)GZ‘Z(l—mu))(x — w)@e(w)dwgp(x)dm
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— / . (w) / ((—AaiGZii(l‘m“) +Vi(1- mii)GXj(l_m“))(x —w)p(w + (x — w))
R4 Rd
-dxdw
- / 8.(w)p(w)dw,
Rd

y asi, de (2.12)

/ 99 (z)p(z)dz — ©(0), cuando € — 0.
R4

2 converge en sentido distribucional a é. En-

~(4)

De esta forma se ha demostrado que ge

tonces, por la continuidad de la transformada de Fourier, tenemos que ge’ — 1 cuando

~(2)

e — 0 y ademds que g¢” es acotada pues por (2.3) y (2.9),

F9(2)] = | — (AaGYE™I (@) + Vi(1 — my) GLE ™ (z)|
= | |z|*GY AN @) + Vi(1 — mis) GAG™(z))
= |(J2]% + V(1 — mi)) gLl (z)]
= [(Jz|" + Vi(1 — m)) (GO~ 5 2,) )]
= |(|2]" + Vi(1 — ma)) GEO-™ (@) (z)]

~[Ba) = | [ =0z

/ d<I>( )dz / e () B(2)dz

R4 € R4

< / €D (2) | dz = / B(z)dz = 1.
R4 R

Para demostrar que Héi)(e) — 0 cuando € — 0, por el teorema de la convergencia
dominada basta probar que

LI ([ weon '))A(y)dzz)zdsdy

es finita si d < 2(cy A o). Supongamos, sin perdida de generalidad, que a; < .
De (5.3)

5(0,0), (.7 = [ PRNCERSY O O OB
0,00)

anrnnne
'Y R RN

AR R ERERLER LR
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Por lo tanto, por las propiedades de la transformada de Fourier, (5.4) y haciendo
cambio a coordenadas polares (ver el Teorema 2.8), obtenemos

U r—38 2
L ([ w0, 6.rwan) sy
reJo \Jo
= o W @ 1 ()P (dn)dv)*dsd
- ( (qu(vn) qu(vn)) (¥)L{no=3, n,=i3 (M) F; (dn)dv)”dsdy
R Jo Jo Dig,00) ({1:2}) ’
= / / ( / / Zlﬁ)(v,n)(yﬁf:?z)(v,n)(y)l{no=j, no=i} (1) P (dn)dv)*dsdy
Re D ey ((1.21) |
B / / / / BN E gy iy () B] (d))dyds
R? Dio,00)({1,2})

= / / d 1 /T S/ e~ L1 ()™t —La(v,n)€™2 Lno=4, nv—z}( )Pf(dn)dv)Q
Dpo cc)({l 2})
-d€ds

N / / & / / e b lemEn ~omla o) 21{no—J ny=i} (M )P;](dn)dU)Z
Dy, oo)({l 2}
déds ‘

Sig Z l se cumple £*? > £** y entonces

exp(—La(v,)E™ — (v — La(v,7))€**) < exp(—v€™).

Ast
// (/ 70,0, z,>><>v> dsdy
R4 .
= / / / d 1/ e—L1(v,n)§°‘1—(v—Ll(v,n))Eaz1{n0=j, m=i}(77)
0 Dy, ({1,2}) .
-P](dn)dv)*déds
<o [ Loy, it () P () )il
Dio,00)({1,2}) '
+/ / §d‘1(/ / €™ Linymj, n,=iy (1) P (dn)dv)*déds)
0 J1 0 Do,00y({1,2})
U 1 r—8 ) 0 r—s8
< / / 1 / dv)?déds + / / £ / e U du)2déds)
0 0

o lr—s)em
s)2deds + / / 11T yageqs).

- c(/ou/oléd*(r
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Ya que (1 — e~ ("9%")2 < 1 se sigue que

/Rd /Ou (/Or—s J.((5,0), (4, -))"(y)dv)stdy < c—|—c/ / g4-1-%0 g g

d 2041 oo
d 20&1

y por tanto el lado izquierdo de la desigualdad anterior es convergente si d —2a; < 0.
Falta analizar la integral H. p(e). De la desigualdad de Jensen es inmediato que

HO) < p({1,2} x RY / (RO, (k, 2)))?du(k, 2)
< e / (RO(r, (k, 2)))2dm(k, 2)

= CZHR(” NIz

De esta forma podemos proceder como lo hicimos con Hz(i).

= c+cu

)
1

5.5 Demostracién del Teorema“ 5.3 PR

Partiendo de (5.22) obtenemos
2

(u-1)+ 1l |
((Z Z) (1,¢)) < Z/o /0 /0 / pg) (w zm2 w, ¢)dwdt dtads,

R4
(w—1)+ 1 ( ()

+/ / / / ptf) (w, z pt; w, {)dwdt,dtads;
0 1 0 R4
(u—1)4 1 U—81

+/ / / / pgi) w Z J) 'LU C)dUJdtldtzdsl
0 0 1 Rd

(u=1)y pu—s1 pu—s1
+/ / / ptl w, Z pg) w C)d’lUdtldthSI
0 1 1 R4

U—S1 pU—S81
/ / / / pt1 w, 2) pg) (w, ¢)dwdt,dtadsy).
(u=1)+ R

Para demostrar el Teorema 5.3 aplicaremos el Teorema 1.2 segtin el cual basta probar '

sup / | 666,935 6,26, G, (4, DVH(,2), 0, dli () < o0

10310000001

-
‘Af
A4
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Sin pérdida de generalidad supondremos que a3 < ay.
Iniciemos notando que

/Rd Gls, 7, (1,2))Gs, ()5 0, OVE(G, ), (1, O)ddg

R
(u—s)AL u—3
<> [/ [
j=1 Rd JR4 (u—s)Al

(u—s)AL —5 )
1 / + / o) (y, C)dte
0 (u—s)AL

(u=1)+ p1 p1
/ / / / P (w, 2)p (w, ¢)dwdty dt,ds,
0 0 0 R4

(u=1)+ pu—s1 pl
+/ / pgi) (w, 2) pﬁi) (w, ¢)dwdt, dtads,
Rd

(u—1)+ p1 —s1
+ /0 / / P (w, 2)p (w, ¢)dwdty dtyds,
0 1

d

plu=1)+  pu—s1 pu—sy
+ / / / P (w, 2)pd (w C)dwdtldtgdsl
1 R4

U U—S81 U—8§3 ‘
+ / / / P (w, 2) p§;> (w C)dwdtldtzdsl)dzdg
0 0 R

(u—s)Al ) (u—s)/\l )
=S L e [T e o
Jj=1

(u—s)Al 5 u—s
+/0 ;(ya dt /( pg)(y,@dh

u—s)Al

)

( ) (u—s)A1
+ / pt; Y,z dt3 / pg) (ya C)dt4
(u— s)/\l 0

U—8
+ / P (y, 2)dts / Py, ¢)dts)
(u—s)A1

(u—s)AL
R D )
/ / / pti w, Z pt;) w C)dﬂ)dtldtzdsl
/u D+ pu— 31/

A
(u=1) /
g
/u

/ / P (w, 2)pP (w, ¢)dwdt, dtsds
]Rd

(u 1)+ 81 pu—sy ()
/ ptf w, z ptz w, {)dwdtydtads;
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(u=1)+
AL
0 (u— s)/\l (u s)/\l Rd JRE JRE
(u—1)+ 1
L b L,
0 (u—s)AL J (u—s)A1 JO Rd JRE JRE
u—1)+
/0 /u $)AL J (u— s)/\l/l /1 Ad /Rd /]Rd
—$ Uu—s U—81 —81
(u—s)ALl J (u—s)A1 JO /0 [Rd /I?{d /]Rd
()

Dy, (_w 2)pd (w, Op (y, 2)p (y, ¢)dwdzd( dt, dtadtsdtads,

R

j=1 =1
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/ / / / P (w, 2)p (w, ¢)dwdt, dtzds: )dzd¢
(u—1)+

_ Z(/(u—l)+ /O(u s)/\l/u—s)/\l/o /O /Rd/Rd/]Rd

(u—1)4  pu—s)AL  plu—s)AL  pl
L // Lok
0 J1 Rd R4 JRE
(u—1)4+  pu—s)Al u—s)AL
[0 L
(u—s)Al  p(u—s)Al  pu—s1  pu—s1
Sk L L L - .
/u 1)+ / /( —5)AL /1 /1 / / / : Las integrales I;(j) se estiman de forma similar. Como ejemplo estimaremos la
0 (u—s)al Jo o Jo JreJRre Jre 9 integral I;(j) :
(w=1)+ u=s)nl I ‘ (u—1)+ u—s)AL  plu—s)Al
/O (u— s)/\1~/0 /1 / /]Rd/Rd/]Rd o , Il J < 8K* / / / / / /Rd/Rd/Rd
(u—1)4 (u—s)AL 1 ‘ P
ey 1
/u s " /1 /R : /R L R 0 e (0, 2)68, ()
(v—1)+ /(’LL s)AL / / / / . ' I » 1) (
, [ = : qa o
(u—s)AL JO /1 re JRe JRE g (e
+/ /u 8 /(u A1 /u s1 /u sl/ / / w (q(l)/ (
Ql cz
(u—1)+ J (u—s)A1 JO 0 0 R4 JRE JRE
(u—1)+ p(u—s)Al 1
s DL
0 0 (u—s)AL JO Re JRE JRE
(u=1)4 (u—s)Al 1
(u— s)/\l»/lj /0 /]Rd /Rd »/]Rd
1 —s1
(u— s)/\l/O /1 /Rd /IRd /Rd
U—381
(u— s)/\l/l / /Rd /]Rd /Rd
~81 U—S81
(u— s)/\l/C; / /]Rd /Rd /]Rd
1
ok LLLL

_|..

_I_
C
f
\:

o
o
O

+
c\

0
&
| ==
—»
»
=

_I_

.|_

+

_l_

+
NN

+
: 0

i3 .
1 .
y7 Z) + 0 q7(”32|-(t3—7”3)°‘1/°‘2 (y7 )gia (d’f’g))

w z) /
w,¢) + / 0%, oyente (0, OB, (dr2))
/

(A2, 0.0+ [ o (s QB )z
dtl dtz dtg dt4d$1 .

\\

Aplicando tres veces la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, usando la propiedad de
autosimilaridad y la desigualdad t < ¢, valida para 0 < ¢t < 1, nos queda

) (u—1)4 plu~s)Al  plu— s)/\l
no) < sk [ [T /

((tal/aj +t21/a.7 +ta1/aJ _l_tal/ai) d/al

ta
+ / (652/%0 4+ 4579 + 45/ g+ (b — 1a)/°2) 0], (dry)
.

(u—s)Al

Yy
4

)
N/

\

0

(u—1)4+  p(u—s)Al
A
0 0
(u—s)A1
“Jou
(u—1)4+ JO
(u=1)4
A
0 (u—s)AL

N {4
g4
g

Y
g

\

\\

i3 ]
O e
) .
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+toz1/a_7) d/alej (drl)ej (d?"g)ej (d'/’3)

51
/ / / / ™+ tl - T‘l)al/a2 + 7y + (t2 - Tz)al/az + 73

t3 — 7‘3 al/ocz -+ T4 -+ (t4 - T )al/ag) d/o‘lﬁj (drl)QiQ (d?"g)(ggs (dr3)0 (d’f’4))
dtldtgdt3dt4d81

(1) /(u 1 /(u s)/\l/u s)/\l/ /

((t1 +to +t3+14) d/al

t t
+ / 4 / s(t?l/aj + tgl/aj 73+ (ts —78)™/% 1y + (ta— ry)/es) /e
0 Jo '
67 (dr3)0l, (dry)

. |
+ / (#2295 1y + (ty — rp)®3/2 + £53/%9 4 43V/%9)=4/00] (dry)
0 ,

ty  pt | )
+/ 4 / 2(75?‘1/043' + 79 + (t2 — rz)al/OLQ + tgcl/ag 4oy + (t4 N 7.4)a1/a2) dfon
0 0

IN

LEEEEERE
TR TEY

ta | )
i / 4 / z(ti‘l/"‘j +rp+ (2 — T2)al/a2 + t?/a’ + 7y + (ts — T4)a1/az> 4/
0 0

— By 21 .
, . ; | (4t £ty +ta) Y6 (dry)
.9{2(d7’2>0g4(d7"4) 1. /0 ( 1 2 ta
) i3 (2] ” o N B : i3 .
£91/%5 |y o (ty — 19)°M2 1 + (b5 — 75)%2/% 4¢3/ %) i | + ty + ty + tg + ta) Y426} (drs)
+ 1 — |
o Jo =
j ] ‘ ta i3
J J | R .
0z, (657"2)9;3 (d;?:) == + / / (ty +to -+ ta + tg)~¥*10] (drs)0], (drs)
4 3 1
+/ / / (8% ra + (b2 = 72)*/% 4 75 + (B3 = 75)*/%% 14 P B O .
o Jo R 1 n / (b + o + ta + t2)~/65, (dr)
+(t4 — 7"4)011/042)—d/0¢1(9%2 (d’l"z)@‘ga (dT‘g)&i4= (d’f’4) » == Ot / t |
. . . . ‘vli 4 2 _ o . .
.+‘;/~t1 (7,.1 i (tl— Tl)al/az + tgl/aj + t?l/aj;+ tZI'/Olj).—d‘/Oéleil (d'f‘l) ‘ ; = ‘ in » +/0 /O (tl + t2 + t3 + t4) d/ le.gz (d?"g)@%‘l (d/r4)
Jo o o v‘,"_ i B t3 to . . R :
+ / * / § (ry + (t1 — 7)®/%2 4 85% 43/ oy oy (ty — rg)™/o2) e e + /0 /0 (t2 ot tat ta) %26}, (dr2)6}, (drs)
- . = te pta i , . o
07, (dr1)07,(dr4) 1 + / / / (ti +ta +1t3+ t4)—d/a19%2 (dr2)04, (drs)0?, (drs)
ts i a ; o ar/ogy—d/og ‘- 0 0 0
tr — 71)%2/%2 4 15 g 4 (b — )/ 13V | t1 ,
"‘|‘/ / (7'1 +( 1 1) 2 3 \ +/ (tl —f—tz +t3 +t4)—d/a19gl(drl)
j j 0
uldr)on drs) == "o A/e26] (dr1)6},(dra)
ts pts pt ‘ = ta L 1, )0/ ,,, -
+/4/3/1(r1+(t1—r1)a1/"2+t§1/%+r3+(t3—7”3)a1/a2+7”4 | +/o /0 b2+t ¥ s +i) RS
0 == ts ph . .
R . . —d/a
+(ta — ra)®/°2) 74 0] (dr1)6}, (drs)67, (dra) ul + /O /0 (t1 + B2 + t5 + 1)~/ 26, (dr1)6, (drs)
to t1 o o1/ a1/ —d/oy ) 1 t3 i1 i . ,
+/ / (Tl + (tl - 7"1)0‘1/042 + 1o+ (t2 - 7”2)0&1/ 2 4 t3 J -+ t4 J) ’ / - +/ 4/ / (tl + tz + 1)3 + t4)_d/alegl (d’rl)e:zs (d’r3)0g4 (d7’4)
o Jo Jo .
9] d7‘1 9J dT‘ 2 ‘- t2  pl1 . .
tl ) t2 ar/oy B +/ / (tl + fo + 13+ t4)_d/a19il (d?"l)egz (d?"g)
/ / / (ro+ (B = 11)™/%2 b+ (g = 1) ™/ + 857 4y == o Jo o
e ~3/o2.01 (dry)61, ()], (dr.
(ta — 74)°/°2) /16, (dry )07, (dr) 6, (dra) =< */0 /o /0 (b1 ta ot + 8a) %07, ()63, (dr2) 63, (dre)
to o . | t3 to t1 . . .
/ / / Fut (b — )% g (b — 1) g (f — ) = + / / / (b by + s+ £4)~301, (dry )62, (dra)8S, (drs)
_ i o Jo Jo
.
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tg i3 to t1 . i . .
+ /0 /0 | /0 /0 (b1 + ta + ts + £2)236], (dry)6], (o)L, (drs)2. (drs))

o) (u=1)4+ plu—s)Al plu—s)Al p1 pl
< 128K°q; (O) / / / / / (tl + iy +1t3+ t4)_d/a1
0 0 0 0 JO
'dtl dtz dtg dt4d81 .

Obtenemos asf,

U pU—S pU—S pu—S] pU—S]
<¢ /O / / / / (t1 + to + ts + to) " dt dtydtsdtsds,

donde C' es una constante positiva.

/Rd L, 66,905,206 (s, G (4, DE (G 2), (0,

Igual que con el caso del tiempo local, basta considerar las posibilidades 1 —d/a; #
0,2—d/on #0y 3—d/a; #0, pues de lo contrario el TLAI existe. De esta manera,
si 4 —d/ay > 0, entonces

‘ 4 -3 U—s u—s81 u—s1 .
/0 / / | / = / (t1 +to + t3 + tg) "% dt, dtodtsdtadsy
0 " JO; Joo
(

0
= C(4(3u — s)>"¥% 1 2(y — )3 4 u(2u — 28)*=4/e1 49 S-der.
— (Qu)>%ea _ 2u(u — s)* ¥ _ (4y — 25)5 Y _ 4(2u — 5)5 4/ |
— (2u — 25)%" Y0,

En consecuencia
U pu=s u—=s U—81 u—s1
SP /0 / / / / (t1 + 2 + ts + ta) ™Vt dtydtadiydsy
< C(4(3w)>=9/ 4 2039/ | y(2u)*=9/o 4 gyf=d/e) < o,

De lo cual la existencia del TLAI se sigue si 4 — d/a; > 0.
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