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Resumen

En el primer capitulo se introduce el concepto de SVMs y se plantean los objeti-
vos de la tesis.

El segundo capitulo presenta una breve introduccién al método de SVMs, cémo

trabajan resolviendo el caso linealmente separable y no linealmente separable y al--

gunos de los conceptos bésicos que serdn de utilidad a lo largo de la tesis, como el
concepto de kernel.

En el tercer capftulo se presentan algunas propiedades generales del espacio de
rasgos y se analizan algunas caracteristicas y propiedades de algunos de los kernels
més comunmente usados en las SVMs a través de las funciones ¢ y los espacios de
rasgos que definen implicitamente. Se presenta también un enfoque nuevo acerca de
cémo construir kernels a partir de las funciones de separacién que se requierain.

Por ultimo, en el cuarto capitulo se presenta cémo construir kernels con polino-
mios ortogonales y la construccién de un kernel con los polinomios de Tchevyshev
ademés de kernels con los polinomios de Hermite y con series de Fourier a partir de
algunas ideas sugeridas por Vapnik [1]. Ademés se presentan los resultados de algu-
nos experimentos realizados con estos kernels, se calula el error de generalizacién y
se compara con una de las cotas de éste error presentada en el capitulo 2.
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Capitulo 1

Introduccion

En Inteligencia Artificial, uno de los primeros pasos para lograr méquinas inteli-.
gentes es programar un método de aprendizaje. El problema de aprendizaje consiste
en, dada una muestra de tamafio limitado, encontrar una descripcién concisa de
los datos. Cuando los datos son muestras de patrones de entrada y de salida, una
descripcién concisa de los datos se puede dar en forma de una funcién que pueda
producir datos de salida a partir de datos de entrada (funcién de decisién). Ejemplos
donde se presenta este problema incluyen clasificacién de letras y digitos escritos a
mano, clasificacién de noticias en una agencia de noticias o la clasificacién de paginas
Web a partir de su contenido.

Las SVMs (M4quinas de Soporte Vectorial) son una técnica para resolver el pro-
blema de aprendizaje motivadas por los resultados logrados por Vapnik [1] y sus
colaboradores en la teoria estadistica del aprendizaje, la cual motivé a muchos in-
vestigadores a enfocarse en la teorfa del aprendizaje y su potencial en el disefio de
nuevos algoritmos.

La técnica de SVMs buscan encontrar una regién de decisién (o una aproximacién
a una funcién para el caso de regresién) a través de planos (o hiperplanos) de sepa-
racién. Sin embargo, cuando el problema es no linealmente separable (esto es, que no
pueda resolverse con un hiperplano de separacién), se puede encontrar una regién de
decisién no lineal (con funciones de separacién no lineales) incorporando al método
una funcién kernel. La razén de esto es que el kernel definird un mapeo implicito a
un espacio donde el problema pueda resolverse con hiperplanos de separacién (si el
kernel es adecuado). ‘ \

Este procedimiento de sustituir los productos punto por kernels es la més impor-
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2 ' : _ CAPITULO 1. INTRODUCCION

tante e interesante caracteristica de las SVMs; ha despertado gran interés en muchas
dreas y se ha buscado exportarlo a otros métodos.

En esta tesis se estudian algunas caracteristicas de los kernels més comunes en
problemas de clasificacién, asf como la construccién de nuevos kernels usando poli-
nomios ortogonales y algunas técnicas presentadas por Vapnik.

En el capftulo 2 se presentan los preliminares y las bases para entender el problema
de clasificacién y cémo se resuelve con el método de SVMs asf como la introduccién
del concepto de kernel.

En el capitulo 3 se muestran algunos resultados con respecto a los espacios de
rasgos de kernels y especificamente se analizan los kernels polinomial sencillo, poli-
nomial y gaussiano.

Por dltimo, en el capitulo 4 se muestra la construccién de algunos nuevos kernels
asf como un breve andlisis de ellos. Se presenta ademds algunos experimentos con
estos kernels y se comparan los resultados con una cota del error presentada en el
capitulo 2.

Uno de los objetivos de esta tesis es presentar una perspectiva diferente para el
uso de kernels en SVMs orientado a la funcién de separacién que generan, esto es,
si se puede obtener informacién a priori del tipo de funcién de separacién que se
espera, la eleccién de un kernel adecuado serd més sencilla. El analisis de los kernels-
polinomial sencillo, polinomial y gaussiano que se presentan en el capitulo 3 y en
especial la 1ltima seccién del mismo estén orientados a este respecto.

Otro de los objetivos es presentar algunos resultados y propiedades de kernels
para clarificar un poco la forma en que trabajan en el algoritmo de SVMs. Uno de
los resultados en este respecto es el hecho de que la imagen de un conjunto finito
bajo alguna funcién ¢ que defina un kernel fijo estd contenida en un espacio cuya
dimensién es la misma para cualquier ¢ que defina ese kernel. Esta dimensién es la
que se refiere en varios libros como “dimensién del feature space”, aunque de forma
tedrica. Este resultado se presenta en el capitulo 3.

Como tltima aportacién, presentamos nuevos kernels para lograr una mayor va-
riedad de kernels y en ciertos casos en el tipo de regiones de separacién que se puedan

“obtener, aunque sélo se presenta un breve anélisis de ellos.

Capitulo 2

Maéquinas de soporte vectorial

En este capitulo se presenta una breve introduccién al método de SVMs y algunos -

de los conceptos bésicos que serdn de utilidad a lo largo de la tesis, como el concepto
de kernel. El principal objetivo es mostrar cémo el método resuelve el caso lineal-
mente separable y cdmo se incorporan los kernels para resolver el caso no linealmente
separable.

~
)

2.1. Aprendizaje por medio de muestras

El uso de las computadoras ha facilitado en gran medida la resolucién de proble-

mas gracias a la rapidez y exactitud con la que realizan operaciones en la computa-
dora. ‘

Recientemente se ha buscado la manera de resolver por medio de métodoa compu-
tacionales problemas en donde se requiere alguna informacién de datos desconocidos
tomando como referencia informacién de datos conocidos. Un ejemplo de estos pro-
blemas puede ser reconocer letras escritas a mano. Este problema no se puede abordar
con programacién clgsica debido a la infinidad de formas diferentes en que una letra
puede ser escrita. En este caso se quisiera programar un método computacional para
encontrar alguna manera de distinguir entre las letras escritas por cualquier persona
a partir de algunos ejemplos particulares. En otras palabras, se busca un método
que sea capaz de “aprender” a través de ejemplos guardando cierta analogia a la
forma en que lo hace el ser humano. A esta forma de atacar los problemas se le llama
Metodologia del aprendizaje.

Dentro de esta drea nos interesa trabajar con el método de aprendizaje supervi-

3




4 CAPITULO 2. MAQUINAS DE SOPORTE VECTORIAL

sado principalmente con el problema de clasificacion.

El método de aprendizaje supervisado consiste en encontrar una regla general que
explique datos a partir de una muestra de tamafo limitado. En detalle, se da como
base al método un conjunto de parejas de datos (datos de entrada y de salida) lla-
mados datos de entrenamiento o conjunto de entrenamiento, y la tarea del método
es, encontrando una relacién entre los datos de entrada con sus respectivos datos de
salida, tratar de dar una salida adecuada para cualquier dato de entrada que se le
proporcione (no importando que no sea parte de los datos de entrenamiento).

En el problema de clasificacion se tiene un conjunto de datos que se quiere cla-
sificar en una de varias clases. Para usar el método de aprendizaje supervisado en
este problema se usaré el conjunto de datos a clasificar como datos de entrada y los
datos de salida serén las clases correspondientes de entre las posibles clases.

Nos interesa el caso en que los datos de entrada pueden representarse por puntos
en R™ (usualmente en R?) v ademss en que sélo hay 2 clases posibles (clasificacidn
binaria).

2.2. Maquinas de soporte vectorial

El algoritmo de mdguinas de soporte vectorial (support vector machine o SVM)
es un método de aprendizaje supervisado para resolver varios tipos de problemas
de aprendizaje. Con el fin de describir este algoritmo veremos cémo se aplica para
resolver el problema de clasificacién binario. Para resolverlo, este algoritmo busca
una funcién que asigne a cada punto un valor el cual debe ser el mismo para pun-
tos que pertenezcan a una misma clase y diferente para puntos que pertenezcan a
diferente clase. Por convencién (y para simplificar célculos posteriores) se busca que
estos valores sean 1 y —1.

Denotaremos:
X C R™ Espacio de entrada

Y ={-1,1} Espacio de salida (clases)
S={(z1,%1),---, (@5, %),---, (@, y)} Conjunto de entrenamiento

La funcién encontrada por el método de SVM dividird el espacio de entrada en
dos (o mds) regiones, cada una de las cuales le corresponders una clase, ya sea +1 o

~
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—1. Usualmente, esta funcién tiene la forma

d(z) = sign(f(z)) (2.1)

para alguna funcién real f.

Llamaremos a d la funcidén de decisién y a f la funcién de separacion, ya que para

que h clasifique correctamente los puntos de entrada, la curva definida por f(z) =0

necesariamente debe separar los puntos de la clase +1 de los de la clase —1.

A continuacién veremos cémo se aplica el método de SVM al caso linealmente
separable, el cual serd la base para resolver el caso no linealmente separable.

2.2.1. Caso linealmente separable

Decimos que los datos de entrada son linealmente separables si existen w € R™
y b € R tales que la funcién de decisién dada por la ecuacién (2.1), donde f(z) =
(w, z)+b, es tal que clasifica correctamente todos los datos de entrenamiento z; € X,
es decir d(z;) = y;. En este caso f(z) = 0 define un hyperplano en R™ el cual separa
las regiones de decisién. La figura 2.1 muestra un ejemplo de f en R2.

Observemos que para un conjunto de entrenamiento S dado, puede haber varios
w v b para los cuales la funcién de decisién correspondiente d clasifica correctamente

_los puntos de entrenamiento.

Una forma de distinguir entre las posibles funciones de desicién que clasifican
correctamente los datos de entrada es definiendo el margen de f respecto a los datos
de entrada.

Definiremos el margen de f con respecto al minimo de las distancias entre el
hiperplano f(z) = 0 (llamado hiperplano de separacidn) y los z;. Distinguiremos dos
tipos de margen:

Margen funcional = min y;({(w,z;) + b)
w, z;) +b ,
Margen geométrico = min yiinl;)”L (2.2)

El margen funcional, a diferencia del margen geométrico, cambia bajo un reesca-
lamiento del plano: (Aw,z) +A\b = 0 para A € R, por lo tanto podemos tomar el
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_—

Figura 2.1: hiperplano de separacién f en R? (recta) que separa la clase de las x de
la de las o

margen funcional igual a 1 sin afectar el margen geométrico, esto es

(w, ™) +b = +1
(w,z7y+b = -1

(
| (
donde z* y £ son los puntos més cercanos al hiperplano de separacién (w, z)+b =0
de la clase +1 y —1 respectivamente. Luego, sustituyendo las ecuaciones (2.3) y (

en la ecuacién (2.2) obtenemos
' 1
= (2.5)
[l |

donde v es el margen geométrico.
En la figura 2.2 se muestra un ejemplo de margen geométrico en R>.

La tarea del algoritmo de SVM no sélo es encontrar un hiperplano f(z) =
(w,z) + b que clasifique correctamente los datos de entrada (usando d dada por
la ecuaci6n (2.1)), también se busca que tal f tenga el menor error de generaliza-
cion posible, esto es, que sea capaz de clasificar correctamente la mayor cantidad de
puntos diferentes a los puntos de entrenamiento. Formalmente, llamaremos error de
generalizacién a la probabilidad de que un vector sea incorrectamente clasificado.

e g g
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N

Figura 2.2: El margen geométrico, delimitado por las lineas méds delgadas, queda
determinado por los vectores mas cercanos a la funcién de separacién (la recta més
gruesa)

Introduciremos el pardmetro A que se conoce como dimensién VC (Vapnik-
Chervonenkis), el cual es un indicador acerca de la capacidad de separacién de la
funcién f. Entonces, para el caso cuando f es un hiperplano, Vapnik [1] establece la
siguiente cota para h: :

D2 : .
h < ml’n{[?], mo}+1 (2.6)
donde my es la dimensién del espacio en el que se encuentran los vectores de entrada
v D es el didmetro de la bola més pequena que contiene a dichos vectores.

Ahora, Vapnik [1] establece que, con probabilidad 1 — 7, se tiene la siguiente cota
para el error de generalizacién:

4
Errorgen = % + g (1 +4/1+ l_?) (2.7)

donde
_4h(1n% +1)—In?

- , (2.8)
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y m es el nimero de vectores de entrenamiento que no fueron clasificados correcta-
mente por la funcién de decisién encontrada por el método. '

De (2.6) y (2.7) observamos que para minimizar el error de generalizacién, es
necesario maximizar el margen geométrico . De la ecuacién (2.5), esto equivale a
minimizar ||w|.

Luego, el problema de las SVMs se reduce a resolver el siguiente problema de
programacién cuadratica:

minimizary, (w,w).
sujeto o y;((w,z;) +b6)>1 i=1,...,1

donde las restricciones vienen de combinar las ecuaciones (2.3), (2.4) y el hecho de
que d(z;) = y; cuando z; esté bien clasificado (I es el nimero de datos de entrada).

Para resolverlo, obtenemos su Lagrangiano:

Z |
Lw,b,0) = 2(w,w) — 3 oulys( s, 33) +5) = 1) (2.9)

=1

donde a; > 0 son los multiplicadores de Lagrange. Luego, por el Teorema de Lagrange
debe cumplirse que

OL(w,b,a) l

m sz_o

de donde
I
w= Z Vi s (2.10)

G=1
{
> yioy =0 (2.11)
i=1

Sustituyendo las ecuaciones (2.10) y (2.11) en la ecuacién (2.9) (llamado también

2.2. MAQUINAS DE SOPORTE VECTORIAL 9

problema primal), obtenemos el siguiente problema de optimizacién cuadratica (lla-
mado problema dual), el cual es equivalente a resolver el problema original

mazimizar  W(a Z Q; — Z VY0605 (%5, T5) (2.12)
i=1 253
sujeto a’ ZLI Yo =0

>0 i=1,...,1

Resolviendo el problema dual obtenemos las o; optimas (o) para asi, de la ecua-
cién (2.10), obtener w* (w Gptima)

!
w' = Zyia;f‘:ci (2.13) .
i=1

Para obtener b 6ptima (b*) usamos el hecho de que la distancia del plano (w,z) + b
al origen es ”%“ v las ecuaciones (2.3) y (2.4) para obtener:

méx, -1 ((w", z:)) + Ir}fnyi=1((w*: ?«‘i}) (2.14)

b= — .

Entonces, el hiperplano de separacidén éptimo queda dado por
flz) = (W, z) +b* = Zyzozz z;, ) 4+ b (2.15)

Y la funcién de decisién queda dada por la expresién (2.1).

La solucién del problema dual 2.12 satisface ademas las condiciones complemen-
tarias de Karush-Kuhn-Tucker dados en [1]:

Los vectores z; para los cuales las correspondientes of son diferentes de cero son
llamados vectores de soporte. Por las condiciones complementarias de Karush-Huhn-
Tucker (ecuacién (2.16)), los vectores de soporte caen justamente sobre el margen de
la funcién de separacién. En la figura 2.2, los vectores de soporte aparecen resaltados.
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2.2.2. Caso no linealmente separable

Para resolver el caso no linealmente separable quisieramos encontrar un mapeo
¢ : X — F que mapee los puntos de entrada a un espacio F (llamado feature space
o espacio de rasgos) en el cual el problema sea linealmente separable y asf aplicar el
procedimiento anterior.

Figura 2.3: Visualizacién del procedimiento para resolver el caso no linealmente se-
parable, mapeando al espacio F' a través de ¢ deonde se transforma en un problema
linealmente separable

Supongamos que tenemos un mapeo ¢ que cumpla las caracteristicas anteriores,
entonces tomamos las imégenes de los puntos de entrada originales como los nuevos
puntos de entrada y aplicamos el método anterior trabajando en F, esto es, hay que
resolver el problema dual:

mazimizar W(a) = Zé:l G = % Zi,j:l Y005 (0 (24), $(x5))
sujeto a  S_; yic; =0
>0 i=1,...,1

-
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Y obtener w* y b* a partir de o* de manera andloga

!
w* = Zyiafgb(xi‘) (2.17)
b= _mé’xyi=—1(<W*7 é(x%)>)2+ Il"lfIlyi=1(<’w*, ¢($Z>>) (218)

Observemos que w* € F.

Entonces obtenemos una funcién de separacién no lineal f para z € X:

Flz) = (w*, () + b* = Zayz (z:), p(z)) + b* (2.19)

=0

La cual define una funcién de decisién d dada por la ecuacién (2.1).

Observemos que tanto en el planteamiento del problema dual como en la expresién
de la funcién de separacién f Sptima (parte derecha de la ecuacién (2.19)) sélo
hacemos referencia a los datos de entrada en F', ¢(z;), dentro de productos punto.
Esto da lugar a la importacién del concepto de kernel.

2.3. El kernel trick en las SVMs

Definicién 1. Un kernel es una funcidn real en dos variables K : X x X — R,
para un espacio X, tal que Vz,z € X, se tiene que k(z,2) = (¢(z), ¢(z)) para algin
mapeo ¢ : X — F y F un espacio de Hilbert.

Usando el concepto de kernel podemos sustituir los productos punto por el kernel
en el problema dual:

mazimizar Z o; — Z viyjou0ik(xs, ;) (2.20)

i=1 2,j=1

sujeto a Zé:l yio; =0
01120 2=1,,l

N
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Y en la solucién en (2.19):
!
flz) = z o;Yik (i, x) + b* : : (2.21)
=0 ‘

2 i * ‘ i *
maxy=—-1(_ -0 Y5525, T:)) + ming—1 (370 y505k(x), 7:))
2

donde b* = —

Y asf obtenemos la funcién de decisién d nuevamente por la expresién (2.1).

Notamos que para resolver el caso no linealmente separable no se necesita conocer
¢ ni el espacio de rasgos F siempre que tengamos €l kernel K, lo cual ahorra muchos
célculos reduciendo el problema a resolver el problema (2.20) para « y sustituir en
(2.21). Esta sustitucién del producto punto por la funcién kernel, se conoce como
kernel trick. '

Al usar el kernel trick, la funcién de separacién f dada por la expresién (2.21)
resulta usualmente no lineal. La naturaleza de la funcién f queda determinada por
el kernel que se utilice para resolver el problema, ya que cada kernel determina un
subespacio en el espacio de funciones (llamado espacio de hipdtesis) dentro de el cual
el algoritmo de SVMs elige la funcién de separacién éptima f. Por ejemplo, el kernel
k(z,z) = (z, z) toma como espacio de hipétesis el conjunto de hiperplanos en X pues
el usar este kernel en el algoritmo equivale a resolver el caso linealmente separable.

Ahora, ya que puede haber muchos kernels con los que el algoritmo clasifique
correctamente los datos de entrada, nos gustarfa tener una manera de comparar
los errores de generalizacién que generan. Para ello, Vapnik establece que, con una
probabilidad de 1 — 7, se cumple la siguiente cota para el error de generalizacién del
algoritmo de SVM con el kernel &:

Errorge, <

e-l [
‘ — - 2.22
e <nsv log, — log, 77) (2.22)

donde [ es el ntimero de vectores de entrada, nsv es el nimero de vectores de soporte
v log, es el logaritmo base 2. La expresién (2.22) se puede encontrar en [6].

Luego, de (2.22) deducimos que para disminuir el error de generalizacién hay que
~ buscar disminuir el nimero de vectores de soporte. Es por eso que cuando se tienen
varios kernels que clasifican satisfactoriamente los vectores de entrada se toma el
kernel con el que se genera el menor niimero de vectores de soporte.

e
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2;4. Mis acerca de kernels

Aunque la definicién de kernel lo relaciona con una funcién ¢ : X — F, no es
necesario conocer ¢ o F' para reconocer si una funcién k es un kernel. Una forma de

wverificar si una funcién k es un kernel es usando el Teorema de Mercer, el cual nos

dice que si k cumple que

/X Mo g(@a(2)dadz 20 Vg Lo(X) (2.23)

entonces k es un kernel, donde L (X) es el conjunto de funciones de cuadrado inte-

grable en X, esto es, el conjunto de las funciones ¢ tal que
|

lollz, = /X f(@)dz < oo

Ademds, a partir de uno o més kernels se pueden construir nuevos kernels mediante
la siguiente proposicién:

Proposicién 1. Sean K; y Ky kernels sobre X x X, X C R"™, a ERJF, () una

funcion que tome wvalores reales en X, ¢ : X — R™, K3 un kernel sobre R™ x R™
y B una matriz n X n positiva semi-definida. Entonces, las siguientes funciones son
kernels:

1. K(x,z) = Ki(z,z) + Ks(z, 2).

2. K(g, z)‘= gKl(x,'z). |

5. K(z,2) = Ky(z, 2)Ka(z, ).

4. K(z,2) = f(2)f(2).

5. Ks(¢(z), ¢(2)).

6. z'Bz.

Una demostracién de esta proposicién se puede encontrar en [6].

A continuacién se muestran algunos de los kernels de uso més comin en SVMs.
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Kernel polinomial sencillo

Kernel polinomial

Kernel Gaussiano (RBF)
Kernel Sigmoidal

Kernel inverso multicuadritico

k(z,2) = (&, 2)"
k(e,2) = ((z,2) + o)
k(e 2) = e

k(e 2) = tanh(x(z, 2) + )

. 1
k(2.2) = ==

Donde m, ¢, 0 y x son pardmetros libres. En el siguiente capitulo se analizardn

los primeros 3 kernels de la tabla anterior..

En los capitulos siguientes, cuando hablemos de la ¢ dada por algin kernel, nos
referiremos a alguna funcién ¢ que puede tomar el lugar de la ¢ que aparece en la

definicién de kernel (Definicién 1).

g e

-

Capitulo 3

Espacio de rasgos para kernels

En este capitulo se analizarén algunas caracteristicas y propiedades de algunos

de los kernels més comunmente usados en las SVMs a través de las funciones ¢ y los
espacios de rasgos que definen implicitamente. La primera seccién pretende orientar

un poco hacia el enfoque que se usard en el resto del capitulo y al mismo tiempo,

mostrar algunos resultados generales acerca del espacio de rasgos.

3.1. Sobre los mapeos ¢s y sus espacios de rasgos

Como vimos en el capitulo anterior, los kernels definen implicitamente una fun-
cién ¢ que mapea a un espacio de rasgos F. Sin embargo, para que el algoritmo
de las SVMs pueda generar una regién de decisién que clasifique correctamente, es
necesario que el problema sea linealmente separable en F'. En este capitulo veremos
algunas caracteristicas del espacio de rasgos de algunos kernels para poder analizar
qué tipo de problemas pueden ser resueltos por cada kernel.

Hay que mencionar que la funcién ¢ y el espacio de rasgos F' no son dnicos para
cada kernel. Por ejemplo, si definimos las funciones ¢; y ¢2 en R? como sigue

15
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$a(z) = Pa(21,22) =

aunque ¢; # ¢y y sus respectivos espacios F1 y F; son de diferente dimensién (¢,
mapea a R® mientras que ¢» mapea a R*), ambas definen el mismo kernel:

9 16
kz(l‘, Z) = (¢2($>, ¢2(Z)> = .’E%Z% -+ xgzg -+ %$1$22122 + %xlxzzm

= 222l + 2222 L mzezizn = (91(2), 1(2)) = ki (, 2)

Sin embargo, dado un kernel &, la dimensién de la imagen de un conjunto J finito
bajo cualquier ¢ tal que (¢(z), $(z)) = k(z, 2) es fija. En el caso del ejemplo anterior
esto significa que dim(¢1(J)) = dim(é2(J)) para J un conjunto finito de vectores.

Con el fin de demostrar esta aseveracién introduciremos los siguientes lemas, y
definiciones.

Definicién 2. Sean z1, z2, ..., z, vectores en un espacio de Hilbert H. Llamaremos -

la matriz de productos punto de x1, T3, ..., T, a la matriz K tal que Ky = (x4, z;).

Lema 1. La matriz K es de rango completo si y s6lo si x1, X, .. ., T, son linealmente
independientes.

Demostracién. Supongamos que 1, T, - - -, T, 00 SON linealmente independien-
tes. Sin perder generalidad supongamos que z; = a1 T3 + a3T3 + - - - + Ap_12n, donde

~ T}
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a; # 0 para al menos un j. Entonces

(z1,71) (a1 + asTs + - + Gn-1Tn , T1)

(@1, 2) (a1 + agxs + - - + Qp—1Zrn , T2)
K, = i = i

(€1, ) (@122 + a3+ -+ + Ap—1Tn , $n>

a1(Z2, T1) + ag(3,21) + -+ + Ao (Tn, 21)
a1(Zg, T2) + a2{x3, T2) + -+ - + Gn-1(Tn, T3)

a1{(Z2, Tn) + a2(T3, Tn) + - - + An=1(Tn, Tn)

<x2,$1> <.’L‘3,$1> (xnaxl>

(%2, T2) (23, 29) | (Zn,32)
= a : +ag : +o b an

<.’Z?2, xn> (233, xn) (3377.7 $n> »
= ‘qle + oK+ -+ a1 K, . (31)

De la ecuacidn 3.1, la primer columna de K se puede poner como combinacién lineal
de las demés por, lo que K no es de rango completo. De aqui se deduce que si K es
de rango completo = z1, Z2, .. ., T, son linealmente independientes.

Ahora supongamos que K no ésAde rango completo. Sin perder generalidad su-
pongamos que K; = a1 K3 + ap K3 + - - - + an—1 K, donde a; # 0 para al menos un j.

Sea P = q;T9 + a3 + - - - + an_1Z,. Entonces, de la ecuacién 3.1 tenemos que

(1, zi) = (P, z;) Vi €{1,2,---,n} : (3.2)
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Observemos que la norma de P es igual a la norma de z; ya que

|zl = (z1,21) = (@122 + asw3 + - + Gn-12n 1)
= (T2, Z1) + ag(zs,21) + -~ + an—1(Tn, 1)
= 0122, 01%2+ A%z + -+ + Ape1Zn)

+as(zs, a1%2 + asZs + - + Ape1Tn)
ot An1{Tn , @12+ o3+ ¢+ Apo1Th)

= (@2 + T3+ + Gn1Tn , G182+ GpT3 + - + A1 Tn)
= |las + aszs + -+ + 13, = |[P)? (3.3)

Y ademds la proyeccién ortogonal de P sobre ; es zi:

PTyy  (Px)  (z1,11)
T 1= T =
1 %1 (z171) (z1,71)
Por lo tanto, P = z;, es decir, z; se puede poner como combinacién lineal de Ta,
T3 ..., Zn. De aqui se deduce que si 3, o, ..., Z, son linealmente independientes,
las columnas de K tamblen son linealmente mdependlentes esto es, K es de rango
completo.

Ty =1 : (3.4)

O
Antes de enunciar el siguiente lema introduciremos la siguiente definicién.

Definicién 3. Sea M una matriz cuadrada m x m yse{l,2,...,m}. Deﬁmmos
My como la submatriz de M gue resulta de sustraer la hilera s y la columna s.

Lema 2. Si Kyxy tiene rango L < m y z, se puede expresar como combinacion
lineal de los otros n — 1 vectores gy, x5 ..., T, entonces K . tiene rango L.

Demostracién. Supongamos que el rango(K.) < L, entonces K’ tiene menos
columnas linealmente independientes que K.

Sea K, u # s, una columna linealmente independiente de K (correspondiente al
vector x,) tal que su equivalente en K’ no es linealmente independiente (su equiva-
lente ser4 la columna en K} correspondlente a 7,) a la que llamaremos (K7),.

Entonces, ya que (K7),, 1o es linealmente independiente de las demds columnas de
K podemos expresarla como (K.), = >, 225 0(K3)i (donde (K7); es la columna de
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K! correspondiente a ;) con a; # 0 para algin §, esto es, para todo k € {1,2,...,n}
con 7 # s se tiene que

(Ty, Tr) = Z i@, Tx) Z GiTi, Th) (3.5)

iU, its 19611. i#s
Ahora definimos una nueva numeracién para z; y a;, de tal forma que

/ — / —
:L.;_ = Ty, :5/2 = Tytly ceey Loy = L1y Loy = Ts+1,

’ o ! —
xs—u+1 = Zs1+2, ...,In_l = ZTy—1
(esto si u < ), en el caso en que u > s seria:

/ / —
xll =Ty, Tog = Tytl; -5 LTpgyrs—1 = Ls~1s

s

’ _ ’ _
Tpeyts = Totls Tpegrstl = T2, -3 L1 = Tu—1

y de forma anéloga para a;.

Entonces, haciendo P = S.7~" a/z}, observamos que la ecuacién (3.5) es equiva-

lente a la ecuacién (3.2) (tomando n como 1 — 1). Entonces, de las ecuaciones (3.3)

y (3.4) deducimos que z; = P =3 o | a’ 7, que en terminos de los z; significa que
Ty = D ity iots GiTi- LUEGO, s€ tiene que:

(Tu, T1) (Zi¢u,i¢s a;i%; , T1) (3, 71)
K, = (xu7$2> _ <Zi#u,i¢siaixi7 T2) _ Z o '<$i,$2>
: : iFuiFEs .
<xu7 xn> <Zi#u,i;és ;T4 xn> ) (xiy xn)
= Z a: K; » (3.6)
iEu,i#Es

Hemos expresado K, como combinacién lineal de las demds columnas de K, lo cual -

contradice la hipétesis inicial. Luego, rango(K.) > L.

Sin embargo, al quitarle un renglén o columna a una matriz, el rango de la
nueva matriz siempre es menor o igual al rango de la matriz original, de aqui que
rango(K!) < L.

Por lo tanto rango(K.) = L.
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O

Lema 3. La matriz K,x, es de rango L si y sdlo si exactamente L de los vectores
T1, T2, --., Tn SON linealmente independientes.

Demostracién. Si L = n, el lema queda demostrado por el Lema 1.

Si L < n entonces, por el Teorema 1, existe s € {1,2,...,n}, tal que z, puede ser
expresado como combinacién lineal de los demds vectores zi, s, ..., Zn. Entonces,
por el lema 2 ,K| tiene rango L.

Luego, si K| es de rango completo (L = n — 1), por el lema 1 los L vectores
21,2, -, Ts—1,Ts+1, - - - » T, SO0 linealmente independientes.

Si K7 no es de rango completo, repetimos el proceso eliminando vectores que se
puedan poner como combinacién lineal de los deméds (que el Lema 1 nos asegura que
habré) hasta obtener una matriz L x L de rango completo que, por construccién y
por el lema 1 nos dard L vectores linealmente independientes.

Observamos que los n— L vectores que fueron desechados de entre los n originales
por el proceso podian expresarse como combinacién lineal de los vectores que iban
quedando. Entonces, se tiene que estos n — L vectores podian ser expresados como
combinacién de los otros L, lo cual demuestra el lema.

Y como corolario obtenemos el resultado que buscabamos:

Corolario 1. Sea k un kernel en X x X, y J = {z1,%9,...,Zn} un conjunto de
vectores en el espacio de entrada X. Entonces si ¢ : X — Fy y &2 : X — F3 son
mapeos tales que ($1(x), p1(2)) = k(z, 2) = (P2(x), $2(2)), se tiene que dim(d1(J)) =
dim(p2(J)).

Demostracién. Formemos la matriz K de tal forma que K;; = k(z;,z;) =
(1(z), $1(2)) = (@Pa2(z), P2(2)). Luego, por el lema 3, el rango de K es igual al nimero

de vectores linealmente independientes del conjunto ¢1(J) = {¢1(z1), ¢1(22), ..., d1(zn)},

y también al nimero de vectores linealmente independientes del conjunto ¢o(J) =
{p2(z1), pa(z2), - ., P2(zn)}. De aqui se sigue que dim(¢y(J)) = dim(g2(J))-

d
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En las siguientes secciones de este capitulo analizaremos algunos kernels a través

~ de algunas de sus funciones ¢ asociadas. Como comentamos anteriormente, las ¢’s

asociadas a los kernels no son unicas, sin embargo, el corolario 1 nos ayuda a en-
tender porqué no es tan importante la ¢ que escojamos para analizar. Las ¢s que
analizaremos no serén las ¢s cuyo espacio de rasgos F' tenga dimensién més pequeiia
sino las que nos faciliten més las operaciones.

Buena parte del estudio de los siguientes kernels comienza en X = R?, pero en
la mayoria de los casos se puede extender ficilmente para X = R™.
3.2. Kernel polinomial sencillo

El kernel polinomial sencillo est4 dado por

K(z,z) = ((z,2))™ (3.7)

donde m es un pardametro libre el cual lo tomaremos en N.

Es facil demostrar que K es un kernel usando el hecho de que el producto punto
usual es un kernel (trivial tomando ¢ como la 1dent1dad y X = F) y la tercera pro-

piedad de la Proposicién 1 m — 1 veces.

Tomando X = R? y desarrollando (3.7) tenemos

K(z,z) = a7z +ma T lz{n_ Tozo+- - +<j >x1 Al P ARy +mx1z1x2 IR

(3-8)
De aqui podemos observar que una ¢ para el kernel polinomial sencillo es

m
Ly

\/n_wl ~lz,

$(z) = f P (3.9)

\/'Tﬁxlxg’_l

m
L2
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La cual mapea a R™H,

Ahora, nos interesa saber qué tipo de problemas se vuelven linealmente separa-
bles en el espacio de rasgos F' de esta ¢. Para ello, observaremos qué tipo de curvas
en X son mandadas a planos en F.

Un plano en F tiene la forma
(w,z) +b =0 (3.10)

paraw € F y V' € R. Luego, los puntos z € R? que son mapeados por ¢ en un plano
deben cumplir

(w,é(z)) =0 S : (3.11)

para algin w € F', w #0 y b € R. Sustituyendo (3.9) en la ecuacién (3.11), tenemos
que los puntos que son mapeados por ¢ a un plano deben satisfacer

m s .
wit] + Vmwerl g sy (j >7.Uj+1x§_n o)+ F Uzl =b (3.12)

donde b € Ry w; € R con w, # 0 para algin s. Ya que las variables w; pueden tomar
cualquier valor en R, podemos expresar la ecuacién 3.12 de la siguiente manera

a3y + arT o+ A g ) 4t apzi gl oz =b  (3.13)
donde b€ Ry a; € Rcona;, #0 para algin s.

Entonceé, la imagen inversa de un plano en F bajo ¢ tendrd la forma de la ecua-
cién (3.13). ' ’

De lo anterior y de la expresién (2.19) del capitulo anterior, deducimos que el
método de SVMs con el kernel polinomial sencillo separa vectores con funciones de
separacién f tales que f(z) = 0 se puede expresar como la expresién dada por (3.13).
Esto es porque el método de SVMs buscard un hiperplano de separacién éptimo en el
espacio de rasgos F' y, por lo tanto, su imégen inversa bajo ¢ tendré necesariamente
la forma dada en la expresién (3.13).

Ahora, cuando tomamos X = R, el desarrollo en (3.8) se vuelve

K(z,2) =

e
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i ""iﬁ m‘jl"z"j"-z MU(z120 7 -+ (=1 2y VI (T 2 )P I
T Um—d = '
120 ja=0 jm1=0 il Jumal(m — 51 Jn-1)!

Y las componentes de la ¢ se vuelven los términos de la funcién polinomial

e I P ml(1)3 -« (B Y ()Tt

PO=2 0. 2 T e

J1=0 j2=0 Jn—-1=0

Y, sustituyendo ¢ en (3.11), y de manera anéloga al caso para X = R? tenemos
que los puntos mapeados por ¢ a un plano deben cumplir

im m—ji m—j1-—jn-2 )
J Jn—1 m=j1—jn-1 —
S Y @) @ @) R 2 (314)
J1=0 j2=0 Jn-1=0 ' :
donde b € Ry G4y 45...0m_y € R coOn ag, s5,...0m_1 7 O para algunos sy, sz,...,8m—_1-

Observamos que la expresién del lado derecho de (3.14) es la expresién polinomial
general en n variables de grado m, por lo que las funciones de separacién f encontra-
das por el método de SVMs con este kernel serdn expresiones polinomiales de grado m

Entonces, la funcién de separacién generada por el kernel polinomial sencillo tiene
la forma f(z) = b, donde f es una funcién polinomial que contiene sélo términos de
grado m.

De las expresiones anteriores, se tiene que al multiplicar este kemel por una
constante positiva ¢ (K'(z, z) = cK(z, z), el cual es kernel por la segunda propiedad
de la proposicién 1), con X = R? la funcién ¢ se volverd

7
JmeP
#@)=ve | /(a7 | (313)
vmzizy!
-

Y la expresién (3.13) se transformaria en
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. o »
VeamzT + Vears P o + -+ Veajzl T 2 + -+ Veamtad T + Veama o

! / -1 / 3.7 / -1 4
- ale’ + a2.7;7]:n xz + ctt + ij_,_lw;n J:Lé + M + amxlxgl + am+1$;n = b (316)

Luego, tedéricamente el kernel cK(z,z) generard el mismo tipo de funciones de se-
paracién y tomaré la misma funcién de decisién. Incluso si se tienen kernels cuya ¢
sea similar a la mostrada en (3.9) pero con una o més componentes multiplicadas
por constantes generarén la misma funcién de separacién. Sin embargo, en la précti-
ca esto sélo es cierto siempre que alguna de las componentes de ¢ no se acerque
demasiado a cero (o se vuelve demasiado pequefla comparada con otras), en este
caso puede suceder que el algoritmo desprecie dicha componente en ¢ y por tanto
desaparezca su correspondiente término en (3.13). Esto ocasiona que la funcién de
decisién encontrada pueda ser diferente. :

Esto se sigue cumpliendo para X = R™ y la demostracién es andloga.

A continuacién veremos como ejemplo el caso del kernel polinomial sencillo cuan-
do m =2, esto es, K(x,2) = ((z,2))%.

La ¢ para este caso es

1
é(z) = | V212, S (3.17)
3
Y la expresién (3.13) nos queda
0177 + ag%1 Ty + azrs = b - (3.18)

Por lo que el kernel generard elipses e hipérbolas como funciones de separacién. En
la figura 3.1 se muestra un ejemplo de una funcién de separacién encontrada con este
kernel.

La imagen en F bajo ¢ de las funciones de separacién encontradas por este kernel
se encuentra contenida dentro de un plano, el cual es el plano de separacién en F.
La figura 3.2 muestra este hecho.

e ;—1

3.2. KERNEL POLINOMIAL SENCILLO ' 25
s
—of
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Figura 3.1: Regién de separacién encontrada por el método de SVMs con el kernel
k(z,2) = ((z,2))?

“40
“30

Figura 3.2: Imagen bajo ¢ de la funcién de separacién en el espacio de rasgos. Nétese
que el circulo estd contenido en un plano, el cual es el plano de separacién en F'
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3.3. Kernel polinomial

El kernel polinomial esté dado por
K(z,2) = ((&,2) + " (3.19)

donde m y ¢ son pardmetros libres con m € Ny ¢ > 0.

Desarrollando la expresién (3.19) tenemos:

K(z,2) = ((z,2))" +mc((z, 2))" - -+ (?)cj(@,z))m‘j +---mc™ Nz, 2) +

: (3.20)
esto es, el kernel se puede expresar como una suma de kernels de la forma ¢ K'(z, z),
donde K’ es un kernel polinomial sencillo y a una constante positiva. De aqui es facil
ver que K es un kernel usando el hecho de que el kernel polinomial sencillo es un
kernel y la primera y segunda propiedades de la proposicién 1.

Para obtener una ¢ para este kernel, observamos que si tenemos un kernel &£ como
suma de kernels k1, ko cuyas respectivas ¢s son ¢, ¢, entonces

k(z,2) = ki(z, 2) + ka(z, 2) = (¢1(2), 61(2)) + ($2(2), 62(2))
Por lo que una posible ¢ para k serfa una concatenacién de ¢; y ¢a:.
_( #1(z) >
- P(z) = ( () (3721)
De tal forma que: ‘

(0(2), 9(2)) = (61(2), 61(2)) + (92(2), $2(2)) = k(z, 2)

Luego, la ¢ del kernel polinomial es una concatenacién de las ¢s de los kernels

polinomiales sencillos que aparecen en la suma de la expresién (3.20). Entonces,

podemos poner esta ¢ como
V/Mehm—1(x)

o) =| 1/(7)Ibm-s(2) - (322)
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donde ¢; es la funcién ¢ del kernel polinomial sencillo k(z, 2) = ({z, 2))* la cual, para
X = R? est4 dada por la expresién (3.9) para m = i y para X = R™ , aunque no se
da explicitamente, se da una idea de la forma de esta ¢;.

Las raices cuadradas en la expresién (3.22) vienen de obtener la ¢ para el kernel
ck(z,z) cuando k es un kernel polinomial sencillo y ¢ > 0 como se explicé en la
seccién anterior. La dltima componente de ¢ en (3.22), v/¢™, es la ¢ para el kernel
k(z,z)=c™

(m4+1)(m+2)

Para X = R2, la ¢ dada por (3.22) mapeade RZa F=R~ 2 . Notemos que
la dimensién de la imégen de ¢ en (3.22) es de, a lo més (—"fi%(—”ifa —1, ya que la
tltima componente de ¢ es siempre constante.

Ahora, los puntos z € R? que son mapeados por ¢ dentro de un plano deben
cumplir (3.11) para algin w € F, w # 0 y b € R. Para hacer nuestra tarea més facil,
eXpresaremos w como

w= : (3.23)
4 .
W
!
Wy
donde w}, ., es el vector formado por las primeras m + 1 componentes de w, w), es
el vector formado por las siguientes m y asi sucesivamente. Entonces, sustituyendo,

(3.22) en (3.11), tenemos que los puntos mapeados por ¢ a un plano dado por (3.11)
deben cumplir .

(W1, $ra()) + VL) Sraa(2)) + -+ (?) S ls1s g (@) + -

o Vmem Yy, ¢1(2)) + wiver =Y (3.24)
Al sustituir las ¢; de la misma forma que en(3.12):
(W DT + - 4 4/ () (W) 5187 2% + -+ 4 (W25
+ vmel(wp e () W)l T T e o+ (W) ma

+
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o+ Vmer Y (wh)iz + (wh)awe] + wivem = b ' (3.25)

Ya que las w; (las componentes de w) son arbitrarias, podemos expresar (3.25) de la
siguiente manera (anéloga a lo que hicimos en (3.13)):

m—1 m—j..J m
am,le + Qm 27T Tot+ -+ Um,j+1%1 “T% +o Amm+1T2
m—1 m—2 m—j—1_j m—1
+ Am-11%] T Om-12Z) T2t Gme1i417 Th 4 F Gme1m®]

+ :
ot 1,171 + 41,2%2 =b ‘ (3.26)

Luego, los puntos mapeados por ¢ dentro de un plano deben cumplir (3.26) para
a; € R, a5 # 0 para algin s.

Andlogamente al kenel polinomial sencillo, de lo anterior y de la expresién (2.19)
del capitulo anterior, deducimos que el método de SVMs con el kernel polinomial
separa vectores con funciones de separacién f tales que f(z) = 0 se puede expresar
como la expresién dada por (3.26).

Luego, la funcién de separacién generada por este kernel tiene la forma f (x) =1,
donde f es una funcién polinomial de grado, a lo més m.

Cuando X =R", las ¢; en (3.22) son las correspondientes ¢; del kernel polinomial
sencillo para X = R™, y la expresién (3.26) se vuelve la suma de las expresiones del
lado derecho de (3.14) correspondientes a las diferentes ¢;. Esto es, las funciones de
separacién f encontradas por el método de SVMs con este kernel es nuevamente una
expresidén polinomial de grado m.

Notemos que no importa el valor del pardmetro ¢ en (3.19), el kernel generars el
mismo tipo de funciones de separacién. Sin embargo, en la prictica, al igual que para
el kernel polinomial sencillo, esto deja de cumplirse cuando una o més componentes
de ¢ en (3.22) se acercan demasiado a cero o se vuelven demasiado pequefias en
comparacién con las demds. Es muy comin que el pardmetro ¢ se fije como ¢ =1 el
cual no tiene mucho riesgo de influir negativamente.

Obviamente el kernel polinomial es més completo que el kernel polinomial sencillo
ya que tedricamente, el espacio de hipétesis del segundo esté contenido en el espacio
de hipétesis del primero ya que el primero puede generar las mismas funciones de
decisién que el segundo y atin més.

oy ey
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Ahora, supongamos que queremos encontrar una funcién de separacién polinomial
con el método de SVMs. Si buscaramos que la funcién fuera una curva polinomial

de grado u, entonces necesitariamos usar un kernel polinomial con m > u. Esto se
deduce del siguiente lema. ‘

Lema 4. Sea ¢ : X — F una funcion, con X g R™ y F = R®. Luego, si las
componentes de ¢(x): ¢1(z), P2(x), ..., ¢s(x) generan a las expresiones polinomiales
de grado u en X, entonces todas las curvas polinomiales de grado u en X, P(z) =

P(zy,....,zn) = b donde P(z) es una expresidn polinomial de grado uw en X y b € R,
son llevadas a un hiperplano o través de ¢.

Demostracién. Sea P(z) una expresién polinomial de grado u en X. Tenemos
que'las ¢;(z) generan a las expresiones polinomiales de grado u en X si.y sélo si
existen ay,as,...,a, € R tales que

a161(2) + aapa(z) + - - + as05(z) = P(z) | (3.27)
Definimos \
a1
a=| 2| | (3.28)
a's

“Entonces, de (3.27) y (3.28), para todo z € X tal que P(z) = b, se tiene que

(a,8(2)) = a1¢1(z) + asda(z) + - - - + asds(z) = P(z) = b (3.29)

Por lo que la imagen de la curva P(z) = b bajo ¢ queda dentro del hiperplano
(a,z) = b.

O

Ahora, como mencionamos anteriormente, las componentes ¢;(z) en (3.22) son
los términos de la expresién polinomial general de grado m, por lo que generan a
cualquier expresién polinomial de grado menor o igual a m. Aplicando el lema 4 y ya
que todas las imégenes de las posibles curvas de separacién para las SVMs con este
kernel deben estar contenidas dentro de un hiperplano, deducimos que para obtener
una curva de separacién polinomial de grado u se necesita usar un kernel polinomial
con m > u.
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3.4. Kernel Gausiano |
El kernel gaussiano estd dado por
Kz, 2) = e 5 (3.30)
donde ¢ es un pardmetro libre.

Podemos expresar (3.30) como

==~z =lzl® —llz)?, (==
k(r,z) =e 2027 = (7202 g 2 )eﬁa_i’z (3.31)

Analizaremos (3.31) como un producto de kernels

—lz—z|2
k(z,z) =e 2% =ki(z,2)kb(z, 2) ©(3.32)
donde 7
212 —iz2
K(z,2) = et e 2t : (3.33)

{z,2)

ky(z,z) = e o2 (3.34)

De aqui que el kernel gaussiano es un kernel si k] y &} son kernels. Para verificarlo
mostraremos las ¢s de ki y k5.

ki es un kernel que mapea a R y cuya ¢ est4 dada por

$1(z) = eHF (3.35)

Mientras que k5 puede ser expresado de la siguiente forma por el desarrollo de Taylor
de la funcién e*

(z, 2) ((I,Z))2 e (gwa,_;))i—l
o? -2 (i —1)!

Ky(z,2) =e s =1+ T (3.36)

Observamos que los términos en (3.36) son kernels polinomiales sencillos multiplica-
dos por una constante. Luego, la ¢ del k} mapea a un espacio de dimensién infinita
(v por lo tanto también el kernel gaussiano). Si truncamos la serie hasta el término

SRR

C—

3.4. KERNEL GAUSIANO : 31

j-ésimo, esta ¢ la podemos aproximar como
1
1
2 61(z)
o) =| a0 (3.37)

o (%)

Donde ¢; es la ¢ del kernel polinomial sencillo dada por (3.9) con m = 4. Observamos
que las componentes de (3.37) son multiplos de las componentes mostradas en (3.22),

. por lo que este kernel aproxima la funcién e separacién que un kernel polinomial con

m grande.

Para obtener una ¢ para el kernel gaussiano, observamos que

ki (z, 2)ky (2, 2) = (1(2)5(2)) ((82(2), $3(2))) = (81 (z)d5(2), $1(2)¢5(2))  (3.38)

~

ya que ¢(z) € R para todo z. € X. Por lo témto, la ¢ para el kernel gaussiano se
1

aproxima por

—|iz)2
1 e 202
—liz|®
| Lo (z) e2e? 6, (x)
—Jlz)i2 1 —[l=|? '
dz) = et ?@@(x)_ = £ 750" Sz 6a(2) (3.39)
1
mqu(a:) =z
Y e Sxrgoy (%)

Luego, los puntos que son mapeados aun plano en F a través de esta ¢ deben cumplir
(3.11) para algiin w € F y b € R, esto es

(w, 6(z)) = (w, ¢ (z)d5(z)) = d1(z){w, ¢3(z)) = b (3.40)

Entonces, como las componentes de ¢, son las mismas que en (3.22) con m grande,
generan las expresiones polinomiales de cualquier grado (ya que j es arbitrario en
(3.39) y en (3.37)) y entonces (3.40) nos queda

)2 :
et P(zy,29,...,2,) = b (3.41)
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donde P es una expresién polinomial en n variables (de cualquier grado) y 1, Za, . . ., Zp,
son las componentes de z. Luego, la funcién de separacidén encontrada por el método
de SVMs con el kernel gaussiano tendrs la forma dada en (3.41).

D6t

0

4}

=2
Figura 3.3: Gréfica de la funcién e%(xl — x2) = 0. Nétese que cuando la norma

de x es mayor a 1, la curva se va a cero exponencialmente.

Las curvas dadas en (3.41) son generalmente curvas cerradas, ya que cuando la
norma de z tiende a infinito, la parte exponencial de (3.41) tiende a cero, dominando
la expresién. La figura 3.3 muestra este hecho con una de estas curvas, tomando
Plz)=z, -2y b=0. :

Observemos también que cuando la norma de x es muy cercana a cero, la parte
exponencial de (3.41) tiende a uno, por lo que la curva tiende a parecerse a P(z) = 0.
Por ejemplo, en la figura 3.3 se puede observar que la curva, antes de comenzar a

cerrarse (v a tender a cero), se asemeja a la pardbola z; — 2 = 0, especialmente cerca
2

de cero. La figura 3.4 muestra otro ejemplo de curvas de la forma e 22 P(z)=0b.

El pardmetro o es un factor importante para la eleccidn de la funcién de separa-
cién que se encontrard usando el kernel gaussiano y ahora veremos algunas formas
en las que interfiere en el funcionamiento del kernel.

e
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—||lz 2 .
Figura 3.4: Gréfica de la funcién o5 (z2+ 322 + 7271 +33) = §. Este es un ejemplo
més general del tipo de curvas de separacién que encuentra el método de SVMs con
el kernel gaussiano. ‘

J

Veamos que cuando ¢ es muy grande, los coeficientes de los kernels polinomiales
sencillos en (3.36) tienden a cero répidamente (més rdpidamente conforme el kernel
es de mayor grado). Esto se traduce en que las componentes de ¢ en (3.37) que estén
dadas por kernels polinomiales sencillos de grado muy grande serdn tomadas como
sero y ﬁor tanto serdn despreciadas por la computadora. Esto significa que, en este
caso, P en (3.41) serd una expresién de grado generalmente pequefio y por tanto el
espacio de hipétesis generado por éste kernel serd més pobre.

En el caso limite, cuando ¢ — oo, podemos aproximar kj(z, z) dado en (3.36)
por los primeros dos términos v k4 (z, z) dado en (3.34) lo podemos aproximar por 1.
En este caso, el kernel gaussiano dado por (3.32) se aproxima a

K(z,z) =1+c(z,2) ‘ (3.42)

donde c estd dada en el segundo término de (3.36). Luego, K encontrard funciones
de separacién lineales, esto se puede observar en que la ¢ de este kernel es una
concatenacién .de las ¢s de los kernels ki(z,2) = 1y ko(z,2) = c(z,2). La ¢ del
primero es ¢(z) = 1 y del segundo es /c¢1(z), donde ¢1(z) es la ¢ para el kernel
polinomial sencillo de grado 1 (lineal). Luego, la ¢ para la aproximacién del kernel




34 CAPITULO 3. ESPACIO DE RASGOS PARA KERNELS

gaussiano queda dada por :
é(z) = < V(@) > (3.43)

observamos que (3.43) tiene la misma forma que (3.22) (tomando m =1y ¢ = 1),
sélo que con algunas componentes multiplicadas por una constante (las componentes
de ¢1). Sin embargo, como mencionamos en el caso del kernel polinomial, la funcién
de separacién encontrada con este kernel no cambia si las componentes se multiplican
por constantes, por lo que la funcién de separacién encontrada con el kernel gaussia-
no se aproxima a la encontrada por el kernel polinomial de grado 1.

En resumen, el kernel gaussiano se aproxima a un kernel lineal cuando o — oo.

3.5. Kernels a partir de ¢s

En las secciones anteriores presentamos algunos de los kernels mas usados y vimos

qué tipo de funciones de separacién son capaces de generar. Sin embargo, es posible -

generar kernels en el caso inverso, es decir, construir un kernel que encuentre un tipo
de funcién de separacién especifico. En esta seccién veremos un ejemplo de cémo se
puede hacer esto.

Supongamos que trabajamos con X = R3 como espacio de entrada y buscamos
separar los vectores de entrada con una esfera, es decir, queremos un kernel que
encuentre una funcién de separacién esférica. Para la construccién de este kernel
tomaremos esferas centradas en el origen como funciones de separacién (se pueden
trasladar los vectores de entrada més cerca del origen antes de usar este kernel con
el fin de hacer més eficiente la separacién). Entonces, la funcién de separacién debe
tener la forma

2+ 42 =2 (3.44)
con r € R. Para hacer la tarea més ficil (ademds de aumentar el espacio de hpétesis
del kernel que construiremos) admitiremos también elipsoides e hiperboloiddes como
funciones de separacién, entonces la funcién de separacién tendrs la forma

az® + by? + c2® = r? (3.45)
Para a,b,c € R. Ahora, (3.45) podemos verla como producto punto
a z?
({o].{s ph=r» (3.46)
c 22 -
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Esto sugiere la siguiente funcién ¢
$(z)=| =3 (3.47)

puesto que, los puntos que son mandados a hiperplanos (en este caso planos ya que
estamos tomando F = R?) por ¢ deben cumplir (3.11) que, al sustituir (3.47), equi-
vale a (3.46) (con b = r2). Esto quiere decir que la funcién de separacién encontrada
por el kernel que define la ¢ dada en (3.47) tendré la forma

wiL? + woth + wyzi = b (3.48)

la cual es la misma que (3.45), que era lo que buscabamos (notemos que b puede

tomar valores negativos, pero en este caso siempre podemos multiplicar por —1 la
ecuacién (3.48)).

Luego, el kernel que buscamos es

s

K(z,2) = (§(2), $(2)) = 212} + 2325 + 7323 - (349)

Este kernel no tiene una forma tan elegante como los otros que analizamos en este
capitulo, principalmente porque su uso estd restringido a los problemas en que el
espacio de entrada es X = R®.

De la misma manera con que se fabricé este kernel, se pueden generar kernels “su-
giriendo” algiin tipo de funcién como funcién de separacién generada por el kernel.

Sélo se necesita expresar este tipo de funciones explicitamente como se sugirié para

(3.45) .y después expresarlo como un producto punto como se hizo en (3.46) para
poder deducir una ¢ que nos de el kernel.

En la figura 3.5 se muestra un ejemplo de una funcién de separacién encontrada -
con el kernel dado en (3.49), la cual es una elipsoide. En este ejemplo, los vectores

marcados con circulos son los vectores (5,5,5), (4,3.8,6), (3,5,4), (3,3,3), (5,2,3),
(0,5,2), (3,1,4) y los marcados con asteriscos son los vectores (1,2,1), (2,1,1.3),
(1,1.2,2), (1.1,0.5,1), (2,1,1), (0,4,0), (1,3,2). »

Ya que para este kernel F' = R3, podemos graficar también el‘plano de separacién.
La figura 3.6 muestra el plano de separacién en F' encontrado para los mapeos bajo
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Figura 3.5: Ejemplo de una funcién de separacién encontrada con el kernel K (z,2) =
1322 + 2222 + 7322 :

By -

A

Figura 3.6: Plano de separacién en F encontrado con el kernel K(z,z) = 32} +
1222 + 1322 La imagen de la funcién de separacién de la figura 3.5 se encuentra
contenida en el plano.
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¢ de los mismos vectores de entrada de la figura 3.5 .

Este kernel es un ejemplo de que no es necesario que el espacio de rasgos F

definido por la ¢ de este kernel sea de dimensién mucho més grande el espacio de
entrada X para que el kernel pueda encontrar una funcién de decisién que separe

correctamente los vectores de entrada, pues en este kernel la dimensién de X y la de
X son iguales (¢ va de R® a R?).

En general, es muy comun que un kernel eficiente defina un espacio de rasgos F'
de dimensién muy grande, (por ejemplo, la ¢ del kernel polinomial dada por (3.22)
muestra que la dimensién del espacio F' al que mapea aumenta considerablemante
cuando m es grande) e incluso infinita, aunque sea tedricamente, pues en la practica la
computadora puede cortar la dimensién (como en el caso del kernel gaussiano cuando

o es muy pequefia). Sin embargo, est4 no es una condicién que garantiza que el kernel.
-encontrard una funcién de decisién que clasifique los vectores correctamente y ademés

es posible encontrar kernels (como el presentado en esta seccién) que puedan clasificar
los puntos que sele solicitan sin generar una dimensién muy grande.
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Capitulo 4

Algunos experimentos con otros

kernels

En este capitulo se presenta la construccién de 3 nuevos kernels a partir de algu-
nas ideas sugeridas por Vapnik [1]. Ademds se presentan los resultados de algunos
experimentos realizados con estos kernels, se calula el error de generalizacién y se
compara con una de las cotas de éste error presentada en el capitulo 2.

4.1. Usando polinomios ortogonales para obtener
kernels |

Dado una serie de polinomios ortogonales P; (z), Po(z), ..., Ppui(z) con z € R,
Vapnik [1] establece que la funcién K,, definida como sigue es un kernel

Knle3) = 3. @By (2) = A 21O P @Fis@) -y o,
= (4.1)
Kn(2,8) = 3 PH&) = AnlProa @)Pnle) = Pa@)Prsa(e)] (42

donde P/(z) es la derivada del polinomio P;(z) y A, depende de m y es tal que
Poi1(2) = (Anz + Bp)Py(z) — CpPo(z) YneN (4.3)

Asi, A,, al igual que B, y C,, es una variable caracteristica de los polinomios orto-
gonales P;(x) y define una férmula recurrente para los polinomios ortogonales. Ay,

39
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B, y C, existen para cualquier conjunto de polinomios ortogonales.

La expresién dada por (4.1) se conoce como la férmula de Christoffel-Darboux
(la expresién (4.2) es el caso limite).

Podemos observar que las sumatorias en (4.1) y en (4.2) en efecto forman un
kernel cuya ¢ estd dada como

Pl(l')

o) = | ) (44

Pm(x)

Observemos sin embargo, que este kernel se limita solamente a el caso en que el
espacio de entrada estd en R (a este tipo de kernels se les llama kernels unidimen-

‘sionales o one-dimensional kernels), por lo que en la mayorfa de los problemas este

kernel no nos servird pues usualmente se presentan como minimo con X C R?.

Afortunadamente, Vapnik establece también una forma para fabricar kernels defi-
nidos para espacios de entrada en R” (llamados kernels multidimensionales) a partir
de kernels definidos para espacios de entrada en R. Este método estd dado por el
siguiente lema.

Lema 5. Si las funciones ki(z, z), ka(z,2), ..., kn(z,2) definidas para z,z € R son
kernels, entonces, para u,v € R™, la funcién k(u,v) definida por

n

k(u,v) = H Ki(ui, vi)

i=1
es un kernel.

La demostracién de este lema se puede encontrar en [1].

Entonces, esto nos sugiere que, dado un conjunto de polinomios ortogonales P, (z),
. +y Prmai1(z), tomemos el kernel
n
K(z,2z) = | | kn(zi, 2) (4.5)
‘ i=1
con K, dado por (4.1) y por (4.2), siendo ésta la forma més sencilla de generar un
kernel con polinomios ortogonales.

—
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4.2. Kernel con polinomios de Tchevyshev de pri-
“mer orden

Ahora mostraremos un ejemplo de un kernel construido con el procedimiento
que se mostrd en la seccién anterior. Para ello, usaremos los llamados polinomios de
Tchevyshev de primer orden, definidos en [—1, 1]. La mayor ventaja que se logra con
estos polinomios es que se tiene una forma de expresar el término n-ésimo de forma
explicita:

T.(z) = 27" cos[n cos™ ] (4.6)

Por lo que podemos usar directamente las férmulas de la parte derecha de (4.1) y de
(4.2) con los polinomios m y m + 1 sin tener que generar los demds. Ademds, para
estos polinomios 4,, = % para todo m.

Entonces, si sustituimos (4.6) en las férmulas (4.1) y (4.2), obtenemos el siguiente
kernel unidimensional para z,z € [-1,1] >

Trnt1(2)Trn(2) = Tn(2) Tma (2)

Kn(z,2) = An

cos[(m + 1) cos™ z] cos[m cos™* z] — cos[(m + 1) cos™* 2] cos[m cos ™!

r—z

2—27’17, x]

Luego, usando la expresién (4.5), podemos construir el siguiente kernel multidi-
mensional

1 2] — cos[(m + 1) cos™ z;] cos[m cos™! z;]

Ti— Z;

cos[(m + 1) cos™ z;] cos[m cos™

n
K(z,z)=][]27
i=1
: (4.7)
A continuacién mostramos un experimento realizado con este kernel para pro-
bar su error de generalizacién. Generamos 120 puntos contenidos en [—~1,1] x [—1, 1]
y a partir de una curva predeterminada (para estos experimentos usamos la curva
50(z —0.9)(z+0.3)(z—0.5)(z+0.8)z)) clasificamos dichos puntos, los puntos encima
de la curva les asignamos la clase +1 y los demés la clase —1.

Ahora, de estos 120 puntos, tomaremos los primeros 90 como conjunto de en-
trenamiento S y usaremos el método de SVMs con el kernel K para obtener una
funcién de decisién que clasifique correctamente todos los vectores de entrada. Luego
clasificaremos con esta regién de decisién los 30 puntos restantes y compararemos la
clase asignada por la regién de decisién con la clase asignada previamente a estos
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Cuadro 4.1: Experimento para kernel de polinomios de Tchevyshev con primer orden

m | Num. de v. de s. | Error | Cota del error
3 14 10.00% 61.65%
4 15 6.67% 88.94%
5 ¢ 17 10.00% 93.63%
6 25 0 13.33% A
7 32 13.33 % Rk

puntos (que llamaremos puntos de prueba). El nimero de puntos de prueba clasifi-
cados incorrectamente por la regién de decisién entre el nimero total de puntos de
prueba serd el error de generalizacién de K para este conjunto de puntos.

Los resultados de este experimento son mostrados en el cuadro 4.2, donde la pri-
mer columna se refiere al valor de m para el kernel K en (4.7), la segunda columna
es el nimero de vectores de soporte generados por el algoritmo, la tercer columna
muestra los respectivos errores de generalizacién y la dltima columna muestra la
cota del error de generalizacién obtenida con la expresién (2.22) del capitulo 2 con
una conflanza de 90 %. Como se puede apreciar, la cota suele ser demasiado grande
cuando se tienen muchos vectores de soporte. Los asteriscos en la ltima columna
indican que la cota no aporta informacién para esos casos.

La lista comienza con m = 3 ya que para m = 1 y m = 2 la regién de decisién
encontrada no clasifica correctamente todos los puntos de entrada.

Se puede observar la conocida tendencia del error de generalizacién de primero

disminuir hasta un minimo y luego aumentar conforme aumenta la complejidad del .

kernel (en este caso el valor de m, es decir el nimero de polinomios que se tomarén).
En este caso, el kernel que nos da el menor error de generalizacién se logra con m = 4.

La figura 3.1 nos muestra una de las regiones de decisién encontradas con este
kernel a lo largo de los experimentos. En la figura se pueden alcanzar a apreciar
algunos de los datos de entrada del experimento anterior (los asteriscos son puntos
de la clase +ly los circulos son de la clase —1)
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Figura 4.1: Ejemplo de una regién de decisién encontrada por el kernel fabricado con

los polinomios de Tchevyshev de primer orden. La regién clara es la clase +1 y la
regién obscura es la clase —1.

~

4.3.  Kernel con polinomios de Hermite

Aunque es posible usar el método descrito en la primera seccién de este capitulo
para construir un kernel usando los polinomios de Hermite, el kernel seria dificil de
expresar y de usar ya que no hay forma de expresar el m-ésimo polinomio de Hermite
sin generar los m — 1 anteriores (o al menos no de una forma sencilla como con los
polinomios de Tchevyshev).

Sin embargo Vapnik [1] propone el siguiente kernel unidimensional construido con
los polinomios de Hermite

Ky(z,2) = S dH(@)H(2)

i=0

> ' zz 3_22222
= . o (4.8)
m(l—¢%)

donde 0'< ¢ < 1y la segunda igualdad es una funcién generadora (generator func-
tion). Ejemplos de este tipo de funciones (incluyendo la funcién dada en (4.8)) y
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cédmo obtenerlas se pueden encontrar en (7] y en [8].

Este kernel tiene una ¢ de dimensién infinita que podemos expresar como
Hy(z)
g3 H, (z)
| Pq(z) = : (4.9)
qf H;(z)

Como en los casos anteriores, las componentes que se acerquen a cero de esta
¢ muy probablemente serdn despreciadas por la computadora. Es por ello que el
pardmetro g es importante, pues define que tan cerca estard de cero la i-ésima com-
ponente de ¢ y por tanto si serd o no tomada en cuenta.

Entonces, si ¢ es pequefia se tomardn menos componentes de @, y el espacio de
hipGtesis serd méas pequeflo y si g es grande, se tomardn més componentes de ¢ y el
espacio de hipétesis serd més grande. En otras palabras, ¢ denota la complejidad de
la funcién de decisién encontrada por el kernel.

Entonces, truncando esta ¢ hasta la componente 7, y sustituyendo en la expresién
((3.11), nos queda que con este kernel encontramos funciones de separacién de la forma,

a Hi(z) + aoHo(z) + -+ -+ aj Hi(z) = b (4.10)

Ahora, para obtener un kernel multidimensional usamos el lema 5 para obtener
el siguiente kernel multidimensional (con k; = K, para una ¢ fija y para todo 1)

2fc 23259 _ (z;—2z;)%4°
Kz = ][ e B

i=1 vail 1_

' _ 1 [2§f_;_2q>q_llzl—ilzl_2q2] 411
RO 1)

el cual es el kernel que buscamos.

A continuacién repetimos el experimento que se realizé para el kernel construido
| con los polinomios de Tchevyshev de primer orden pero ahora para el kernel de los

—
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Cuadro 4.2: Experimento para kernel con polinomios de Hermite

¢ | Num. dev.des. | Error | Cota del error
0.1 13 6.67 % 84.23 %
0.2 14 10.00 % 88.94%
0.3 14 10.00 % 88.94 %
0.4 13 6.67 % 84.23 %
0.5 13 6.67 % 84.23 %
0.6 11 3.33% 74.73%
0.7 11 3.33% 74.73%
0.8 11 0.00% 74.73%
0.9 17 6.67% AR

polinomios de Hermite. Para este experimento obtenemos el cuadro 4.3 (andlogo a
el anterior).

En este caso, tomarfamos ¢ = 0.8 para el menor error de generalizacién tanto por
el encontrado experimentalmente como el sugerido por la cota que se calculd.

4.4. Kernel con series de Fourier

Aqui presentaremos otro kernel unidimensional construido esta vez con series de
Fourier. En este caso, nuestro objetivo es mapear con una ¢, de la siguiente forma
2
V2

sinz

on(z) = sian (412)
cos T

cosNz

para algin NV € N.
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Cuadro 4.3: Experimento para kernel con series de Fourier

N | Num. de v. de s. | Error | Cota del error

2 14 6.67% 88.94 %

3 14 6.67% 88.94%
4 14 6.67 % 88.94 %

5 25 0.00% oot

6 20 0.00% AR

7 25 0.00% R

8 32 - 3.33% AR

9 35 6.67 % ko

10 38 10.00 % oA

Entonces, el kernel (unidimensional) que buscamos tiene la siguiente forma
N _
+ E (sinizsiniz + cosizsiniz)

i=1

KN($7Z) =

N+

;X
= §+;cosi($—z)~

sin EH (7 )

= = e (4.13)
s 5
donde la ultima igualdad es llamada la férmula de Dirichlet.
Luego, el kernel multidimensional que buscamos tendrs la forma
K(z,2) = [ [ Kw(zs, 2) (4.14)
i=1

para N € N.

Una vez mas repetimos para este kernel el experimento que se realizé para los
kernels anteriores y obtenemos el cuadro 4.4.

En este caso, los kernels que nos dan el menor error de generalizacién experimen-
tal son los que tienen N =5, N = 6 y N = 7. Sin embargo, las cotas nos indican

e
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que seria mejor tomar el kernel con N =2, N=30 N =4.

La figura 3.2 nos muestra una de las regiones de decisién encontradas con este
kernel (una vez mas los asteriscos son puntos de la clase +1 y los circulos son de la
clase —1)
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Figura 4.2: Ejemplo de una regién de decisién encontrada por el kernel fabricado con
la serie de Fourier. La regidn clara es la clase +1 y la regién obscura es la clase —1.
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Capitulo 5

Conclusiones y frabajo futuro

En esta tesis se mostré un anélisis que se espera ayude a entender mejor la forma
en que operan los kernels gaussiano, polinomial y polinomial sencillo en las SVMs
para el problema de clasificiacién.

Este anilisis se puede usar como una forma de encontrar un kernel adecuado
(de entre los que se analizaron) para algin problema de clasificacién a travéz de
informacién que el conjunto de entrenamiento pueda sugerir acerca de la funcién de
separacién que se busca. Por ejemplo, si se necesita que la funcién de separacién tenga
varias “curvas” (como cambios de concavidad) digamos s, y se quiere usar un kernel
polinomial para el problema, lo més adecuado serfa tomar valores de m en (3.19)
alrededor de s para que la funcién de separacién fuera una expresién polinomial con
grado alrededor de n. Andlogamente, en el caso del kernel Gaussiano, se sugeriria
tomar ¢ suficientemente pequefia para que la componente n+1 de la expresién (3.39)
sea suficientemente grande para que sea tomado en cuenta para encontrar la funcién
de separacién. i

Ademdés, si se sabe algo de informacién a priori acerca de la funcién de separa-
cién, se puede construir un kernel que obligue a tomar cierto tipo de funciones de

- separacién.

Por otra parte, se presentan también otros 3 kernels, en el capitulo 3, construidos
a partir técnicas diversas presentadas por Vapnik y que, aunque no presentan una
forma tan elegante como los kernels mas usados, esperamos puedan presentar mayor
variedad para encontrar mejores funciones de decisién o menor error de generaliza-
cién para ciertos problemas.
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del estudio de kernels sirva para animar u orientar a buscar mejores maneras de

|
r Por ultimo, esperamos que este cambio de perspectiva de la forma convencional |
identificar el mejor kernel para un problema dado.
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